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1 Einleitung

Das Verstdndnis von Wachstum und Riickgang von Bevolkerungsgruppen in
der Natur, sowie Wechselwirkungen zwischen Populationen sind schon lange
von Interesse, und einfache mathematische Konzepte zur Beschreibung dieser
Phéanomene wurden schon vor Jahrzehnten aufgezeichnet.

VOLTERRA! und LOTKA? waren unter den ersten, die sich mit der mathe-
matischen Beschreibung von Interaktionen zwischen mehreren Spezies
auseinandersetzten. IThre Werke wurden hauptséchlich in den 1920er und 1930er
Jahren veroffentlicht und behandeln eine Reihe von Modellen zur Beschreibung
von Rduber-Beute-Beziehungen und Zwei-Spezies-Konkurrenzsystemen. Seit ih-
ren bahnbrechenden Arbeiten gab es viele andere namhafte Beitrige auf dem
Gebiet der mathematischen Okologie.

Kritiker dieser historischen Modelle vertreten oft die Auffassung, dass diese Mo-
delle zu unrealistisch seien und bestimmte biologische Merkmale, wie Umwelt-
einfliisse, nicht beriicksichtigen wiirden. Dem ist entgegenzuhalten, dass man
das Wirkungsgefiige eines Okosystems mit seinen Tausenden von Komponen-
ten zwar bewundern kann, dass es sich aber nur schwer modellieren liasst. Auch
schon die Analyse von Wechselwirkungen zwischen zwei Arten kann sehr kom-
pliziert sein, weil sie oft iiber mehrere zwischengeschaltete Arten wirken.

Aber die Bedeutung und Stérke dieser klassischen Modelle liegen nicht in der
Genauigkeit der Vorhersagen oder in ihrem Realismus, sondern sie zeichnen sich
wegen ihrer Einfachheit und fundamentalen Erkenntnisse aus.

Obwohl die Gleichungen, auf die in dieser Diplomarbeit eingegangen wird, im
Vergleich zu den in der Natur existierenden komplexen Beziehungen extreme
Vereinfachungen sind, ist es dennoch moglich, durch die Auseinandersetzung
mit diesen Modellproblemen einen gewissen Einblick in die 6kologischen Grund-
prinzipien zu erlangen.

Das einfachste Riuber-Beute-Modell zwischen zwei Arten, welches auch
unter dem Namen Lotka-Volterra-Modell bekannt ist, werde ich in Kapitel 2
vorstellen und analysieren.

Zwei Arten stehen dabei in einem Rauber-Beute-Verhéltnis, wenn das Wachs-
tum der einen Art, des sogenannten R&ubers, von der anderen Art, der soge-
nannten Beute, begiinstigt wird, wihrend die Beutepopulation in ihrem Wachs-
tum von der Riuberpopulation beeintrachtigt wird.

Der italienische Mathematiker Vito VOLTERRA stellte im Jahre 1926 dieses
einfache Differentialgleichungsmodell auf, als ihm die Frage gestellt wurde, wes-
halb in den Jahren nach dem Ersten Weltkrieg der Anteil der Raubfische in
der Adria deutlich héher und der der Beutefische deutlich niedriger war als in
den Jahren zuvor, obwohl der Fischfang wahrend des Krieges weitgehend unter-
brochen wurde. Aufgrund dieses eingeschrinkten Fischfangs wiirde man einen
Anstieg des Fischertrags erwarten, doch VOLTERRA konnte mit seinem etwas
naiven R#uber-Beute-Modell diesen ritselhaften biologischen Trend beschrei-

1Vito VOLTERRA, italienischer Mathematiker und Physiker, *3. Mai 1860 Ancona; t11.
Oktober 1940 Rom

2Alfred James LOTKA, 6sterreichisch-US-amerikanischer Biophysiker und Chemiker, *2.
Mérz 1880 Lemberg, Osterreich-Ungarn, 15. Dezember 1949 New York



ben.

Dieses Modell wurde als Lotka- Volterra-Modell bekannt, da ungefahr zur selben
Zeit Alfred J. LOTKA dieselben Gleichungen herleitete, um eine hypothetische
chemische Reaktion mit periodischem Verhalten der chemischen Konzentratio-
nen zu beschreiben.

Im darauffolgenden Kapitel werden einige Erweiterungen bzw. Modifikatio-
nen dieses sehr einfachen Modells vorgestellt, um etwas realistischere Modelle
zur Beschreibung von Réuber-Beute-Beziehungen zu erhalten.

Diese Modifikationen ergeben sich, indem man die Annahmen hinsichtlich der
Wachstumsrate der jeweiligen Population verdndert, von linearen hin zu nicht-
linearen Raten.

In der Literatur gibt es oft unterschiedliche Definitionen der Lotka-Volterra-
Gleichungen, nicht immer wird darunter das einfachste Rauber-Beute-Modell
verstanden, welches in Kapitel 2 behandelt wird. Josef HOFBAUER und Karl
SIGMUND zum Beispiel betrachten in ihrem Buch ,,Evolutionstheorie und dy-
namische Systeme“? ein allgemeineres Modell, welches nicht nur Riuber-
Beute-Beziehungen beschreibt, sondern auch Konkurrenz und symbioti-
sche Wechselwirkungen zwischen den Populationen zulésst, und bezeichnen
dieses als allgemeine Lotka-Volterra-Gleichungen. Durch diesen allgemeineren
Ansatz kann man Zusammenhinge zu anderen biomathematischen Bereichen,
wie Spieldynamik und Populationsgenetik, herstellen, worauf in Kapitel 4 ein-
gegangen wird.

Das Ziel dieser Arbeit ist, einerseits auf Basis des einfachen Lotka-Volterra-
Systems moglichst realitdtsnahe Modelle fiir eine Rduber-Beute-Beziehung in
der Okologie zu erhalten, und andererseits mithilfe dieser Gleichungen Zusam-
menhénge zu anderen biomathematischen Gebieten herzustellen und somit das
Potential dieses einfachen Systems voll auszuschopfen.

3[5]



2 Das Lotka-Volterra-Modell -
einfaches Riuber-Beute-Modell fiir zwei Spe-
zies

Ich mochte an dieser Stelle nochmals betonen, dass ein Zwei-Spezies-Modell die
komplexen Wechselwirkungen zwischen den tatséchlich in der Natur existieren-
den Arten nicht addquat beschreiben kann. Trotzdem ist die Untersuchung ein-
facher Modelle der erste Schritt, um komplexe Phdnomene verstehen zu kénnen.

Wenn wir mit z(t) die Grée der Beutepopulation und mit y(t) diejenige des

Réaubers zur Zeit t bezeichnen, ldsst sich das Lotka- Volterra-Modell wie folgt
schreiben:

_dzx

z(t) = 5 ez —azy= z(a — ay) (2.1)
30 =W = eyt ray = y(—et1a), (22

wobei a, ¢, a, v positive Konstanten sind.

Dieses Modell kann aufgrund folgender Voraussetzungen erkliart werden:

e Die zwei Populationen besitzen einen von der Auflenwelt isolierten Lebens-
raum. Die Beute erndhrt sich ausschliefilich von der dort vorhandenen
Vegetation, wihrend sich die Réuber lediglich von der Beutepopulation
erndhren.

e Die Beutepopulation besitzt praktisch unbegrenzte Nahrungsquellen, so-
dass bei Abwesenheit des Réubers die Populationsrate der Beute pro-
portional zur gegenwértigen Population wéchst, d.h. ihr Wachstum kann
durch die Differentialgleichung &(t) = ax (a > 0) beschrieben werden.

e In Abwesenheit der Beute nimmt die Réduberpopulation wegen des dadurch
verursachten Nahrungsmangels nach dem Gesetz y(t) = —cy (¢ > 0) ex-
ponentiell ab; die Rduberpopulation stirbt aus.

e Die Anzahl der Begegnungen zwischen Raubtier und Beutetier ist propor-
tional zum Produkt der Populationsgrofen. Jedes dieser Zusammentreffen
bedingt eine Wachstumsabnahme der Beute. Die Wachstumsrate der Beu-
te nimmt daher mit dem Term der Form —axy (o > 0) ab.

e Jedes dieser Zusammentreffen bedingt andererseits eine Wachstumszunah-
me der Rauber, die Wachstumsrate der Rduber nimmt mit einem Term
proportional zum Produkt der Beute- und Rauberpopulation, also mit yxy
(v >0), zu.



2.1 Das Lotka-Volterra-Modell als ebenes autonomes
Differentialgleichungssystem

Bevor auf die Analyse des Systems (2.1) und (2.2) eingegangen wird, sollen all-
gemein die Eigenschaften eines solchen autonomen Differentialgleichungs-
systems erster Ordnung im zweidimensionalen Raum kurz beschrieben werden.
Solch ein System hat folgende allgemeine Gestalt:

&= F(z,y) (2.3)
y=G(z,y) (2.4)

Ein solches System, bei dem die unabhéngige Variable ¢ nicht explizit auf der
rechten Seite auftritt, nennt man autonom.

Die Funktionen F(x,y) und G(z,y) seien auf einer offenen Menge D C R? de-
finiert und sollen dort stetige partielle Ableitungen nach z und y besitzen.
Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt unter gewissen Regularitéitsvor-
aussetzungen an F' und G, dass es zu jedem Anfangswert ¢, und zu jedem Punkt
(20,y0) aus D eine reelle Losung (z(t), y(t)) gibt mit 2(¢y) = 2o und y(t9) = yo.
Jede solche Losung kann geometrisch als Phasenkurve oder Trajektorie in
der (x,y)-Ebene, auch Phasenebene genannt, dargestellt werden. Die Gesamt-
heit aller Trajektorien in der Phasenebene wird als Phasenportrait bezeichnet.
Unter den Gleichgewichtspunkten (auch kritische Punkte oder singulire
Punkte genannt) des Systems (2.3) und (2.4) versteht man alle Punkte (Z,7) €
D, fiir die F(Z,7) = G(Z,y) = 0 gilt.

2.2 Qualitative Verhaltensanalyse

Die Untersuchung qualitativer Ergebnisse, die wir aus den Losungen der Dif-
ferentialgleichung erhalten kénnen, ohne die Gleichung dabei 16sen zu miissen,
spielt eine wichtige Rolle, da es fiir viele, insbesondere nichtlineare Differential-
gleichungen, keine geeigneten analytischen Losungsmethoden gibt.

Durch die Anwendung geometrischer Methoden wird nun das Verhalten der
Losungen (Trajektorien) des Systems (2.1) und (2.2) fiir beliebige positive An-
fangswerte von z und y analysiert und die Stabilitéit der Losungen besprochen.

2.2.1 Gleichgewichtspunkte und Richtungsfeld

Um sich den prinzipiellen Verlauf der Trajektorien klar zu machen, bestimmt
man zuerst die sogenannten Nullisoklinen (auch Nullgeraden). Dies sind
Kurven in der Phasenebene, bei denen das Wachstum jeweils einer Art ver-
schwindet.

Mathematisch sind diese folgendermaflen definiert:

{(z,y) € R] : # =0} (z-Nullisoklinen)
{(z,y) € R% : y =0} (y-Nullisoklinen)



Um nun die 2- und y-Nullgeraden des Systems (2.1) und (2.2) zu bestimmen,
sind die Gleichungen

t=xz(a—ay)=0 und yg=y(—c+~yx)=0

zu 10sen. Wir erhalten daher fiir die z-Nullisoklinen zwei Geraden = 0 und

y = & und entsprechend y = 0 und x = % fiir die y-Nullisoklinen.

Die Schnittpunkte dieser Nullgeraden sind jene Punkte, an denen fiir die Ab-
leitungen @ = 0 und y = 0 gilt und sind daher die Gleichgewichtspunkte des
Systems.

In unserem Fall lauten diese G; = (0,0) und Gs = (Z,9) = (%, 2), wobei der
erste Gleichgewichtspunkt trivial ist, da in diesem Falle beide Arten aussterben.
Die Gleichgewichtspunkte entsprechen den konstanten oder Gleichgewichtslosungen
des Systems, andere Losungen werden als Trajektorien in der Phasenebene dar-
gestellt. (siehe Abbildung 1)

y=0 »

Abbildung 1: Phasenportrait des einfachen Lotka-Volterra-Systems (Skizze)

Um ihr qualitatives Verhalten kennenzulernen, bestimmen wir zuerst das Rich-
tungsfeld des Systems.

Die Nullgeraden teilen den ersten Quadranten der Phasenebene in vier Zonen,
fiir die folgendes gilt:
L. y<&=-ay+a>0=2>0
x<%é7zfc>0éy<0
II. y<$=2>0
x> % =y>0
II1. y> 5 =12<0
x> g =9>0
IV. y>2=12<0
T < g =9<0



Daher ergibt sich in der Phasenebene ein Richtungsfeld, wie es in Abbildung 1
dargestellt ist. In dieser Abbildung ist schon erkennbar, dass die Trajektorien
tendenziell geschlossene Kurven um den kritischen Punkt Go = (£, 2) bilden.

’Y )
Diese Tatsache wird spéter noch genauer besprochen.

2.2.2 Linearisierung des Systems

Der néchste Schritt besteht nun darin, das lokale Verhalten der Losungen in der
Umgebung der kritischen Punkte zu untersuchen.

Dafiir kénnen wir uns auf die Untersuchung der Losungen des korrespondie-
renden linearen Systems beschrianken, da das System in der Ndhe der Gleich-
gewichtspunkte zum grofiten Teil mit einem linearen System iibereinstimmt, d.h.
fastlinear ist.

Gegeben sei wieder das allgemeine System (2.3) und (2.4), wobei nun die Funk-
tionen F' und G nichtlinear seien:

i = F(z,y) (2.5)
y=G(z,y) (2.6)

Es gilt ndmlich, dass dieses in der Umgebung des kritischen Punktes (Z,g) fast-
linear ist, wenn die Funktionen F' und G stetige partielle Ableitungen bis zur
zweiten Ordnung besitzen.

Um dies zu zeigen und das korrespondierende lineare System zu bestimmen,
verwendet man Taylorentwicklungen am kritischen Punkt (z,7) und schreibt

wobei 77 und 7 Funktionen sind, fiir die gilt

: n(@,y) o n2(2,y) _
lim = lim =0.
@y—=@9) /(z—2)2+ (y—9)2 @u—=@5 /(z—2)%+ (y —7)?
Es ist zu beachten, dass %:% und %:% gilt, wenn man die Variablentrans-

formation u =z — Z, v = y — ¢ einfiihrt.
Die Linearisierung des Systems (2.5) und (2.6) erhélt man, indem man

F(z,5)=0 und G(z,5) =0
verwendet und die Terme hsherer Ordnung 7; (z, y) und 72 (z, y) vernachliissigt.

Es ergibt sich somit das zu (2.5) und (2.6) korrespondierende lineare System
dt \v G.(2,9) Gy(z,9)) \v)" '

Die Koeffizientenmatrix in (2.7) besteht aus den am kritischen Punkt (z,q) be-
rechneten partiellen Ableitungen von F und G, ist also die Jacobi-Matrix des



Systems am Gleichgewichtspunkt. Der Typ und die Art der Stabilitit des
Gleichgewichtspunktes wird von den Eigenwerten dieser Matrix bestimmt.
o . . _ F.(z,y) F,(z y))
Im Folgenden wird fiir diese Jacobi-Matrix J(Z,y) = 7 Yoo e-
) w0 =(G00 dinn)e
schrieben, und die Eigenwerte r erhidlt man durch Berechnung der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms det(J —rI) = 0.4

Die grundlegende Eigenschaft dieser Methode ist, dass das Verhalten der Lésungen
nahe dem Gleichgewichtspunkt durch das Verhalten der Losungen des korre-
spondierenden linearen Systems bestimmt werden kann. Es ist moglich, nahezu
immer von Typus und Art der Stabilitéit des kritischen Punktes des linearen
Systems auf die des nichtlinearen Systems zu schliefen.

Stabilitit, asymptotische Stabilitdt und Instabilitit
Fiir ein allgemeines autonomes System der Form

% = £(x),

wobel x = (z,y) und f = (F,G), gelten folgende Definitionen fiir Stabilitiit,
asymptotische Stabilitit und Instabilitdt von Gleichgewichtspunkten:
Ein kritischer Punkt X heifit stabil, wenn fiir jede Losung x(t) gilt:

Ve>036>0:[x(0) — x| <d=|x(t) —X|| <e firallet>0.

Diese mathematische Definition besagt, dass jede Losung x(t), welche zum Zeit-
punkt t =0 geniigend nahe beim Gleichgewichtspunkt startet, nahe bei X ver-
bleibt.

Ein Gleichgewichtspunkt heifit asymptotisch stabil, wenn er stabil ist und
zusétzlich ein dg mit dg > 0 existiert, sodass

%(0) — %|| < do = lim x(t) = %.
t—o0

Dies bedeutet, dass sich Losungen, welche geniigend nahe beim Gleichgewichts-
punkt beginnen, dem kritischen Punkt fiir ¢ — co ndhern.
Ein Gleichgewichtspunkt, der nicht stabil ist, heifit instabil.

Die Klassifikation der Gleichgewichtspunkte bei linearen Systemen mit
konstanten Koeffizienten der Form

x = Ax
mit x = (z,y) und A = (i Z) ist im Appendix der Arbeit zu finden.
Die folgende Tabelle 1 gibt zusammenfassend einen Uberblick iiber die Stabi-

litdtseigenschaften von linearen und nichtlinearen Systemen abhingig
von den Eigenwerten 71,72 der Jacobi-Matrix J(z, %) in (2.7).5

4Vgl. [1], S.572 und [2], S.133
5Vgl. Tabelle 9.3.1 in [1], S. 573



Eigenwerte 71,79 lineares System nichtlineares System

Typus Stabilitat Typus Stabilitét
71,79 reell
r1>19 >0 uneigentlicher instabil uneigentlicher instabil
Knoten Knoten
rp <1y <0 uneigentlicher | asymptotisch uneigentlicher asymptotisch
Knoten stabil Knoten stabil
ro <0< r Sattelpunkt instabil Sattelpunkt instabil
rr=12>0 eigentlicher instabil eigentlicher instabil
Knoten Knoten
oder Spiralpunkt
ry=1r9<0 eigentlicher asymptotisch eigentlicher asymptotisch
Knoten stabil Knoten stabil
oder Spiralpunkt
r1,72 = A £ i komplex
A>0 Spiralpunkt instabil Spiralpunkt instabil
A<0 Spiralpunkt | asymptotisch Spiralpunkt asymptotisch
stabil stabil
Ty =i, rg = —ip Zentrum stabil Zentrum oder unbestimmt
(e #0) Spiralpunkt

Tabelle 1: Stabilitéits- und Instabilitédtseigenschaften von linearen und nichtlinearen
Systemen

Wie man in dieser Tabelle 1 erkennen kann, ist es im Fall eines Zentrums als
kritischer Punkt des linearen Systems nicht moglich, auf den Typus und die Art
der Stabilitéit des Gleichgewichtspunktes des nichtlinearen Systems zu schlieflen.
Den Grund dafiir méchte ich nun néher erldutern, da, wie spéter zu sehen, beim
Lotka-Volterra-System genau dieser Fall auftritt.

Da die Eigenwerte von der Koeffizientenmatrix des linearen Systems abhéngen,
konnen kleine Anderungen der Koeffizienten die Eigenwerte so verindern, dass
die Stabilitdt oder Instabilitdt des kritischen Punktes beeinflusst und die Ge-
stalt der Trajektorien wesentlich verdandert wird.

Dieses Phénomen tritt vor allem dann ein, wenn die Eigenwerte rein imaginér,
also r = 4iy, sind, d.h. wenn der kritische Punkt ein Zentrum ist und die
um das Zentrum verlaufenden Trajektorien geschlossene Kurven sind. Kleine
Anderungen der Koeffizienten haben némlich in diesem Fall zur Folge, dass
neue Eigenwerte 7/ = ) + iy’ entstehen, wobei |\'| klein und u' = p ist. Wenn
N # 0 ist, was fast immer der Fall sein wird, bilden die Trajektorien Spiralen,
wobei der entstehende Spiralpunkt asymptotisch stabil, falls A’ < 0 und instabil
ist, falls X > 0 ist.

Demnach konnen, wenn der kritische Punkt ein Zentrum ist, kleine Stérungen
ein stabiles System in ein instabiles verwandeln.

Dies ist der Grund, wieso man in diesem Fall den nichtlinearen Term nicht ein-
fach vernachlissigen kann, da dieser Ahnliches wie eine solche Stérung bewirken
kann.b

6Vgl. [1], S.569 und S.574
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Linearisierung des Lotka-Volterra-Systems

Um nun das lineare System fiir das Lotka- Volterra-System in der Umgebung
des Gleichgewichtspunktes (Z,§) zu bestimmen, kann man entweder die Varia-
blentransformation * = Z 4+ u, y = § + v in das System einfithren und nur die
linearen Terme in u und v beibehalten, oder sofort die Gleichung (2.7) verwen-
den, wobei fiir das hier behandelte System

F(z,y) = z(a — ay)
G(z,y) = y(—c+x)

gilt.
Durch Einsetzen dieser Gleichungen ergibt sich

205 )0

Gleichgewichtspunkt G; = (0,0)

Wird der triviale Gleichgewichtspunkt G betrachtet und dieser in (2.8) einge-
setzt, dann ist das in der Umgebung des Ursprungs korrespondierende lineare
System durch

a()=a()-6 5)0)

gegeben.

Die Eigenwerte dieser Jacobi-Matrix J(0,0) = 8 _Oc sind demnach r; = a
und ro = —¢, demzufolge ist der Ursprung sowohl fiir das lineare als auch fiir

das nichtlineare System ein (instabiler) Sattelpunkt (siehe Tabelle 1).
Gleichgewichtspunkt G, = (X,¥) = %2

Um nun diesen Gleichgewichtspunkt zu untersuchen, wird dieser wieder in (2.8)
eingesetzt, und man erhalt

ac

i) )0 29

dt \v o 0 v
Die Eigenwerte dieser Jacobi-Matrix J(£, &) lauten r = +iv/ac.
Da die Eigenwerte rein imaginér sind, ist der Gleichgewichtspunkt (%, 2) ein
stabiles Zentrum des linearen Systems. Wie schon zuvor erwahnt, ist es in diesem
Fall nicht moglich, direkt das Verhalten des linearen auf das des nichtlinearen
Systems zu iibertragen.
Die Untersuchung der Linearisierung reicht also nicht aus, um zu zeigen, dass
der Gleichgewichtspunkt im nichtlinearen Fall ein Zentrum ist und die Losungen
daher periodisch sind.
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2.2.3 Periodizitidt der Losungen

Dafiir wird nun eine Gleichung fiir die Trajektorien des nichtlinearen Lotka-
Volterra-Systems bestimmt, indem der Parameter ¢ eliminiert und die Bezie-
hung zwischen x und y betrachtet wird.

Der Parameter ¢ wird durch Division aus den Lotka- Volterra-Gleichungen eli-
miniert:

dy/dt _ dy _ y(—c+yz)
de/dt  dxr  z(a— oy)

Die Losung dieser Differentialgleichung erfolgt mihilfe der Methode der Varia-
blenseparation

—Cc+yx a— oy

dex = dy
x Y

fs e = 2o

—clnx +vx = alny — ay + h,

wobei h eine beliebige Integrationskonstante ist.
Geschrieben wird diese Losungsfunktion als

V(z,y) = —clnz — alny + vz + ay = h = const.

Diese Funktion V ist eine Bewegungsinvariante des Systems (2.1) und (2.2),
was bedeutet, sie dndert ihren Wert ldngs der Bahnen von (2.1) und (2.2) nicht.
Es lédsst sich zeigen, dass der Graph dieser Gleichung fiir ein festes h eine ge-
schlossene Kurve um den Gleichgewichtspunkt (z, %) bildet.”

Demnach ist der kritische Punkt G2 auch fiir das nichtlineare System ein stabiles
Zentrum und die R&uber- bzw. Beutepopulation variieren zyklisch.

ANMERKUNG

Man kann zeigen, dass die Funktion V' ihr Minimum genau an dem nichttri-
vialen Gleichgewichtspunkt G des Systems annimmt.

Da jeder Orbit dieses Systems implizit durch eine Gleichung V(x, y) = h gegeben
ist, ist es daher auch moglich, mithilfe dieser Darstellung diesen Gleichgewichts-
punkt zu berechnen.

Sucht man nédmlich das Minimum der Funktion V(z,y) = —clnz —alny+~yz +

ay, indem man %—‘; =0 und %—V = 0 setzt, erhélt man y— 2 =0und a— 7 =0
bzw. x = % =T und y = & = ¥, also genau den Gleichgewichtspunkt des Lotka-

Volterra-Systems.
Dieser Gleichgewichtspunkt kann auch als Orbit mit der Gleichung

V(z,y) =ho=—clnZ—alng+vT + oy =

c a
=—-—cln——aln—+4+c+a
¥ «

mit hg konstant, aufgefasst werden. Fiir die Konstante h jedes anderen Orbits
gilt h > hg, und sie wird durch Anfangsbedingungen bestimmt.

"Der von VOLTERRA gefiihrte Beweis ist in [4], S.530 f. angefiihrt.
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Um dies im dreidimensionalen Raum zu verdeutlichen, betrachtet man die Fléche
z = V(z,y) im (x,y, z)-Koordinatensystem. Dann hat diese die Gestalt eines
oben offenen Paraboloids mit tiefstem Punkt am Gleichgewichtspunkt (Z, 7).

Ellipsengleichungen der Trajektorien nahe dem Gleichgewichtspunkt
Nun moéchte ich noch zeigen, dass die Trajektorien, welche in der Nahe des
Gleichgewichtspunktes verlaufen, durch Ellipsengleichungen approximiert wer-
den koénnen.®

Dafiir wird die Variablentransformation x =z + u = % tu,y=y+tv==2+0
durchgefiihrt, und man erhéalt

c a c a
V(z,y) = —cln(; +u) — aln(a +0) —l—'y(; +u)+ a(a +v)=h.

Wegen

c c YU c YU
In(—+u)=In(—(1+ —))=In— +In(1 + —
Caw=mCa+ ) =m rmus 2

und der Approximation In(1 + x) ~ x — “’—;, wenn h — hg klein ist (dies bedeu-
tet, dass wir Orbits nahe dem Gleichgewichtspunkt betrachten), erhélt man die

Approximation

2,2
c yu o yu
In(— ~ln—+— —
n(7 +u)=1In 5 + . 502
Analog wird approximiert:
2,2
a a v Qv
In(— ~In—+— — .
n(a +v)~In « + a 2a2

Daher kénnen die Trajektorien V(z,y) = h approximiert werden durch

c 7 a a? 5
V(z,y) ~ —cln— —qyu+ —u’ —aln — —av+ —v’ +c+yut+a+av="h
¥ 2c «a 2a
oder
¥, a? c a
—u“4+ —v°"=h+cln—+aln— —c—a=h— hg.
2c 2a ¥ a

——ho

Dies bedeutet also, dass die Trajektorien nahe dem Gleichgewichtspunkt durch
Ellipsengleichungen der Form (wenn h > hg)
2 - )
—(r—Z —(y—9)"=h—nh
(@—2)"+ - (y—7) 0

mit dem Gleichgewichtspunkt (Z,7) als Zentrum approximiert werden kénnen.

8Vgl. [2], S.128 f.
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ANMERKUNG

Das gleiche Ergebnis erhélt man, indem man das korrespondierende lineare Sys-
tem um den nichttrivialen Gleichgewichtspunkt (2.9) betrachtet und die Tra-
jektorien dieses Systems bestimmt:

dv/dt _dv _ (F)u
du/dt — du (%F)v

Mithilfe der Separation der Variablen ergibt sich

ac a
—udv = —ludu
«

bzw. nach Integration

X2 = T92 +h
¥ o

79,2 + e h,
o Y

wobei h eine nichtnegative Integrationskonstante ist.
Die Trajektorien des linearen Systems sind demnach Ellipsen.
Diese Tatsache ist auch in Abbildung 1 angedeutet.

Periodizitét

Um die Periodizitat der Réduber- bzw. Beutepopulationsgrofie genauer zu unter-
suchen, wird das lineare System in der Nihe des Gleichgewichtspunktes (Z, 3)
(2.9) verwendet, welches lautet:

) ac
Uw=——0
v
. va
V= —u
e

Um dieses System zu l6sen, setzt man

. ac ,
U= ——V = —acu.

v

u geniigt also der Schwingungsgleichung i + w?u = 0 mit w = /ac und
hat daher die allgemeine Losung u(t) = kq cos wt + kg sin wt. Diese Losung kann
man auch in der Form u(t) = ¢; cos(wt — ¢z) schreiben, wenn man fiir ¢y, ¢y die
Polarkoordinaten von (k1, ko) nimmt.

Mithilfe der Ableitung dieser Losung u = —cjw sin(wt — ¢2) und der ersten Glei-
chung des linearen Systems erhalten wir das zugehorige v:
v=—"Lu="Tcwsin(wt - cy).

Die Konstanten c;, co lassen sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen:
u(0) = 2(0) — T = ¢1 cos(—cz2), v(0) = y(0) — § = Lciwsin(—ca).

ocC

¢1, ¢2 sind demnach die Polarkoordinaten von (z(0) — Z, %(g —y(0))).

Man kann daher erkennen, dass v und v periodisch mit Eigenfrequenz w = /ac

sind und dass die Periode der Oszillation approximativ % ist (d.h. u(t) =

u(t+T) bzw. v(t) = v(t +T) mit Periode T = \ZF—C)
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AuBlerdem ist im Phasenportrait (Abbildung 1) leicht zu sehen, dass das Maxi-
mum, wie auch das Minimum der Beutepopulation ein Viertel des Umlaufs vor
dem Maximum bzw. Minimum der Rduberpopulation eintritt, die Beutepopula-
tion eilt demnach der der Rduber voraus. Die periodischen Verldufe der Rduber-
und Beutepopulation sind daher um das Viertel einer Periode phasenverschoben.

2.3 Durchschnittswerte der
Beute- und Rauberpopulationsgréfien

Das Lotka-Volterra-Modell hat auch noch eine biologisch interessante Eigen-
schaft.

Um diese erkldren zu koénnen, bestimmt man die durchschnittlichen Gréflen der
Beute- und Rauberpopulation. Diese Durchschnittswerte lassen sich folgen-
dermaflen berechnen:

1 to+T 1 to+T
— xz(t) dt, —/ y(t) dt,
- / LY A0

wobei T die Periode einer vollen Schwingung und ¢y eine nichtnegative Kon-
stante ist.

Mit der Gleichung (2.2) § = y(—c + yz) bzw. % = —c + ~vyx erhilt man wegen
y(to) = y(to + T') sofort

to+T to+T -
/ @c+7@dp:/ gdpzﬂnmwﬁTTzo,
t t

0 0
also
to+T
—cT' + ’y/ x dt =0.
to

Daraus folgt

1 to+T
—/ a(t)dt = < = 7.
T to vy

Analog erhiilt man mit der Gleichung (2.1) & = x(a—ay) wegen x(tg) = x(to+7)

to+T to+T,;
/ (a—ay) dt:/ Lt =[] =0
t t

0 0

to+T
ana/ ydt =0
t

0
1 fhotT a
— £y dt = — = 7.
TtoyU o=
Die durchschnittlichen Groéf3en der beiden Populationen werden also durch
ihren Gleichgewichtspunkt G, = (Z,y) = (%, £) gegeben.
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Die Mittelwerte der Populationsgrofien hidngen daher nicht von den Anfangs-
werten 2(0), y(0) ab.

Daraus lédsst sich eine fiir die Schadlingsbekdmpfung negative Schlussfol-
gerung ziehen, da Schéidlinge eine zu Raubtieren ganz analoge Rolle spielen: Die
Vernichtung eines Teils einer schidlichen Raubpopulation zu einem bestimmten
Zeitpunkt, was lediglich die Anderung des Anfangswertes 3(0) bedeutet, ist auf
Dauer wirkungslos.

Als weitere Folgerung lisst sich daraus ableiten, dass beim Versuch der Vermin-
derung beider Artgrofien, was eine Verkleinerung von a bzw. eine Vergrofierung
von ¢ bedeutet, der Mittelwert der Populationsgréfie der Beute vergrofiert und
jener der Réuber verkleinert wird. Genau dieses Phéanomen tritt beim Fischfang
auf, die natiirliche Wachstumsrate der Beutepopulation a wird verkleinert, die
Sterberate der Raubpopulation vergrofiert.

Mit der Umkehrung dessen ist es moglich, Volterras Erklarung fiir das Wachs-
tum des Raubfischanteils wihrend des Weltkrieges anzugeben. Wird nédmlich der
Fischfang eingestellt, nehmen die Anzahl der Raubfische zu, die der Beutefische
aber ab.

AuBerdem kann diese Tatsache als ein Erhaltungsprinzip der ,um ihre Arten
besorgten® Natur angesehen werden.

2.4 Schwachstellen des Lotka-Volterra-Modells

Das vorgestellte Lotka- Volterra-Modell ist aus mehreren Griinden ein nicht sehr
zufriedenstellendes realistisches Modell.

Wie herausgefunden, berechnet dieses Modell Oszillationen der Réuber- bzw.
Beutepopulation voraus. Solche periodischen Oszillationen wurden zwar tat-
séchlich in realen Populationen beobachtet, jedoch ist die Vorhersage etwas un-
realistisch, da das Modell extrem empfindlich auf kleine Stérungen reagiert. Das
bedeutet, die Losungen sind strukturell instabil, da eine Anderung der An-
fangswerte z(0), y(0) ein Verschieben der Losung auf einen anderen periodischen
Orbit zur Folge hat.

Das Lotka-Volterra-System reagiert auf eine Stérung durch Ubergang von ei-
nem ungeddmpft-periodischen Zustand in einen anderen, was nicht den realen
Verhéltnissen entspricht. Eine kleine Stérung kann merkliche Folgen haben, zu-
mindest auf die Amplitude der Oszillation.

Das Hinzufiigen eines Storungsterms zum Differentialgleichungssystems kann
sogar das qualitative Verhalten der Trajektorien beeinflussen und veréindern.
Wir werden sehen, dass der Versuch einer Verfeinerung des Systems, und zwar
zum Beispiel durch Annahme eines logistischen Wachstums der Beute, genau zu
diesen Verhaltensénderungen der Trajektorien fiihrt.

Allerdings sind Modifikationen des Systems ein unvermeidlicher Fortgang, da
es die unrealistische Annahme, dass das Wachstum der Beute in Abwesenheit
der Rduber unbegrenzt ist, zu beheben gilt.
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3 Modifikationen des Lotka-Volterra-Modells

3.1 Logistisches Wachstum der Beutepopulation

Ein realistischeres Modell als das Lotka- Volterra-System ergibt sich aus der An-
nahme, dass die Beutepopulation in Abwesenheit des Rdubers einem logistischen
Wachstumsmodell unterliegt.

Dies bedeutet, dass das Wachstum der Beutepopulation durch die logistische
Differentialgleichung

r
b (1= Y o T2
= ra( )=rx fr
mit r, K > 0 beschrieben werden kann.
Dies ist die iiblichste Form einer logistischen Wachstumsgleichung, wobei K die
Kapazitatsgrenze oder die Umweltkapazitit und r die natiirliche Wachs-

tumsrate genannt werden.

Hier wird diese Differentialgleichung in folgender Form betrachtet:
& = ax — B’

Somit wird @ = r und 8 = & gesetzt.

Der Faktor ax in der ersten Lotka- Volterra-Gleichung (2.1), der einer konstanten
Wachstumsrate entspricht, wird also um Bz? (bzw. %xQ) vermindert. Dieser
Term entspricht der Konkurrenz innerhalb der Beutepopulation.
Daraus ergibt sich nun insgesamt das neue System

i =ax — fr? — axy = z(a — oy — Bx) (3.10)
y=y(—c+yz) (3.11)

Qualitative Verhaltensanalyse

Bei der Bestimmung der Nullisoklinen erhélt man fiir die 2-Nullisoklinen (& = 0)
zwei Geraden, nédmlich x = 0 und a — ay — Sz = 0 bzw. anders geschrieben
ay + fr = a.

Ebenso ergeben sich zwei Geraden als y-Nullisoklinen (y = 0): y = 0 und = = %

Nun sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem ob die beiden Geraden
T = % und ay + Bx = a im ersten Quadranten Ri einander schneiden oder
nicht.

Die beiden Geraden schneiden einander, wenn der Schnittpunkt der Geraden
ay + Bx = a mit der x-Achse, also x = £ grofer ist als x = %, also % > %
In diesem Fall gibt es drei Gleichgewichtspunkte, wobei einer davon im Inneren
von R2 liegt. Nur in diesem Fall kann es Koexistenz zwischen Raub- und Beu-

tetieren geben.
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1) Kein Schnittpunkt — keine Koexistenz

Zunichst wird aber der andere Fall betrachtet, bei dem die beiden Geraden
keinen Schnittpunkt im ersten Quadranten besitzen, also wo % < % gilt.

Dann existieren zwei Gleichgewichtspunkte: G; = (0,0) und G2 = (%,O).

Die Nullisoklinen teilen den ersten Quadranten der Phasenebene in drei Regio-
nen, fiir die folgendes gilt:

a C g

y<é(afﬁx)bzw.0<afayfﬁx:>dc>0
II. x<§¢y<0
y>Lt(a—pz)=i<0

IH.x>$$y>0
y>ia—pz)=i<0

Schon am Richtungsfeld erkennbar ist, dass einer Trajektorie nichts anderes
iibrig bleibt, als gegen den Gleichgewichtspunkt Ga zu streben. (Abbildung 2)
Dieses Verhalten wird nun noch formal verifiziert, indem gezeigt wird, dass die-
ser Gleichgewichtspunkt ein asymptotisch stabiler Knoten ist.

Gleichgewichtspunkt G, = (0,0)
Dass der triviale Gleichgewichtspunkt genauso wie beim Lotka- Volterra-Modell
ein (instabiler) Sattelpunkt ist, kann wie in Abschnitt 2.2.2 gezeigt werden.

Gleichgewichtspunkt G2 = (5,0)
Die Jacobi-Matrix des korrespondierenden linearen Systems am allgemeinen
Gleichgewichtspunkt (Z,§) hat die Form

_ . [a—ay—2B2 —aZ
T G

Einsetzen des kritischen Punktes (§,0) liefert

—q —oa
a = B
J(5:0) (O c+",’6“>'
Durch Berechnung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

—a—7r _aa

3 na
0 —c+ 5 -

=(—a—r1)(—c+ = —71)

det(J — rI) = ‘ 3

erhilt man die Eigenwerte r; = —a und ro = —c + %
Da nun in diesem Fall % < % gilt, folgt daraus

C a
——+5<0
v B
")/0,
—Cc+— =13 <0,
B
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also r1,7r9 < 0.

Dies bedeutet, dass der Gleichgewichtspunkt (%, 0) in diesem Fall ein asymptotisch
stabiler Knoten ist und, wie schon oben vermutet, jede Trajektorie gegen diesen
strebt.

Dabher sterben die Raubtiere irgendwann aus, da die Beute zum Uberleben nicht
ausreicht. Die Beutepopulation strebt gegen den Grenzwert z = %, den man als
Gleichgewichtspunkt der logistischen Gleichung & = ax— 322 ( (3.10) mit y = 0)
erhalt.

:—

ay + fr=a

Abbildung 2: Modell mit logistischem Wachstum der Beute, Fall 1) (Skizze)

2) Ein Schnittpunkt — Koexistenz

Es wird nun der Fall betrachtet, dass es einen Schnittpunkt der Nullisoklinen im
Inneren von ]Ri gibt, also dass & > £ gilt. Dies bedeutet, dass ein Gleichgewicht
existiert und die Koexistenz zwiscﬁen Raub- und Beutetieren moglich ist.
Der zusétzliche dritte Gleichgewichtspunkt ergibt sich als Schnittpunkt der bei-
den Nullisoklinen # = £ und ay + Sz = a und lautet daher G3 = (7,9) =
(¢, 2 — &)

e a

In diesemA/Fall teilen die Nullisoklinen den ersten Quadranten in vier Zonen, in
denen folgendes gilt:

I x<§:>—c+7x<0:g)<0
y<i(a—pr)=a—ay—PBz>0=2>0

II. x>§¢y>0
y<i(a—pz)=2>0

II1. x>5:>y>0
y>ia—pr)=i<0
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IV. z< § =9<0
y>i(a—pz)=i<0
Am Richtungsfeld lisst sich schon erkennen, dass jede Trajektorie gegen den

inneren Gleichgewichtspunkt strebt, das heifit, dass dieser asymptotisch stabil
ist. (Abbildung 3)

oy + fr=a

Abbildung 3: Modell mit logistischem Wachstum der Beute, Fall 2) (Skizze)

Das Verhalten der drei Gleichgewichtspunkte wird nun noch néher erldutert.

Gleichgewichtspunkt G; = (0,0)
Dass der triviale Gleichgewichtspunkt G; einen (instabilen) Sattelpunkt dar-
stellt, kann wieder wie in Abschnitt 2.2.2 gezeigt werden.

Gleichgewichtspunkt Go = (%,O)

Um diesen kritischen Punkt nidher zu untersuchen, werden wie im vorigen Fall
die Eigenwerte der Jacobi-Matrix des korrespondierenden linearen Systems be-
trachtet, welche r1 = —a und ry = —c + %‘L lauten.

Da in diesem Fall allerdings % > % gilt, folgt, dass ro > 0 ist. Also gilt
r1 < 0 < r2 und der Gleichgewichtspunkt (,0) ist daher ein (instabiler)
Sattelpunkt.

Gleichgewichtspunkt Gs = (X,y) = (£, 2 — 5%;

Um nun das Verhalten des inneren Gleichgewichtspunkts (Z,g) zu untersuchen,
wird wieder die Jacobi-Matrix an diesem Punkt betrachtet, welche

. [(—Bz —az) —Be —ac
J(l'ay)<,7y 0 > <’Y(Z_Fygs,) 0’Y>

lautet.
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Da in diesem Fall die Nullstellen des charakteristischen Polynoms nicht einfach
zu berechnen und somit die Eigenwerte nicht zu bestimmen sind, ist folgendes
niitzliche Theorem zu verwenden:

Theorem 3.1.1 ° Bezeichnet man mit (Z,y) einen Gleichgewichtspunkt des
allgemeinen Systems ' = F(x,y), v = G(x,y) und mit
_ F.(z,y) F,(z gj)) . . . o
J(z,y) = T Y>> ) die entsprechende Jacobi-Matriz, dann ist die-
(@) (Gm,y) G,(.9) v

ser Gleichgewichtspunkt genau dann asymptotisch stabil, wenn

spur(J(7,9)) = Fo(Z,9) + Gy (2,5) <0
det(J(2,9)) = Fu(2,9)Gy (7, 9) — Fy(T,9)Ga(7,9) > 0.

BEMERKUNG: Dieses Theorem folgt aus der Tatsache, dass der Gleichge-
wichtspunkt (z,y) genau dann asymptotisch stabil ist, wenn beide Eigenwerte
r1,72 von J(Z, ) negativen Realteil besitzen.

Wenn man nun in dem betrachteten Fall die Spur und die Determinante von

. [(—BT —ax ..
J(z,9) = ( iy 0 berechnet, erhilt man

spur(J(z,9)) = =Bz <0

det(J(Z, 7)) = ayTy = acy > 0.

Aufgrund dessen ist der Gleichgewichtspunkt (z,y) = (5, & — @) asymptotisch
stabil.

Die einzigen zwei Moglichkeiten, einen asymptotisch stabilen Gleichgewichts-
punkt darzustellen, bestehen darin, entweder einen Knoten oder einen Spiralpunkt
anzunehmen. Im Falle eines Spiralpunktes treten geddmpfte Oszillationen bei
beiden Populationen auf.

Die Bedingung dafiir wird nun hergeleitet.

Bedingung fiir einen asymptotisch stabilen Spiralpunkt

Dafiir wird von der Tatsache ausgegangen, dass bei einem asymptotisch stabilen
Spiralpunkt die Eigenwerte der Jacobi-Matrix komplex mit negativem Realteil
sind.

Allgemein besitzt eine 2x2-Matrix A = <Z Z) das charakteristische Polynom
det(A—rl) = a-r d ﬁ o= r? —(a+d)r+ad—be = r*> —spur(A)r+det(A).

Die Nullstellen dieses Polynoms haben die Form

spu;(A) " \/ (SPUYLEA))Z — det(A).

9 Abgeleitet aus Theorem 4.4. in [2], S.146 und Satz 66.1 in [4], S.544

T2 =
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Daher sind die Eigenwerte der Matrix A genau dann komplex, wenn die Diskri-
minante A = (spur(4))? — 4det(A) = (a + d)? — 4(ad — be) kleiner 0 ist.

In unserem konkreten Fall ergibt sich:

det(J — rI) = r* —spur(J)r + det(J) = r* + Bzr + acy = 0

Die Eigenwerte lauten daher

2 _27 2y a  ay
:—@:I: (@)Q—ac—kéc?
2y 2y gl
——
<0

Die Bedingung fiir einen asymptotisch stabilen Spiralpunkt ist daher erfiillt,
wenn

(@)2 —ac+ écz <0

2y ¥

gilt, da dann die Eigenwerte komplex mit negativem Realteil sind.

Wenn man fiir 8 = 4 setzt, lésst sich diese Bedingung noch etwas vereinfachen:

ac o a o
—act ——c <0

(QWK) ac+7Kc <

ac( ac c ) <0

14—
k)P K
ac e
(2vK)? 1K

ac < (2yK)*(1 — L)

K
bzw.
e < (1501 - %)

3.2 Logistisches Wachstum beider Populationen

Ein im biologischen Sinne noch etwas realistischeres Modell erhélt man, wenn
man zusétzlich die Konkurrenz unter den R&ubern um die gemeinsame
Beute erfasst, indem man von deren Wachstumsrate —c+ vz einen zu y propor-
tionalen Term, ndmlich dy subtrahiert.

Man erhélt somit folgendes System:

& =x(a—ay — px) (3.12)
¥ =y(—c+yx —0y) (3.13)

Dieses Modell wird oft als das Rduber-Beute-Modell mit innerspezifischer Kon-
kurrenz bezeichnet.
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Da die qualitative Verhaltensanalyse dieses Systems sehr #hnlich zum vorigen
Modell (3.10) und (3.11) ist und sich keine entscheidend unterschiedlichen Er-
gebnisse feststellen lassen, wird dieses Modell nur kurz behandelt.

Qualitative Verhaltensanalyse

Bei Bestimmung der Nullisoklinen ergeben sich fiir die z-Nullisoklinen zwei Ge-
raden, ndmlich x = 0 und ay + Sx = a bzw. y = —gx + 2.
Die y-Nullisoklinen sind ebenfalls zwei Geraden, ndmlich y = 0 und yx — dy = ¢

bzw. y = Tx — §.

Wie im oberen Modell sind auch hier zwei Félle zu unterscheiden, je nach-
dem, ob die beiden Geraden ay+ Bz = a und yx —dy = ¢ im ersten Quadranten
R3 einander schneiden oder nicht.

1) Kein Schnittpunkt — keine Koexistenz

Im Falle % < % gibt es keinen Schnittpunkt der beiden Nullisoklinen im In-

neren des ersten Quadranten, also keinen Gleichgewichtspunkt in Ri.

Die zwei Gleichgewichtspunkte lauten némlich Gy = (0,0) und G; = (3,0).
Dies bedeutet, dass zumindest der Rauber immer ausstirbt und es keine Ko-
existenz zwischen den beiden Spezies geben kann.

Es existiert noch ein weiterer Gleichgewichtspunkt (0, —%), der aber nicht im
ersten Quadranten liegt und deshalb vernachléssigt wird.

Wie im vorigen Modell lésst sich leicht zeigen, dass der triviale Gleichgewichts-
punkt G; wieder einen (instabilen) Sattelpunkt und der Gleichgewichtspunkt
G2 = (5,0) im Fall § < £ einen asymptotisch stabilen Knoten darstellen. (Ab-

bildung 4)
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Abbildung 4: Modell mit logistischem Wachstum beider Populationen, Fall 1) (Skizze)
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2) Ein Schnittpunkt — Koexistenz

Wird nun der Fall betrachtet, dass ¢ > £, dann existiert ein innerer Gleichge-
wichtspunkt, und die Koexistenz der beiden Populationen ist moglich.

Es ergeben sich insgesamt drei Gleichgewichtspunkte im ersten Quadranten:
die zwei bereits bekannten kritischen Punkte G; = (0,0), G2 = (%,0) und der
ad+ac ll"/*ﬁc)

Botay’ Batay

zusitzliche innere Gleichgewichtspunkt Gs = (Z,7) = (

Dass der triviale Gleichgewichtspunkt G4 wie immer einen (instabilen) Sattelpunkt
darstellt und dass der Gleichgewichtspunkt G in diesem Fall auch ein (in-
stabiler) Sattelpunkt ist, ldsst sich analog zum vorigen Modell zeigen.

Gleichgewichtspunkt Gs = (%,¥) = (5522, ;g;fjfy)

— Bz —o@)
vy —0y)
Um die Stabilitéit dieses Gleichgewichtspunktes festzustellen, werden die Spur

und die Determinante dieser Jacobi-Matrix berechnet:

Die Jacobi-Matrix des inneren Gleichgewichtspunktes lautet J(Z, 3) = (

spur(J(z,9)) = - — 6y <0
det(J(Z,9)) = (86 + ay)zy > 0

Wegen Theorem 3.1.1 ist der Gleichgewichtspunkt (Z,y) asymptotisch stabil.
Wie im vorigen Modell kann dieser einen asymptotisch stabilen Spiralpunkt
darstellen, und daher ist es moglich, dass geddmpfte Oszillationen auftreten.
(Abbildung 5)
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Abbildung 5: Modell mit logistischem Wachstum beider Populationen, Fall 2) (Skizze)
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3.3 Motivation fiir weitere Modifikationen

Die bis jetzt vorgestellten Modelle sind leider immer noch nicht sehr zufrieden-
stellend, da Oszillationen, wie sie in natiirlichen Populationszyklen auftreten,
mithilfe dieser Modelle nicht hinlénglich beschrieben werden kénnen.

Es ist ndmlich von etlichen natiirlichen Populationen bekannt, dass diese lang-
zeitige Oszillationen aufweisen.

Beim Lotka-Volterra-System erkennt man zwar die Tendenz von Réuber-Beute-
Systemen, periodisch zu oszillieren, wie sie in realen Populationen beobachtet
werden kann, allerdings kénnen die gravierenden Schwachstellen dieses Systems
(siehe Abschnitt 2.4) nicht ignoriert werden.

Die Modelle mit logistischem Wachstum gehen zwar von wesentlich realistische-
ren biologischen Annahmen aus, allerdings ist hier das geddmpft oszillieren-
de Verhalten mit asymptotischem Streben zu konstanten Gleichgewichtswerten
kein sehr befriedigendes Ergebnis.

Da die Ostzillationen in realen Populationen im Vergleich dazu stabiler und
reguldrer, d.h. mit einer regelméfligeren raumlichen Struktur sind, ist nun un-
ser Ziel, Modelle zu finden, deren dynamisches Verhalten auf Grenzzyklen
zuriickzufiithren ist.

Dabei ist ein stabiler Grenzzyklus eine isolierte periodische Losung, gegen wel-
che alle anderen, ihr naheliegenden Losungen streben.

Genauer gesagt ist dieser Grenzzyklus eine geschlossene Kurve im Réuber-Beute
Phasendiagramm, gegen welche alle Trajektorien, die in unterschiedlichen Start-
punkten beginnen, konvergieren oder auf der eine Trajektorie beginnt und dort
verbleibt.

Der Inhalt der néchsten Abschnitte wird also sein, erstens einige Modelle vor-
zustellen, welche genau diese Art von periodischen Lésungen vorhersagen, und
zweitens dafiir Bedingungen anzugeben.

3.4 Einige weitere Modifikationen

Um eventuell ldngerfristige periodische Oszillationen ohne extreme Sensitivitét
zu erhalten, miissen nun nichtlineare Wachstumsraten vorausgesetzt wer-
den.

Im Laufe der Zeit wurde unter Zugrundelegung verschiedenster Annahmen ver-
sucht, die Lotka-Volterra-Gleichungen zu modifizieren.

Einige der dadurch entstandenen Modelle sollen hier angefiithrt werden, ohne
auf den Effekt und das dynamische Verhalten der einzelnen Modelle néher ein-
zugehen.

Fiir die Beutepopulation ergibt sich also eine neue Differentialgleichung der
Form

& =axf(r) — zyp(x). (3.14)
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Fiir die Funktionen f und ¢ werden folgende Annahmen getroffen:'®

1. Dichte-Abhdngigkeit: Es wird von realistischeren Annahmen fiir die indi-
viduelle Wachstumsrate der Beutepopulation ausgegangen, indem a in der
Gleichung (2.1) durch eine dichteabhiingige Funktion f ersetzt wird:

fla) = r(l - E) (PIELOU),

fla) = r[(g)fg ~1 (0<g<1) (ROSENZWEIG),
fla) = r(g - 1) (SCHOENER).

BEMERKUNG: Das erste Modell von PIELOU entspricht genau dem
schon oben vorgestellten logistischen Wachstumsmodell (mit konstanter
Funktion ¢(z) = ).

2. Angriffsrate: Die Angriffskapazitéit der Rduber, also die Zahl der getoteten
Beuteindividuen pro Réuber, wird begrenzt, indem « in Gleichung (2.1)
durch eine Funktion ¢(z) ersetzt wird:

o)== aviey),
k

¢x) = ——5  (HOLLING),

p(x) =kx9™' (0<g<1)  (ROSENZWEIG),
k

é(z) = ﬁxDQ (TAKAHASHI).

BEMERKUNG: z¢(z) wird hiufig als funktionelle Reaktion bezeich-
net.

Auch die zweite Gleichung des Lotka-Volterra-Systems (2.2) sollte realistischer
sein und modifiziert werden.

Eine mogliche Modifikation fiir die Differentialgleichung der Riuberpopulation
ist folgende:

¥ =y(—c+ exe(x)), (3.15)

wobei ¢(x) die Funktion aus Gleichung (3.14) ist.
Modelle dieser allgemeinen Form werden als Rosenzweig-MacArthur-Modelle be-
zeichnet.

10vgl. [3], S.223
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3.4.1 Grenzzyklen

Die allgemeine Diskussion derartiger Systeme ist allerdings erheblich kompli-
zierter als die der bisher betrachteten Modelle.

Um feststellen zu koénnen, ob Grenzzyklen vorhanden sind, bedarf es einiger
Kenntnisse iiber die Geometrie der Nullisoklinen.

Der Frage, welche Bedingungen nétig sind, um solche periodischen Schwingun-
gen von - asymptotisch - konstanter Amplitude und Frequenz, also stabile Os-
zillationen, zu erhalten, wollen wir nun nachgehen.

Zuerst geben wir einige wichtige Kriterien an, welche das Vorhandensein eines
Grenzzyklus ausschlieflen und deshalb auch als negative Kriterien be-
zeichnet werden.

Wir betrachten dafiir ein allgemeines Modell der Form

&= F(z,y)
Y= G(xvy)

Theorem 3.4.1 (Bendixson) Ist Fy(z,y)+Gy(x,y) entweder positiv oder ne-
gativ in einem einfach zusammenhdingenden Gebiet D, dann gibt es keine peri-
odische Bahn in D.

Theorem 3.4.2 (Dulac) B(z,y) sei eine stetig differenzierbare Funktion auf
einem einfach zusammenhdingenden Gebiet D, und

0

S BEnF@p) + 3 (Bla)Glay)

sei entweder positiv oder negativ in D. Dann gibt es in diesem Gebiet keine
periodische Bahn.

BEMERKUNG: Diese Theoreme sagen nichts dariiber aus, was passiert, wenn
der Ausdruck F,(z,y) + Gy(x,y) bzw. %(BF) + 8%(BG) identisch null ist oder
das Vorzeichen wechselt. Es konnen dann keine Folgerungen iiber die Existenz
von Grenzzyklen gezogen werden.

BEMERKUNG: Mithilfe dieser Theoreme kann man vollig ausschlieffen, dass
es fiir die bisher vorgestellten Modelle, also fiir das einfache Lotka-Volterra-
Modell, sowie fiir die modifizierten Modelle mit logistischem Wachstum, Grenz-
zyklen gibt.

Mithilfe des Dulac-Kriteriums (Theorem 3.4.2) ldsst sich leicht zeigen, dass ein
Grenzzyklus fiir das Rauber-Beute-Modell mit innerspezifischer Konkurrenz aus-
geschlossen werden kann.
Beweis: Fiir das Modell mit logistischem Wachstum beider Populationen

& =wz(a—ay—pfr)=xf(z,y) = F(z,y)

y=y(—c+yx—08y) =yg(z,y) = G(z,y)
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wihlt man als stetig differenzierbare Funktion B(z,y) = ziy im Gebiet Ri.
Daraus folgt

3B+ 5586 =5 () + 5, (3) -
_&+gl__§ 0

—;<O V(z,y) € RY

y xT

Somit ist a% (BF )Jr% (BG) negativ auf ganz R3 , und daher existiert nach Theo-
rem 3.4.2 kein Grenzzyklus im Inneren des ersten Quadranten fiir das Rduber-
Beute-Modell mit innerspezifischer Konkurrenz. (|

Wie der Nachweis zu fithren ist, dass kein Grenzzyklus fiir das allgemeine Modell

& =x(a+bx+ cy) (3.16)
y(d+ex + fy) (3.17)

existiert, wird bei HOFBAUER, SIGMUND demonstriert.'!

Dieses Modell wird dort, im Gegensatz zur sonst verwendeten Literatur, als die
allgemeine Lotka-Volterra-Gleichung bezeichnet.

Je nach Wahl der Konstanten erhélt man hier sehr verschiedene Systeme. Diese
Gleichungen lassen nicht nur Rduber-Beute-Beziehungen zu, sondern auch
Konkurrenz- und symbiotische Wechselwirkungen zwischen zwei Spezies.

Néheres zu dieser Form der allgemeinen Lotka-Volterra-Gleichung ist in Kapitel
4 zu finden.

3.4.2 Bedingungen von Kolmogorov

KOLMOGOROV!Z stellte Bedingungen an das allgemeine Riuber-Beute-System

=af(z,y) (3.18)
¥ =yg(z,y), (3.19)

welche zu stabilen Oszillationen, also zu Grenzzyklen, fithren.

Diese Art von allgemeinen Modellen, bei denen die Wachstumsrate jeder Spezies
eine Funktion der Populationsgréfien beider Spezies ist, werden manchmal auch
als Kolmogorov-Modelle bezeichnet.

Das Ziel dieses Abschnittes ist nun, durch Betrachtung dieser allgemeineren
Gleichungen einige grundlegende Merkmale eines Riuber-Beute-Modells beizu-
behalten und gleichzeitig einige weitere Annahmen zu treffen, welche stabile
Grenzzyklusoszillationen sicherstellen.

Um zu verstehen, wieso die nachfolgenden Bedingungen Grenzzyklen implizie-
ren, ist die Angabe einiger Theoreme nétig.

1115], S.84-86
12 Andrey Nikolaevich KOLMOGOROYV, russischer Mathematiker, *25. April 1903 Tambow,
120. Oktober 1987 Moskau
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Theorem 3.4.3 (Poincaré-Bendixson) '3 Eine Trajektorie, die fir t > to
beschrinkt ist und keinen singuldren Punkt erreicht, ist entweder selbst ein ge-
schlossener periodischer Orbit oder geht gegen einen solchen.

Folgerung: Sind alle Gleichgewichtspunkte instabil , dann existiert ein periodi-
scher Orbit, gegen welchen alle Trajektorien fiir t — oo streben.

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel, um die Existenz eines Grenzzyklus zu be-
griinden, ist das Hopf-Bifurkation-Theorem. Allerdings soll hier nicht niher
darauf eingegangen und auf EDELSTEIN-KESHET und HOFBAUER, SIG-
MUND verwiesen werden, wo dies niher ausgefiihrt ist.'4

Mithilfe dieser Theoreme ist es nun moglich, geometrisch und analytisch stabile
Oszillationen zu begriinden.

In Tabelle 2 sind die Bedingungen von Kolmogorov mit deren biologischer
und geometrischer Bedeutung zusammengefasst. Mithilfe der dazugehorigen Ab-
bildung 6 konnen diese Bedingungen fiir einen Grenzzyklus besser nachvollzogen
werden.1®

Einige Bemerkungen dazu sind im Anschluss an die folgende Tabelle zu finden,
auf genauere Erkldrungen und Ausfithrungen soll hier allerdings verzichtet wer-
den.'¢

3Dieses Theorem von Poincaré-Bendixson ist eine tiefe Folgerung aus dem Jordanschen
Kurvensatz. Siehe dazu [5], S.89, [3], S.327 und [2], S.155

14[3], S.341-346 und [5], S.97 f.

15Vgl. Figure 8.20(d) in [3], S.348

16Siehe dazu [3], S.347-351

"Nach dem amerikanischen Okologen Warder Clyde ALLEE (*1885, 11955) benannt. Fiir
nihere Erlduterungen zum , Allee-Effekt“ siehe [3], S.215-217
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Bedingungen an f und g

biologische Bedeutung

geometrische Bedeutung

3. f(07y1) =0

4. g(.l?l,O) =0

5.3 o > 0 f(i‘g,()) =
0. (Z2,0) ist also Gleichge-
wichtspunkt

6. % < 0 fiir groBe xz-Werte
(Aquivalent dazu: Ty > 1),

% > 0 fiir kleine z-Werte.

o
7.6—§<0

8. (xfa + ygy)lay > 0,
(fxgy - fygz)|(i,g) >0

9. An der Stelle (z,7) hat f =
0 einen positiven Anstieg.

. Die Wachstumsrate der

Beutepopulation wird
durch den Anstieg der
R&Auberpopulation  vermin-
dert.

. Eine Zunahme der Beutepo-

pulation bedingt einen An-
stieg der Wachstumsrate der

Réuberpopulation.
. Ein Grenzlevel der
Réuberpopulation ver-

hindert das Wachsen einer
kleinen Beutepopulation.

. Eine minimale Beute-
dichte ist erforderlich,
um das Wachstum der

Réauberpopulation aufrecht-
zuerhalten.

. In Abwesenheit der Réauber

erreicht die Beutepopulati-
on eine Kapazitatsgrenze und
wéchst nicht ins Unendliche.

. Die maximale Wachstumsra-

te der Beutepopulation tritt
bei mittlerer Populations-
dichte Zo auf, bei groflerer
Dichte sinkt das Wachstum,
bei kleiner werdender Dichte
ebenfalls (,, Allee-Effekt* 17).

. Ein Anstieg der Rduberdichte

bedingt einen Riickgang der
Wachstumsrate (durch Kon-
kurrenz um Nahrungsquellen
oder Ahnliches).

. Die Koexistenz der Spezies

an konstanten Levels (Z,7)
ist instabil, kleine Schwan-
kungen fithren zu gréfieren.

9. Fir

1.&2. positiv orientiertes
Richtungsfeld

3. Die z-Nullisokline f = 0

schneidet die y-Achse an y;.

4. Die y-Nullisokline ¢ = 0

schneidet die z-Achse an x.

5. f = 0 schneidet die z-Achse

an To, um das Anwachsen
der z-Koordinate ins Un-
endliche zu vermeiden. Go =
(Z2,0) ist demnach instabil.

6. f = 0 hat einen negati-

ven Anstieg fiir grofle x und
einen positiven fiir kleine x.

7. g = 0 wird entsprechend ge-

beugt.

8. Der innere Gleichgewichts-

punkt Gs = (Z,y) ist in-
stabil, dadurch entsteht ein
Grenzzyklus.

die Instabilitit von

(z,7) notig.

Tabelle 2: Bedingungen von Kolmogorov
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Theorem 3.4.4 (Kolmogorov-Theorem) Fiir ein Rduber-Beute-System, ge-
geben durch die Gleichungen (3.18) und (8.19), erfillen die Funktionen f und
g alle Bedingungen aus Tabelle 2.

Dann gibt es einen (strikt positiven) Grenzzyklus, und die Populationen durch-
leben fortlaufende periodische Oszillationen.

Abbildung 6: Bedingungen fiir einen Grenzzyklus

Bemerkungen zu Tabelle 2:

e Die Bedingungen 1 bis 7 gewéhrleisten ein begrenztes Teilgebiet der (x, y)-
Phasenebene, aus dem der Fluss nicht entweichen kann. In Abbildung 6
ist dieses als Rechteck gekennzeichnet.

e Die Bedingungen 8 und 9 versichern, dass der Gleichgewichtspunkt (Z, )
instabil ist und daher ein Grenzzyklus existiert.

e Auf die Rechtfertigung der Bedingungen in Punkt 6 wird hier nicht Stel-
lung genommen.'8.

e Da die beiden Bedingungen in Punkt 8 nicht sofort nachvollziehbar sind,
werden diese nun ndher erldutert.
Die Jacobi-Matrix des Systems (3.18) und (3.19) lautet

os)  Daf)
T =0 v | (@) = (xfrkx,y) wfylu-,y)),
o) (6("’9) a("’g)>( D= el vl

ox oy

da f(7,5) = 0 und g(7,5) = 0.
Mit |(z,5) wird das Auswerten der jeweiligen Ausdriicke an der Stelle (z, )
bezeichnet.

18Siehe dazu [3], S.349
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Dass nun die Bedingungen fiir einen instabilen Knoten oder Spi-
ralpunkt durch

spur(J(Z, 7)) = (@fe + ygy)l@z,5 >0 (1. Bedingung)
det(J(2,9)) = 2y(f29y — fy9u)l(z.y) > 0 (2. Bedingung)

gegeben sind, lasst sich wie folgt zeigen:

Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix sind durch

spur(J) n V/(spur(J))2 — 4det(J)
2 2

T2 =

gegeben.

Diese konnen nur dann komplex sein, wenn die Diskriminante A =
(spur(J))? —4det(J) < 0 ist. Um einen positiven Realteil zu erhalten, was
bei einem instabilen Spiralpunkt der Fall sein muss, muss zusétzlich
spur(J) > 0 (1. Bedingung) gelten.

Bei reellen Eigenwerten ist A = (spur(J))? — 4det(J) > 0.
Da nun det(J) > 0 (2. Bedingung) gilt, folgt daraus, dass

(spur(J))? — 4det(J) < (spur(J))? bzw. VA < spur(J).
Da auch spur(J) > 0 (1. Bedingung) gilt, folgt, dass
>0 >0

=~

spur(J) VA

ry = B + T >0 und
>0 <spur(J)
— / >
spur(J) VA
= > 0.

Beide reellen Eigenwerte sind positiv, was der Bedingung fiir einen insta-
bilen Knoten entspricht.

e Punkt 9 folgt fiir ein Rosenzweig-MacArthur-Modell der Form (3.14) und
(3.15) sofort aus den Bedingungen von Punkt 8, da die Neigung der z-
Nullisokline am Gleichgewichtspunkt das gleiche Vorzeichen wie die Spur

der Jacobi-Matrix hat, und zwar in unserem Fall ein positives Vorzei-
19
chen:

Die z-Nullisokline (& = 0) des Rosenzweig-MacArthur-Modells

& =uazf(x) — zyod(x)
¥ =y(—c+exg(x)),
lautet y = fgg
Die Jacobi-Matrix des Systems ist
(@) —2ye(z) —2o(x)
J(@.9) = < eylzd(2)](z 4 0 > '

9vgl. [5], S.92 f. und [2], S.183 f.
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Es gilt

Qet() = expo(@)ed(@)fs gy > 0.
spur(J) = z(f'(z) — y¢'(z)) >0 wegen Punkt 8.

Daraus folgt sofort, dass die Neigung der z-Nullisokline am Gleichge-
wichtspunkt positiv ist, denn diese lautet:

o) @2
o) (f'(Z) - o@) ¢'(x)) 1@ -5E
(¢(2))? ¢(z)

3.5 Adaptivitidt an reale Populationen

Zu den wenigen lingerfristigen Aufzeichnungen von wechselwirkenden Popula-
tionen in der Natur, bei welchen Oszillationen beobachtet wurden, gehoren die
gesammelten Daten der Hudson’s Bay Company?? in Kanada wihrend der
Periode 1821-1940.

Die Daten basieren auf Aufzeichnungen iiber Pelze von Schneeschuhhasen (Le-
pus americanus) und Kanadischen Luchsen (Lynx canadiensis), welche von Pelz-
jigern zur Company gebracht wurden.

Bei Betrachtung der Daten muss man leider feststellen, dass diese nicht sehr
kompatibel mit den bisher vorgestellten Modellsystemen sind.?!

Das schwerwiegenste Problem ist, dass es anhand dieser Jagddaten nicht moglich
ist, auf die wirkliche Gréfle der Populationen zu schlieflen. Andererseits stellt
der variierende Zeitverlust vom Erlegen der Tiere bis zur Ablieferung der Pelze
in die Handelsstationen ein weiteres gravierendes Problem dar.

Beim Versuch, eines der behandelten Réuber (Luchs)-Beute (Hasen)-Modelle
auf diese Daten anzuwenden, sind einige betréichtliche Diskrepanzen festzu-
stellen.

Wihrend die Grenzzyklen in Kolmogorov-Modellen immer linksdrehend sind, er-
scheint der Graph der Hasen- und Luchspopulationsgréfien im Phasendiagramm
als rechtsdrehender Orbit. Dies bedeutet, dass, entlang der Zeitachse betrachtet,
die Population der Luchse der der Hasen vorangeht, was bedeuten wiirde, dass
die Luchse die Beute der Hasen wiren.??

Diese schwerwiegende Anomalie fithrte zu verschiedensten Erklidrungsvor-
schlégen:

20Fin kanadisches Handelsunternehmen, welches einige Jahrhunderte lang den Pelzhandel
in groflen Teilen Nordamerikas kontrollierte

21Folgende Zusammenfassung bezieht sich auf [2], S.187 f. und [6], S.82 f.

22 Abbildungen beziiglich dieser Daten sind in [6], S.84 und [2], S.189 zu finden.
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Die Anzahl der gefangenen Tiere der zwei Spezies ist nicht proportional zu
den aktuellen Populationsgrofien. Die Pelzjiger miissen eigentlich als Réauber,
welche nach eigenen Bediirfnissen die Tierart, welche sie jagen, auswéhlen, und
nicht als Leute, die Populationsgréfien messen, betrachtet werden.

Wenn beide Tierarten, Luchse und Hasen, reichlich vorhanden sind, werden die
Jager eher Luchsfelle bevorzugen, da diese wertvoller sind. Dies wiirde diese
Anomalie erkliren.

GILPIN versuchte noch mit einer anderen Theorie dieses Phdnomen zu erkléren.
Moglicherweise konnten die Hasen wirklich die Luchse toten, und zwar durch
eine iibertraghbare Krankheit. Durch Einbau eines epidemischen Effekts in sein
Modell war es GILPIN zwar moglich, dieses Phdnomen zu erkldren, allerdings
konnte in der Natur eine derartige Krankheit nicht beobachtet werden.

Die wichtigsten Schlussfolgerungen daraus sind, dass reale Populationswechsel-
wirkungen in der Natur nicht einfach zu verstehen sind und quantitative Daten
auch oft zu unzuverléssig sind, vor allem iiber lange Zeitrdume.

Ein grundlegender Fehler der vorgestellten Modelle beim Versuch, sie auf den re-
al beobachteten Luchs-Hasen-Zyklus anzuwenden, besteht darin, dass in diesen
Modellen nicht beriicksichtigt wird, dass die Hasenpopulation sogar in Abwe-
senheit der Luchse aufgrund von klimatischen Verdnderungen oder Epidemien
oszillieren kann.

Weder ein Zwei-Spezies-Riauber-Beute-Modell vom Lotka- Volterra- Typ noch ei-
nes vom Rosenzweig-MacArthur-Typ vermag diesen Fehler zu korrigieren.
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4 Analogien in Spieldynamik und Populations-
genetik

4.1 Die h6herdimensionale allgemeine Lotka-Volterra-Gleichung

Mithilfe des mehrdimensionalen allgemeinen Lotka- Volterra-Systems ist es moglich,
einen Zusammenhang zwischen der mathematischen Okologie und anderen bio-
mathematischen Gebieten, wie Spieldynamik und Populationsgenetik, her-
zustellen.??

Bis jetzt wurden nur Modelle mit zwei Spezies, also zweidimensionale Systeme,
wie etwa die allgemeine Lotka-Volterra-Gleichung (3.16) und (3.17) betrachtet:

& =x(a+bx + cy)
y=yld+ex+fy)

Wie bereits in Abschnitt 3.4.1 erwédhnt, erhdlt man mithilfe dieses Modells
ganz unterschiedliche Systeme, abhingig von der Wahl der Konstanten. Ne-
ben R#uber-Beute-Gleichungen kénnen das auch Systeme sein, bei denen die
zwei Spezies in einer Konkurrenz- oder symbiotischen Beziehung stehen.

Wenn man nun diese Gleichungen fiir n Populationen betrachtet, kann man
Analogien dazu in Spieldynamik und Populationsgenetik finden.

Die allgemeine Lotka-Volterra-Gleichung in n Dimensionen lautet

i = yi(aio + Zaijyj) t=1,..,n, (4.20)
j=1

wobei a;; Konstanten mit folgender Bedeutung sind:

Die Grofle a;o entspricht der Wachstumsrate der i-ten Population in Abwesen-
heit aller anderen.

ai;, fiir 1 < j < n, beschreibt den Einfluss, den die j-te auf die i-te Population
ausiibt, wobei diese Konstanten dariiber entscheiden, in welcher Art der Wech-
selwirkung diese beiden Populationsgruppen stehen:

Ist a;; = a;; = 0, dann gibt es keine direkte Interaktion zwischen den beiden
Spezies.

Sind die beiden Groflen allerdings ungleich 0 und haben verschiedenes Vorzei-
chen, dann liegt eine Rduber-Beute-Beziehung vor, bei negativem Vorzei-
chen beider Werte spricht man von einer Konkurrenz-Beziehung und bei
positiven Vorzeichen von einer symbiotischen Wechselwirkung.

Die Annahme, dass diese Wechselwirkungsgroflen konstant sind, ist allerdings
wiederum nicht sehr realistisch.

23Kapitel 4 stiitzt sich grofteils auf [5], Kapitel 2, 4, 6, 23 und 24.
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Eigenschaften der allgemeinen Lotka-Volterra-Gleichung

Wie ich schon in Abschnitt 3.4.1 erwihnt habe, treten im zweidimensionalen
Raum fiir diese allgemeine Lotka- Volterra- Gleichung keine Grenzzyklen auf. Die
hoher-

dimensionale Gleichung dagegen besitzt Grenzzyklen.

AuBlerdem kann es zu sehr uniibersichtlichem chaotischen Verhalten kommen,
was die Vorhersage eines Langzeitverhaltens unmoglich macht. Schon im dreidi-
mensionalen Fall kénnen geringste Anderungen in den Anfangsbedingungen ein
vollkommen anderes Verhalten auslsen.

Daher kénnen Verhaltensaussagen nur mithilfe wahrscheinlichkeitstheoretischer
Methoden getroffen werden.

Die hoherdimensionale allgemeine Lotka- Volterra-Gleichung ist nicht vollstdndig
klassifizierbar, und es lassen sich dariiber keine allgemein giiltigen Aussagen ma-
chen.

Moglichkeiten, diese Gleichung sinnvoll anzuwenden, ergeben sich erst bei Be-
trachtung bestimmter Sonderfille und Beispiele, wie etwa Nahrungsketten.
Dabei ist eine Nahrungskette mit n Gliedern ein spezielles Rauber-Beute-Modell,
bei dem die erste Population die Beute der zweiten, diese die Beute der dritten
usw. ist. Die n-te Population steht am Ende der Nahrungskette und ist Rauber
der (n — 1)-ten Population.

Auf diese Art von n-dimensionalen Réuber-Beute-Modellen méchte ich hier al-
lerdings nicht eingehen.?

4.2 Spieldynamik
4.2.1 Grundlagen

Bevor ndher auf den Zusammenhang zwischen der allgemeinen Lotka-Volterra-
Gleichung und einer entsprechenden Gleichung in der Spieldynamik eingegangen
wird, miissen vorerst einige fiir das Versténdis notige Grundlagen der Spiel-
theorie angefiihrt werden.

Anwendung der Spieltheorie im Tierreich

Im Tierreich bilden sich oft ritualisierte Kampfformen innerhalb einer Art aus,
bei denen die Gegner einander so gut wie nie ernsthaft verletzen. Dabei verheifit
der Einsatz, um den gekdmpft wird, wie zum Beispiel ein Revier, ein Weibchen
oder eine Nahrungsquelle, Erfolg bei der Fortpflanzung.

Nur sehr selten kommt es zu so genannten ,Beschidigungskdmpfen“, bei
denen dem Verlierer schwere Verletzungen zugefiigt werden.

Viel haufiger treten sogenannte , Kommentkimpfe“ zwischen zwei Individuen
derselben Gattung auf, ritualisierte Kampfe, bei denen praktisch keine Verlet-
zungen entstehen.

24F{ir nihere Ausfithrungen siehe [5], Kapitel 14
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Mithilfe von Methoden der Spieltheorie kann man eine Erklarung fiir die Haufigkeit
solcher Ritualkdmpfe finden.

Zu diesem Zweck werden Konflikte innerhalb einer Tierart als Spiele im mathe-
matischen Sinne aufgefasst. Jeder Spieler legt sich durch sein Verhalten auf eine
bestimmte Strategie fest.

Es wird angenommen, dass es bei einem Spiel n ,,reine* Strategien F1, ..., F,
gibt, die von Spielern herangezogen werden kénnen. Dabei sei a;; die mittlere
Auszahlung an einen Spieler mit Strategie E;, wenn dieser auf einen Gegner,
der die Strategie E; verfolgt, trifft. Die mittlere Auszahlung bedeutet, dass der
Mittelwert der unterschiedlichen Spielausgéinge genommen wird.

Die Auszahlungsmatrix A ist dann gegeben durch

A= (aij)i,j=1,2,...,n .

Das Strategiensimplex S, ist folgendermaflen definiert:
n
Sy ={(x1,.yp) ER™ |2, >0 Vi=1,2,...,n A in =1}
i=1

Ein Punkt x = (z1,z2,...,2,) € S, kann dabei unterschiedlich interpretiert
werden.

Einerseits stellt ein Punkt x € 5,, die Zusammensetzung der Population
dar, wenn wir eine Gesamtpopulation von Spielern betrachten und dabei mit x;
jenen Anteil bezeichnen, der die Strategie F; spielt.

Andererseits kann man einen Punkt x € S, nicht nur als Zustand einer Popu-
lation, sondern auch als gemischte Strategie verstehen. Dies sind Strategien,
bei denen die ,reine* Strategie F; mit Wahrscheinlichkeit x; gespielt wird.

Die mittlere Auszahlung, die ein Spieler erhilt, welcher sich an Strategie F;
halt, lautet

(AX)l = Z QijTj,
7j=1

da der Gegner mit Wahrscheinlichkeit x; die Strategie E; spielt.

Das spieltheoretische Gleichgewicht

Man betrachtet nun eine weitere Population, welche die Strategie y spielt und
gegen die Population, die x spielt, antritt. y; sei der Anteil, der die Strategie F;
spielt.

Der mittlere Erwartungswert eines Spielers aus der Population y lautet

y-Ax = Zyi(Ax)i .

i=1

Dieser Ausdruck ldsst sich so begriinden, dass ein zufillig gewdhlter Spieler aus
der y-Population mit Wahrscheinlichkeit y; die Strategie F; spielt und die Aus-
zahlung (Ax); erwarten kann.
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Bei Konflikten innerhalb der Population x ist die mittlere Auszahlung

x-Ax = ixl(Ax)i

=1

Unter einem spieltheoretischen Gleichgewicht oder Nash-Gleichgewicht
versteht man nun einen Punkt p € S,,, der eine beste Antwort auf sich selbst
ist, fiir den also

p-Ap>y-Ap (4.21)

fiir alle y € 5, gilt.
Die Bevolkerung p ist demnach im Gleichgewicht, wenn keine andere Bevolkerung
y besser gegen p abschneiden kann als p selbst.

BEMERKUNG: Die Gleichgewichtsbedingung (4.21) bedeutet nichts anderes
als:

JeeR: (Ap); =c¢ wenn p; >0
(Ap); < c¢ sonst

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines spiel-
theoretischen Gleichgewichts im Inneren von S, lisst sich auch folgender-
maflen angeben:

Es gibt genau dann ein inneres spieltheoretisches Gleichgewicht, wenn keine
Strategien u, v € S,, existieren, sodass fiir alle x im Inneren von S,

u-Ax >v- Ax (4.22)

gilt.
Man sagt, dass die Strategie u die Strategie v dominiert, wenn (4.22) gilt.2°

Evolutionsstabilitit

Die Strategie p € S,, heifit evolutionsstabile Strategie, wenn eine zusétzliche
Bedingung zu (4.21) gilt, also wenn insgesamt die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

a) Gleichgewichtsbedingung:
p-Ap > y-Ap fiir alley € S, (dies entspricht gerade der Gleichung
(4.21))

b) Stabilititsbedingung;:
Vy #p mit p- Ap =y - Ap gilt: p- Ay >y - Ay.

25Nsheres zu spieltheoretischen Gleichgewichten und Herleitungen der angefiihrten Bedin-
gungen siehe [5], S.161-163.
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Ohne der Stabilitdtsbedingung wére das Gleichgewicht p unstabil und damit
praktisch irrelevant, da im Tierreich immer wieder Zufallsschwankungen im Ver-
halten der Tiere auftreten kénnen.

Die Gleichgewichtsbedingung alleine sagt aus, dass ein Abweichen vom Gleich-
gewicht p keinerlei Vorteile bringt. Damit allerdings p auch wirklich im Vor-
teil gegen jede Abweichung, also gegen jede Schwankung ist, ist die Stabi-
litdtsbedingung unabdingbar.

Sie bedeutet, dass, wenn die rivalisierende Bevolkerung y gegen p genauso gut
abschneidet, wie die Bevolkerung p gegen sich selbst, dann muss p gegen y bes-
ser abschneiden als y gegen sich selbst.

BEMERKUNG: Wenn p evolutionsstabil ist und im Inneren von S, liegt, dann
ist p die einzige evolutionsstabile Strategie.

4.2.2 Die spieldynamische Differentialgleichung

Die spieldynamische Differentialgleichung bringt einen dynamischen Ansatz zum
Ausdruck, welcher vor allem fiir die Anwendung auf Probleme der Evolution
erwiinscht ist.

Dafiir wird nun ein Strategienvektor zur Zeit ¢ betrachtet, der mit x(¢) bezeich-
net wird. x;(¢) ist also die relative Hiufigkeit, mit der die reine Strategie F; zum
Zeitpunkt t gespielt wird.

Die Durchschnittsauszahlung der Strategie E; ist durch (Ax); gegeben, wihrend
die mittlere Auszahlung aller Strategien in der Bevilkerung x - Ax lautet.

Die spieldynamische Gleichung lautet damit
t; = 2;((Ax); — x - AX) i=1,...n. (4.23)

Diese Gleichung kann folgendermaflen begriindet werden:
Betrachtet man ein Spiel im Rahmen der Evolution, dann kann als Auszahlung
die Anzahl der fortpflanzungsfihigen Nachkommen angesehen werden, wobei die
Nachkommen die jeweilige Strategie erben sollen.
Je grofler nun die Differenz zwischen der Auszahlung an die Strategie F; und
der mittleren Auszahlung in der Bevolkerung ist, desto besser wird diese sich
durchsetzen.
Daher ergibt sich fiir die Wachstumsrate von x; in der Gesamtbevolkerung
T
— = (4x); — x - Ax, (4.24)

T

also genau Gleichung (4.23).

Im Zusammenhang mit der Spieltheorie gibt es einen wichtigen Satz, der
erwiahnt werden sollte:

Satz 4.2.1 Wenn p € S,, evolutionsstabil ist, dann ist p ein asymptotisch sta-
biler Gleichgewichtspunkt von (4.23).

Liegt p noch im Inneren von Sy, dann ist p sogar global stabil, also alle Bahnen
im Inneren von S, streben gegen p.
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Um den néchsten Abschnitt verstehen zu konnen, ist der Hinweis auf einige In-
varianzeigenschaften von Gleichung (4.23) nétig.

Die Bedeutung dieser Eigenschaften liegt darin, dass, wenn man die Matrix A
in bestimmter Weise veréndert, sich dadurch weder die Menge der spieltheore-
tischen Gleichgewichte p € S,,, noch die spieldynamische Differentialgleichung
verdndert.

Addiert man dazu in einer fixen Spalte j von A zu jedem Element eine Kon-
stante ¢;, so &ndert sich die Gleichung (4.23) auf S,, nicht.

Beweis: Die Gleichung (4.23) lautet fiir die neue Matrix A’ mit den Elementen
(l;j = aij -+ le

@ = z;((A'%x); —x - A'x),

wobei
(Ax),
n n n
(A'x); =) wjlais +¢5) = aga;+ ) e
j=1 j=1 j=1
=1
x-Ax ——
— n n
x-A'x = in(aij +cj)xj = Z x5+ Z zicjr; =x- Ax + Z cix; Z x;
] %, i, j=1 i=1
Also ist
fCi = I‘Z‘((A,X)Z‘f)('A/X) = Ii((AX)i7X'AX) . [l

Diese Invarianzeigenschaft bedeutet, dass man durch spaltenweise Addition pas-
sender Konstanten c; lauter Nullen in der ersten Zeile oder in der Diagonale
erhalten kann, ohne dabei die Gleichung selbst zu verédndern.

Bestimmte Variablentransformationen wirken sich ebenfalls nicht wesentlich auf
die Gleichung (4.23) aus.
So fiihrt ein baryzentrischer Koordinatenwechsel der Form

CiTy

- i=1,...,n,
> ¢
iz

Y; =

mit Konstanten c; > 0, gefolgt von einer Geschwindigkeitstransformation die
Gleichung (4.23) in eine &hnliche Gleichung mit %< anstatt a,; iiber.
J

4.2.3 Der Zusammenhang zur
allgemeinen Lotka-Volterra-Gleichung

In diesem Abschnitt wird nun gezeigt, dass die spieldynamische Gleichung (4.23)
und die allgemeine Lotka-Volterra-Gleichung (4.20) im Prinzip iibereinstimmen
und so ein gewisser Zusammenhang zwischen der mathematischen Okologie
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und der Spieldynamik besteht.

Obwohl die allgemeine Lotka-Volterra-Gleichung eine quadratische Differenti-
algleichung auf R’} und die spieldynamische Gleichung eine kubische Differenti-
algleichung auf der Menge S, ist, lisst sich eine gewisse Ahnlichkeit erkennen.

Es gilt némlich, dass die spieldynamische Differentialgleichung (4.23) in n+1 Va-
riablen xg, 21, ..., T, Aquivalent zur allgemeinen Lotka-Volterra-Gleichung (4.20)
in n Variablen y1,y2, ..., yn ist.

Beweis?®: Die allgemeine Lotka-Volterra-Gleichung hat die Form
n
Vi :yi(aio—l—Zaijyj), i=1,..,n.
j=1
Wir fiigen nun noch die Losung fiir ¢ = 0: yg = 1, also die Lésung von
n
Yo = yo(aoo + Y ao;y;)
j=1

hinzu, wobei ag; = 0 fiir j =0, ..., n gelten soll.
Man erhilt also folgende n + 1 Gleichungen:

yi = yl(z aijyj), 7= 0, N (425)
7=0

Die spieldynamische Gleichung in n + 1 Variablen auf S,y lautet
#; = 2 ((Ax); — x - Ax), i=0,...,n. (4.26)

Fiir diese (n+1) x (n+ 1)-Matrix A gilt, dass ag; = 0 fiir j =0, ..., n, also dass
die erste Zeile aus lauter Nullen besteht. Aufgrund der Invarianzeigenschaften
dieser Gleichung, stellt dies aber keine Einschrinkung dar.

Eine bijektive, differenzierbare Funktion zwischen den Mengen {y € R"*! | 35 =
lundy; >0,i=1,...,n}und {x € S, 41 | o > 0} erhilt man durch die bary-
zentrische Variablentransformation

Yi

Ty = 5 iZO,...,n.

n
Yi
J=0

Da xg = —+— gilt, ist die differenzierbare (im Fall 2o > 0) Umkehrabbildung

Yj
j=0

gegeben durch
T
yi:fl, i:O,...,n.
o

Wird nun der Einfachheit halber fiir die Gleichung (4.26)
i‘i Zl‘i(Bi—‘I’), 1 :O,...,n (427)

26 Angelehnt an Beweis in [5], S.171 f.
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geschrieben, gilt fiir diese allgemeine Gleichung (4.27) die Quotientenregel

X dixj—xd;  xy(Bp — V)a; — zix;(B; — W) x;
(7‘): . 2 1 = . 2 — :(*‘)(Bi*Bj)'
x; ] ] x;

In unserem Fall ist daher
=Yi
yi = (;0) = (;0)(31' —By) = (%)((AX% — (Ax)o).
Da ag; =0 fiir j =0, ...,n gilt, ist (Ax)o = 0.
Es folgt

n n
vi = vi(Ax); = 4 (Y aizy) = v aiys)o .-
i=0 =0

Der Term x>0 kann mithilfe einer Geschwindigkeitstransformation eliminiert
werden, und man erhélt somit die Gleichung (4.25).
Fiir die Umkehrung verfdhrt man analog. O

Es wurde nun also gezeigt, dass die spieldynamische Differentialgleichung mit
der allgemeinen Lotka-Volterra-Gleichung iibereinstimmt und diese Gleichun-
gen somit in der Weise zusammenhéngen, dass alle Eigenschaften und Resultate,
die von einer dieser Gleichungen bekannt sind, auf die jeweils andere iibertragen
werden konnen.

Beispielsweise wurde in Abschnitt 3.4.1. erwdhnt, dass die allgemeine Lotka-
Volterra-Gleichung im zweidimensionalen Fall keine Grenzzyklen besitzt, was
nun auch sofort auf die dreidimensionale spieldynamische Gleichung iibertragen
werden kann.

Andererseits ldsst sich anhand der vierdimensionalen spieldynamischen Glei-
chung zeigen, dass diese einen Grenzzyklus zulédsst und dies somit auch fiir die
dreidimensionale allgemeine Lotka- Volterra-Gleichung gilt.?”

Welche der beiden Gleichungen man also wéhlt, héngt davon ab, welche bei
gewissen Betrachtungen besser geeignet und naheliegender erscheint.

4.3 Populationsgenetik

Auch in einem ganz anderen Gebiet der Biomathematik, ndmlich in der Popu-
lationsgenetik, gibt es eine ganz &hnliche Gleichung zu (4.20) und (4.23).
Und zwar ist die Rede von der Selektionsgleichung der Populationsgenetik, wel-
che wie folgt lautet:

i = z;(Wx); —x - Wx), i=1,...,n (4.28)

mit symmetrischer n x n-Matrix W.

Schon auf den ersten Blick ldsst sich feststellen, dass diese genau der spieldy-
namischen Gleichung (4.23) entspricht, mit dem kleinen Unterschied, dass in

27Siehe [5], S.173 f.
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(4.28) nur symmetrische Matrizen W zugelassen werden.

Um diese Gleichung im populationsgenetischen Sinne herzuleiten und zu verste-
hen, ist das Anfiihren einiger Grundlagen der Populationsgenetik unerlésslich.

4.3.1 Grundlagen

Einige grundlegende Begriffe miissen zu Beginn erkléirt werden:

Der Phinotyp oder das Erscheinungsbild ist die Summe aller Merkmale
eines Organismus.

Ein erblich bestimmtes Merkmal wird durch zwei Gene bestimmt, welche am
sogenannten Locus (Genort) sitzen. Es gibt mehrere mogliche Auspriagungen
eines Gens, welche Allele genannt werden.

Als Genotyp wird das aus zwei Allelen bestehende Paar bezeichnet. Der Ge-
notyp heifit homozygot, wenn zweimal dasselbe Allel vorhanden ist, und he-
terozygot, wenn zwei unterschiedliche Allele vertreten sind. Wenn ein Allel das
andere iiberstimmt, wird es dominant genannt, andernfalls wird es als rezes-
siv bezeichnet.

Ein betrachtetes Merkmal sei durch zwei Gene A und a festgelegt, dann gibt es
drei Genotypméglichkeiten, ndmlich AA, Aa und aa.

Bei Betrachtung einer Bevolkerung mit /N Individuen gibt es also N Genotypen
und 2N Gene.

Genotyphéaufigkeiten

Die absolute Héufigkeit des Genotyps AA sei mit N1 bezeichnet, des Genotyps
Aa mit Nio und des Genotyps aa mit Noo.

Die relativen Genotyphéufigkeiten lauten demnach:

o Nu o Ne o Na
N YTN N
Es gilt N11 + N1 + Noo = N und daher x +y + z = 1.

Genhiufigkeiten

Die absolute Héufigkeit des Gens A sei N1 und die des Gens a N.

Da im Genotyp AA zwei Gene vom Typ A und in Aa nur ein Gen vom Typ A
vorkommt, gilt

N1 =2N11 + Nio.

Analog gilt fiir die absolute Haufigkeit des Gens a:
Ny = 2Nz + N1o

Die relativen Héaufigkeiten lauten somit:

_ Na 2N+ Nip

N1 2Ny + Nio Y
2 2N 2N

_ _ 4
P=oN = anv  —*TF =2ty

q
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Es gilt p+¢ =1 und p,q > 0.

Die Genotyphéufigkeiten x, y, und z bestimmen also die Genhaufigkeiten p und
q, aber nicht umgekehrt.

Die Umkehrung, dass sich also aus den Genh&ufigkeiten p und ¢ die Geno-
typhéufigkeiten x, y, und z eindeutig berechnen lassen, gilt fiir den Fall einer
durch das ,,Hardy-Weinberg“-Gesetz beschriebenen idealen Population.

Das Hardy-Weinberg-Gleichgewicht

Bevor das sogenannte ,, Hardy-Weinberg“-Gesetz angefiihrt wird, miissen einige
Voraussetzungen fiir eine ideale Population getroffen werden:

Damit man bei Genen bzw. Genotypen die relative Haufigkeit und Wahr-
scheinlichkeiten gleichsetzen darf, ist die Annahme einer sehr grofien Po-
pulation notig.

Keine Selektion findet statt, ein Genotyp hat also nicht mehr Nachkom-
men als ein anderer.

e Alle Individuen verbleiben im Lebensraum, es findet keine Migration statt.

e Mutationen sind nicht vorgesehen.

Die Paarung der Eltern ist zufdillig, sodass die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Paarungstyp gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Genotypen
beider Eltern ist.

Getrennte Generationen werden vorausgesetzt, es gibt also keine Paarung
zwischen Individuen verschiedener Generationen.

Das ,,Hardy-Weinberg“-Gesetz:

- Bei einer idealen Population dndern sich die Genhéaufigkeiten von Gene-
ration zu Generation nicht.

- Die Genotyphéaufigkeiten bleiben ab der ersten Tochtergeneration konstant
und lauten

2

T=p y = 2pq z=¢

Dieses Gesetz kann folgendermaflen abgeleitet werden:

Wir nehmen an, dass beim Genpaar eines Individuums an erster Stelle das
Gen des Vaters und an zweiter Stelle das der Mutter gesetzt wird, obwohl es fiir
die Nachkommen irrelevant ist, welches Gen von welchem Elternteil stammt.
Wir unterscheiden also zwischen den Genpaaren (A, a) und (a, A), aber die Ge-
notypen Aa und aA werden nicht unterschieden.

Da nun mit p die relative Haufigkeit des Gens A in der Elterngeneration bezeich-
net wird, ist p die Wahrscheinlichkeit, dass das Allel A an der ersten Stelle des
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Genpaares steht, und ebenfalls die Wahrscheinlichkeit, dass es an der zweiten
Stelle steht.

Genauso gilt dies fiir das Allel a mit Wahrscheinlichkeit q.

In der Tochtergeneration sind somit die Wahrscheinlichkeiten fiir die Genpaare
(A, A), (A, a), (a,A) und (a,a) durch p?, pq, qgp und ¢* gegeben.

Bezeichnen wir mit z’, 3/, 2/, p’ und ¢’ die entsprechenden relativen Haufigkeiten
in der Tochtergeneration, dann ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeiten
der Genotypen AA, Aa und aa
l‘/=p2 y’=2pq Z/:qZ
Die Wahrscheinlichkeiten der Gene sind durch
=1

Y 2pg
p=a'+5=p"+ =7 =pp+ta=p
=1
y 2pq T
¢=Z+5 =+ =ala+p) =4
gegeben.

Das Hardy-Weinberg-Gesetz fiir n Allele

Analog wie fiir zwei Allele kann man das Hardy-Weinberg-Gesetz auch fiir n
Allele A4, ..., A,, formulieren.

Es gibt dann n? verschiedene Genpaare (4;, A;), wobei an erster Stelle das Gen
des Vaters und an zweiter Stelle das der Mutter gesetzt wird.

Genpaarhéiufigkeiten
Die absoluten Haufigkeiten der Genpaare bei N Individuen seien mit N1, Nyo, ..., Npp
bezeichnet, die relativen mit pi1, P12, ..., Pnn- Es gilt p;; = &.

Genhiufigkeiten

Die absoluten Genhé#ufigkeiten sind durch Ny, ..., IV, gegeben und die relativen
durch py, ..., p,. Es gilt p; = é\J[V
Die Haufigkeit eines Gens A; liasst sich, wie auch im Fall von zwei Allelen, aus
den Hiufigkeiten der Genpaare berechnen:

N; =2N;; + Z(NZJ + Nji)

J#
n
= Z(NJ + N )
j=1
=pi =Pij =Pji
/\ /\ /\

—_

72 7,] + ’z

[\.')

also

n

1
pi = 5 Z(pij +pji)

j=1
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Bezeichnet man mit p} bzw. p;j die entsprechenden relativen Haufigkeiten in der
Tochtergeneration, dann gilt aufgrund der Zufallspaarung und der Mendel-
schen Vererbungsregeln, wie man zeigen kann,

Pij = Pib; -
Daraus folgt fiir die Wahrscheinlichkeiten der Gene

=1
—~

i 1< -
ph= 5 2 Wy +pe) = 5020 (ieg) = miQ_pi) = i
j=1 j=1 J=1

Es ergibt sich somit das Hardy-Weinberg-Gesetz fiir n Allele:
- Die Genhé#ufigkeiten dndern sich von Generation zu Generation nicht.

- Ab der ersten Tochtergeneration bleiben die Genotyphéufigkeiten kon-
stant und sind fiir den homozygoten Genotyp A;A; durch p? und fiir den
heterozygoten A;A; (j # i) durch 2p;p; gegeben.

4.3.2 Das Selektionsmodell

In realen Populationen kommt es haufig, im Gegensatz zur idealen Populati-
on, zu Verdnderungen der Erbstruktur aufgrund unterschiedlicher Fruchtbarkeit
oder Sterblichkeit der Genotypen. Dabei spricht man von Selektion.

Die Selektion soll dabei ausschlieflich iiber die unterschiedlichen Uberlebens-
chancen der Genotypen bis ins fortpflanzungsfihige Alter wirken.

Es wird nun der Einfluss der Selektion untersucht, wobei ansonsten eine ideale
Population vorausgesetzt wird, welche allen Bedingungen des Hardy-Weinberg-
Gleichgewichts fiir n Allele geniigt.

w;; sei nun die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Individuums mit dem Gen-
paar (A;, A;) bis zur Fortpflanzung.

Diese Konstanten w;; (4,7 = 1,...,n) werden als Selektionskoeffizienten oder
Fitnessparameter bezeichnet.

Es gilt w;; > 0 und w;; = wj;, da die Genpaare (A;, A;) und (A4;, A;) den glei-
chen Genotyp, némlich 4;4; = A;A;, bestimmen.

Somit ist die Selektionsmatrix, gegeben durch

W = (wij)ij=1,..n
symmetrisch.

In der Tochtergeneration ist die Hiufigkeit des Genpaares (A;, A;) durch p;p;
gegeben, wenn die Genhéaufigkeiten der Elterngeneration wie im vorigen Ab-
schnitt mit pq, ..., p, bezeichnet werden.

Es besitzen somit p;p; N aller Nachkommen das Genpaar (4;, A;), da N die
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Gesamtzahl der Nachkommen ist.
Davon kommen w;;p;p; N bis ins Fortpflanzungsstadium und somit ist die Ge-
samtzahl aller fortpflanzungsfdhigen Nachkommen durch Zz’lzl wrprpt N ge-
geben.
Die Wahrscheinlichkeit des Genpaares (A;, A;) unter diesen fortpflanzungsfahigen
Nachkommen sei mit p;j bezeichnet. Dann gilt
, wipipiN
by = -
> wipkp N
k=1
Wird mit p} die Wahrscheinlichkeit des Gens A; in der Folgegeneration bezeich-
net, so gilt

1 n 1 n n
Pi= 5D Pt 5 2 P = 2 Py
j=1 Jj=1 Jj=1
da p;j = p}i ist. Daraus folgt

Z:lwijpj
Pi=pi—a——————, i=1,..,n. (4.29)

> WPk
k=1

Wenn man mit p = (py, ..., p,) einen Vektor aus dem Simplex
n
Sp ={(1,-yn) ER" | p; >0 Vi=1,..,n A Zpi =1}
i=1

bezeichnet, ldsst sich die Differenzengleichung (4.29) auch in der Form

/ (Wp)i .
D = Di , i=1,...,n 4.30
b W (4.30)

schreiben.
Diese Gleichung (4.29) bzw. (4.30) beschreibt somit die Wirkung der Selektion
auf die Genh#ufigkeiten von einer Generation zur néchsten.

Der Fundamentalsatz

Der Ausdruck p - Wp in Gleichung (4.30) kann als ,,mittlere Fitness“ ¢(p)
der Population, deren Genhiufigkeiten durch den Vektor p = (p1, ..., pn) gege-
ben sind, interpretiert werden. ¢(p) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufiillig
ausgewahlter Nachkomme bis ins fortpflanzungsfahige Alter iiberlebt.

Diese mittlere Fitness ¢(p) besitzt eine bemerkenswerte Eigenschaft, welche der
Fundamentalsatz von Fisher beschreibt (mit Generalvoraussetzung ¢(p) > 0):

Der Fundamentalsatz der Natiirlichen Selektion von Fisher und Wright:
Unter dem Einfluss der Selektion gilt fiir die mittlere Fitness von einer Genera-
tion zur néchsten

o(p’) > o(p),
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wobei ¢(p’) = ¢(p) genau dann gilt, wenn p’ = p ist.
Die mittlere Fitness bildet demnach eine monoton wachsende Folge in aufein-
anderfolgenden Generationen.?®

4.3.3 Die Selektionsgleichung

Das stetige Pendant zu Gleichung (4.29) bzw. (4.30) ist durch die zu Beginn
von Abschnitt 4.3 erwihnte Selektionsgleichung der Populationsgenetik (4.28)
gegeben:

ﬂfi:.’lﬁi((WX)i—X~WX), 1= 1,...,77,

Diese kann nun mithilfe der Erkenntnisse aus den vorigen Abschnitten hergelei-
tet werden:29

Dafiir werden analog zum vorigen Selektionsmodell die Selektionseinfliisse auf
eine ansonsten ideale Population untersucht, wobei nun noch zusétzlich die Vor-
aussetzung getrennter Generationen vernachléssigt wird.
Wieder betrachtet man n Allele Ay, ..., A,, an einem Genort und bezeichnet de-
ren absolute Héufigkeit zur Zeit ¢ mit N; = N;(t).

n

Die Anzahl aller Gene ist somit durch N = >~ N; und die Gesamtzahl der In-
i=1

dividuen durch N gegeben.

Es wird angenommen dass sich zu jedem Zeitpunkt ein Hardy-Weinberg-Gleich-

gewicht einstellt.

Die Anzahl der Individuen in der Population mit dem Genpaar (A;, A;) erhélt

man aus
N N;N;
2 2N

2\3

Ny
=

wobei & die Gesamtzahl der Individuen, % die Wahrscheinlichkeit des Gens
A; und L die des Gens A; ist.

Ein Ind1v1duum mit Genpaar (A;, Aj) soll einen mittleren Beitrag wihrend der
Zeitspanne At zum Wachstum der Population leisten, welcher durch w;; At ge-
geben sei.

Dann kann der Zuwachs an Genen A; im Genpool der Population durch folgen-
den Ausdruck beschrieben werden:

Zn: wi; 2N3At+zwﬂ Ny =

N J

Ni(t + At) —

Il
M= T

wij

N n
At = Z wi; N;At, (4.31)

<.
Il
—

da Wij = W5 gilt.

28Der Beweis des Fundamentalsatzes ist in [5], S.31-34 angefiihrt.
29Vgl. [5], S.43 f.
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Es wird nun angenommen, dass N;(t) eine differenzierbare Funktion nach ¢ ist,
um eine Differentialgleichung aus (4.31) zu erhalten:

N n
= 2:: (4.32)

Daraus folgt

i=1

N
Il

=

.

j=1 i,j=1

N = NZ i w;; N — w;i N; N . 4.33
N J N J J
N;

Schreibt man nun z; = fiir die relative Haufigkeit des Gens A; im Genpool,

und verwendet (4.32) und (4.33), dann ergibt sich mithilfe der Quotientenregel:

xi = —_— = —m—

N N2
Ni > wijNj — Ny Y wi N
- j= k,l=1 -
— — —
=x; =x; =z =T
~~ . =~ . A==
_(&xzw..&_ w&&)_
“\N UN MN O ON )T
j=1 k,l=1

bzw. mit der symmetrischen n x n-Matrix W und dem Vektor x = (1, ..., zy):
l;izl‘i((WX)i—X'WX), 1= 1,...,’/1
Die Selektionsgleichung der Populationsgenetik (4.28) wurde somit hergeleitet.

Es sei erwéhnt, dass es sinnvoller ist, die Selektionsgleichung auf einem Simplex
S, zu betrachten, da x; als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden sollen, fiir
die z; > 0 und Z 1 x; =1 gilt.

Die Gleichung (4.28) ist fiir alle x = (z1, ..., x,) € R™ definiert.

Da der Simplex S, invariant unter der Gleichung (4.28) ist, kann (4.28) einge-
schriankt auf S,, betrachtet werden.3°

Analog zu Abschnitt 4.3.2 ldsst sich nun auch der Fundamentalsatz formulieren.
Die mittlere Fitness der Population zur Zeit ¢ sei gegeben durch

o(t) = x(t) - Wx(t).

Dann gilt der Fundamentalsatz:
Es gilt ¢(t) > 0, und ¢(¢t) = 0 gilt genau fiir alle Gleichgewichtspunkte von
(4.28).31

30Die Rechtfertigung dieser Aussage ist in [5], S.46 zu finden.
31Der Beweis dieses Satzes sowie nihere Erlduterungen zur Selektionsgleichung sind in [5],
Kapitel 6.3-6.7 zu finden.
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Wie schon zu Beginn des Abschnittes 4.2 erwihnt, entspricht die Selektions-
gleichung (4.28) genau der spieldynamischen Gleichung (4.23) mit dem kleinen
Unterschied, dass in (4.28) nur symmetrische Matrizen W zugelassen werden.
Somit ist sie ebenso formal identisch zur allgemeinen Lotka-Volterra-Gleichung
(4.20), und etliche Eigenschaften konnen von der einen auf die andere Gleichung
iibertragen werden.
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5 Schlussbemerkung

Obwohl das Lotka- Volterra-System aus sehr einfachen Gleichungen besteht und
in der Okologie aufgrund realititsferner biologischer Annahmen und Resultate
nur begrenzt einsetzbar ist, ist es dennoch moglich, sich diese Gleichungen in
vielerlei Hinsicht zunutze zu machen.

Einerseits fungieren die Lotka- Volterra-Gleichungen als Ausgangspunkt fiir kom-
pliziertere Modelle in der Okologie, womit es moglich ist, die Realitéit besser ab-
zubilden. Sie dienen als Anstof fiir Erweiterungen des urspriinglichen Modells
und sind, von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet, essentiell.

Allerdings ist bei den bisher bekannten Modellen fiir eine Rduber-Beute-Bezieh-
ung immer noch erheblicher Verbesserungsbedarf vorhanden.

Einen externen Faktor, wie den Einfluss von Klimaschwankungen, in eines der
vorgestellten Modelle einzubauen, welcher eine Population auch in Abwesenheit
von anderen Spezies zum Oszillieren bringt, wire eine Moglichkeit, diese Mo-
delle noch realitdtsndher zu gestalten.

Ein grofies Problem hinsichtlich der Uberpriifung der Modelle anhand empiri-
scher Daten ist, dass es, aufler im Fall der Hudson’s Bay Company, keine lang-
zeitigen Aufzeichnungen dazu gibt. Es fehlen somit jegliche realistische Daten
iiber Populationsgréfien von Raubern und Beute.

Andererseits sind die Lotka-Volterra-Gleichungen von grolem Nutzen, da sie
in vielen Bereichen zum Tragen kommen.

In der Biomathematik lassen sich dazu formal identische Gleichungen in Be-
reichen der Spieldynamik und Populationsgenetik finden, und es kénnen somit
Eigenschaften und Resultate der jeweiligen Gleichungen auf andere Bereiche
iibertragen werden.

Aber auch in nicht-biomathematischen Bereichen lassen sich Anwendungen fiir
die Lotka- Volterra-Gleichungen finden:

So liegen im Bereich der Wirtschaftswissenschaften bei bestimmen Konjunktur-
modellen, welche Konjunkturschwankungen erklédren, ebenfalls Lotka- Volterra-
Gleichungen zugrunde.

Auch in der medizinischen Epidemiologie finden Modelle des Lotka-Volterra-
Typs zur Beschreibung der Ausbreitungsprozesse von Krankheiten Verwendung.

Das Lotka-Volterra-System besteht somit keineswegs aus unniitzen Gleichun-
gen, sondern ist in vielerlei Hinsicht brauchbar und bedeutsam.
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6 Appendix

6.1 Klassifikation der Gleichgewichtspunkte bei linearen
Systemen

Im Folgenden wird das lineare System

x = Ax (6.34)
mit konstanten Koeffizienten betrachtet, wobei x = (z,y) und A = <i Z .

Durch die Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Ma-
trix A erhélt man deren Eigenwerte.
Die Matrix A besitzt das charakteristische Polynom

a—r b

det(A—rI) = d—r

=r?—(a+d)r+ad—bc = r* —spur(A)r+det(A),

und dessen Nullstellen haben die Form

o= sPu;(A) + \/ (SP“Z(A))Q — det(A).

Der Stabilitédtscharakter der Gleichgewichtspunkte ist abhéngig von die-
sen Eigenwerten 71,72, denn diese bestimmen vollsténdig den Bau der allgemei-
nen Lésung von (6.34).

(0,0) ist stets ein Gleichgewichtspunkt dieses Systems (6.34); falls det(A) =
ad —be # 0, also A nicht singulér ist, ist (0, 0) sogar der einzige Gleichgewichts-
punkt. Ist dies der Fall, dann gilt fiir die Eigenwerte r1, 72 # 0.

Wir betrachten folgende fiinf Félle:

e Fall I: 71,75 reell, ry # ro, sgnry=sgnrs

a) r1,ry < 0: Der Gleichgewichtspunkt (0, 0) ist ein asymptotisch sta-
biler uneigentlicher Knotenpunkt.
Beispiel: In Abbildung 7 ist das Phasenportrait des linearen Sys-
tems mit Matrix A = <_01 _02> dargestellt. Die Eigenwerte sind
T = 71, To = 72

b) r1,r2 > 0: In diesem Fall ist (0,0) ein instabiler uneigentlicher
Knoten.

Beispiel: A = (1 0

0 2>7 r1 =1, ro = 2 (Abbildung 8)
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Abbildung 8: instabiler uneigentlicher Knoten

e Fall IT: rq, ro reell, ry # ro, sgnry # sgnrs (11 < 0 < rg)

Der Gleichgewichtspunkt (0,0) ist ein (instabiler) Sattelpunkt.

Beispiel: A = (O 1), r1 = —2, ro = 2 (Abbildung 9)

4 0
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Abbildung 9: (instabiler) Sattelpunkt

e Fall III: ry, 75 reell, r{ =7y

a) 11 = ro < 0: In diesem Fall ist (0,0) ein asymptotisch stabiler
eigentlicher Knotenpunkt.

Beispiel 1: A = (_01 _01>, r1 =719 = —1 (Abbildung 10)

-1 0

Beispiel 2: A = (_1 1

), r1 = ro = —1 (Abbildung 11)

Abbildung 10: asymptotisch stabiler eigentlicher Knoten 1
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Abbildung 11: asymptotisch stabiler eigentlicher Knoten 2

b) r1 = re > 0: Der Gleichgewichtspunkt ist ein instabiler eigentlicher

Knoten.

Beispiel 1: A — 10
eispiel 1: A= { /|

durch Umkehrungen der Pfeilrichtungen in Abbildung 10.

Beispiel 2: A = 1 (1)
erhalten, miissen wieder die Pfeilrichtungen in Abbildung 11 umge-

kehrt werden.

, 71 = r2 = 1. Das Phasenportrait ergibt sich

, 71 = r9 = 1. Um das Phasenportrait zu

e Fall IV: ry,ry sind nicht reell und konjugiert-komplex, aber nicht rein
imaginér:

ri2=Axip mit A\, u#0

a) A < 0: In diesem Fall ist (0,0) ein asymptotisch stabiler Spiral-

punkt, auch Strudelpunkt oder Fokus genannt.

Beispiel: A = <_31 _:13>, r1,2 = —1 £ 3¢ (Abbildung 12)

b) A > 0: Der Gleichgewichtspunkt ist ein instabiler Spiralpunkt.

1

Beispiel: A = <3

_13), r1,2 = 1+ 3i (Abbildung 13)
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Abbildung 13: instabiler Spiralpunkt

e Fall V: 1,7y sind nicht reell und konjugiert-komplex, und rein imaginéar:
r1,2 = Fipg mit p#0

Nun ist der Gleichgewichtspunkt (0,0) ein stabiles Zentrum oder Wir-
belpunkt.
Beispiel: A = ( 0 2

1 0>, 71,2 = +1/2i (Abbildung 14)
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Abbildung 14: stabiles Zentrum

BEMERKUNG: In diesem Appendix wurden nur Resultate und Beispiele zum
Thema Klassifikation der Gleichgewichtspunkte von linearen Systemen angege-
ben.32 Deren Gewinnung durch einfache Betrachtung der allgemeinen Lésungen
wurde hier nicht diskutiert.3?

32Die angegebenen Beispiele stammen grofiteils aus [4], S.541-544. Die dazugehorigen Ab-
bildungen wurden in MATLAB erstellt.
33Giehe [1], S.543-555
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