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Einleitung

Die vorliegende Arbeit mochte einen Uberblick iiber Modelle geben, die in der zeitraffenden
Lebensdaueranalyse eingesetzt werden. Bei zeitraffenden Lebensdaueranalysen versucht man,
die Lebensdauer technischer Gerite zu schitzen, indem man sie einer erhdhten Belastung
aussetzt. Hintergrund dieser Vorgangsweise ist, dass viele Geréte eine lange Lebensdauer
haben und daher Lebensdauerdaten nur langfristig zur Verfiigung stehen. Bei zeitraffenden
Verfahren stehen Lebensdauerdaten deutlich schneller zur Verfiigung, mit denen die Vertei-
lung der Lebensdauer geschétzt werden kann.

Ziel einer Lebensdaueranalyse ist es, mit den durch erhohte Belastung x gewonnenen
Lebensdauerdaten eine Funktion r(x) zu schétzen, mit deren Hilfe die Daten auf das Ni-
veau der Gebrauchsbelastung gebracht werden kénnen. Mit Hilfe von accelerated life testing
(ALT) und failure time regression (FTR) kénnen die entsprechenden Schétzung durchge-
fithrt werden. Bei ALT werden technische Objekte einer héheren als gewthnlichen Belastung
ausgesetzt. Anschliefend wird mit den dadurch gewonnenen Ausfalldaten die Zuverlassigkeit
unter Gebrauchsbelastung geschétzt. Bei FTR werden die Ausfiille von technischen Objek-
ten in Abhéngigkeit von erklarenden Gréflen - wie z.B. Temperatur, Spannung oder Druck
- beobachtet. Das Ziel einer FTR-Datenanalyse ist die Untersuchung der Zuverlassigkeit der
technischen Objekte bei bestimmten Werten der erkldrenden Variablen.

Es gibt unterschiedliche Modelle, in deren Rahmen die Schitzungen durchgefiihrt wer-
den konnen. Ausgangspunkt ist das verallgemeinerte Sedyakin-Modell, das eine Beziehung
zwischen Ausfallraten bei konstanten und zeitabhingigen Belastungen zuldsst, aber nicht
zwischen Ausfallraten bei unterschiedlichen Belastungen. Letzteres kann durch zeitraffende
Ausfallzeitmodelle erreicht werden. Ein wichtiges Modell ist das Coz-Modell. Beim Coz-
Modell ist die Ausfallrate proportional zu einer Basis-Ausfallrate. Im Anschluss an diese
beiden Modelltypen werden Verallgemeinerungen des Coz-Modells diskutiert. Eine weite-
re Modellgruppe, die vorgestellt wird, setzt sich aus Modellen zusammen, die additive und
multiplikative Einfliisse auf die Funktion r(z) berticksichtigen. Zum Schluss werden Modelle
préasentiert, die nicht nur skalen-, sondern auch formverédndernd in Bezug auf die Zuverlés-
sigkeitsfunktion sind.

Im Anschluss an die Prisentation der Modelle wird fiir die zeitraffenden Modelle die
Funktion r(z) parametrisiert. Die Schétzung der dabei auftretenden Parameter erfolgt iiber
eine Plausibilitdtsschatzung unter besonderer Beriicksichtigung von rechtszensierten Daten.
Beim Cox-Modell wird eine semiparametrische Schéitzung der Parameter vorgestellt.



I Zeitraffende Lebensdauermodelle

Zeitraffende Lebensdauermodelle setzen die Verteilung der Lebensdauer zu erkldrenden Va-
riablen - wie z.B. bestimmten Materialbelastungen - in Bezichung. Die Lebensdauervertei-
lung kann dabei iiber die Zuverléssigkeitsfunktion, iiber die Verteilungsfunktion oder iiber
die Dichte definiert werden. Die Bedeutung von Lebensdauermodellen wird aber am besten
durch die Ausfallrate ausgedriickt.

Die erkldrende Variable z(+) ist eine nichtstochastische, von der Zeit abhéngige Funktion:

z(:) = (21(), ..., 2m(-))" :[0,00) — B € R™

Wenn z(-) konstant ist, dann wird in den nachfolgenden Formeln nur z fiir die erklérende
Variable geschrieben.

T, ist die Lebensdauer unter x(-). Die nachfolgenden Funktionen sind die Zuverléssig-
keits-, die Verteilungs- und die Dichtefunktion der Lebensdauer T .):

Sey(t) = P(To) 2 1)
P(Tx(.) < t)

|

-

=

—
~

S—
I

Die Ausfallrate unter x(-) ist

1
Ckm(.)(t) 1}1%1 hP(Tm(.) € [t,t + h)|Tx(.) > t) Sx(.)(t)

Mit

t
Ax(.)(t) = /0 Ozm(.)(u)du =—1In Sx(.)(t)

soll die kumulative Ausfallrate unter z(-) beschrieben werden.

1 Das verallgemeinerte Sedyakin-Modell

Ein erster Ansatz fiir zeitraffende Lebensdauermodelle wire, nur iiber die Zeit konstante
Belastungen beim Modellbau zu beriicksichtigen. Die Struktur der bedeutenden Modelle in
der Lebensdaueranalyse ist aber besser verstandlich, wenn zuerst von Modellen ausgegangen
wird, die Belastungen beriicksichtigen, die sich iiber die Zeit &ndern.

Nach dem physikalischen Prinzip in der Zuverldssigkeit von Sedyakin werden zwei Po-
pulationen von identischen Einheiten unterschiedlichen Stressniveaus x; und x, ausgesetzt.
Zwei Zeitpunkte ¢; und ¢, sind in dieser Versuchsanordnung dquivalent, wenn die Uberle-
benswahrscheinlichkeiten gleich sind:

P(Txl > tl) = 53[31 (tl) = Sx2<t2) = ]P)(T:cz > t2)-

Wenn nach diesen dquivalenten Zeitpunkten beide Gruppen von Einheiten unter dem Stress-
niveau xy beobachtet werden, d.h die erste Population unterliegt der Stufenbelastung

3



. z, 0<t<ty
x(t) _{ X2, t2t1>

und die zweite Gruppe unterliegt weiterhin der Belastung zo, dann gilt fiir alle s > 0

gz (T +8) = gy (2 + 5).

Das Modell von Sedyakin kann nun auf alle zeitabhéngigen Belastungen verallgemeinert
werden, indem angenommen wird, dass die Ausfallrate a,.) zu jedem Zeitpunkt ¢ eine Funk-
tion vom Stressniveau und von der Uberlebenswahrscheinlichkeit ist.

Definition 1.1 Das verallgemeinerte Sedyakin-Modell (generalized Sedyakin’s model (GS))
ist fiir eine Menge E von Belastungen anwendbar, wenn es auf E x RT eine positive Funktion
g gibt, sodass fir alle z(-) € E

() (t) = g(x(t), Sa(y(t))

qilt. Eine dquivalente Formulierung fiir das Modell ist
() (1) = g1(x(t), Ao (1)) (1.1)
mit gl('x? S) = g('xa 6.1']7{—5})
Das GS-Modell ist auch auf der Menge F; der konstanten Stressniveaus giiltig:

Proposition 1.1 Wenn die Ausfallraten a,(t) > 0, t > 0, auf einer Menge E; konstanter
Stressniveaus existieren, dann ist das GS-Modell auf E; giiltig.

Beweis: Fiir alle x € F; gilt

mit gi(x,s) = a,(A;1(s)). &

Mit dem GS-Modell kann auch eine Beziehung zwischen zeitabhéngigen und konstanten
Belastungen hergestellt werden. Ausfallraten unter variierenden zeitlichen Belastungen lassen
sich durch Ausfallraten unter unterschiedlichen konstanten Belastungen darstellen.

Proposition 1.2 Wenn das GS-Modell auf einer Menge E O E; von Belastungen z(-) :
Rt — B giiltig ist, dann gilt fir alle z(-) € E

Qz(-) (t) = Qg (A;tl(Ax(')(t)))’ (1'2)

wobei x; eine konstante Belastung ist, die gleich dem Wert von x(-) zum Zeitpunkt t ist.



Beweis: Falls das GS-Modell fiir E; anwendbar ist, gilt nach Definition 1.1 fiir alle z € E}

gi(z,s) = gi(z, Au(A77(s)))
= g(z,exp{A(4;"(5))})
= g(2,5:(4;1(5)) = aa(A7(s)).

Das bedeutet, dass

ax()(t) = gi(@(t), A (1))
= g1, Au (A7 (Asy (1)) = aa, (A7 (Auy (1)) O

Zu den am meisten eingesetzten, zeitabhéngigen Belastungen zéhlen Stufenbelastungen.
Dabei werden zu testende Einheiten zu Beginn einem geringen Stress ausgesetzt. Wenn sie
bis zu einem festgesetzten Zeitpunkt ¢; nicht ausfallen, wird der Stress erhéht. Funktionieren
sie bis zu einem Zeitpunkt t5 > t1, wird die Belastung wiederum erhoht. In dieser Art wird
die Belastung weiter gesteigert. Stufenbelastungen haben demnach die Form

X1, 0<t<ty
<
S(Z(t): To, 01 <1<ty (13>
fL'm, tm,1 S t < tﬂ’u

wobei 1, ..., x,, konstante Belastungen sind. Fiir m = 1 ist die Stufenbelastung einfach.
Mengen von Stufenbelastungen der Form (1.3) sollen mit FE,, bezeichnet werden.

Im folgenden soll die Bedeutung der Gleichung (1.2) fiir Stufenbelastungen dargestellt
werden. Sei E; eine Menge von konstanten Belastungen und FE5 eine Menge von einfachen
Stufenbelastungen der Form

x(t) =

{xl, 0<t<t (1.4)

T2, tZ tlv

wobei 1,22 € E;. Im GS-Modell werden die Zuverlissigkeitsfunktionen unter einfacher
Stufenbelastung von den Zuverldssigkeitsfunktionen unter konstanter Belastung mittels der
Regel von der Zeitverschiebung ermittelt:

Proposition 1.3 Wenn das GS-Modell auf Es giiltig ist, dann erfillen die Zuverldssigkeits-
funktionen und die Ausfallraten unter dem Stress x(-) € Fy die Gleichungen

| Sa (1), 0<t<ty
und
_ axl(t)’ 0§t<t1
Oéx()(t) B { Ay (t - tl + tT)a t> tl; (16)
der Zeitpunkt t wird dabei durch die Gleichung Sy, (t1) = S, (t]) bestimmdt.
)



Belastung

Abbildung 1: Stufenbelastung und Zuverlassigkeitsfunktion
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Beweis: Aus der Bedingung am Schluss der Proposition folgt a = A, (t) = Ayy(t1) = Ag, (7).
Mit Gleichung (1.1) ldsst sich die kumulative Ausfallrate als Integralgleichung

Acolt) = [ natu). s )

darstellen. Es folgt fiir alle ¢t > ¢,

Azy(t) =a +/ g1(xa, Ag(y(u))du

t1

und

t
Am(t — tl + t;) =a —|—/ gl(xg, Am(u — tl + t*{))du

t1

Das bedeutet, dass die Funktionen A,.)(t) und A, (t —t; + ¢7) fiir alle ¢ > ¢; die Integral-
gleichung

h(t) = a—i—/ g1(xo, h(u))du

t1

mit der Anfangsbedingung h(t;) = a erfiillen. Da die Losung der Gleichung eindeutig ist,
folgt

Aw(.)(t) = AIQ (t — 11+ f{) Yt > t.
Damit sind die Gleichungen (1.5) und (1.6) erfiillt. <

Eine Verallgemeinerung auf die Menge E,, der Form (1.3) bringt folgende Proposition:

Proposition 1.4 Wenn das GS-Modell auf E,, giiltig ist, dann gilt

Sx()(t) = le(t — i1+ t;ll)? t e [ti—lati>7 to=0,2=1,2,...,m,

wobei t* die Gleichungen

le (tl) = SZ,Q(t)D, ceey le(tz - ti—l + t;-k_l) = SJ?H—I (t;k), 1= 1, 2, N 1.
erfillt.

Beweis: siehe [1]

Beziehungen zwischen den Ausfallraten bzw. den Zuverldssigkeitsfunktionen bei unter-
schiedlichen Stressniveaus kéonnen durch das GS-Modell nicht dargestellt werden. Daher eig-
net sich dieses Modell auch nicht fiir die Schatzung der Zuverlassigkeit bei Gebrauchsbelas-
tung, die im Rahmen von zeitraffenden Experimenten erfolgt. Schrankt man indes das Modell
ein, indem Beziehungen zwischen Zuverlassigkeitsfunktionen bei unterschiedlichen konstan-
ten Belastungen zugelassen werden bei gleichzeitiger Giiltigkeit von Proposition (1.2), dann
gelangt man zum zeitraffenden Ausfallzeitmodell (accelerated failure time model (AFT)).
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2 Zeitraffende Ausfallzeitmodelle

Das einfachste AFT-Modell geht von Zuverlassigkeitsfunktionen unter konstanter Belastung
aus, die sich in der Skalierung unterscheiden. Fiir jedes x € F; gilt

Se(t) = G(r(z)t), (2.1)

wobei die Zuverléssigkeitsfunktion GG nicht von x abhéngt. Die Zuverlassigkeitsfunktionen
unter x,,xy € E; stehen durch

Sl“z (t) = SfL"l (:0<x17 x2)t)

miteinander in Beziehung, wobei p(x1, z5) = r(za)/r(x1).

Das AFT-Modell mit konstanten Belastungen kann auf die Menge der zeitabhdngigen
Belastungen verallgemeinert werden, indem das GS-Modell - und damit Proposition 1.2 -
angewendet wird.

Proposition 2.1 Das GS-Modell mit den Zuverlissigkeitsfunktionen (2.1) auf Ey ist genau
dann auf E D E; giiltig, wenn es auf E eine positive Funktion r und auf [0, 00) eine positive
Funktion q gibt, sodass fir alle x(-) € E gilt:

oy (1) = 1 (2(1)) 4 (Say (1)) (2:2)

Beweis: Zuerst soll vom GS-Modell mit der Zuverléssigkeitsfunktion S, (t) = G(r(z)t) ausge-
gangen werden. x; bezeichne das konstante Stressniveau, das dem Wert des zeitabhéngigen
Stressniveaus z(-) zum Zeitpunkt ¢ entspricht. Dann folgt

@)= 75,0

; _ _ &
mit o = ek

Weiters gilt aufgrund der Zuverléssigkeitsfunktion

mit H = G~ '. Gleichung (1.2) kann nun geschrieben werden als

ax(y(t) = 7(2(t) g (Sa( (1),
wobei ¢(p) = a(H (p)).



In der anderen Beweisrichtung zeigt man, dass Gleichung (2.2) ein Sonderfall des GS-Modells
mit der Zuverldssigkeitsfunktion (2.1) ist. Fiir x € E; gilt

oder
- TO N
Se(H)q(S:(t) 7

Bildet man auf beiden Seiten das Integral iber das Intervall [0,¢] und substituiert auf der
linken Seite u = S,(t), so erhilt man

/0 O _du /Otr(:z:)du:r(x)t. (2.3)

uq(u)
Setzt man G = H~' und H(p) = — [ ujfu), so resultiert
S.(t) = G(r(x)t). <& (2.4)

Das GS-Modell kann mit der Zuverlassigkeitsfunktion (2.1) auf E; eingeschrénkt werden.
Daraus ergibt sich folgende Definition:

Definition 2.1 Das AFT-Modell ist auf E anwendbar, wenn es auf E eine positive Funktion
r und auf [0,00) eine positive Funktion q gibt, sodass fir alle x(-) € E die Gleichung (2.2)
qgilt.

Gleichung (2.1) gibt die Zuverldssigkeitsfunktion unter konstanter Belastung wieder. Es
fehlt noch der Ausdruck der Zuverldssigkeitsfunktion unter zeitabhéngigem Stress.

Proposition 2.2 Angenommen, das Integral
/ T dv

o vq(v)

existiert fir alle x > 0. Dann ist das AFT-Modell auf einer Menge von Belastungen E genau

dann anwendbar, wenn es eine Zuverldssigkeitsfunktion G gibt, sodass fiir alle x(-) € E gilt:

Sa()(t) = G(/Otr(x(u))du> (2.5)

Beweis: Nach Proposition (2.1) ist Gleichung (2.2) dquivalent zu

Sx(.)(t) dv t
HSx.t:—/ :/rxudu
S == [ 5= [ rew)
mit G = H* und H(p) = — [} V;l(”y). Daraus ergeben sich beide Beweisrichtungen. <

Die néchste Proposition behandelt Zuverlédssigkeitsfunktionen im AFT-Modell bei Stu-
fenbelastung:



Proposition 2.3 Fulls das AFT-Modell auf Ey giiltig ist, dann gilt fir die Zuverldissigkeits-
funktion unter jeder Belastung x(-) € Ey in der Form (1.4)

. le(t), 0<t<ty
Sy (1) = { Sy, (t—t1 +13), t>ty,
wobes
r(z1)
= 2.
1 T’(ZL‘Q) 1 ( 6)

Beweis: Da das AFT-Modell aus einer Einschrinkung des GS-Modells hervorgeht, kann die
angefiihrte Form der Stufenbelastung iiber Proposition 1.3 hergeleitet werden. Fiir ¢] =
%tl folgt aus Gleichung (2.1)

G(r(z1)t) = Sy, (t) = Sp,(at) = G(r(x2)at).

Ist G invertierbar, dann ergibt sich

und

Su.(t) = S, (Tm) t).

7(z2)

Das bedeutet, dass t7 in Proposition 1.3 durch Gleichung (2.6) gegeben ist. {

Abschlieflend sollen noch einige Beziehungen zwischen dem Erwartungswert von im AFT-
Modell verwendeten Zufallsvariablen und den Quantilen dargestellt werden. Sei z(-) wieder
die zeitabhéngige Belastung und ¢, (p) das p-Quantil der Zufallsvariablen T},). Mit z, =
x(7) sei der konstante Stress bezeichnet, der dem Wert der zeitabhéngigen Belastung zum
Zeitpunkt 7 entspricht.

Proposition 2.4 Das AFT-Modell sei auf E giiltig und x(-),x; € E fir alle t > 0. Dann

qgilt
tz(h(P) g
/ T 1.
0 tw‘r (p)

Weiters gilt, wenn die Mittelwerte E(T,.)) und E(T,,) existieren und positiv sind,

B0 dr
E( —) ~1.
A T377'

Beweis: Wenn das AFT-Modell anwendbar ist, dann folgt aus Gleichung (2.5), dass fiir alle
z(-) € E die Verteilungsfunktion G der Zufallsvariablen

10



/0 " r(z(u))du (2.7)

nicht von z(-) abhéngt. Sei m der Mittelwert dieser Zufallsvariablen. Fiir die konstante
Belastung z, gilt

/0 N r(z,)du = r(z.)T,, =r(z(7))T,, .

Nimmt man auf beiden Seiten die Erwartung, so erhélt man

m = r(z(7))E(T%, ). (2.8)
Aus den Gleichungen (2.7) und (2.8) folgt

m = E( /0 Tm(')r(x(T))dT)
= E(/OZ(.) E(ZT)dT)

= mE(/Ox(') E(ZTQ?

und damit ist der zweite Teil der Proposition bewiesen. Es handelt sich dabei um das
Modell von Miner.

Fiir den Beweis des ersten Teils der Proposition sei t(p) das p-Quantil der Zufallsvaria-
blen (2.7). Falls 7 fix ist, folgt aus Gleichung (2.1)

t(p) = r(2(7))ts, (p)- (2.9)
Es gilt

p=B(Lu <t (o) = P( [ " (e < / s atrar).

Daraus ergibt sich

ey (P)
)= [ (el

und mit Gleichung (2.9) ist der erste Teil der Proposition bewiesen. <

3 Das Cox-Modell

In der Lebensdaueranalyse wird das Cox- oder proportional hazards (PH)-Modell am héufig-
sten verwendet, wenn es darum geht, den Einfluss von erkldrenden Variablen auf die Lebens-
dauerverteilung zu untersuchen. Ausgangspunkt fiir das Modell unter konstanter Belastung
x € E ist, dass die Ausfallraten proportional sind zu einer Basis-Ausfallrate:

11



a,(t) = r(z)ap(t) (3.1)

Daraus ergibt sich

[In S, (2))'
= — 2
(o) = e (32
und die Zuverlassigkeitsfunktionen haben die Form
Sa(t) = 557 (t) = exp{—r(x) Ao ()}, (3.3)
wobei
t t
So(t) = exp{ —/ ao(u)du} und  Ap(t) = / ap(u)du = —1n Sy(t).
0 0
Fiir alle zy € F; bedeutet das Modell, dass bei konstanten Belastungen
o (t) = p(o, 2)ag, (1) und S, (t) = SE™2(1)
mit p = r(z)/r(zo) gilt.
Fiir zeitabhdingige Belastungen wird das PH-Modell folgendermaflen definiert:
Definition 3.1 Das PH-Modell ist auf der Menge E giiltig, wenn fir alle x(-) € E
gy (t) = r(x(t))ao(t) (3.4)

qgilt.
Aus Definition 3.1 folgt, dass

Ax(.)(t):/o r(z(u))dAo(u)

und

Su(t) = exp{ - /0 tr(x(u))dAg(u)}. (3.5)

Das Modell (3.4) ist ungeeignet, wenn die zu untersuchenden Einheiten unter konstanter
Belastung altern. Denn wenn x; die konstante Belastung bezeichnet, die der zeitabhéingigen
Belastung z(-) zum Zeitpunkt ¢ entspricht, dann folgt

0, (t) = r(2(t)) an(t)

und

() () = o, (). (3.6)

12



Fiir jedes t hingt die Ausfallrate unter der zeitabhéngigen Belastung z(-) zum Zeitpunkt ¢
nicht von den Belastungswerten vor ¢, sondern nur vom Wert zum jeweiligen Zeitpunkt t ab.
Daher sollte die Ausfallrate unter konstanter Belastung konstant sein. Das bedeutet, dass
die Lebensdauer exponentiell verteilt sein sollte.

Eine Verallgemeinerung des PH-Modells bei zeitabhéngigem Stress kann - wie beim AFT-
Modell in Proposition 2.1 - durch eine Einschrénkung des GS-Modells erreicht werden. Das
eingeschréankte Modell entspricht dann dem PH-Modell auf der Menge der konstanten Be-
lastungen.

Proposition 3.1 Das GS-Modell mit den Zuverlissigkeitsfunktionen (3.3) auf Ey ist auf
E D E; genau dann giiltig, wenn fir alle x(-) € E

a0 (0) = r(al)en (457 (45)) 3.7

gilt.

Beweis: Zuerst soll von Gleichung (3.7) ausgegangen werden. Gleichung (3.1) bedeutet, dass

g, (8) = r(z)an(s) = r(z(t)) oo(s).

Weiters ergibt sich, dass

Daraus folgt

oder

Nun kann Gleichung (1.2) in der Form (3.6) geschrieben werden.

In der anderen Beweisrichtung wird vom GS-Modell ausgegangen. Es wird gezeigt, dass
Gleichung (3.7) ein Sonderfall des GS-Modells ist. Denn fiir x € E; gilt

ax(t) = r(x)ag (Ao l(é?ff;)))

oder

Es folgt

13



Ap(t) =r(z)Ag(t) und . (t) = r(x)ag(t).
Das GS-Modell ist somit mit den Zuverldssigkeitsfunktionen 3.3 auf E; beschriankt.

Das PH-Modell im Rahmen der Stufenbelastung z(-) € Ejy soll anhand der Ausfallrate
und der Zuverlassigkeitsfunktion dargestellt werden:

Proposition 3.2 Wenn das PH-Modell auf Ey anwendbar ist, dann gilt fir alle x(-) € Esy:

[ o), 0<t<ty
T’(ZEI)Oé()(t), 0<t<ty
T(l‘g)ao(t), t Z tl

s Sy, (1), 0<t<ty
x( )(t) le (tl) Siﬂcj((ttl))’ t Z tl
sete (), 0<t<t
= o r(w2)
SO( 1)<t1) (5?(%) ) > tl

Beweis: Die in Form der Ausfallrate ausgedriickte Stufenbelastung ergibt sich direkt aus
Gleichung (3.1). Die Stufenbelastung in Form der Zuverlissigkeitsfunktionen ergibt sich mit
der Regel der Zeitverschiebung, die bereits in Proposition 1.3 angewendet wurde. Es gilt

t
Ay (E— by +£1) = Ay, (£1) / (2t (1) .
S——Jt
:A11(t1)

Daraus resultiert

Sy (t —t1 +17) = Sy, (t1)

Aus Proposition 3.2 folgt, dass fiir zy € E; gilt:

o (t) — p(xo,l’l)()éxo(t)7 0 <t < tl
0 p(.ﬁU()? 'IQ)axo (t), t>t

getror) g, 0<t<t

(wo0,@1) Sag (1) | P(T072)
Sto (t1)<sz00(t1)>

) tZtl

Nimmt man xy = x1, so erhdlt man
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. Ole(t), 0<t<ty
() = { plan, an)am () > 1

und

Sm(t)a O§t<t1
Sey(t) = . p(z1,22)
( ) ) le (tl) (,i:éi%) ) t 2 z51-

In den néchsten beiden Propositionen soll untersucht werden, wann das AFT-Modell
mit dem PH-Modell iibereinstimmt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Menge r(E}) einen
inneren Punkt hat, wenn das AFT-Modell (oder das PH-Modell) auf E; definiert ist.

Proposition 3.3 Das PH-Modell und das AFT-Modell sind auf 1 genau dann dquivalent,
wenn die Lebensdauerverteilung fir alle x € Ey eine Weibull-Verteilung ist.

Beweis: Sei zuerst angenommen, dass die Lebensdauerverteilung eine Weibull-Verteilung ist
und dass das PH-Modell auf E; definiert ist. Dann gilt fiir alle x € E

L)a(w)

Sp(t) = e T@) ™ = Gy (¢) @),

Logarithmiert man auf beiden Seiten zweimal, dann erhélt man fiir alle ¢ > 0

a(z)(Int —Infd(x)) = Inr(x) 4+ In(—In Sy(t)).

Die Funktion In(—In Sp(¢)) héngt nicht von x ab. Damit die Gleichung erfiillt ist, muss a(z)
fiir alle x € F) konstant sein. Es folgt

S,(t) = e T@)",

Das bedeutet, dass das AFT-Modell auf F; definiert ist.
Wenn die Lebensdauerverteilung eine Weibull-Verteilung und das AFT-Modell auf F; def-
niert ist, dann gilt:

S(t) = e (o))"
t

A _ b e

ax(t) = r(z)ao(t)
Dabei ist - aufgrund von A,(t) = fg r(x)ag(u)du - r(z) = af(z)™ und ap(t) = t*'. Somit
ist auch das PH-Modell auf E; definiert.

Sei nun angenommen, dass sowohl das AFT- als auch das PH-Modell auf F; definiert sind
und dass die beiden Modelle dquivalent sind. Das bedeutet, dass Funktionen Sy, S1,r und p
existieren, sodass fiir alle z € E; gilt:

15



So(t) = So(t)"™
Sa(t) = Silp(a)t) = So(t)"

Das bedeutet, dass

Si(p(x)t) = So(t)"
gilt. Logarithmiert man auf beiden Seiten zweimal, dann erhélt man fiir alle £ > 0

In(—1In S; (p(z)t)) = Inr(z) + In(—In Sy(t)).

Setzt man

g1(v) =In(—1n S1(e?)), go(v) = In(—1n Sy(e?)),
ofr) = mp(x). Blx) = Inr(z)

so kann die letzte Gleichung fiir alle v € R und = € E; geschrieben werden als

g1(u+ a(x)) = B(x) + go(u).

Die Menge r(FE;) hat einen inneren Punkt, d.h. die Menge enthélt ein Intervall. Dann hat
auch die Menge p(E;) einen inneren Punkt. Sei z1, 9, 3 € F; mit

p(x2)/p(x1) # p(a3)/p(xs).
Dann ist fiir alle 2,57 = 1,2, 3

gi(u+a(z;) — gi(u+ a(z;)) = B(x;) — Bla;).
Setzt man

k1 = a(xs) — a(zy), ke = a(rs) — a(zs)
h=0(z2) —a(rr), = B(xs) — B(x),

so kann die letzte Gleichung fiir v = v — a(z;), v € R geschrieben werden als

g+k)=qgl +l 1=1,2.
Das bedeutet, dass die Funktion g¢;(-) affin ist. Aus

g1(v) =av+b
folgt

Si(t) = exp{—et"}

und damit
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Su(t) = exp{—e(p(x)t")}.

Die Lebensdauerverteilung ist somit eine Weibull-Verteilung fiir alle z € E;. $

Es sei F; wieder die Menge der konstanten Belastungen und xq,x, € E;. Die Stufenbe-
lastung x4(+) hat die Form

) ox, 0ZtE<s
$S<t)_{ X2, tZSa

wobei s eine konstante positive Zahl ist.

Proposition 3.4 Die Menge E mdge Ey und xs(-) fir s > 0 enthalten. Das AFT- und
PH-Modell sind auf E genau dann gleich, wenn die Lebensdauer fiir alle x € Ey exponentiell
verteilt ist.

Beweis: Es sei zuerst angenommen, dass das AFT- und PH-Modell auf E definiert und gleich
sind. Aus der vorangegangenen Proposition folgt fiir alle x € F;, dass

sar-em{ (55}

Sei 0; = 0(x;),i = 1,2. Dann gilt

S, (1) = exp{ - (Qi)a} und

a,(t) = %t“’l.

Nach Proposition 3.2 gilt fiir das PH-Modell

oag(t), 0<t<s
axs()(t) - { Oé$2 (t), t Z S,

und fiir alle £ > s ergibt sich

Sz((t) = eXP{—/OtOézs(o(u)du}

= exp{—/Osaxl(u)du—/:axz(u)du}
- e {-(3) - ) @)

Nach Proposition 2.3 hat die Zuverléssigkeitsfunktion des AFT-Modells bei Stufenbelastung
die Form

Szo()(t) = Syt = s +5%), t > s,
17



wobei s* = (r(z1)/r(22))s mit r(z)/r(zs) = 62/6,. Daraus resultiert

tferz—QS

Se(y(t) = exp{—/o ' am(u)du}

= eXp{ - (%4— te—Qs)a}'

Laut Annahme sind die Zuverlassigkeitsfunktionen des AFT- und PH-Modells gleich. Daraus

resultiert fiir ¢t > s
G) G -G =Ga) 38

Fiir a = 1 stimmt die Gleichung. Angenommen, « # 1. Fiir alle ¢t > s sei

-G G- G- G5

Die Ableitung von g(t) ist

, a1 92-‘915 a—1
e S
g = ot ( ( o 1 > ) 70

und hat fiir alle t > s das gleiche Vorzeichen fiir festgehaltene 6; # 6, und o # 1. Die
Funktion ist somit steigend oder fallend, aber nicht konstant in ¢. Das widerspricht aber
Gleichung (3.8), und die Annahme a # 1 ist falsch. Mit a = 1 wird die vorausgesetzte
Weibull-Verteilung zur Exponentialverteilung, und es gilt

S, (t) = exp{ - (%)} £>0.

Sei nun angenommen, dass die Lebensdauerverteilung fiir alle x € E; exponentiell ist und
dass das PH-Modell auf E definiert ist. Aus Gleichung (3.3) folgt fiir alle z € F;

Sz(t) = exp{—r(z)Ao(t)}.
Da die Lebensdauer unter x € E; exponentialverteilt ist, bedeutet die letzte Gleichung,

dass Ag(t) = ct. Die Konstante ¢ kann mit r(z) zusammengefasst werden, und man erhélt
Ay(t) = t. Das ergibt mit Gleichung (3.5)

Sur(t) = exp{ _ /0 tr(w(u))du}

und damit das AFT-Modell auf F.

Sei angenommen, dass das AFT-Modell auf F definiert ist und dass die Lebensdauervertei-
lung fiir alle x € E exponentiell ist, d.h. «,.(t) = r(z). Es folgt ¢ = 1 und mit Gleichung (2.2)
daher

oy (t) =1 (z(1)),
d.h. das PH-Modell mit ag(t) = 1 ist auf E definiert. {
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4 Verallgemeinerungen des Cox-Modells

Das AFT- und das PH-Modell sind eher restriktive Modelle. Bei einem AFT-Modell fiihrt
eine verinderte Belastung lokal nur zu einer Skalenverédnderung, wiahrend bei PH-Modellen
das Verhaltnis der Ausfallraten bei unterschiedlichen Stressniveaus konstant bleibt.

Verallgemeinerungen der beiden Modelle fithren einerseits zu Modellen, die bei Belas-
tungsénderungen neben einer Skalen- auch eine Formverdnderung aufweisen, andererseits
zu Modellen, bei denen sich das Verhéltnis der Ausfallraten auch bei konstanter Belastung
andert. Dazu werden Modelle diskutiert, die sowohl das AFT- als auch das PH-Modell als
Spezialfille enthalten. Die Ausfallraten dieser Modelle sind nicht nur proportional zu einer
Funktion, deren Argument den momentanen Stress darstellt, sondern auch zu einer Funktion,
die die Zuverlassigkeitsfunktion bzw. die kumulierte Ausfallsrate als Argument hat.

Definition 4.1 Das erste verallgemeinerte PH-Modell (first generalized proportional hazards
model (GPH1)) ist auf E giiltig, wenn fir alle z(-) € E

() () = 7(2(8)) g (Au( (1)) 0(t) (4.1)
qgilt.

Die Spezialfille des GPH1-Modells sind mit g(u) = 1 das PH-Modell und mit ay(t) = ag =
konstant das AFT-Modell.

Definition 4.2 Das zweite verallgemeinerte PH-Modell (second generalized proportional ha-
zards model (GPH2)) ist auf E giiltig, wenn fir alle z(-) € £

() () = u((t), Aegy (1)) ao(t)
qgilt.

Die Spezialfille des GPH2-Modells sind das GS-Modell mit ag(t) = oy = konstant und das
GPH1-Modell mit u(z, s) = r(x)q(s).

Proposition 4.1 Das GPHI1-Modell ist auf E genau dann giltig, wenn es Zuverldssigkeits-
funktionen G und Sy gibt, sodass fir alle z(-) € E

5.0(0=6( [ r(etm)ir (s 12
gilt. Dabei ist H = G~1.

Beweis: Als erstes soll vom GPH1-Modell ausgegangen werden. Man definiert eine Funktion

H(u) durch
—Ilnu dv

Dann gilt
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OH (S,
(at( 0 C.I(Aa:-)(t)) 00 = D)l

Das bedeutet, dass

wobel

¢
Aolt) = / o () .
0
Setzt man Sy(u) = G(Ao(u)), kommt man zu Gleichung (4.2).

In der anderen Beweisrichtung gilt Gleichung (4.2) fiir alle z(-) € E. Es folgt

S’ (t
Oéz(.)(t) = _Szizt)
_ —G’( /0 r(x(T))dT)r(x(t))H’(So(t))S{)(t)(Sx(.)(t))_l

N —
=H(5:()(1))

= a(H(Su() (1)) r(z(t) H'(So(1)) S5 (t)

mit « = —G'/G. Setzt man

~—

q(u) = a(H(e™)) und ag(t) = —H'(So(t))S(t),

so gelangt man fiir alle z(-) € E zu

Aoy (t) = r(2(t)) a (A (1)) 0 (t).
Das GPH1-Modell ist somit auf E giiltig.

Bei konstanter Belastung « € E) ergeben sich fiir das GPH1-Modell aus Gleichung (4.1)
die Formeln

ult) = r(@)q(Au()) ao(t) und S, (¢) = G (r(2) H(So(t))) (1.3
Fiir x1, 25 € By gilt

Sunlt) = (o1, ) H(S., (1) (1.4
mit p(21, x2) = r(x2)/r(21).

Fiir das GPH2-Modell folgt bei konstanter Belastung

20



o, (t) = u(z, Ax(t)) ao(t).

A Exkurs: Ressourcenverbrauch und zeitraffende Lebensdauermodelle

AFT- und PH-Modelle koénnen auch im Hinblick auf den Ressourcenverbrauch interpre-
tiert werden. Sei €2 eine Population von Einheiten und sei T,) = T,u)(w), w € €, eine
nichtnegative, absolut stetige Zufallsvariable, die die Lebensdauer einer Einheit w unter der
Belastung z(-) anzeigt. Die dazugehorige Zuverlassigkeitsfunktion sei Sy.)(t). Die Vertei-
lungsfunktion bezeichne F,.)(t).

Der Anteil F,(.(t) von Einheiten von €, die unter der Belastung x(-) bis zum Zeitpunkt
t ausfallen, wird einheitlicher Ressourcenverbrauch der Population bis zum Zeitpunkt t ge-
nannt. Die gleiche Population 2 von Einheiten , die unterschiedlichen Belastungen x(-)
und z5(+) unterworfen ist, verbraucht unterschiedliche Ressourcen bis zum Zeitpunkt ¢, wenn
Fo(y(t) # Fuyo(t). Falls fiir zwei Momente t; und ty Fy,)(t) = Fpy,)(t) gilt, dann sind
die beiden Zeitpunkte dquivalent.

Die Zufallsvariable

RY = Fo(y(To()) = 1 = Sopy(Tag)

wird einheitliche Ressource genannt. Fiir jede Belastung z(-) besteht eine eindeutige Bezie-
hung zwischen der Menge, die die Werte der Zufallsvariablen T}, enthélt, und der Menge, in
der die Werte der Zufallsvariablen RV zusammengefasst sind. Die Verteilung der Zufallsva-
riablen RY hiingt nicht von z(+) ab, und sie entspricht der Gleichverteilung auf dem Intervall
[0,1).

Neben der Gleichverteilung sind andere Verteilungen moglich, die den Ressourcenver-
brauch abbilden. Jede fallende und stetige Funktion H : (0,1] — R ist dazu geeignet,
wobei die Inverse G = H~! von H die Zuverlissigkeitsfunktion ist. Dann existiert wie-
derum eine eindeutige Beziehung zwischen den Werten der Zufallsvariablen T, und den
Werten der Zufallsvariablen R¢ = H (Sw(.)(Tx(.))). Z.B. ist fir die einheitliche Ressource
H(p)=1-p, pec(0,1].

Die Verteilung der Zufallsvariablen R® hingt nicht von z(-) ab, und die Zuverlissigkeits-
funktion von RY ist G. Die Zufallsvariable R® wird G-Ressource genannt, und

Fain®) = H (S (1))
ist die verbrauchte G-Ressource bis zum Zeitpunkt t.

Zeitraffende Lebensdauermodelle konnen auch iiber den Ressourcenverbrauch definiert
werden. Alle bisherigen Lebensdauermodelle wurden im Rahmen des ezponentiellen Res-
sourcenverbrauchs mit G(t) = et, t > 0, formuliert. Dann ist H(p) = G~!(p) = — Inp. Mit
p = Su()(Te(y) kommt man zu der Zufallsvariablen

R = Agc(.) (Tx(.)).
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Fiir jedes t ist Agy(y(t) € [0,00) die exponentiell verbrauchte Ressource bis zum Zeitpunkt t.
Die Verinderung des exponentiellen Ressourcenverbrauchs ist die Ausfallrate.

Der Ressourcenverbrauch der GPH1- und AFT-Modelle kann anders als exponentiell
verlaufen. Es sei z( eine konstante Belastung - wie z.B. die Gebrauchsbelastung - und G =
Sz~ Es bezeichne fiir jedes z(-) € E D E;

Fa(y (8) = S5, (Say (1))
Dann ist der Zeitpunkt ¢ unter jeder Belastung x(-) € E gleich dem Zeitpunkt f,.y(t) unter
der Gebrauchsbelastung xy. Die Zuverlassigkeitsfunktion der Ressource R ist Sy, .

Unter dem AFT-Modell gilt

S.0(0) = S [ o).

und die Verdnderung des Ressourcenverbrauchs ist

0
S e(®) = 7(a(0).
Wenn x € E; konstant ist, dann folgt

0
afac(w = T(ZL‘),

und der Ressourcenverbrauch ist iiber die Zeit konstant.

Geht man allgemein von einer Zuverléssigkeitsfunktion G aus, die nicht unbedingt gleich
Sz, sein muss, ergibt sich folgende Definition:

Definition 4.3 Das verallgemeinerte multiplikative Modell (generalized multiplicative model
(GM)) ist auf E mit der Zuverldssigkeitsfunktion G giiltig, wenn es eine positive Funktion r
und eine Zuverlissigkeitsfunktion Sy gibt, sodass fir alle x(-) € E folgt

0f;(8) D¢ (t)
=~ (a() =

mit f§'(t) = H(So(t)).

Aus der Definition folgt, dass fiir alle z(-) € E Gleichung (4.2) gilt. Das bedeutet wiederum,
dass nach Proposition 4.1 das GPH1-Modell genau dann auf E definiert ist, wenn es eine
Zuverlassigkeitsfunktion G gibt, sodass das GM-Modell auf F giiltig ist. Daraus folgt fiir
das GPH1-Modell, dass die GG-Ressourcenverbrauchsrate zum Zeitpunkt ¢ proportional ist
zu einer Basisrate, wobei der Proportionalitdatsfaktor von der Belastung zum Zeitpunkt ¢
abhingt. A

Nun kann das GPHI1-Modell mit konstanter Belastung verallgemeinert werden. Aus-
gangspunkt ist eine Zuverlissigkeitsfunktion G, die nicht nur die klassische exponentielle
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Ressourcenverteilung darstellt, sondern jede exponentielle und auch die zweiparametrische
Weibull-Verteilung umfasst.
Die Funktion G sei stetig und streng monoton fallend auf [0, 00). Man setzt

Gi(u) = G((u/0)",7).
Ey = [z9,71] C R sei ein Intervall von konstanten, eindimensionalen Belastungen, und
{Sz,x € [z, 1]} ist eine Klasse von stetigen Zuverlassigkeitsfunktionen, sodass S, (t) > S,(t)
fir alle x,y € £y, x <y, t > 0.
Mit
H=G"':(0,1 —[0,00) und H, = G;*

werden die inversen Funktionen von G und G bezeichnet. Wenn das GPH1-Modell mit der
Zuverlassigkeitsfunktion G auf E; definiert ist, dann folgt aus Gleichung (4.4)

H(S,(t)) = Mx)H(S4(t)), t >0, z € [z, 21],
wobei A(z) = p(xg, x1). Aus
San(t) = G (H (S5, (1)) = G1(H (S, (£)'")
folgt
Hi(Say (1)) = H (S (1))" (4.5)
Nun resultiert aus
Sa(t) = G(Ma)H(Sa(1))) = Gr (A=) H (S, (1))
mit Gleichung (4.5) das Ergebnis fiir G; mit

Hi(S:(1) = Ma) " Hi(S4, (2)). (4.6)

Das bedeutet, dass das GPH1-Modell bei konstanter Belastung nicht auf eine exponentiel-
le Ressourcenverteilung reduziert bleiben muss. Die Anwendungsmoglichkeiten nehmen da-
durch zu. Man kann aber auch von den letzten beiden Gleichungen ausgehen und auf die
Funktionen G und G schlieflen, wie die folgende Proposition zeigt:

Proposition 4.2 Die Funktion G sei stetig und streng monoton fallend auf [0, 00), und die
Gleichung (4.5) gelte. Dann gilt Gleichung (4.6) genau dann, wenn

Gi(u) = G((u/0)",7), u € 0,00)

fiir positive Konstanten 6 und v.

Beweis: Es wurde oben gezeigt, dass das GPH1-Modell fiir die Zuverlassigkeitsfunktion G,
gilt, wenn das Modell bereits fiir die Funktion G gilt mit G1(t) = G((t/0)").
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; — [0, 00) ein, fiir die
D(u) = Hi(G(u)), u € [0,00) gilt. Dann folgt Hi(p) = D(H(p)), p € (0,1], und Glei-
chung (4.6) kann folgendermafien umgeschrieben werden:

D(H(S,(t))) = Ma)"""D(H(S4,)), t >0, x € [zg, 7]
Mit Gleichung (4.5) erhélt man

D(Nx)H(Sy(t)) = A(@)*D(H(S4,)), t >0, x € [0, 71]
mit D(0) = 0 und lim,_.,, D(u) = co. Setzt man y = H(S,,(t)), so resultiert

D(A(z)y) = Mx)""*D(y), y € [0,00), = € [xo, z1],

oder mit v =1Iny

Q(In\(x) +v) = %ln Az) +Qv), v ER, x € [xg, 1],

wobei Q(v) = In(D(e")). Diese Gleichung fiihrt zu

1
Q) =av+b, a=—.
v

Es folgt, dass D(y) = 6y® mit 6 = €. Daraus ergibt sich

G(y) = G1(D(y)) = G1(0y") und G1(u) = G((u/0)",7), u € [0,00). &

Bestimmte Klassen von GPH-Modellen spielen bei zeitraffenden Lebensdaueranalysen
eine herausragende Rolle. Die empirische Evidenz zeigt, dass das Verhéltnis der Ausfallraten
Oy, (1) /g, (t) bei unterschiedlichen Belastungen x; und x5 iiber die Zeit wachsen oder fallen
kann. Bei einem herkémmlichen PH-Modell kann nur ein konstantes Verhéltnis modelliert
werden, wiahrend von GPH-Modellen abgeleitete Modelle in dieser Hinsicht flexibler sind. Im
folgenden sollen einige GPH-Submodelle mit dieser Eigenschaft vorgestellt werden.

Als erstes werden GPH1-Modelle dargestellt, bei denen das Verhéltnis der Ausfallraten
monoton ist. Das zugrundeliegende Modell ist jenes von Definition 4.1. Die Belastungen x
werden als konstant angenommen. Fiir die im Modell enthaltene Funktion ¢ stehen drei
Funktionen zur Verfiigung:

a(u) = (1+u)
ga(u) h
gs(u) = (14~yu)™

e

v € R ist ein unbekannter Parameter.
Das vielversprechendste Modell ergibt sich mit der Funktion ¢;, wobei v durch —vy + 1
ersetzt wird:

oy (8) = 7(2(8)) (1 + Apiy (1)) () (4.7)
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Um das Verhiltnis der Ausfallraten interpretieren zu konnen, wird zuerst die Zuverlas-
sigkeitsfunktion G = H~! fiir € E; berechnet. Aus Proposition 4.1 folgt, dass

~lnu 1 1 X
H(u):/O de:;((l—lnu) —1).

Daraus ergibt sich, dass u = G(%((l —Inw)? — 1)). Setzt man t = %((1 —Inw)? — 1), so
erhélt man durch Umformung

G(t) = exp{l — (1 +~t)7 }.

Wieder unter Anwendung von Proposition 4.1 kann man allgemein die Zuverléssigkeitsfunk-
tion fiir z(-) € F nun anschreiben als

1

Sa()(t) = G(/O r(x(T))dAO(T)) = exp{l — (1 + 'yH(Sx(A)(t)))q},

[

—H(Sy0(1)

und fiir konstante Belastungen x € E; ergibt sich

[

S.(t) = Cr(x) Ag(t)) = exp{l — (14 r(x) Aof0)) ).
Fir zy, 29 € E und ¢o = r(x2)/r(z1) > 1 folgt

S, (£)Sa, (t)
afenlt) = 555

¢ { L+ yr(a)Ao(t) }
L1+ Ar(@)Ao(t)

mit

Aolt) = /0 o).

Aus t — oo resultiert Ap(t) = —InSy(t) — —oo. Nach Anwendung der Regel von de
I’Hospital folgt

1
gy (1) /g, (1) — ¢f flir t — 0.

Das Verhaltnis o, (t) /o, (t) hat die folgenden Eigenschaften:

e Falls 0 < v < 1, dann wiichst o, (t) /o, () von ¢g > 1 zum Wert

1
Coo = €§ € (€, 00).

e Falls v =1, dann ist o, (t)/aw, (t) konstant und es liegt das Cox-Modell vor.

e Falls v > 1, dann fallt o, (t)/ay, (t) von ¢g > 1 zum Wert ¢, € (1, ¢p).
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Das Modell (4.7) kann somit in den Fallen angewendet werden, in denen die Ausfallraten
unter verschiedenen konstanten Belastungen sich anndhern bzw. sich auseinander entwickeln.
Es lasst sich mit Proposition 4.2 in die Familie der verallgemeinerten Weibull-Verteilungen

t 1/
G(t;0,v,7) :exp{l— (1—1—(5)”) V}, O,v,v>0,t>0.

einordnen.
Nimmt man fiir das GPH1-Modell die Funktion g(u) = €, so erhélt man

o (t) = 7 (z(t)) 140 ¢y, (4.8)

Wie im vorherigen Modell berechnet man mit Proposition 4.1 die entsprechende Zuverlés-
sigkeitsfunktion. Sie hat die Form

G(t) = (1 —~t)~.
Daraus ergibt sich fiir v < 0

1T —r(z1) At
Oy () [0, (E) = CO{ 1 —yr(z2)Ag(t)

mit ¢y = r(x2)/r(x1). Das Verhéltnis oy, (t)/ay, (t) féllt vom Wert ¢y > 1 zu 1 ab. Dieses
Modell bietet im Vergleich zum vorherigen Modell weniger Mdoglichkeiten, da hier nur sich
anniéhernde Ausfallraten dargestellt werden koénnen.

Aus Proposition 4.2 folgt, dass das Modell (4.8) zur Familie der Log-logistischen Vertei-
lungen mit

}—>1fﬁrt—>oo

G(t) = (1 - (¢/0)")'"

als Zuverléssigkeitsfunktion gehort.

Das dritte GPH1-Modell hat mit der Funktion g3(u) = (1 +~yu)™' und v > 0 die Form

() (t) = r(z(t))

%)

1+ A, (1) )

Mit Proposition 4.1 folgt
und daraus

Setzt man
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t = —lnu+ %(lnu)2

1
= %(1 +2yInu —y*(Inu)? — 1)

= %((1+71nu)2 — 1),

so erhalt man

u= exp{%(l - \/TQ’)/?S)}

Die Zuverlassigkeitsfunktion hat somit die Form

G = exp {~(1 - T+ 230 }.

Unter konstanter Belastung fillt das Modell (4.9) nach Proposition 4.2 unter die Familie der
Zuverlassigkeitsfunktionen der Form

Glt) = exp{%(l i (g)v)}.

(14 r(1) Ao(1)* = 1
Co 1/2 )

(1+r(z2)Ag(t) " =1
wobei ¢y = r(x2)/r(z1) ist. Angenommen, ¢y > 0. Dann folgt fiir ¢ — 0 mit der Regel von
de 'Hospital, dass das Verhéltnis der Ausfallraten zu Beginn gleich 1 ist. Mit t — oo geht

Oz, (1) /0, (t) gegen /¢y > 1. Die Ausfallraten entwickeln sich somit auseinander, wenn ¢
zunimmt.

Es folgt

gy (8) /(1) =

Fiir das PH-Modell wurde gezeigt, dass Gleichung (3.6) nur sinnvoll ist, wenn die Le-
bensdauer exponentiell verteilt ist. Das Gleiche gilt fiir das GPH1-Modell. Das GS-Modell
kann dahingehend eingeschrankt werden, dass das GPH1-Modell bei konstanter Belastung
daraus abgeleitet werden kann. Damit ist dann auch Gleichung (1.2) giiltig, bei der die Aus-
fallrate unter zeitabhéngigen Belastungen von der Ausfallrate unter konstanten Belastungen
hergeleitet wird.

Proposition 4.3 Das GS-Modell mit der Zuverlissigkeitsfunktion (4.3) auf Ey ist auf E D
E, genau dann definiert, wenn fir alle x(-) € E

x0(0) = r(e0)a(a (A )eo 45 () ) (410

gilt, wobei A= —InG und a = A'.
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Beweis: Es sei zuerst angenommen, dass das GS-Modell mit der Zuverlassigkeitsfunktion
Su(t) = G(r(z)H(So(t))) gilt. Die Ausfallrate fiir die zeitunabhéingige Belastung  ist

() = —30 G U@HEO) T (S(0)Si(0)r()
' Sa(t) G (r(x)H(So(1)))

= a(r(2)H(So(t)) H'(So(t) Sy(t)r (x).

Aus
Ay (t) = =InG(r(x)H(So(t))) = A(r(x)H(So(t)))
folgt
ATH (A, (1) = r(2) H(So(t))
und daraus

Mit H(Sy(t)) = Ao(t) ergibt sich

A3 (H(So(t))) = t = Aal(

Mit ap(t) = H'(So(t))S)(t) ist die Ausfallrate nun

alt) = ra(a~ (A ) (45" (A1) ),

und mit ¢ = A;'(A,)(t)) erhdlt man aufgrund von Proposition 1.2 die zeitabhéingige Aus-

xT

fallrate ov(.y(%).

A (A, (1))
r(z) ) '

Geht man umgekehrt von der zeitabhéngigen Belastung a,(t) aus, so kann aufgrund
von

AT (A (1) = e =00 = 8, (1)

die Funktion g(u) = a(e™") definiert werden. Mit ag(t) = ag (Aa ! W erhélt man
das GS-Modell mit der entsprechenden Ausfallrate bzw. Zuverlassigkeitsfunktion aus Glei-

chung (4.3). &

Aus der vorhergehenden Proposition ergibt sich folgende Definition eines weiteren Modells:

Definition 4.4 Das erste modifizierte und verallgemeinerte PH-Modell (first modified ge-
neralized proportional hazards model (MGPH1)) ist auf E definiert, wenn es eine positive
Funktion r auf E und Ausfallraten oy und o gibt, sodass fir alle x(-) € E die Gleichung
(4.10) mit
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A(t) = /0 ta(u)du und Ao(t) = /0 tao(u)du

erfillt ist.

5 GAH- und GAMH-Modelle

Belastungen kénnen auf unterschiedliche Weise auf die Ressourcenverbrauchsrate Einfluss
nehmen. Bei der Definition des GM-Modells in Definition 4.3 verédndern die Belastungen
durch r(z(+)) die Ressourcenverbrauchsrate multiplikativ. Daneben gibt es Modelle mit ad-
ditiven oder mit additiven und multiplikativen Einfluss.

Definition 5.1 Das verallgemeinerte additive Ausfallmodell (generalized additive hazards
model (GAH)) ist auf E definiert, wenn es eine Funktion a auf E und eine Zuverldissigkeits-
funktion Sy gibt, sodass fir alle z(-) € E

OfS (t G
= U e

mit den Anfangsbedingungen f§(0) = IG(_)(O) =0 gilt. Hier ist f&(t) = H(Sy(t)).

Die Belastungen beeinflussen die Ressourcenverbrauchsrate somit additiv. Mit der letzten
Gleichung folgt

S.0(0) = 6(H(sul0) + [ alatr)yir )
Nimmt man G(t) = e, so erhdlt man den exponentiellen Ressourcenverbrauch. Es gilt
G((H(so(t))+/0 a(:z:(T))dT) :eXp{ — H(So(1)) —/0 a(a;(T))dT}.
Mit H(So(t)) =—1In Sg(t) = Ao(t) folgt

H(Su (1)) = —Ao(t) — /0 a(a(r))dr = 15, ()

und

ofS (¢
O (00(0) + ale(6)) = sy 0,

oder als Modellerweiterung

A (t) = 4 (A (1)) (0 (t) + az (1))
Die Parametrisierung der Funktion ¢ erfolgt dabei wie beim GPH1-Modell.
Das GPH1- und das GAH-Modell konnen im folgenden Modell integriert werden:
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Definition 5.2 Das verallgemeinerte additiv-multiplikative Ausfallmodell (generalized additive-
multiplicative hazards model (GAMH)) ist auf E definiert, wenn es eine Funktion a und eine
positive Funktion r auf E und eine Zuverldssigkeitsfunktion Sy gibt, sodass fir alle x(-) € E

05, (1) o5 (t)
= r(a() =5+ a(a(t)

mit den Anfangsbedingungen f&(0) = IGE_)(O) =0 gilt. Hier ist f§(t) = H(Sy(t)).

Die Belastungen beeinflussen die Ressourcenverbrauchsrate sowohl additiv als auch multipli-
kativ. Mit der letzten Gleichung folgt

S0 (1) :G( /0 () dH (So(r)) + /O ta(x(T))dT)

Als exponentieller Ressourcenverbrauch lédsst sich das GAMH-Modell schreiben als

() (1) = q(Auiy (@) (r(2(8)) oo (t) + a(z(t))).
Die Parametrisierung von a und ¢ erfolgt mit der Funktion Inr in den GM-Modellen und
mit der Funktion ¢ in den GPH1-Modellen.

6 Form- und skalenverindernde Modelle

Eine Verallgemeinerung des AFT-Modells besteht darin, dass man davon ausgeht, dass un-
terschiedliche konstante Belastungen x € FE; nicht nur die Werteskala, sondern auch die
Form der Zuverldssigkeitsfunktion S,(-) verdndern. Dazu gibt es positive Funktionen 6(z)
und v(z) auf Fy, sodass fiir alle x € E;

Su(t) = Say ((ﬁ)()) (6.1)

gilt, wobei xy die Gebrauchsbelastung ist. Setzt man fiir jedes z(-) € £ D E}

Fay (8) = Sy (Say (1))
so erhédlt man die S,,-Ressource, die bis zum Zeitpunkt ¢ verbraucht wurde. Die Ressourcen-
verbrauchsrate unter x € E ist

%fx(t) = r(a:)t”(x)_l,

wobei r(x) = v(z)/0(x)"® 1,

Die Ressourcenverbrauchsrate fiir das Modell (6.1) unter der Belastung = € Ej ist fiir
v(x) > 1 steigend, fir 0 < v(r) < 1 fallend und fir v(z) = 1 konstant. Im Fall der
konstanten Ressourcenverbrauchsrate liegt das AFT-Modell vor, wie im Exkurs iiber den
Ressourcenverbrauch bereits gezeigt wurde.

Fiir zeitabhéingige Belastungen lésst sich folgende Definition formulieren:
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Definition 6.1 Das form- und skalenverindernde Modell (changing shape and scale model
(CHSS)) ist auf E definiert, wenn es positive Funktionen r und v auf E gibt, sodass fir alle
() e E

0

S fe0 () = r(z(t)) ==t

gilt.

Die letzte Gleichung bedeutet, dass

Se(y(t) = Sx()(/Otr(:E(T))T”(w(T))—ldT)

Die entsprechende Ausfallrate hat die Form
Qs (1) = (1)) g (Augy (£)) #7071,

7 Axiomatischer Ansatz zur Modellbildung

Die bisher vorgestellten Modelle konnen auch iiber einen axiomatischen Ansatz aufgebaut
werden.

Proposition 7.1 FEs sei ein Funktional
a:ExEx][0,00)— [0,00)
gegeben, sodass fiir x1(-),x2(-) € E folgende Eigenschaften gelten:

e Das Funktional ist differenzierbar und steigend in t

o a(z1(-),22(-),0) =0
e Die Zufallsvariable T, hat die gleiche Verteilung wie a(z1(-), z2(-), s, )

Dann ezistiert fir jede auf [0,00) differenzierbare Verteilungsfunktion F ein Funktional b :
E x [0,00) — [0,00), sodass fir alle z(-) € E

Fyo(t) = F(/Otb(x(-),u)du) (7.1)
qgilt.

Beweis: Sei x(+) € F fest und fiir alle z(-) € E setze man

ao(ﬁ(')vt) = F_1<Fxo(a(x(')vxO(')vt)))'

Die Verteilung der Zufallsvariablen R = ag(x(-), T;(.)) héngt nicht von der Belastung x(-) ab,
und die Verteilungsfunktion ist F'. Nun setzt man
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b(z(-),t) = 5rao(z(), ).
Dann gilt

ag(x(-),t):/o b(x(u),u)du,

und es folgt

Foy(t) =P(Tyy < t) =P(R < ap(x(-), 1)) = F(/O b(az(u),u)du). &

Der axiomatische Ansatz lasst sich mit dem Ansatz iiber den Ressourcenverbrauch ver-
binden. Sei G(t) = 1 — F(t), Su()(t) = 1 = Fo(t), H = G~ und f(t) = H(Sy()(t)). Dann
folgt aus Gleichung (7.1), dass

() = b (). )

Das bedeutet, dass die Rate des G-Ressourcenverbrauchs ein Funktional von Belastung und
Zeit ist.

Die bisher diskutierten Modell kénnen alle aus dem axiomatischen Ansatz hergeleitet
werden:

e Wenn b(z(-),t) =r ap(t) ist, dann liegt das GPH1-Modell vor.

e Wenn b(x(-),t) =r und G(t) = e " ist, dann handelt es sich um das Cox-Modell.

e Wenn b(z(-),t) =r
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II Maximum-Likelihood-Schitzung bei Lebensdauerda-
ten

8 Zensierte Lebensdauerdaten

Typischerweise sind Lebensdauerdaten rechtszensiert. Das bedeutet, dass die Lebensdauer T’
bekannt ist, wenn sie nicht den Zensurzeitpunkt C' {iberschreitet. Ansonsten weiff man nur,
dass die Lebensdauer T' gréfer als C' ist. Eine Rechtszensur kann unterschiedliche Formen
annehmen:

1. Wenn n Einheiten eine vorgegebene Zeit t getestet werden, dann liegt eine Typ I-Zensur
vor. Fiir alle Einheiten ist der Zensurzeitpunkt C' = ¢.

2. Wenn ein Lebensdauertest abgebrochen wird, nachdem r Einheiten ausgefallen sind,
wobei r < n, dann spricht man von Typ [I-Zensur. Fiir alle Einheiten ist der Zensur-
zeitpunkt C' gleich dem Zeitpunkt, an dem die r-te Einheit ausfillt.

3. Falls der Test fiir die Einheiten zu unterschiedlichen Zeitpunkten ¢4, ..., ¢, anfingt und
die Daten zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, ¢ > maxt;, ausgewertet werden, dann
ist die Zensurzeit C; = t — t; nicht mehr stochastisch. Diese Zensur wird progressive
Rechtszensur genannt.

4. Wenn die Ausfallzeiten 11, ..., T, und die Zensurzeiten (1, ..., C, paarweise unabhén-
gige Zufallsvariablen sind, dann nennt man die Zensur unabhdngige Rechtszensur. Es
kann zum Beispiel mehrere Ursachen fiir einen Ausfall geben, von Interesse ist aber
nur eine Ausfallursache. Der Ausfall bei den anderen Ursachen fiihrt zu zufilligen Zen-
surzeitpunkten.

Die Typ I-Zensur ist ein Spezialfall der progressiven Rechtszensur. Beide Verfahren sind
wiederum ein Spezialfall der unabhéingigen Rechtszensur. Im folgenden soll angenommen
werden, dass die Daten rechtszensiert sind. T; und C; sind Ausfall- und Zensurzeitpunkte.
Man definiert

Xi =T, ANCi, 0 = Iir<oyys

wobei a A b = min(a, b) und 14 der Indikator des Ereignisses A ist.
Rechtszensierte Daten werden normalerweise in der folgenden Form dargestellt:

(X1,01), .+, (Xn, 0n).

Wenn §; = 1, dann wird ein Ausfall zum Zeitpunkt 7; = X, angezeigt. Andererseits bedeutet
0; = 0, dass der Ausfall nach dem Zeitpunkt X; eintritt, d.h. die entsprechende Einheit wird
zum Zeitpunkt C; = X; zensiert.

Eine andere Moglichkeit, rechtszensierte Daten darzustellen, besteht darin, dass man mit

Ni(t) = Iix,<ty = ln<em<cy
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die Anzahl der Ausfille der i-ten Einheit im Intervall [0,¢] darstellt. N;(¢f) = 1, wenn ein
Ausfall im vorgegebenen Intervall eintritt, oder N;(¢) = 0, falls kein Ausfall verzeichnet
wird.

Sei

Yi(t) = x4

Wenn Y;(t) = 1, dann ist die i-te Einheit zum Zeitpunkt ¢ weder ausgefallen, noch wird sie
zensiert.

Die Anzahl aller ausgefallenen Einheiten ist N(t) = >, N;(¢), und die Anzahl aller
Einheiten, die weder ausgefallen sind, noch zensiert werden, ist Y (t) = Y"1, Yi(¢).

Die Daten kénnen nun in der Form

(Ni(1), Yi(£);t > 0),..., (No(t), Ya(t): £ > 0)

geschrieben werden. Ein Vorteil dieser Schreibweise besteht darin, dass die Prozesse N; und
Y; die Ausfille und die Zensur iiber die Zeit anzeigen.

Die beiden Darstellungen der Daten sind dquivalent. Wenn (X, d;) gegeben ist, dann
kann die entsprechende Definition fiir (N;(¢),Y;(t);t > 0) verwendet werden. Umgekehrt ist
der Zeitpunkt X; der Moment, in dem Y;(¢) von 1 auf 0 springt. Wenn N;(¢) zum Zeitpunkt
X; von 0 auf 1 springt, dann ist X; = 7; und §; = 1. Falls N;(t) = 0 fiir alle t > 0, dann ist
X, =C;und 9; = 0.

9 Die Plausibilitatsfunktion fiir rechtszensierte Lebensdauerdaten

Mit Hilfe der vorherigen Darstellung der Lebensdauerdaten soll die Plausibilitatsfunktion
fiir Lebensdauerdaten erkliart werden. Dazu wird von n Einheiten ausgegangen, die einem
Test unterzogen werden. Die i-te Einheit wird unter einer - unter Umstédnden zeitabhéngigen
erklirenden Variable z()(-) - getestet. Die Verteilungen aller Einheiten sollen absolutstetig
sein mit der Zuverldssigkeitsfunktion S;(t; €), der Dichte p;(¢;0) und der Ausfallrate a;(t;0)
mit 8 € © C R?. Die Daten

(Xla(sla s 7Xn75n)

sollen rechtszensiert sein. Mit G; soll die Zuverlassigkeitsfunktion des Zensurzeitpunkts C;
bezeichnet werden. G; héngt dabei nicht von 6 ab. Weiters sind Ti,...,7T, und Cy,...,C,
paarweise unabhéngig. Fiir eine konkrete Stichprobe von Lebensdauerdaten soll nun ein
plausibler Schétzer fiir # gefunden werden.

Fiir ¢ = 4q,...,4; werden die Realisationen ¢; der Ausfallzeiten T; beobachtet, und fiir
1 # 11, ...,1; sind die Realisationen ¢; der Zensurzeitpunkte C; bekannt. Dann weil man auch,
dass C; > t; fiir i = iy,...,49, und T; > ¢; fiir ¢ # 4q,...,4x. Damit lisst sich die Funktion,

die in Bezug auf § maximiert werden soll, unter unabhéngiger Rechtszensur schreiben als
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Ci<C'<Ci+hi,C'<ﬂ,’i§£Z’1,.. Zk:)

= H pi(ti, 0)G H 9i(ci)Si(ci, 0),
1=11,..., z;ézl ..... ik
wobei die Zensurzeitpunkte absolutstetig und die Zuverlissigkeitsfunktionen S; und G; bei
t; und ¢; differenzierbar sind und g; = —G.
G, und g; enthalten nicht # und konnen somit weggelassen werden. Ersetzt man t; durch
X;, wenn 9; = 1, und ¢; durch X;, wenn d; = 0, so erhélt man die Plausibilitdtsfunktion

le (X;,0)5:7%(X;,0) = Ha (X:,0)8;(X;,0), (9.1)
=1
Bei Typ I-Zensur und progressiver Rechtszensur sind die C; konstant. Man erhélt als
Plausibilitatsfunktion

lim —— Pt, <T, <t;+h;, T; <Ciji =1q,...,1
By o hzkloh“,... hlk (z_ i St N, Ay I3 1, ) Uk

C'<T%7i7£ila-"7ik)

- H pz t“9 H S CZ7

Die Funktionen G; hingen wiederum nicht von 6 ab und sind Weggelassen worden. Die Form
der Plausibilitdtsfunktion bleibt somit unveréndert.

Die Typ II-Zensur kommt in der Anwendung selten vor, da die Testzeit bis zum r-ten
Austall nicht bekannt ist. Es gilt p; = p,S; = 5 und «; = a. Eine Realisation t; < ... <,
der ersten r Ordnungsstatistiken T, < ... < T,, wird beobachtet. Die zu maximierende
Funktion lautet

lim T P<t1§TIn§t1+hlytlSTrnStr_'_hr)

_ (nf_'r)' [Tt 0)5" (2.6,

Die Konstante n!/(n — r)! hdangt nicht von # ab und kann weggelassen werden. Die Plausibi-
litdtsfunktion ist somit

T

L(0> = Hp<Tim G)Snir(TTm 9)

=1
= Hpéz (Xla 9)517(52 (X’M 9)
=1
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Auch hier hat die Plausibilitdtsfunktion die Form der vorangegangenen Plausibilitatsfunk-
tionen. Der Inex in der letzten Gleichung lauft bis n. Das lésst sich folgendermafien erkléren:
wenn T = T, (i = 1,...,7), dann gilt X; = T; AT, = T}, und 0; = Ir;<r,, = 1; wenn
Ty > T,,, dann ist X; = T; ATy, = T, und 65 = Iy, <1, = 0.

Der plausible Schiitzer § des Parameters 0 maximiert die Plausibilitétsfunktion (9.1). Zur
Berechnung des Schétzers sind die Score-Funktionen notwendig.

10 Die Score-Funktionen

Um die Score-Funktionen herzuleiten, wird die Plausibilitdtsfunktion (9.1) logarithmiert.
Man erhélt

InL(0) =Y &nai(X;,0)+ Y InS(X;,0). (10.1)
=1 i=1
Die Score-Funktion U erhélt man durch Ableitung nach dem Parameter:

U©) = Lin ) = (ilnL(e) a%lnL(e)),

00 06,
wobei der plausible Schiitzer 0 die Gleichung U (é) = 0 erfiillt. Setzt man
0

so kommt man zum Vektor U(0) = (Uy(6),. .., US(H))T.
Gleichung (10.1) fiihrt zu

2509 In a;(X;, 0) +Z lnS (X;,0). (10.2)

Nun sollen In L(6) und U(#) mit den Prozessen NN; und Y; ausgedriickt werden.
Die Trajektorien von NN; haben die Form

0, 0<t<X,
N"(t):{l t> X

wenn §; = 1, und N;(t) = 0 fiir alle ¢ > 0, wenn §; = 0.
Nun gilt mit Y als stochastischen Prozess, dessen Pfade rechtsstetige Stufenfunktionen sind,
fiir ein stochastisches Integral des stochastischen Prozesses X

/ X(u)dY (u) = > X(r;)AY(7;)

T <t

mit 73 < ... < 7, als Sprungstellen von Y und AY (7;) = Y (7;) — Y(7;,-1). Nimmt man den
Prozess N; als Integrationsintervall des stochastisches Integral, so kommt man zu

/ I s (w, 0)dN; () = In o (X;, 0) fiir 6 — 1,
0
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und fiir 6; = 0 ist f;° In oy (u, )dN;(u) = 0. Das Ergebnis kann zusammengefasst werden zu

/ In o, (u, 0)dN;(u) = §; In a;(X;, 0). (10.3)
0
Die Trajektorien von Y; haben die Form
1, 0<t<X;
Yi(t) = { 0, t>X,.

Man erhélt

X; o)

/ al(u)du = / ]I{OStSXi} ozl(u)du = —In Sz(Xl, 9) (104)
' R

Die Gleichungen (10.1),(10.2)-(10.4) fithren zu

In L(60 Z/ In ov;(u, 0)dN;(u Z/ w)a;(u, 0)du

und

Z/ — - Ina;(u, 0)dN; (u Z/ (u,0)du. (10.5)

11 Asymptotische Eigenschaften plausibler Schitzer

Die asymptotischen Eigenschaften des plausiblen Schétzers f sind eng verkniipft mit den
asymptotischen Eigenschaften der Score-Funktion U(#). Um das zu zeigen, sel 0y der wahre
Wert des Parameters 6. Die Taylorentwicklung von U;(#) um 6, fiir 6 = 0 ergibt

~U(t) = U(0)~U0) = (a%U (0 >) (0—by). (1L.1)

=0

wobei ) zwischen 6 und 6, liegt. Es sei

) 0?InL(0
1(0) = (Ijj)sxs = (ﬁUJ(G)) - < 8986(-,)> '
J SXs8 J J SXS§

Gleichung (11.1) ergibt

1 0

n'2(0 — 6y) = ( — ﬁWU (09 )) _ln’l/zU(Ho)

10 -
_ —1/2
= ( 00, —U; (00)> n= U (6p) + A

_ (%11(9@) () 1 A
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Falls A % 0, dann sind die asymptotischen Verteilungen der Zufallsvariablen

1
n

n2(8 — 0y) und ( H(QO))ln_l/QU(QO)

—1
gleich. Wenn (%H(90)> in Wahrscheinlichkeit gegen eine nichtstochastische Matrix kon-

vergiert, dann konnen die asymptotischen Eigenschaften des plausiblen Schétzers 6 von den
asymptotischen Eigenschaften der Score-Funktion U(#) abgeleitet werden. Folgender Satz
formuliert diese Aussage:

Satz 11.1 Bei unabhdngiger Rechtszensur und unter Einhaltung gewisser Regularitdtsbedin-
gungen hat die Gleichung U(6) =0 mit 0 eine Losung, sodass o 0o gilt und

n~2U(0) = N(0,30) und n'/?(0 — 6y) — N(0,%51).

Die Matriz o kann mit n='1(0) konsistent geschitzt werden.

Beweis und Regularitéitsbedingungen: siehe [2].

12 Approximative Konfidenzintervalle

Approximative Konfidenzintervalle fiir Zuverlassigkeitscharakteristiken konnen iiber die Delta-
Methode konstruiert werden:

Satz 12.1 (Delta-Methode) Sei X,, eine Folge von Zufallsvariablen, fir die

X, 5 X und Va(X, — X) = N(0,0?)
gilt. Dann folgt fiir eine stetig differenzierbare Funktion g

9(X,) = g(X) und v/n(g(X,) = g(X)) = N(0,0°(¢/(X))?).

Beweis: Die erste Behauptung ist der Satz von Slutsky (siche [3]). Zum Beweis der zweiten
Behauptung verwendet man die Taylorentwicklung

9(X,) = g(X) + ¢/ (X)(Xy = X) + 2g"(€) (X, — X)?

mit £ zwischen X,, und X. Durch Umformung erhélt man

Vi(g(X,) — g(X)) = ¢ (X)vVn(X, — X) + () (V(X, — X)),

1 g/l
2\/n
wobei ¢'(X)y/n(X, — X) = N(0,0%(¢'(X))?) und 52=¢"(&) 0. ¢

Eine multivariate Version der Delta-Methode lédsst sich mit X, als s x 1 und g als p x 1
Vektor formulieren als

99(X) (. 99(X)
oX’ > 0X )

Vn(g(Xn) = g(X)) = Np(0,
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wobei /n(X, — X) = N(0,%).

Zur Bildung von Konfidenzintervallen sei § = (6y, . .. ,0,)" ein Schiitzer fiir 6 = (61, ..., 0,)7.
Es gilt

V(0 = 6) = N.(0,%5(6)). (12.1)

Die Funktion g : R? — R sei eine stetig differenzierbare Funktion, fiir die gilt

Vin(g(#) = g(0)) = N(0, J; (0)557(6)1,(6)) (12.2)

mit

dg(6) ag(@))T_ (123

Jg(e):(ael o

Wenn n grof} ist, folgt aus Gleichung (12.1)

6~ N,(6,57'(9))
mit 3(0) = nXy(#). Die Konvergenz in Gleichung (12.2) fithrt zu

9(0) ~ Ny(9(8). J; ()=71(9) J4(6))-
Sei n~'I(f) ein konsistenter Schiitzer von Xo(6). Dann folgt

g(é> —Agw) ~ N(0,1 12.4
mit 03(@) = JgT(QA)]Ifl(GA)Jg(QA).

Dieses Ergebnis kann dazu verwendet werden, um approximative Konfidenzintervalle fiir g(#)
zu berechnen. Im Zusammenhang mit Aspekten der Zuverldssigkeit werden die am meisten
dazu verwendeten Indikatoren durch die Funktionen

9(0) = 5(t,0), g(0) = 1,(6) und g(6) = m(6)

verwendet. Es sind dies die Zuverlassigkeitsfunktion, das p-Quantil und der Mittelwert. Die
Zuverlassigkeitsfunktion nimmt Werte im Intervall (0, 1] an. Eine Approximation durch die
Normalverteilung kann dadurch verbessert werden, indem die Transformation

S(t, )
1—S(t,0)

verwendet wird. Beriicksichtigt man (In {*-)" = m, so folgt mit Gleichung (12.4)

Q(t,9) _Q(t’e) ~ N(0,1)
oq(0) T

wobei unter Anwendung der Delta-Methode
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oo(f) = —— —a,(6) (12.6)

gilt. Daraus folgt

]P)(Q<t7 é) - UQ(é)ul—a/2 < Q(ta 6) < Q(ta é) + UQ(é)ul—a/Q) ~1- Q,

wobei u1_q/2 das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Lost man die Unglei-
chungen nach S(t, #) auf, dann erhélt man ein approximatives (1 — a)-Konfidenzintervall fiir
die Zuverlassigkeitsfunktion:

1-5(t,0) , @ = 1—5(t,6 ; =
((1 + #GUQ(G)M_C@) 7 (1 + #6_0'@(9)“1—042> ) (12'7)
S(t,0) S(t,0)
Analog verfahrt man beim p-Quantil und beim Mittelwert. Die entsprechenden Funktionen
¢g nehmen nur positive Werte an. Die Approximation wird daher durch
K(0) =Ing(0)
verbessert. Mit (Inw)" = 1/u und Gleichung (12.4) erhélt man

KO- KO N(0,1)
ok (0) ’
mit
~ 1 ~
OK f) = ——= 0Oy 0).
(0) o0 (9)

Das approximative (1 — «)-Konfidenzintervall fiir g(¢) ist dann

<g(é)6_0K(é)ul—a/27 g(é)ea'K(é)ulfa/2> . (12.8)
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III Das parametrische AFT-Modell

13 Parametrisierung des AFT-Modells
Sei

2(:) = (xo(), -+ m(:))

eine zeitabhingige und mehrdimensionale erkldrende Variable, wobei z(¢) = 1, und z1(-), ..., 2y (")
sind univariate erkldrende Variablen.
Im AFT-Modell ist die Zuverléssigkeitsfunktion unter x(-)

Suo(t) = 50( /0 tr(m))df). (13.1)

So(+) ist dabei die Zuverlédssigkeitsfunktion unter Gebrauchsbelastung.
Falls die erkldrenden Variablen iiber die Zeit konstant sind, dann wird das Modell (13.1)
geschrieben als

Sa(t) = So(r(z)t). (13.2)
Die Funktion r wird folgendermaflen parametrisiert:
r(z) = e Pz
wobei 3 = (B, ..., B3n)" ein Vektor mit unbekannten Parametern ist und

= (207 e 7Zm)T = (900(1‘)7 s 790m($))T

ein Vektor mit speziellen Funktionen ¢; ist mit ¢ (t) = 1.
Daraus folgt, dass im parametrischen AFT-Modell die Zuverléssigkeitsfunktion unter z(-)

¢ T
Surs(t) = So< /0 eP f“)dT) (13.3)

ist und x;(-) nicht unbedingt die beobachteten erklérenden Variablen sein miissen, sondern
auch spezifische Funktionen ¢;(x). Beispiele dazu folgen weiter unten.

Falls die erklarenden Variablen iiber die Zeit konstant sind, dann schreibt man das Mo-
dell (13.3) als

Su(t) = So <e—5”t>, (13.4)

und der Logarithmus der Lebensdauer T, unter x ist

InT, =Tz +e.

Die Zuverlissigkeitsfunktion der Zufallsvariablen e hingt nicht von x ab und ist S(t) =
So(Int). Falls es sich um eine lognormale Lebensdauerverteilung handelt, dann ist die Ver-
teilung von e eine Normalverteilung und es liegt ein multiples lineares Regressionsmodell
Vor.
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Fiir zeitabhéngige erkldrende Variablen ist die Verteilung der Zufallsvariablen

Toey
R:/ e P e dr
0

parameterfrei mit der Zuverléssigkeitsfunktion Sy(%).

Die Wahl der Funktionen ¢; héngt von den erkldrenden Variablen ab. Erkldrende Va-
riablen wie elektrische Spannung, Temperatur oder Druck sind intervallskaliert. Fiir das
Modell (13.2) ergibt sich daraus, dass fiir alle z; und x9, die in der Menge der Gebrauchsbe-
lastung Ej enthalten sind, die Gleichung

Suy(t) = Suy (p(1, 22)1) (13.5)
gilt. Die Funktion p(z1,xs) = r(x2)/r(z1) zeigt dabei den Grad der Skalenvariation an. Es
gilt p(x,z) = 1.

Sei x eindimensional. Dann ist die Verdnderung der Skalenvariation durch die infinitesi-
male Charakteristik bestimmt:

plz,x + Ax) — p(x, x)

o) = Ali;rilo Ax
_ 1 lim r(z+ Azx) — r(x)
’[“($) Axz—0 Azx
= [lnr(z)]

Fiir alle € Ej ist die Funktion r(z) gegeben durch

r(x) = r(zy) exp { / 5(v)dv},

wobei xy € Ej eine konstante erkldrende Variable ist.
Nun sei angenommen, dass 6(x) proportional zu einer Funktion u(x) ist:

d(z) = au(x).

In diesem Fall gilt mit oq(z) als Stammfunktion von u(z) und mit zwei unbekannten Para-
metern 3y, (1

r(x) = r(xo)exp {a/mu(y)dl/}

o
= 7r(x)exp { - agpl(xo)} exp { - oupl(:c)}
e Po—Pipi(z)

Im folgenden werden einige parametrische Modelle vorgestellt.
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Beispiel 13.1 (log-lineares Modell) Sei §(z) = o und p1(x) = x, d.h. die Skalenverin-
derung ist konstant. Dann gilt

r(z) = e Phe,
Beispiel 13.2 (Power Rule Modell) Sei d(z) = a/x und ¢1(x) = Inz. Dann gilt
r(z) = e PoPrne — o p=P1
Beispiel 13.3 (Arrhenius Modell) Sei §(z) = a/2* und py(x) = —1/z. Dann gilt
r(z) = e P81/ — g e P/,

Beispiel 13.4 (Meeker-Luvalle Modell) Sei 6(z) = a/z(1 — ) und ¢i(x) = In .
Dann gilt

T(@ — o Po=Pilnty _ 041< T ) /Jd, l<z<l
11—z

Das Arrhenius Modell wird verwendet, wenn die erkldrende Variable Temperatur ist.
Das Power Rule Modell kommt bei elektrischer Spannung und mechanischer Belastung zur
Anwendung. Das log-lineare Modell eignet sich fiir die Analyse von Ausdauer- und Ermii-
dungsdaten und beim Testen von elektronischen Komponenten. Beim Meeker-Luvalle Modell
ist x der Feuchtigkeitsanteil.

Die ersten drei Modelle sind Spezialfille einer grofleren Klasse von Modellen, die durch

i(z) = ax”

mit unbekanntem ~ ausgedriickt werden. Mit der Funktion r(x) stellt sich diese Klasse fol-
gendermaflen dar:

—Bo—Bi(zc—1)/e . £ 0
e L€
7’(.’13') = { e—,@g—ﬁl Inx © e=0

Der Parameter € muss in diesem Fall geschétzt werden.
Das Modell (13.5) kann weiter verallgemeinert werden, indem 6(x) als lineare Kombina-
tion von mehreren Funktionen der erkldrenden Variable dargestellt wird:

k
i(z) = Za,uz(x)

Es folgt
k
r(z) = exp { — Bo — Z@;Zi(l’)},
i=1
wobei z;(x) Funktionen der erkldrenden Variable und [y, .. ., fr unbekannte Parameter sind.
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Beispiel 13.5 (Eyring Modell) Sei 6(z) = 1/z + a/z%. Dann gilt
T(IL’) — e*ﬁO*ﬁl Inz—B2/z _ Oéll'e*ﬂz/x,

wobei 1 = —1. Dieses Modell wird verwendet, wenn als erklirende Variable Temperatur
auftritt.

Beispiel 13.6 (Verallgemeinertes Eyring Modell) Sei §(z) = Zle a;/x". Dann gilt

k
r(z) = exp{ —Bo—Gilnz — Z@/xz}
i—1

Wenn die erkldrende Variable x = (zq,...,x,,) mehrdimensional ist, ist eine Modellbil-
dung ebenfalls moglich. Wenn zwischen x4, ..., z,, keine Interaktionen bestehen, dann kann
das Modell

r(z) = exp {ﬁo - i kz @'jzz’j(fﬁi)}

i=1 j=1
verwendet werden. Die z;; sind dabei wieder spezielle Funktionen, und die 3;; sind unbekannte
Parameter.

Beispiel 13.7 Wenn der Einfluss der ersten erklirenden Variablen durch das Power Rule
Modell und der Finfluss der zweiten Variablen durch das Arrhenius Modell erklart wird, dann
bietet sich das Modell

r(a,22) = exp{ = B — B lnay = B/ }

an mit ki = ko = 1.

Beispiel 13.8 Wenn es zwischen den erklirenden Variablen des Beispiels 13.7 Wechselwir-
kungen gibt, bietet sich folgendes Modell an:

7“(901,$2) = exp{ —Bo—Bilnxz — ﬁ2/$2 - ﬁg(ln%)/iﬁz}

Neben den erkldrenden, intervallskalierten Variablen gibt es auch diskrete erkldirende
Variablen. Dazu zéhlen z.B. die Anzahl der Nutzer, die ein System gleichzeitig in An-
spruch nehmen, oder die Anzahl von Hartebehandlungen. Die Form der Funktionen, mit
denen sie abgebildet werden, bleibt gegeniiber den Intervall-gemessenen Variablen gleich,
d.h. pj(x) = z,9;(z) = Inx oder p;(z) = 1/x. Falls die j-te Variable eine Dummy-Variable
ist - z.B. Lokation, Erzeuger, Design - und k; unterschiedliche Werte annimmt, dann ist z;(-)
ein (k; — 1)-dimensionaler Vektor der Form

zi(-) = (@1(), - e -1 ()T,

der k; unterschiedliche Werte
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(0,0,...,00%,(1,0,...,0)7,(0,1,0,...,00%,...,(0,0,...,0, )"

annimmt, und [; ist (k; — 1)-dimensional:

6] - (ﬁjla s 76j,kj—1)T
Falls die j-te erkldarende Variable eine Dummy-Variable ist und die restlichen Variablen
diskret oder intervallskaliert, dann bietet sich folgendes Modell an:
kj—1

BTz = o+ By + ...+ Biami + Y Bpxi + Binzi + o+ B
=1

Das so erhaltene Modell ist gleich dem Modell (13.4) mit m + k; — 2 erkldrenden univariaten
Variablen.

14 FTR-Datenanalyse bei Verteilungen mit Skalen- und Formpa-
rameter

Bei failure time regression (FTR) werden Ausfille von technischen Objekten in Abhéngigkeit
von erklarenden Groflen - wie z.B. Temperatur, Spannung oder Druck - beobachtet. Das Ziel
einer FTR-Datenanalyse ist die Untersuchung der Zuverldssigkeit der technischen Objekte
bei bestimmten Werten der erkldrenden Variablen.

Ausgangspunkt fiir eine Regressionsanalyse von Lebensdauerdaten ist das AFT-Modell

t
Say(t) = So< / e—ﬁ%(ﬂdf).
0

Sp gehort zu einer Klasse von Zuverléssigkeitsfunktionen mit Skalen- und Formparameter.
Sie hat die Gestalt

So(t) = Go((t/n)"), n,v>0.
Fiir t > 0 konnen beispielhaft die Funktionenklassen
Go(t) =", Go(t) = (1+1)"" und Go(t) =1 — ®(Int)

angefiihrt werden. Es handelt sich um die Familie der Weibull-, der Loglogistik- und der
Lognormal-Verteilung. ® ist dabei die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Der Parameter n kann mit dem Koeffizienten (3, zusammengefasst werden, sodass die
Zuverlassigkeitsfunktion geschrieben werden kann als

So(t;0) = Go(tY), o =1/v.
Bei einem Experiment werden n Einheiten beobachtet. Die i-te Einheit wird der Belastung
1) = (23 ()28 ()
einer zeitabhéngigen und mehrdimensionalen erklarenden Variablen
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o(-) = (2o(), .- am()"
ausgesetzt. Die entsprechenden Daten sollen dabei unabhéngig rechtszensiert sein. T; und Cj
seien die zufilligen Ausfall- und Zensurzeitpunkte der i-ten Einheit mit
Xi = ,I'z A Oz und (52 = ]I{TiSCi}'

Mit S; soll die Zuverlassigkeitsfunktion S, (-) bezeichnet werden. Das parametrische AFT-
Modell (13.3) kann nun geschrieben werden als

t T (i /o
Si(t; B, 0) :GO((/ e P x()(“)du> )
0

Falls 2" konstant ist, ergibt sich

Int — ﬁTx(i)>
o 9

Si(t) = G<
wobei G(u) = Gp(e") mit u € R.

Nun lassen sich die Plausibilitdtsschétzer fiir die Regressionsparameter berechnen. Nach
Gleichung (9.1) lédsst sich die Plausibilitdtsfunktion - unter Anwendung des Transformati-
onssatzes fiir Dichten - schreiben als

n

1 T . (3) Xi T . (3) -1 1 Xi T (1) Z
L(B,0) = H (;e‘ﬁ v (Xi)</ e P (“)du> h(;ln (/ e e (“)du)>> X
, 0 0

=1

1 N et
G (— In ( e du)) :
o 0

wobei h(u) = g((?)) und g(u) = —G'(u).

Fiir konstante £ ist die Plausibilitétsfunktion gleich

L(3,0) = ﬁ ( 1 h(lnXZ- _BTm(i)>)6iG<M>‘

oX; o o

=1

Die Score-Funktionen sind

i) = S0
1~ n ) i
- ;;zl><ﬂ>ai<ﬁ,a>+;&(2p<ﬁ)_xp(xi)), [=0.1,....m,

und
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3lnL 5, & )

Um—&-l(ﬁ;‘j) (Ul B,o az ﬁ U)

=1

Dabei sind

1 Xi T (i)
w(Bo) = “ln / W gy,
0

o
a;(f,0) = h(vi(B,0)) —&(nh) (v;(3,0)) und
) Xi (Z) BTz (u)
) = Dl W T
fo =BTz () qy

Im Fall von konstanten erklarenden Variablen sind die Score-Funktionen

n

Ui(B;0) = 81%;‘[5,0) = %le@ai(ﬁ,a), [=0,1,...,m,

=1
und
OlnL(B,0 l &
Um+1(5;<7) = # = g Z (Ui(ﬁ7 U)Gi(ﬁyg) - 5¢>>

i=1

wobel
. AT ()

w(B,0) = % und

ai(ﬁa 0) = h(vl(ﬁa U)) - 5l(ln h)/(Ui(67 0))
Die Plausibilitatsschétzer ﬁ}- und & erhélt man durch Losen des Gleichungssystems

U(B,0)=0, 1=0,1,...,m+ 1.

Mit den Parametern B und ¢ kann nun die Zuverlédssigkeitsfunktion geschéitzt werden.
Sei z(-) = (1(+),...,2,(-)) eine beliebige erklirende Variable, die mit 2, i = (1,...,n),
nicht ident sein muss. Dann folgt

Suo () = Go (( /0 t eﬁ%(wdu)l/ 6) (14.1)

und fiir konstantes

Su(t) = G(M> (14.2)

o

Die Verteilung der Plausibilitatsschétzer (B )T konnen nach Satz 11.1 fiir grofie n durch
die Normalverteilung angenéhert werden, d.h.
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(/Ba ) . m+2<(570)T72_1(ﬂ70‘))‘
Die Kovarianzmatrix 3~!(3, o) wird nach Satz 11.1 geschétzt durch

I7(B,6) = (I"(B3,6)) (m+2) x (m-2)»
wobel

H(ﬁa ) (Ils(ﬁ, ))(m+2 X (m+2)

eine Matrix mit den folgenden Elementen ist:

_02 In L(5,0)
aﬁlaﬁs

= WO @) ——Zy, (@(B.0) + 5,
i=1

O*InL(B,0)
B aﬁlaa

= _Zyl UZ ﬂ? )Ci(ﬁag)_l_ai(ﬁ?O-))? 1,320,1,...,771,, und

Lo
Jo?

= cll'Um+1 57 Z Uz 57 )Ci(670)+ai<570>)’

=1

Ils(ﬁa U) -
Il,m—i—l (ﬁa U) -

[m+1,m+1(ﬁa ‘7) =

wobei a;(3,0) und v;(3, o) oben bereits erlautert wurden und

ci(ﬁ70-) - h/<Ui<ﬁ7 J)) - 51(11'1 h>,/<vi(67 U))a
in :Bl(i)(u)e’ﬂ%(i)(“) du fOXi 2 (w)e B 2w gy

u, (6) = s
(fo "e—ﬂTﬂz)(“)du)
fOXi xl(i)(u)xg)(u)e_ﬂ%(i)(“) du
e wdy

Falls 2" konstant ist, dann gilt

1~ o)
Lis(B,0) = ;le()@)ci(ﬁﬁ)
i=1

lna(B.0) = ~U(B.0)+ —5 1wl 0)ci(5,0),
i=1

n

Tnna(8,0) = ~Unia(8,0) + 5 S ui(5,0) (0l 0)eu(5,0) + (B, )

i=1
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Die Varianz des Schétzers Bj ist demnach

VGT(BJ') = Ijj(Ba 6—)
und
s/ ~ N(0,1), j=0,1,....m.
Var(8;)'?

In Gleichung (12.7) wird das approximative Konfidenzintervall fiir die Zuverlassigkeits-
funktion dargestellt. Mit der geschéitzten Zuverlissigkeitsfunktion (14.1) und der erkldrenden
Variablen z(+) = (2o(-), ..., Zm(-)) € Eomit zo(-) = 1 ergibt sich ein (1—«)-Konfidenzintervall
der Form

1-— ggc(.)(t) R -
1+ —= €exXp {j:O-Qz . (t>u{1*a/2}} )
( Sz() (t) v

wobei ug1_q/0y das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Die Varianz 62 t) der
{1—a/2} & Quty
geschétzten transformierten Groe (12.5) ist

T —1(2 A\ 7.

53 (1) = — . .
@0V S2y ()1 = Sy ()
Die Elemente des Vektors
T (331:(-)@) 33x<->(t)>
Sa( () op = 0o

sind mit der geschétzten Zuverlassigkeitsfunktion (14.1)

9S8, (t 1 b, 1 [faT(u)e ey
(2( ) _ _G/( _ In (/ 6—ﬁTx(u)du)> . fO xt(u)i U und
9B \O-Qw(d(t) 0 O-Qx(q(t) fO =Pz dy,
=G1(S,(H(1))
05.(:(t) 1

o
2 = —G(G Sy \(1)) =——1n / PR OF Y
06 ( ( ()( ))) Uéz(q(t) ( ; )

Falls die erkldrenden Variablen konstant sind, gilt

G'(G~1(S,(t .
JE = - ( | ®) (60.2" 1t — §7).
TQu.(t)
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15 FTR-Datenanalyse bei der verallgemeinerten Weibull-Verteilung

Der Vorteil der verallgemeinerten Weibull-Verteilung liegt darin, dass mit ihr der Verlauf der
Ausfallrate sehr flexibel modelliert werden kann. Die Zuverlassigkeitsfunktion ist

So(t) =exp{l — (14 (t/0)")}, (v,0,v>0).

Falls das AFT-Modell mit der verallgemeinerten Weibull-Verteilung verwendet wird, dann
kann der Skalenparameter 6 in den Koeffizienten 3, integriert werden und man erhélt

So(t) =exp{l—(1+)"}, (v,v>0).
Die entsprechende Ausfallrate ist dann
alt;y,v) = vy(14tV)7 vt
Im AFT-Modell hat die Zuverlassigkeitsfunktion Sx@)(,) die Gestalt

o A
Si(t; B,v,v) = exp {1 — (1 + (/ e~ B mu)(u)dU) ) }
0

und fiir konstantes ()

Si(t; B,v,v) = exp {1 — (1 + (e‘ﬂ%(i)t)y)v}.

Es sei

t .
Fi(t,B,7) = / e 0" gy,

0
Die Regressionsparameter werden wieder iiber die Plausibilitatsfunktion berechnet. Die
entsprechende Funktion lautet fiir zeitabhéingige Belastungen z(?)

n

L(B,v,y) = H <y7(1 + (fi(Xﬂﬁv’7))V)7_16_5Tx(i>(Xi)(fi(Xi,677))”_1>5i
i=1

x exp{l— (14 (fi(Xi,5,7))")"}.

Falls () konstant ist, dann lautet die Plausibilitdtsfunktion

0;

n

. ) 1
L(ﬁ’ V’ ’y) — H (V’ye_VﬁTx<Z)X;/_1 (1 + (e_ﬁTmel)V)’y )

=1
X exp {1 _ <1 + (e/BTx(i)Xi)y>'V}.
Fiir konstante erklarende Variablen sind die Score-Funktionen
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Oln L(B,v,7)
By

= vy 2 (Ww(B,v,7) — Gwi(Bvy), 1=0,1,...,m,
1=1

Oln L(B3,v,7)
ov

= g — %Z (yw(ﬂ,% v) — 0w (B, v, 7)) In 2(8, v),
i=1

Oln L(B,v,7)
vy

= DS (@ a4 5(0),

Ul(67 ny) =

Um+1(ﬂ7V77) =
Um+2<ﬁ7 v, ’7) =

wobel

D = il(sz,

zi(ﬁ’y) — (e—ﬁTx(nXi)y?

W) = 146 - D

wi(B,v,7) = (L+z(8,v)  u(B,v).

Bei zeitabhéingigen erklérenden Variablen nehmen die Formeln fiir die Score-Funktionen eine
kompliziertere Gestalt an. Wiederum berechnen sich die Plausibilitatsschiatzer (3,7 und 4
durch Losen des Gleichungssystems

U(B,v,y) =0, 1=0,1,...,m+2.

Die Schétzung der Zuverlassigkeitsfunktion Sy (t) ergibt nun fiir eine beliebige erklaren-

de Variable z(-)
¢ AT (i v :y
Sx(.)(t) = exp {1 — (1 + (/ e P z()(u)du> 7) }
0

und bei konstanter Belastung x folgt

S, (t) = exp {1 - (1 + (e*BT““Q DY}.

Die Verteilung der Plausibilitdtsschétzer (B , 0,47 wird fiir groBe n wieder iiber die Nor-
malverteilung approximiert:
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(8,0,9)" & Npss((B,v,7) ", 2748, v,7)).

Die Kovarianzmatrix 371(3, v,v) wird geschiitzt durch
T8, 2,4) = (1B, 2,9)) () x(me+3)
mit

]1(67 v, 7) = (115(67 v, ’7))(m+3)><(m+3)-

als Matrix mit negativen zweiten Ableitungen von In L(3, v, ) nach den Argumenten. Unter
konstanten erkldrenden Variablen besteht die Matrix aus folgenden Elementen:

2
]ls(ﬁv V?V) _a 1nL(67 V’V)

= 12 3 W(%&i(ﬁ, v, 7)(1 + Zi(ﬁ, V))

- 51(“%(&7 Va’)/) - 1))’
2
[l7m+l<ﬁ7 V?V) = —a hlL(ﬁ’ V’fy)

0p,0v
) Inz;
= __Ul ﬁ,l/ Py Z 111_22 6ﬁy >(’sz(ﬁa’/7’7)(1+zz(ﬁ>7/))
- (uz ﬁ7 77 _1)
0*InL
Il,m+2(57”7’7) = - naﬁggiy”)/)
= 3l (B (L 5(50) - B,
=1 ? )
l,s=0,1,...,m, und
0%In L
[m+1,m+1<ﬁﬂl/77) = - na(yﬁg,yjf}/)
1 1 (Inz(5,
= B+ 53 I (8,.9)(1+ 2(5.0)

n

— 0i(uw(B,v,7) — 1)) + % Z(ln z(B,v)) (ywi(B,v,7) — 6;ui(B, v, 7)),

i=1
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9*In L(B,v,7)

Lnvime2(B,1,7) = — vy
B Z ﬂ, lnzz ﬂa ) ) v
= Z 1+ 2(0,v) (1 +=(6,v))

+ <1+zz~<ﬁ, V) In (14 z(6,v)) = &),

0?InL(3,v,
Im+2,m+2(67 v, /7) = - 82/2 ,Y)

= 2> (1 (5

Die Varianzen der Schétzer B , v und 4 sind demnach

Var(8) = 17(8,,7),
Var(v) = 1™ (3,0,
Varh) = I"m3(3,0,9).

\Q>

Fir z = (x,...,2m) € Fo,x9 = 1, ldsst sich ebenfalls ein approximatives (1 — «)-
Konfidenzintervall fiir die Zuverléssigkeitsfunktion S, (¢) konstruieren. Es ist definiert durch
die Formel

A

(1 + 1;—%@) exp {£0q, (t )U{l—a/2}}) 7 )

wobei ug1_qo/21 das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Die Varianz ist
{1-a/2} g

m+2 m—+2

1 A - A
Azz(t):+ CL(ﬁ,ﬁ,’?)]ls(ﬁ,ﬁ,?}/)as<ﬁ7ﬁ,?}/)
%)= T p 2 2
mit
(B, 0,3) = ~aua(B,0,)var/(nt = §Tx), 1=0,1,....m,
tun(B.9,4) = 07 (14 (e 0)7) (nt — )
my2(0,0,9) = —(1=InSy(t))In (14 (e 7"*1)%).
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16 FTR-Datenanalyse bei der Exponentialverteilung
Die Zuverlassigkeitsfunktion bei Gebrauchsbelastung mit der Exponentialverteilung hat die
Gestalt

So(t) = G_t/e.

Der Parameter 6 kann wieder mit dem Koeffizienten [, zusammengefasst werden, und man
erhalt

S() (t) = €_t.
Im Rahmen eines AFT-Modells sind die Zuverldssigkeitsfunktion S; = Sm(i)(,) und die
Ausfallrate o; = Qu(,)

s = ew(- [ e {~ATa(w)}du).

ozi(t) — efﬂTm(i)(U)_

Wenn z® konstant ist, dann folgt

Si(t) = exp{—exp{— B2V (u)}},
a;(t) = P

Die Plausibilitatsfunktion ist

n

1) = e { =30 (357000 + [ e (a0 )}

i=1

und fiir konstante z®

L(8) =exp (- S 6670 + e xy).
=1

Die Score-Funktionen sind

Oln L(53)

U(B) = 5

Fiir konstante £ gilt



Mit dem Plausibilitédtsschétzer B lautet die geschatzte Zuverlassigkeitsfunktion fiir zeit-
abhéngige und konstante erkldrende Variablen

t

Sy = exp{—/ exp{—BT:U(u)}du} und
0

g, = Bt

Die Verteilung von B fiir groffe n wird wieder durch die Normalverteilung angenéhert:

B~ N(@B,EHB))

Die Kovarianzmatrix ¥ 1(3) wird geschiitzt durch

I7(8) = (I'"(8)) a1y x(ms1);
mit

A ~

I(8) = Lis(B) ms1)x(ms1), 1,5 =0,1,...,m,

und

fiir zeitabhéngige erklirende Variablen. Fiir konstante () folgt

0(8) = a2l exp {— T2V} X;.
=1

Firx = (zo,...,2m) € Ep, ko = 1, lasst sich ein approximatives (1—«)-Konfidenzintervall
fiir die Zuverléssigkeitsfunktion S, (¢) berechnen. Es ist

~

1—5,(t) . ) -
1+ ———Fexpi1Eog,(t)uq—qo ,
( 0 {£0q, (D) ug-a/2y}
wobei ug;_q/2) das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Zur Berechnung der Varianz
6, (t) muss der Vektor Jg, 1y - Wie in Gleichung (12.3) definiert - berechnet werden. Die
Elemente des Vektors ng(t) sind

3;225) = me exp { — exp{—0"r}}.

Sei
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Daraus folgt

Ji(t)ﬂ_%@‘})‘]&(t)
S2()(1 —5‘ (1))

R T L
()

=0 s=0

=(In S (t))?

ans}u))z "
(1= 5.(0)

17 ALT bei Verteilungen mit Skalen- und Formparameter

Bei zeitraffenden Lebensdaueruntersuchungen (accelerated life testing (ALT)) werden tech-
nische Objekte einer hoheren als gewohnlichen Belastung ausgesetzt. AnschlieBend werden
mit den dadurch gewonnenen Ausfalldaten die wichtigsten Zuverlassigkeitscharakteristiken
unter Gebrauchsbelastung geschétzt.

Das bereits bekannte AFT-Modell mit Belastungen z(-) € E lautet

Sa()(t) = S()(/Otr(a:(T))dT).

Wenn z(7) = z, dann gilt

Si(t) = So(r(z)t).

Im folgenden soll ein spezieller Versuchsplan in ALT vorgestellt werden. In [1] werden
weitere Experimentanordnungen ausfiihrlich diskutiert.

Die Ausgangslage fiir die Versuchsanordnung ist, dass die Klasse, aus der die Zuverléssig-
keitsfunktion stammt, bekannt ist, und dass der Variationskoeffizient der Ausfallzeiten nicht
zu gro ist. Die Funktion r(x) ist dagegen unbekannt. Es soll angenommen werden, dass
die Ausfallzeiten unter Gebrauchsbelastung zy grole Werte annehmen, und dass die meisten
Ausfille nach einem fiir das Experiment festgesetzten Zeitpunkt ¢, passieren. Nun werden
zwei Gruppen getestet:

e Die erste Gruppe mit n; Einheiten wird unter der Belastung x; getestet.

e Die zweite Gruppe mit ny Einheiten wird einer Stufenbelastung ausgesetzt. Bis zum
Zeitpunkt ¢ wird die Belastung z; eingesetzt, und nach diesem Zeitpunkt wird bis zum
Zeitpunkt to die Gebrauchsbelastung xg ausgeiibt:

$2<7_): Zy, OSTStl
To, t1 <7 <t
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Diese Versuchsanordung verfolgt einen bestimmten Zweck. Die Einheiten verbrauchen bis
zum Zeitpunkt t; unter der erhéhten Belastung x; einen Grofiteil ihrer Ressourcen auf. Das
fithrt dazu, dass im Intervall [t1, %3] selbst unter Gebrauchsbelastung die meisten Ausfélle
eintreten.

Das AFT-Modell impliziert, dass

mit r = r(z1)/r(x), und dass

_ Sﬂ?o(ru)u OSUStl
sz(u)_{ (Tt Fu—1t1), t1 <u<ty,

oder kiirzer

Say(t) = Suo (r(u A1) + (u— 1) V 0)

mit a A b = min(a,b) und a V b = max(a,b).
Es sei nun angenommen, dass die Lebensdauerverteilung unter Gebrauchsbelastung der
Klasse der Verteilungen mit Skalen- und Formparameter angehort:

Seo(t) = So((t/0)").
Das entsprechende AFT-Modell lautet

.00 =o( [ rtatmiarso)”),

wobei r(zg) = 1. Es folgt

S,.(1) = so(<%f)) und

Seay(t) = So(((r(ta At)+ (t—t1) Vv 0)/6)")

mit 7 = r(xy).
Setzt man

p=Inr, ¢=1Ind, S(t) = So(e"), f(t) =—5'(t) und a(t) = f(t)/S(t),

so kann man die Zuverléssigkeitsfunktionen schreiben als

Sy (t) = S(v(Int+p—¢)) und
B S(v(lnt+p—9)), t<t
S0y (t) = { Sgy(ln(eﬂtf+t—)t1)—¢)), t> 1.

Ty, bezeichne die zufélligen Ausfalldaten der ersten und 75; die zufélligen Ausfalldaten der
zweiten Versuchsgruppe. Die Anzahl der Ausfille in der zweiten Gruppe ns bis zum Zeitpunkt
t1 soll mit ry bezeichnet werden. Die Plausibilitatsfunktion ist nun
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T2

L(v,p,¢) = Hf v(InTy; + p— 0)) e [ [ STy +p — 6)) -

le - Ty,
v
p ) —
- H flv(in (et + Ty — 1) (b))eptl + T —t
j=ra+1
x  S™T2(y(In (ety +te — t1) — @)).
Die Plausibilitédtsschéitzer 16sen das Gleichungssystem
Uz‘:(V7P7¢):O, i:172737
wobei
OL(v,p, ¢ c(Th; ny +m
i) = PO S gy )y e
7=1
72 T
YY) (n £ (a(7) 222
7j=1 Jj=ro+1
d(t
- m)a(d(n)) (j>,
OL(v,p,9) ~= S
s d) = PEELLL S gy (el + Y () el T
j=1 j=1
e velt, 2 et
+ (In f)'(d(T3;)) -
jzé;i-l J €pt1 + ng - tl et Gptl + ng — tl
velty
— (n2— m2)a(d(t2))m,

Usv.p,d) = Mz—u(Zanf) (T3,)) +Zlnf (e(T3,))

=1

Z In f)'(d(T3;)) — (ne — m2)04(d(t2))>

mit ¢(u) = v(lnu+ p — ¢) und d(u) = v(In (e’t; + u —t1) — ¢).

Mit den Plausibilitdtsschitzern v, p und ngﬁ ist die geschéitzte Zuverlidssigkeitsfunktion
gleich

S, (1) = S(0(Int — §)).

~

Die Verteilung der Plausibilitdtsschétzer (v, p, ¢) wird fiir groe n durch die Standard-
normalverteilung angenéhert:
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(. 5, 0)" ~ N3((v, p, 9), X (v, p, 9))-

Die Kovarianzmatrix 37! (v, p, ¢) wird durch

]I_l(ﬁaﬁv QE) - Ils(ﬁ7167 ¢E>3><3

geschitzt mit

H(V’ Ps ¢) = IZS(Va P ¢)3><3-

Die Elemente der symmetrischen Matrix I(v, p, ¢) stellen umfangreiche Formeln dar. Sie
finden sich in [1].
Ein approximatives (1 — «)-Konfidenzintervall fiur S, (t) ist

1— S, (t) . >1
1+ —Fex 0o. (t)ugi—qo ,
( T P {F0q., ()uf1-as2y}

wobei 1 _q/2) das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Zur Berechnung der Varianz
c%xo(t) muss der Vektor Jg ) - wie in Gleichung (12.3) definiert - berechnet werden. Die
Elemente des Vektors ngo ® sind

05a,(t)  _ S'(#(Int — ¢))(Int — @),
o S———
=5=1(Sz (1))
0S4, (1)
= 0
p ’
o .
05x (1) _ —S'(S7Y(S, (1)) 0
o
Daraus ergibt sich
o 1/2
. (Jio(t)]l W0, 0) s, (t))

0Q., (1) =

29



IV Das semiparametrische Cox-Modell

18 Parametrisierung des Cox-Modells

Die Parametrisierung erfolgt durch

T
r(z) =e’ 2,

wobei 3 = (81, ..., 3n)" ein Vektor von unbekannten Parametern und

z=(21,...,2m)" = (1(2),..., Im(x))"
ein Vektor mit speziellen Funktionen ¢; ist. Im folgenden wird z; fiir z; = ¢;(x) verwendet.
Das parametrische PH-Modell hat demnach die Form

Qg (t) = €7 " Da(t), (18.1)

wobei die Basis-Ausfallrate «(t) unbekannt ist.

Es sollen nun einige Modelle mit konstanten und intervallskalierten erkldrenden Variablen
diskutiert werden. Ausgehend vom Modell (18.1) ist das Verhéltnis der Ausfallraten bei
x1, %y € Ey gleich

(1, T2) = 0y (8) /02y () = 7(2) /(1)
Bei eindimensionalen x ist die Verdnderung des Verhéltnisses der Ausfallraten wiederum
definiert durch die infinitesimale Charakteristik:

5(z) = lim plz,x + ) — p(z, )

Jim 5 = [Inr(x)]".

Fiir alle € Ej ist die Funktion r(z) gegeben durch

r(z) = r(zo) exp </: 5(1/)dy>,

wobei xy € Ey eine konstante erkldrende Variable ist.
Wenn §(x) proportional zu einer Funktion u(z) ist, d.h.

6(x) = yu(x),
dann folgt
r(z) = ePo+P161(z)

mit ¢;(z) als Stammfunktion von w(z) und fy, 1 als unbekannte Parameter. Daraus folgt
das Modell

(1) = 650+51¢1($)a(t)
bzw., wenn der Parameter 3, und die unbekannte Funktion a(t) zusammengefasst werden,
g (t) = 7@ (1),
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Beispiel 18.1 (log-lineares Modell) Wenn §(z) = v und ¢1(z) = =, dann resultiert

r(z) = e™®,

Beispiel 18.2 Wenn §(x) = v/x und ¢1(z) = Inz, dann kommt man zu

r(z) = T = P,

Beispiel 18.3 Wenn §(x) = v/z* und ¢1(x) = 1/, dann folgt

r(z) = /e,
Beispiel 18.4 Wenn 6(z) = v/x(1 — x) und ¢1(x) = In =, dann resulliert

« B
r(:c):eﬁllnm:<1x ) 17 0<x<l.
—x

Die infinitesimale Charakteristik 0(z) kann auch als Linearkombination von speziellen
Funktionen der erklédrenden Variablen dargestellt werden:

= Z%ui(l’)

In diesem Fall folgt

T) = exp { iﬁzzz(l’)},

wobei z;(x) spezielle Funktionen von z und f, ..., §; unbekannte Parameter sind.

Beispiel 18.5 Fiir §(z) = Y&, vi/x" bekommt man

r(zr) = eXp Z%/V’dy

Zo =1
= exp / du—l—Z/ %/de
L
= exp {71(1nx —Inzg) + Z%l — i(xl—z _ x(l)—z)}
=2
k 1 k—1
= exp{—%lnxo—2%1_ixé’z}exp{fyllnx—Z%H/ixz}.
=2 i=1

N J/

wird zusammengefasst mit o(t)

Daraus folgt

k—1

r(z) = exp {ﬁl Inx 4+ Zﬁz/xl}

i=1

61



19 Semiparametrische FTR-Datenanalyse

Die Darstellung der Schétzung des PH-Modells wird auf die semiparametrische Schétzung be-
schrankt. Denn die Klassenzugehorigkeit einer Zuverldssigkeitsfunktion bei parametrischer
Schétzung éndert sich, wenn von einer erklidrenden Variablen x € E; zu einer erkléren-
den Variablen y € E; gewechselt wird. Das betrifft nicht die Familie der Exponential- und
Weibullverteilungen. Bei konstanter erkldrender Variablen entspricht das PH-Modell dem
AFT-Modell.

Mit der Zuverlassigkeitsfunktion ausgedriickt erhélt man das PH-Modell als

Sy (t) = exp{ - /Ot eﬂTr(“)dA(u)}

mit

Der Parameter 3 = (B31,...,0,)" und der Vektor der erklirenden Variablen z(:) =
(z1(2), ... ,xm(t))T haben m Koordinaten. n Einheiten werden beobachtet. Die i-te Einheit

wird unter der Belastung 2 (-) = (xgz) (1), ... L) (t))T getestet. Es wird davon ausgegangen,
dass die Daten rechtszensiert sind. T; und C; sind die Ausfall- und Zensurzeitpunkte der i-ten
Einheit, und es gilt

X' = T' A\ C und (5 = H{T.<C.}(X‘).

Mit S; und a; sollen die Zuverlissigkeitsfunktion und die Ausfallrate unter z((-) bezeich-
net werden.

Wenn die Basis-Ausfallrate «(-) im PH-Modell spezifiziert ist, dann wird der Plausibili-
tatsschétzer des Parameters (3 iiber die Losung des Gleichungssystems

U](ﬁ):O, jzl,...,m,
errechnet. Nach Gleichung (10.5) lasst sich U;(3) schreiben als
Z/ %ln a;(u, B)) (dN;(u) — Yi(u)ai(u, B)du).
j

Im Fall des PH-Modells bekommt man

Inoi(t,5) = BTz@D(t) +Ina(t),

9 _ )
o7 Ina;(u,B) = a;'(t).

Damit kénnen die Funktionen U;(3) geschrieben werden als

= Z /0 0 (u) (dN;(u) — Yi(u)e? =W dA(u)). (19.1)
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Falls o(-) unbekannt ist, hdngen die Score-Funktionen nicht nur von 3, sondern auch von
der unbekannten Funktion A(-) ab. A(-) muss daher geschéitzt werden.
Es gilt

E(Ni(t)) = E( /O Yi(u)ai(u, B)du) = E( /0 Yi(u)e® = dA(u)). (19.2)
Beweis:
E(Nl(t» = E(H{Tiﬁt,TiSCi})
= P(T: <t.T,<C) =P(T < )P(T; < ()

_ / P(C; > u)pr, (u)du

(0,¢]

mit pr,(-) als Dichte von 7;.

B /0 Yi(u)as(u, B)du) — /Q /(Oﬂ]l{xizt}ai(u,ﬁ)dudP

- / P(Ci > u, T; > u)a(u, §)du
(04

- / P(C; 2 u) P(Ty > w)a(u, B) du. &
(0,4] ~ g

Setzt man

n

S(O)(V7 ﬁ) — Z }/‘i(]/)eﬁTw(i)(V)

=1

so dndert sich Gleichung (19.2) durch N(t) = Y"1 | N;(t) zu

BN() = E( | 5(u.B)aAw)

Der Schiitzer A(t, 3) fiir A(t) ergibt sich nun durch

Vo = | 5O, B)dA(u, 9
oder

N b dN(u)
= | 5o 5

Setzt man den Schéatzer fir A in Gleichung (19.1) ein, so resultiert die modifizierte Score-
Funktion
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U;(8) = Z /0 N 29 (u) (dN; () — ;e = % )

oder kiirzer
05) =3 | () - E(w,3)dniw
i=1 70
mit
SD(v, B)
SO(v,B)’

S(l) (y’ ﬁ) _ Zx(z) (V)KeﬁTx(i)(V)~
=1

E(Uﬁﬁ) -

Die Score-Funktion ist eine Summe von stochastischen Integralen. Die Berechnung der Funk-
tion erfolgt durch

U;(B) = Z <:c(i)(Xz') — DXz X, xj(Xi)eﬂij(Xi)).

BT z(X;)
1:0;=1 Zl:XlZXz‘ €

Fiir konstante (9 resultiert

U;(8) = Zl <x<i> e <Xi)eﬁ%).

JeRE
Zz;xlzxi e
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Abkiirzungsverzeichnis

AFT-Modell
ALT
CHSS-Modell
FTR
GAH-Modell

GAMH-Modell

GM-Modell
GPH1-Modell

GPH2-Modell

GS-Modell
MGPH1-Modell

PH-Modell

zeitraffendes Ausfallzeitmodell (accelerated failure time model)
zeitraffende Lebensdaueruntersuchung (accelerated life testing)

form- und skalenverianderndes Modell (changing shape and scale model)
failure time regression

verallgemeinertes additives Ausfallmodell (generalized additive

hazards model)

verallgemeinertes additiv-multiplikatives Ausfallmodell (generalized
additive-multiplicative hazards model)

verallgemeinertes multiplikatives Modell (generalized multiplicative model)
erstes verallgemeinertes PH-Modell (first generalized proportional
hazards model)

zweites verallgemeinertes PH-Modell (second generalized proportional
hazards model)

verallgemeinertes Sedyakin-Modell (generalized Sedyakin’s model)
erstes modifiziertes und verallgemeinertes PH-Modell (first modified
generalized proportional hazards model)

Cox-Modell (proportional hazards model)
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