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Kurzfassung

Die vorliegende Dissertation beschéaftigt sich mit der multivariaten Sattelpunktmetho-
de, die eine der wichtigsten Methoden ist, um asymptotische Informationen {iber schnell

wachsende Funktionen der Gestalt

HM=/W/A@@

fiir n — oo zu erhalten, wobei P, C C? sei.

Nach einer kurzen Einleitung wird erklirt, wie die Sattelpunktmethode funktioniert und

welche Bedingungen erfiillt sein miissen, damit sie angewendet werden kann.

Danach folgen Anwendungsbeispiele fiir die Sattelpunktmethode. Diese wird hier ver-
wendet um zu berechnen, wie groff die Wahrscheinlichkeit ist, dass d zufillig gewiihlte,
normierte Polynome py, ..., pq teilerfremd beziehungsweise paarweise teilerfremd in F,

sind, und dass p; m;-glatt und vom Grad n; ist, fiir 1 < j <d.

Im folgenden Teil der Dissertation wird der Begriff der univariaten Hayman-admissiblen
Funktionen, den Hayman 1956 in [26] eingefiihrt hat, fiir den multivariaten Fall verallge-
meinert. Fiir den univariaten Fall hat Hayman eine Basisklasse von Funktionen und Ab-
geschlossenheitsbedingungen angegeben, mit dessen Hilfe aus Hayman-admissiblen Funk-
tionen mittels algebraischer Umformungen wieder Hayman-admissible Funktionen erzeugt
werden konnen.

Das Ziel ist nun, fiir den multivariaten Fall ebenfalls eine Basisklasse anzugeben und so
viele Abgeschlossenheitsbedingungen wie moglich in den multivariaten Fall zu iibertra-
gen. Dabei wird grofser Wert darauf gelegt, dass die Definition so nahe wie méglich an
der Definition von Hayman bleibt. Das erlaubt es, die meisten Beweisideen von Hayman

verwenden zu konnen.

Schlussendlich werden die erzielten Ergebnisse zusammengefasst.



Abstract

The subject of this thesis is the multivariate saddle point method, which is one of the
most important methods, for obtaining asymptotic information about rapidly growing

functions, which are of the shape

Py = [+ [ fufaia

for n — oo, where P, C CH.

After a short introduction, it is demonstrated, how the saddle point method works and

which conditions must be fulfilled, so that it can be applied.

After that applications of the saddle point method are shown. It is used, to calculate the
probability that d randomly chosen, monic polynomials ps, . . ., pq are coprime respectively
pairwise coprime in Fy, and that p; is m;-smooth and of degree n;, for 1 < j < d.

In the following part of the thesis the concept of univariate Hayman-admissible functions,
which has been introduced by Hayman 1956 in [26], is generalized to the multivariate
case. For the univariate case Hayman quoted a basis class of functions and proved closure
properties, so that it is possible to generate Hayman-admissible function from Hayman-
admissible functions via algebraic rules.

The intention is to quote a base class and to transfer as much closure properties as possi-
ble to the multivariate case. Great importance is attached to stay as close as possible to

Hayman’s definition. This allows to use most of the proof ideas from Hayman.

Finally the results are summarized.

i1



Inhaltsverzeichnis

Kurzfassung

Abstract

1 Einleitung

2 Die Sattelpunktmethode

2.1
2.2

Der univariate Fall . . . . . . . . . . . e

Der multivariate Fall . . . . . . . . . . . . .

3 Anwendungen der Sattelpunktmethode

3.1
3.2
3.3

Irreduzible Polynome iiber ¥, . . . . . . ... ... oo
Teilerfremde Polynome iiber Fy . . . . . . ... ..o

Paarweise teilerfremde Polynome tiber Fg . . . . . . . . oo 000000

4 H-admissible Funktionen

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

Der univariate Fall . . . . . . . .. .. ..o
Der multivariate Fall . . . . . . . .. ... . L oo o
Eigenschaften von H-admissiblen Funktionen und deren Ableitungen
Eine Klasse von H-admissiblen Funktionen . . . . . . . . .. ... ... ..
Abgeschlossenheitsbedingungen . . . . . . . ... 000
Beispiele fiir H-admissible Funktionen . . . . . ... ... ... ... ...
4.6.1 Permutationen mit beschrankter Zyklenlénge . . . . . . . . . . . ..
4.6.2 Partitionen einer Menge mit beschrankter Blockgroke . . . . . . . .
4.6.3 Stirlingzahlen 2. Art . . . . .. ..o oo
4.6.4 Partitionen ohne Singleton Blécke . . . . . . . ... ... o0
4.6.5 Partitionen gezdhlt nach den Singleton Blocken . . . .. . .. ...
4.6.6 Uberdeckung vollstindiger paarer Graphen mit vollstindigen paa-
ren Graphen . . . . . . . ..o

5 Zusammenfassung

iil

ii

11
12
20
22

25
25
29

45
53
59
60
61
62
64
65

66

69



Notation

Literaturverzeichnis

Lebenslauf

v

75

77

81



Kapitel 1
Einleitung

Erzeugende Funktionen der Gestalt

y(Z) = Z ynzn

n>0

fiir die Folge (Yn)n>0 gehoren zu den wichtigsten Konstrukten in der Kombinatorik. Viele
Abzahlprobleme lassen sich damit behandeln. Da es nur selten méglich ist, die Koefhi-
zienten y, explizit anzugeben, ist es oft niitzlich, sich das asymptotische Verhalten fiir

n — oo anzusehen.

Eine sehr wichtige Methode dafiir ist die Sattelpunktmethode, die in den Kapiteln 2 und
3 erklart und anhand von Beispielen im univariaten und multivariaten Fall demonstriert
wird. Dabei sieht man, dass es oft sehr miihsam ist, die Sattelpunktmethode Schritt fiir
Schritt fiir eine gegebene Funktion nachzurechnen. Deshalb ist es nahe liegend, zu ver-
suchen, einige (leichter iberpriifbare) Bedingungen anzugeben, die hinreichend fiir die
Anwendbarkeit der Sattelpunktmethode sind.

Hayman fiihrte 1956 in [26] den Begriff der Hayman-admissiblen (H-admissiblen) uni-
variaten Funktionen ein. Er hat einige Bedingungen definiert, mit denen es moglich ist
mit Hilfe der Sattelpunktmethode asymptotische Abschéitzungen zu erhalten, ohne die
Sattelpunktmethode jedes Mal Schritt fiir Schritt durchfithren zu miissen.

Sei R das Intervall (R, R) und C = {2z € C: |z| < R}, fiir ein fest gewihltes Ry > 0.

Fiir die univariaten in C H-admissiblen Funktionen konnte Hayman folgende Abgeschlos-

senheitsbedingungen zeigen:
e Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es e¥*) ebenso.

e Sind y;(2) und y,(2) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y(2) - y2(2).

1



e Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, fiir
das p(R) > 0 fiir R < oo und fiir R = oo gilt, dass dessen Leitkoeflizient positiv ist,
dann ist auch y(z) - p(z) H-admissible in C.

e Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell fiir reelle r und existiert eine Konstante 6 > 0, sodass gilt

max |f(2)| = O (y(r)'™%), firr — R,

|z|=r
dann ist y(2) + f(2) H-admissible in C.

e Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(z) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeflizient, dann ist
(

auch p(y(z)) H-admissible in C.

Als eine Basisklasse gab er folgendes an:

Sei P(2) = >_,,cpr bm2™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei by, # 0, ¥m €
M gelte und

YD) = g = o)
neN
sel.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o Vi € [-m, 7]\ {0} gilt: |y (re'”)| < y(r), fiir hinr. grofe r.

e y(z) ist H-admissible in C.

Die Abgeschlossenheitsbedingungen sind deswegen so wichtig, weil sie die Moglichkeit
bieten, Klassen von H-admissible Funktionen zu konstruieren, indem man Funktionen
durch die Anwendung von algebraischen Gesetzen aus Basisklassen bildet, von denen
man weil, dass sie H-admissible sind. Andererseits, ist es moglich, zu versuchen, eine
gegebene Funktion in H-admissible ,,Atome“ zu zerlegen, und diese Zerlegung fiir einen
Admissibilitats-Test heranzuziehen, der automatisch von einem Computer erledigt werden

kann.

Fiir den univariaten Fall wurde das zum ersten Mal von Salvy in [46] behandelt und in
MAPLE implementiert.



Der zweite Versuch in dieser Richtung wurde von Klausner sowie Drmota u. a. in [16, 28]
fiir bivariate Funktionen realisiert. Bei ihnen sind den Koeffizienten y,,, einer erzeugen-
den Funktion y(2,u) = 3, <, Ynm2"u™ kombinatorische Zufallsvariablen zugeordnet. Sie
gaben Bedingungen an, die hinreichend dafiir sind, dass diese Zufallsvariablen als Grenz-
verteilung eine Gaufssche Normalverteilung besitzen. Analog zum univariaten Fall gaben

sie eine Reihe von Abgeschlossenheitsbedingungen an und implementierten ihre Ergebnis-
se in MAPLE.

Das Ziel des vierten Kapitels der Dissertation ist es nun, die Bedingungen der univariaten
H-Admissibilitdt so auf den multivariaten Fall zu verallgemeinern, dass die Abgeschlos-
senheitsbedingungen des univariaten Falles so weit wie moglich auf der multivariaten Fall
iibertragen werden koénnen. Dabei wird groler Wert darauf gelegt, dass die Definition
so nahe wie moglich an der Definition von Hayman bleibt. Das erlaubt es, die meisten
Beweisideen von Hayman verwenden zu kénnen.

Weiters wird angegeben, welche Bedingungen ein Polynom P(z) = > bmz™ erfiillen

meM Tm
muss, damit e”® in einem Gebiet H-admissible ist.



Kapitel 2

Die Sattelpunktmethode

2.1 Der univariate Fall

Die Sattelpunktmethode ist eine der wichtigsten Methode um asymptotische Informatio-
nen iiber schnell wachsende Funktionen zu erhalten. Sie ist sehr niitzlich, um Approxima-

tionen von Integralen der Gestalt
F(n) = fn(2)dz
Py

zu gewinnen, wobei P, ein Integrationsweg in der komplexen Ebene darstellt und f,(2)
in einer Umgebung von P, analytisch ist. Nimmt man an, dass der Integrationsweg P,
und die Funktion f,(2) vom Parameter n abhingen, so ist das asymptotische Verhalten
von F(n) fiir n — oo interessant. Jede Anwendung der Sattelpunktmethode besteht aus

zwel Schritten
1. Finden eines geeigneten Integrationsweges.
2. Approximieren des Integrals.

Die Idee hinter der Sattelpunktmethode kann wie folgt beschrieben werden. Nimmt man
an, dass man nicht an dem genauen Wert von F'(n), sondern nur an einer guten Abschit-
zung fiir eine obere Grenze interessiert ist, dann gilt, wenn der Integrationsweg P, die

endliche Lange lp, hat
I[F(m)] < | [fu(2)] - |d2] < lp, max|fa(2)],
P, z2€P,

wobel max,ep, |fn(2)| das Maximum von |f,(z)] entlang von P, ist. Es ist nun moglich,
bessere Abschitzungen zu bekommen, wenn man den Integrationsweg dndert. Laut dem
Cauchyschen Integralsatz darf man P, durch einen anderen Integrationsweg C,, ersetzen,

wenn beide zueinander homotop sind und zwischen P, und C, keine Singularitdten von



fn(2) liegen. Das Ziel ist nun, einen Integrationsweg C,, so zu bestimmen, dass fiir ¢, =
max.cc, | fn(2)] gilt, dass |fn(2)| in einer Umgebung von (,, moglichst stark abféllt, was
in einem Sattelpunkt erreichbar ist. Dass heifst, man sucht einen geeigneten Weg C,,, der
durch den Sattelpunkt ¢, von f,(z) verlauft, was bedeutet, dass gilt

Das motiviert dazu, das Verfahren Sattelpunktmethode zu nennen. Parametrisiert man
Ch, so, dass C,, = {©n(9) : 9 € Q,} gilt, wobei Q,, das Intervall [—wy, wy] bezeichne und
der hochste Punkt von C, bei ¢,(0) liege und ein Sattelpunkt von f(z) sei, so folgt

@)z = [ (oo e D)6 (0)0.
Chn Qn
Setzt man gn(ﬁ) = (fao (pﬁ(ﬂ)@%(ﬁ), so gilt

. Jn(z)dz = /Qn gn(9)d. |

Betrachtet man nun eine Umgebung des Sattelpunktes, so ist es einfacher, mit dem Lo-
garithmus von g,(¢9) zu arbeiten. Sei dieser gegeben durch G,(¥9), sodass g,(d) = %)
gilt. Aus ¢,(0) # 0 folgt, dass die Bedingungen g;,(0) = 0 und G/ (0) = 0 dquivalent sind.
Da G,,(9) analytisch ist, gibt es die Taylorentwicklung

2

Gald) = Gal0) + GO T + € ()

wobei £ () das Restglied sei. Gilt nun G, (0) # 0, so wird G,,(¢) in einer kleinen Umgebung
|9| < 6, hauptsdchlich durch den Wert von G (0) bestimmt. Kann man 4, so wahlen,
dass fir ¥ € A, = [y, 6] gleichmiRig € (§) — 0 fiir n — oo gilt, so erhilt man

2
Gn(9) ~ G (0) + G;;(O)%, fiir 1 — 0o,

Die Funktion G, (¥) ist konkav in einer Umgebung von 0, da sie in 0 ein Maximum hat,
das heiRt es gilt G7(0) < 0. Somit folgt

F(n) = ; fn(2)dz

- / ga (9

Qn

= / e“rdy + / Gn(9)d®
n Qn\An



Setzt man nun die Taylorentwicklung von G, (%) ein und erweitert das Integrationsintervall

auf R, so gilt fiir n — oo

F(n) ~ / Gn(0)+GN 2dq9+/Q ” gn(ﬂ)dﬁ

= / eGnOFGEOT g / eGnOHGEO T gy 4 / gn(¥)d0 .
R , IR, Q\An

-

- R A 7

I Iy I3

Berechnet man nun /7, so erhalt man

&0 " 2
I = Gn(o> CLOY

O _ \/GT/
- %j/—xdx

= ga(0)
IG%( 0

Kann man jetzt noch zeigen, dass die Terme 5 und I3 gegeniiber I; vernachlissigbar klein

sind, so gilt

27 ,
F(n) ~ gn(O) m, fiir n — oo.

Beispiel 2.1.1 (Stirling-Formel). Die Sattelpunktmethode wird hier verwendet, um eine

(\ asymptotische Abschéitzung von

1 1 e®
—_ = [z"]ez 2—7” Z"H—l dZ

|2|=r

zu finden. Fiir den Sattelpunkt wéhlt man r so, dass

1 e?
— d
27l /|Z|:T zntl “

erfillt ist. Dies ist offensichtlich bei r = n der Fall.

1 e’ el
= min — T - 2mr = min —
re€R 27 "t reR 7

min max
reR |z|=r

Die folgenden Diagramme zeigen den resultierenden Integrationsweg auf der Funktion

= || fir n.= 3, 10 und 30.

Z
I zn+1




Somit erhilt man

[2"]e* = —1—— = ———/ " exp (ne'” — nid) dd,

271 Jy1=n z”+1

wobei das Maximum vom Betrag des Integranden bei ¥ = 0 angenommen wird.
Fiir alle ¥ mit |9] < § mit § = n~% gilt

2 2
new=n(1+iz9—%+(’)(53)> :n+ni19—n%+(9(n“%).

Eingesetzt erhalt man

’ ~ 5 2 1
/ n~_ " exp (ne“g - niz9) dd = / n_ " exp (n - n—é— + O (n_§)> dd

iy —4

_ %:(Ho(n— ))/_Zexp (-#’é) dv.

(LI

Nun folgt

8 2 oo 2 0o 2
/ exp (—nz’;> dd = / exp (—nl’;) dy — 2/ exp (—n1’;> dv
5 2 —00 2 é 2

Somit gilt
’ —-n 9 . _1 2r €™
n exp(ne —n119)d19= <1+O(n 5)) ——
-4 4
Andererseits erhdlt man fiir § < 9| <«

2
cosz9<cosé—1——%+(’)(64>



und somit
1

ncos?d < n—%—{—@(n_%).

Daher gilt fiir hinreichend grofies n

/ n~"exp (ne” — niv) dﬁ' < n"exp(ncosd) - w
5

< np" n%
exptn——1,
< p 3

und fiir das Integral von —7 bis —¢ erhalt man analog die gleiche Abschitzung.

Setzt man nun die Ergebnisse zusammen, so erhilt man das gewiinschte Resultat

1 | T
_”[2]6—271_ .

S

n~" exp (nei19 — niﬁ) dv = (1 +0O (n* )) \/Tjr—;—ﬁ.

2.2 Der multivariate Fall

Wie im univariaten Fall ist die Sattelpunktmethode auch im multivariaten Fall eine der

wichtigsten Methoden um asymptotische Informationen iiber schnell wachsende Funktio-

mm=/m/h@m

zu gewinnen, wobei P, ein Integrationsbereich im komplexen Raum C¢ darstellt und f,(z)

nen der Gestalt

in einer Umgebung von P, analytisch ist. Es ist das asymptotische Verhalten von F(n)
fiir n — oo interessant. Jede Anwendung der Sattelpunktmethode besteht auch hier aus
zwei Schritten

1. Der erste Schritt besteht darin, einen neuen Integrationsbereich zu finden.
2. In diesem Schritt wird das Integral approximiert.

Analog zum univariaten Fall bildet man nun

F@I< [ [ 1)l da] < (o) max | ful)],
Pn

wobei max,ep, |fa(2z)| das Maximum von |f,(z)| im Bereich Py, ist und u(P,) das Mafl
von P, bezeichne, und sucht einen Integrationsbereich C, der zu P, homotop ist und
wo zwischen P, und C, keine Singularititen von f,(z) liegen. Das Ziel ist auch hier,
wie im univariaten Fall, einen Integrationsbereich C,, so zu bestimmen, dass fiir {, =

maxgec, | fu(z)| gilt, dass | fu(z)| in einer Umgebung von ¢, méglichst stark abfillt, was

8



auch im multivariaten Fall in einem Sattelpunkt erreichbar ist. Dass heif$t, man sucht einen
geeigneten Bereich C, der durch den Sattelpunkt ¢, von f,(z) verliuft, was bedeutet dass
gilt

o)) = in (1mgx (2] ).

Parametrisiert man C, so, dass C, = {@n(9) : 9 € Q,} gilt, wobei Q, den Quader
H;i:l[—wj,n,wj’n] bezeichne und der héchste Punkt von C,, bei ¢,(0) liegt und den Sat-
telpunkt von f,(z) ist, so folgt

/.../f,,(z)dzz/-~-/(fno<pn)(8)
Cu Qn

Sei gn = (fa © ©n)(9) ‘det don (9)|. Wie im univariaten Fall betrachtet man den Loga-
rithmus von g, in einer Umgebung des Sattelpunktes. Sei dieser gegeben durch G, (9),
sodass gn(9) = e gilt. Aus gn(0) # 0 folgt, dass die Bedingungen Vg,(0) = 0 und
VG, (0) = 0 dquivalent sind, wobei V den Gradienten-Operator bezeichne. Sei im weite-

de,

det
ST

() ao.

ren Hder Hessematrix-Operator.

Da g,(2z) analytisch ist, gibt es eine Taylorentwicklung
1
Ga(9) ~ Gn(0) + 59 HG,L(0)8" + £(9),

wobei () das Restglied sei. Ist HG,(0) nicht die Nullmatrix, so wird G(8) in einer
kleinen Umgebung A, von 0 hauptséchlich durch den Wert von HG,,(0) bestimmt. Kann
man A, so wihlen, dass 0 € A, und fiir & € A, gleichmaRig ¢(8) — 0 fiir n — oo gilt,
so erhalt man

Gn(®) ~ Gu(0) + %\9 HG,(0)9", fiir n — oo,

Gn(9) ist konkav in einer Umgebung von 0, da sie in 0 ein Maximum hat, das heift
HG,(0) ist negativ definit. Somit folgt

Fn) = /---/fn(z)dz
Cn
— /.../gn(‘g)dg
_ /.?./eGn(md‘gjL/.../gn(@)d‘g

Qn\An



Setzt man nun die Taylorentwicklung von G, (9) ein und erweitert den Integrationsbereich

auf RY, so gilt fiir n — oo

n) ~ / / Gn(0)+19HGn( o)a‘dﬁ_'_/ /gn

Qn\An
/ / Ga(0 + SHGn de / / Gn(0)+ s9HGn (0 d\9+/ / (\9)(:1\9
]Rd\A Qn\An
Il 12 }::

Da HGL(0) eine negativ definite Matrix ist, existiert eine orthogonale Matrix A, und
eine Diagonalmatrix Dy, sodass HG,(0) = A,Dp AL gilt. Selen A;, fiir 1 < j < d die
Diagonalelemente der Matrix Dy, dann gilt A\jn < 0 fiir 1 < j < d und H‘;zl Ajn =
det(D,) = det(HG,(0)). Substituiert man in I; ¥ = wAy, so erhilt man

Il — 0)/ / anw dw

= gn(O)H/e%)\j,n’szdwj
j=1"R

d —27
- g“(O)H N
. J,n
i=1
d
2
= gn(O)
E |Ajnl
2
—_ gn(o) d(_)__
J 1‘)\J nl

_ (27T
B |det(H

Kann man jetzt noch zeigen, dass Die Terme [, und I3 gegeniiber I; vernachldssigbar
klein sind, so gilt

F(n) ~ gn<o>\/ = ! n oo

Fiir eine genauere Einfithrung in das Thema Sattelpunktmethode sei auf [14] von DeBruijn
und auf die Arbeiten von Flajolet und Sedgewick [19] und Odlyzko [40] verwiesen.
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Kapitel 3
Anwendungen der Sattelpunktmethode

Sei bis zum Ende dieses Kapitels q eine fest gewihlte Primzahlpotenz, F, ein endlicher
Kérper mit ¢ Elementen, [F,[2] die Menge aller Polynome tiber F, und F,[z], die Menge
aller normierten Polynome iiber IF,.

Sei G eine multiplikative Gruppe und g und y Elemente davon. Dann versteht man un-
ter dem Diskreten Logarithmus Problem fiir G, die Suche nach dem kleinsten z, sodass
y = ¢g* gilt. Einige 6ffentliche Kryptosysteme basieren auf der Schwierigkeit, das Diskrete
Logarithmus Problem zu l6sen, siehe dafiir [11, 15, 18]. Der wichtigste Algorithmus zum
Losen ist die Index Calculus Methode, die von Western und Miller in [47] vorgestellt und
von Adleman in [1] und Odlyzko in [41] genau analysiert wurde. Eine Variante davon ist
der Waterloo Algorithmus der von Blake und anderen in [9, 10] vorgestellt wurde. Diese
Variante verbessert die Laufzeit der Index Calculus Methode durch das Einfiihren eines
heuristischen Ansatzes. Drmota lieferte in [17] einen Beweis dafiir, dass die heuristische
Schranke fiir die Laufzeit fiir den Waterloo Algorithmus die kleinstmégliche Schranke ist.

Dafiir berechnete er in [, fiir eine fest gewahlte Primzahlpotenz, eine asymptotische Ab-
schétzung fiir die Anzahl zweier, teilerfremder, m-glatter normierter Polynome mit den
Graden n; und ny. Daraus kann man sofort die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass
2 beliebig gewdhlte, normierte Polynome p1(2),p2(z) € Fy[2]o m-glatt und teilerfremd
sind.

In diesem Kapitel wird diese Aussage fiir d Polynome verallgemeinert. Gilt d > 2, so
konnen d Polynome teilerfremd, paarweise teilerfremd oder nichts von beidem sein. Es wird
also die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass fiir d beliebig gewédhlte, normierte Polynome
p1(2),...,pa(2) € Fylz]o gilt, dass p;(z) mj-glatt fiir 1 < j < d ist und sie teilerfremd
beziehungsweise paarweise teilerfremd sind.

11



3.1 Irreduzible Polynome iiber F,

Ein Polynom p(z) € F[2] heift irreduzibel iiber F, wenn es einen positiven Grad hat und
aus p(z) = b(2)c(z) mit b(z), c(z) € F[2] folgt, dass entweder b(z) oder c(z) ein konstantes
Polynom ist.

Die Anzahl aller normierten Polynome vom Grad n iiber F ist ¢". Somit ist die erzeugende

Funktion gegeben durch

Piz) = 3 aes

f(2)€Fq[z]o

— § :qnzn
n>0

1
1-gqz

Z&ahlt man andererseits fiir einen fest gewahlten, irreduziblen Faktor vom Grad k ab, wie

oft dieser auftritt, so erhdlt man als erzeugende Funktion

1
1+ 4+2% 4. = .
+z + T

Sei k € N und f(z) € F[2] ein irreduzibles Polynom iiber F, mit dem Grad m. Dann
teilt f(z) das Polynom 24" — z genau dann, wenn m ein Teiler von k ist. Bildet man das
Produkt iiber die erzeugenden Funktionen aller Polynome iiber F, die einen Grad haben,

der n teilt, so ist dieses gleich 24" — z. Sei I die Anzahl aller irreduziblen Polynome vom
Grad d. Dann gilt

¢ =) dl,

dk

wobei Zdl . die Summation tiber alle positiven Teiler d von k bezeichne. Definiert man
die Mobius-Funktion p durch

1 firk=1
u(k) =< (=1)! wenn k das Produkt von [ verschiedenen Primzahlen ist
0 wenn k durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist,

so ist die Anzahl I aller irreduzibler Polynome mit dem Grad &k gegeben durch
1 k a L K
Iy = E%u (3) ¢* = E%u(d)qd-

Somit gilt fiir & — oo

h=t o))

12



Bildet man nun das Produkt iiber die erzeugenden Funktionen aller méglichen irreduziblen

Faktoren, so erhélt man

Daraus folgt, dass

gilt.

Definition 3.1.1. Ein Polynom f(z) € F[z] heiRt m-glatt, wenn alle irreduziblen Poly-
nome die f(z) teilen, hochstens den Grad m haben.

Sei Ng(m;n) die Anzahl aller m-glatten normierten Polynome iiber F, vom Grad n und

Sm(z) = Z N,(m;n)z"

n>0

die erzeugende Funktion von N,(m;n), so erhdlt man mit dem selben Argument wie
vorher, dass gilt

sm(z>=ﬁ<lfzk>lk.

k=1

Mit Hilfe der Sattelpunktmethode ist es nun mdoglich, eine asymptotische Abschitzung
fiir Ny(m;n) anzugeben.

Satz 3.1.2. Da S,,(2) fir |2| < % analytisch ist, gilt dort

log (S (re'™)) = log Sy (r) + ia(r)d — %b(r)ﬂQ + e(r, 9, m)

mit

und

L aSa) [ Sa)), ()
o =g (smm) TS

wobei e(r, ¥, m) das Restglied der Taylorreihe darstelle.

13



Sei 0 < 6 < 1. Dann gilt gleichmapig fiir m,n — oo mit n® < m < n~?

Sm (7‘0)

'I“g\/ 27Tb(7"0) ,

Ny(m;n) ~

wobei 1o die eindeutige, positive Losung von
a(r)=n
15t.

Beweis. Setzt man

&

qr = em logn

=nm,
so erhdlt man wie in [41, Appendix A]

mn®
log (n*)

, fiir m,n — oo, mit n® <m < n'?.

. 22 . .
Lost man n ~ % nach a auf, so erhélt man als Losung

n
109w fiir m it n’ 1-4
, ,m—o00, mitn” <m<n~°

i ~
0 logn

Somit folgt

TN
—
+
Q

N

28
o

03
3
SN
N

, fiir m,n — oo, mit n® < m < n!9.

1
QPR R Q| ~=Q =
7N
p—
+
G
TN
=3
SOQ
33
N—
N—e

Wihlt man nun als Integrationsweg |z| = ro und 8 = m~3n~3*¢ fiir hinreichend kleines

€ > 0, so erhalt man mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel

1 e
Ny(m;n) = - s Sm(2)z7 " 1dz

1 7r . .

= 5 Sm (rew) ey
T -7
L[ i in L i in®

_ 1 —N 17 1 —Mn_ —1N

= 5 " S (re )7" e d19+§—7; ; Sm (re )7" e "dd,

L I

14



Odlyzko zeigte in [41, Appendix A], dass gleichméaRig fiir m,n — oo mit nie < m < nis
b(rg) ~ mn
und
g(r,9,m) =0 (m*n- &) .

gilt. Diese Ergebnisse sind aber auch gleichmafig fiir m,n — oo mit n® < m < n!=? fiir
ein beliebiges é mit 0 < § < 1 giiltig.

Somit hat man

e(r,9,m) =0 (m%n—%we)

Damit gilt
do 1
I, = Sm(T‘o)/ exp | 4 (a(ry) — n) ¥ — =b(ro)9? + &(r,9,m) | dv
7o s T 2
)
~ Sm{ro) / exp (——b(ro)ﬁ2> dd
To —8
= Sm(70) /exp (——b(r0)192> d19+/ exp (——b(ro)192> dd |,
7o JR _ JR\[=d0,60] ,
Is L.

2T
L3:: .
b(To)
Weiters gilt
o0 192
I, = 2 / e ()T dy
o
% sgbirg)
< 2/ ez Ydd
do
_ _t
50b(7‘0)
4 c
~ 1—1+e_”2 — 0, fiir m,n — oo, mit n® <m < nt~?,
m- an 2"°¢

woraus folgt, dass I, vernachldssigbar klein ist.



Es ist nun nur noch zu zeigen, dass das Integral {iber dy < || < 7 vernachléssigbar ist.
Wie Odlyzko in [41] zeigte, gilt fir dp < |9] <,

log Si(ro) — log [Sm(2)| > an®

fiir geeignete o, 3 > 0. Daraus folgt
Sm (7'0)

eomﬁ )

|Sm(2)] <

Somit erhalt man

Sm(ro)ro™

eanﬁ

|Iy] < (27 — 28p)
und sieht sofort, dass auch I vernachléssigbar ist. Somit ergibt sich die Behauptung. O
Definition 3.1.3. Die Menge
PZ,4(0)={zcC%: |z|<r, 1<j<d}

heifse offener Polyzylinder vom Mittelpunkt 0 und vom Polyradius (r,...,r)
und die Menge

F—Z—'r,d(O) ={z € (O |z} <r, 1<j5<d}
heifie abgeschlossener Polyzylinder vom Mittelpunkt 0 und vom Polyradius (r,...,r).

Satz 3.1.4. Sei f(z) eine in PZ1,, 4(0) analytische Funktion, fir ein hinreichend kleines
q 3
n. Dann gqilt fiir n — oo
[Zn] .f(Z) N'qn1+...+ndf <_1_, o 1)
(1—gz1)-+ (1 - qzq) ¢ g
Beweis. Da die Funktion f(z) analytisch ist, besitzt sie eine Darstellung als Potenzreihe.

Sei diese gegeben durch f(z) =3 ;.4 a;z}. Dann gilt

S ()
(= g21) (1~ g2a)

= ") a7 Y (gzm) - Y (gza)

=0 k120 kq20
n

— § ni—ji Nd—Jd
= ajq J .. q

j=0

n 1 Jit-+ia
— qn1+~~+nd Eaj (_) ]
im0\

Fiir n — oo strebt der Ausdruck

SR
= ' \dg ¢ g

gegen 0, da die Reihe konvergent ist. Somit ist der Satz bewiesen. O

anF“+nd
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Lemma 3.1.5. Sei P(y1,...,y;) ein Polynom mit P(0,...,0) = 1, das keine linearen
Terme besitzt. Dann ist die Funktion f(z1,...,2;) = [I;; P(2F, ..., 2§)% in PZ1+M(O)
fiir ein hinreichend kleines n > 0 analytisch.

Beweis. Nach der Voraussetzung haben die Polynome die Gestalt

P(z,...,2z;) =1+ Zb,wzﬂz,,

por=1
Sei r < 1. Dann gilt gleichméRig fiir 21,...,2; in PZ,_;;(0), fiir ein beliebiges, fest ge-
wahltes, positives n < r

P(zi,...,z§)~1=0(r2l), fiir [ — oo.

10g<Hp(zf,...,z;)Ik>
= Zlk‘log(l-i-(P(ZIf,"-aZf) —1))]

Betrachtet man

k>m
= O (Zlk |P(z’f,...,z§“) — 1|>
k>m
g*
= 0 ?rzk , fiir m — oo,
k>m
so sieht man, dass fiir r < l diese Reihe konvergiert, und damit ist f(z, ..., 2;) speziell
in PZ, L, ;(0) C PZ S (0) analytlsch fiir ein hinreichend kleines n > 0. O
Satz 3.1.6. Seien f(z1,...,2;) und P(2¥,..., J) fir 1 < j < d wie im vorigen Lemma
definiert. Sei 0.B.d.A. m = mg < mgy < -+ <my und F,  m,(21,...,24) folgender-

majen definiert

Frny oy (21, = [[ PGt )™ I PGE.. A% T PE™

k<my mg<k<mg_; ma<k<mi

Sei d,¢ > 0 gegeben Dann gilt gleichmdfig fiir m;,n;,n — oo mit n <m; < n ~% und
‘<nJ§ne fur 1< j <d.

(27" 20 Fony oy (21, -+, 20) Sy (21) - - *Sima(2a)

)
f(l l)fl_smmr‘“]
@) L 2Amn,
1 1
~ f(—,---,5> Ny(mana) - -« Ny (s ),

wobei f(z1,...,2q) = liMpm; _my—co Fmy, my(21,.--,2q) ist.



("'\_

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mit Hilfe von 3 Lemmata. Fiir diese Lemmata
gelten samtliche asymptotischen Relationen (o0, O, ~) gleichméfig fiir m;,n;,n — co mit
nggmjgn;_‘sundnfﬁnjgn% fiir1 <5 <d.

Lemma 3.1.7. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt gleichmdf$ig fir zy, ..., zq in
PZ1_54(0) fiir ein beliebiges, fest gewdhltes, positives 7j < %
q k)

1
|Fm1 44444 md(Zl,...,Zd)—f(Zl,...,Zd)|:O(m—q’m>.
Beweis. Laut dem Lemma 3.1.5 sind die Produkte
HP(zf, . ,z;»“)l’c
E>1
konvergent und es folgt
lim H P, .. L =1
m—00 E>m
fir 1 < j < d DaoBdA m = mg = min{m,,...,mq} ist, gilt f(z1,...,2;) =

My, .m0 Fima,ma (205 - -+ 2a) = Mmoo [Tocpm P2k, ... k)

Somit gilt

|10g (le ,,,,, md(zl, s 7Zd>> - log (f(zla v 7zd))|

=S Rlos(PE, )~ Y Llog(P(E, .., )

J=1 k=mj1+1 k>myg
d—1 m;
= 0>, Y. LIPGEH....2) -1+ ) L|P@E,.... 25 -1 | =e.
J=1 k=mj1+1 k>my

Fiir 29,..., 24 gilt gleichméakig in '152;_,7].(0) firl<j<d
q i

1
P(zll,...,zé)—lz(’)(ﬁ), fiir [ — oo.

Beachtet man weiters, dass I; ~ € fiir | — oo gilt, so erhélt man

B ¢ 1 ¢ 1
® =0 "*+Z;‘pz
] k>myg

18



Da |f(21,. .-, 24)| im betrachteten Polyzylinder beschrénkt bleibt, erhélt man

Ile,...,md(zlv s 7Zd) - f(zh .. '7Zd)| = If(zl’ N "Zd)| : -1

- o)

und somit das gewiinschte Ergebnis. U

‘le _____ md(zl,...,Zd)

flz1, .00 2a)

Lemma 3.1.8. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt
[0+ 2] (Fony o ma (215 - -+, 20) = flz1, -0, 24)) Sma(21) - Sy (24)
= 0 (Ny(m1;n1) - - - Ng(ma; ng)) -

Beweis. Mit Hilfe des vorhergehenden Lemmas folgt

122 - 23] (P a2, 20) = F(21+ 2) Sy (1) -+ Sa20)

_“‘1 Sm z Sm V4
~ |(2m)e // (Fonyyoma(215 -+ 20) — fz10 - 24)) 1,512 ndi(ld)dzl"'dzd

Zl * Zd

|z1l=r1 |z4|=Tq
1 —ni —Ng
= O Wsml (r1) -+ Smy(ra)ry™ - -1y .

Wéhlt man fiir die Radien die Sattelpunkte r; = ro(m;;n;) ~ é, verwendet die asym-

ptotischen Beziehungen b(r;) ~ m;n; und betrachtet den folgenden Ausdruck, so erhalt
man

g o S (rg)r M 1
g S (7). . (ra)ry ¢~ V2mdming - - -/ 2mdmgng) = o (1),
ml (Tl)""l 1 .. Smd (Td)rd d mqm
\/2mb(r1) \/2mb(rq)
womit die Aussage des Lemmas folgt. g

Lemma 3.1.9. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt
[1" -+ 2] f (21, -+ 20) Sy (21) -+ + Sy (24)

1 1
~ f <§, ey a) Nq(ml;nl) . ~Nq(md;nd).

Beweis. Sei M := {(rleml, e ,rdewd) € C%: |09 € 6;} und My := {(rlewl, rdewd) €
T S
C*: |9, < 7} \ My mit §; := m “n, 2" mit ¢ > 0 und

[27" Zd f(z,. ., 2a)Smy (21) - - Smd(zd)
- o / [, nlll 1 (zln)ﬁl d(zd)dzl -+ dzy
)4 M; k2 Zd
I
1 / f(zl;--- Zd) ‘fml(ZTll)—f—l Smd(zd)dzl~--dzd.
271'7/ Mo Z;ll+ de
5
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Da f(z1,...,2q4) in M; analytisch ist, erhédlt man
1 Sm 21 .. 'Sm (Zd)
I, ~ =, 1 d dz; - -dz
1 f (q ) / /1\/[1 Z{Ll—i—l . ng+1 1 d
N f( 1>H5m](rj)7»] m"
q im1 / 27ijnj

Da f(z,...,2q4) in einer Umgebung von My analytisch ist, ist die Funktion dort be-

Sml Zl md(zd>d ..
s nd+1 21 Zd| -
Ms

2]

schrankt. Somit gilt

Bl < max |f(.

(21,--,24)€EM2

Da in Mj §; < |¢;| < w fiir mindestens ein j mit 1 < j < d gilt, folgt wie im univariaten
Fall, dass das Integral iiber M, vernachlassigbar klein ist. 0J

Setzt man die Ergebnisse der 3 Lemmata zusammen erhéalt man

[Z?I e ng]le ----- md(zl’ s ’Zd)Sml (Zl) v 'Smd<zd)
= [0 2] f(z, -0 2a) Sy (21) -+ - Sy (2a)
+ [Z{legd] le ..... md(zla"'azd>_—f(zlw"72d))Sm1(Zl)"'Smd(zd)

(
1 1
= f <ZI_’75> Nyg(ma;na) - - - Ny(mg; ng)
+ o (Ny(my;ma) -+ - Ny(mg; na))
1 1
o () Myl Ny )
q q
und somit die Behauptung des Satzes. O

3.2 Teilerfremde Polynome iiber F,

Satz 3.2.1. Seien py,...,pq d beliebige normierte Polynome dber F, mit den positiven
Graden ny, . ..,ng. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ggT(f1,..., f4) # 1 gilt, gleich

11— =.
qd-—l

Bewets. Zahlt man das Auftreten eines fest gewéhlten, irreduziblen Faktors vom Grad k
ab, so darf dieser nicht in allen Polynomen vorkommen. Somit erhilt man als erzeugende

Funktion

1 1 2k 2k 1— (212"

(I-#) (-2 (-4 @-a)  (@-##)--0-44)
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Bildet man nun das Produkt iiber die erzeugenden Funktionen aller méglichen irredu-

ziblen Faktoren, so erhélt man

1—- (zl-..Zd)k e
g<(1zf)--~(1—25)>
s (1= 20"

(1-gqa) - (1-qz)

Mit P(y1,...,4q) = 1 — y1-+-yq folgt mit Hilfe das Lemmas 3.1.5, dass f(z1,...,24) =

I
[Ti>: (1 — (2~ zd)k) “in PZ%M’d(O) fiir ein hinreichend kleines n > 0 analytisch ist.

Laut dem Satz 3.1.4 ist die Anzahl aller teilerfremden Polynome asymptotisch gegeben
durch

I
nd]szl (1 — (21 - .zd)k) gt (E’ o 1)

znlscoz
4 41 (1-gz)- (1 - qza) g g

k\ Tx
RO
k>1 q

1
— qn1+-~+nd (1 — q_(f>
q

— qm+~.+nd (1 _ _L_) , fiir n — oo.

]
Die Anzahl aller teilerfremden Polynome pi,...,pq iiber F, mit den positiven Graden
ni,...,ng ist ¢t T, Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass d Polynome mit
den positiven Graden ny,...,nq teilerfremd sind, ist gegeben durch
(1 — _1_) qnl . .qnd
g1 1
=1-—.
qnl e qnd qd—l
W]
Satz 3.2.2. Seien d,¢ > 0 gegeben und seien pq,...,pq d beliebige normierte Polynome
uber Fq mit den positiven Graden ny,...,ng. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die p;

m;-glatt fir 1 < j < d sind und ggT(p1,...,pa) # 1 gilt, gleichmdfig fir mj,n;,n — oo
mit n? <m; < n;“; und n® < n; < ne fur 1 < j <d gegeben durch
(1 1 ) Ny(ma; ) . Ny(ma; na)

- qd-— 1 q'nl ’ qnd

Beweis. Sei 0.B.d.A. mg <. < my.
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Sei Fin,.. my(#1,...,24) die Anzahl aller teilerfremden, normierten Polyome p; mit den

positiven Graden n; iiber [y, wobei jeweils das j-te Polynom mj-glatt ist fiir 1 < j < d.

Dann gilt
le,...,md(zl7 A ,Zd)
I
(e > T ( 1= (oo z0)’ ) i (=4)
e \(1=2f) - (1=2f) ) ot \(1—2) - (1-25,) o \L—2f
my . I mg—1 . I m o Iy
- H<1~(21-~zd)> I1 (1—(21---zd_1)) o T (=2 Sy (21) - - - Sima(2a).
k=1 k=mgy+1 k=mo+1

Somit sind die Bedingungen fiir den Satz 3.1.6 gegeben und die Anzahl der teilerfremden
Polynome p; die m;-glatt sind, ist asymptotisch gegeben durch

[z?l U Z;ld]le ,,,, md<zl7 SRR Zd)Sml (Zl) e Smd(zd)
1 1
~ f (a, e 5) Ny(masng) - - - Ny(mg; na)

1
= <1 - F) Ny(mqy;ng) - - Ny(mg; ng),

fir m;,nj,n — oo mit ng <m; < n}_‘s und n¢ < n; < ne fiir 1 < 7 < d. Dividiert
man diese Anzahl durch die Anzahl aller normierten Polynome f; mit den Graden n; fiir
1 <y <d, so erhdlt man die gesuchte Wahrscheinlichkeit. O

3.3 Paarweise teilerfremde Polynome iiber F,

Satz 3.3.1. Seienpy, ..., pa beliebige normierte Polynome tber F, mit den positiven Gra-
denny,...,ng. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass p1, . . ., pg paarweise teilerfremd sind,
gleich

((-3) " (0+5)

Beweis. Zahlt man das Auftreten eines fest gewéhlten, irreduziblen Faktors vom Grad k

ab, so darf dieser in héchstens einem Polynom vorkommen. Somit erhélt man als erzeu-
gende Funktion

d o d
i Z;c - Zi:l Zzl-” H1§i§d(1 — Zf) + Hj:l(l — ZJ’C)
1—2F - (1—2f)-- (1 —2f)

j=1 J

Bildet man nun das Produkt iiber die erzeugenden Funktionen aller méglichen irredu-
ziblen Faktoren, so erhilt man
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Iy,

2k Tk Z?=1 zf Hlfgd (1- Zf) + H?:l(l - ng)
( “) -1 (-2 (=)

k>1

I
Mot (S 2 Mrssse (1= 20) + Tl (1= 29))
(1—-gz)---(1-qz) '
Definiert man P(yy,...,yq) = Z?Zl Ys Hl%i?d (1—yj)+H?:1(1—yj) so folgt aus dem Lem-
ma 3.1.5, dass f(z1,...,2q) = [Tis: (PG, - ,zfj))Ik in PZ%M,d(O) fiir ein hinreichend
kleines n > 0 analytisch ist.
Laut dem Satz 3.1.4 ist die Anzahl aller paarweise teilerfremden Polynome gegeben durch

f(zl, . ,Zd)
(1—gz)--(1-qza)

1 1
~ qn1+m+ndf (—", caey _>
q q
I
d 1\¢! 1\¢
e (CICHRNE
,g g~ q* q*
I
1\%? d—1
= gmttna H (1 — 7) (1 +— ) , fiir n — oo.
ko1 q q

Dividiert man diese Anzahl durch die Gesamtanzahl aller Polynome mit den Graden

ce 2]

ny,...,nq, so erhilt man die gesuchte Wahrscheinlichkeit. O
Satz 3.3.2. Seien d,¢ > 0 gegeben und seien p,...,pq d beliebige normierte Polynome
iber Fy mit den positiven Graden ny,...,nq. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die

I3 my-glatt fiir 1 < j < d und paarweise teilerfremd sind, gleichmdfig fir m;,n;,n — oo
mit n <mj; <n'"% und n® <ny < ne fir1l < j <d gegeben durch

1\%! d—1 IkN(m ny)  Ny(mg,ng)
H (1 _ _) (1 + > q 1,761 L.t dy 'td )
kZl qk: qk qn1 qnd

Beweis. Sei 0. B d.A. mg<---<my.

Sei Frn, .m,(21, ..., 24) die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller paarweise teilerfrem-

den normierten Polynome p; mit den Graden n; iiber IF,, wobei jeweils das j-te Polynom
mj-glatt ist fiir (1 < j < d). Dann gilt

le ’’’’’ md(zl,...,zd)

k=1 k=mg+1 d—1

mqg Mmyg_1 mi

. e P(zf,,zfj) teoman P(zllca"',zg—l) Ik”. - P(zllc)
B H((l—z’f)-~(1—z§)> H ((l—z{")---(l——zk )> H (1—2’“

= H (P(Zf""’zidc))]k H (P(zf7“'7z§—1))lk H (P(zllc))Ik Sml(zl)"'Smd(zd)y

k=1 k=mg+1 k=ma+1
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wobei P(yy,...,y) = 2221 Ui HlijéSl (1~yj)+HLj=1(1~yj) sei. Somit sind die Bedingungen
fiir den Satz 3.1.6 gegeben und die Anzahl der paarweise teilerfremden Polynome p; die
m;-glatt sind, ist asymptotisch gegeben durch

[z?l st z;ld]le ..... md(zla ceey zd)qu (Zl) e Smd(zd)
1 1
~ f <(—], e a) Ny(my;na) - -+ Ny(mg; na)

— kHZI ((1— %)d—l (1+ dq—kl))lk Ny(ma;na) - - Ny(ma; ng),

fiir mj, nj,n — oo mit n;s < m; < n];—a und n¢ < n; < ne fir 1 < j < d. Dividiert
man diese Anzahl durch die Anzahl aller normierten Polynome p; mit den Graden n;
(1 < j < d) so erhalt man die gesuchte Wahrscheinlichkeit. O
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Kapitel 4

H-admissible Funktionen

4.1 Der univariate Fall

Die Sattelpunktmethode ist zwar ein méchtiges und flexibles Werkzeug, hat aber den
grollen Nachteil, dass sie oft sehr miithsam anzuwenden ist. In vielen Situationen ist es
moglich allgemeine Sitze anzuwenden, die auf der Methode aufgebaut sind und asym-
ptotische Abschitzungen liefern, die zwar nicht die scharfst moéglichen sind, die aber den
grofsen Vorteil haben, dass man die Sattelpunktmethode nicht Schritt fiir Schritt durch-
filhren muss. Es ist nicht immer leicht diese Definitionen zu iiberpriifen, aber es ist fast

immer leichter das zu machen, als die Sattelpunktmethode komplett durchzurechnen.

Sei R das Intervall (Ry, R) und C = {z € C: |z| < R}, fiir ein fest gewihltes Ry, > 0.

Weiters seien

und

— rd(r =7~y/(r) sz”(r)_rz y(r)\*
blr) = ralr) = r oy T (ym) ’

die erste und zweite logarithmische Ableitung von y(z).

Hayman definierte in [26]:

Definition 4.1.1. Eine Funktion
y(Z) = Z Yn2"
n>0

mit reellen Koeflizienten y, heifit admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C und positiv in R (fiir ein fest gewéhltes Ry > 0) ist und

folgende Eigenschaften hat
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(1) b(r) — oo, fiir r — R.
(2) Es existiert eine Funktion 6 : r — §(r), R — (0, n), sodass gilt:
y(re'?) ~ y(r)ewa(r)_gb(’"), firr — R,
gleichméafRig in |9| < §(r),
(3) y(re?) =o0 (&%) , fiir r — R gleichméRig in 6(r) < |9| < 7.

Fiir H-admissible Funktionen bewies Hayman [26] folgenden Satz {iber das asymptotische
Verhalten der Koeffizienten durch die Anwendung der Sattelpunktmethode.

Satz 4.1.2. Seiy(z) =, 5 yn2" H-admissible in |2| < R. Dann gilt

y(r) ( _ (a(r)=n)? ) )
n=——F—=1[e ™  +0ol)}, fiirn— oo,
Y 7y /2mb(r) W) I

gleichmdfig in n.

Korollar 4.1.3. Die Funktion a(r) ist positiv und streng monoton wachsend fir hinrei-
chend grofies r und es gilt

b(r) =o(a(r)?), firr - R

Wéhlt man r = p, so, dass p,, die Losung der Gleichung a(p,) = n ist, dann erhilt man
ein einfacheres Ergebnis. (Die Eindeutigkeit von r,, folgt aus einem Ergebnis von Hayman

[26], wo gezeigt wurde, dass a(r) streng monoton wachsend im Intervall R; < r < R mit
R, > Ry ISt)

Korollar 4.1.4. Sei y(z) = >, o yn2" H-admissible in |z| < R. Dann gilt

y(pon)

Yn ~
prr/2mb(pn)

wobei p, fiir hinreichend grofie n eindeutig definiert ist.

, firn — oo,

Hayman bewies unter anderem folgenden Satz.

Satz 4.1.5. Sei P(2) = 3, 1 bm2™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei
b #0, Vm € M gelte und

y(z) = Zanz" =P
neN
set.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent
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D,

1. V9 € [—m, 7]\ 0 gilt Iy (rew)‘ < y(r), fir hinr. grofe r
2. y(z) ist H-admissible in C.
Hayman zeigte folgende Abgeschlossenheitsbedingungen fiir H-admissible Funktionen:
Satz 4.1.6. 1. Wenn y(2) H-admissible in C ist, dann ist es e¥*)- ebenso.
" 2. Sind y1(2) und yo(2) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y,(2) - yo(2).

3. Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, fiir
das p(R) > 0 fir R < oo und fir R = oo gilt, dass dessen Leitkoeffizient positiv ist,
dann ist auch y(z) - p(z) H-admissible in C.

4. Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet.
Ist f(r) reell fir reelle r und existiert eine Konstante 6 > 0, sodass gilt

max |f(z)| = O (y(r)'™°), firr — R,

|z]=r
dann ist y(2) + f(z) H-admissible in C.

5. Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(z) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

In der Literatur findet man einige Erweiterungen der Ideen von Hayman. Harris und
Schoenfeld haben zum Beispiel in [25] den Begriff der H.S-Admissibilitit eingefiihrt,
die wesentlich stérkere Voraussetzungen an die Funktionen setzt. Der Vorteil ist, das
man eine vollstdndige asymptotische Entwicklung, und nicht nur den Hauptterm, erhilt.
Der Nachteil ist der Verlust der Abgeschlossenheitsbedingungen. Es gilt aber folgendes.
Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist e¥*) HS-admissible in C. Es gibt zahlrei-
che Anwendungen fiir H-admissible und HS-admissible Funktionen. Fiir Beispiele, siehe
2, 3, 5, 12, 26, 27, 29, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 42].

Der Satz 4.1.2 kann so interpretiert werden, dass y,r™ einer H-admissiblen Funktion
asymptotisch einen zentralen Grenzwertsatz fiir r — oo erfiillt. Mutafchief hat das in {37]
verallgemeinert.

Weitere Untersuchungen iiber Grenzwertsitze fiir Koeffizienten von Potenzreihen findet
man in [4, 6, 20, 21, 22].

Es ist natiirlich eine logische Folgerung, das Konzept der H-Admissibilitat fir den multi-
variaten Fall zu verallgemeinern.

Bender und Richmond présentierten zwei Definitionen in [7, 8] und nannten diese BR-
Admissibilitdt beziehungsweise B R-Superadmissibilitat. Ein Vorteil der B R-Admissibilitét
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und der allgemeineren BR-Superadmissibilitét sind die weitreichenden Anwendungsmog-
lichkeiten. In [8] gibt es eine umfangreiche Beispielsammlung dazu. Man verliert aber eini-
ge der Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten Falles. Weiters sind die Abgeschlos-
senheitsbedingungen, die die B R-admissiblen beziehungsweise B R-superadmissiblen Funk-
tionen erfiillen, nicht gut geeignet fiir eine automatische Verarbeitung durch einen Com-

puter.

Das Ziel dieses Kapitels der Dissertation ist es nun, die H-Admissibilitat fiir den multiva-
riaten Fall so zu verallgemeinern, dass die Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten
Falles so weit wie moglich erhalten bleiben. Die Abgeschlossenheitsbedingungen sind des-
wegen so wichtig, weil sie die Moglichkeit bieten, Klassen von H-admissible Funktionen zu
konstruieren, indem man Funktionen durch die Anwendung von algebraischen Gesetzen
aus Basisklassen bildet, von denen man weifs, dass sie H-admissible sind. Andererseits, ist
es moglich, zu versuchen, eine gegebene Funktion in H-admissible ,,Atome* zu zerlegen,
und diese Zerlegung fiir einen Admissibilitdts-Test heranzuziehen, der automatisch von
einem Computer erledigt werden kann.

Fiir den univariaten Fall wurde das zum ersten Mal von Salvy in [46] behandelt und in
MAPLE implementiert.

Der zweite Versuch in dieser Richtung wurde von Klausner sowie Drmota u. a. in [16, 28]
fiir bivariate Funktionen realisiert. Bei ihnen sind den Koeffizienten die kombinatorischen
Zufallsvariablen X,, zugeordnet, die durch

P[X, =m] = L
Un

b

mit Yn = > Ynm, definiert sind. Sie gaben Bedingungen an, die hinreichend dafiir sind,
dass fiir die, den Koeffizienten ,,, der erzeugenden Funktion

zugeordneten, Zufallsvariablen X, als Grenzverteilung eine GauRsche Normalverteilung
besitzen. Analog zum univariaten Fall gaben sie eine Reihe von Abgeschlossenheitsbedin-
gungen an und implementierten ithren Ergebnisse in MAPLE.

Es wird nun eine Verallgemeinerung fiir den multivariaten Fall angegeben, bei der ver-
sucht wird, so nahe wie mdglich an der Definition von Hayman zu bleiben. Das erméglicht
es, multivariate Verallgemeinerungen mit Hilfe seiner Hilfssitze zu beweisen. Ein grofer
Teil der Beweise kann auf den multivariaten Fall angepasst werden, um die Abgeschlos-
senheitsbedingungen zu zeigen. Des Weiteren werden diejenigen multivariaten Polynome
P(z) charakterisiert, die H-admissible sind, und eine Basisklasse der H-admissiblen Funk-
tionen darstellen.
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4.2 Der multivariate Fall

Eine univariate Potenzreihe
y(Z) = Z ynzn

ist fiir |z| < R fiir ein R > 0 oder nirgends analytisch.
Im Gegensatz dazu hat im multivariaten Fall der Bereich, in dem die Potenzreihe

analytisch ist, nicht immer eine einfache Gestalt. (Zum Beispiel ist y(2z,u) = >, n(2u)"
fiir |zu| < 1 analytisch.) »
Deshalb werden im Folgenden in dieser Dissertation nur Funktionen, die in ganz C¢ ana-

lytisch sind, betrachtet, was dem univariaten Fall mit R = oo entspricht.

Im univariaten Fall liegt jede reelle Folge (r¢)r>o mit r, — oo fiir ¥ — oo auf einer
Geraden. Im multivariaten Fall konnen reelle Folgen (ry)x>0 mit ry — oo fiir & — oo
sehr unangenehme Eigenschaften haben. So kénnen zum Beispiel einzelne Komponenten
sehr groff (im Vergleich zu den anderen Komponenten) werden, wie das bivariate Beispiel
(eek,k) - zeigt. Somit kommt man nicht umhin, bei der Definition der multivariaten
H-Admissibilitdt das Gebiet R, in dem eine Folge ry — oo fiir & — 0o strebt, einzu-
schranken.

Sei R ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, welches oo als Randpunkt und keinen
Punkt mit ||r||mee < Ro, filr ein fest gewdhltes Ry, enthalte. Weiters bezeichne C die
Menge {z € C%|TIr e R, (|1}, ..., |zd]) = r}.

Seien f; und f; Funktionen. Im Folgenden bedeute
filr) ~ fofr)
bzw. fi(r) = O(fe(r)) fir r — oo (in R),
bzw. fi(r) = o(fa(r)),
dass
filre) ~ falre)
bzw.  fi(ry) = O(fa(re)) fiir £ — oo,
bzw. fi(ry) = o(fo(rs)),

fiir jede Folge (ry)x>o0 gelte, fiir die alle Folgenglieder in R liegen und ry — oo fiir k — oo
gilt.
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Im univariaten Fall tritt des Ofteren der Fall auf, dass eine Bedingung fiir
fir hinr. grofse r

erfiillt ist.

In Analogie zum univariaten Fall sei eine Bedingung
fiir hinr. groRe r (in R)

erfiillt, wenn es fiir jede Folge (ry)z>0 in R mit ry, — oo fiir £ — oo ein ky so gibt, dass
die Bedingung fiir alle k > ko erfiillt ist.

Sei R = oo. Dann gilt fiir eine univariate H-admissible Funktion y(r) fiir ein geeignetes

8(r) mit A(r) = [=d(r),(r)] fir ¥ € A(r)
logy (re”) ~ logy(r) +ia(r)9 — %b(r)ﬁQ, fiir 7 — oo.

Somit hat der Term $b(r)9* fiir ¥ € A(r) einen groRen Einfluss.

Fiir eine multivariate H-admissible Funktion y(r) soll nun wie im univariaten Fall, fiir ein
geeignetes A(r), fiir 9 € A(r)

. 1
logy (re”) ~ logy(r) + ia(r)9* — §8B(r)\9t, fiirr - oo (in R)

gelten.
Es stellt sich nun die Frage, wie man A(r) am besten wahlt. Es ist naheliegend, im mul-
tivariaten Fall einen Quader zu verwenden. Wahlt man allerdings einen achsenparallelen
Quader, so kommt man schnell in Schwierigkeiten. Will man zum Beispiel
m re'
B3y v (re”)]

abschétzen, so ist das im Allgemeinen nicht einfach, wie die zwei nachfolgenden Diagram-

me (fiir eine Funktion |y(re, se™)|) demonstrieren.
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Sucht man wie im univariaten Fall ein geeignetes A(r), sodass der Term 19B(r)9" fiir
9 € A(r) einen grofen Einfluss hat, so bietet sich als geeignetes A(r) ein Quader an,
der parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren von B(r) liegt, da man damit sehr
leicht rechnen kann, wie man bei den zwei nachfolgenden Diagrammen (fiir eine Funktion

ly(re'¥, se)|) sofort sehen kann.

Fiir eine Funktion y(z) mit z € C? bezeichne a(z) = (a;(2)), <j<q den Vektor der ersten
logarithmischen (partiellen) Ableitung von y(z), das heifit

Zj yz]' (Z)
(z) =
]( ) y(z)
und B(z) = (Bj(2))1<jk<a die Matrix der zweiten logarithmischen (partiellen) Ableitung
von y(z), das heifit

B, (Z) _ ijkyzjzk (Z) + 5]kzjsz (Z) _ ZjZk;yzj (Z)ka (Z)
ik y(Z) y(z)2 )

wobei §;;, das Kronecker-6 sei, dass durch

1 firj=k%
ajkz{ J

0 fiirj#k

definiert ist.

Somit kann man eine Verallgemeinerung der Definition von Hayman (fiir den Fall R = oo)
folgendermafien definieren.

Definition 4.2.1. Eine Funktion
y(z) = Z Yn2"
n>0
mit reellen Koeffizienten y, heift admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
~in C, wenn sie analytisch in C¢ und positiv in R (fiir ein geeignet gewihltes Ry > 0) ist
und folgende Eigenschaften hat:
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(I) B(r) ist positiv definit mit den Eigenwerten A:(r), ..., Aa(r) und erfillt fir 1 <j <
d:

Aj(r) — oo, fiir r — oo (in R).

(II) Sei vy(r), ..., v4(r) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von B(r). Dann exis- |
tieren Funktionen ¢ : r — 4;(r), R — (0,7) fiir 1 < j < d, sodass gilt:

y (re”®) ~ y(r) exp (ia(r)ﬂt - S—B-gl‘i> , fiir r — oo (in R),

gleichmiRig fiir 9 € A(r), wobei A(r) = {Z;.l:l pivi(r) =gl <6(r),1 <5< d}
sei. Das bedeutet, die asymptotische Formel gilt gleichmafig innerhalb eines von
den Eigenvektoren vi(r),...,v4(r) aufgespannten Quaders, dessen Gréfie von den
Werten d;(r),. .., d4(r) bestimmt wird.

(1) y(re®) =o (—ﬁ—ﬁ) , fiir r — oo (in R), gleichméaRig fiir § € [-7, 7]\ A(r).

IV) Fiir 1 < 5 <dgilt By;(r) = o(a;(r)?), fiir r — oo (in R).
73 j

Bemerkung 4.2.2. Die Bedingung (IV) in der Definition ist das multivariate Analogon
zum Korollar 4.1.3. Wenn man die Bedingung (IV) in der Definition weglésst, kann man
ein schwicheres Analogon zum Korollar 4.1.3 beweisen, namlich || B(r)|| = o (]|a(r)||?), fiir
r — oo(in R), wobei auf der linken Seite die Spektralnorm und auf der rechten Seite die
Euklidische Norm verwendet wird. Es stellt sich leider heraus, dass diese Bedingung zu
schwach ist.

Analog zum univariaten Fall erhélt man direkt aus den Bedingungen (II) und (I1I).

Bemerkung 4.2.3. Sei y(z) H-admissible in C. Dann gilt fiir alle 9 € [-7,7]¢\ 0
ly(re®)| < y(r), fiir hinr. grofe r (in R).

Treten in der Dissertation die rémischen Zahlen (I)-(IV) auf, so beziehen sich die immer
auf die Bedingungen (I)-(IV) in der Definition.

Da B eine positiv definite, symmetrische Matrix ist, gibt es eine Orthogonalmatrix A und

eine reguldre Diagonalmatrix D = diag(Aq,...,\q), wobei die Zeilen der Matrix A die
Eigenvektoren zu den Eigenwerten A;,..., \; von B darstellen, sodass

B = A'DA.
gilt.

In dieser Dissertation werden diese Matrizen des Ofteren verwendet.
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Lemma 4.2.4. Sei y(z) = Y oo Un2z” eine in C admissible Funktion. Dann gilt fir
1<j<d

8;(r)*Ai(r) — oo, firr — oo (in R).

Beweis. Da am Rand von A(r) die Bedingungen (II) und (III) gelten, folgt speziell fiir
9 =§;v; fir 1 < j <d aus (II)

ly(re7)]

S~ e (<3 vaB@Gy))

= exp <—%)\j5?>, fir r — oo (in R)
und aus (IIT)

i0jv;
lylre™™)] = 0 S S , firr — oo (in R).
y(r) (det B(r))
Das bedeutet, fiir 1 < j < d gilt \;67 — oo, fiir r — oo (in R). O

Analog zum univariaten Fall gilt folgender Satz.

Satz 4.2.5. Sei y(z) = D n>0Ynz" €ine in C H-admissible Funktion. Dann gilt fir r —
oo (in R)

Yn = r"(27r)d/z(r>detB(r) (eXp (-%(a(r) —n)B(r)™(a(r) - n)t> + 0(1)> ,

firn — oo, gleichmdfig in n.

Beweis. Sei y,r™ = Iy + I3, mit

1 y(rem>
! (27r)d/ / einst d
A(r)

und

1 y(re'?)
=g [ [ a0

[=mm]N\A(r)

Aus der Bedingung (III) der Definition gilt gleichméRig fiir n — oo

12=0<—y(r)—>, firr — oo (in R).
det B(r)
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Andererseits erhilt man mit Hilfe der Bedingung (II) und der Substitution z = 8 éﬁf(—r)

gleichméfig fiir n — oo

I ~ (‘%%)E/---/exp (i(a(r) —n)d" - %83(r)8t> dd
) (vv/2det B(x) / / exp< dggiig) dz

ct r

wobei ¢ = (a — n), /ﬁ% gesetzt wurde.

Es gilt \;0? — oo nach Lemma 4.2.4. Somit folgt v/A;8; — oo und damit auch v/A; - - Agd; =
v/det B(r)é; — oo, flir r — oo (in R). Somit kann man die Integrationsgrenzen ausdeh-
nen und erhélt

ho <7r /2 det B(r) / /exp<wz _dt(B)(r)>dz

Substituiert man jetzt z = wA, so erhalt man

d
I ~ / / exp <1cAt t_ Z )
(7r /2 det B(r) det B

Fir 1 <j <d gilt nun

. Ajw? wdet B(r cAH? det B(r
/exp (l(cAt)jU)j — @%) dw; = *)\_() exp <( )J4)\' ( )>
R J J

und damit folgt

N y(r) o [ L5 det B(r)(cAD?
h (2m)4/2/det B(r) p( 42 Ak )

k=1

Mit

t\2 2 a i
(cA); = At B0 <}:(aj(r) - ankj)

J=1

erhalt man schliefllich

1 <A det B(r)(cAt)? 1A 1 &
§Z<

Z -1 Ak k=1 j=1
_ (a(r) —n)A*D 'A(a(r) — n)
2
_ (a{r) —n)B(r)"'(a(r) — n)*
2
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Korollar 4.2.6. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Gilt n — oo so, dass p, —

oo (in R) fir die Lisung von a(p,) = n folgt, so erhdlt man fiir n — oo

Y(Pn)

o on(2n)4/2,/det B(p,)

Bemerkung 4.2.7. Im Gegensatz zum univariaten Fall hat die Gleichung a(r) = n nicht

notwendigerweise immer eine Lésung. Laut der Folgerung 4.4.6 ist die Funktion

Zu+zu)? (ZPu+ zu)? .
ez2u+zu:1+(22u+zu)+( : ) +( ; ) +:Zynmzu ,

in C, fiir ¢ > 1 (aus Bedingung 4.4.1) H-admissible. Zeichnet man in ein Koordinaten-
system die Punkte (n,n) ein, fiir die [2"u™]e?"**** > 0 gilt, so erhalt man:

0

ooooo

ooooooo
oooooooo
ooooooooo

oooooooooo

oooooooooooo
ooooooooooooo
oooooooooooooo

nnnnnnnnnnnnnnn

ooooooooooooooo
aaaaaaaaaaaaaa
ooooooooooooo

oooooooooooo

oooooooooo
ooooooooo
oooooooo

ooooooo

ooooo

Man sieht in diesem Fall sofort, dass die Gleichung a(r) = (n, m) nur innerhalb des Konus
|_ %1 < m < n eine Losung haben kann, da auferhalb y,,, = 0 gelten muss.

4.3 Eigenschaften von H-admissiblen Funktionen und
deren Ableitungen
Lemma 4.3.1. H-admaissible Funktionen erfillen
a(re®) ~ a(r), firr — oo (in R),
gleichmafsig fir |hi| = O (Zl(r—))

Beweis. Sei 0.B.d.A. d = 2. Da B positiv definit ist, folgt aus der Bedingung (IV) der
Definition 4.2.1

B]_lB22 - 3122 Z O, und somit |B12’ S v BllBQQ = 0(0,1(1')0,2(1')).
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Da fiir jede positiv definite Matrix jeder 2 x 2 - Minor positiv ist, ist es keine Einschran-
kung, nur den Fall d = 2 zu betrachten.

" Definiert man
©1(1,T2) == a1 (€"1,€"?) und po(z1, 22) == ay (e",€"?),

so gelten offensichtlich folgende Bedingungen fiir z,, 29 — 00

%wl(x) = %al(ex) = Bu(e*) =o (al(e")Q) =0 (‘Pl(X)Q)
a% () = a%@(eﬂ = Bun(e®) = 0 (aa(e")?) = 0 (2(x)?)
—a%m(x) - a%m(x) = Biy(e¥) = 0 (a1(¥)as(e)) = 0 (i01(x)0a(x)) .

: [/} R 1 L /] 1 : 1" /
Sei |z} — 2] =0 ((pl(x,lyz,z)> und |z5 — 25| = O (wz(r’l,w’z))’ wobei 0.B.d.A. z{ > 2 und
Ty > x4 gelte.

Dann gilt

1 1 25 D (2, x
= / Omp 7OV 17 )dx

oa(zh, T,)  pa(a), 75) . i(ah, 7)?

roN2
< |$/2—33/2/ . max O(‘P2(x1’x>)
vy<a<ay  (po(7], 1)

; )
= o —— |, firz),z) — 0
' / ’ 12 y
(902(351:332)

, .
woraus sofort oy(z7, 25) ~ @o(z], z45) fiir 2}, 5 — oo folgt.

. . . w1(z},z)p2(z" ,x
Sei xo der Punkt, bei dem das Maximum MAaXy) <p<zl W angenommen werde.
Berechnet man

1 B 1 /“'1' %@1(%%’) .
p1(zy,25)  pa(2f, 75) 2 iz, 25)?
1\2
< |2?/1 _xlll . max 0(901(7;7‘7;2) )

zi<a<ai  p1(x, 73)?

1
.o ! /
= 0(—, ~ |, fiir 23,25 — o0
e1(z, 73)
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und

1 1 /xg %‘Pl(xll?w)dx
p1(2],75) (T, 25 A ©1(27, T)2

| / z" 0((p1(x/1’x0>¢2(x/1)x0))

< l\z, — .
- ©1(77, To)?
1 W\ T, To
= 0 TN
o, 5)  p1(z3, Zo

8

no

|~ |
8

N T =
8

O

~— | e |

N—"

( 1
= 0 .
@1(z1, o)

1 I ! !
= o|———~ |, firz}, 7y — 0
(Pl(wla‘%)

und addiert beide Gleichungen so erhélt man

S
N
8

! ! 0 ( : ) fiir 27, 25 — oo
- = 2R R 1742 5
p1(z,75)  pa(z], 23) p1(7, 75)
Das bedeutet, es gilt
QOI(Ill,.TIQ) ~ (,01(.’['/1/,1},2/), fiir :L‘/laxIQ — O0.
Analog erhalt man
S02(x/173:,2> ~ 902<m/1/’ CE‘IQ/), fiir xll) Z'/2 — Q.
Setzt man nun r = ¢ und h = x” — X/, so erhélt man das gewiinschte Ergebnis. O
g
Lemma 4.3.2. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt

y(r)

0 firr — oo (in R).

Weiters gilt fir alle € > 0
la(r)l = O (y(x)) und | B(r)ll = O (y(r)*), firr — oo (in R).

Beweis. Die erste Behauptung ist eine einfache Folgerung aus dem Satz 4.2.5.

Fiir die zweite Behauptung sei angenommen, dass ein R existiert, sodass fiir alle r > R
(in R)

a(r)llmax = y(r)°

gilt. Fiir ein beliebiges h € R? bei dem jede Komponenten positiv ist und fiir das R+th €
‘R fiir alle ¢ > 0 ist, folgt

d d =
yi(R +th) - =
R th) —(R;+th;) > y(R+th)- K
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(‘\

und somit

Sei nun k so, dass

sei. Dann folgt

R+th 1+e TRy

Setzt man g(t) = y(R + th), so erhélt man

und daher

P » > D
g'(t) ( <Rk > Rk> Ry + phe
dt > K {log | — + —log— |} = Klog ————.
/o g(t)te — s hy, P s hy, & Ry

Dieser Ausdruck ist fiir p — oo unbeschrankt. Berechnet man andererseits das Integral,

so folgt

/” g(t) 4 _ YR —y(R+ph)~
o g(t)+e €

wobei der Ausdruck beschrankt ist und man somit einen Widerspruch erhalt.
Die dritte Behauptung folgt nun aus aus der Bedingung (IV) der Definition 4.2.1. ]

Korollar 4.3.3. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt fiir alle € > 0
det B(r) = O (y(r)), firr — oo (in R).

Beweis. Sei || -|| die Spektralnorm. Dann ist || B(r)|| der grofite Eigenwert von B(r) und es
gilt det B(r) < ||B(r)||¢. Mit Hilfe des Lemmas 4.3.2 erhilt man nun die Behauptung. [

Lemma 4.3.4. Sei K € R fest gewdhlt. Dann erfillt eine in C H-admissible Funktion
y(z)

Kry Krd) Kd i .
m+—=,.. .., g+ —— ] ~e r), firr — oo (in R).
y(rit g et it ) o), 5 (in R)
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Beweis. Sei h gegeben. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz fiir 0 < ¢ < 1, wenn man
K'r‘]'

h; = Pe) substituiert

log(r + h) —log(r) = Y 0t

14 2 a;(r)

wobei a;(r 4+ Yh) ~ a;(r) aus dem Lemma 4.3.1 folgt. O

Satz 4.3.5. Sei y(z) = Y n>0YnZ® eine in C H-admissible Funktion. Weiters sei i =
nA* und a(r) = a(r)A’ der Vektor der logarithmischen Ableitung von y(z) beziiglich der
Eigenbasis von B(r). Dann gilt firr — oo (in R)

W [T 1

n y\r 2

YnT N———/---/exp — t; ] dt.
n, fﬁv'zdie gelt (27‘-)% ( 2 ]z:; ]>

Vi <ag(r)wgy /3 (0 e T

Beweis. Seien N; := [a;(r)],
N, := {&j(r) +gj\/mj und N, := {dj(r) +Ej\/2_(TB(r)J

fiir beliebige w; < 0 < @; definiert. Sei weiters N; + 2 < n; < N;. Dann gilt

ni+1 ng+1

/ exp (_ (x — ﬁ)D(r2)_1(x — é)t> dx

1 Ng

< exp (— (n—&)D(r)" (n — a)t>

2

]1 ]dexp (_(X—é)D(r;_l(x—é)t) .

IA
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Daraus folgt

R Ry E LRSI

Ni+2 Ng+2

R g (Lmmn ),

Ni+2 Ng+2

R R LA

Ni+1 Ng+1

Substituiert man jetzt z; = a;(r) +t;4/A,(r), dx = /det B(r)dt, so wird das Integral zu

TR |
\/detB(r)/---/exp <—§Zt?> dt,
t ty =1

mit ¢; — 0 und ¢; — w;.
Setzt man nun N := {fl eEN:N<n< N} und wendet man den Satz 4.2.5 an so ergibt
sich

T (@B - a)
;ynr (2#)%\/detB(r):; p( 2 )

wobei im letzten Schritt die Uberlegungen von oben angewendet werden. Fiir die restliche

Summe gilt Zaj~nj <N, Y™ < €y(r), wenn alle w; klein genug sind. O
: L5

Satz 4.3.6. Sei k € N¢ fest gewdhlt. Dann gilt

s ~ ot (22)" (B s o )

71 Td

Beweis. Sei R; = 7 (1 + L) und |z;| < R]- fiir 1 < 5 < d. Mit Hilfe des Lemmas 4.3.4

a;(r)
erhalt man

ly(z)l = Z UnZ"

neNd

< > waR* = y(R) = O(y(r)).

ncNd
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Seih:f{—r:(’“—l... ) Dann gilt

ai(r)’ ! ad("
1 ok K
Z k! 6zky -7)

keNd

und somit erhilt man mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung

Seien
M, := {n € N : |a;(r) — nj| < w4/Bj;(x), fiir 1 <j < d}
und
M, := N\ M.
Dann gilt

K
Tk%y(r) = Z(n)kynrn = Z n)kynr™ + Z n)iYnl™

neNd Efﬁdl ) ?Ehﬂz B
= o
Wegen (IV) gilt nun im Summationsbereich (n)) ~ a(r)*. Sei nun fi so wie im Satz 4.3.5
definiert, s; = n; — a;(r) und §; = 7; + a,(r). Da A orthogonal ist, gilt

d

~112 2

1817 = lIsl* =" Bj;.
5=1

Der Summationsbereich iiberdeckt die Menge {n: a;(r) — 7] Swy/A(r),1<5 < d}.
Somit erhélt man mit Hilfe des Satzes 4.3.5 Y, ~ C(w)y(r)a(r)* mit

d
1
/ /exp (—5 t]2> dt <Cw) <1
j=1

[~w,w]d
Andererseits gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

.ZQ' = D (m)yar"

neM,

< ) nfprt

neEM;

1 1
2 2
( § : n2kynrn> ( E : ynrn>
neM, neMy

B O k 82k
= g 21(3/ / exp dt

)\[0w]4

IA

N

41



D

Daher folgt, dass

er?iy(r) =0 (y(r)a(r)m‘)

Oz2k

gilt und fiir hinreichend grofies w
k k
I3 3, —ya)| < ey(mal)
erfiillt ist, was den Beweis komplettiert. 4

Lemma 4.3.7. Seienn > 0 und C > 0 Konstanten, sodass fir alle z € C* mit |z; —r;| <
2r;, fir 1 < j < d die Matriz B die Ungleichung |hB(z)h'| < ChB(r)b* fir alle h € R
erfille und y(z) dort reguldr und ungleich 0 sei. Dann erhdlt man die Entwicklung

logy (re') = logy(r) + ia(r)d’ — %SB(r)St +£(r,9)

mit

COB(r)d" - |9
2n '
Beweis. Sei |t| < 2n fiir ein h mit ||h|| = 1. Setzt man

le(r,9)] <

§'(t) = —hB(ré™)ht= Z cnt™

n>0
= Co+ Z cpt”

n>1

= —hB(r)h' + }: cnt”,

n>1

so folgt durch ein- bzw. zweimaliges Integrieren
g(0) = a(r)(ih)’
g(0) = logy(r).

Somit ist die Taylorentwicklung von ¢(t) gegeben durch

)(n + 2)

n+2

o) = 9(0)+g O+ 39O + 3 g

= logy(r) +ia(r)(th)" — %(th)B(r) (th)" + Z o 1§T(Ln ey ¢t

— 10gy (reith)
Mit Hilfe der Cauchyschen Abschétzung erhilt man fiir die Koeffizienten ¢,
max|j—, |¢"(t)] _ maxy =, |hB(re™)h!| < ChB(r)ht

n " - g

len| <
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Somit ergibt sich
\t l n+2

; (n+ 1)Zn + 2)tn+2 = nzz:l leal- (n+1)(n+2)
) ChB(r)h! [t 2
= 2 o (4t 2)
ChB(r)ht|t]? 1
= - ; (n+D)(n+2)
C(th)B(r)(th)" - |#

2n
Setzt man nun th = 9, so erhilt man die gewiinschte Darstellung
, 1
logy (re®) = logy(r) +ia(r)d" — §8B(r)8t +¢(r, 9)
mit
COB(r)9" - ||9]|
2n '

le(r,9)] <

Lemma 4.3.8. Fine in C H-admissible Funktion y(z) erfillt
i -~ loa
y(re”) = y(r) +1a(r)d" — S9B(r)9" + O (y(r) - 1] - [la(r)])

gleichmdpig fiir |9;] < ==, fir 1 <j < d, wobei

aj(r)’

a(r) = Vy(e™,... e%)|

s1=logri,...,sq4=logry

und

~ DPy(es,. .. e%)
B(r) = ’
(x) ( 03,054

d
s1=logri,...,sq=log Td) k=1

set.

Beweis. Es gilt B(z) = ~(yzjz,c(z)zjzk + 5jkyzj(z)zj);l,k=1' Nach Satz 4.3.6 gilt y,,., (z) ~
y(r)a;(r)a(r), woraus || B(r)|| = O (y(r)||a(r)||?) folgt. Setzt man n; := ﬁr—) firl <j<d
und

n = 11%1]'12(1{771? e )nd}

. 1 1
B 1%13'1;161 { al(r) T ad(r) }
1

lréljasxd{al(r), —ag(r)}

1

|a(r)lmax
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und beachtet, dass nach Lemma 4.3.1 a(r1(1 + 2m1),...,74(1 + 214)) ~ a(r) und nach
Lemma 4.3.4 y(ri(1+2m),...,74(1 + 21n4)) ~ *%y(r) gilt, so erhélt man

Bjk(Tl(I —+ 27’]1), e ,rd(l + 277d))
~ y(ri(L+2m), ..., ma(1 4 209))a;(r1 (1 4+ 2m), . .., ra(1 + 2na))ar(r1 (1 + 2m), . .., ra(1 + 2n4))
~ e*ly(r)a;(r)ax(r)

~ e2dl-3jk(r).
Die Eintrége von B(z) sind analytische Funktionen. Somit hat man

B(z) = Z Bnz" = Z Un * (nmj)ﬁj:ﬁn,

neNd neNd

wobei alle B,, positiv semidefinite Matrizen sind. Daraus folgt

" max IhB(z)h!| < hB(r)h'.
zj|=r;,5=1,...,
Damit folgt fiir |z; — ;| < 2nr;, fir 1 < j < d, dass

lhB(z)h| < hB(r + 27r)h! < ChB(r)h’

mit der Konstante C' = e gilt. Folglich kann man das Lemma 4.3.7 anwenden und erhlt

y(re®) = y(r) +ia(r)o’ — %SB(r)St +&(r,9)

mit
.9 < CGB(rZ)G 19
2
< CIBO|-I8I°
< o
= 0 (IB@I- 9]+ latx)]))
= O (y@)- 9P - la(m)]®), fir r - oo (in R),
was das Lemma beweist. O

Lemma 4.3.9. Sei y(z) H-admissible in C und ||8||max > y(r)"37¢, fiir ein hinreichend
kleines ¢ > 0. Dann gilt fiir ,hinr. grofe r“ (in R)

ly(re®| < y(r) — y(r)%.

Beweis. Der Beweis von diesem Lemma ist analog zum univariaten Fall. Sei |9;] > y(r)~3
fir ein j € {1,...,d}. Setzt man k; := |a;(r)] und £ = (ky + Lky + 1,... ko +
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1, kes1, koo, .., kq) und definiert vy(z) = yez® und ap = |ve(z)] = |ye|r?, so erhilt
man auf die gleiche Weise wie in [26, Lemma 6] fiir ,hinr. grofe r* (in R)

y(r)

[ve-1(2) + vel2)] < agr + g — 15 v/ (2m)ddet B(r)

Aus dem Korollar 4.3.3 folgt
|ve—1(2) + ve(z)| < oy + o — y(1)5.

Sei §(z) = y(z) — ve-1(z) — ve(z). Dann erfiillt auch §(z) die Bedingungen (II) und
(III) in der Definition 4.2.1. Folglich gilt §(z) < F(r) fiir z ¢ R%. Das heifit, man erhalt
fiir  hinr. grofe r“ (in R)

ly(2)| < [9(2)] + lve-1 + vl

< () + e + g — y(r)s
= y(r) +ve_1(r) + ve(r) + (o1 — veo1 (1)) + (ar — ve(r)) — y(x)?
< y(r) —y(r)7.

4.4 FEine Klasse von H-admissiblen Funktionen

Bemerkung 4.4.1. Sei in diesemn Abschnitt 1 < ¢ € R,
R, = {r e (RN : (ram)” > rmax}
und
o ={z¢€ (Cd‘Eir € Ro, (21l - .-, |24]) =1},

wobel Trmin = mini<j<q7; und 7y, = max;<j<q7; bezeichne.
Die folgenden Diagramme veranschaulichen die Menge R, fiir 2 Variablen mit o = 1.1, 2
und 10.

10
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Definiert man die Menge E, := {e € R¢ : ¢; € [L,0), fiir 1 < j < d,3i : ¢ = 1}, s0
gilt r € R, genau dann, wenn es ein e € E, und ein ¢ € R* mit ¢t > 1 gibt, sodass
r = t° gilt. Das folgende Diagramm zeigt grau hinterlegt den Bereich R, fiir ¢ = 2 und
veranschaulicht die vorstehende Aussage.

L tM.5

L {tr2,4

Offensichtlich gilt ¢ = ry;n. Der Vorteil ist, dass in R, folgende Grenzwertaussagen aqui-
valent sind

or— oo (inR,)
® min — 00 (in R,)

et — o0, mitr=1t® Vee€kE,.

Lemma 4.4.2. Seien P(r) = > p Bpr? und Q(r) = Zq Bqr® Polynome in r, fir die

gg; — 00, filir Tmin — 00 (in R,)

gilt, so existiert ein e > 0, sodass gilt

P(r)

—= > ri. . fir hinr. grofie rmm (in Ry).
) f grof ( )

Beweis. Laut Voraussetzung gilt

P) g
) 00, fiir ryi, — 0o (in Ry).
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Sei e € E,. Betrachtet man r = t°, so existieren positive Zahlen cp(e), co(e), ep(e) und

eg(e), sodass gilt

P(te) _ Zp /Bptp-e N CP(e)teP(e) _ Cp(e) ) tep(e)_eq(e)
Qte)  LqBatr™  cole)t®el®  cole)

Das bedeutet, es gilt ep(e) > eg(e). Wahlt man e := minecg,

— 00, fiir t — oo.

ep(e)—eg(e)

5 , so gilt fiir alle

ec E,
P(t°) _ ¢ oy ,
> 7., fir hinr. grofe rpn (in R,),
Q(te) "
und man erhilt damit die Aussage des Lemmas. | 0

Folgerung 4.4.3. Sei P(r) = __ Bpr® ein Polynom, fir das
P(r) — oo, fir rmm — oo (in R,)
gilt. Dann folgt
P(r) > riin, fir hinr. grofe ryi (in R,).

Lemma 4.4.4. Sei Q(r) = >, Bqr? # 0 ein reelles Polynom ohne konstanten Term.
Dann gibt es § Moglichkeiten:

lim r = -0
Tmin—00 (in Rs) Q( ) ﬂ

Beweis. Sei r =1t® mit e € E, und t € R*. Dann gibt es nur zwei Falle:

1. Q(t®) ~ c-t* fir t — oo mit ¢ € R\ {0} und k£ > 1. Somit gibt es die beiden
folgenden Moglichkeiten fiir ¢t — oo
c>0=Q(t°) - +
c< 0= Q(t°) — —ooc.

2. Q(t®) = 0. Da aber laut Voraussetzung Q(r) # 0 ist, gibt es ein &€ € E,, sodass
Q(t®) # 0 folgt. Fiir dieses & erhilt man wie im ersten Fall Q(t®) — o0, fiir t — oo.

Somit existiert der Grenzwert lim,_, .o (in =,) @(r) in diesem Fall nicht.

O

Satz 4.4.5. Sei P(z) = >, o1 bm2Z™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobes
bm # 0, Y € M gelte,

y(@) = 3 apz” = @
neNd
sei, und o eine beliebige, fest gewdhlte, reelle Zahl grofier 1 darstelle.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) V8 € [-m, 7|4\ 0 gilt: Iy(rei“’)l < y(r), fiir ,hinr. grofe r“ (in R,)
(i) VO € [~m, 7]\ 0 gilt: y(re™) = o (y(r)), fir rmm — oo (in R,)

(iii) VO € [—m,7]?\ 0 gilt: y(re®) = o (TZE(%(T))) , fir Tmin — o0 (in Ry).

(iv) y(z) ist H-admissible in C,.

Beweis. Sei L; die hochste im Polynom P(z) auftretende Potenz von z;, fir 1 < j < d

und L = maxXij<j<d LJ

(i)z?(ii): Laut Voraussetzung gilt fiir alle § € [—m, 7]¢\ 0

) [ o -
o = FOEEE R(P(re™)=P(r) 1, fiir hinr. grofe rmin (in Ry)
y(r er\r

und somit

Qr) = R(P(re®) - P(r)

= <z bpar™e ™’ > P(r)

meM

= Z bpur™ &cos (mﬂt) — 1),

méeM

konstant, fﬁr?gst gewihltes 9
< log(1) =0, fiir hinr. groRe 7y, (in R, ).

Da Q(r) ein reelles Polynom ohne konstanten Term mit Q(r) % 0 ist, erhilt man mit Hilfe
des Lemmas 4.4.4 lim, . .o (in ®,) Q(r) = —00.
(ii)=>(iii): Aus der Folgerung 4.4.3 erhslt man

Q(r) = R(P(re'®)) — P(r) < —riin, fiir hinr. grofe rmim (in R,)
Berechnet man

log(det(B(r))) = log (Au(r)---Aa(r))
= O(log (Bu(r) - Baa(r)))

und beachtet, dass der grofite auftretende Exponent gleich L ist, so ist jeder der Diago-
naleintriige der Matrix kleiner als r22*! fiir hinr. grofe ry;, (in R,). Somit erhilt man

(lOg( dL+1 | T;dnlé—)i(-l))
(

log (ré-))

O
O

- o i (227)
O

(log 7min), fiir rmin — oo (in R,)

log(det(B(r))) =
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und es folgt

log { 128 det<B<r>>) — R(P(re®)) — P(x) +  log(det(B(x)
y(r) 2

1 .
= —r2 4+ 0O (logrmn) — —00, fir rum — oo (in R,),

min

was die Aussage beweist.
(ii1)=(i): Trivialerweise erfiillt.

((i)@(ii)@(iii)):(iv): Es ist zu zeigen, dass die Bedingungen (I)—(IV) der Definition
4.2.1 erfiillt sind. '

Seien 0.B.d.A. A\ < ... < )4 die Eigenwerte von B.

ad (I): Da V9 € [, )¢\ 0 gilt: |y(re”)| < y(r), fiir hinr. grofe rmi (in R,), folgt dass
die Funktion |y(re'®)| fiir hinr. grofe rmin (in Ry) in ® = 0 ein lokales Maximum hat,
und B(r) somit positiv definit sein muss.

Sei Q(r) := hB(r)h* = 3,/ Bqr? mit einem beliebigen, aber fest gewéihlten h € R? mit
|h|| = 1. Dann ist Q(r) ein Polynom.

Sei e € E, und r = t°. Somit gilt wie im Beweis zum Lemma 4.4.4, dass die einzig
moglichen Grenzwerte von Q(t®) +oo und 0, fiir ¢ — oo sind. Aus der positiven Definitheit
von B(t®) fiir t — oo folgt, dass der Grenzwert —oo ausscheidet und Q(t°) # 0 ist.
Ware der Grenzwert 0, dann wiirde

Q%) = Z Bet® — 0 filr t — oo
qEM
gelten, was aber nur dann geht, wenn Q(¢®) = 0 ist, womit man einen Widerspruch er-
hélt. Somit gilt fir alle h € R? mit ||h|| = 1 und fiir alle e € E,: hB(t®)h! — oo fiir
t — oo. Daraus folgt, fiir jeden Eigenwert X;(t®) von B(t®) gilt \;(t®) — oo fiir t — oo
fiir1 <j<d.

ad (II): Betrachtet man die zu B(r) inverse Matrix B~1(r), so hat diese die Eigenwerte
A—ld <. < le und die Summe der Eigenwerte ist gleich der Spur von B~!(r), die mit
Hilfe der Kofaktoren von B(r) berechnen werden kann. Somit gilt

_ Byu(r) + -+ By(r)
=T de(BR)

< _+...+_:Sp(B_l(r)) — 0 fir 7 — oo (in R,).

Daraus folgt:

A\ > det(B(r))

> = _ — 00 flir Tyin — 00 (in R,).
Bll(r) —+ .-+ de(r)
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Da sowohl die Determinante als auch die Summe der Kofaktoren Polynome in r sind, kann

man das Lemma 4.4.2 anwenden und erhéilt:
A1 > e, fir hinr. grofie ryin (in R, ),

min»

fiir ein geeignetes e.

_&
3

Sein=r

min

N S
und §; = A, 2*2 mit e < min{God(EdH), %} fir 1 < j < d gewahlt. Dann

gilt fiir & € A(r) = { 0, 15wy () Iyl < 85(r),1 < j < df

e

1, e—l £ _£
[0lls < VAT oA < VAN TR < VA <t

fiir hinreichend grofe 7y, (in R, ), da e (—% + %) < =% fiire< % gilt, wobei v;(r) die

Eigenvektoren zu den Eigenwerten A;(r) von B(r) fir 1 < j < d sind.

Sei Q(z) = hB(z)h' = Y ./ 842% Dann ist Q(z) ein Polynom. Sei weiters e € E,.
Dann gilt

Q(t°) = Z Byt®d =t~ qu + o(th),
qeM qeT
wobeil L := maxqem e1q1 + - - - €494 und T eine Teilmenge von M sei.
Das heilst
Qt°) ~ &(e) - t~, fiir t — oo.

Analog erhilt man

Q™ + 21, ... 1% 4+ 2nt%!) = Q (t°(1+ 2n))
~ o(e) - t*

= c(e)- (¢(e)-t"), fiir t — oo,

ol
—~
@
[

mit c(e) =
Bildet man

o
—~
o
~

C = max c(e),
so gilt damit fiir alle e € E,,.
Q@ (t°(1 +2n)) < C - Q(t®), fiir hinr. groke t,
und somit

Q(r(1+2n)) < C-Q(r), fiir hinr. grofe i, (in R,).
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Nun sind die Bedingungen fiir das Lemma 4.3.7 erfiillt und es gilt

COB(r)d" - ||9
<(r.9) e
und damit fiir & € A(r)
9B(r)d" - ||o
max [e(r,9)] = max ()5 - 9]
3€A(r) S€A(r) 27
€ € _%"_%
_ O((A1+ A A )
n

Es gilt nun /\fi)‘l% < (Ar-+Ag)° = det B(r)¢ und fiir diese Determinante erhélt man wie
im Beweisschritt (ii)=-(iii), dass det B(r) < po(dl+1)

oo fir hinr. grofe iy (in R,) gilt.
Somit folgt

rcr(?(Ld—i—l)e ) T—_%
max |e(r,9)] = O FEB—p—0 ) — 0 fir ry;p — oo (in R,),
9cA(r) Tmiil
da € < m gewahlt wurde.
ad (III): Es gilt
d(Ld+1)
det (B(r)) < (Tmax) 2
od(Ld+1)
< (Tmin) 2
< ex ! (réin)
—= p 9 min
L., .y .
< exp (5/\1> , fiir hinr. groe mmix (in R,)

und somit folgt am Rand von A(r)
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i9 1
max M ~  max exp (——83(1‘)9)
seda()  y(r) 9CHA(r) 2

= oxp (5 () B o))
= o (~30M)

1
= exp (—— 5){)

1 .
= —— | — 0, fiir rp;, — oo (in Ry).
© ( det (B(r))) ( )

Nimmt man an, dass es auferhalb von A(r) ein 8¢ mit y (re™) # o (%) gibt, so

erhilt man einen Widerspruch zur Voraussetzung,.

ad (IV): Da a;(r) = 3 o pr Mybmr™ und Bj;(r) = > 1y m2byr™ gilt, ist die Bedingung
offensichtlich erfiillt.

(iv)=>(i): Das ist eine direkte Folgerung aus der Bemerkung 4.2.3. O

Folgerung 4.4.6. Sei P(z) = sz\;1 bm, 2™ ein Polynom mit reellen Koeffizienten, wobes
bm, > 0, fiir 1 <i¢ < N gelte. Sei

y(z) = anz" =@

ncNd

wobei o eine beliebige, fest gewdhlte, reelle Zahl grifier 1 sei.

Dann ist y(z) = y(re'®) genau dann H-admissible in R, wenn das Gleichungssystem

m& = 0 mod (27)

myd* 0 mod (2)

myd = 0 mod (27)
nur die triviale Losung 8 =0 mod (27) besitzt.

Beweis. Da die Koeffizienten von P(z) alle positiv sind, sind alle Koeffizienten von y (z)
grofer oder gleich 0. Das heift, fiir alle 9 € [—7, 7]? gilt

ly (re’®)| < y(r), fiir ,hinr. groBe r* (in R,).
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Laut dem vorhergehenden Satz ist es fiir die Admissibilitat notwendig und hinreichend,
dass es kein 9 € [—m,7]*\ O gibt, fiir das ly(re®)| = y(r) gilt.

Das ist genau dann der Fall, wenn

\y (rei“})l = exp(R(P (reie)))

N

= exp %(Z bmirmieimi§t>>
=

= exp meirmi cos (mix‘)t))

=1

N
= exp meirmi>
i=i

= y(r)

ist, also genau dann, wenn
cos(m;®') =1, fir1 <i< N
oder dquivalent dazu
md = 0 mod (27), fir 1 <i< N

gilt. O

4.5 Abgeschlossenheitsbedingungen

Satz 4.5.1. Sei y(z) H-admissible in C. Dann ist auch e¥® H-admissible in C.

Beweis. Sei W(r) = {e € RY: |8l < y(r)—%}, W.(r) = {s € R? : |9 max < y(r)—%—e}
fiir ein € > 0, Y(z) = ¥®, a der Vektor der ersten und B die Matrix der zweiten loga-
rithmischen Ableitung von ¥, Dann folgt fiir alle ® € W(r) laut Lemma 4.3.8

log Y (re”®) = log Y (r) +ia(r)®* — EGB(r)St + O (y(r)“% Ha(r)||3> , fiir r — oo (in R).

Somit gilt y(r)~5||la(r)]|* — 0, fiir r — oo (in R) nach Lemma 4.3.2, was die Bedingung
(IT) fiir alle & € W(r) garantiert. Speziell ist die Bedingung fiir den, in W(r) eingeschrie-
benen Wiirfel A(r), der parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren von B(r) liegt, er-
fiillt. Fiir hinreichend groRes r gilt W.(r) C A(r). Mit Hilfe von Bjj(r) ~ y(r)a;(r)ax(r)

und dem Lemma 4.3.9 erhalt man fiir 9 ¢ W,
[V (re’®)| < Y(r)exp (—y(rﬁ) < Y(r)exp (— (det B(r))%) , fiir ,hinr. groRe r (in R).
Daraus folgt Bedingung (III).
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Beachtet man, dass B(r) = y(r) - (B(r) +a(r)'a(r)) gilt und a‘a eine positiv semidefi-
nite Matrix vom Rang 1 mit den Eigenwerten 0 und ||al|® ist, so folgt, dass der kleinste
Eigenwert Amin(B(r)) von B(r)

Amn(B(r)) =  min hB(r)h’

heR?:|[h||=1

Vv

heRd:||h||=1 heRe:[|h|j=1

y(r)( min  hB(r)h'+ min h(a(r)'a(r)) ht>

> y(r)( min hB(r)ht>

heRe:||h||=1
= y(l‘)kmin(B(r)) — 00, firr — oo

erfiillt, und somit (I) gilt. Es gilt fiir r — oo (in R)
Bjj(r) = y(r) - (Bj;(r) + a5 (x)) ~ y(r) - a;(r)* = 0 (y(r)* - a5(r)*) = 0 (a(r)*) ,
womit auch (IV) gezeigt ist. O

Satz 4.5.2. Seien y1(z) und yo2(z) H-admissible in C und C eine Konstante, fir die
det(By(r)+Bz(r)) < C'min{det Bi(r), det B(r)} gelte. Seien weiters die Eigenrichtungen
von By(r) und By(r) gleich. Dann ist auch y(z) = y1(z) - yo(z) H-admissible in C.

Beweis. Die logarithmischen Ableitungen von y(z) sind a(r) = a;(r) + as(r) und B(r) =
Bi(r) + Bsy(r). Daraus folgen direkt die Bedingungen (I) und (IV).

Die folgenden Bilder skizzieren den Unterschied zwischen den beiden Fillen, wo die Eigen-
richtungen gleich beziehungsweise unterschiedlich sind. Seien dazu A;(r) beziehungsweise

A,(r) die Bereiche in denen fiir y;(z) bezichungsweise y,(z) die Bedingungen (II) und
(III) erfiillt sind.

gleiche Eigenrichtungen unterschiedliche Eigenrichtungen
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Sind nun die Eigenrichtungen von By (r) und Bs(r) gleich, so hat auch B(r) die selben Ei-
genrichtungen und man kann fiir y(z) A(r) = Ay(r)NAy(r) wihlen, womit die Bedingung
(11) gilt.

Sei 9 € Ay(r) und 9 ¢ Ay(r). Dann gilt

ly (re®)| = |y (re®) - ya (ve”)]
\931 Y2(r)
=0 exp( > det Bg(r)>

R 1t
deth()

_ y(r)

v/min{det B (r),det Ba(r)}
= 0 y(x) firr - oo (in R).
VaerBi(r) + B2(1‘))> ’ i R)

Das gleiche Ergebnis liefert der Fall @ € A;(r) und 9 € Ay(r).
Fiir O ¢ A;(r) und & ¢ A,(r) ist der Fall trivial. Somit gilt auch die Bedingung (III). [

Bemerkung 4.5.3. Sind im vorhergehenden Satz die Eigenrichtungen unterschiedlich,
dann sieht man im rechten Bild, dass es keinen Quader A(r) (im Bild schwarz dargestellt)
gibt, sodass A(r) = A(r) N Ay(r) gilt. Somit ist der Bereich (A;(r) N As(r)) \ A(r)
(im Bild grau dargestellt) nicht leer. Somit gilt in diesem Bereich die Bedingung (III) im
Allgemeinen nicht.

Die Potenzen von H-admissiblen Funktionen sind immer H-admissible, da in diesem Fall
die Bedingungen des Satzes sicher erfiillt sind.

Satz 4.5.4. Sei y(z) H-admissible in C und p(z) = 3_ .\, bp2P ein Polynom mit reellen
Koeffizienten, fir das fir alle by € M mit b, < 0 folgt, dass es ein m € M gibt, fiir dass
bm > 0 ist, mit p S m. Dann ist y(z) - p(z) H-admissible in C.

Beweis. Seien a(z) und B(z) fiir y(z) - p(z), a(z) und B(z) fiir y(z) und 4(z) und B(z) fiir
p(z) die Vektoren der ersten und die Matrizen der zweiten logarithmischen Ableitungen.
Dann gilt

sowie
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und fir j # k

. (prjrk(r) Py (T)pr, (r)) _

B =\ Sty T e
p(l‘ew

Die Bedingungen, die an das Polynom p(z) gestellt werden, garantieren, dass p(r)) fiir
9 € [-m, 7, 4;(r) und Bjy(r) fiir 1 < j,k < d fiir r — oo (in R) beschréinkt bleiben.
Somit gilt

in(B = in  hB(r)h’
An(BE) = gin, hBE)

= i hB(r)h! + hB(r)h!
wnin | (BN + hB(r)h)

= min (hB(r)h'+ O(1))

heR4:||hj|=1
= Amin(B(r» + O(l) — 00, firr — oo (m R),

woraus die Bedingung (I) folgt.
Sei A(r) der Quader aus der Definition, fiir den y(z) die Bedingungen (II) und (TII)
erfillle. Fiir 9 € A(r) gilt gleichméaRig

|p (re’®)]

~ 1, firr — oo (in R).
p(r) (in %)

Damit folgt

y (re'®) -p(re®) ~ y(r)exp <ia(r)\9t — %8B(r)8t> -p(r), firr — oo (in R),
gleichméfig fiir 9 € A(r). |
Fir © € A(r) bleibt der Ausdruck 2 (pr(il; ) beschriinkt,
9 9
‘y(re )p(re )‘ -0 _ , fiir r — oo (in R)
y(r)p(r) det B(r)

Fir die Giiltigkeit der Bedingungen (II) und (III) ist nun nur mehr zu zeigen, das die
beiden vorangegangenen asymptotischen Relationen ihre Giiltigkeit behalten, wenn man
a(r) durch a(r) = a(r) + a(r) und B(r) durch B(r) = B(r) + B(r) ersetzt. Das ist aber
trivialerweise erfiillt, da alle Eintrdge von a(r) und B(r) endlich sind. Aus dem selben
Argument folgt die Giiltigkeit der Bedingung (IV). O

Satz 4.5.5. Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in C. Sei
weiters f(r) reell, fir aller € R und es existiere ein § > 0, sodass

» max d[f(z)| = O (y(r)'™°), firr — oo (in R)
zj|=r;,1<5<

gilt. Dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.
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Beweis. Seien a(z) und B(z) fiir y(z) + f(2), a(z) und B(z) fiir y(z) und a(z) und B(z)
fiir f(z) die Vektoren der ersten und die Matrizen der zweiten logarithmischen Ableitun-
gen. Sei in diesem Beweis 1 < j, k < d mit j # k.

Sei |z; —rj| < a;gr). Dann erhalt man mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung und des
Lemmas 4.3.2
_ 1 f(T'l,...,Tj_l,Zj,T‘j+1,...,7”d)
50l = m [ - dz,
|25 =731 a; (v 7
= O (aj(r) . y(r)l—é)
Tj
1 5
- Lofur-)
- y(r) "z,
sowie
1 e TS T
|fjj(r)‘ _ = f('f'1, 77n_7—1)z]1rj+17"'77,d)dz.
271 Jy e T 23 J
|zJ 7J| e 7
- O (aj(lz')Q . (r)1—5>
T4
J
1 1.8
= 70 ()
J
und
| fir(T)]
_ 1 / / f(rl,---77'j—1>zj7Tj+1>-'-)Tk—lyzlcyrlc+la---ard)dz dz
N2 N . .
(27“) lzj—rj|:;(rL) |2k—Tk|=a’(“T) 292213 7k

ST CLRR

T; Tk
L1 O (y(r)l_g) .

5
Aus Satz 4.3.6 und Lemma 4.3.2 folgt

y;(r) %(Jr) (r) = _J .O (y(r)1+4) ,
Ys5(r) ~ ajg)z y(r) = %; O <y(r)1+g)
und
upte) ~ L2y - Lo (4o



Seien im folgenden die Variablen der Funktionen immer (r). Zur besseren Ubersichtlichkeit
werden sie weggelassen, dass heiRt es sei y = y(r), ...

Aus a(r) = a(r) — a(r), B(r) = B(r) — B(r) und den eben gezeigten asymptotischen
Relationen folgt nun

i =rf§%wmyhﬂ—mw»

riyfi —riyif
y(y + f)

sowie
BJJ = T airj <ra a—]“ (In(y + f) ——ln(y)))
_ ®1
YAy + f)?
o)
T oW
= O (y—%)
mit

® = 5 i+ i 200 f U — VS — 207 f — VR — yysif?)
+ P+ - vy f — vy )

-0 (y4—%)

und
By = r o (.. ] ]
ik = Tk B T; 8—j(n(y+f)"n(y))
v (y + f)?
O y4_%)
0@
mit
® = 176U fin + U f Fik + 29ysuef + vive St = vy — vl — v2ufe — Y fife — vyinf?)

- O (y4—%> ,
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Somit erhalt man

(SIS

5(r) = a;(1) + O (y(x)”

)

sowie
Bys(x) = Byy(r) + 0 (y(0)7#)
und
Bir(r) = Byn(r) + O (y(x) %),
und die Bedingungen (I)-(IV) gelten offensichtlich. O

Satz 4.5.6. Sei y(z) H-admissible in C. Ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten,
so ist auch y(z) + p(z) H-admissible in C. Ist q(z) ein univariates Polynom mit reellen
Koeffizienten und positiven Leitkoeffizienten, so ist auch q(y(z)) H-admissible in C.

Beweis. Der erste Teil des Satzes folgt aus Satz 4.5.4 und der zweite ist eine direkte
Konsequenz der Bemerkung 4.5.3. a

4.6 Beispiele fiir H-admissible Funktionen

In den folgenden Beispielen sei z = 7¢'¢, u = se'’, und (h, k) ein Vektor mit [|(h, k)| = 1.
Zur Vereinfachung gelte a = a(r, s), B = B(r, s}, My = M (7, 8), Ay = Xa(r, 8), vi = vq(7, 8)
und vy = va(r, s), wo es fiir die Ubersichtlichkeit besser ist.

Im bivariaten Fall haben die auftretenden Matrizen fiir B die Gestalt

-(57)

Somit erhalt man

det B = ay — 3?
und
N — a+ v+ a2 — 20y + 432 + 42
2T 2
_ o Je? oy v jo oy Y
I R R A Y
= Vdet B+ D+ VD,
wenn man D = 02—2 — %+ﬁ2+7742 setzt. Analog erhilt man
det B B
M =VdetB+D—VD=— et

X2 VdtBrD+ VD
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4.6.1 Permutationen mit beschrinkter Zyklenlange

Permutationen mit einer Zyklenlinge von hochstens £ konnen durch die erzeugende Funk-

tion

t i
y(z,u) = exp (uz %)

beschrieben werden. Da dieser Exponent ein Polynom ist, erhdlt man mit Hilfe der Fol-
gerung 4.4.6 fiir £ > 2

1-%+1-9, = 0 mod (2m)
1-9;+2-9, = 0 mod (2n)
und es gilt nach Umformung
1-% = 0 mod (2)
1- ’192 = 0 mod (27r)

woraus folgt, dass y(z,u) fiir £ > 2 in C, fir 0 > 1 (aus Bedingung 4.4.1) H-admissible
ist.
Setzt man
i ! _
a(r,s)=s (;r ,; - ) = (n,m),

so erhalt man
¢

sr ~ N )
t = sr° ~n~md.
87 ~ m

Das bedeutet, dass asymptotisch nur auf der Gerade n = m# Loésungen fiir r und s
existieren, die aber nicht eindeutig sind. v

Das folgende Diagramm zeigt fiir £ = 3 diese Gerade (grau hinterlegt) und die Punkte
(n,m), fur die [2"u™]y(z,u) > 0 gilt.

30

2%

60



4.6.2 Partitionen einer Menge mit beschriankter Blockgrofie

Sei S eine Menge geordneter d-Tupel von nichtnegativen ganzen Zahlen ohne 0 und seien
Ay, ..., Ag disjunkte Mengen der Grofen ny,...,n4. Definiert man y, als die Anzahl der
Partitionen 7 von U?:1 A;, sodass fiir jeden Block B € 7

(IBAA,...,|[BNAL) €S

gilt, dann ist die erzeugende Funktion gegeben durch

y(z) = Zyng —exp |y j:

n>0 jes v’

Als spezielles Beispiel sei die Blockgrofie mit 2 beschrankt. Dann gilt

(21 4 + 20)°
2

y(z)=exp|z1+ -+ 24+

y(z) erfiillt die Bedingungen der Folgerung 4.4.6 und ist somit in C, fiir ¢ > 1 (aus
Bedingung 4.4.1) H-admissible.

Sei rmax = rZ;,. Dann folgt fiir die Gleichung

a(r)~>» 7;-(ry,...,7q) =n
Jj=1
1 . . . . . .
Tomin ~ Tmin * Tmax = Togn U0 Timax ~ 72, = 729 . Somit ist die Gleichung fiir die Menge

N, = {n e (RM): (Mg ) 77 > nmax}

asymptotisch losbar.

Das folgende Diagramm zeigt (grau hinterlegt) A, fiir den bivariaten Fall mit ¢ = 2 und
die Punkte (n,m), fiir die [2]25"y(21, 25) > 0 gilt.

30
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4.6.3 Stirlingzahlen 2. Art
Die erzeugende Funktion fiir die Stirlingzahlen 2. Art ist gegeben durch
y(z,u) = exp (u(e® —1)).
Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch
a(r,s) = s(re’,e" — 1)

und

2.7 T T
r°e’ +re re
B(r,s):s< )
re’ e —1

Fiir die Determinante von B und fiir D erhilt man

2 2

det B = re?s? — r2e"s? — re"s? ~ re¥s

und

D=

NNy

1 2
(r4e2T + 273 + 372”7 — 2re® 4+ &% + 272" + 2re” — 2e" + 1) s% ~ <§r2e’"3) )
Daraus folgt

Ay ~ 2D ~ r’e’s

und
det B re”s® €'s
WD res 7
Fir r,s — oo gilt A1, Ay — 0o und B ist positiv definit und somit ist die Bedingung (I)
erfiillt. Die Bedingung (IV) ist offensichtlich auch erfiillt.
_1
Sei A(r,s) = {N1V1 + v ] < A 2+§,j =1, 2} fiir p > 0 ein Rechteck, das parallel

zu den Richtungen der Eigenvektoren v; der Eigenwerte A; fiir j = 1,2 liege.
Es gilt nun

A

(h, k)B(r, s) (Z) = s ((hr+ k)% + h’re" — k?)
~ s((hr + k)% + hre").

Da (hr + k) und h? gréfer oder gleich 0 sind, folgt fiir alle (¢,d) € [, 7]? und damit
speziell fir alle (,9) € A(r, s)

(h,k)B (e, se™) (Z) < 1-(hk)B(r,s) (Z)
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Somit sind mit C'=1 und n = )\I_%er die Bedingungen fiir den Lemma 4.3.7 erfiillt und
es gilt

e(r,s;¢,9) <

= o((+x) A;i‘)
1

e (<<9r—s>p N (Tzers)p> (973)_> 0, fiir r, s — o0,

fiir hinreichend kleines p. Somit gilt Bedingung (II).

|

Fiir die Bedingung (I11) ist zu zeigen, dass

Vdet B
y(r, s)

(W,ﬁggg (r,s Iy (Tew Sew) \

vdet B
y(r, s)

)
ip i 1
= exp max R (logy (re , 8€ )) —logy(r,s) + §1og (det B)

= exp

ip i
o 9%{%(? 9 log Y (re , S€ )) )

(p,9)EDA(r,s)
1

= e
P 2 ((gw EBA(T s)

—(p,9)B(ip,9)" + log (det B)))

= exp | = (=] + log(det B)))
= o(l), firr,s - oo (in R)

gilt.
Fir die Stirlingzahlen 2. Art gilt somit

r p
=\ +log(det B) ~ — (er_s) + log (re*s®) — —oo, fiir r,s — oo.

AuRerhalb von A(r,s) gilt

max re, se”)| >  max re'?, sel?)] .
(p,9)€dA(r,s) 'y( )’ (@, 9)¢A(r,3) (y( )[

Somit ist die Bedingung (III) erfiillt, und es gilt in diesem Fall R = (R+)? und C = C2.
Setzt man

a(r,s) =s(re’, e’ — 1) = (n,m),

so erhalt man



Fir m,n — oo mit

n 1+p
— <m<nlH
W(n)

gilt somit a(r,s) ~ (n,m), fiir ein beliebig gewahltes, reelles 1 > 0. W(z) ist hier die
Lambertsche W-Funktion, die definiert ist als die Losung der Gleichung

Wwe" = z.

Fiir sie gilt W(z) ~ logz — loglogx fiir + — oo. Das folgende Diagramm zeigt (grau
1+
hinterlegt) den Bereich (%) . < m < n'* fiir p = 0.02 und die Punkte (n,m), fir

die [2"u™]y(z,u) > 0 gilt.

4.6.4 Partitionen ohne Singleton Blocke

Zdhlt man die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge die keine Singleton
Blocke hat, so ist die erzeugende Funktion gegeben durch
y(z,u) =exp(u(e® —1—2)+2).
Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch
a(r,s) =(re's—rs+r,e's—s—rs)
und

B(r.s) r’e’s+re's—rs+r re's—rs
r,s) =
re"s — 718 re’s —8—rs

ai, az,det B, D, \; und A, sind hier asymptotisch gleich den Werten des vorhergehenden
Beispiels, womit auch in diesem Fall R = (R*)* und C = C2 vorliegt.

n 14p )
< < K
(W(n)) =men

gilt somit a(r, s) ~ (n, m), fiir ein beliebig gewihltes, reelles p > 0.

Fir m,n — 0o mit

64



4.6.5 Partitionen gezahlt nach den Singleton Blécken

7:hlt man die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge die m Singleton Blécke

hat, so ist die erzeugende Funktion gegeben durch
y(z,u) = exp (uz+e* —1—2z).
Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch
a(r,s) = (rs+re" —r,rs)

und

T 2" 471" —1 T8
B(T’S):< S+r re '

rs rs

Fiir die Determinante von B und fiir D erhalt man
det B ~ 73¢"s

und

1
D~ r? (82 + Zr2ezr> .

Daraus folgt

Ap ~ 2VD ~ r/4s? + 12 = ry/(2s)° + (re7)’
und
det B r3e’s

r2e"s
)\ ~ ~ — .
' WD r/As?  r2e? (25)2 + (rer)?

Sei A(r,s) = {pvy+ piva ;| < 6;(r,s),7 =1,2} ein Rechteck, das parallel zu den
Richtungen der Eigenvektoren v, liege und durch 4;(r, s) begrenzt sei, fiir j = 1, 2.

Dann gilt
' i 1
19 ICANN 1
12X, Rllogy(re”, sc)) — logy(r, s) + 5 log(det B)
. t
T2 ((M{ggf@,s)—<¢”9)B(‘Pﬂ9> + log(det B))
1
=~ 5 (=A161(r, 5)° + log(det B))
1 2.7
~ 5 - r'e’ s 51(7", 3)2 + log (,',,287‘8) )
(25) + (rer)?

Man kann (7, s) und R nicht so wahlen, dass dieser Ausdruck gegen —oo fiir r,s —
oo (in R) strebt.
Damit ist die Funktion nicht H-admissible.
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4.6.6 Uberdeckung vollstindiger paarer Graphen mit vollstindi-

gen paaren Graphen

Z&hlt man die Anzahl der Mdglichkeiten den vollstindigen paaren Graphen K, ,, mit
vollstédndigen paaren Graphen so zu {iberdecken, dass zumindest ein Knoten in jedem Teil
des paaren Graphen ist, so ist die erzeugende Funktion nach [24, Beispiel 3.3.8.] gegeben
durch

e(ez_l)(eu—l)'
Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch

a(r,s) = (ree® —re’, se"e® — se),

und

2.7

r2eTe® + refe® — r2e” — re rse’e’
B(T’S): 7.8 2. .7,.8 T .5 2.8 s '
rse’e s‘e’'e” + se'e” — s%e° — se

T
Fir die Determinante von B und fir D erhilt man

det B ~ (r’s + rs®) e*e®

und

1 2
D~ <§ (r* + 5% eTeS> ,
womit sich die Eigenwerte ergeben zu
Ay ~ 2D ~ (r* +s%) e'e’

und

det B (r’s+rs?)e¥e? s
- 2v/D ~ (r2 + s?)eres alr, s)e’e’,

A1
wobei ¢(r, s) = ’"iﬁigﬁz > 0 eine rationale Funktion ist.
Die Bedingungen (I) und (IV) sind wieder offensichtlich.
)—§+§ JJ = 1,2} fir p > 0 das Quadrat, das
parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren v; der Eigenwerte A; fiir j = 1,2 liege.

Sei A(r,s) = {,ulvl + pava s |pl < (e7ef
Es gilt nun

(h,k)B(r, s) (Z) ~ (hr + ks)%" 5 4+ h2re™ts 4 k2se™ts
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Da (hr + ks)2, h? und k? grofer oder gleich 0 sind, folgt fiir alle (p,9) € [—7, 7]* und
damit speziell fir alle (¢, 9) € A(r, s)

s () = 1m0 (1),

Somit sind mit C =1 und 7 = (e"e®) ity die Bedingungen fiir den Lemma 4.3.7 erfillt

und es gilt

e(r,s;0,9) <

= 0 (((Q(Ta s)e’e’) + (r* + s%) e'e’) (eres)_g) — 0, fiir 7, s — oo,

fiir hinreichend kleines p. Somit gilt Bedingung (II).

Nun folgt
o 1
w2 R (logy (re'?, se”)) — logy(r, s) + 3 log (det B)
1
~ 5 (—Af + log (det B))
1
~og ((Q(Ta s)e’e’)” — log ((7”28 +rs ) eQ"e%)) — 0, flir r,s — oo

Aufierhalb von A(r, s) gilt

max re¥ se®)| >  max re?, se!?)| .
(p,9)€dA(r,s) |y( M (p.9)EA(r,s) ‘y( )1

Somit ist die Bedingung (III) erfiillt, und es gilt in diesem Fall R = (R*)? und e(*—D(e*~1)
ist in C? H-admissible.
Setzt man

a(r,s) = (re"e® —re', se"e® — se®) = (n, m),

so erhalt man

3=

re’e® ~ n
=>r~s-
se"e® ~ m
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Aus der zweiten Gleichung folgt

ses(%) ~ m
m m
s(2E™Y) o W(n +m)
m
m
s ~ Wn+m)
n+m
n
s ~ Wh+m)[l———].
n+m

Analog liefert die erste Gleichung

r ~ W(n+m) 1- "),
n-+m

Somit gibt es keine Einschrankungen fiir m,n — oo.

Das folgende Diagramm zeigt (grau hinterlegt) den Bereich und die Punkte (n,m), fiir
die [z"u™y(z,u) > 0 gilt.

g
3
&
4
e
o
8
&
F
3
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Kapitel 5
Zusammenfassung

Sei R das Intervall (Ry, R) und C = {z € C: |2| < R}, fiir ein fest gewihltes Ry > 0.
Weiters seien a(r) und b(r) die erste und zweite logarithmische Ableitung von y(z).

Hayman definierte in [26]:

Definition. Eine Funktion

u(z) =) "

n>0

mit reellen Koeffizienten y, heift admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C und positiv in R (fiir ein fest gewihltes Ry > 0) ist und
folgende Eigenschaften hat

(1) b(r) — oo, fir r — R.

(2) Es existiert eine Funktion ¢ : 7 — §(r), R — (0, 7), sodass gilt:

. . 2
y(re'?) ~ y(r)ewa(’")_%b(’"), fir r — R,

gleichméfRig in 9] < &(r),

3) y(re”) = o 4L ) | fir r — R gleichmiRig in 6(r) < 9] < =.
b(r)

Hayman zeigte folgenden Satz und folgendes Korollar
Satz. Sei y(z) = 3, o yn2" H-admissible in |2| < R. Dann gilt

y(r) ( _a(n)=n)?
Yp = ———= | € b(r)
™/ 2mb(T)

gleichmagfig in n.

+ 0(1)> , fiirn — oo,
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Korollar. Sei y(2) = ), 50Yn2" H-admissible in |2| < R. Dann gilt

Yy (pn)

Yn ~ —F———=
prr/ 2mb(pn)

wobei py, fiir hinreichend grofle n die eindeutig definierte Lisung der Gleichung a(p,) = n

, fiirn — oo,

1st.

Fiir die univariaten in C H-admissiblen Funktionen konnte Hayman folgende Abgeschlos-

senheitsbedingungen beweisen:

e Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es e¥*) ebenso.
e Sind y;(2) und y,(2) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y;(2) - yo(2).

(\’ e Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dessen
Leitkoeflizient positiv ist, dann ist auch y(z) - p(z) H-admissible in C.

e Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell fiir reelle 7 und existiert eine Konstante § > 0, sodass

max |f(z)| = O (y(r)l"‘s) , firr — R,

|z|=r
dann ist y(2) + f(2) H-admissible in C.

e Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(2) + p(2) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

Als eine Basisklasse gab er folgendes an:

Sei P(2) = ), e bm2™ €in Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei b, # 0, Vm €
M gelte und

y(z) =) an2" ="

neN

sel.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o Vi € [—m, 7]\ {0} gilt: |y (re)| < y(r), fiir hinr. grofe r.

e y(2) ist H-admissible in C.
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Eine univariate Potenzreihe

y(z) = Z Yn2"

neN

ist fiir |2] < R oder nirgends analytisch.
Im Gegensatz dazu hat im multivariaten Fall der Bereich, in dem die Potenzreihe

y(2) = Y yn2"

nciNd

analytisch ist, nicht immer eine einfache Gestalt. (Zum Beispiel ist y(z,u) = >, cn(zw)"
fiir |zu| < 1 analytisch.)

Deshalb wurden in dieser Dissertation nur Funktionen, die in ganz C? analytisch sind,
betrachtet, was dem univariaten Fall mit R = oo entspricht.

Im univariaten Fall liegt jede reelle Folge (r)k>0 mit r, — oo fiir £ — oo auf einer
Geraden. Im multivariaten Fall konnen reelle Folgen (ry)i>o mit ry — oo fiir £ — o0
sehr unangenehme Eigenschaften haben. So kénnen zum Beispiel einzelne Komponenten
sehr grof (im Vergleich zu den anderen Komponenten) werden, wie das bivariate Beispiel
(eek, l-c) o0 zeigt. Somit kommt man nicht umhin, bei der Definition der multivariaten

H-Admissibilitat das Gebiet R, in dem r — oo strebt, einzuschrinken.

Sel R ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, welches oo als Randpunkt und keinen
Punkt mit ||v|lmee < Ro, fiir ein fest gewdhltes Ry, enthalte. C bezeichne die Menge
{zeCEre R, (lal,...,|zl) =1}

Weiters sei a(z) = (a;(2)),¢;<4 mit a;(z) = ijz;)(z) und B(z) = (Bjk(z))1<jk<d mit
Bji(z) = 22 z’“(z)(:)dj L zky;j((zz)lyz’“(z) der Vektor der ersten und die Matrix der
zweiten logarithmischen (partiellen) Ableitung von y(z).

Mit diesen Bezeichnungen wurde in der Dissertation eine Verallgemeinerung der Definition

von Hayman (fiir den Fall R = oo) folgendermafen angegeben

Definition. Eine Funktion

y(Z) = Z YnZ"

n>0

mit reellen Koeflizienten y, heift admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C? und positiv in R (fiir ein geeignet gewihltes Ry > 0) ist
und folgende Eigenschaften hat:

71



D

(I) B(r) ist positiv definit mit den Eigenwerten A;(r), ..., A(r) und erfiillt fiir 1 <7 <
d:

Aj(r) — oo, fiir r — oo (in R).
(IT) Sei vy(r),...,vqa(r) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von B(r). Dann exis-
tieren Funktionen 4, : r +— 6;(r), R — (0,7) fiir 1 < j < d, sodass gilt:

y (1) ~ y(r) exp (ia(r)ﬁt — %) , fiir r — oo (in R),

gleichméfig fiir € A(r), wobei A(r) = {Z?zl pivi(r) « gl < 9(r),1 <5< d}
sel. Das bedeutet, die asymptotische Formel gilt gleichméfig innerhalb eines von
den Eigenvektoren vi(r),...,v4(r) aufgespannten Quaders, dessen Grofie von den
Werten d1(r),. .., dg(r) bestimmt wird.

(III) y(re®) =0 <\/%> , filr r — oo (in R), gleichméafig fir & € [—m, 7]\ A(r).

(IV) Fiir 1 < j < d gilt Bj;(r) = o(a;(r)?), fiir r — oo (in R).
Folgender Satz und folgendes Korollar wurden gezeigt.

Satz. Seiy(z) = ). yn2" eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt firr — oo (in R)

= i g (o (56— ) el ) ) o))

fiir n — oo, gleichmdpfig in n.

Korollar. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Gilt n — oo so, dass P, —

oo (in R) fir die Losung von a(p,) = n folgt, so erhdlt man fir n — oo

Y(Pn)

" op(en)¥2,/det Bloy)

Im Gegensatz zum univariaten Fall ist die Gleichung a(r) = n nicht immer 15sbar.

Fir die multivariaten in C H-admissiblen Funktionen wurden in dieser Dissertation fol-

gende Abgeschlossenheitsbedingungen bewiesen:

e Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es e¥® ebenso.

e Sind y1(z) und y»(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y;(z) - yo(z),
wenn es eine Konstante C' gibt, fiir die det (Bi(r) + By(r)) < C min{det B;(r), det By(r)}
gilt und die Eigenrichtungen von Bj(r) und By(r) gleich sind.
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e Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) = ) .4 bp2zP ein Polynom mit reellen
Koefizienten, fiir das fiir alle b, € M mit b, < 0 folgt, dass es ein m € M gibt, fiir
dass by > 0 ist, mit p S m. Dann ist y(z) - p(z) H-admissible in C.

e Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell fiir alle r € R und existiert eine Konstante 6 > 0, sodass gilt

max  |f(z)] = O (y(r)'™?), fiirr — oo (in R),

le|:7"j,1Sj§d
dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

e Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, y(z)+p(z)
H-admissible in C. Ist g(z) ein univariates Polynom mit reellen Koeffizienten und

positivem Leitkoeffizienten, so ist auch ¢(y(z)) H-admissible in C.

Seil <o eR,
Ry = {re (R (rain)” > 7o}
und
C,:={zeCIreR, (zl,...,|2al) =1},

wobel Tmin = Mily<j<qTj Und Tmax = MaX;<j<q7; bezeichne.
Damit ergab sich folgende Basisklasse:

Sei P(z) = cpr bmZ™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei by # 0, Ym €
M gelte,

y(z) = Z anz® = eF'@

neNd

sei, und o eine beliebige, fest gewahlte, reelle Zahl grofer 1 darstelle.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

o VO € [—m, 7%\ 0 gilt: |y(re®)| < y(r), fiir hinr. grofe r (in R,)
e y(z) ist H-admissible in C,.

Man sieht, dass sich die Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten Falles gut verall-

gemeinern lassen. Die einzige, grofere Einschrankung ergibt sich bei Multiplikation zweier
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P(z

H-admissibler Funktionen. Auch die Basisklasse ef'(®) ldsst sich wie erwartet verallgemei-

nern.

Vergleicht man die hier beschriebene multivariate H-Admissibilitdt mit der von Ben-
der und Richmond in [8] angegebenen BR-Admissibilitdt beziehungsweise BR-Super-
admissibilitét, so kann man sagen, dass deren Definition speziell auf einige wichtige Bei-
spieltypen ausgerichtet ist, wiahrend die hier definierte, das Hauptaugenmerk auf die Ab-
geschlossenheitsbedingungen legt und somit fiir eine etwaige Implementierung in MAPLE,

‘oder einem anderen Programm, besser geeignet scheint.
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Notation

Seien v = (v, ...

f, g Funktionen.

,Ud), W = (wl,...

,we) und k = (kq,. ..

,kq) Zeilenvektoren, t € R und

Dann wird zur Vereinfachung folgende Notation verwendet:

0 0,...,0)

1 a,...,1)

00 (00,...,00)

viw (vytwy,...,vqE wy)
tv (tvy, ..., tug)

() Transponierte von (-)
¥ PPy

ve® (v16Y1, ..., v4€"4)
velw (vie™, ..., vge™e)
dv dv - - -dyg

il oM, 9

vk av’fl aul‘;d

(V)k

k! kil-- kgl

tv (t, ..., %)

tVeW (tUre™,. .., t"e"e)
ey (tetwn ... tUagiva)
VoW U > Wy, .., Ug — Wy
v<w v <wy,..., U < wy
vV<w v < Wi, Vg < Wq
viw v<wundv#w
V>2W U > Wi,...,Vg > Wy
V>W U > W,...,Uq > Wy
vzw v>wundv#w
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fv)
g(v)

< (), fiir v — w, fiir eine Konstante C' > 0

-0, firvow
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