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Kurzfassung

In dieser Arbeit suchen wir eine optimale Riickversicherungsstrategie, die die zu erwar-
tenden Kapitalzufithrungen minimiert.Da sich die wirtschaftliche Lage sténdig verédndert
und eine grofle Unsicherheitsquelle darstellt, betrachten wir unser Modell unter Regime
Switching. Dazu fithren wir eine Markov Kette ein, die zwischen zwei Zustédnden hin und
her springt und lassen den Riickversicherungspreis von dem aktuellen Regime abhingen.
Im Gegensatz zu [8, Eisenberg, Fabrykoski und Schmeck (2021)] wollen wir explizit, dass
der den Selbstbehalt in einen Zustand konstant Eins ist. Die HJIB Gleichung ist in unseren
Fall ein System zweier gewohnlichen Differentialgleichungen, was es schwierig macht eine
optimale Losung zu finden. Mittels Rekursion kénnen wir eine monotone Funktionenfolge
ermitteln, wobei die Grenzfunktion die HJB Gleichungen erfiillt. Mit einem Verifikations-
satz zeigen wir, dass die gefundene Funktion die Wertefunktion ist, wobei wir die Ito Formel
verwenden.
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Abstract

In this work, we are looking for an optimal reinsurance strategy that minimizes the expected
capital injections. Since the economic situation is constantly changing and represents a
major source of uncertainty, we consider our model under regime switching. We introduce
a Markov chain that jumps between two states and let the reinsurance price depend on the
current regime. In contrast to [8, Eisenberg, Fabrykoski and Schmeck (2021)] we explicitly
want the retention level to be constant one in one regime. The HJB equation in our case is
a system of two ordinary differential equations, which makes it difficult to find an optimal
solution. Using recursion we can find a monotonic sequence of functions where the limit
function satisfies the HJB equation. Using a verification theorem, we show that the function
found is the value function using the Ito formula.
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1 Einleitung

FEin beliebtes Modell der Risikotheorie ist das Cramer Lundberg Modell. Es beschreibt ein
Versicherungsunterunternehmen, das ein Startkapital hat, kontinuierlich Prémien erhélt
und im Schadensfall zahlen muss. Die Schadensanzahl ist durch einen Possionprozess be-
schrieben und die Schadenhthen sind unabhéngig und identisch verteilt mit gleichen Erwar-
tungswert und gleichen zweiten Moment. Das Ziel des Modells ist es, die Wahrscheinlichkeit
zu untersuchen, dass der Uberschuss des Versicherers unter Null fillt, diese Wahrschein-
lichkeit wird auch Ruinwahrscheinlichkeit genannt.

Da die Ruinwahrscheinlichkeit weder den Zeitpunkt noch die Schwere des Ruins beriick-
sichtigt, wurde in Pafumi (1998),[2], in der Diskussion von Gerber und Shiu (1998), [10],
das verwandte Konzept der Kapitalzufuhr vorgeschlagen, das beide Merkmale beinhaltet.
Das Risiko wird hier anhand der erwarteten diskontierten Kapitalzufuhr gemessen, die er-
forderlich ist, um den Uberschuss nicht negativ zu halten. Dabei wird nur so viel Kapital
zugefithrt, wie nétig ist, um den Uberschuss auf Null aber nicht dariiber zu verschieben und
gerade dann zuzufithren wenn der Uberschuss negativ wird, aber nicht vorher, in Erwartung
eines moglichen Ruins, siehe zB [9, Eisenberg und Schmidli (2009)]. Dort ist die optimale
Riickversicherungsstrategie durch eine Konstante gegeben. Das bedeutet, dass das Versi-
cherungsunternehmen zu Beginn des Versicherungsvertrags einen Selbstbehalt wihlt und
diesen bis Ende des Vertrages nicht verindert. Eisenberg und Schmidli haben dieses Er-
gebnis unter der Annahme erzielt, dass die Parameter, die die Kapitalprozesse beschreiben,
konstant sind.

In der Realitdt sieht dies jedoch anders aus. Die Wirtschaftslage hat einen enormen
FEinfluss auf die Versicherungs- und Riickversicherungsunternehmen und liefert eine exogene
Unsicherheitsquelle. Eisenberg, Fabrykowski und Schmeck haben in [1] deshalb Regime
Switching durch eine Markov Kette hinzugefiigt und eine optimale Riickversicherungsstrate-
gie ungleich Eins gefunden. Sie haben auflerdem gezeigt, dass ein konstanter Selbstbehalt,
auler in dem Fall ”keine Riickversicherung”, nicht optimal sein kann.

Wir setzen an dieser Arbeit an und untersuchen den Fall, im der der optimale Selbstbehalt
in einem Regime immer kleiner Eins und im anderen konstant Eins ist. Dazu stellen wir
die HJB Gleichung auf, die in unseren Fall ein Gleichungssystem ist. Wir konstruieren den
in [1, Eisenberg, Fabrykowski und Schmeck (2021)] vorgestellten Algorithmus so um, dass
er fiir unsere gefundenen Gleichungen funktioniert. Weiters wihlen wir eine Startfunktion
und ersetzen die unbekannte Funktion in unserer ersten HJB-Gleichung dadurch. Unter
Verwendung der Methode von [5, Hgjgaard, Bjarne, und Michael Taksar (1998)] zeigen
wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Die dadurch erhaltene Funktion setzen
wir die unbekannte Funktion in der zweiten Gleichung des HJB Gleichungssystems ein.
Mit der gleichen Methode zeigen wir, dass auch diese Losung existiert und eindeutig ist.
Durch wiederholtes Durchfithren dieser Ablédufe erhalten wir monotone Funktionenfolgen
und koénnen auch zeigen, dass sie gleichméaflig auf kompakten Intervallen konvergieren,
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1 FEinleitung

wobei die Grenzfunktionen das HJB System 16sen. Mit Hilfe der Ito Formel zeigen wir zum
Schluss, dass die konstruierte Losung die Wertefunktion ist.

In der folgenden Arbeit stellen wir in Kapitel 2 das Modell vor und stellen die HJB
Gleichung, was im Falle des Regime Switchings ein Gleichungssystem ist, auf. In Abschnitt
3 konstruieren wir, wie in [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck (2021)] mittels Algorithmus
eine Funktion, die die HjB Gleichung 16st und zeigen in Kapitel 4 mittels Verifikationssatz,
dass es tatséchlich die Wertefunktion ist. Danach zeigen wir noch in Abschnitt 5 dass der
Grenzwert A existiert und eindeutig ist. Zuletzt zeigen wir in Kapitel 6 noch ein kurzes
Beispiel mit expliziten Zahlen und schliefen in Kapitel 7 ab.
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2 Motivation

In diesen Abschnitt geben wir eine Einfithrung in das Modell und zeigen was die Motivation
hinter unseren Problem war.

Im klassischen Risikomodell ist der Uberschussprozess eines Versicherungsunternehmens
in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §,P) gegeben als:

Nt
Xt Z:Q?—i—Ct—ZZi,
i=1

wobei {N;} ein Poissonprozess mit Intensitit A ist und die Schadenhthen Z; unabhéingig
und identisch verteilt (iid) mit E[Z;] = pu und E[(Z1)?] = pgo sind. Die Schadenhohen sind
zudem unabhingig vom Poissonprozess. Auflerdem beschreibt x das Anfangskapital und
¢ > 0 ist die Pramienrate. Mehr Informatio zu den klassischen Risikomodell findet man
zum Beispiel in Kapitel 5.1 in [4, Schmidli (2017)].

Der Versicherer kann eine proportionale Riickversicherung mit einem Selbstbehalt 0 <
b < 1 kaufen. Der Erstversicherer zahlt in diesen Fall fiir einen Schadensfall Z; nur noch
bZ; und der Riickversicherer zahlt den Rest in Hohe von (1 —b)Z;. Nehmen wir das Erwar-
tungswertprinzip fiir die Berechnung der Versicherungs- und Riickversicherungspriamien mit
Sicherheitszuschligen 7 > 0 bzw. 6 > 0 an, so wird der Uberschussprozess des Versicherers
nun durch

Ny
X i=a+cb)t - bz (2.1)
=1

beschrieben, wobei n < 6 , siehe [4, Kapitel 1.10 Schmidli (2017)]. Die neue Pramienrate
c(b) = (b(1 +0) — (0 —n))Au hingt vom Selbstbehalt ab und die Altprimie wird um die
an den Riickversicherer gezahlten Pramien reduziert.

Ein beliebtes Konzept bei Optimierungsproblemen in der Versicherung ist die Diffusions-
approximation, wobei der Uberschussprozess durch eine Brownsche Bewegung gegeben ist.
Eine Diffusionsapproximation von (2.1) ist gegeben durch:

t t
X =2+ 9/ bsds — A(0 — n)t + \//\,ug/ bsdW (2.2)
0 0

wobei die ersten zwei Momente von (2.1) und (2.2) iibereinstimmen, siehe [3, Schmid-
i (2008)]. AuBlerdem verwenden wir nun eine dynamischen Riickversicherungsstrategie
B = {b;}, dh. der Selbstbehalt &ndert sich kontinuierlich mit der Zeit. Zusétzlich zum Kauf
von einer Riickversicherung muss das Versicherungsunternehmen Kapital zufithren um den
Uberschuss nicht negativ zu halten. Mit Y = Y;? beschreiben wir den Prozess der kumu-
lierten Kapitalzufithrungen bis zum Zeitpunkt ¢ im Rahmen einer Riickversicherungsstrategie
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2 Motivation

B. Der Uberschussprozess bei einer Riickversicherungsstrategie B und Kapitalzufithrungen
Y ® kann also als Summe von X/ und Y,?;

Xt =xP v

geschrieben werden. Des weiteren fiihren wir eine zeitkontinuierliche, von W unabhéngige
Markovkette J = {J;} mit Zustandsraum S = {1, 2} und irreduziblen Generator

_ (q11 q12
@ (%1 %2)’

wobei die Diagonaleintrige ¢; < 0 und ¢;; = —g;; fiir @ # j sind. Unsere Markovkette springt
von einen Zustand in den anderen nach der durch die Haltezeiten festgelegten Zeitspannen.
Diese Haltezeiten F; und E; sind exponentialverteilt, genauer gilt Fy ~ Exp(—qi1) bzw.
Ey ~ Exp(—q22). Das bedeutet, dass die Wirtschaft in zwei verschiedenen Zusténden sein
kann und zwischen ihnen hin und her springt, was auch ”Regime Switching” genannt wird.
Wir lassen nur den Sicherheitskoeffizienten des Riickversicherers vom aktuellen Zustand
abhingen um die Abhéngigkeit vom Riickversicherungspreis zu betonen. Alle anderen Pa-
rameter bleiben unabhéngig vom Zustand. Fiir (2.2) kénnen wir nun folgende Gleichung
schreiben:

t t
XB =2+ / 07.bs — (05, — n)ds + / V AabsdWs, (2.3)
0 0

Wir bezeichnen mit B die Menge der zuléssigen Riickversicherungsstrategien, die wie folgt
definiert ist:

B= {B = (b}, b € [0,1], 0 E—adaptiert},

wobei {F;} die Filtration ist, die durch das Paar (W, J) erzeugt wurde.

Nehmen wir an, dass wir ein Anfangskapital der Hohe x haben und uns in Zustand ¢
befinden, so suchen wir den kleinsten Wert erwarteter diskontierter Kapitalzufithrungen.
Dh. wir minimieren

VEB(i,z) = Em[/ e—‘”dYtB] = IE[/ e tdY,P | Xo =, Jy = Z:|
0 0

mit (7,2) € {1,2} x [0,00). Unser Ziel ist es eine zuléssige Riickversicherungsstrategie B*
zu finden, so dass die Wertefunktion

V(i,z) = é%%VB(i,x)

als Riickgabefunktion dieser Strategie B*, also V(i,z) = VB"(i,x) geschrieben werden
kann. Gemé#fl der stochastischen Kontrolltheorie 16st die Wertefunktion die Hamilton-
Jacobi-Bellman Gleichung, kurz HJB Gleichung. Im Falle des Regime Switchings sieht
die HJB Gleichung, vgl. [3, Schmidli (2008)] oder [6, Jiang und Pistorius (2012)], so aus:

Aiob?
b%fl]MTZV”(i, ) + Mu(0:b = 0; + )V (i,2) — (6 — qu)V (i, 2) — gV (j,2) =0, (2.4)
<0,
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2 Motivation

Da wir den Uberschussprozess niemals negativ werden lassen, erfiillt die Wertefunktion fiir
negatives Anfangskapital = < 0, V(i,z) = —z + V(4,0). Wir fithren also sofort so viel
Kapital wie ben6tigt wird zu, um den Prozess auf Null zu verschieben. Das heifit also, dass
V'(i,x) = —1 fiir < 0 und somit muss die Randbedingung V’(#,0) = —1 erfiillen, damit
die Wertefunktion V' (i, x) die stetige Differenzierbarkeit erfiillt.

Die zweite Randbedingung lim,_, V' (i,2) = 0 kommt von der Eigenschaft der Brown-
schen Bewegung mit positiven Drift, die fast sicher gegen Unendlich konvergiert, was be-
deutet, dass die Menge der zu erwarteten diskontierten Kapitalzufithrungen gegen Null
konvergiert, vgl [7, Rolski et al. (1999)].

Schauen wir uns die HJB Gleichung (2.4) genauer an, sehen wir, wenn wir die Gleichung
nach b ableiten, dass

 pbV' (i, )

AL
V" (i, x)

b*(i,x) =
Wie schon erwiihnt, haben Eisenberg, Fabrykowski und Schmeck, siehe [1], echte Riick-
versicherungsstrategien kleiner Eins gesucht. Sie haben also den Fall b* = 1, heifit ”kei-
ne Riickversicherung”, ausgeschlossen und genau diesen Fall wollen wir in dieser Arbeit
behandeln. Wir interessieren uns dafiir, dass der Selbstbehalt in einem Zustand immer
kleiner Eins bleibt und in dem anderen Zustand konstant Eins ist. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit nehmen wir an, dass in Zustand 1 unser b*(1,z) = —% < 1 und in
Zustand 2 b*(2,z) = 1 gilt. Unsere HJB Gleichung (2.4) ist technisch gesehen ein System
aus zwei gewohnlichen Differentialgleichungen, die durch die Ubergangsraten der Markov
Kette gekoppelt sind. So erhalten wir das System:

2021 2
p V(1 x) ,
——— —\u(6; —n)V'(1 — (6 — V(1 — V(2 =0
202V (1, ) (01 —mV'(1,z) — ( q1)V(1L,z) — gV (2,z) ) 25)

A

SV (2,2) + M0 = 02 + )V (2,2) = (5= 22)V (2,2) — g2V (L) = 0

Es ist eine schwierige Aufgabe, dieses Gleichungssystem explizit zu 16sen und zu zeigen, dass
die Losungen fallende und konvexe Funktionen des Anfangskapitals sind. Wie [1, Eisenberg,
Fabrykowski, Schmeck] werden wir daher eine rekursive Methode, in Form des folgenden
Algorithmus, verwenden, um die Wertefunktion als Grenzwert erhalten.
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3 Der Algorithmus

In diesen Abschnitt stellen wir einen Algorithmus auf, der es uns erlaubt, die Wertefunktion
als Grenzwert einer Folge von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen zu berechnen.
Der Einfachheit halber definieren wir:

202 Ay = A1+ qn
Aq = L6 —qu, By =—— By = ————.
' 2p2 m E 01— ) BT (0 — ) (3.1)
o, . M+ An)? + 2016 — goo) G, . M+ (un)? + 210
2 Abi2 ’ 2 A2

Wir werden in Lemma 4.5 sehen, dass das Verhalten der optimalen Riickversicherungsstrate-
gie sehr von den Bezichungen zwischen By, Bl, By und ‘Bg abhéngen werden. Wir interes-
sieren uns fiir den Fall, wenn der Selbstbehalt in Zustand 1 kleiner Eins ist und in Zustand
2 gleich Eins ist, dh. b*(1,2) < 1 und b*(2,2) = 1.

Wir nehmen an, dass folgende Ungleichungen gelten:

) ubq

By > By > By > B, wobei By < 22 und L < %, (3.2)
K2 M2
bzw.
1 1 1 1 1
7<*<~7W0b617>£ nd”2>1
‘32 B, B, B, uba uhy By

Wir gehen hier vor, wie [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck, 2021, Kapitel 4]. Das Ver-
fahren besteht darin, eine Startfunktion Wy(x) zu wihlen, beispielsweise ¢ = 1 festzulegen
und die unbekannte Funktion V' (2, x) in die erste Gleichung von (2.5) durch die gewihlte
Startfunktion zu ersetzen. Unter Verwendung der Methode von [5, Hgjgaard und Taksar,
1998] zeigen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. In Schritt 2, nun gilt i = 2,
wird die unbekannte Funktion V(1,z) in der zweiten Gleichung von (2.5) durch erhaltene
Funktion ersetzt.

Wenn wir die Anzahl der Schritte gegen unendlich gehen lassen, erhalten wir eine Lésung
fiir (2.4). Wir werden sehen, dass der Startwert der Rekursion eine entscheidende Rolle
spielt, um eine Losung mit den gewiinschten Eigenschaften zu erhalten: Konvexitdt und
Monotonie. Daher erkldren wir zunéchst wie unsere Startfunktion aussieht.

3.1 Schritt 0

Wie man in Kapitel 3 von [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck, 2021, Kapitel 3] nachsehen
kann, kann die optimale Strategie bei zwei Regimen nicht konstant sein, aufler konstant 1.
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3 Der Algorithmus

Wir nehmen ebenfalls an, dass das Verhéltnis der ersten Ableitung zur zweiten Ableitung
gegen denselben Wert konvergiert egal in welchen Zustand wir starten, dh.

Vi(z) V'(2,z)

4 — 1/B1,1/%,).
oo VI(L,z) | a0 V”(2,x)€[/ 1 1/%B,]

Wenn wir von zwei Ein-Regime Féllen ausgehen und im ersten das optimale Riickversicher-
ungslevel niedrig ist und zweiten hoch, bedeutet das, dass im Zwei-Regime Fall die optimale
Riickversicherungsstrategie im ersten Zustand steigen wird und im zweiten fallen wird.
Unsere Startfunktion definieren wir wie folgt

wobei A das folgende System erfiillt
Ai(B2 — 1) (Bz — A) + gaoe™* =0,

— 3.3
%Az + AunA + (6 — qu1) + quie® = 0. (33)
Wobei a eine positive feste Zahl ist, insbesondere gilt xlg]go (—Agi(z) +x) = . Wir kénnen
a und A leider nicht explizit ausrechnen aber wir werden in Die Wertefunktion zeigen,
dass A und somit auch « eine eindeutige Losung besitzt. Wir werden durch Aufstellen des
nachstehenden Algorithmus sehen, dass Gleichung (3.3) fiir A entscheidend ist, um eine
wohldefinierte Losung von (2.5) zu erhalten. In n#chsten zwei Abschnitten, werden wir
zeigen, warum das Gleichungssystem (3.3) so aussehen muss.

3.2 Schritt 1

VAV
Wir gehen davon aus, dass die optimale Riickversicherungsstrategie b*(1, x) = —% <

1 ist und betrachten deswegen die erste Gleichung von (2.5), wobei wir —¢11V (2, ) durch
—q11Wo(zx) ersetzten und f(z) fir V(1,x) schreiben:

B ANi201 f!(x)?
paf" (x)

Obwohl wir die Funktion Wy kennen, kann die Differentialgleichung (3.4) nicht gelost wer-
den und gezeigt werden, dass die Losung strickt fallend und konvex ist. Deswegen wenden
wir eine Technik an, die in [5, Hgjgaard and Taksar, 1998] eingefiithrt wurde. Wir nehmen
an, dass eine streng monoton steigende, auf R, bijektive Funktion g existiert, so dass die
Ableitung der Losung f von Gleichung (3.4) f'(g(x)) = —e™® erfiillt. Daraus folgt:

= A =) f'(2,2) = (6 — qu) f(z) — quWo(z) =0 (3-4)

—x e—z €_Ig//({IZ‘)

° und f/”(g(x)) == 2 g,(ﬂf)3 :

@) = S

Ableiten der Gleichung (3.4) fiithrt uns zu:

212 /x 2 e T
A (ap(a) - T L) o1 = @) - 0= ) ) - an i) =0
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3 Der Algorithmus

Wir tauschen nun die Variable z zu g(x) und erhalten so eine Differential-Gleichung in g:

)\,u292

200

(f"(g()
—(6 - Q11)f (g(x)) — quuW{(g(z)) =0

)\/L292 ( > e T
22 (26 A ) IR
+(5 —q)e” " = quWy(g(x)) =0

Multiplizieren der Gleichung mit e®¢’(x) ergibt unter der Beriicksichtigung der Definition

An20?

!/ T 2 ¢ T
! (210t - PEEL LI v~ o)

d—
von Wy(z) = K e A = Wilg(z)) = —e~29@) ynd der Definition von By = 72/@(0—:_”()“1'
ML 1a) = 01 — n)(9/ @) Br — 1) + qug (2)e D (3.5
2M2gac—u1—n(gw 1—1) +qug'(z)e -

Da die Funktion g bijektiv sein soll, beweisen wir die Existenz und Eindeutigkeit einer

Losung von (3.5) auf Ry mit den Randbedingungen, die g(R;) = Ry und ¢’ > 0 garantie-

ren. Insbesondere liefert der Term e~29(*)* dje eindeutige Bedingung lim ¢'(z) = %, die
T—>00

g'(z) > 0 und le g'(z) # oo liefert.

e Als erstes zeigen wir wenn (3.5) eine Losung, sagen wir g, auf [0,n] hat, die die
Randbedingungen ¢(0) = 0 und ¢'(n) = 1, fiir ein n € N, erfiillt, dann gilt ¢/(0) €
(1/B1,1/A).

e Dann zeigen wir, dass (3.5) eine eindeutige Losung ¢, mit Randbedingungen ¢,,(0) = 0
und ¢/,(n) = 1/A besitzt.

e Wir beweisen die Existenz einer Losung g1 von (3.5) mit ¢1(0) = 0 und lim ¢} (z) =
T—>00

1/A.
e Es gilt ¢/(0) € (1/B1,1/A) und g}(z) > 0.
e Die inverse Funktion hy von g erfiillt 7 € (A, By) und h(z) < 0

o hi(z) € (A, B1$)V$ > 0 und li_}rn (h1(z) — Az) = a mit « aus (5.5).

Die Beweise findet man in [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck, Step 1 bzw. Appendix
Al
Lassen wir x gegen oo gehen in Gleichung (3.5), ergibt dies die erste Gleichung von (3.3):

B
0=Au(01—n)<Al—1>+q[1x1 “

=0= /\,u(91 — 77) (Bl — A> + qnea. (3.6)
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Korollar 1, siehe [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck, S. 11], besagt, dass eine steigende,
konkave, inverse Funktion von g; auf Ry ¢, '(z) = hy(x) mit folgenden Eigenschaften
existiert:

e hy erfiillt #} >0, b} € (A, By), xlg]go hi(x) = A und hf(z) <0

e hi(x) — A = m — A >0, ie., hi(z) — Az ist streng monoton steigend mit
hi(x) > Az fiir z > 0.

Definiere

Wi(x) ::/ MW gy
= Wi(z) = —e (@)

W1 ist wegen Korollar 1 wohldefiniert und 16st die Differentialgleichung (3.4) mit Randbe-
dingungen W7(0) = —1 und lim Wi(z) = 0.

Im Folgenden konstruieren wir auf &hnliche Weise eine Funktion gs.

3.3 Schritt 2

Wir nehmen an das b*(2,2) = 1 gilt und ersetzen in der zweiten Gleichung von (2.5)
—q22V (1, z) durch —g22Wi(z), schreiben f(x) statt V' (2, x). So erhalten wir:

At

5 (@) + A f'(@) = (0 = q22) f(w) — g22 Wi () = 0. (3.7)

Wir wenden dieselbe Technik, wie in Schritt 1, an. Wir nehmen wieder an, dass eine streng
monoton steigende, auf R bijektive Funktion g existiert, so dass die Ableitung der Losung
f von Gleichung (3.7) f/(g(x)) = —e™* erfiillt. Daraus folgt:

und - f"(g(x)) = - - : (%)

Ableiten der Gleichung (3.7) fiihrt uns zu:

A

5 /(@) + Man f'(x) = (0 = g22) f'(w) — g22Wi(2) = 0.

Wir tauschen nun die Variable z zu g(z) und erhalten so eine Differential-Gleichung fiir g:

% "(g(@)) + Aunf"(9(x)) — (5 = g22) [ (9()) — a22Wi(g(x)) = 0

Einsetzen von (x) ergibt:

)‘M2 ( —_e % efxg//@:,)

2 \g@? g )“‘“7

671‘

g ()

< + (6 — qoa)e™™ — q22Wi(g(x)) = 0.
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Multiplizieren der Gleichung mit e®g’(x)? ergibt unter Beriicksichtigung der Definition von
Wi(w) = [[7 e Wb = Wi(g(x)) = —eMOED:

A "z
% ( e ggl((x))> + )‘/“79/(33) + (6 - Q22)9/(95)2 + QQ29’($)2€_h1(g(I))+x =0

A2 g (z A (e )t
52 “Z]/((x)) =- 52 + Mg () + (8 — g22)9 (2)* + gaog/ ()% MU (38)

Bemerke, dass hi(z) € C*°, was Lipschitzstetigkeit auf kompakten Mengen impliziert. Die
Existenz einer Losung go(z) mit Randbedingungen ¢2(0) = 0 und lim g¢5(z) = 1/A kann
T—00

ghnlich wie im Abschnitt davor gezeigt werden.

e Als erstes zeigen wir wenn (3.8) eine Losung, sagen wir g, hat, die die Randbedin-
gungen ¢g(0) =0 und ¢'(n) = %, fiir ein n € N, erfiillt, dann gilt ¢’(0) € (1/A, 1/%2).

e Dann zeigen wir, dass (3.8) eine eindeutige Losung ¢, mit Randbedingungen (,(0) = 0
und ¢/, (n) = 1/A besitzt.

e Wir beweisen die Existenz einer Losung g von (3.8) mit g2(0) = 0 und le g2(z) =
T—00
1/A.

e Es gilt g5(0) € (1/A, 1/%2) und g4 (z) < 0.
e Die inverse Funktion hy von go erfiillt hf, € (%Q,A) und Af(z) > 0.
o ho(z) € (%gw,Ax)V:U > 0 und H_}m (—=hi(g2(x)) + ) = f = —a mit « aus (5.5).

Lemma 3.1. Wenn eine Lisung g fiir Gleichung (3.8) mit Randbedingungen g(0) = 0 und
g (n) = 1/A fiir ein n > 1 existiert, dann gilt:

g'(0) € (1/A,1/3>)

Beweis. Wir beweisen das Lemma mit einem Widerspruch. Sei g eine Losung der Gleichung
(3.8) mit Randbedingungen ¢(0) = 0 und ¢'(n) = 1/A. Setze in Gleichung (3.8) z = 0 ein,
verwende ¢(0) = 0 und nehme an, dass ¢'(0) = 1/A gilt.

A (0 A _
p29 ( ) = - 12 + )\1”79/(0) + (5 - Q22)9’(0)2 + QQQQ,(O)26 h1(0)+0

2 ¢'(0) 2
A2 9”(0) A2 / 12
- A 0) + 84’ (0
2 70) 5 + Aung'(0) + dg'(0)
Auz g"(0)
2 ¢'(0)

Letzte Gleichung gilt, da —% +Aung’ (0) +64g'(0)? eine Parabel ist, die nach oben gedffnet

. . - 2 . . .
ist und fiir 0 < ¢’(0) < Aty (;;(;71) +2Mi0 negativ ist. Durch Umformen erhalten wir

—Aun + /(Aun)? + 20 a6 Apia 1

26 O/ Oum)? 208 Bo

10
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und 1/A < 1/%B5. AuBerdem gilt —h/(0)g’(0) + 1 < 0. Daraus folgt, dass ¢'(z) < 1/A auf
(0, €) gilt und

Apg g"(x) — Ape N2 10 N2 —hi(g(z))+o
2 ) - 2 + Mung' (x) + (0 — q22)9' (%) + qa29' ()%

/\M2
2
Aus b (x) > A folgt —h)(x) + A < 0. (3.10) liefert li_>m (—hi(x) + Ax) = —« infolgedessen

gilt —hy(z)+ Az > —a. Dariiber hinaus gilt solange 0 < ¢/(x) < 1/A, ist e~ 29@)+% steigend
und grofer als 1. Daher gilt auf (0, €):

+2ung () + (8 — q22)g ()% + gaag/ (x)2e~Me@)FAg(@)~Ag(a)+a

Apz g" () Apz o —Ag(@)ta
2 g’(x)< 2 +Aung'(x) + (6 — g22)9'(2)* + goag ()% e

<—%+)\ung( ) + (0 = a22)9' ()% + goog’ ()%™

Da wir bereits wissen, dass a > 0 ist, siehe (5.5), folgt daraus é — ga2 + ga2e™ > 0. Die
rechte Seite der oberen Gleichung ist eine Parabel, die nach oben getffnet ist, und strikt
steigend in ¢'(x) fiir z € (0,00) ist. Mit Randbedingung ¢’(n) = 1/A und (3.3) erhalten
wir:

Az g (z) o M2

1 1
Apn—+ (6 — — = =0
2 ¢x) 9 + A + ( q22)A2 + g22e A2
Dies zeigt, dass ¢”(z) fiir alle z € (0,n] negativ bleibt und der Randwert ¢'(n) = 1/A
niemals erreicht wird, wenn ¢’(0) =1/ A gilt.

Nehmen wir nun an, dass ¢’(0) = 1/%Bs. Leiten wir Gleichung (3.8) ab und setzen wieder
x = 0 ein, dann erhalten wir:

M2 g7 QT O 57O _ \imgt'(0) + (5 - 422)26' 019" (0) + a2/ (0)g” (0) =040

2 (9'(0))?
+ a22(9/(0))%e " WOHO(—1f ((0))g'(0) + 1)

Fiir ¢/(0) = 1/, gilt ¢”(0) = 0 und wir erhalten wegen A/ (0) > A:

Auz "' (0)
2 ¢'(0)

Wir schlieBen daraus, dass ¢” > 0 und ¢/(z) > 1/By auf (0, €). Definiere & := inf(z > € :
g"(0) = 0) € (¢,00). Dann gilt ¢”(z) > 0, was im Widerspruch zu ¢”(#) = 0 steht. Daher
gilt ¢’ > 1/B5 und ¢’ wird 1/A niemals erreichen.

Nach dem Satz von Hirsch, siehe [11, Walter 1998, S.112], gilt fiir ¢'(0) ¢ (1/A,1/%B5)
dass ¢'(n) # 1/A, was die Aussage beweist. [

= ¢22(¢'(0))*(—h1(0)g'(0) + 1) > 0.

Lemma 3.2. Flir jedesn > 1 existiert zu Gleichung (3.8) im Intervall [0,n] eine eindeutige
Lisung &, (x), die £,(0) =0 und &),(n) = 1/A erfillt.

11
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Beweis. Wir betrachten die Differentialgleichung (3.8) auf dem Intervall [0, n], wobei n €
N, mit den Randbedingungen ¢(0) = 0 und ¢'(0) = v fiir ein v > 0.

e Zur Veranschaulichung schreiben wir noch einmal Gleichung (3.8) auf:

Az g" (2)
2 g(»)

Multiplizieren mit ¢'(x) bringt uns zu:

A
= — 222 g (2) + (0 = 422)g/ (1) + qaag/ ()2~ D

A A
S0 (@) = =220 (@) + Mung (@) + (0 = q2)g/ (2)° + qaag () e MU

= f(l’,g/,g”)
mit g(0) = Ound ¢'(0) = v

(3.9)

Schreiben wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung als System von zwei Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung, so erhalten wir:

vy =vy2 = fi(z,y1,y2)
yy = flz,y1,92) = fa(x,y1,92)

Da die partiellen Ableitungen

8 - xX

S = e b )

0 by ) )
agj; = —% + 2)\//“7?;2 + 3(6 — q22)y% + 3(]22y%€ hl(y1)+

stetig auf D := Ry x (1/A,1/%,) x R sind, besagen das Peano Existence Theorem
und das Uniqueness Theorem, siehe [11, Walter S.127], dass das Anfangswertproblem
(3.9) eine eindeutige Losung hat. Von Lemma (3.1) wissen wir, dass

¢ (n,1/A) < 1/Aund & (n,1/9B,) > 1/A

Dem Zwischenwertsatz zufolge existiert ein v, € (1/A,1/9B,) was zu einer Losung
En(z,vpn) mit £,(0,v,) = 0 und &, (n,v,) = 1/A.

e Schreiben wir unser f(z,y1,y2) noch einmal auf:

f(x7y1>y2) = <f1(xa y17y2)a fZ(xv y1792)>

A —
= (?/2, —%yz + Aunys + (8 — q22)y5 + qaayie hl(y1)+~”€>
Die Jacobi Matrix J = (¢;;) = (0f;/0y;) ist gegeben durch:
J= ( ; 1 )
T \quaye MW () <22 9N imys + 3(6 — gan)y3 + 3qoayde M)+

12



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

3 Der Algorithmus

Auf D ist die Jacobi Matrix essentiell positiv, dh. ¢;; > 0 fiir alle 7 # j, und irreduzibel.
Mit dem Satz von Hirsch, siehe [11, Walter 1998, S.112], kénnen wir schlieBen, dass
fir ein v < v fiir alle z € (0,n]:

En(z,v) < &p(x, D) und &, (x,v) < & (2, D)

gilt. Also ist &,(z,vy) die eindeutige Losung der Differentialgleichung (3.8) mit den
Randbedingungen &, (0,v,) = 0 und &, (n,v,) = 1/A. Aus Griinden der Einfachheit
werden wir fiir diese eindeutige Losung &, (z) schreiben. [

Lemma 3.3. Sei &, die eindeutige Losung der Gleichung (3.8) mit den Randbedingungen
£,(0) =0 und &,(n) = 1/A. Dann gilt:

"(z) < 0 fiirz € (0,00).

Beweis. Wir wissen von Lemma 3.1, dass &,(0) € (1/A, 1/‘):32) gilt. Daraus folgt, £/(0) < 0.
Nehmen wir an, dass & := inf(z > 0 : £/(z) = 0), dann gilt &, (&) € (1/A,B3), weil wenn
& (x) =1/A und &!(z) < 0 gilt, dann liefert Lemma 3.1 ILm & (z) # 1/A. Zusitzlich gilt:

Az & (%)
2 &(2)
weil h] > A gilt. Daraus folgt, dass & positiv wird, was bedeutet, dass £/, steigend wird

und steigend bleibt fiir &, > 1/A. Das wiirde bedeuten, dass &, nach oben nicht begrenzt
ist, was einen Widerspruch zu lim & (z) = 1/A ergibt. O
T—00

= g8, (2)2e M EnENTE (] (£,(2))€,(2) + 1) > 0

Proposition 3.4. Es existiert eine eindeutige Ldsung gz zu Gleichung (3.8) mit den Rand-
bedingungen g2(0) = 0, li_)rn g5(x) =1/A, gh € (1/A,1/B3) und g4 <0 auf (0,00).
x o0

Beweis. e Als erstes zeigen wir, dass die Folgen (&,) und (&) steigend sind.

Da ¢ (n) = 1/A fiir alle n > 1 gilt, folgt mit Lemma 3.3 £/, (x) < 1/A fiir 2 > n. Das
bedeutet insbesondere:

Eii(n+1)=1/A>¢& (n+1)

Wir wissen, dass &,(0) = 0 = &,41(0). Nehmen wir nun, dass £, ,(0) < &,(0). Die
Funktion:

2 A\ )
F(a.y1,92) = 3 v ( —~ % + Az + (8 — q22)5 + qa2v3e ’““’””)

ist steigend in y;, weil hq steigend ist, e”" damit fallend aber positiv ist und
goayge MWIHT somit grofer wird. Wir definieren Pf := f” — F(z, f', f). Dann
kann Gleichung (3.8) als P&, = 0 = P&,,4+1 geschrieben werden.

Vergleichssatz, siehe [11, Walter 1998, S.139], besagt, dass dann & (z) > £/, (z) auf
dem Intervall [0,n + 1] gilt, was zu einem Widerspruch fiihrt.

13
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Also gilt &,(0) < &/,,1(0) fiir alle n € N. Mit demselben Vergleichssatz folgt:

fn(fﬂ) S fn—i-l (33)
&n(7) < &y (2)

auf kompakten Intervallen fiir alle n € N.

Daher kénnen wir schlussfolgern, dass die Folgen (&,) und (&),) steigend sind und
&n(0) = 0 und &, (n) = 1/A erfiillen. Daher konvergieren (&,) und (§,) punktweise
gegen Funktionen, nennen wir sie, go bzw. w. Wegen Differentialgleichung (3.8) kon-
vergiert die Folge (&) punktweise gegen eine Funktion wu.

Im néchsten Absatz zeigen wir, dass die Folgen (&,), (&],) und (£])) kompakt konver-
gieren.

Aus Lemma 3.3 wissen wir, dass £/, > 0 und & < 0 fiir alle n > 1 und = > 0 gilt.

_@g ( ) = Mﬁn( ) )\,unfil(x)Q — (5 — q22)£;l(l‘)3 — q22£;(x)3e_hl(§n($))+x
< +7§f~b(fv) — Aung(x)? = (6 — q22)& (%) — g2, (2)?

= +M§n( ) = Aung, (2)* — 66, (2)°

)\Mz
Integrieren beider Seiten obiger Ungleichung und Verwendung von ¢, < &, ; fiihrt

uns zu.

xX
~6(0)+60) == [ Gy < 1 [ ey = 6.

was bedeutet, dass die Folge (£)/) von einer lokal integrierbaren Funktion dominiert
wird. Nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue konvergiert fox & (y)dy punktweise
gegen [§ u(y)dy.

Da das Integral fo y)dy eine stetige Funktion von x ist, und der punktweise Grenz-
wert eindeutig ist, konverglert (&,) punktweise gegen w = [ u(y)dy. Das heiBt, da
(&]) eine steigende Folge ist, folgt mittels Satz von Dini die gleichméBige Konvergenz
von (&) gegen w auf kompakten Intervallen. Mit demselben Argument erhalten wir,
dass (&,) kompakt gegen go konvergiert und w = g/, gilt. Als Folge der Differential-
gleichung (3.8) konvergiert (§//) kompakt gegen g .

Im letzten Teil des Beweises zeigen wir, dass go lim g¢5(x) = 1/A erfiillt. Bemer-
T—00

ke, dass gy die Differentialgleichung (3.8) 16st. Die Funktion go erfiillt aufgrund der
Eigenschaften von (&,) und (&,):

92(0) = 0, g5 () < 1/%B, und g (x) < 0 fiir alle z > 0.

14
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Das bedeutet, dass lim g¢4(z) € [0,1/B,).
T—r00

Wenn lim ¢h(z) < 1/A dann existiert ein m € N so dass gh(m) < 1/A. Fiir &, mit
T—00

n > m gilt jedoch &, (m) > 1/A, also g5(m) > 1/A. Daraus kénnen wir folgern, dass

lim gh(z) > 1/A.

T—00

Nehmen wir an lim g5 (z) = A fiir ein A € R4 wobei A > 1/A gilt. Des weiteren gilt:

T—00

0

% <€_h1(92($))+1’) — ( — hll (92 (m))gé(x) + 1)6_’11(92(50))-%1‘.

Da xlglgo Ri(g2(x)) = A folgt:

lim (— hj(g2(z))gs(z) +1) = —AA+1 < 0.

r—00
Dh. e 1(92(2))+2 jgt agymptotisch strikt fallend und daraus folgt:

lim e M@tz — @,
T—00

Die Differentialgleichung (3.8) fiir ¢} ergibt somit:

Apz g5 (x) A2 2
— =——— + AunA+ (6 — A

Wenn lim ¢4(z) = A, muss ¢5(z) — 0 gelten. Die rechte Seite der oberen Gleichung
T—00

ist aber fiir

A — = + v/ (Aun)? + 222 (5 — g22) _ Afi2 1
2(6 — q22) A+ +/(Aun)? + 20p2(6 — go2) - B

gleich Null. Es gilt aber:

(5.2) 1 1
A — < =
< B, = - < A

Das heifit, dass in diesem Fall lim ¢4 (x) # 0, was zu einem Widerspruch fithrt. Somit
T— 00

konnen wir schlieflen, dass le gh(z)=1/A. O

Korollar 3.5. Sei hy(x) die Inverse von ga(x). Dann gilt hly € (Ba, A), Y > 0, li_)In hh(z) =
x o0

A und hy(z) € (Boz, Ax).

Beweis. Die Funktion g erfiillt go(RT) = RT und g)(z) > 0 fiir alle z € RT, d.h. g ist

eine bijektive Funktion, was die Existenz einer Umkehrfunktion hy impliziert. Alle anderen
Eigenschaften folgen aus den Eigenschaften von go. [

15
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Bemerkung 3.6. Wir definieren

B = lim (—hi(g2(x)) + o)

T—r00

Wegen Gleichung (3.3) gilt 5 = —a. Auflerdem folgt daraus:

8= lim (~hi(ga(e) + 2) = lim (~hn(ga(ha(a))) + hal))
= lim (—hi(z) + Az — Az + ho(z)),

T—r00

unter der Verwendung von lim (—Ag;(z) + z) = a erhalten wir
T—00

lim (~hi(2) + Az) = lim (~hi(g1(2)) + Aga ()

= len;O(—x + Agi(x))

=—«
Daraus kénnen wir folgern, dass

lim (—Az + ha(x)) = B+ a =0, (3.10)

T—>00
da ho(z) < Az, siehe Korollar 3.5.

Lassen wir nun in Gleichung (3.8) x gegen oo gehen, so erhalten wir die zweite Gleichung
von (3.3)

. A x - T x
lim (*‘29 ) m( S50+ hng' (@) + (0= a2)g (@) + qaag ()P e ”*)
0

T—00 x
)\

M2+)\ (i) (5_(]22)(%)2"‘(]22(%)2670{

)\1“’2 A2

=0= + AunA + (6 — g22) + gooe™ @

3.4 Schritt 2m+1

In diesen Kapitel suchen wir die Inverse Funktion hgy,41 der Losung gop,+1 der Differenti-
algleichung U,,(g) = 0 wobei

)\ 20 — x €T
9@ = A0 =) () B = 1) = ang (e)e Pl (300)

Un(g) =
Die Existenz einer Losung ga,, 11 mit den Randbedingungen go,,41(0) = 0 und lim g5, (z)
T—r00

= 1/A kann #hnlich wie in Schritt 1 gezeigt werden. Wir wollen zeigen, dass die erhalte-
nen Funktionsfolgen (g2im+1), (99,41) und (h2m+1) monoton sind. Den Beweis fithren wir
per Induktion, indem wir als Induktionsschritt ho(z) < Az auf (0, 00) verwenden, siehe Ko-
rollar 3.5. Die wichtigsten Erkenntnisse sind in der folgenden Bemerkung zusammengefasst.

16
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Bemerkung 3.7. Ahnlich wie in Schritt 1 erhalten wir fiir gom+1 und ihre Inverse ho,,41:
® gom+1(0) = hom+1(0) = 0;
® ghni1 € (1/B1,1/A), Bh, .1 € (A, By);
® Gymi1 >0, by, 1 < 0;und
° $li_>rgogém+1(:n) =1/A, xh_}ngo h’2m+1(1’) = A.
In Lemma 8, siehe [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck, Appendix A.3], wird gezeigt:
® Jomt1 > Yom—1 auf Ry
® Gom+1 > gam—1 und homi1 < hom—1 auf (0,00).
Bemerkung 3.8. Ahnlich zu Schritt 2, Gleichung (3.10) schlieBen wir per Induktion von

le (—hom(g2m(x)) + ) = o auf:

lim (—Az + homt1(z)) =mB+ (m+1)a=«

T—00

mit a gegeben in (5.5).

3.5 Schritt 2m+42

Nun suchen wir die Funktion ho, 19 als Inverse der Lésung go,,+2 zur Differentialgleichung
Gm(g) = 0, wobei

A2 g" A
Qm(g) = 529/(55) + AH2 )\Hng/(x) _ (5 B qzz)g'($)2 i q22g/(x)267h2m+1(g(a:))+z‘
g'la) 2
(3.12)

Die wichtigsten Erkenntnisse sind in der folgenden Bemerkung zusammengefasst.

Bemerkung 3.9. Ahnlich wie in Schritt 2m+1 erhalten wir fiir go,, 1o und ihre Inverse
ham+2:

® gam+2(0) = ham12(0) = 0;

® Ghmio € (1/A,1/B5), hhy, ) € (B, A);

® Gomio <0, hy, o> 0;und

° xlglolo Jom2(x) = 1/A, mh_?olo Roma(@) = A.
In Lemma 3.10 zeigen wir:

® Gomi2 > Yoy auf Ry

® Gom+2 > gom und hopgpo < hopy, auf (0, 00).

17
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3 Der Algorithmus

Lemma 3.10. Nehme an, dass die aus den Schritten 2k+1, 0 < k < m, erhaltenen Funk-
tionen hopy1 folgende Eigenschaften erfiillen:
1. h2k+1(R+) = R+,h2k+1(0) = 07h/2k+1 S (A,Bl),h%ﬂ(az) > Am’xlggohékﬂ = A
oy q(z) < 0; und

2. h2k+1(.%') < hgk,l(x) ffiT x> 0.
Dann gilt gém“ > b, auf Ry und gam+2 > gom, ham+2 < hom auf (0,00).
Beweis. Bemerke, dass h; und hg die obigen Eigenschaften erfiillen.

e Um das Lemma fiir ein allgemeines m zu beweisen, definieren wir zunéchst:
!
Pv=1v"— f(z,v,7)

2 (A _
_ g/l + = ﬂvl o /\/”7(1)/)2 N ((5 _ q22)(v/)3 _ QQQ(’U/)SC ham+1(v)+x
)\ug 2

f(z,v,v") ist steigend in v, weil hoy,y1 steigend ist und somit e~"2m+1 fallend aber
positiv ist und gogv/3eh2mt1(v) e grofer wird.

Auflerdem verwenden wir wieder die in Lemma (3.2) eingefiihrten Hilfsfunktionen.
Wir bezeichnen mit &, , die Losung zu Gp,—1(&m—1,,) = 0 mit den Randbedingun-
gen &m—1,(0) = 0 und & (n) = 1/A und mit &, , die Losung zu G, (&mpn) = 0

m—1,n

mit Randbedingungen &, ,,(0) = 0 und &, ,(n) = 1/A, fiir n € N.
Fiir &, und &pp—1,5, gilt:

Pgm,n < mefl,na

da homi1 < ham—1 und P&, , = 0 gilt. Nehmen wir nun an, dass fiir ein beliebiges z <
n & n(2) <& (2) und &mn(2) < Em—1,n(2) gilt, so konnen wir den Vergleichssatz,

m—1n

siche [11, Walter(1998), S.138], anwenden. Dieser besagt, dass &, () < &m—1,n(2)
auf dem Intervall [z,n] gilt, was aber ein Widerspruch zu &, ,(n) = 1/A = ¢, (n)
ist. Somit kénnen wir schlieen, dass wenn &, < &n—1, gilt, gleichzeitig 5;7”1 >

L1 gelten muss.

o Fiir 2, die &0 (2) < {m-1,4(2) und somit auch &, (2) > &, ,(2) erfiillen gilt

(_hlzm-i-l (fm,n)('z)), > (_h2m—1(§m—1,n)(z))/>

weil —hb,, | > —hb,, _; und die Ableitungen hj,, |, hb,,_; monoton fallend sind.

AuBerdem gilt fiir 2 :=inf{z > 0: &,n(2) < Em—1n(2)}:

~ham+1(Emn(2)) = ~ham—1(Em-1,())

18
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3 Der Algorithmus

Nun kénnen wir die Differenz £/, , —&"
k) )

Gm—1(§m—1,n) = 0 abschétzen. Es gilt:

mittels der Differentialgleichung G, (§m.n)—

A A

22 (G (2) = €1 n(2) = € n(2) = Enm1 (D)) + Man(€h (2 = €1 n(2))
(5= 422) (€ n (2 = & 10 (2)?)

)36_h2m+1(frrt,vl(«’:'))‘~‘é

— q22§;n_17n (m)ge—thfl(fmfl,n(é))-‘ré

A
< %(&/nn(é) - ginflm(i)) + )\,tm(ﬂn’n(;?)2 — g;nflﬁn(g)Z)
+ (5 - QQQ)(gn,n(é)S - ginfl,n('g)?))
+ Q22§;n,n(5)3e*h2m+1(fm,n(é))+2

— qa2€! | (@)3e M1 (Emn ()42
< (nn(®) = Ehora(2))4

Wobei der Faktor A positiv ist und wie folgt aussieht:

A
A= (52 4 Min(§h () + 1 ()
+ (0= 22) (2 + & n ()ehn-1.0(2) + 1 (2)%)
o qrae NG E D ¢ (22 4 € ()1 n(8) F (D))

Das bedeutet, dass die Differenz der zweiten Ableitungen &7, . (2) =&, 1 ,(2) negativ
wird und die Differenz der ersten Ableitungen ¢, ,(2) =&}, 1 ,(£) negativ bleibt. Jedes
Mal, wenn die Differenz &}, ,, —¢;, 4 ,, versucht Null zu werden, wird die Ableitung dort
negativ und verhindert es. Damit konnen die Ableitungen nie gleichzeitig den Wert
1/A annehmen, womit wir einen Widerspruch haben. Wir kénnen also schlieflen, dass

mn > Emo1, gilt und mittels gleichméfiger Konvergenz erhalten wir gy, .5 > g5,,,-

O
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4 Die Wertefunktion

In diesem Abschnitt konstruieren wir zunichst einen Kandidaten fiir die Wertefunktion,
indem wir m — oo fiir die Folgen (92m+1), (92m+2)s (99m+1)> (99m2)s (P2m1) und (hom2).
Dann beweisen wir mit einem Verifikationssatz, dass der Kandidat tatséichlich die Werte-
funktion ist.

Lemma 4.1. Die FOlgen (92m+1); (92m+2)} (géerl)r (gém+2)7 (gé/erl)} (g/2,m+21)7 (h2m+1)7
(h21m+z) konvergieren kompakt gegen g1, g2, (g1)', (g2), (91)”, (92)", b1 = g bzw. by =
gy -

Beweis. Lemma 8 aus [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck, S.12] und Lemma (3.10)
zeigen die Monotonie der Folgen (g2m+1), (92m+2): (99m41)s (Gomaa)s hom+1 und hopio.
Daher konvergieren diese Folgen punktweise, was die punktweise Konvergenz von (gs,, )
und (g5,,,0) impliziert. Die gleichméflige Konvergenz von (g2m+1), (95mi1)s (9omsr) und
(ham+1) gegen g1, (g1), (g1)” bzw. by = g; ' auf kompakten Intervallen wird bereits in
Lemma 9 von [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck, S.13] gezeigt.

Im Folgenden zeigen wir, dass (g2m+2); (9hmi2)s (9aman) und hopyo gleichmiBig auf
kompakten Intervallen konvergieren. Nehmen wir an (g2m+42), (99m42)> (9omi2) 1nd hopm o
konvergieren punktweise gegen g1, w, u bzw. x. Per Definition von gom42 gilt: G (g2m+2) =
0, wobei Gy, in (3.11) definiert ist. Da g5,,,o < 0 und g5, , > 0, siche Proposition (3.4),
gilt:

/\N2 " ( >< >‘/~LQ / (x)

- 792m+2 792m+2

Integrieren beider Seiten obiger Ungleichung liefert:

x x
o) + thn2@) = = [ oy < s [0y = gamin(o).

0 p2 Jo o 2
Das heifit, dass die Folge (g5,,,,) von einer lokal integrierbaren Funktion dominiert wird.
Nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue konvergiert foz Goma2(y)dy punktweise gegen das
Integral [ u(y)dy. Da [; u(y)dy eine stetige Funktion von x ist und der punktweise Grenz-
wert eindeutig ist, konvergiert (gb,, o) punktweise gegen w = [ u(y)dy. Mit dem Satz von
Dini folgt die gleichméBige Konvergenz von (gs,, ,,) gegen w auf kompakten Intervallen,
da (gh,,o) eine fallende Folge ist. Mit demselben Argument erhalten wir, dass (g2m+2)
kompakt gegen go konvergiert und w = g/, gilt. Als Folge der Differentialgleichung (3.8)
konvergiert (g5, ) kompakt gegen g5. [

Lemma 4.2. Die Grenzfunktionen g1, g2, b1 und by erfillen auf (0;00):

.g’L:hl:O;
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4 Die Wertefunktion

o o) € (1/B1,1/A), b} € (A, By);
o gy € (1/A,1/%,), b} € (B,,A);
e (g1)" >0 und (g2)" <O0;
e (h1)” >0 und (ha)" < 0;
® g1, 92, h17 b? erfdllen CL'LLf (0,00)-'
A 292 — )+
5 Ll = Mu(61 — n) (0} (2)B1 — 1) + qu1g) (z)e 2@ @) T
Noa@) (4.1)
S = =T A ungh (@) + (8 — q22)85(2)” + goagh () e e FE,
2 gh(z) 2

Beweis. Aus Lemma 4.1 und Differentialgleichung (4.1) erhélt man sofort die obigen Un-
gleichungen mit > und < anstelle von > und <. Die strikten Ungleichungen folgen mit den
in Schritt 1 bzw. Schritt 2 vorgestellten Methoden. [J

Lemma 4.3. Firic 1,2 gilt lim gi(x) = 1/A und lim g/(z) = 0.

Beweis. Wir wissen aus Lemma 4.1, dass g} steigend und g/, fallend ist, wobei g} < 1/A,
gh > 1/A, b} > 1/A und b, < 1/A gilt. Daraus folgt

—b5(g1(2)g1(x) +1>0 und - hi(ga(z))ga(2) +1 <0,

was bedeutet, dass e 2(01(@)+7 gteigend und e 11(@2())+2 fallend ist.
Wenn lim g)(z) < 1/A gilt, dann folgt lim e M2@(@)+e — o0 was einen Widerspruch
T—00 T—00
zu g) > 0 liefert. Wenn lim gh(x) > 1/A gilt, folgt wegen lim e M(@2@)+e — ( der
T—00 T—r00
Widerspruch zu lim g5(z) < 0. Somit folgt, dass fiir i € 1,2 der Grenzwert von g, gleich
T—00

1/A ist. Daraus folgt direkt lim g/(z) =0, was das Lemma beweist. [
T—>00

Korollar 4.4. Firie 1,2 gilt [ e "W dy < cc.

Beweis. Aus h1(0) = 0= h2(0), b € (A, Bj) und b} € (B,, A) kénnen wir schleifien, dass
h1 € (Az, Biz) und by € (B,, Az). Daraus folgt:

/ e "W gy < / e~ Bay dy < oo. O

Definition. Definiere fiir i € 1,2

V (i, ) ::/ e MW dy (4.2)
und
b* (i, ) hi (4.3)
i,x) =
p2b; ()
21
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4 Die Wertefunktion

Lemma 4.5. Die oben definierten Funktionen V und b* erfiillen:
1. V(i,z) = e @ b*(1,2) € (0,1), b*(2,z) = 1.

2. f/(z,x) lost das System von Differentialgleichungen fir i,j € 1,2 wobei i # j

Auob* (i 2 ~ N ~
UV TV G ) 05 i) — By )G ) — (0 = )V (i) — 0 ) = 0
mit Randbedingungen V'(i,0) = —1 und li_}nl V(i,z) =0.

3. V(i,x) ist die Riickgabefunktion entsprechend der Strategie b*(i, ).
Beweis. 1. V(i,z) = e "(®) folgt direkt aus der Definition (4.2). Von (3.2) wissen wir

y _ - 0 0 s
Bl>%2>Bl>%2W0beiBl<ﬂundE<‘Bg

H2 w2
beziehungsweise
1 1 1 1 1 1
—<—<~—<~—W0bei~—>£und£>~—
Bl sB2 Bl %2 Bl /1/02 Nel %2
mit b (z) € (A, By) und b)(z) € (Ba, A) erhalten wir:
0 01 0, 1 0
peb(z)  pe A e By p2 by
bzw.
0 62 1 0y 1 0
b (2,z) = 72 Rt B it N o R

Copebh(®) T ope AT e By T pe pby

2. Die Funktionen g1, g2, h1 und bhs 16sen das System von Differentialgleichungen (4.1)
mit Randbedingungen g1(0) = g2(0) = 0, li_}rn gi(x) = li_}rn gh(x) = 1/A und
T—00 T—00

g1(h1(z)) =z, g2(ha(x)) = z. AuBerdem gilt:

V(L gi(x)) = —e7,
(1, 0i(0) =
V7(1,9i(z)) = )
’ 9;(x)
et e'gi(z)
gi(x)?  gi(x)?
Substituieren wir nun g; mit V (i, z) in (4.1) und bemerken, dass b*(2,z) = 1 gilt, so
bekommen das gewiinschte Ergebnis.

V(1 gi(2)) =

3. Ahnlich zu [8, Shreve et al. 1984] und [1, Eisenberg, Fabrykowski, Schmeck : Kapitel
3] erhalten wir:

V (i, ) :E[/ e—“dY;b*],
0
wobei T2 den der Strategie B* = b*, b* definiert in (4.3), entsprechenden Kapital-

zufithrungsprozess beschreibt. [J
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4 Die Wertefunktion

Proposition 4.6. Die Funktion V (i,z) definiert in (4.2) ist streng monoton fallend, kon-
vex, erfillt V'(i,0) = —1, le V(i,z) = 0 und lost die HIB-Gleichung (4).

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Lemma 4.5. [
Satz 1 (Verifikationssatz). Die Strategie B* = b* mit

.. 10;
b*(i,z) = <1
(o) = o)

ist die optimale Strategie und die entsprechende Riickgabefunktion Vv, gegeben in (4.2), ist
die Wertefunktion.

Beweis. Sei B = {b;} eine beliebige zulissige Riickversicherungsstrategie und X? der
Uberschussprozess unter B nach den Kapitalzufithrungen. Unter Verwendung einer verall-
gemeinerten Form der It6-Formel, wie es zum Beispiel in (Eisenberg, Lemmal, S.5) gemacht
wurde, erhalten wir:

t
eV (Jy, XP) =V (Jo, XP) +/ e V' (Js, XBYaw, + M,
0

t 5 )\/,LngJ N B > B
+ / e 0 <2’SV"(JS, X7) 4+ Mul05,b5.5, — 01, +n)V'(Js, XT)
0

6= a5,V XP) — 4 V(L + 1,X£>)ds

¢
+ / eV (T, XE)av P
0
(4.4)
wobei M wieder ein Martingal mit Erwartungswert 0 ist, weil M beschrankt ist. Aulerdem
gilt:

|V(X£73) _v(X£7Js—)’ S max Vl(Xgal)a
1€{1,2}

wobei V1 die Riickgabefunktion entsprechend der Strategie ”Keine Riickversicherung”, b =
1, ist. Wir kénnen also daraus schlielen, dass das stochastische Integral ein Martingal mit
Erwartungswert 0 ist. Da V konvex, mit V’(i,0) = —1, ist und die HJB-Gleichung erfiillt
folgt, dass:

)\/Agbg ~ ~ ~
T’J‘SV”(JS7 XSB) + )\M(ejsbs’c]s - 9']3 + U)V/(JS’ XSB) - (5 - qu’Js)V(‘]57 XSB)
—QJS,JSV(JI[JFH +1,X5) >0

und V’(i,x) > —1. Bilden wir in Gleichung (4.4) die Erwartungswerte so erhalten wir:

Efe=3V (J,, XB)] > 7 (i, 2) — E[ /0 t e—ﬁsdyf}.
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4 Die Wertefunktion

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz konnen wir den Limes t — oo und Erwar-
tungswert vertauschen und bekommen:

V(i,z) < ]E[/ e_‘sdesB].
0

Die Riickversicherungsstrategie B* = b*(.J5, X;) liefert die Gleichheit in obiger Ungleichung.
O
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5 Die Eindeutigkeit von A und «

Um zu zeigen, dass A und « eindeutig sind, betrachten wir folgendes Gleichungssystem aus
Kapitel (3.1):

I 0= Au(01—n) (B1 - A) + quie®
A
II. 0= —%AQ + AunA + (6 — qa2) + gaoe™ @

—1

Lose 1T nach a auf (ACHTUNG: e~ 0% = elne™" = =1 ):

—q22
a=In ( X )
— A2 + AunA + (6 — g22)

Der natiirliche Logarithmus ist nur fiir positive Zahlen definiert. Da go9 negativ ist, ist der
Zahler positiv. Deshalb muss der Nenner auch positiv sein. Die Nullstellen der quadratischen
Gleichung im Nenner lassen sich leicht berechnen:

A+ gn)? + 20126 — g22)

A
1 oo >0
Ay = 2= VO + 2206 —a22) _
Ap2

Da die Parabel nach unten gedffnet ist, ist der Nenner nur zwischen den Nullstellen positiv.
Das heifit « existiert nur fiir A € (A2, A1). Uns interessiert nur A > 0, also muss

_ A+ VOwun)2 + 2020 — go2)

0<A
A2
gelten. Setzen wir « in I ein, so erhalten wir:
q11422
0 =Au(bh —n)(B1 —A) —
—%AQ + AunA + (6 — g22)
A

0=(An(er = (B = 4)) (= 2520 4 N + 6 - ) ) = e 6.0

A
0=+ (61 — n)%/\3 — (01 — M AunA® — (01 — 1) (6 — gaz)A

A
— (01 — 7))31$A2 + Au(01 — ) BidpmA 4+ Au(01 — 1) B1(0 — g22) — q11G22
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5 Die FEindeutigkeit von A und «

Ordnen der letzten Gleichung liefert uns folgende kubische Gleichung in A:

A
0=+ ()\u(el - 77)52>A3

A
- <Au(01 —~ n)&% + Au(r — n)A/m> A?

+ <Au(91 —n)BiAun — Ap(01 —n)(0 — qzz))/\
+ (AM(Ql —1)B1(0 — q22) — Q11Q22>

Zur Vereinfachung normieren wir die Gleichung:

0=+A3

2
+ (—Bl—w)AQ
12

N (Bl2w7 B 2(5—q22)>A
2 Ap2

2(6 — 2
n <B1 (0 —q22) q11922 )
Ao A0 — n) Ao

Eine kubische Gleichung hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau drei Losungen,
wobei immer zumindest eine Losung reell ist. Wir interessieren uns fiir eine positive ein-

deutige Losung von A.

Aus Lemma 3.1 wissen wir, dass ¢/(0) € (1/A,1/9B,). Daraus kénnen wir schlieBen, dass

B, < A. Damit folgt, dass fiir uns nur

Ae <Aw7 + /) + 2226 Aun + +/(An)? + 20u2(8 — g22)
A2 ’ Ap2

interessant ist. Wir setzen die Schranken von A in « ein, um zu zeigen, dass o > 0 wenn A

innerhalb der Schranken ist.

—q22
a=In ( X >
— 252N + AunA + (6 — g22)

« ist grofer Null, wenn das Argument des natiirlichen Logarithmus grofler als Eins ist.

Dazu betrachten wir:
A
—TMAZ + AunA + (6 — g22) = —q22
A
——:AZ +AunA + (6 — g22) + g2 =0

—)\2—”/\2-1—)\;”}1&-}—5:0

26

) =: (B, By)  (5.2)



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

5 Die FEindeutigkeit von A und «

Die untere Schranke von A 16st die quadratische Gleichung (5.3). Das heifit o = 0 fiir

A = B,. Setzen wir die obere Schranke B ein, ist der Nenner des Arguments Null. Die

Parabel ist nach unten getffnet und fallt ab A = %’27 Daraus folgt, dass

by ~
0< —§A2 + )\w]A + (5 — q22) < —q22 fir A€ <%2, SBQ) (5.4)
< X —22 ) >1 fir Ae <%2,%2>
—7‘“/\2 + )\,U,’I]A + ((5 — qQQ)
a=In < 3 —d22 ) >0 fir Ae <%2, %2) (5.5)
— A2+ AunA + (6 — g22)

Setzen wir nun die Schranken von A in die rechte Seite der Gleichung (5.1) (aufgefasst als
Gleichung von A) ein:

HI(A) = (AM(QI —n)(B1 — A)> ( - %AZ + AunA + (0 — Q22)> — q11G22

IH({BZ) :<>\M(91 —n)(B —q22) — q11G22 > 0

3.2
(>)0

(B2~ B) )

fir (At~ (B2~ B) ) >

& <>\M(91 —n)(B1 - ‘32)>
II(B2) = — q11g22 < 0

Betrachten wir III(A) noch einmal genauer, so sehen wir, dass (Ap(6 —n)(B1 — A)) streng

monoton fallend in A ist. ( - %AQ + AunA + (6 — qgg)) ist positiv und ebenfalls streng

monoton fallend in A, wenn A € (%2,%2), siehe (5.5). Somit ist III(A) streng monoton

fallend in A, fiir A € (’32, %2). Nach dem Zwischenwertsatz muss es ein Ay € (’32, ’Bg) mit

ITI(Ag) = 0 geben und wegen der strengen Monotonie kann III in (‘i%z, %2) keine weitere
Nullstelle haben. Das bedeutet, dass A und damit auch « > 0 eindeutig ist. [
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6 einfaches Beispiel

Losen wir die HJB-Gleichung (2.4) direkt mit n = 0.38, p = 1.9, A =1, uo = 2,0 = 0.4e—1,
q1 = —0.2, goo = —0.6, 1 = 0.5 und 6y = 1,25 so erhalten wir fiir A drei potenzielle
Losungen:

Ay = 0.9126880565
Ao = 2.234360082
A3 = —0.3828332269

Ag fallt weg, da wir ein A grofler Null suchen. Fiir Ay und A gilt:

2 _ 30110172 > 1
p2A1
0
P22 053147208 < 1
p2Ao
wodurch also nur A; infrage kommt und somit unsere eindeutige Losung A = A} =

0.9126880565 ist. AuBerdem gilt:

B, =0.7737T < A < B, = 1.2387
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7 Schlussworte

Zum Abschluss mochte ich noch einmal die wichtigsten Methoden und Ergebnisse wieder-
geben. Unser Ziel war es eine optimale Riickversicherungsstrategie unter Regime Switching
zu finden. Dazu haben wir eine Markov Kette eingefiihrt, die den Wechsel zwischen zwei
Zustdnden simuliert. Um die Abhéngigkeit des Riickversicherungspreises zu betonen, haben
wir nur die Sicherheitskoeffizienten des Riickversicherers vom aktuellen Zustand abhéngen
lassen. Im Gegensatz zu [1, Eisenberg, Fabrykowski und Schmeck (2021)] wollten wir ex-
plizit, dass der Selbstbehalt in Zustand 2 konstant Eins ist. Dadurch hat sich natiirlich die
HJB-Gleichung verdndert und so konnten wir fiir A keine explizite Losung mehr angeben
aber trotzdem beweisen, dass es eine eindeutige Losung gibt.

Im wesentlichen haben wir den in [1, Eisenberg, Fabrykowski und Schmeck (2021)] vor-
gestellten Algorithmus verwendet und so veréndert, dass er fiir unsere Gleichungen funk-
tioniert. Wir haben eine Startfunktion gewihlt und die unbekannte Funktion V(2,z) in
unserer ersten HJB-Gleichung dadurch ersetzt. Unter Verwendung der Methode von [5,
Hgjgaard, Bjarne, und Michael Taksar (1998)] haben wir die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung gezeigt. Im zweiten Schritt haben wir die unbekannte Funktion V (1, ) in der
zweiten Gleichung des HJB Gleichungssystems durch die in Schritt 1 erhaltene Funkti-
on ersetzt. Wieder mit der gleichen Methode haben wir gezeigt, dass die Losung existiert
und eindeutig ist. Des Weiteren haben wir gezeigt, dass die gewonnenen Funktionenfolgen
monoton sind und gleichméfig auf kompakten Intervallen konvergieren, wobei die Grenz-
funktionen das HJB System l6sen.

Mittels Verifikationssatz, wobei wir die Ito Formel verwenden, zeigen wir, dass die kon-
struierte Losung tatséchlich die Wertefunktion ist.
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