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Abstract

Das Ziel dieser Diplomarbeit war es, die Musiktheorie “Fraktale Tona-
litdat“, die Thomas Herwig Schuler in seiner Dissertation vorgestellt hat, auf
zugrunde liegende mathematische Strukturen zu untersuchen. Ein fundamen-
taler Unterschied der Fraktalen Tonalitdt zur traditionellen Musik ist, dass
die komplette Obertonreihe verwendet wird. Dadurch hat man sdmtliche ra-
tionalen Intervalle zur Verfiigung. Dementsprechend kommt den mikrotona-
len Kldngen eine grofle Bedeutung zu. Die Tonschritte konnen viel kleiner als
in der traditionellen Musik werden - bis hin zur Wahrnehmungsgrenze und
in der Theorie auch dariiber hinaus.

Da es eine grofiere Vielfalt von Intervallen gibt, existieren neuartige Leit-
tone und damit neuartige Kadenzen. Die Analyse dieser Kadenzen bildet den
grofften Teil der Arbeit. Zuerst wird gezeigt, wie solche Kadenzen aufgebaut
sind, und dass sie von jedem Subsystem - die Subsysteme 16sen in Schulers
Theorie die Tonarten aus der traditionellen Musik ab - in jedes Subsystem
existieren.

Dann werden aus den Kadenzen Schleifen gebildet. Das sind Abfolgen von
Kadenzen, die wieder zum Ausgangsakkord zuriickfithren und daher endlos
weiterlaufen kénnen. Sie sind ein wichtiges Element in Schulers Modell.

In der Fraktalen Tonalitdt kann der Komponist Tonleitern nach seinen
Vorstellungen konstruieren. Mit den Konstruktionsvorschriften kann man die
herkdmmlichen siebenténigen Tonleitern aus der reinen Stimmung erhalten,
aber man muss sich nicht darauf beschrinken, sondern hat eine viel groflere
Auswahl zur Verfiigung. Die Erstellung und die Analyse einer zwolftonigen
Tonleiter mit Mikrointervallen bilden den Abschluss der Arbeit.
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Kapitel 1

Einleitung

Ein Hauptelement der Musik ist das (auch zeitlich versetzte) Zusammenklin-
gen verschiedener Tone. Das wichtigste Merkmal eines Tones ist seine Ton-
hohe, seine Frequenz. Es gibt unendlich viele T6ne, doch auf vielen Instru-
menten lédsst sich nur eine endliche Anzahl realisieren und das menschli-
che Gehor kann kleine Unterschiede ohnehin nur iiber einer gewissen Grenze
wahrnehmen.

Wenn ein Ton doppelt so hoch wie ein anderer Ton ist (also eine doppelt
so hohe Frequenz hat), dann sagt man, es ist der gleiche Ton eine Oktave
hoher. Eine Oktave ist also ein Intervall und alle Tone lassen sich durch
(eventuell mehrfaches) Verdoppeln oder Halbieren der Frequenz in dieselbe
Oktave transponieren. Der Einfachheit halber betrachten wir daher oft das
Intervall [1,2).

Ein Ton braucht immer mindestens einen anderen Ton, auf den er sich
beziehen kann. Ein Ton allein héngt sozusagen in der Luft, erst durch einen
zweiten Ton kann Musik entstehen. Das Wichtige sind nicht die absoluten
Tonhohen, sondern deren Verhéltnis zueinander. Als Faustregel gilt: Je ein-
facher das Verhiltnis, desto konsonanter der Klang.

Ein Ton ist nicht nur eine Sinusschwingung, sondern seine Teiltone - das
sind Sinusschwingungen, deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache jener der
Grundschwingung sind - schwingen je nach Instrument unterschiedlich stark
mit. Theoretisch gibt es unendlich viele Teilténe, in der Praxis geht es hin-
gegen selten iiber den vierzigsten hinaus. Das bedeutet aber nicht, dass bis
zu einer gewissen Grenze alle Teiltone liickenlos auftreten (siehe [3], Seite
22). Stehen nun die Frequenzen zweier Tone im Verhéltnis p : ¢, dann ist der
g-te Teilton des ersten Tons gleich dem p-ten Teilton des zweiten Tons. Je
einfacher das Verhéltnis p : ¢ ist, desto mehr Teiltone iiberschneiden sich.

Betrachten wir nun die Teiltone eines (Grund-)Tons. Der Ton selber ist
sein erster Teilton. Dann hat der n-te Teilton die n-fache Frequenz des Grund-
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tons. 1:1 ist derselbe Ton, 2:1 ist immer noch der gleiche; ebenso alle ganzzah-
ligen Potenzen der 2. Das menschliche Ohr hért ndmlich logarithmisch mit
Basis 2. Das bedeutet: Jedes Mal wenn man die Frequenz mit derselben Zahl
multipliziert, erscheint der Ton um denselben ’Abstand’ hoher als der vorige.
Bei einer Verdoppelung der Frequenz (Multiplikation mit 2) klingt der neue
Ton dem alten sehr dhnlich. Deswegen bezeichnet man ihn als denselben Ton
eine Oktave hoher.

Den ’einfachsten” neuen Ton erhélt man aus dem dritten Teilton. Zum
Grundton hat er das Verhéltnis 3:2 (3:1 wére in der néchsthoheren Oktave)
und man nennt das Intervall eine Quint. Geht man nun von diesem Ton aus
und wiederholt dasselbe, erhélt man den Ton 9:4 beziehungsweise 9:8. Man
sieht sofort aus der eindeutigen Primzahlzerlegung einer natiirlichen Zahl,
dass auf diese Art in jedem Schritt ein neuer Ton getroffen wird. Es gibt
namlich keine Losungen ungleich 0 fiir die Gleichung

3 =2 z,y €N (1.1)

und damit kommt man mit Quintschritten® nie auf eine Zweierpotenz/Okta-
vierung des Grundtons:

3

(5) # 2Y Va,yeN

Man kann also ausgehend von einem Grundton beliebig viele Téne erzeugen.
Man kann sogar jeden Ton beliebig genau annéhern, das sagt der folgende

Satz 1.1. Die Menge M := {p{p; | p; € P fest, y,z € Z} liegt dicht in R,.
Beweis:? M ist offenbar isomorph zu
M'":={ylogp; + zlogps | p; € P fest, y,z € Z}.

Es ist zu zeigen, dass M’ dicht in R liegt. Sei oBdA die Basis des Logarithmus
p; und p; < po. Dann ist

M'" = {y + zlog, pa | pi € P fest, y,z € Z}.

Wir zeigen zunéchst, dass man mit y + zlog, p2 jede beliebig kleine positive
reelle Zahl € von unten approximieren kann, also dass fiir geeignete vy, z gilt:

0<y+zlog, p2<e
——

=:L

!Das gilt auch fiir andere Schritte. Man kann 3 durch jede beliebige natiirliche Zahl
ersetzen, die nicht die Form 2" hat.
2yvgl. [4] Seiten 304 und 311



Zum Beweis wird eine Folge von Paaren (y;, z;); konstruiert, fiir die gilt:

1 S
0<y3+zSL< (5)

Als Startwerte wihlen wir (yo, 1) und s = 0. 2oL = L ist positiv und irratio-
nal. Daher setzen wir yo = —|L|. Damit gilt die obige Gleichung, denn sie
lautet 0 < L—|L| < 1. Sei nun das s-te Paar bereits gefunden. Das (s+1)-te
Paar konstruiert man dann folgendermaflen: Zu (ys, z5) existiert ein grofites
k € Z4 mit

k(ys + 2z, L) < 1.

Dann ist (k + 1)(ys + zsL) > 1, denn y, + 2,L ¢ Q. Daher ist entweder

(k+1)(ys +2L) =1 < % (%)8_1 N (%)

1 S
oder 1 —Fk(ys+ 2z:L) < (5)

Damit ist entweder

(Yst1s ze1) = (K 4+ D)ys = L (K +1)2)

oder (ys—i—la Zs—i—l) = (]— - k:ysa —]{32’5)

[ |

Seien nun a,b € R, a < b beliebig. Dann gibt es ein m € M’ mit
O<m<b—a
Daraus folgt:
dkeZ: km € (a,b)
eM’

Damit ist M’ dicht in R.

O

Im konkreten Fall sind p; und p, gleich 2 und 3.

Die ersten 12 To6ne, die man durch Quintspriinge erhélt, sind der Aus-
gangspunkt fiir das traditionelle westliche Musiksystem. Schon die Alten
Griechen arbeiteten damit. Diese Téne wurden im Lauf der Zeit immer wie-
der modifiziert, wie noch beschrieben wird, aber die heutzutage verwendeten
Tone weichen nicht allzu stark davon ab. Die Musikinstrumente werden dafiir
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gebaut und die Notation ist darauf ausgerichtet. Es gibt auch andere tonale
Systeme, eines davon ist der Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit.
Warum ausgerechnet zwolf Tone? Das ergibt sich aus folgender Bezie-

hung;:

3112 12

()7 _ 3% _ 53144l 1,014 ~ 1 (1.2)

27 219 524288
Dieses Verhéltnis von circa 1 : 1,014 wird Pythagoreisches Komma genannt.
Wie bereits festgestellt, erreicht man durch Quintspriinge nie wieder genau
den Grundton. Aber nach 12 Quintspriingen erhélt man einen Ton, der nur
sehr knapp iiber der 7. Oktave des Grundtons liegt. In Tabelle 1.1 sieht man,
welche anderen derart gebauten Systeme noch in Frage kommen.

Tone pro Oktave Ungenauigkeit
(3)° _ 243
5 2 = 22~ 0,949
(37" 2187
7 2 =28 ~ 1,068
D2 531441
12 227 T 524288 1,014
(D7 120140163
17 20 = 134217728 ~ 0,962
24 (2)* _ 282420556481 - | ()97
214" 7 274877906944 T
3153
53 BT~ 1,002

Tabelle 1.1: auf Quinten basierende Systeme

Das System mit 12 Ténen ist also ein guter Kompromiss zwischen {iber-
schaubar wenigen Ténen und méglichst kleinem Fehler. Mit der Zeit erkannte
man, dass 81 : 64 sehr nahe an dem viel einfacheren Verhéltnis 5 : 4 = 80 : 64
liegt? und deswegen wurde 81 : 64 durch 5 : 4 ersetzt, denn das erste Intervall
ist dissonant, das zweite hingegen konsonant. 5 : 4 nennt man die grofle Terz
und man erhéilt sie offenbar aus dem fiinften Teilton wie die Quint aus dem
dritten. Ausgehend von Quint und grofier Terz lassen sich die zwolf Téne wie

in Tabelle 1.2 definieren.

¢ des d | e | e f fis g | as | a b h ¢
1:1 ] 16:15 | 9:8 | 6:5 | 5:4 | 4:3 | 45:32 | 3:2 | 85 | 5:3 | 16:9 | 15:8 | 2:1

Tabelle 1.2: reine Stimmung

3Das Verhiltnis % : % = % nennt man Syntonisches Komma.



Dieses System heifit reine Stimmung. Die ersten beiden Quintspriinge
nach oben und nach unten werden direkt iibernommen. Das heif3t, ¢, g, d
und f, b bleiben gleich. e ist die neu eingefiihrte grofle Terz. as ist die grofie
Terz nach unten. h ist die grofie Terz von g, also

3 5 15
STy
a ist analog die grofle Terz von f und fis von d. es ist die Terz nach unten
von g und des von f.

In der reinen Stimmung kann man sich die Téne in einem zweidimensiona-
len Gitter angeordnet vorstellen. Dieses Gitter hat eine Quintkoordinate und
eine Terzkoordinate. Jeder Ton t lasst sich bis auf Oktavierung in Abhéngig-
keit vom Grundton G schreiben als:

3\" 5\

Die pythagoreische Stimmung erhilt man, wenn man in diesem Gitter die
Terzkoordinate gleich null setzt. Hier gibt es nur die Quintkoordinate und

jeder Ton hat die Form:
3 x

Daher bezeichnet man die pythagoreische Stimmung als eindimensionales,
die reine Stimmung als zweidimensionales System.

Mit beiden Systemen gibt es ein grofles Problem: Die Absténde der Toéne
zueinander sind nicht gleich. Wenn man also wie oben von einem Grundton
ausgehend die 12 To6ne konstruiert, erhélt man ein System, in dem man ein
Musikstiick komponieren kann. Man muss es aber in der Tonart des Grund-
tons schreiben. M6chte man nun einen anderen dieser zwolf Tone als Grund-
ton verwenden, so entsteht auf Basis dieses Tons ein neues System, dessen
Tone dhnliche, aber nicht die gleichen wie die des urspriinglichen Systems
sind. Spielt man ein Stiick, das nicht in der Tonart geschrieben ist, in der das
Instrument gestimmt ist, dann klingt es falsch.

Beispiel: Die reine Quint von d wéire:

9 3 27

a:=—-==—

8 2 16
Dieser Ton wird aber in der reinen Stimmung durch g ersetzt. Dadurch ist

das Verhéltnis von d zu a nicht mehr 3:2 sondern 40:27 = 1,48, was deutlich
als Verstimmung wahrgenommen wird und deswegen auch als Wolfsquint
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bezeichnet wird. In der pythagoreischen Stimmung hat man in einer Quint
das pythagoreische Komma. Diese Verstimmung hat dieselbe GroBlenordnung.

Da man weder alle Stiicke in derselben Tonart schreiben noch stédndig
umstimmen wollte (beziehungsweise konnte), entstanden die temperierten
Stimmungen. Hierbei werden die reinen Intervalle ein bisschen verstimmt,
sodass zwar keine Tonart mehr optimal klingt, aber dafiir moglichst alle gut
genug klingen. Das menschliche Gehor hat ndmlich einen gewissen Toleranz-
bereich, in dem es Verstimmungen nicht als solche erkennt, sondern sich den
Klang zurechthort. Dieses Zurechthoren kann von Person zu Person stark
variieren und héngt deutlich von der Schulung des Gehérs ab.

Ein Art der temperierten Stimmung ist die Aufteilung der Oktave in 12
identische Schritte. Dann ist jeder Ton genau das %/2-fache des néichstnied-
rigeren Tons. Man nennt das gleichschwebend temperiert und es ist zur Zeit
die iibliche Stimmung. In diesem System gibt es wieder nur eine Koordinate.
Sie basiert auf dem Intervall ¥/2 : 1 und alle Téne dieses Systems haben die

Form:
tzG-(l\Q/ﬁ)gC x €L

Die Besonderheit dieses Systems ist sein simpler Aufbau. Jedes Stiick
kann in jeder Tonart gespielt werden, ohne dass es bis auf die Tonhthe des
Grundtons irgendwie verandert wird. Das bedeutet allerdings, dass die Cha-
rakteristik der einzelnen Tonarten verloren geht. Dadurch, dass die Okta-
ve gleichméfBig aufgeteilt wird, entstehen irrationale Zahlenverhéltnisse. Das
einzige rationale Intervall ist die Oktave. Rein rechnerisch bedeutet ein irra-
tionales Verhéaltnis zwischen den Frequenzen zweier Tone, dass kein Teilton
des einen Tons gleich einem Teilton des anderen Tons ist. Doch es gibt kein
Messgerit (das schlieft das Ohr mit ein), das zwischen rational und irrational
unterscheiden kann.

Ein grofleres Problem ist, dass die Intervalle teilweise hoérbar von den
reinen Intervallen abweichen und damit einen unangenehmeren Klang haben.
Das betrifft vor allem die kleine und die grofie Terz.

Zusammenfassend kann man sagen, dass es kein perfektes, fehlerfreies und
auch kein bestes tonales System gibt. Im Rahmen dieser Diplomarbeit werden
das tonale System und die Musiktheorie, die Thomas Herwig Schuler in seiner
Dissertation “Fraktale Tonalitdt* ([1]) vorgestellt hat, auf zugrundeliegende
Strukturen untersucht.



Kapitel 2

Das Schulersche Modell

In der pythagoreischen Stimmung schlieft man unter dem fiinften Teilton
keinen aus. Der fiinfte Teilton selber ist nicht mehr enthalten und deswegen
existiert der Ton g nicht. In der reinen Stimmung nimmt man den fiinf-
ten Teilton noch dazu. Der sechste Teilton ist als Oktavierung des dritten
ebenfalls enthalten. Bei dem siebten ist auch hier Schluss und das ist der
momentan iibliche Standpunkt in der européischen Musik. In der nordameri-
kanischen Musik kommt oft noch der siebte Teilton dazu und wird als “blue
note“ bezeichnet. Hohere Primzahlen kommen gewo6hnlich nicht vor.

Im Schulerschen System verwendet man die gesamte Teiltonreihe. Jede
Zahl in N\{0} entspricht einem Ton und damit werden alle Téne dieses Sy-
stems abgedeckt. Wenn man die Teilténe der Reihe nach von unten nach
oben betrachtet, so sind die geradzahligen Teiltone immer 'nur’ Oktavierun-
gen (das Doppelte) von bereits bekannten Ténen'. Nach derselben Uberle-
gung sind alle ungeraden neue Téne. Die Primzahlen haben eine besondere
Rolle: Die primzahligen Teilténe sind nicht nur neue T6ne, durch sie erhélt
man auch neue Dimensionen, wie sie in der Einleitung beschrieben wurden.
In Tabelle 2.1 werden die ersten 10 Teilténe von ¢ angefithrt. Wenn nicht
anders angegeben ist der Ton 1 immer ein c.

Teilton | 1|23 |4 |5|6|7|8[9]10
Ton |clcl|lglcle|lg|blc|d]| e

Tabelle 2.1: die ersten 10 Teiltone von ¢

In dieser Tabelle ist 9 die einzige ungerade Zahl, die nicht prim ist. 9 = 32.
Das bedeutet, dass man 9 durch zwei Schritte in Quintrichtung? erhilt, wie

!siehe auch Abbildung 2.1 in Abschnitt 2.3
2zur Erinnerung: die Quint konstruiert man aus dem dritten Teilton

7
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es schon in der pythagoreischen Stimmung der Fall ist. Doch statt sich wie
dort auf eine oder wie in der reinen Stimmung auf zwei Koordinaten zu
beschrénken, verwendet man im Schulerschen System sdmtliche Primzahlen
und hat damit unendlich viele linear unabhéngige Koordinaten. Man konnte
daher sagen, dass es ein unendlichdimensionales System ist. In der Praxis
treten natiirlich nur endlich viele Téne und damit endliche viele Dimensionen
auf, doch das System lédsst dem Komponisten deutlich mehr Freiheiten. Da
man ganz N\{0} zur Verfiigung hat, kann man theoretisch jedes rationale
Intervall bilden.

Man kann aber nicht jedes Intervall mit jedem Ton bilden. Zum Beispiel
gibt es keinen Ton, der zu einem Ton der Form 2", n € N im Verhéltnis 5 : 3
steht, da 2" nicht durch 3 teilbar ist. Allgemein gilt: Zu einem Ton ¢; gibt es
genau dann einen Ton ¢y im Verhéltnis n : k, wenn ¢; durch £ teilbar ist.

Allerdings kann man das Verhéltnis oder den Ton beliebig genau annédhern.
So ist zum Beispiel 425 : 256 ~ 5 : 3 bezichungsweise 425 : 255 = 5 : 3 und
255 ~ 256(= 2%). Das Verhiltnis 256 : 255 ist so nahe an 1, dass es weit
unter der Wahrnehmungsgrenze liegt, die ungefdhr 81 : 80 betrégt.

Der Tonvorrat kann also mit N\{0} identifiziert werden und in weite-
rer Folge ist mit einer Zahl jeweils der entsprechende Ton gemeint. Dabei
konnen die Zahlen durchaus als Frequenz der Tone verstanden werden. Am
Ende muss dann nur das ganze Musikstiick in den hérbaren Bereich transpo-
niert werden. Das verédndert nichts am Klang des Stiicks selbst, denn wenn
alle Téne mit derselben Zahl multipliziert werden, bleiben die Verhéltnisse
untereinander gleich.

2.1 Subsysteme

(N\{0},+,-) mit der herkémmlichen Addition und Multiplikation ist ein
Halbring und lésst sich kanonisch in den Ring (Z, +, -) einbetten.
S ist ein Ideal von Z <

1. S ist Unterring von Z
2.Vz2€ZNseS: sze S
Bekanntlich haben alle Ideale von Z die Form S,, = {nz | z € Z}, n € N. Ein

Ideal von Z ist also die Menge aller ganzzahligen Vielfachen einer natiirlichen
Zahl n.3 Man sagt, das Ideal wird von n erzeugt.

3siehe [2] Seite 42
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Analog lassen sich Teilmengen von N definieren. Man erhélt diese Teil-
mengen, indem man alle nichtpositiven Elemente der soeben definierten Idea-
le weglésst. Diese Teilmengen heiflen Subsysteme des tonalen Systems und
sind im Schulerschen System sehr wichtig. Jeder Ton n des Systems hat
namlich selber eine ganze Teiltonreihe und ist damit Grundton eines zu dem
urspriinglichen System isomorphen Subsystems, das im urspriinglichen Sy-
stem enthalten ist. Dieses Subsystem wird von n erzeugt und man spricht
dann vom ner-System. Die Isomorphie zwischen System und Subsystem ist
eine skalierte Selbstdhnlichkeit und damit eine grundlegende Eigenschaft der
Fraktale.

Statt der Subsysteme kann man auch {ibergeordnete Systeme betrachten.
Diese Systeme basieren auf den Untertonen des Grundtons, also auf den
Zahlen %, n € N. Geht man vom Ton % aus, so ist das Hauptsystem beziiglich
dieses neuen Grundtons das n-te Subsystem. Daher besteht auch zwischen
diesen Systemen eine Isomorphie. Betrachtet man zwei Untertone % und %,
dann setzt man den neuen Grundton auf % und erhélt dieselbe Struktur wie
vorher. Nimmt man hingegen alle Untertone, dann erzeugt man ganz Q.. Es
gibt zwar nur abzdhlbar unendlich viele rationale Zahlen, aber im Gegensatz
zu N liegt Q4 dicht in R, und damit ist der Abschluss iiberabzéhlbar.

Offenbar ist jeder Ton ungleich 1 in mehreren Systemen enthalten, nadmlich
zumindest im ler-System und in dem Subsystem, dessen Grundton er ist.
Die primzahligen To6ne sind in genau diesen beiden Systemen enthalten, al-
le anderen in mehr Subsystemen. Das héngt von den in der jeweiligen Zahl
enthaltenen Primfaktoren ab: Ein Ton ist in k£ verschiedenen Systemen ent-
halten, wenn man seine Primfaktoren auf k& verschiedene Arten kombinieren
kann. Dabei ist das leere Produkt eine mogliche Kombination und steht fiir
das ler-System. Bei n Primfaktoren gilt

n+1<k<2",

k =n+ 1, wenn alle Primfaktoren gleich sind und & = 2", wenn alle Prim-
faktoren verschieden sind. 12 = 2 - 2 - 3 und kann daher auf folgende Arten
gesehen werden:

12=12, =62 =43 =34, =26 = 115

Die tiefgestellte Zahl gibt an, in welchem System man sich befindet. Welche
der obigen Mdglichkeiten die 'richtige’ ist, wird aus dem Kontext - zum Bei-
spiel in welchem System die anderen Téne des Akkords sind - klar oder kann
auch vom Komponisten bewusst offen gelassen werden.

Die Subsysteme l6sen die Tonarten aus der iiblichen westlichen Musik
ab. Hier wahlt man fiir eine Dur-Tonleiter sieben der vorhandenen zwolf
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Tone aus und hat dann sieben Stufen, die jede einen eigenen Grundakkord
hat. Die Grundakkorde der ersten, der vierten und der fiinften Stufe sind in
Dur, die der zweiten, der dritten und der sechsten Stufe in Moll, und der
Grundakkord der siebenten Stufe ist vermindert. Im Schulerschen System
sieht es grundlegend anders aus: Sei die 1 ein ¢. Dann ist das Hauptsystem
in C-Dur. Nach Tabelle 2.1 ist das 3er-System G-Dur. Befindet man sich im
Ser-System, dann ist man in E-Dur, etc. Es gibt unendlich viele Subsysteme.
Die Systeme stehen alle in Dur, denn die ersten drei verschiedenen Toéne
eines Systems ergeben immer den reinen Dur-Akkord* zum Grundton des
Systems. Moll kann zwar auch erzeugt werden, aber das ist komplizierter
und dazu spéter (Abschnitt 2.6).

Das 2er-System ist die Menge aller geraden Zahlen. Es enthélt insbeson-
dere alle Potenzen der 2 und damit alle Oktavierungen des Grundtons. Nach
Schulers Theorie sind sie das ruhende, starre Grundgeriist. Im Gegensatz da-
zu sind die ungeraden Zahlen (mit Ausnahme der 1) der aktive Teil, wobei
die Primzahlen # 2 am aktivsten sind. Fiir die Primzahlen gilt: Je hoher
desto aktiver.

2.2 Die Rolle der 1

Die 1 ist in diesem Modell die Einheit/die Gesamtheit, die in die Vielheit
der anderen Zahlen aufgespaltet wird. Dieses Aufbrechen der Einheit ist der
Namensgeber von Schulers Dissertation “Fraktale Tonalitat“. Die 1 kommt
selber als Ton nie vor. Dafiir wird oft direkt oder indirekt auf die 1 verwiesen.
Ein direkter Verweis ist ein Einserschritt in der Melodie, also wenn auf einen
Ton t der Ton t + 1 oder der Ton t — 1 folgt. Wenn so ein Einserschritt von
einem ungeraden Ton zu einem seiner geraden Nachbarn erfolgt, dann ist das
ein Wechsel von aktiv zu passiv. Schuler nennt das in seiner Dissertation auch
einen Schritt auf ein niedrigeres Energieniveau. Das soll ausdriicken, dass ein
derartiger Schritt von sich aus geschieht und als Entspannung empfunden
wird.

Einen weniger direkten Verweis auf die 1 gibt es iiber das psychoakusti-
sche Phéanomen des Residualtons. Wenn man einen Ton hort, dann hért man
bekanntlich mehrere Sinusschwingungen: Die Grundschwingung und Schwin-
gungen, deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache der Grundschwingung sind.
Lasst man die Grundschwingung weg, dann wird sie im Ohr wieder hin-
zugefiigt und man hort das gleiche wie vorher. Wenn das menschliche Ohr
mehrere Frequenzen innerhalb einer gewissen Bandbreite hort, dann hort es

4Der Dur-Akkord besteht aus den Ténen 1, g und %; die letzten beiden sind Oktavie-
rungen der Téne 5 und 3
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den grofiten gemeinsamen Teiler dieser Frequenzen dazu. Sind also zwei Téne
teilerfremd, dann ist ihr grofiter gemeinsamer Teiler 1 und damit ’erzeugen’
sie die 1. Anders gesagt: Wenn es kein Subsystem gibt, in dem beide To6ne
enthalten sind, verweisen sie auf die 1. Gerade die Primzahlen, die ja beson-
ders aktiv sind, verweisen damit am héaufigsten auf die 1, die Einheit, den
Ruhepol der Systematik. Nur wenn alle anderen Tone des Akkords Vielfa-
che der Primzahl sind, tritt der Effekt nicht auf. Dann kann dieser Akkord
aber in dem von der Primzahl erzeugten Subsystem betrachtet werden und
in diesem Subsystem ist die Primzahl selber die 1.

2.3 Die langste Folge zur 2

Jedem Ton, also jeder natiirlichen Zahl ¢ > 1, wird ein Energieniveau zuge-
ordnet. Die Zahlen 2", n € N, haben das Niveau 0, auf das sozusagen alle
Zahlen zuriickfallen wollen. Es stellt sich nun die Frage, auf welchem Weg das
moglich ist. Es gibt im Allgemeinen mehrere Moéglichkeiten, aber genau eine
lingste Folge von Tonen, bei der in jedem Schritt das Energieniveau fallt.
Diese langste Folge ist interessant, weil sie erstens von sich aus ablauft und
zweitens das Erreichen des Nullniveaus moglichst lange hinauszogert. Man
“macht also moglichst viel aus dem, was man hat“ - aus dem Energieniveau
des Anfangstons.

Wie schon erwdhnt sind die ungeraden Zahlen aktiver als die geraden
Zahlen; sie haben ein hoheres Energieniveau und streben zu ihren geraden
Nachbarn. Folgende Schritte seien erlaubt:

tii=t;+1 fiir ¢; ungerade und

l;
tiy1 = 5 fiir ¢; gerade

Man hat also nur dann eine Wahl, wenn die Zahl ungerade ist. Jede ungerade
Zahl hat einen Nachbarn, der durch 4 teilbar ist, und einen, der nicht durch 4
teilbar ist. Wenn man die ldngste Folge erhalten will, muss man die Nachbar-
zahl wahlen, die nicht durch 4 teilbar ist, damit man im tibernéchsten Schritt
nicht ebenfalls durch 2 teilen muss und so die Folge moglichst langsam fallt.
Damit ist die Eindeutigkeit der Folge klar.

Fir ¢t = 2" betrdgt die Folgenldnge n — 1. Doch alle Elemente dieser
Folge befinden sich auf dem Niveau 0. Das bedeutet, dass sich von einem
gewissen Standpunkt aus betrachtet nichts tut und der Startpunkt schon
Endpunkt ist. Fiir jedes ungerade ¢t mit 2" < t < 2" hat die Folge zur
2 maximal 2n — 1 Schritte. Das sieht man daran, dass man abwechselnd
Einserschritte und Halbierungen vornimmt. Bei den Einserschritten bleibt
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man im Bereich (27, 2""!), denn dessen Randpunkte mochte man vermeiden.
Bei den Halbierungen wechselt man in den Bereich (277!, 2"). Die einzigen
Ausnahmen sind die Schlusssequenzen 3 — 4 und 3 — 2. Jede Folge gelangt
irgendwann zur 3 und muss auf eine der beiden genannten Arten enden. Siehe
dazu Abbildung 2.1.

33, 35 37 39 41 43 45 47T 489 51 53 55 57 59 61 63

R N R R T AR AR A A e R N A T T T T T I

32 34 38 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 6O B2 64
I I I I I | I I

|
17 14 21 23 24 27 29 31
16{ \18( \20&/ \22( \24( \26( \28{ \30( \32
] |
4 11 13 14
Sk” \\,mk” \H12k” \H'Idk” \Hﬂi

T T e T,
|

3

P ——

Abbildung 2.1: Einserschritte

Da jede natiirliche Zahl ¢ ein Produkt von Primfaktoren ist und alle Prim-
zahlen aufler der 2 ungerade sind, lasst sich ¢ in der Form

t = 2"y (2.1)

mit u ungerade schreiben. Fiir 2" < u < 2"*! hat die lingste Folge von ¢ zur
2 genau k + 2n — 1 Schritte, wenn u # 1 ist.

Eine Division durch 2 ist aber nur eine Oktavierung. Das Interessante
sind die Einserschritte. Nehmen wir als Beispiel die Folgen

11—-10—-5—=6—3—2und

11 — 10 — 12 — 8.
In beiden passiert im Prinzip das gleiche, denn
11 - 10 = 5(2) — 12 = 6(2) = 3(4) — 8 = 2(4)

Die zweite Folge besteht aus oktavierten Einserschritten. Die Schrittweite
des n-ten Schritts betriigt dabei 277!, denn der erste ist ein Einserschritt im
ler-System, der zweite im 2er-System, ... , der n-te im 2" 'er-System.
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Abschliefend kann man sagen: Startet man von einer ungeraden Zahl
u € (2",2"*1), dann kann man maximal n beziiglich des Energieniveaus fal-
lende Einserschritte machen, bis man bei einer Potenz der 2 ankommt.

In der westlichen Musik verlangen die Leittone nach einer Auflésung. Die-
se Auflosung ist in der traditionellen Tonalitét entweder ein Schritt der Gréfe
16 : 15 oder 25 : 24. Diese Schritte kommen im Schulerschen Modell auch vor,
aber es gibt auch viel groflere und viel kleinere. Fiir grofle Tone t wird das
Verhéltnis ¢4 1 :¢ klein und verschwindet unter die Wahrnehmungsgrenze,
die ungefiahr bei 81 : 80 liegt. Die 3 hingegen strebt zu den Ténen 2 und 4.
Damit kann die Auflésung sogar ein Quintschritt sein. In Abbildung 2.1 wird
die Idee veranschaulicht, aber die Schritte werden nicht nur von unten nach
oben, sondern auch von links nach rechts kleiner.

Da die ungeraden Zahlen zu ihren geraden Nachbarn streben, geht die
1 in die 2 {iber. Das ist ein Oktavschritt nach oben und ebenso streben im
Schulerschen Modell alle Potenzen der 2 nach oben. Dabei steigt zwar die
Tonhohe, aber man bleibt auf einer Oktavierung des Grundtons und damit
auf dem Niveau 0. Die Zahlen der Form 2" fallen also nicht nur nicht, wie
vorher geschrieben, sondern innerhalb des Null-Niveaus existiert eine dem
Fall der anderen Zahlen entgegengerichtete Aufwirtsbewegung.

2.3.1 Anzahl der unterschiedlichen Folgen

Im Intervall (27, 2""] gibt es 2" natiirliche Zahlen, die Hilfte davon ist unge-
rade. Es gibt also 2! mogliche Startwerte. Von diesen Startwerten aus gibt
es im Allgemeinen unterschiedlich viele verschiedene Folgen zu einer Potenz
der 2. Aus der Abbildung 2.1 sieht man sofort, dass man ausgehend von den
Startwerten 2" + 1 und 2"*! — 1 die wenigsten Mdoglichkeiten hat. Wie alle
Startwerte haben sie genau 2 ldngste Folgen. Im Gegensatz zu den anderen
Zahlen fiihrt aber jede Abweichung von diesen Folgen (die sich ja nur im
letzten Schritt unterscheiden) sofort auf eine Potenz der 2, denn

(2" +1)—1=2"

(2" +1)+1
2

Analog fiir 2" — 1. Es existieren also fiir jeden dieser beiden Startwerte
jeweils eine Folge der Lange k fiir k = 1,...,n — 1 und zwei Folgen der Lénge
n, insgesamt n + 1 Folgen.

Da man von unterschiedlichen Startwerten im Bereich (27,2""1) ausge-
hend im Allgemeinen unterschiedlich viele verschiedene Folgen zur 2 zur

=on 141,
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Verfiigung hat, ist diese Anzahl keine Funktion von n. Man kann aber zei-
gen, dass die Summe w,, der moglichen Folgen von sdmtlichen Startwerten
aus (27, 2"1) zur 2 oder einer ihrer Potenzen genau 2 - 3"~ ! ist.

Offensichtlich ist w; = 2. Seien nun wy, ..., w, bekannt. Aus (271 27+2)
fithren genau 2 Einserschritte (4 jeweils eine Oktavierung) zu jedem Start-
wert aus (27,2""1). Genau so gibt es jeweils 2 bis auf Oktavierungen direkte
Einserschritte zu jedem Startwert aus den Bereichen (2% 281) k <n —1
und es existieren noch die beiden Folgen 27141 — 2"+ und 2772 -1 — 27+2
mit Lange 1. (vgl. Abbildung 2.1) Dann ist

n n—1
Woy1 = 3 2w; +2 = 2w, + > 2w; + 2 = 3w, = 3"w; =2-3"
i=1 i=1

Das scheint in Anbetracht der Tatsache, dass man meistens mit kleinen
n arbeitet, eine eher beschriankte Auswahl zu sein. Doch die Schritte in der
Folge miissen nicht aus nur zwei Ténen bestehen. Man kann sie ausbauen und
verzieren, umspielen und wiederholen. Auflerdem steht es dem Komponisten
frei, jederzeit neue Impulse zu setzen und diese vorgefertigten Folgen wieder
zu verlassen.

Eine wichtige Art der Verzierung ist das Umspielen. Dabei wechselt die
Stimme von einer ungeraden Zahl u nicht direkt zu einem ihrer geraden
Nachbarn g. Stattdessen bewegt sie sich zuerst um 2 zur anderen ungeraden
Zahl, die ebenfalls zu g strebt. Erst danach erfolgt die Auflésung zu g. Das
wére zum Beispiel

7—5—6 statt 7— 6.

Nach einem Wechsel von ungerade zum néchsten ungeraden Ton verlangt
das Ohr laut Schuler den Ausgleich zum dazwischen liegenden geraden Ton.
Dieser Sachverhalt wird noch bei der Seitenbewegung gebraucht. (Abschnitt
2.5.8)

2.4 Sonanzmessung

Die Sonanz gibt an, wie gut/angenehm /einfach ein Klang zu horen ist. Je
hoher die Sonanz ist, desto dissonanter ist der Klang. Am konsonantesten ist
der Einklang mit dem Verhéltnis 1: 1.

2.4.1 Gradus Suavitatis

Leonhard Euler (1707 - 1783) definierte die Gradus Suavitatis Funktion I, um
die Sonanz des Zusammenklangs zweier Toéne zu messen. Stehen die T'6ne im
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' | Intervalle
1
213
11
3|51
2 1 1
413558
5311 1 1
405792127 16
6232 1 1 1 1
578797107 187 247 32

Tabelle 2.2: Die konsonantesten Intervalle nach Euler

Verhéltnis ¢ : r (g, r teilerfremd), dann definiert man n := kgV'(q,r) = q - r.
Jedes n lasst sich eindeutig in der Form

n:pr", p; €Pe; €N

darstellen® und T ist dann definiert als

I'N=N,  n=1+) elp—1) (2.2)

In Tabelle 2.2 stehen alle Intervalle, deren Gradus Suavitatis < 6 ist.

['(n) wachst zwar mit n, aber nur sehr unregelméBig. Fiir alle Primzahlen
p € P gilt I'(p) = p. So ist I'(31) = 31, I'(32) hingegen nur 6. Offenbar ist
das Verhéaltnis

I'(n)
n
besonders grofl, wenn n eine Primzahl ist, und besonders klein, wenn n eine
Potenz der 2 ist. Damit lisst sich I'(n) abschitzen: Fiir n € [2871 2%] gilt
k < T(n) < 2*. Dass diese Abschiitzung scharf ist, siecht man zum Beispiel
an I'(31) und I'(32).

Wie man an der Definition sieht, verdndert jede Oktavierung eines Tones
den Gradus Suavitatis um 1, obwohl es dabei die gleichen Téne bleiben. Zwei
To6ne haben nach Euler also genau einen "Abstand’, in dem sie am wenigsten
dissonant klingen. Das ist genau dann der Fall, wenn n den Primfaktor 2
nicht enthélt.

Eulers Funktion beriicksichtigt nicht das Zurechthoren. Gerade die klei-
nen, fiir das menschliche Ohr nicht wahrnehmbaren Verstimmungen resultie-
ren oft in einem besonders hohen I'. Die leicht falsche Quint 1000:14996 ist

5Ab einem bestimmten iy sind alle e; = 0. Die p; durchlaufen ganz P. Daher kénnen
auch e; mit 7 < i gleich 0 sein.
61499 ist prim.
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von 1000:1500 = 2:3 akustisch nicht zu unterscheiden, aber das erste Intervall
liefert 1514, das zweite nur 4.

2.4.2 Martin Vogel

Martin Vogel hat eine eigene Methode zur Berechnung von Intervallen vor-
gestellt (siehe [7]), um Eulers Funktion zu verbessern. Auch sie basiert auf
den Primzahlen und liefert dhnliche Werte. Vogel erklédrt aber auch, wie sie
zur Berechnung von Mehrkldngen verwendet werden kann. Fiir Intervalle der
Form 1 : n lautet die Formel in Anlehnung an die von Euler

Ly(n) = Z eipi — €1 (2.3)

Vogel bildet also die Summe iiber alle enthaltenen Primfaktoren. Nur von
den Faktoren 2 wird jeweils 1 abgezogen. Euler hingegen zieht von jedem
auBer dem ersten Faktor 1 ab. In Tabelle 2.3 werden die jeweiligen Werte fiir
die ersten 16 Intervalle der Form 1 : n angegeben.

n | 1]2[3[4[5]6]7[8[9[10[11[12][13]14[15]16
T'(n) 2335 [4(7[4[5]6|11|5|13]8]|7]5
Ty(n) [0]1]3|2(5[4[7]|3[6[6 11| 5 |13|8 |8 |4

—_

Tabelle 2.3: Vergleich Euler-Vogel

Fiir Akkorde geht Vogel folgendermaflen vor: Erst werden diejenigen Prim-
zahlen ’gekiirzt’, die in jedem Ton vorkommen. Dann wird die Sonanz jedes
Tones zur 1 ermittelt und abschliefend das arithmetische Mittel dieser Werte
berechnet.

Auch Vogels Methode lésst das Zurechthéren aufler Acht und versagt hier
wie Eulers Gradus Suavitatis. Leider ldsst sich dafiir keine allgemeingiiltige
Formel angeben, weil es stark von der Schulung des Gehors abhéngt, ob man
komplizierte Tonverhéltnisse als solche wahrnimmt oder sie durch einfachere
ersetzt.

Diese Sonanzmessung sollte allenfalls als grobe qualitative Analyse ge-
sehen werden, auf die man sich nicht hundertprozentig verlassen kann. Be-
trachten wir zum Beispiel die Klénge

(7)

= ot O I
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Der erste Klang ist die Naturseptime. Der zweite Klang ist ein reiner Dur-
Grundakkord mit der Naturseptime. Der zweite Akkord klingt fiir das Ohr
angenchmer, aber beide haben nach Vogels Berechnungsmethode eine Sonanz
von 4,5.

Nimmt man hingegen Eulers Funktion fiir die Berechnung der Sonanz der
Intervalle der Form 1 : n, dann erhélt man fiir den ersten Klang 5 und fiir
den zweiten 4,75. In diesem Fall liefert also der Gradus Suavitatis bessere
Werte.

Die Berechnungen von Euler und Vogel beziehen die Lage das Klangs
im Tonraum nicht mit ein. Tiefe T6ne sollten groflere Absténde zueinan-
der haben, wenn man Rauhigkeit im Klang vermeiden mochte. Auch Ver-
deckungsphénomene (laut/leise) und die sogenannte Kritische Bandbreite
werden nicht beachtet.

2.4.3 Sonanz als Norm

Die beiden Methoden kann man als eine Art modifizierte Norm iiber der
Menge der Tone auffassen, wenn man die Sonanz eines Tones n mit der
Sonanz des Intervalls 1 : n identifiziert. Beide obigen Funktionen ordnen
jedem Ton eine Zahl aus R, U {0} zu. Die Axiome fiir eine Norm sind:

L ||n|]|=0&n=0
2. |[An[| = Af[n]]
3. [ny + no|| < lnal] + [[na|]

Der Gradus Suavitatis erfiillt das Axiom 1. Dass 0 kein Ton ist, soll dabei
nicht weiter stéren. Man kénnte sagen, dass nur die Stille keine Sonanz hat.
Bei Vogels Funktion gilt I'y/(1) = 0. Das Intervall 1 : 1 ist aber die Prim und
hat 'Distanz’ 0. Daher scheint auch das durchaus gerechtfertigt. Wenn man
bei Eulers Funktion das "1+’ weglésst und

T(n):=>) elpi—1) (2.4)

%

definiert, kann man gleich argumentieren. Ein anderes Argument wire, dass
man nicht additiv, sondern multiplikativ hort. Daher miissen die Axiome
entsprechend abgedndert werden:

L |In]]=0&n=1

2. [[n]] = Alln]]
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3. [[nana|| < ] +[Inzl]

Sei wieder

n = prL
i
n _ Hp)\el

Setzt man das in I ein, erhélt man

[nAllz =T(nY) = Y deilps — 1 —Azez pi —1) = AL(n) = ||n|7.

Dann ist

Das zweite Axiom gilt also fiir ', aber nicht fiir I'. Das dritte beweist man

durch
ning = sz 1_[]9612 = H o da pi; = pi,-

Damit kann man nachrechnen7 dass gilt:

sl lg = T(nana) = (e, +ei)(pi— 1) =

D enpi— 1)+ en(pi—1) =T(n1) +T(nz) = |[nallg + |Inal Iz
Daraus sieht man sofort, dass I'(ny) + I'(ng) = I'(ning) + 1 ist.

Das zweite Axiom gilt auch fiir 'y, denn

M|l = Tv(n Z)‘ezpz —Aep = A (Z €iPi — 61) = Ay (n) = Al|n||v.

1

Wie fiir T’ kann man auch das dritte Axiom nachrechnen:

lnimal[v = Tv(ming) = > (ei, +€i,)pi — (1, +e1,) =

S cupi— e + 3 epi — 1, = Ty (m) + Ty (na) = [Imlly + [Inally

Man konnte auch herkommliche Normen zur Berechnung der Sonanz ver-
wenden. Dazu schreibt man die im Ton n enthaltenen Primfaktoren ihren
Héufigkeiten entsprechend in einen Zeilenvektor:

(p17"'7p17p27"'7p27"'7pk7"'7pk)
“ o e — —_——

Vv
el es ek
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pr ist der grofite enthaltene Primfaktor. Von diesem Vektor kann man wie
gewohnt die Norm berechnen. Beispiele fiir die Normen sind:

e Maximumsnorm: ||n||« = pk

e cuklidische Norm: ||n||; = /D, €;p?

e Summennorm: ||n|l; = >, e;p;

Dabei ist die Summennorm den Funktionen von Euler und Vogel am &hn-
lichsten, vgl. vor allem (2.4)

Analog zur Sonanz eines Tones kann man auch die Sonanz eines Sub-
systems definieren. Man sagt, dass die Sonanz eines Subsystems gleich der
Sonanz des dieses Subsystem erzeugenden Tons ist. Das ist plausibel, weil
mit einem Ton t; auch seine ersten Teiltone und damit die ersten Toéne des
t1-Systems mitklingen.

2.5 Uberginge zwischen Systemen (Kaden-
zen)

Der Wechsel von einem System in ein anderes hat eine starke musikalische
Wirkung. Im folgenden Abschnitt wird untersucht, wie solche Wechsel auf-
gebaut sein kénnen und welche Gestaltungsmoglichkeiten und Freiheiten ein
Komponist hat.

Wir betrachten teilerfremde Systeme, denn wenn sie nicht teilerfremd
sind, dann kann man den Ubergang als einen Ubergang zwischen teilerfrem-
den Systemen in einem Subsystem interpretieren. Der Grundton dieses Sub-
systems ist der grofite gemeinsame Teiler der Grundtoéne der beiden Systeme.

Mochte man von einem System in ein anderes wechseln, dann muss man
hintereinander zwei Akkorde spielen, von denen der erste aus dem ersten und
der zweite aus dem zweiten System ist. Diese Akkorde sollen harmonisch sein.
Ein Akkord ist harmonisch, wenn seine Tone die Gleichung “T“’ = c erfiillen.”

Ein harmonischer Akkord hat idealerweise drei Stimmen. Jedes Intervall
kann mit Hilfe der obigen Gleichung zu einem harmonischen Akkord ver-
vollstéandigt werden. In weiterer Folge betrachten wir zuerst Dreikldnge und
dann Akkorde mit mehr To6nen.

Akkorde konnen sich auf drei Arten bewegen’ (hier anhand von Drei-
kldngen beschrieben):

"siehe [1] Seite 46
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1. Gegenbewegung: Die Mittelstimme bleibt liegen und die Auflenstim-
men bewegen sich um die gleiche Zahl zu- oder auseinander. Meistens
bewegen sie sich dabei um 1, um auf die 1 zu verweisen.

2. Seitenbewegung: Eine Auflenstimme bleibt liegen und die anderen Stim-
men bewegen sich entweder beide zu ihr oder beide von ihr weg. Damit
ein Akkord dabei harmonisch bleibt, muss sich die zweite Aulenstimme
offenbar doppelt so viel wie die Mittelstimme bewegen. Eine "Seitenbe-
wegung um 1’ bedeutet, dass sich die Stimme neben der Liegestimme
um 1 bewegt; die andere Stimme um entsprechend mehr.®

3. Riickung: Bei der Riickung bewegen sich alle Stimmen um den gleichen
Betrag (wieder meistens 1) in dieselbe Richtung.

2.5.1 Existenz der Ubergiinge

Wir betrachten zunéchst die Gegenbewegung in Dreiklédngen. Hier bleibt die
Mittelstimme auf einem Verschmelzungston liegen wahrend sich die Auflen-
stimmen um 1 bewegen. Ein Verschmelzungston ist ein Ton, der in beiden
Systemen enthalten ist. Der kleinste Verschmelzungston von zwei Systemen
ist das kleinste gemeinsame Vielfache der jeweiligen Grundtone, bei teiler-
fremden Systemen also ihr Produkt. Dass es fiir einen Ubergang zwischen
zwei beliebigen Systemen immer passende Akkorde gibt, folgt aus der Exi-
stenz des erweiterten euklidischen Algorithmus. Dieser Algorithmus berech-
net zu zwei natiirlichen Zahlen ¢; und t, den gréffiten gemeinsamen Teiler
und auflerdem zwei ganze Zahlen n; und ns, fiir die gilt:

99T (t1,t2) = nit1 + noty
Da wir teilerfremde Zahlen ¢; und t5 betrachten, steht auf der linken Seite
1. Das ist notwendig, weil wir einen Ton n,t; aus dem t;-System suchen, der
sich um 1 von einem Ton nots aus dem to-System unterscheidet. Eigentlich
wollen wir diophantische Gleichungen der Form

1= n1t1 — TthQ und 1 = n2t2 — n1t1

mit n; € N 16sen, aber diese Abéanderungen dndern nichts an der Losbarkeit
der Gleichung.

8Hat der Akkord n Stimmen und beginnt man bei der liegenden AuBenstimme zu
zéhlen, dann bewegt sich die n-te Stimme um n — 1.
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Der erweiterte euklidische Algorithmus

Die induktive Variante funktioniert folgendermafien: In jedem Schritt wird
eine Division mit Rest ausgefiihrt. Sei to > t1, a :=t9, b:=t;.

a=q-b+r

Wenn man ¢ und r bestimmt hat, setzt man a,., := b und b,., := r. Das
wird so lange wiederholt, bis man schliellich auf » = 0 kommt. Das passiert
nach endlich vielen (in der Gréflenordnung von c - log(r)) Schritten, weil die
Reste streng monoton fallen. Durch Riickeinsetzen in die Gleichungen erhélt
man dann die gesuchten n;.

Beispiel: t; =5, to =7

7T=1-542
0=2-2+1
2=2-14+0

Mit dem Riickeinsetzen beginnt man bei der vorletzten Gleichung und geht
von unten nach oben. Zuerst bringt man die Gleichungen auf die Form r =
a—q-b

1=5-2-2

2=7-1-5

Einsetzen liefert:
1=5-2.-2=5-2-(7T—1-5)=3-5—-2-7
Daraus kann man ablesen: n; = 3, ny = 2 und der Algorithmus ist beendet.

Die erhaltene Losung ist eine Partikularlosung der linearen diophanti-
schen Gleichung n,t; —nsty = 1. Fiir die homogene Gleichung nt; —nsts = 0
gilt offenbar ny = p -ty und ny = p-t1, p € N, weil t; und ¢, teilerfremd
sind. p wére eigentlich € Z, aber es gibt keine negativen Téne. Deswegen sind
nur die Losungen interessant, bei denen beide n; positiv sind. Alle Losungen
dieser Gleichung sind also:

(Zi):(g)”‘(Q) peN (25)

Der folgende Satz liefert auch einen Beweis fiir die Existenz der n;, aber
keine Methode zur Berechnung. Er sei trotzdem mit Beweis angefiihrt, da
die Ergebnisse in weiterer Folge gebraucht werden.
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Satz 2.1. Wenn t; und ty teilerfremd sind, ist die Menge
M :={nt; modty | n=0,...,ta —1} ={0,...,t, — 1}.

Indirekter Beweis: Die Menge M hat offenbar maximal ¢, Elemente. An-
genommen sie hat weniger Elemente. Dann gibt es zwei Zahlen n,m aus
{0,...,ts — 1}, n > m, mit

nt;y = mt; mod ts
Das bedeutet aber 3 j,k € N mit
nty + jtos = mty + kts, also

(n—m)ty = (k— j)ts

Da ¢; und t, teilerfremd sind, miisste (n — m) nach dem Lemma von Euklid
ein Vielfaches von ¢y sein. (n — m) ist aber kleiner als ¢o, Widerspruch.

O

M ist demnach genau {0,...,to — 1}. Es gibt also ¢, verschiedene Reste
und n lauft von 0 bis t; — 1. Dadurch gibt es nach dem Schubfachprinzip zu
jedem Rest genau ein n. Das bedeutet, dass es zu jedem teilerfremden Paar
(t1,t2) im Bereich [0,t1ts] genau ein Paar (nqty, noty) gibt, fiir das

n1t1 = n2t2 +1 (26)
gilt und ebenfalls genau ein Paar mit
n3t1 = n4t2 — 1. (27)

Nach diesem Satz kann man Ubergiinge mit beliebiger Schrittweite fin-
den. Das wird bei der Seitenbewegung (Abschnitt 2.5.8) gebraucht. Doch
wie gesagt sind die Einserschritte wegen des Verweises auf die 1 musikalisch
besonders interessant und daher wird in weiterer Folge hauptsachlich damit
gearbeitet.

Seien zum Beispiel t; = 3 und t5 = 5. Dann gilt

ny = 2 n1t1 =6

Ng = 1 ngtg =95
und

ng = 3 7’L3t1 =9

nygy = 2 n4t2 =10
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ny und no erhélt man wie gesagt mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algo-
rithmus. n3 und n4 berechnet man dann sofort aus den noch zu beweisenden
Zusammenhéngen n; + ng = to und ns + ny = t;. Bisher wurde nur gezeigt,
dass es solche Ubergiinge fiir die Unterstimme gibt. Die Oberstimme erhilt
man sofort, wenn man die Tone beziiglich des Verschmelzungstons ¢t sym-
metrisch zur Unterstimme wahlt. Wenn nqt; = noty 4+ 1 gilt, dann definiert

man *?

]{?1 = t2 — Ny (28)
]{ZQ = tl — Na. (29)

Die k; sind leichter zu handhaben, weil sie den Abstand der Auflenstimmen
vom Verschmelzungston angeben, die n; hingegen den Abstand der Unter-
stimme zur 0. Einsetzen der n; liefert

also
—kltl = —k'gtg + 1

und damit auch
tth + k’ltl - tltg + kgtg — 1.

Die so gewonnenen Akkorde haben also die Form

tity + kitq (ta + K1)ty
t1to = t1ts
tita — kity (ta — k1)t1

a+b —

und sie sind harmonisch, denn ihre drei Tone erfiillen die Gleichung “3> = c:

tite — kit +tits + kity 261t
2 =g ~hb

Analog fiir den zweiten Akkord. Im vorigen Beispiel sind

beziehungsweise

Das liefert die beiden Ubergiinge

24 25
15 | < | 15
6 5

Yanalog ks :=ty —ns und ky :=t; — ny
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und
21 20
15 YRS 15
9 10

Wie schon in Abschnitt 2.1 geschrieben wurde, sind die ungeradzahligen
die aktiven Tone, die zu ihren benachbarten geradzahligen passiven Ténen
streben. Damit ein Ubergang von einem System in ein anderes als von sich
aus ablaufend wahrgenommen wird, sollten die T6ne der Akkorde also von
ungeraden zu geraden werden.'® Das bedeutet, dass die obigen Uberginge
eigentlich

24 25

15 |« | 15

6 5
und

21 20

15 1 — 1 15

9 10

sind. Der erste Ubergang ist also aus dem 5er- in das 3er-System und der
zweite aus dem 3er- in das Ser-System. Man kann zeigen, dass es zwischen
zwei beliebigen teilerfremden ungeradzahligen Systemen jeweils genau einen
Ubergang in jede Richtung gibt. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass

ny +ng = tg.

Da t5 ungerade ist, folgt namlich, dass von n; und ns3 jeweils eine Zahl ge-
rade und eine ungerade ist. n; und ns bestimmen jeweils die Unterstimme
des Akkordes. Also ist ein Akkord aktiv und einer passiv. Damit geht ein
Ubergang in das t;-System und einer kommt aus dem ¢;-System.

Lemma 2.2. ny +n3 =ts
Beweis: Es wurde schon gezeigt, dass
n1t1 = n2t2 +1

n3t1 = n4t2 — 1.

Addieren der beiden Gleichungen liefert

(n1 + TL3)t1 = (’I”LQ + n4)t2

10T weiterer Folge werden immer entspannende Ubergiinge untersucht. Machte man bei
einem Ubergang hingegen Spannung aufbauen, kehren sich die Richtungen um.
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Auf der rechten Seite steht ein ganzzahliges Vielfaches von to. Also gilt
(ny +n3)t;1 =0 mod ¢,
t; und t, sind teilerfremd, daher ist
t1 Z0 mod to,

also muss
(n1+n3) =0 mod ty

sein. Da aber auch gilt
0 < nqi,ng < to,
ist
0<ng+n3 <2t

und damit
ny +ng = tg. (210)

g

Analog erhélt man ns + ny = t;. Daraus folgt auch, dass man sich nicht
aussuchen kann, ob sich die AuBenstimmen bei dem Ubergang auseinander
oder zueinander bewegen, wenn man den kleinsten Verschmelzungston ver-
wendet. Es lédsst sich zeigen, dass sich die Auflenstimmen entweder bei beiden
Ubergéngen auseinander oder bei beiden zueinander bewegen:

Dafiir betrachten wir die Unterstimme. Wir gehen wieder von den Glei-
chungen (2.6) und (2.7) aus. Sei ny gerade. Dann ist nit; ebenfalls gerade
und noty ungerade. Hier handelt es sich also um einen Ubergang aus dem to-
System in das t;-System. nots ist um 1 kleiner als nqt;. Die Unterstimme geht
also beim Ubergang um 1 nach oben. Daher bewegen sich die AuBenstimmen
zueinander.

Wenn n; gerade ist, muss nz ungerade sein. Dann ist nst; ebenfalls un-
gerade und nut, gerade. Hier handelt es sich um einen Ubergang aus dem
t1-System in das to-System. nst; ist um 1 kleiner als nyts. Die AuBenstim-
men bewegen sich also wiederum zueinander.

Wenn n hingegen ungerade ist, folgt analog, dass sich die Auflenstimmen
bei beiden Ubergéngen voneinander entfernen. Das Verhalten der AuBenstim-
men um den kleinsten Verschmelzungston ist durch die beiden Systeme fix
bestimmt. Daher ist es charakteristisch fiir die Wechselwirkung zwischen den
jeweiligen Systemen und musikalisch von grofler Relevanz. In Tabelle 2.4 wird
das fiir die ersten sechs ungeradzahligen Systeme aufgelistet. a bedeutet, dass
sich die Auflenstimmen auseinander bewegen, z zueinander. Zwischen 3 und
9 gibt es keine derartigen Uberginge, weil das 9er-System ein Subsystem des
3er-Systems ist.
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3 71911113
3 a z | a
5 |z alz| a | z
7 lala zZ\| z | z
9 Z a | a
111z | a a Z
13 Z|z|a| z

Tabelle 2.4: Auflenstimmen bei den Ubergéingen um ¢,

2.5.2 Groflere Verschmelzungstone

Es gibt noch andere Verschmelzungstone, namlich alle Vielfachen ltit5, ] € N
des kleinsten Verschmelzungstons, sozusagen das tito-System. Der kleinste
Verschmelzungston von zwei ungeradzahligen Systemen ist ungerade. Damit
sind die der Grofle nach sortierten Verschmelzungsténe abwechselnd gerade
und ungerade. Oben wurde gezeigt, dass

tltg - kltl - tltg - k2t2 -+ 1

gilt, also auch
2t1t2 - kltl == 2t1t2 - thQ + 1

und allgemein
ltltg — k‘ltl = ltltg — ]fgtg +1 V1eN.

t1to ist ungerade, 2tit, ist gerade. Wenn k;t; ungerade ist, dann ist die
linke Seite der ersten Gleichung gerade (und damit tits — koty ungerade)
und die linke Seite der zweiten Gleichung ungerade (und damit 2t1ty — kot
gerade). Wenn k;t; gerade ist, ist alles genau umgekehrt.

Insgesamt erhélt man: Existiert um einen Verschmelzungston v, := lt1t,
ein Ubergang vom t;-System in das t,-System, bei dem sich die AuBenstim-
men auseinander bewegen, dann existiert ein Ubergang vom t,-System in
das t;-System um den néchsthéheren Verschmelzungston v;,; (und um den
nichstniedrigeren, falls [ > 2), bei dem sich die Auflenstimmen zueinander
bewegen. Zusétzlich gilt aber: Existiert um v; ein Ubergang vom t1-System in
das to-System, bei dem sich die Auflenstimmen auseinander bewegen, dann
existiert um v; auch ein Ubergang vom t,-System in das ¢;-System, bei dem
sich die Auflenstimmen auseinander bewegen. Damit lésst sich die erste Aus-
sage verbessern zu:
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Existiert um v; ein Ubergang vom t;-System in das t,-System, bei dem
sich die Auflenstimmen auseinander bewegen, dann existiert um v, (und
um v;_1, falls I > 2) ein Ubergang vom t;-System in das t,-System, bei dem
sich die Auflenstimmen zueinander bewegen.

Man kann also zwischen zwei beliebigen ungeradzahligen teilerfremden
Systemen Ubergénge in beide Richtungen finden und sich auch aussuchen,
wie sich die Auflenstimmen dabei verhalten, wenn man bei der Wahl des
Verschmelzungstons und damit auch bei der Lage der Akkorde im Klangraum
flexibel ist. Es héngt also von [ ab, ob die Richtung des Ubergangs fiir k;
erhalten bleibt oder nicht. Fiir ungerade [ bleibt die Richtung gleich, fiir
gerade [ wird sie umgekehrt.

Bei der Wahl von [ muss man beachten, dass sich fiir grofie [ die Au-
Benstimmen zwar weiterhin um 1 bewegen, der Tonschritt aber kleiner wird.
Das sieht man daran, dass ”TH fiir wachsendes n immer kleiner wird und fiir
grofie n gegen 1 geht, also gegen die Prim.

Die nun betrachteten Akkorde haben im Prinzip die gleiche Form wie die
um den kleinsten Verschmelzungston, ndmlich

ltite + kity
ltyto
Ittty — kity

Zur Veranschaulichung des oben Geschriebenen seien hier Beispiele mit dem
3er- und dem bHer-System mit [ = 1,2, 3 angefiihrt: Aus dem Ubergang

21 20
| =1 15
9 10
erhilt man die Uberginge
36 35 51 50
30 | <~ 30 | und | 45 | — | 45
24 25 39 40

Bei den Ubergéngen haben die AuBenstimmen jeweils die Absténde kit, = 6
und koty = 5 zum Verschmelzungston. Aus dem zweiten Ubergang

25 24
5 | = 15
5 6
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konstruiert man schnell

40 39 95 o4
30 | <~ | 30 und | 45 | = | 45
20 21 35 36

Die obige Aussage iiber die Existenz von Ubergéngen bezieht sich nur auf
Akkorde, zwischen deren Auflenstimmen nur ein Verschmelzungston liegt.
Ab dem zweiten Verschmelzungston existieren auch gréfiere Akkorde. Diese
umfassen ein Intervall, das grofler als 2 Oktaven ist.

Allgemein gilt: Aus

tity — kity = ity — koto + 1

folgt
ltltz - (kl + jtg)tl = ltltg - (kQ + jtl)tg + 1

leN, 7=0,...,01—1
Das ist klar, denn die letzte Gleichung ldsst sich auch anschreiben als
(I — Ptgty — kyty = (I — J)taty — kote + 1

Aus dieser Gleichung sieht man, dass die Richtung des Ubergangs nicht mehr
von [, sondern von [ — j abhéngt. Diese Akkorde haben die Form

ltity + (k1 + jto)th (L4 j)taita + kity
ltyts = [t1ty
ltltz — (kl + jtg)tl (l — j)tltz — kltl

Zur Veranschaulichung wieder Beispiele mit dem 3er- und dem Ser-System
mit [ < 3: Aus dem Ubergang

21 20
5 | = 15
9 10

erhélt man fiir j = 0 dieselben Ubergiinge wie im vorigen Beispiel, fiir j = -1
die Ubergénge

51 50 81 80
30 | > 30 | und | 45 | = | 45 |,
9 10 9 10



2.5. UBERGANGE ZWISCHEN SYSTEMEN (KADENZEN) 29

und fiir 0 < j < I —1 die iibrigen, die in diesem Fall aus nur einem Ubergang
mit [ = 3, 7 = 1 bestehen:

66 65
45 — 45
24 25

Theoretisch kann man beliebig hohe Verschmelzungstone verwenden, phy-
siologisch sind dem aber Grenzen gesetzt. Der im Beispiel vorkommende Ton-
schritt 81 — 80 ist ohne Ubung nicht zu héren und mit kleineren Schritten
haben auch gut trainierte Ohren Probleme.

Fiir [ — oo, j =1 — 1  geht das Intervall vom unteren Ton zum Ver-
schmelzungston gegen unendlich. Das obere Intervall vom Verschmelzungston
zur oberen Auflenstimme geht aber gegen die Oktave. Das sieht man daran,
dass die Akkorde folgendermaflen aufgebaut sind:

(l + j)tth + kltl (21 - 1)t1t2 + k’ﬂll 2lt1t2 — t1to + k’ﬂll
ity = ity = ity
(I = Jtite — kit bty — kity nity

Fiir [ — oo gelten

Ity
—2 500
nity

und
21t1t2 — tltg + k’ltl

lt1to

— 2.

kq ist laut Definition kleiner als t,. Deswegen konvergiert das Intervall von
unten gegen 2. Mathematisch geht das obere Intervall erst im Unendlichen
gegen die Oktave, doch das Ohr hort sich das Intervall schon ab einer gewissen
Grenze im Endlichen zu einer Oktave zurecht.

Da man die Oktave auf diese Weise konstruieren kann, sagt Schuler, dass
sie durch die “harmonische Teilung der Unendlichkeit® entsteht.

2.5.3 Akkorde mit mehr als drei Tonen

Da die Intervalle in den Akkorden insbesondere fiir j = [—1 sehr grofl werden,
kann man sie mit zusétzlichen Stimmen ausfiillen. Fiir derartige Fiillstimmen
hat man mehrere Optionen. Die einfachste ist, einige oder alle im Bereich

Hallgemeiner fiir j =1 — X, X fest
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des Akkordes liegende Verschmelzungstone in den Akkord aufzunehmen. Das
liefert Akkorde der Form

(2l — 1)t1t2 + kltl
(2l — 1)t1t2

ltqto

t1to
tltg — k’ltl

Damit solche Akkorde beim Fiillen harmonisch bleiben, muss mit dem Ton
(I — j)tits auch der Ton (I+ j)t1ty in den Akkord aufgenommen werden. Der
Akkord soll also weiterhin beziiglich der Mittelstimme (l¢;t5) symmetrisch
sein. Ein Ubergang mit derartigen Akkorden wire zum Beispiel

25 o4
45 45
30 [ =1 30
15 15
) 6

Eine andere Moglichkeit ist, fiir die Fiillstimmen die Auflenstimmen von
kleineren'? Akkorden um denselben Verschmelzungston [t;t, zu verwenden.
Dadurch erhalt man

<2l — 1)t1t2 + k’ltl
(I + j)tits + kity

Ity
(I —j)tita — katq
tite — kity

Doch wie bereits festgestellt wurde, héngt die Richtung des Ubergangs von
(I — j) ab. Wenn (I — j) gerade ist, wird die Richtung umgekehrt. Um die
Richtung auch fiir gerade (I — j) beizubehalten, muss man an diesen Stellen
ks statt ki verwenden. Das bedeutet, dass sich die entsprechende Fiillstimme
gegenlaufig zur Auflenstimme bewegt. Das sieht man an den wechselnden
Vorzeichen vor der 1 im mittleren Akkord in der folgenden Darstellung. Sei
(1£g) gerade und (14 5) ungerade. Dann haben die Ubergiéinge den folgenden

12k]einer im Sinn von einen kleineren Bereich umfassend
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Aufbau:

(2l — 1)t1t2 + K1ty

(I + g)tity + kstq

(I + j)tita + kity
lt1ts

(l — j)tltg — kity

(l — g)tth — kgtl

(2[ — l)tth + kltl +1

(l + g)tltg + kgtl —1

I+ j)tite + katy + 1
lt1ts

(I — jtsty — kyty — 1

(l — g)tltg — l{igtl +1

(2l — ].)tltg + koto

(I 4 g)tity + kgto

(I 4 j)tata + kaoto
lti1te

(l — j)tltg — koto

(l — g)tltg — k4t2

t1ty — l{fltl tito — l{iltl -1 t1ty — ]{?th

Das ist zwar simpel, sieht aber uniibersichtlich und unhandlich aus. Deutli-
cher wird es an einem Beispiel'?:

84 85
66 65
54 55
45 | « | 45
36 35
24 25
6 5

Je nachdem, welche Fiillstimmen man in den Akkord aufnimmt, erhélt man
gleiche oder gegenldufige Bewegungen.

Ein Ubergang wird vor allem durch die AuBenstimmen'* bestimmt. Méchte
man die Art des Uberganges beibehalten, aber gleichzeitig Spannung aufbau-
en, dann kann man ganz bewusst die Richtungsumkehr bei geraden (I — j)
ignorieren und die Fiillstimmen von passiven zu aktiven Ténen wechseln las-
sen. Zwei Uberginge dieser Art wiren zum Beispiel:

81 30 81 80
66 65 66 65
o1 20 o4 25
45 | — | 45 und 45 | — | 45
39 40 36 35
24 25 24 25

9 10 9 10

Beim ersten Ubergang bewegen sich alle AuBen- und Fiillstimmen in die
gleiche Richtung, ndmlich zum Verschmelzungston. Die inneren Fiillstimmen
verhalten sich genau wie die zugehorigen Auflenstimmen, denn sie wechseln

13t1:3; to =5, l:3a g:17 .7:07 k1:3a k3:27 k2:2; ky=1
4hesonders durch die tiefste Stimme, den Bass.
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von ungerade zu gerade. Beim zweiten Ubergang verhalten sie sich komplett
kontrar. Auch hier gilt: Wenn ein Ton in den Akkord aufgenommen wird,
muss der beziiglich des Verschmelzungstons [t,t5 symmetrische Ton ebenfalls
aufgenommen werden, damit der Akkord harmonisch bleibt.

Alle beschriebenen Methoden kénnen beliebig kombiniert werden. Der
Komponist hat also eine grofle Auswahl an Gestaltungsmoglichkeiten fiir die
Uberginge.

Jedes Mal, wenn man vom Ton t; auf den Ton ¢y wechselt, ist das auch
ein Ubergang vom t;-System in das t,-System, weil mit jedem Ton auch
seine ersten Teiltone (und damit ein Teil des von ihm erzeugten Systems)
mitschwingen. Allerdings hoért man diese Ubergéinge gar nicht bis nicht so
gut, wie wenn sie explizit gespielt werden. Das hat mehrere Griinde:

1. Die Obertone von t; klingen leiser t; selbst.

2. Es finden alle Uberginge statt, die mit den erklingenden Obertonen
moglich sind - auch die, die Ubergéinge in die andere Richtung wéren,
die also eine Anspannung verursachen.

3. Es schwingen nicht nur die Oberténe mit, die fiir die Ubergénge ge-
braucht werden. Welche Obertone tatséchlich vorhanden sind, héangt
vom Instrument ab.

2.5.4 Sonanz der Akkorde

Anstatt die Téne nur einzeln zu betrachten, kann man wie Martin Vogel die
Akkorde als Ganzes untersuchen und in Bezug auf deren Sonanz analysieren.
Als erstes wird so weit wie moglich gekiirzt. Man betrachtet die Akkorde also
im entsprechenden Subsystem und damit unabhéngig vom Subsystem. Als
Beispiel ein Ubergang aus dem 3er-System in das Ser-System:

21 7

15 | =15 =: ag
9 3/,

20 4

15 | =1 3 =:as
10 2

5
Dann wird wie in Abschnitt 2.4 beschrieben die Sonanz berechnet, zum Bei-
spiel mit Vogels Formel:

Fv(ag) =5 Fv(a5) =2
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Der Ubergang

7 4
5 — 3
3 3 2 5

hat also einen harmonisch entspannenden Charakter. Gleichzeitig ist es aber
ein Ubergang aus dem 3er- in das Ser-System. Wie fiir Tone gilt auch fiir
Systeme, dass ungeradzahlige aktiver als geradzahlige sind, dass primzahlige
besonders aktiv sind, und dass diese um so aktiver sind, je hoher die Primzahl
ist. Es handelt sich also um einen entspannenden Wechsel in ein aktiveres
System. Dieser Gegensatz verleiht dem Ubergang einen schwebenden und
musikalisch interessanten Klang.

Wenn dieser Gegensatz grofl wird, beginnt das Ohr, das aktivere System
falschlicherweise als das passivere zu héren und der schwebende Eindruck
weicht einem eindeutigen. Hier gibt es einen grundlegenden Unterschied zur
herkémmlichen abendléndischen Musik: Da der Wechsel in ein aktiveres Sy-
stem als entspannend empfunden werden kann, gibt es Kadenzen, die “nach
oben fallen”! Man sagt, sie fallen harmonisch (in ihrem Zusammenklang),
aber sie steigen systemisch.

Als Beispiel dazu folgender Ubergang aus dem 3er-System in das 13er-
System:

17 o1 52 4
as = 13 = 39 — 39 = 3 =: a3
9/, 27 26 2/

Vogels Berechnungsmethode liefert:
Fv(a3) =12 Fv(alg) =2

az hat durch die Téne 13 und 17 einen sehr aktiven Klang, a;; hingegen
einen sehr passiven. Dieser Effekt kommt dadurch zustande, dass man, wenn
man nur Tone aus einem Subsystem hort, nicht wissen kann, in welchem
Subsystem man sich befindet. Wie in der Einleitung gesagt, ist die absolute
Tonhohe irrelevant und nur die Verhéltnisse der Toéne untereinander sind
interessant. Wenn eine Zahl (hier die 13) in jedem Ton vorhanden ist, hort
man sie also nicht.

Die 39 wird zuerst als 133 verwendet. Durch den Wechsel in das 13er-
System wird sie zur 3;3 und damit verschwindet die in 39 enthaltene 13
gewissermaflen aus der Wahrnehmung. Der sehr aktive Ton wird zu einem
relativ passiven, obwohl es noch immer derselbe Ton ist. Das ist offenbar
immer zu einem gewissen Grad der Fall, denn bei jedem Ubergang vom t;-
System in das t5-System um den kleinsten Verschmelzungston ¢;t, wird dieser
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Verschmelzungston zuerst als (¢2);, und dann als (¢;);, verwendet. Ist nun ¢y
ein aktiverer Ton als 1, so enthélt der erste Akkord mit dem Verschmelzungs-
ton einen relativ aktiven Ton und im zweiten Akkord nimmt dieser Ton eine
eher passive Rolle ein. Da die Sonanz eines Akkordes das arithmetische Mittel
der Sonanzen der einzelnen Téne ist, beeinflusst dieser Effekt den Ubergang
entsprechend.

Um dem entgegenzuwirken und um dem Horer eine Orientierungshilfe zu
verschaffen, kann der Komponist die 2 einsetzen. Wenn die systemische 2 im
Bass real erklingt, hort man nicht mehr ausschliefllich Téne aus dem 13er-
System. Dadurch wird die 13 in den To6nen von a;3 wieder hérbar. Wichtig
ist dabei, dass die 2 im Bass verwendet wird, weil sich das Gehor immer am
tiefsten Ton orientiert.

Bei den anderen Stimmen kommt man zu keinem so aussagekréftigen
Ergebnis, weil sie sich bewegen. Durch den Ubergang n — n41 von ungerade
zu gerade lasst sich aber folgendes sagen: Der erste Ton kann als grofiten
Primfaktor maximal n enthalten. Der zweite Ton ist gerade und daher 2k,
k = ”Til Der grofite enthaltene Primfaktor kann also maximal £ und damit
nur ungefihr halb so grofl sein. Deswegen enthalten die geraden Téne bei
diesen Ubergingen tendenziell kleinere Primfaktoren. Da es hier aber nur
darum geht, wie grofy sie maximal sein kénnen, kommt es auch vor, dass es
umgekehrt ist - vor allem bei Ubergingen zu Zahlen der Form 2p, p € P. Im
letzten Beispiel wird das bei dem Ubergang

3:3:-3=27T—20=2-13

deutlich. Melodisch ist der oben stehende Schritt entspannend, doch vom
harmonischen Standpunkt aus ist der zweite Ton aktiver, weil er ein Ton
des 13er-Systems ist, der erste Ton hingegen nur den Primfaktor 3 enthélt.
Klarerweise muss man bei einem Wechsel in ein aktiveres System mit aktiven
Tonen arbeiten. Das bedeutet, dass dieser Kontrast immer mehr oder weniger
stark vorhanden ist. Wenn man diesen Kontrast klein halten mochte, sollte
man auf einen moglichst kleinen Systemunterschied achten. An das vorige
Beispiel anschlieflend ist der Wechsel in die andere Richtung

) 65 66 22
a3 =1 3 =139 | =1 39 | =1 13 =:as.
L/ 13 12 1/,

Mit Vogels Methode berechnet man wieder die Sonanzen:

8
Iy (a3) = 3 Iy (@) =9
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Aus den oben genannten Griinden hat a3 mehr Spannung. Diese Kadenz fillt
systemisch und melodisch ist sie entspannend, aber sie steigt harmonisch. Der
Unterschied der Sonanzen ist nicht mehr so grofl wie vorher, aber immer noch
sehr deutlich. Betrachtet man die einzelnen Tonschritte im Hinblick auf die in
den Ténen enthaltenen Primfaktoren, dann wird die Entspannung deutlicher
als bei der Richtung 3 ~» 13, besonders bei

13 —=+12=2-2-3.

Aber auch bei
5-13=65—-66=2-3-11

kommen im zweiten Ton die niedrigeren Primfaktoren vor.

Wie man sieht, kann es schwierig sein, einen Ubergang von einem sehr
aktiven (hohe Primzahl) in ein passives System zu finden, der harmonisch
fallt. Vor allem die Tatsache, dass der Grundton des aktiven Systems im
Verschmelzungston und damit auch im Akkord im passiven System enthalten
ist, macht die Suche schwierig. Eine mégliche Herangehensweise ist die Suche
nach Ubergingen, bei denen die AuBenstimmen (oder wenigstens eine der
beiden) im aktiven System auf Primzahlen liegen. Mit dem obigen Beispiel
wire so ein Ubergang:

11 143 144 48
= 9| =lur|=ur|=[3] =a
7). 91 90 30 /,

a3 ist besonders konsonant, denn er ist auch im 9er-System enthalten:

144 16
117 | =1 13
90 10

9
Die Akkorde dieses Ubergangs haben die Sonanzen:

v(@s) =8 >  Ty@m)=>
a3 ist also ein bisschen weniger dissonant. Das letzte Beispiel liefert bereits
einen neuen Ansatz: Wenn das t>-System viel aktiver als das t;-System ist,
dann sucht man einen Ubergang vom t,-System in ein Subsystem des t;-
Systems. Man dreht die Situation um, wenn das Subsystem des ¢;-Systems
aktiver als das t,-System ist, also wenn man zum Beispiel einen Ubergang
vom 13er-System in das 3 - 17 = 5ler-System sucht. Doch hier wéire der Ver-
schmelzungston 663 und auch bei dem obigen Beispiel sind die Schritte unter
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der Wahrnehmungsgrenze. Daher sind die beschriebenen Methoden nur be-
dingt praxistauglich.

Es liegt nahe, den Quotienten der Sonanzen von zwei Akkorden a und b

Q(a,b) == (2.11)

als MaB der Entspannung beim Ubergang von a nach b zu verwenden, weil
beim Klang Verhéltnisse relevanter als absolute Hohen sind. Jedoch gilt auch
hier, dass () nicht hundertprozentig aussagekriftig und nur zur qualitativen
Analyse brauchbar ist. Bei () < 1 handelt es sich um eine Anspannung.

Man kann fiir die obigen Berechnungen natiirlich auch I', T, ein Mittel
dieser Funktionen oder eine der in Abschnitt 2.4.3 definierten Normen ver-
wenden.

2.5.5 Schleifen

Eine wichtige Eigenschaft des Schulerschen Systems ist die Existenz von
Schleifen. Hier wird besonders deutlich, “dass ein harmonischer Prozess sich
nicht unbedingt ins 2er-System “verlaufen® muss, sondern in einer Art Pen-
delbewegung um einen Verschmelzungston sich selbst harmonisch aktiv “ewig
am Leben erhdlt. Dieses musikalische Phdnomen ist einem Schwebezustand
vergleichbar, in dem sich der Werdegang des Grundtons entledigt und so-
mit andauernd aktiv bleibt. Dies bestditigt die Ansicht des Autors, dass fiir
eine lang tragende Musikentwicklung das 2er-System unbedingt zu vermei-
den ist. “® Das 2er-System hat offensichtlich keine ungeradzahligen, aktiven
Toéne. Deswegen existiert nach dem beschriebenen Schema kein Ubergang
aus dem 2er-System in andere Systeme. Die Ubergéinge mit dem 2er-System
werden spéter in Abschnitt 2.5.7 behandelt.

Eine Schleife hat folgenden Aufbau: Man beginnt mit einem Ubergang
vom t;-System in das to-System. Dann bleibt man im ¢,-System und wech-
selt dort auf einen aktiven Akkord, der Ausgangspunkt von einem Ubergang
in das t;-System ist. Darauf folgt ebendieser Ubergang und dort wechselt
man zum ersten Akkord zuriick. Dabei bleibt die Mittelstimme immer auf
demselben Verschmelzungston liegen. Nach den vorangegangen Abschnitten
ist eine Schleife um den kleinsten Verschmelzungston mit dem ersten Ak-
kord eindeutig bestimmt. Fiir ein Beispiel werden wieder das 3er- und das

15[1], Seite 189
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ber-System herangezogen:

21 20 25 24 21
15 — 15 — 15 — 15 — 15
9 10 5 6 9

Wenn die Schleife um einen grofleren Verschmelzungston konstruiert wird,
braucht man fiir die Eindeutigkeit Zusatzvoraussetzungen. Wenn man den
dritten Akkord angibt, stehen alle Tone fest. Hinreichend ist aber auch die
Bedingung, dass sich die einzelnen Stimmen nicht aus ihrem jeweiligen Be-
reich (v;,v;11) bewegen diirfen, weil es zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Verschmelzungsténen nur einen Ubergang in jede Richtung gibt. Ohne diese
Bedingung gibt es um vy = 30 nicht nur

39 40 35 36 39
30 ] —-(3 ] —=|30]—=1|30]—=1{ 301,
21 20 25 24 21

sondern auch

39 40 55 54 39
30 — 30 — 30 — 30 — 30
21 20 5 6 21

Da die Aulenstimmen innerhalb der Systeme sehr grofle Spriinge machen,
werden in der Praxis ein paar zuséatzliche Akkorde eingefiigt, sodass die
Spriinge auf mehrere kleine Schritte aufgeteilt werden. Generell sind die hier
angefiihrten Beispiele nur als Grundgeriiste zu verstehen.

Da die Schleifen eine Abfolge von Ubergéngen sind, lassen sie sich wie die
Uberginge modifizieren und ausbauen. Wieder gibt es zu den Aufenstim-
men gleich- und gegenldufige Fiillstimmen, die optional bei den Ubergingen
Spannung aufbauen und dafiir bei den Schritten innerhalb der Systeme ent-
spannen.

Die ersten beiden Beispiele sind Sonderfalle: Auf eine gewisse Art beste-
hen sie ndmlich nur aus Einserschritten. Betrachten wir das erste Beispiel.
Bei dem ersten Ubergang sind die Einserschritte wie gehabt. Mit dem zwei-
ten Schritt bleibt man im 5er-System. Diesen Schritt kann man daher anders
anschreiben:

20 4 ) 25
15 =13 — 1 3 =1 15
10 2 1 )

5 5
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Die Auflenstimmen bewegen sich also im 5er-System um 1 auseinander. Der
dritte Schritt ist wieder klar und der vierte ist analog zum zweiten:

24 8 7 21
=5 | =5] =15
6 2/, 3/, 9

Lemma 2.3. Derartige Schleifen existieren genau dann, wenn |t; — to| = 2.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass
ni+1=ngAng+1=ny,

gilt, denn nur, wenn die Uberginge so eng beieinander liegen, geniigt ein
Einserschritt im jeweiligen System, um vom Endpunkt des einen Ubergangs
zum Ausgangspunkt des zweiten zu gelangen. Sei oBdA t; = ty — 2. Wir
wissen, dass es ny,ny mit der Eigenschaft

n1t1 = n2t2 +1
gibt. Nun addieren wir auf beiden Seiten ¢;. Das liefert:

(n1+1)t1:n2t2+t1+1:n2t2+t2—2+1:(n2—|—1)t2—1
S—— N——
n3 n4

Die Auflenstimmen miissen sich also um t; beziehungsweise um ¢, bewegen
um von einem Ubergang den anderen zu erreichen und das entspricht genau
einem Einserschritt in dem jeweiligen System.

Die Ubergiinge lassen sich direkt berechnen:

mt+l=n3sAni+n3=ty = 2n1+1=1t,

Daraus folgt:
to—1 to+1
= und nz = 5

ni

Analog fiir ny und ny.
Man sieht schnell, dass es fur |t; — 2| > 2 keine derartigen Schleifen gibt.
Sei t; > ty. Wir gehen von

n3t1 — n4t2 =-1

aus. Dann ist
(Tlg + 1)t1 — (TL4 + 1)t2 > 1
und
(TL3 — 1)t1 — (7’L4 — 1)t2 < =3.

Kurz:
(n3 + 1)t1 — (n4 + ].)tg 7é 1
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g

Mindestens eine Zahl von n; und ny unterscheidet sich also um mehr als
1 von ng beziehungsweise ny. Beide Fille existieren: Es gibt Paare (¢, t5), bei
denen alle n; weiter als 1 auseinander liegen, wie zum Beispiel (5,11). Hier
ist:
ny = 9, ng = 2
N9 = 4, ng = 1

Bei anderen Paaren lésst sich einer der beiden Schritte innerhalb eines Sy-
stems aus Einserschritten zusammensetzen. Die n; des Paares (5,13) sind:

n1:8, n3=5

Ny =3, ng =2

Wenn t; = 3, dann sind in den Schleifen die Schritte im ¢5-System Ein-
serschritte. Das ist leicht zu sehen, denn wir wissen, dass ny + ny = t; und
ng, ny < ti1. Daher ist entweder

712:]_, n4:2

oder umgekehrt. Das bedeutet, dass man mit Einserschritten aus dem 3er-
System in jedes System und wieder zuriick wechseln kann. Das ist dann
aber keine Schleife, weil man zwar in das Ausgangssystem, aber nicht zum
Ausgangsakkord zuriickkommt. 3 und 7 haben um v; die Halbschleife!

27 28 35 36
2 | = 21 )= 21 | = | 21
15 14 7 6

Die Halbschleifen mit dem 3er-System lassen sich leicht berechnen, denn die
beiden mittleren Akkorde haben immer die Form

4 5
3 — 3
2 1

to to

Das ist klar, denn der einzige geradzahlige Ton des t5-Systems unter v ist
2t,. Daher muss die Unterstimme beim Ubergang aus dem 3er-System in
diesen Ton {iibergehen. Fiir den Einserschritt innerhalb des Systems bleibt
dann nur noch der Schritt auf ¢,.

6Der Begriff Halbschleife ist so zu verstehen, dass man nach vier Einserschritten keine
komplette Schleife erhélt. Mit zusétzlichen Akkorden kann man die Halbschleife zu einer
Schleife ergénzen.
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2.5.6 Schleifen iiber mehrere Systeme

Das Prinzip der Schleifen kann von zwei auch auf mehrere Systeme ausgewei-
tet werden. Der kleinste Verschmelzungston von n teilerfremden Systemen t;
ist wieder deren Produkt, also
n
It
i=1

Diese Produkte werden offenbar schnell sehr grof}. Zumindest theoretisch ha-
ben solche Schleifen aber eine interessante Eigenschaft: Man kann Schleifen
finden, die nur aus Einserschritten bestehen, obwohl sich die einzelnen Syste-
me um mehr als 2 unterschieden. Als Beispiel eine Schleife durch die Systeme
3, 7und 11:17

441 440 451 450
231 | = 231 | = | 231 | = | 231 | —
21 22 11 12

447 448 441

231 | = | 231 | = | 231

15 14 21

Dass es sich hier nur um Einserschritte handelt, sieht man an der Unterstim-
me. Dass sich die Oberstimme gleich verhélt, wurde schon bewiesen.

37-)211-)111%43-)53-)27—)37

Der grofite Schritt in der Oberstimme ist 451 : 440 = 41 : 40. Dieser Schritt
ist nur fiir geiibte Ohren horbar und die anderen - vor allem die Einserschritte
- liegen unter der Wahrnehmungsgrenze. Auch wenn man die Auflenstimmen
néher an den Verschmelzungston setzen wiirde, wéren die Einserschritte in
der Oberstimme nicht wahrnehmbar. Die Schrittweite von 231 : 230 ist nur
circa ein Drittel der benétigten. Daher kann man diese Schleifen in der Praxis
nicht einsetzen - zumindest nicht ohne sie stark zu modifizieren.

Die einzelnen Uberginge innerhalb dieser Schleife fiir sich betrachtet sind
Ubergéinge zwischen 2 Systemen um einen 'hohen’ Verschmelzungston. All-
gemein ist es ein Wechsel vom ¢;-System in das ¢;-System um v. Bei einer
Schleife iiber n Systeme ist

k= H tl.

le{t,..ni\{i,j}

173.7.11 = 231
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Der erste Ubergang in der obigen Schleife ist ein Ubergang vom 7er-System
in das 1ler-System um wvs.

Hat man die Unterstimme einer Schleife um v; mit den Tonen n;t; ge-
funden, dann existiert automatisch auch eine Schleife mit einer Unterstimme
aus den Tonen v; — n;t;. Dabei bleiben klarerweise die Einserschritte erhal-
ten. Die beiden Unterstimmen bewegen sich auf zwei Arten gegenldufig: Er-
stens bewegen sie sich immer zu- oder auseinander, niemals parallel. Zweitens
durchlauft die neue Unterstimme die Schleife in entgegengesetzter Richtung.
Denn da v; als Produkt ungerader Zahlen ungerade ist, ist v; — n,;t; genau
dann ungerade, wenn n,t; gerade ist und umgekehrt. Damit werden die Rich-
tungen der einzelnen Uberginge umgedreht. Angewandt auf das Beispiel mit
3, 7und 11 ergibt das:

252 253 242 243
231 | | 231 | < | 231 | « | 231 | «
210 209 220 219

246 245 252

231 |« | 231 | « | 231

216 217 210

2.5.7 Uberginge in das 2er-System

Das 2er-System besteht nur aus passiven Ténen. Daher kann es keine Uber-
giange nach den oben beschriebenen Regeln aus dem, sondern nur in das
2er-System geben. Einige der obigen Eigenschaften bleiben aber erhalten.
Sei also t; = 2 und t, ungerade. Dann ist jeder zweite Ton des t5-Systems ein
Verschmelzungston. Es gibt wie gehabt unter dem ersten Verschmelzungston
fiir die AuBenstimme 2 Maglichkeiten fiir einen Ubergang. Es existieren die
n; aus den Gleichungen (2.6) und (2.7), aber es gilt

7’L2:’I’L4:1.

Damit erhalt man sofort

1 ty — 1

o und nz = 5

Die beiden Ubergéinge um den kleinsten Verschmelzungston sind also

2t1t2 - n2t2 Stg 3t2 -1
t1to = 2t — 25
Tlgtg tg tQ +1
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und
3t 3ty + 1
2t5 — 25
to ta — 1
Mit t9 = 7 sind das
21 20 21 22
14 | - | 14 und 14 | - | 14
7 8 7 6

Man kann sich zwar nicht mehr aussuchen, in welche Richtung der Ubergang
geht, aber ganz gleichwertig sind diese Ubergénge nicht. Man kann bestim-
men, ob sich die Auflenstimmen zueinander oder auseinander bewegen. 22
und 6 sind aktivere Tone als 20 und 8. Die Fortsetzungsmoglichkeiten sind
daher unterschiedlich.

Da nsy und n4 zusammenfallen, n; und ng aber nicht, bietet sich hier eine
neue Art des Ubergangs: Man kann beide Ubergéinge kombinieren und die
Auflenstimmen aufspalten. Allgemein hat das die Gestalt

3te + 1
3t 3t, — 1
2t — 2t5
£ to+ 1
ty — 1
und wieder konkret mit t, = 7:
22
21 20
14 | — | 14
7 8
6

Natiirlich kann man all das wieder um groflere Verschmelzungstone kon-
struieren und Fiillstimmen einfiigen. Da das keine neuen Ergebnisse liefert
und bereits ausfiihrlich beschrieben wurde, wird hier nicht weiter darauf ein-
gegangen.

Ein wenig anders koénnen die Ubergéinge aber aussehen, wenn man direkt
aus einer Schleife in das 2er-System wechseln mochte. Wenn die Mittelstimme
auf einem geradzahligen Verschmelzungston liegt, bleibt alles beim Alten und
an die Stelle eines Ubergangs in das andere System der Schleife wird einfach
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ein Ubergang in das 2er-System gesetzt. Sei zum Beispiel t; = 3 und ¢, = 7.
Dann kénnte man eine Schleife um vy = 42 folgendermafien beenden:

o7 56 49 50
42 | = | 42 | = | 42 | = | 42
27 28 35 34

Hier fillt auf, dass der zweite Akkord auch schon im 2er-System liegt, denn

56 8 28
42 |1 =1 6 =1 21
28 4/, 14/,

Das ist offenbar in jeder Schleife mit dreitonigen Akkorden um einen ge-
radzahligen Verschmelzungston so. Hier muss aus dem Kontext klar werden,
dass der zweite Akkord als Akkord aus dem 7er-System gemeint ist. Um das
deutlicher zu machen, kann man Fiillstimmen hinzufiigen, die von passiv zu
aktiv wechseln. Dann sind auch ungeradzahlige Tone im zweiten Akkord und
er ist dadurch eindeutig aus dem 7er-System. Hier ein Beispiel dazu:

69 70 7 76
48 49 56 o6
42 | = | 42 | = | 42 | — | 42
36 35 28 28
15 14 7 8

Die Schlussakkorde der letzten beiden Beispiele sind nur aus dem 2er-System
und in keinem anderen Subsystem enthalten.

Die vorher erwihnte Anderung tritt auf, wenn es sich um eine Schleife
um einen ungeradzahligen Verschmelzungston handelt. Dann kann die Mit-
telstimme nicht liegen bleiben. Wenn der Schlussakkord harmonisch sein soll,
darf sie sich aber auch nicht nach oben oder nach unten bewegen. Die Losung
fiir dieses Problem ist, dass sich die Mittelstimme aufspaltet und einen Ein-
serschritt nach oben und nach unten macht. Dieser Einserschritt kann ent-
weder ein absoluter oder ein Einserschritt in dem System sein, aus dem man
in das 2er-System wechselt. Mit dieser Aufspaltung erhélt man erstmals Ak-
korde mit einer geraden Anzahl von Ténen. Zur Veranschaulichung wieder
ein Beispiel mit 3 und 7:

27 28 35 34
22
2 | = | 21 | = | 21 20

15 14 7 8
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35 34

28

oder 21 — 14
7 8

Die gefundenen Moglichkeiten lassen sich wie gehabt ausbauen und mitein-
ander kombinieren.

Generell kann man von jedem Akkord in das 2er-System wechseln, weil
jeder Ton entweder in das 2er-System strebt (alle ungeraden Zahlen) oder
bereits im 2er-System enthalten ist (alle geraden Zahlen).

2.5.8 Uberginge durch Seitenbewegung

Bei der Seitenbewegung wird eine Aulenstimme zur Liegestimme und daher
muss sie auf einem Verschmelzungston liegen. Wir betrachten im folgenden
Abschnitt Seitenbewegungen mit einer festen Oberstimme. Fiir die Seiten-
bewegungen mit fester Unterstimme gilt alles analog, mit einer Ausnahme:
Mit einer festen Unterstimme kann es nicht passieren, dass man einen Ton
kleiner als 1 erhalt. Dieser Sonderfall wird gleich behandelt und stellt keine
grofle Einschrankung dar.

Wie bei der Gegenbewegung sucht man zuerst die n; und damit die k;.
Ausgehend von den beiden Tonen ity und ¢ty — kit; wird der Dreiklang
harmonisch vervollstandigt - diesmal aber nach unten. Man erhélt also:

tito
tito — k‘ltl
tity — 2kqty

t1t, und kitq sind beides T6ne aus dem t;-System. Daher ist auch ihre Diffe-
renz und allgemein

Ty = {ltity £ jhaty = ti(It2 £ jk1) | 5,1 € N} (= {2t1 | 2 € Z})

im £1-System, wenn man alle nichtpositiven Elemente weglédsst. Dann ist diese
Menge das ganze t;-System. Falls man bei der Berechnung der Unterstimme
eine negative Zahl erhilt, geniigt es, zu jedem Ton des Ubergangs jv, zu
addieren. j wird so gewahlt, dass alle Tone positiv sind. Die Richtung des
Ubergangs und die Harmonie der Akkorde bleiben dabei erhalten. Wiirde
man jv; addieren, dann wiirde sich die Richtung bei ungeradem j umkehren,
wie wir noch sehen werden.
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Die Mittelstimme verhélt sich wie die Unterstimme aus der Gegenbewegung.
Die neue Unterstimme muss sich um das Doppelte, also um 2 bewegen. Dass
so eine Unterstimme existiert, ist leicht zu zeigen, denn aus

tltg - ]{fltl - tltg - thQ + 1

folgt
1ty — 2k1t1 =1ty — 2k2t2 + 2.

Es existiert also ein Ton aus dem ty-System, der um 2 kleiner als ein Ton
aus dem ¢;-System ist, und der den Dreiklang im t5-System harmonisch ver-
vollsténdigt.!8

Da sich die Unterstimme um 2 bewegt, bleibt sie ungerade. Sie ist unge-
rade, weil man sie erhélt, indem man eine gerade Zahl (2k;t;) von vy abzieht
und v; immer ungerade ist. Die Unterstimme eines Dreiklangs ist also genau
dann ungerade, wenn das [ in v; ungerade ist. Der Einserschritt und damit
ein Wechsel von ungerade zu gerade erfolgt in der Mittelstimme. Dadurch
bestimmt die Mittelstimme die Richtung des Ubergangs mit. Mit dem 3er-
und dem 5er-Systen erhilt man folgende Uberginge unter v;:

15 15 15 15
9 — 10 und 6 — 5
3 5 -3 -5

Es gibt also unter dem kleinsten Verschmelzungston nicht mehr Ubergéinge
in beide Richtungen. Da namlich gilt, dass ny + n3 = t,, ist entweder n; oder
ns kleiner als %2 Sei ny < %2 Dann ist k; > % und damit ¢ty —2k1t; < 0. Ab
v, findet man aber sicher dreistimmige Ubergéinge in jede Richtung, denn

k1 < to = 2kit] < 2t1ty und ko < t1 = 2koty < 2t1ts.

Analog k3 und kj.

Im ersten Ubergang des letzten Beispiels macht die Unterstimme den
Schritt 3 — 5. Nach Abschnitt 2.3.1 umspielt sie damit die 4 und das Ohr er-
wartet die 4 als néchsten Ton. Diese Erwartung kann man iibergehen. Méchte
man sie erfiillen, kann man dazu eine Gegenbewegung oder eine Riickung ver-
wenden. Mit einer Gegenbewegung erhilt man:

15 15 16
9 — 10 — 10
3 5 4

Banalog erhilt man mit k3 und k4 einen Ton, der um 2 grofer ist
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Die Riickung hingegen liefert:

15 15 14
9 — 10 — 9
3 5) 4

Dabei ist die erste Variante besser, weil die Mittelstimme auf der 10 liegen
bleibt. Erstens ist die 10 ein Ton des 5er-Systems, in das wir ja wechseln
wollen, und zweitens bleibt die Mittelstimme damit auf einem geraden Ton
liegen. Bei der Riickung ist der Schritt auf die 9 wieder eine Anspannung.

Bei beiden Akkordfolgen ist der letzte Akkord nicht im 5er-System. Man
kann noch einen Akkord anhéngen, um wieder in das 5er-System zuriickzu-
kommen. Die erste Variante wird dann zu:

15 15 16 15
9 — 10 — 10 — 10
3 5 4 5

Die gesamte Akkordfolge ist nun ein Ubergang vom 3er-System in das 5er-
System, bei dem die Regel des Umspielens befolgt wird. Wie schon gesagt,
sind die hier angefithrten Ubergéinge nicht notwendigerweise als aus zwei
Kldngen bestehend zu verstehen, sondern koénnen auch ausgebaut werden.
Doch das Anhéngen des letzten Akkords &ndert nichts an der Tatsache, dass
der nun vorletzte Akkord weder aus dem 3er- noch aus dem 5er-System ist.
Diese Fremdheit kann sehr storend sein.

Addiert man in dem obigen Ubergang mit negativen Zahlen zu jeder Zahl
v1 = 15, dann wird er zu

30 30
21 | = | 20
12 10

Wie oben behauptet hat er die Richtung gewechselt. Das muss so sein, weil zu
jeder Zahl eine ungerade Zahl addiert wird und damit alle geraden Zahlen zu
ungeraden werden und umgekehrt. Es ist derselbe Ubergang, den man erhalt,
wenn man von vy ausgeht und wieder k; verwendet. Die Richtung &ndert sich
also wie in Abschnitt 2.5.2 beschrieben, wenn man zum néchstgrofieren Ver-
schmelzungston wechselt. Offenbar kann man auch bei der Seitenbewegung
wieder groflere Verschmelzungstone verwenden.

Beim letzten Ubergang macht die Mittelstimme einen Einserschritt von
ungerade zu gerade und die Unterstimme bleibt gerade. Doch wie in Ab-
schnitt 2.3 bereits festgestellt wurde, ist 12 — 10 eine Oktavierung von



2.5. UBERGANGE ZWISCHEN SYSTEMEN (KADENZEN) 47

6 — 5. Also ist es ein Wechsel von gerade zu ungerade - die Mittelstim-
me fillt, die Unterstimme steigt.
Einen eindeutigen Ubergang findet man ausgehend von vy:

60 60
oL | — | 50
42 40

Hier gehen die Mittelstimme und die Unterstimme von ungerade zu gerade.
(die Unterstimme ist 21 — 20 oktaviert)

Wie schon gesagt, ist die Unterstimme genau dann gerade, wenn der Ver-
schmelzungston gerade ist. Das bedeutet: Wenn man einen ungeraden Ver-
schmelzungston verwendet, umspielt die Unterstimme einen geraden Ton und
man kann die dadurch aufgebaute Spannung wie beschrieben auflosen. Kon-
struiert man den Ubergang hingegen mit einem geraden Verschmelzungston,
dann bleibt die Unterstimme gerade und durchlduft einen oktavierten Wech-
sel, entweder von ungerade zu gerade oder umgekehrt. Das ist so, weil jede
zweite gerade Zahl durch 4 teilbar ist. Betrachtet man also zwei benachbarte
gerade Zahlen, dann ist eine durch vier teilbar und eine nicht. Das bedeu-
tet, dass eine Zahl eine Oktavierung einer geraden Zahl und die andere eine
Oktavierung einer ungeraden Zahl ist. Dabei gilt:

Lemma 2.4. Bei einer dreistimmigen Seitenbewequng um 1 mit vs,, als Lie-
gestimme wechselt die Unterstimme oktaviert von gerade zu ungerade, wenn
n ungerade ist, und von ungerade zu gerade, wenn n gerade 1st.

Beweis: Laut Definition gilt: vg,, = 2nv;. Die Mittelstimme im ersten Akkord
soll ungerade sein, daher ist sie 2nv; — u, v ungerade. Daraus berechnet man
die Unterstimme des ersten Akkords. Sie hat die Form

2nvy — 2u = 2(nvy — u).

Das bedeutet, dass die Unterstimme die Oktavierung von (nv; —u) ist. Da vy
bekanntlich ungerade ist, ist (nv; — u) genau dann ungerade, wenn n gerade
ist.

g

Das bedeutet, dass der kleinste Verschmelzungston, mit dem man eine ein-
deutige Seitenbewegung konstruieren kann, v, ist. v kann jede ungerade Zahl
sein, fiir die gilt, dass von vy, — u ein Ubergang vom t;-System in das to-

System existiert, und dass
2 )
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damit die Unterstimme nicht negativ wird. Im obigen Beispiel gibt es noch
genau ein solches u, ndmlich 21. Das liefert den Ubergang

60 60
39 | — | 40
18 20

Wie bereits festgestellt gibt es zwischen zwei Verschmelzungstonen genau
einen Ubergang in jede Richtung. Mit v, als liegende Oberstimme kommen
fiir die Mittelstimme nur der Ubergang zwischen v4 und vs und der Ubergang
zwischen v3 und vy in Frage. Es wurde bereits gezeigt, dass sich die Stimmen
in aufeinanderfolgenden Bereichen entgegengesetzt bewegen. Daher gibt es
unter vy genau einen Ubergang, bei dem sich die Stimmen auseinander be-
wegen, und genau einen, bei dem sie sich zueinander bewegen.

Betrachtet man den Ubergang, bei dem die Stimmen maglichst nahe bei-
einander liegen, kann man sagen: Da man die Mittelstimme der Seitenbewe-
gung so wie die Unterstimme der Gegenbewegung konstruiert, gilt auch bei
der Seitenbewegung die Tabelle 2.4 am Ende von Abschnitt 2.5.1 iiber das
Verhalten der einzelnen Stimmen untereinander. Sucht man die kleinsten
eindeutigen Ubergéinge, muss man statt mit v; mit v, arbeiten und daher
werden die Richtungen umgedreht, also a und z vertauscht.

Im Gegensatz zur Gegenbewegung kann man die Verschmelzungstone hier
nicht als liegende Fiillstimmen verwenden, weil es bei der Seitenbewegung nur
eine Liegestimme gibt. Es gibt aber mehrstimmige Ubergénge der Form

ltltg lt1t2
ltltg — kltl ltltg — k2t2
ltltg — 2]€1t1 RN ltltg — 2k2t2

lt1t2 — nkltl ltltg — nkgtg

mit n so klein, dass keine negativen Zahlen vorkommen. Bei einem Ubergang
dieser Art bewegt sich die Stimme in der j-ten Zeile um j — 1. Hier ein
fiinfstimmiges Beispiel:

45 45
36 35
271 | <~ | 25
18 15
9 )

Offenbar wechselt nur jede zweite Stimme von ungerade zu gerade und die
anderen Stimmen bleiben je nach Verschmelzungston ungerade beziehungs-
weise gerade.
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Der Verschmelzungston 15 kommt hier zwar vor, aber nicht in seiner
Eigenschaft als Verschmelzungston, sondern nur als Ton des Ser-Systems. Er
bleibt nicht liegen, sondern wird zur 18.

Man kann die Stimme unter der Liegestimme auf v; statt im Bereich
(v—1,v;) auch weiter unten setzen, aber dann wird die Unterstimme schnell
sehr tief beziehungsweise dann muss man die Liegestimme sehr hoch wahlen.
Wenn die Stimme unter der Liegestimme im Bereich (v,_;_1,v,_;) ist, dann
sehen die Ubergiinge folgendermafien aus:

ltltg ltltZ
ltity — (k1 + jto)ty ltity — (ko + jt1)ts
ltltg - 2(1{31 —|— ]tg)tl <~ ltltg - 2(1’62 —I- ]tl)tg

ltltg — n(kl + jtg)tl ltltg — n(k’g + jtl)tg

Bei n 4+ 1 Stimmen muss man also nj Verschmelzungsténe hoher beginnen,
damit man negative Téne vermeidet. Als Beispiel sei j =1, n=2und [ =3

45 45 15 15
24 — 25 statt 9 — 10
3 5) 3 5

Ab vy existieren natiirlich auch wieder Schleifen, die analog zu vorher
konstruiert werden. An dem Beispiel

30 30 30 30 30
21 — 20 — 25 — 24 — 21
12 10 20 18 12

erkennt man gut den Unterschied zur Gegenbewegung: Die Unterstimme be-
steht aus lauter Zweierschritten. Bei den Ubergiingen sind es ’echte’ Zweier-
schritte, dazwischen sind es Zweierschritte innerhalb eines Systems.

Schleifen mit nur Einserschritten in der Mittelstimme und nur Zweier-
schritten in der Unterstimme existieren wieder genau dann, wenn [t; —t5| = 2.

Auch iiber mehrere Systeme lassen sich Schleifen bauen. Es gelten alle
Ergebnisse aus dem Kapitel 2.5.6. Als Beispiel wieder eine Schleife iiber die
Systeme 3, 7 und 11:

231 231 231 231
133 | = | 132 | = | 143 | = | 144 | —
35 33 25 o7

231 231 231

141 | — | 140 | — | 133
o1 49 35
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Der Vorteil gegeniiber der Gegenbewegung ist, dass hier keine Stimme iiber
dem Verschmelzungston liegt. Alle Stimmen, die sich bewegen, liegen sogar
deutlich darunter. Einige Schritte der Mittelstimme sind zwar noch unter der
Wahrnehmungsgrenze, aber die Situation hat sich deutlich gebessert.

Wie am Anfang dieses Abschnitts behauptet, kann man analog auch Uber-
ginge mit liegender Unterstimme konstruieren. In der dreistimmigen Variante
haben sie die Form

1ty + letl tits + 2]{72t2
tite + kity A tite + kot
t1ts t1to

Diese Uberginge kann man mit den Ubergingen mit liegender Oberstim-
me kombinieren. Am einfachsten geht das, wenn die beiden Liegestimmen
identisch sind. Dann erhilt man etwas Ahnliches wie die Gegenbewegung.
Die drei mittleren Stimmen ergeben genau die dreistimmigen Ubergéinge der
Gegenbewegung. Meistens wird man die Liegestimme auf einem gréfieren
Verschmelzungston als v; legen, damit die Ubergéinge in beide Richtungen
existieren. Allgemein hat das die Form

ltity + 2kt ltity + 2kots
ltity + kity lt1ty + kot
ltth <~ ltth
ltity — kity ltity — kato
ltity — 2kt ltity — 2koty

Im konkreten Fall mit dem 3er- und dem 5er-Systen sind die Ubergéinge um
Va.

48 50 42 40
39 40 36 35
30 | = | 30 und 30 | <~ | 30
21 20 24 25
12 10 18 20

Wenn man wie in Kapitel 2.5.2 symmetrisch um den Verschmelzungston an-
dere Verschmelzungstone hinzufiigt, bleibt die Harmonie der Akkorde erhal-
ten. Allerdings sind das dann wieder Liegestimmen, die den Gesetzen der
Seitenbewegung nicht gehorchen. Damit das nicht so stort, wie wenn man
zum Beispiel die Téne 15 und 45 zum letzten Beispiel hinzufiigt, kann man
mehrere Verschmelzungstone zwischen die Seitenbewegungen einfiigen. Das
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liefert die Form

(L4 J)tits + 2Kty

(l + j)tltg + kitq
(I + j)tats

ltyty
ltltg — kltl
Ittty — 2kqty

Mit I =1, j =2, t; = 3 und t, = 5 erhélt man den Ubergang:

57 95
51 50
45 45
30 | = | 30
15 15
9 10
3 5

Bei diesen kombinierten Seitenbewegungen kann man analog zu vorher
mehrere Stimmen hinzufiigen. Wichtig ist nur, dass man mit jeder Unter-
stimme die entsprechende Oberstimme ebenfalls in den Akkord aufnimmt.

Der Vorteil gegeniiber der mehrstimmigen Gegenbewegung ist, dass die
oberen Stimmen gréflere Schritte als Einserschritte machen und daher nicht
so schnell unter die Wahrnehmungsgrenze fallen. Den kleinsten Schritt macht
die Stimme iiber der Liegestimme, denn fiir die a-te Stimme iiber der Liege-
stimme gilt:

ltltg + akltl +a a a
=1+—>1+———=
ltity + akqty ltits + akity alt ity + akqty
1 It t kit 1
14 _ b bt Va > 1

ltity + kity Uity + kity
Damit sind die Schritte aller hoheren Stimmen gréfler und auch die Stim-
men unter der Liegestimme machen grofere Schritte, denn die Schritte dieser
Stimmen sind offensichtlich gréfer als die der ihnen beziiglich des Verschmel-
zungstons gegeniiberliegenden Stimmen.

2.5.9 Uberginge durch Riickung

Bei der Riickung bewegen sich alle Stimmen parallel (um 1).! Wir suchen
also drei ungeradzahlige Tone aus dem t;-System, die alle die Eigenschaft

9Nach Satz 2.1 kann man Riickungen mit beliebiger Schrittweite finden.
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haben, um 1 groBer (oder alle um 1 kleiner) als Téne aus dem to-System. Sei
v := 0. Dann gilt: Hat der Ton v; + n;t; die gewiinschte Eigenschaft, dann
hat der gesuchte Akkord die Form:

Uryas + Nty
U425 + n;t1 l e N, ] € N\{O}
U + nitl

J ist in der Praxis meist 1. Die T6ne v;49j11 + n;t; sind gerade und werden
nur verwendet, wenn der Komponist einen Kontrast einbauen méchte. Die
Tone vitoj41 + njt1 (¢ # j) sind zwar ungeradzahlig, aber wenn man diese
Tone verwendet, ist der Akkord nicht mehr harmonisch. Der obige Akkord
ist harmonisch, denn

Uppaj + ity o+ gty vagay + 20ty

5 = 5 = Vi4-2; + nitl.

Die dreistimmige Riickung aus dem 3er-System in das Ser-System mit den
kleinsten T6nen ist:

69 70
39 | — | 40
9 10

Es gilt wieder die Tabelle 2.4 in Abschnitt 2.5.1, aber statt zueinander’ heifit
es jetzt 'nach oben’ und 'nach unten’ statt ’auseinander’. Dementsprechend
dndern sich beide Richtungen, wenn man von v, statt von v; ausgeht. Die
Riickung

84 85
4 | | 55
24 25

geht nach unten und vom 5er-System in das 3er-System.

Wie man an diesen beiden Beispielen sieht, werden die Tone sehr grof.
Die niedrigstmégliche Oberstimme eines dreistimmigen Ubergiings liegt be-
reits im Bereich (vy,v5). Rein rechnerisch kann man natiirlich beliebig grofle
Akkorde erstellen, doch die Schritte in den oberen Stimmen fallen dabei
schnell unter die Wahrnehmungsgrenze, wie man am letzten Beispiel sieht.
Wenn nur die oberste Stimme unter der Wahrnehmungsgrenze liegt, dann
hort man so etwas Ahnliches wie eine Seitenbewegung: Die oberste Stimme
ist (vermeintlich) fest und die anderen Stimmen bewegen sich alle nach oben
oder alle nach unten, wobei die Stimmen, die von der Oberstimme weiter
entfernt sind, gréfere Intervallschritte machen. Denn 55 — 54 und 25 — 24
sind zwar beides Einserschritte, aber % ist grofler als g—i. Bei der Seitenbe-
wegung unterscheiden sich die Intervallschrittgréffien aber noch stérker.
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Die Verschmelzungstone kann man nicht als Fiillstimmen verwenden, weil
es bei einer Riickung keine Liegestimme gibt. Das Hinzufiigen von einem oder
mehreren Verschmelzungstonen wiirde die Harmoniebedingung verletzen.

Analog zu vorher kann man Schleifen konstruieren. Deren Existenz folgt
daraus, dass man eine Stimme wie die Unterstimme in Abschnitt 2.5.5 kon-
struiert. Die anderen Stimmen der Schleife erhélt man durch Addition von
Jva, 7 € Z so, dass alle Toéne positiv sind. Da man die Schleifen direkt aus
Abschnitt 2.5.5 erhélt, gilt auch hier, dass es Schleifen komplett aus Ein-

serschritten genau dann gibt, wenn [t; — t5] = 2. So eine Schleife ist zum
Beispiel:

69 70 65 66 69

39 | =140 | = 3 | =1 36 | =1 39

9 10 5 6 9

Theoretisch kann man auch eine Gegenbewegung aus Riickungen kon-
struieren. Eine dreistimmige Bewegung setzt sich ja auch zwei einstimmigen
Riickungen und einem Verschmelzungston dazwischen zusammen. Mit drei-

stimmigen Riickungen lautet die allgemeine Form mit moglichst niedrigen
Tonen:

Das kleinstmogliche Beispiel dieser Art mit den Systemen 3 und 5 ist:

v1g — N1ty V19 — Nata

vg — N1ty Ug — Mt

vg — nily Vg — Nala
Vs Vs

V4 + nltl Uy + ngtg

Vo + n1t1 Vg + Tl2t2

Vo + n1t1 Vo + n2t2

141 140
111 110
81 80
75 75
69 70
39 40
9 10

Das Problem ist, dass man einerseits mindestens sieben Stimmen benotigt
und diese andererseits relativ weit auseinander liegen miissen. Deswegen ist es
auch mit den kleinsten ungeraden Subsystemen nicht moglich, einen derarti-
gen Ubergang zu finden, bei dem alle Intervallschritte der Stimmen oberhalb
der Wahrnehmungsgrenze liegen.
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2.5.10 Allgemeines zu den Akkordbewegungen

Durch Gegenbewegung, Seitenbewegung und Riickung um ¢; verldsst man
das t1-System offenbar nicht. Die Operationen kommutieren, denn sie sind
einfache Additionen von Vielfachen von ¢;. Die Verkettung von Gegenbe-
wegungen ist wieder eine Gegenbewegung. Ebenso ist eine Verkettung von
Riickungen wieder eine Riickung, und zwar um die Summe der Werte, um die
in den einzelnen Schritten geriickt wurde. Die Verkettung von Seitenbewe-
gungen ist nur dann eine Seitenbewegung, wenn immer dieselbe Stimme fest-
gehalten wird. Die Hintereinanderausfithrung von zwei Seitenbewegung kann
auch einer Gegenbewegung oder einer Riickung entsprechen. Wir betrachten
zunéchst dreistimmige Akkorde. Bewegt man die Mittelstimme jeweils um
z € 7Z und verwendet einmal die Unterstimme und einmal die Oberstimme
als Liegestimme, dann entspricht das einer Riickung um 2z. Dabei ist es egal,
welche Stimme zuerst liegen bleibt.

T3 T3 T3+ 22
T — To+ 2 — To + 22
Ty r1+ 22 T+ 22

Bewegt man die Mittelstimme hingegen erst um z und dann um —z, so
entspricht das einer Gegenbewegung, bei der sich die Aulenstimmen um 2z
bewegen:

T3 T3 T3 — 22
X9 — To + 2 — X9
T T+ 22 T+ 22

Fiir positive z gilt: Halt man erst die Oberstimme und dann die Unterstimme
fest, bewegen sich die AuBenstimmen zueinander. Sie bewegen sich ausein-
ander, wenn zuerst die Unterstimme und dann die Oberstimme liegen bleibt.
Fiir negative z ist es genau umgekehrt. Auffallend ist, dass man die Stimmen
auf diese Art nur um geradzahlige Werte verschieben kann.

Kombiniert man zwei Seitenbewegungen zu einer Riickung, dann gilt all-
gemein: Hat der Akkord n Stimmen, dann bewegen sich die Stimmen um
(n—1)z.

Tn T, +(n—1)z T, +(n—1)z
Tp_1 Tpo1+ (n—2)z Tpo1+(m—24+1)z
: - : - :
T To+ 2 o+ (14+n—2)z
T T x1+ (n—1)z

Bei der anderen Kombination wird mit mehr als drei Stimmen deutlich,
dass es sich eigentlich um eine wie am Ende von Abschnitt 2.5.8 beschrie-
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bene zweifache Seitenbewegung handelt. Bei einer ungeraden Anzahl n von

Stimmen gibt es eine 'Liegestimme’?°. Sei j := ”T“

Tn T+ (n—1)z Tp+ (n—1)z
Tjt1 Tjy1+Jz Tj1 + 22
T, z;+(j—1)z — x;
Tj—1 Tj—1 + (] — 2)2 Tj—1— 2z
1 1 1 —(n—1)z

Wieder bewegen sich die Stimmen nur um gerade Werte. Dazu ein fiinfstim-

miges Beispiel:

27 39 39
24 33 30
21 | = | 27 | = | 21
18 21 12
15 15 3

Ist die Anzahl der Stimmen gerade, dann gibt es keine Stimme, die fest
bleibt. Das Resultat sind zwei entgegengesetzte Seitenbewegungen, bei denen

die Liegestimme fehlt. Eine Verkettung mit 2k Stimmen hat die Form

Tok Tor + (2k — 1)z Tor + (2k — 1)z
Th+1 Tp1 + k2 . Tg1 + 2

Tk x4+ (k—1)z Tp — 2

T 1 T — (Qk' — 1)2

Hier bewegen sich die Stimmen also nur um ungeradzahlige Vielfache von z.
In beiden Féllen bewegt sich jede Stimme um 2z weiter oder weniger weit als
ihre Nachbarstimme(n). Lésst man beim letzten Beispiel die oberste Stimme
weg, dann erhélt man:

24 33 33
21 27 24
18 72| 7| 15
15 15 6

20Sie liegt im Sinn von: Sie ist am Ende auf dem gleichen Ton wie am Anfang. Der
Ausdruck ist gerechtfertigt, da die Verkniipfung der Seitenbewegungen als ein Schritt be-
trachtet wird.
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Im dreistimmigen Fall kann man umgekehrt aus einer Riickung und einer
Gegenbewegung eine Seitenbewegung konstruieren:

T3 T3+ z I3
X9 — To + 2 — To + 2
T T+ z x + 2%

Durch eine Seitenbewegung kann man mehrere Stimmen zusammenfallen
lassen, wenn diese untereinander denselben Abstand a haben. Eine Seitenbe-
wegung um a wirkt dann folgendermaflen:

T5 rs — 4a T5 — 4a
T4 = To + 2a To + 2a — 3a
I3 =129+ a — To+ a— 2a = Ty — a
i) To — Qa
T T T

Dabei bleibt die Harmonie erhalten, denn

T+ Ts .T1—|—£L'5—4CL T+ s 4a

2= 19—
2 2 2 g ~ T AT Ima

Das bedeutet umgekehrt, dass man einen n-stimmigen Akkord als einen
Akkord mit mehr als n Stimmen sehen kann, bei dem mehrere Stimmen auf
demselben Ton liegen und die man durch eine Seitenbewegung wieder trennen
kann.

2.5.11 Wechsel von Schleife zu Schleife

Wenn man sich in einer Schleife befindet, mochte man meistens nicht in das
2er-System wie in Abschnitt 2.5.7 beschrieben auflésen, sondern zum Beispiel
in eine andere Schleife wechseln. In diesem Fall gibt es zwei Moglichkeiten:
Entweder ein System kommt in beiden Schleifen vor, oder die beiden Schleifen
haben kein System gemeinsam.

Wenn ein System in beiden Schleifen vorkommt, liegt es nahe, innerhalb
dieses Systems von einem Akkord der ersten Schleife in einen Akkord der
zweiten Schleife iiberzugehen. Im Allgemeinen wird das in mehreren Schrit-
ten geschehen. Betrachten wir zunéchst nur dreistimmige Schleifen mit Ge-
genbewegungen.

Sei die erste Schleife S(ty,ts, ki, v,7) 2* 22 und die zweite S(f1, ., ki, T, §),
1 = 1,...,4. Kommt ein System in beiden Schleifen vor, dann ist oBdA

21j ist das j aus Abschnitt 2.5.2 und gibt an, wieviele Verschmelzungstone zwischen der
Mittelstimme und den Auflenstimmen liegen.

22Djie k; sind durch ¢; und ¢, eindeutig bestimmt. Daher geniigt es, die Schleifen in der
Form S(t1,t2,v, ) anzugeben.
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t; = t;. Im einfachsten Fall gilt eine der vier Gleichungen

ky+jta=k,+jta  wn=13 (2.12)
N—— f
=Ky =Rn

Dann haben die Auflenstimmen in einem Akkord im t;-System in S den
gleichen Abstand zur Mittelstimme wie in einem Akkord im t;-System in
S und daher kann man mit Riickungen innerhalb des ¢,-Systems von einem
Akkord zum anderen wechseln. Sei x,, = &, fiir ein ¢ und ein 7. Dann kommen
in der jeweiligen Schleife folgende Akkorde vor:

v+ I{Mtl v+ Ii_ntl v+ Ii,utl
a:= v inSund a@:= v = v in S
v — /i'utl v — li_ntl v — :‘i”tl

Die Téne in a unterscheiden sich also alle um v—v von den Toénen in @. v und v
sind Toéne aus dem t;-System. Daher ist deren Differenz ein Vielfaches von ;.
Daraus folgt, dass man a durch eine Riickung um v —v in @ iiberfiihren kann.
Diese Riickung kann man auf % Riickungen aufteilen und diese Riickungen
bestehen aus Einserschritten im t;-System.

Als Beispiel betrachten wir die Schleifen S(3,5,3,2,2,1,15,0)* und

?(3, 7,2,1,5,2,21,0). Man sieht: k3 = k1 = 2. Daher gibt es den Wechsel

21 24 27
15 — 18 — 21
9 12 15
€s cs

Ist die erste Schleife eine Schleife um vy, also S(3,5,30,0), dann gibt es
ebenfalls so einen Wechsel, namlich

36 33 30 27

30 — 27 — 24 — 21

24 21 18 15
N—_——

€s es

U liegt immer in einem Bereich [v;, v;41). Der Spezialfall 7 = v; wurde bereits
im Abschnitt 2.5.6 behandelt. Sei also v; < v < v;41. Da v;41 — v; = tito,
braucht man ¢, Einserschritte im ¢;-System, um von einem Verschmelzungs-
ton auf den néchsten zu kommen. Das bedeutet, dass es zu jeder Schleife

23Das bedeutet t1 =3, ta =05, k1 =3, ko =2, k3 =2, ky =1, v =15, j =0, analog
fiir S
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S(t1, 1,7, 7) eine Schleife S(t1,ts, v, j) mit v so gibt, dass man fiir den Wech-
sel weniger als %2 Schritte innerhalb des ¢;-Systems braucht. Fiir ¢, = 3 gibt
es also immer einen direkten Wechsel! Von S(5,3,30,0) zu S(5,7,35,0) ist
dieser Wechsel:

39 40 50
30 — 30 — 35
21 20 20

et? es

Falls keine der Gleichungen (2.12) erfiillt ist, kann man mit Hilfe von
Seitenbewegungen oder Gegenbewegungen die Abstdnde innerhalb eines Ak-
kordes anpassen und dann wie oben mit Riickungen zu S iiberfithren. Falls
ein Ton der Unterstimme in S auch ein Ton der Unterstimme in S ist, kann
man den Wechsel rein aus Seitenbewegungen konstruieren. Dieser gemeinsa-
me Ton muss aber aus dem ¢;-System sein. Bei der Seitenbewegung bleibt
die Unterstimme liegen und die Mittelstimme bewegt sich in Einserschritten
im t;-System von v zu v. Dadurch bewegt sich die Oberstimme ebenfalls
im t;-System (aber in Zweierschritten) und erreicht den passenden Ton der
Oberstimme in S. Man kann also auch umgekehrt zuerst mit Riickungen eine
Auflenstimme anpassen und dann mit Seitenbewegungen die anderen T6nen
‘nachziehen’. Analog kann die Oberstimme festgehalten werden, falls es in
den Schleifen einen gemeinsamen Ton gibt.

Sei nun ein Ton der Unterstimme in beiden Schleifen enthalten. Dann
muss der Akkord a in den Akkord @ tibergefiihrt werden.

v+ Kyt U+ Ryt 20 — (v — Kuth)
a:= v und @ := v = v 2
v — Kty U — Ryty v — Ryt

Bei diesem Wechsel addiert man zur Mittelstimme insgesamt v — v. Bei der
Seitenbewegung bewegt sich die Oberstimme doppelt so viel wie die Mittel-
stimme.

V4 Kt +2(0—v) =20 — v+ Kty =20 — (v — Kuth)

Die Oberstimme macht also tatséchlich das von ihr Verlangte. Ein Ubergang
aus Seitenbewegungen mit fester Unterstimme von .S (3,5,15,0) zu
S(3,7,21,0) ist:

25 24 30 36 27 28

15 — 15 — 18 — 21 . 21 — 21

5 6 6 6 15 14
es es

24Dje Oberstimme berechnet man so: 2 Mal die Mittelstimme minus die Unterstimme
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Das néchste Beispiel zeigt den Wechsel mit zuerst einer Seitenbewegung und
dann einer Riickung:

25 24 24 27 28

15 — 15 — 18 — 21 — 21

5 6 12 15 14
he es

Fithrt man zuerst die Riickung und dann die Seitenbewegung durch, sieht
das folgendermaflen aus:

24 27 27
15 — 18 — 21
6 9 15
€s €S

Wenn man statt der Seitenbewegung die Gegenbewegung verwendet, um die
Abstédnde der Tone im Akkord zu verédndern, dann erhélt man die Wechsel

24 21 24 27

15 — 15 — 18 — 21

6 9 12 15

N ~ ’ N——
€S es
und

24 27 30 27

15 — 18 — 21 — 21

6 9 12 15

es S

Der vorletzte Akkord ist in S, obwohl er nicht die Form

U+ Kyt
v
T — Ryt

hat. Das kommt daher, dass die Schleife S(3,7,21,0) nicht ausschlielich aus
Einserschritten besteht, wie in Abschnitt 2.5.5 beschrieben wurde. Der letzte
Schritt in der Schleife

27 28 35 36 27
21 — 21 — 21 — 21 — 21
15 14 7 6 15
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ist grof} (iiber eine Oktave in der Unterstimme) und wird daher auf mehre-
re Schritte aufgeteilt, zum Beispiel lauter Einserschritte innerhalb des 3er-
Systems:

36 33 30 27
21 | = 21 | = 21 | = | 21
6 9 12 15

Die Unterstimme durchlauft hier alle Werte

v — max(k‘_l, ]{f_g)tl, v — (max(k_l, l{_3> — 1)t1, ceey v — min(k‘l, kg)tl,

analog die Oberstimme. Allgemein kann daher die Bedingung fiir die Existenz
eines Wechsels mittels Riickung gelockert werden: Statt einer Gleichung aus
(2.12) geniigt es, wenn

{min(k1, k3), ..., max(ky, k3)} N {min(&7,%3), . .., max(ry,k3)} # 0

erfiillt ist.

Wenn der gemeinsame Ton bei einem Wechsel mit Seitenbewegung nicht
aus dem t;-System stammt, dann bleibt die Mittelstimme zwar im ¢;-System,
aber die zweite Auflenstimme springt durch andere Systeme. Zieht man
S(3,5,30,0) heran und verwendet den gemeinsamen Ton 35, der aus dem
to-System ist, dann erhélt man den Wechsel

35 35 35 35 36

30 — 27 — 24 — 21 — 21

25 19 13 7 6
—— ~

es es

Im Fall eines direkten Wechsels hat man dieses Problem aber nicht. Da
es keine Zwischenschritte gibt, kann die zweite Auflenstimme auch nicht
auf systemfremde Tone fallen. So ein Wechsel existiert zum Beispiel von
S(5,3,30,0) zu S(5,7,35,0):

39 49
30 | = 35
21 21

Das ist eine Seitenbewegung um t; (5) aus dem to-System (3) in das to-System
(7). Bei diesem Wechsel fillt es nicht ins Gewicht, dass das Ser-System in
beiden Schleifen vorkommt.

Allgemein kann man sagen: Haben die beiden Unterstimmen oder die
beiden Oberstimmen zweier Schleifen einen gemeinsamen Ton, so kann man
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mittels einer Seitenbewegung direkt von einem Akkord der ersten Schleife
zu einem Akkord der zweiten Schleife iibergehen. Die Grofle der Schritte
in dieser Seitenbewegung héangt vom jeweiligen Fall ab und lédsst sich nicht
allgemein angeben. Setzt man den Zahlen nach oben keine Grenze, kann man
natiirlich wie in Abschnitt 2.5.6 den gemeinsamen Verschmelzungston der
vier Systeme (1 - t5 - t1 - t3) verwenden und um diesen eine Gegenbewegung
mit FEinserschritten fiir den Wechsel finden. Doch erstens liegen diese wie
gesagt meist weit unter der Wahrnehmungsgrenze und zweitens wére das der
Spezialfall einer Schleife iiber vier Systeme.

Man kann aber wie folgt vorgehen, um einen brauchbaren direkten Wech-
sel mittels Seitenbewegung zu finden: Sei oBdA #;t; > tt,. Dann existiert
ein [ € N mit

m = |ty ta — ltyts] = IZ%INDUEE — itqta])

Man sucht also den Verschmelzungston v;, der am néchsten an vy liegt. Die
Mittelstimme wechselt ndmlich vom Verschmelzungston der ersten Schleife
zu dem der zweiten Schleife und bewegt sich deshalb um m. Die andere
AuBlenstimme bewegt sich also um 2m und deswegen mdéchte man m klein
halten. Uber m kann man nur sagen, dass

< itz

und deswegen konnen die Schritte der Stimmen grof§ werden. Hat man also
ein | gefunden, dann {iberpriift man, ob es zu der Schleife S(f, %, v, 0) eine
Schleife S(t1,ts,v1,5), j = 0,...,1 — 1 gibt, die mit S einen gemeinsamen
Ton T in einer Auflenstimme hat. Angenommen 7' ist in der Unterstimme.
Dann ist der Wechsel:

201 — T 201 =T+ 2m 20, —T
v — v+ m = U1
T T T

Beim Wechsel von S(7,11,77,0) zu S(3,5, 75, 1) findet man den gemeinsamen
Ton 55. Damit konstruiert man:

99 95
77 — 75
55 55

Findet man hingegen keinen gemeinsamen Ton oder ist m zu grof}, dann
verwendet man U5 statt o7 und beginnt von vorne. Allerdings hat man auch
hier wieder das Problem, dass die 7; schnell grofl werden.
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Ein groBes Problem bei diesen direkten Ubergéingen mittels Seitenbe-
wegung ist, dass die Schritte in den einzelnen Stimmen im Allgemeinen
keine Schritte in Subsystemen sind. Der Anfangston und der Endton ha-
ben nichts gemeinsam, es fehlt eine Verbindung wie im letzten Beispiel:
77 ="T-11, 75 =5-5-3. Daher sind diese Schritte sehr schwer zu héren und
oft nicht einsetzbar.

Falls S und S kein gemeinsames System haben und die beschriebene
Methode zu keinem gewiinschten Ergebnis fiithrt, kann man auch iiber eine
Schleife S'(t,,1,,v', ') mit zwei Wechseln von S zu S kommen. Das letz-
te Beispiel kénnte dann so aussehen: Als Verbindung von S(7,11,77,0) zu
S(3,5,75,1) nimmt man S'(7,5,70,0) und erhilt die Ubergéinge:

99 85 95

77 — 70 — 75

55 55 55
N—_—— N—_——

cS es’ €S

In diesem Fall geht der Wechsel nur deshalb so schnell, weil 55 in allen drei
Schleifen enthalten ist. Deswegen kann man ihn mit nur zwei Seitenbewegun-
gen realisieren. Um den Wechsel weniger abrupt zu gestalten, kénnte man
S’ ein Mal komplett durchlaufen. Man kann auch den zweiten gemeinsamen
Ton von S’ und S verwenden und damit folgendermaflen nach S kommen:

99 85 84 91 90 100

77 — 70 — 70 — 70 — 70 — 75

55 55 56 49 50 50
—— N ~ " ~ "

S es’ €s

Hier wurden nur Seitenbewegungen mit einem gemeinsamen Ton eingesetzt.
Statt dem letzten Schritt konnte man auch mittels einer Riickung wechseln:

90 95

70 — 75

50 55
N—— ——

€S’ es

Der 'Umweg’ iiber S’ existiert in jedem Fall, weil am Anfang dieses Ab-
schnitts gezeigt wurde, dass es zwischen zwei Schleifen, die ein gemeinsames
System haben, immer einen Wechsel innerhalb dieses Systems gibt.
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2.6 Tonleiterbildung

Das Schema fiir eine Dur-Tonleiter ist Gt Gt Ht Gt Gt Gt Ht.25 Fiir eine Moll-
Tonleiter ist es Gt Ht Gt Gt Ht Gt Gt. In der reinen Stimmung entspricht
ein Halbton in etwa dem Verhéltnis (16 : 15) und ein Ganzton circa (9 : 8).

Zu je 2 Systemen gibt es einen charakteristischen Tonvorrat, den man
aus den Ubergingen zwischen diesen Systemen erhélt. Daraus kann man
Tonleitern erstellen. Die Téne entnimmt man meistens aus der Oktave von
V9 = 2t1ty bis vy = 4t t, und sie sind:

e Die Grundtone t; und t, der beiden Systeme beziehungsweise deren
Oktavierungen, also 2"t;, n € N. Davon liegt jeweils eine in [vq, v4]

e Der Verschmelzungston und seine Vielfachen, insbesondere vy bis vy.

e Die Tone der Auflenstimmen bei den Ubergéingen. Wenn man den Be-
reich [vg, v4] betrachtet, sind die Ubergénge um vs relevant. Die acht
Tone sind also: vs &= kqty, vs & ksty, vs & koty und vs = kyts

6

e Die Dominantsysteme?® von ¢; und t,, also Téne der Form 3nt; im

Bereich [vy, v4]

Von diesen Toénen fallen oft einige zusammen. Zum Beispiel ist das Domi-
nantsystem des 3Jer-Systems komplett im 3er-System enthalten, weil 3 ein
Teiler von 9 ist. Wenn man zu wenig Material erhélt, wird (zusétzlich) die
nachsthohere Oktave [vy, vg] herangezogen. In dieser Oktave sind nicht mehr
ein, sondern drei Verschmelzungstone enthalten. In diesem Fall verwendet
man alle in dieser Oktave liegenden Uberginge. Die sechzehn Tone erhilt
man am leichtesten aus den Ubergéingen um den Verschmelzungston in der
Mitte des Intervalls, also vg. Die im Bereich [vs,v7] enthaltenen Téne sind
analog zu vorher vg £ kit1, vg &+ kst1, vg £ koto und vg & kyts. Das sind die
Téne aus den Ubergingen in Kapitel 2.5.2 mit [ = 6 und j = 0. Die anderen
acht Tone erhélt man mit j = 1.

Nach Schulers Theorie entsteht der Dur-Modus aus der Interaktion des
2er-Systems mit dem 3er-System, der Moll-Modus aus der Interaktion des
3er-Systems mit dem Ser-System. (vgl. [1], Seite 206)

Gt = Ganzton, Ht = Halbton
26Dje Dominante von t; ist 3¢;. Das Dominantsystem von t; ist das von 3t; erzeugte
System.
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2.6.1 Der Dur-Modus

Aus der Kombination des 2er-Systems mit dem 3er-System erhélt man um
vy die Tonmenge
{12,14,15,16,18,20,21,22, (24) }

In diesem Fall steuern die Dominantsysteme keine zusétzlichen Tone bei,
weil die Dominante des 2er-Systems die 6 und damit gleich dem Verschmel-
zungston ist, und weil das Dominantsystem des 3er-Systems wie gesagt nur
aus Tonen des 3er-Systems besteht. In der néchsthoheren Oktave erhélt man
folgende Tone:

{24, 26,27,28,30, 32, 33, 34, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 45, 46, (48)}

In dieser Menge kommen alle Tone, die in der Menge um w3 enthalten sind,
ebenfalls vor, ndmlich als ihre Oktavierung. Die Auswahl von Ténen aus die-
ser Menge ist ein kiinstlerischer Akt und bleibt dem Komponisten iiberlassen.
Kriterien dafiir sind:

e Die Oktave sollte relativ gleichméfiig ausgefiillt werden, sodass nicht
einerseits sehr kleine Intervalle vorkommen und gleichzeitig zwischen
zwei anderen aufeinanderfolgenden Tonen ein grofler Abstand ist.

e Der Komponist wihlt die Tone so, dass er die gewiinschten Intervalle
und Ubergéinge in dem Musikstiick realisieren kann.

e Das gezielte Brechen von Regeln kann eine starke musikalische Wirkung
entfalten. Daher sind dem Komponisten keine zwingenden Grenzen ge-
setzt.

Eine Teilmenge und damit eine mogliche Auswahl der obigen Menge sind die

Tone von G-Dur:
{24, 27,30, 32, 36, 40,45, (48)}

Vereinigt man die beiden Mengen um vs und vg, dann erhélt man alle Téne
von C-Dur:
{16, 18, 20,21, 24, 27,30, (32)}

Diese beiden Tonleitern sind nicht ganz identisch: Der Schritt vom dritten auf
den vierten Ton ist in der G-Dur-Tonleiter der {ibliche reine Halbtonschritt
16 : 15, in der C-Dur-Tonleiter nur 21 : 20. Um das auszugleichen ist der
folgende Schritt in C-Dur mit 8 : 7 groBer als der in G-Dur (9 : 8). Beide
Schritte zusammen ergeben jeweils die kleine Terz(6 : 5):

6 9 6 21 8

158 5 20 7
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Dur Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Gt | Ht
C-Dur rein % % % % % % %
G-Dur % % % % % % %
C-Dur % % % g % % %

Tabelle 2.5: Dur-Tonleitern

In Tabelle 2.5 werden die Schritte in den Tonleitern verglichen.

Man kann die G-Dur-Tonleiter auch auf herkémmliche Weise erhalten.
Den Tonvorrat erhélt man aus drei Dreiklangen: Den Grundakkorden auf dem
Ton selbst, auf der Dominante und auf der Subdominante. Die Dominante
von G ist D und die Subdominante ist C. Im Schulerschen System ist die
Dominante der 3 die 9 (das Dreifache) und die Subdominante die 1 (ein
Drittel). Den Grundakkord erhélt man jeweils aus dem dritten und dem
fiinften Teilton. Das liefert aus der Subdominante die Tone {1, 3,5}, aus dem
Ton selbst (Tonika) {3,9, 15} und aus der Dominante {9, 27,45}. Bringt man
diese Tone in dieselbe Oktave, dann erhélt man insgesamt

{24,27,30, 32, 36,40, 45, (48)}

und damit dieselben Tone fiir G-Dur wie vorher.

2.6.2 Der Moll-Modus

Das 3er-System und das Ser-System liefern um v3 den Tonvorrat
{30, 35, 36, 39, 40, 45,48, 50, 51, 54, 55, (60) }
Aus dieser Menge erhilt man fast H-Moll?":
{30, 35, 36, 40, 45, 48, 54, (60) }

Nur der erste Schritt (35 : 30) = (7 : 6) ist grofer als tiblich. Dadurch muss
ein anderer Schritt entsprechend kleiner sein. Hier ist es der zweite Schritt
(36 : 35). Damit stimmt das Intervall zwischen dem ersten und dem dritten
Ton, denn es ist die fiir Moll charakteristische kleine Terz (36 : 30) = (6 : 5).
In der néchsthoheren Oktave kommen bis zum Ton 80 noch folgende Téne
dazu:
{60, 63, 65, 66,69, 70,72, 75,80}

2"Der 15. Teilton ist ein H
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Gemeinsam mit den Tonen aus dem Bereich [vg, v4] liefert das eine Menge,
in der alle Tone fiir E-Moll?® vorhanden sind, nimlich

{40, 45, 48, 54, 60, 63, 72, (30)}.

In den beiden Moll-Skalen kommen weder die 2 noch eine ihrer Potenzen
im Tonvorrat vor. Diese Zahlen kénnen weder in den Ubergéingen noch im
System des Verschmelzungstons oder in den Dominantsystemen vorkommen,
weil sie nur im 2er-System enthalten sind und dieses System bei der Erstel-
lung der Skalen nicht beteiligt ist. Man sagt, dass sich diese Tonleitern vom
Grundton losgelost haben.

Tabelle 2.6 vergleicht die A-Moll-Tonleiter der reinen Stimmung mit den
neu gewonnenen Moll-Tonleitern.

Moll Gt | Ht | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt
A-Moll rein % ]i—g % % % % %
E-Moll % }—g % % % % %
H-Moll % % % % % % %

Tabelle 2.6: Moll-Tonleitern

Man kann also Tonleitern erstellen, die sehr dhnlich oder sogar gleich
wie die herkémmlichen Tonleitern der reinen Stimmung aufgebaut sind. Man
muss sich aber nicht darauf beschrinken, sondern hat eine viel gréfiere Aus-
wahl zur Verfiigung.

2.6.3 Beispiel einer Skala

Erstellen wir nun eine neuartige Tonleiter. Im Abschnitt 2.5 wurden meist
die Systeme 3 und 5 herangezogen. Sie werden auch jetzt verwendet, weil
die Ubergéinge zwischen diesen Systemen nun bekannt sind. Méchte man
samtliche dreistimmigen Uberginge durch Gegenbewegung um v, = 30 im
Stiick einsetzen, braucht man die Tone

{5,6,9, 10,20, 21, 24, 25, 30, 35, 36, 39, 40, 50, 51, 54, 55}.

Nun wird noch 45 als 3,5 hinzugefiigt. Mit diesen T6nen kann man auch alle
Ubergiinge durch Gegenbewegung um v; = 15 2 und die Uberginge um v;

240 =5 ist ein E
2915 ist als Oktavierung der 30 in der Menge enthalten.
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mit j = 0 3% aus Abschnitt 2.5.2 konstruieren. Wire j > 0, dann wiirde man
ungerade Zahlen grofler als 60 benotigen. Doch wenn man nur die obigen
Tone verwendet und sie oktaviert, gibt es keine ungeraden Zahlen, die grofier
als 60 sind.

Transponiert man alle vorhandenen Téne in die Oktave [30,60], erhalt
man:

{30, 35, 36,39, 40, 42, 45, 48, 50, 51, 54, 55, (60)}

In dieser zwolftonigen Skala kann man unter anderem folgende Intervalle
realisieren:
t+1
- =1,
t
Das bedeutet, dass in diesem Fall alle Primzahlen bis zur 17 verwendet wer-
den, was eine deutliche Erweiterung der traditionellen Musik ist (siehe An-

fang von Kapitel 2). Es kommen nicht alle Intervalle der Form

17

i n <17

n
vor, denn die 17 ist nur als Teilton des 3er-Systems vorhanden. 5 - 17 = 85
ist in dieser Skala nicht enthalten. Gibt es nun einen Ton wie hier die 11,
der nur im 5er-System vorkommt3!, dann kann man das Intervall 17 : 11 mit
diesen Tonen nicht bilden.

Wie auch schon bei den vorher konstruierten Moll-Skalen kommen weder
die 2 noch eine ihrer Potenzen im Tonvorrat vor und auch diese Skala hat
sich damit vom Grundton losgelost. Dennoch existieren die Intervalle 17 : 2™,
weil man verlangt, dass die beiden Grundtone der interagierenden Systeme
vorhanden sind. Daher gibt es hier zum Ton 51 = 3 - 17 einen Ton 3 - 2™.
Diese beiden Tone stehen im Verhéltnis:

3-17 17
3.2n  on

Mit den vorkommenden Primzahlen kann man also die fiir sie charakteristi-
schen Intervalle bilden. Das gilt auch fiir die Grundténe der beiden Systeme,
aber hier muss man anders argumentieren: Der Verschmelzungston bildet mit
dem Grundton des einen Systems genau das charakteristische Intervall des
Grundtons des anderen Systems.

v ity ty v hile
ti ot 1 ts  tp 1

30Das sind die Ubergéinge, bei denen die Aufenstimmen moglichst nahe am Verschmel-
zungston sind.
3133 = 3 - 11 fehlt
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Die 19 und alle héheren Primzahlen sind in keinem der Tone als Prim-
faktor enthalten. Deswegen kommen sie in dieser Skala gar nicht vor. Mochte
man aber auch alle Riickungen und Seitenbewegungen verwenden, braucht
man zuséatzlich die Téne 33 und 57. Damit kommt die 19 neu zur Skala dazu.
Auflerdem ist die 11 jetzt auch im 3er-System. Daher existiert in diesem Fall
das Intervall 17 : 11.

Man sieht also, dass das Modell sehr flexibel ist und vom Komponisten
seinen Wiinschen und Vorstellungen entsprechend angepasst werden kann.



Anhang A
Regeln in Schulers Modell

e Jede natiirliche Zahl entspricht einem Ton. Das Verhéltnis zweier Zah-
len entspricht dem Verhéltnis der Frequenzen der entsprechenden To6ne.

e Die 1 ist die Einheit/Gesamtheit und kommt als Ton nicht vor.
e Die 2 ist der Grundton. Sie und ihre Potenzen sind das passive Zentrum.

e Ungerade Zahlen sind aktiver als gerade Zahlen. Primzahlen sind be-
sonders aktiv; je hoher, desto aktiver.

e Ungerade Zahlen streben zu ihren geraden Nachbarn.

e Das Erreichen der 2 ist so lange wie moglich hinauszuzogern. Zum
Beispiel konnen die Schleifen (Abschnitt 2.5.5) dafiir verwendet werden.

e Uberginge zwischen Systemen sind im Fall eines Wechsel von gerade
zu ungerade aktiv 6ffnend. Passiv schliefende Ubergéinge wechseln von
ungerade zu gerade.

e Ein dreistimmiger Akkord ist genau dann harmonisch, wenn seine Tone
die Gleichung des arithmetischen Mittels erfiillen.

e Die Bewegungsformen der Akkorde sind Gegenbewegung, Seitenbewe-
gung und Riickung. (Abschnitt 2.5)

e Das Ohr orientiert sich am Bass.

69
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