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Kurzfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, der Frage nach dem Auftreten von Teilchenvernich-
tung in pp-Wellen Geometrien, im Rahmen des FEYNMANschen Bildes nachzugehen.
Dabei handelt es sich um ebenfrontige Gravitationswellen mit parallelen Strahlen.
Erganzend berechnen wir den distributionellen ultrarelativistischen Limes des klas-
sischen thermischen Energie-Impuls-Tensors der SCHWARZSCHILD Geometrie. Den
mathematischen Rahmen bildet eine Einfithrung in die Distributionen Theorie, so-
wie in die verallgemeinerten Funktionen nach COLOMBEAU.

Abstract

The aim of this thesis is to investigate the possibility of particle annihilation in pla-
ne fronted gravitational waves with parallel rays, using the FEYNMAN picture. This
investigation is complemented by the calculation of the ultrarelativistic limit of the
thermal energy-momentum-tensor of the SCHWARZSCHILD geometry. The mathema-
tical frame of this work is an introduction to distribution theory and to the theory
of generalized functions by COLOMBEAU.



Notationen & Konventionen

e Wir verwenden die Metrik Konvention (—, 4+, +, +).

® g. ist die Metrik der vollen Raumzeit. Die MINKOWSKI-Metrik wird mit 74,
bezeichnet.

e Alle Ableitungen wirken per Definition nur auf das Objekt rechts davon.

e Getildete Groflen bezeichnen, wenn nicht anders erwédhnt, die rdumlichen Kom-
ponenten eines Vierervektors in Lichtkegel Koordinaten.

e In dieser Arbeit verwenden wir die abstrakte Index-Notation, dabei beziehen
sich die Indizes nicht auf ein konkretes Basissystem.

Grundlegende Formeln und Relationen

Dieses Kapitel dient dazu, dass Differenzial Kalkiil und die grundlegenden Formeln
der allgemeinen Relativitatstheorie, zu wiederholen.

e Differenzialformen: Dabei handelt es sich um total antisymmetrische, kovari-
ante Tensorfelder. Im weiteren bezeichnen w eine p-Form, ¢ eine g-Form und
v ein Vektorfeld. Dann gilt

wAp=(—1)"pAw, (0.0.1)
dwAp)=dwAp+(—1)’wAdy, (0.0.2)
va(wA @)= (vaw) Ao+ (1)’ w A (vap) . (0.0.3)

e LIE-Ableitung: Diese beschreibt die Anderung tensorieller Gréfien unter der
von einem Vektorfeld erzeugten Stromung. Die LiE-Ableitung ist definiert iiber

1il
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ihre Wirkung auf Vektor-, bzw. Kovektorfelder. Fiir einen allgemeinen Tensor
der Stufe (p, q) gilt

p
ai...ap ¢ ai...ap ai...c...ap a;
Lyt bi...bg — U Vet bi..by Zt bl...bqvcv (0.0.4)
i=1

und des Weiteren gilt fiir Formen die Relation
Lw=[d,vijw=d(vow)+v A dw. (0.0.5)
Sie erfiillt die folgende Relation

Liyw) = [Ly, L) - (0.0.6)

e Kovariante Ableitung: Um den Begriff der infinitesimalen Anderung zu be-
schreiben, bedarf es einer, i.A. wegabhéngigen Parallelverschiebung, welche die
kovariante Ableitung bestimmt. Der Differenzentensor C¢. beschreibt die Tatsa-
che, dass die Differenz zweier kovarianter Ableitungen V., V. eine algebraische
Derivation ist, es gilt:

(@a — Va) I C’éavc
(Va = Va) w0y = —Chee.

Ist eine der beiden kovarianten Ableitungen LEVI-CIVITA beziiglich einer Me-
trik gup so gilt der Zusammenhang,

1 5 5 5
fzb = §gcm (ngam + Vagmb - Vmgab) . (OO7)

Der Kommutator zweier kovarianter Ableitungen, wirkend auf ein Vektorfeld,
wird mit dem RIEMANN-Tensor identifiziert

[V, Vi) v¢ = RE,07

Dieser charakterisiert die kovariante Ableitung. Bei der Wirkung auf ein Ko-
vektorfeld andert sich allerdings ein Vorzeichen

[Vw Vb] wa = —Rypwe-



INHALTSVERZEICHNIS v

Der RIEMANN-Tensor ist symmetrisch unter der Vertauschung der beiden In-
dexblocke Ruped = Reqap, jedoch anti-symmetrisch in den jeweiligen Indexblo-
cken

Rabcd = _Rbacd = _Rabdc-

Der Ricci-Tensor ist definiert als die Spur des RIEMANNs

Rab = R

achb*

Zuletzt geben wir noch den Zusammenhang zwischen RIEMANN-Tensor und
Differenzen-Tensor an [I]
Ry = Ry + VaC oy = VoCq+ CaCly — CyClag. (0.0.8)

a



Symbole und Zeichen

Mab

Gab
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f(E)
Gab
Rabcd

Co®
,C/

g/
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LEvVI-CiviTA-Ableitung bzgl. g,

Raum der glatten Funktionen mit komp. Trager
Raum der Testfunktionen

Raum der Distributionen

Raum der glatten Funktionen

Raum der Distributionen mit komp. Tréger
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Kapitel 1

Einleitung

Die Entdeckung der Teilchenerzeugung in Gravitationsfeldern und die sogenannte
HAWKING-Strahlung von schwarzen Loéchern im speziellen, stellen eine interessan-
te Verbindung von Quantentheorie und Gravitation dar. Hier wird allerdings die
Gravitation, durch eine Raumzeit als fester Hintergrund, also durch eine allgemein
relativistische Quantentheorie, beschrieben. Nichtsdestotrotz sind im speziellen bei
schwarzen Lochern, aufgrund der nicht trivialen Geometrie, durchaus interessan-
te Abweichungen von der (speziell-)relativistischen Quantenmechanik zu erwarten.
HAwWKINGs Entdeckung, dass im asymptotischen Bereich eines stationidren schwar-
zen Loches der Teilchenstrom, der in der Umgebung des Horizonts erzeugten Teil-
chenpaare einer PLANCKverteilung geniigt und deshalb einer definierten Tempera-
tur entspricht[2], war demnach eine Uberraschung, deren Auswirkungen bis heute
zu zahlreichen tiefgreifenden Fragen tiber die Quantentheorie der Gravitation An-
lass geben. In der vorliegenden Arbeit méchten wir uns mit einem Grenzfall dieses
Effekts beschaftigen, namlich dem Verhalten von Teilchenerzeugung und Vernich-
tung in sogenannten ebenfrontigen Gravitationswellen mit parallelen Strahlen (kurz
pp-Wellen). Die Verbindung zu HAWKINGs Arbeit rithrt von einer anderen Unter-
suchung durch AICHELBURG und SEXL[3], welche die Verédnderung der Raumszeit-
geometrie, beztiglich eines (asymptotisch) mit Lichtgeschwindigkeit bewegten Beob-
achters, bzw. im Sinne der Relativitatstheorie mit Lichtgeschwindigkeit bewegten
schwarzen Loches, untersucht. Dieser Grenzwert ist natiirlich nur unter einer damit
einhergehenden Verminderung der Gesamtmasse des schwarzen Lochs durchfithrbar,
stellt also den Limes M — 0 dar. Hier wiirde aber unter naiver Betrachtung der
SCHWARZSCHILD-L6sung, diese in den flachen Raum iibergehen. AICHELBURG und
SEXL gelang es den ultrarelativistischen Grenzfall der SCHWARZSCHILD-Geometrie
zu berechnen und dieser ergibt tatséchlich einen flachen Raum, mit Ausnahme einer
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lichtartigen Hyperebene, welche die gesamte Kriimmung enthalt. Die so gefundene
Losung stellt eine impulsive Gravitationswelle - eine sogenannte pp-Welle mit im-
pulsiven Wellenprofil - dar. Diese Ideen wurden von anderen Autoren auf weitere
Geometrien iibertragen,[4], 5] welche ebenfalls impulsive pp-Wellen ergeben.

Die mit HAWKINGs Rechnung verbundene Frage ist nun, was in dieser Geome-
trie mit der Teilchenstrahlung passiert. Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dass
HAWKING-Strahlung in allgemeinen pp-Wellen Geometrien nicht ausgeschlossen ist,
dazu machen wir uns die FEYNMAN-Interpretation zunutze. Wir betrachten also
Streuprozesse (im speziellen ein KLEIN-GORDON-Feld) und errechnen mittels der
CoLoMBEAUschen-Theorie, eine Anschlussbedingung zwischen dem Feld vor und je-
nem nach dem Schock.

In Abschnitt [2.1] starten wir mit einem kurzen Uberblick iiber die SCHWARZsche
Distributionen Theorie. Dieser miindet dann in den Problemen, die es bei Produkten
von ,herkdmmlichen“ Distributionen gibt. Der Hohepunkt dieses Abschnitts ist das
ScHWARZsche Unméglichkeitsresultat. Beendet wird dieser dann mit zwei kurzen
Beispielen aus der Physik, in denen gezeigt wird, dass schon bei einfachen Streu-
prozessen, Produkte aus Distributionen auftreten kénnen. Im Abschnitt wird
dann, die bereits erwihnte COLOMBEAU-Theorie vorgestellt und die physikalischen
Beispiele aus dem vorherigen Abschnitt werden im COLOMBEAU-Stil prasentiert.
Kapitel [3] dient dazu, den Formalismus hin zum HAWKING-Effekt zu rekapitulieren.
Im folgenden Kapitel betrachten wir dann den klassischen, thermischen Energie-
Impuls-Tensor einer ,,pp-Welle“ und berechnen von diesem den ultrarelativistischen
Limes. In Kapitel 5| wird dann die Anschlussbedingung eines KLEIN-(GGORDON-Feldes
berechnet und gezeigt, dass es unter gewissen Bedingungen sehr wohl moglich ist,
HAWKING-Strahlung zu entdecken.

1.1 pp-Wellen Geometrien

Ebenfrontige Gravitationswellen mit parallelen Strahlen (kurz pp-Wellen) wurden
erstmals 1960, von EHLERS und KUNDT klassifiziert [6]. Sie enthalten als Spezial-
fall ebene Gravitationswellen, welche die einfachste exakte Gravitationswellen Lo-
sung der allgemeinen Relativitatstheorie darstellen. Bedeutend mehr Interesse wur-
de ihnen zuteil, als 1971 AICHELBURG und SEXL den ultrarelativistischen Boost
der SCHWARZSCHILD-Metrik durchfithrten und dabei eine spezielle, impulsive (d.h.
d—formig im Kriimmungstensor), pp-Welle als Losung fanden [3].

Abseits von den Vakuum EINSTEIN Gleichungen kann man pp-Wellen auch ab-
strakt, als Raumzeit-Geometrien, welche ein kovariant konstantes lichtartiges Vek-
torfeld p* besitzen, definieren [6].
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In dieser Arbeit sind wir speziell an impulsiven pp-Wellen interessiert, fiir diese
konnen folgende Annahmen getroffen werden:
e Die Geometrie wird bestimmt durch ein Wellen-Profil f (z, px, pz) E|
e Die Anderung (pd) f = 0, woraus f (¥, px, pr) = f (%, pz) folgt.

e Die Geometrie ist, bis auf einer lichtartigen Hyperfliche flach = f (7, pr) =
f(Z)d (px), mit dem reduzierten Wellen-Profil f.

All diese Annahmen fithren dazu, dass die Metrik in folgender Form geschrieben
werden kann (BRINKMAN-Koordinaten)

Gab = Nap + [ (Z,02) papp = Nap + 0 (px) f(Z) Pape- (1.1.1)

Anhand dieser Zerlegung erkennt man, das p® nur beziiglich 7, lichtartig ist. Des
weiteren gilt pp = —1. Unter Verwendung von Gleichung und [0.0.8] ist es
moglich den Ricci-Tensor zu berechnen

1
Rap = —532fpapb-

Das konjugierte Vektorfeld p® hat die Eigenschaft pp = —1, ist lichtartig beziiglich
der n—Metrik und man kann mit dessen Hilfe ein Vektorfeld wie folgt zerlegen:

a a (=

v = —p” (pv) — p* (pv) + 2,

wobei ¥ die zwei rdumlichen Komponenten beschreibt. Zerlegt man nun den Gradi-
enten ebenfalls in zwei lichtartige- und zwei raumartige- Richtungen

8a = —Pa (158> - ﬁa (pa) + 5617

so findet man 3
o? f= 0? f
und daher .
Ry, = —532fpapb5 (pz).

Uber die EINSTEIN Gleichungen

1
Gab = Rab - igabR = 87TTab

1pe ist das zu p* konjugierte Vektorfeld.
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(mit ¢ = G = 1) lasst sich nun der Energie-Impuls-Tensor berechnen
5

f
Ty = ——2Lp, .
b 6. o (p)

Dieser ist wohldefiniert und ebenfalls auf einer Null-Hyperfliche konzentriert.
AICHELBURG und SEXL fanden beim ultrarelativistischen Limes von SCHWARZ-
SCHILD die folgende Metrik,

log (p)
9 PaPb-
T

Gab = TNap — 1670 (px)

Berechnet man nun den Energie-Impuls-Tensor unter der Verwendung das, in Po-
larkoordinaten, 5-log (p) die Fundamentallosung des zweidimensionalen LAPLACE-
Operators ist, so findet man,

Ty = 6° (%) 6 (pr) papy.

1.2 Anmerkungen zu Lichtkegel Koordinaten

Die Rechnungen mit lichtartigen Vektorfeldern sind oft tiickisch und verleiten zu
Vorzeichenfehlern, darum werden wir diesen Abschnitt den lichtartigen Koordinaten
widmen. p* und p* sein zwei vorwérts orientierte Null-Vektorfelder mit der Eigen-

schaft pp = —1. Man kann diese nun explizit in Koordinaten konstruieren
1
1 0
a _ (Sa -
p v V2| o
1

und

Definieren wir nun die Koordinaten v = “722 und v = ”722 so ist klar, dass

U= —pzr

und
V= —pT.
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Abbildung 1.2.1: Diese Abbildung illustriert die Wahl der lichtartigen Vektorfelder
p* und p*

Woraus die Identifikation p, = —02 und p, = —d; folgt. Kehrt man die Relationen
fiir v und v um, so erhélt man ¢t = ”\J/g‘ und z = ”\75" und somit die korrespondierenden

Ableitungen

o otd 0:9 1 (9 0
m_m&+m&_ﬁQ%hJ
und
o o9 0:0 1 (9 0
m‘mm*mw—ﬁﬂwwﬁ'

Welche wieder durch die Invarianten ausgedriickt werden kénnen

0 _
u ~ P
und P

Jeder Vektor kann nun in seine beiden lichtartigen- und seine rdumlichen Anteile
zerlegt werden

v = —p® (pv) — p* (pv) + 0%,
selbiges funktioniert analog mit Kovektoren. Da wir es spéter in der Arbeit benotigen
und es an dieser Stelle ein gutes Beispiel fiir die Anwendung der Zerlegung eines

Kovektors ist, geben wir hier noch den Wellenoperator in lichtartigen Koordinaten
an

0 = 0,0" = (—pa (p0) — Pa (p0) + 0a) (—p" (pO) — " (p) + 0") .
Die Produkte pp und pp tragen nicht bei. Ebenso tragen Produkte zwischen p* oder
p® und einem rdumlichen Ausdruck nicht bei. Somit erhalten wir

9% = =2 (pd) (pd) + I*.
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Da es bei lichtartigen Koordinaten oft zu Vorzeichenwechsel kommt, werden wir
hauptsichlich mit den invarianten, inneren Produkten arbeiten [7].



Kapitel 2

Mathematische Hilfsmittel

2.1 Schwarzsche Distributionen Theorie

Wir werden uns zuerst mit den Grundbegriffen im R™ beschéftigen und danach Dis-
tributionen auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten behandeln. Wir werden jedoch immer
wieder Bezug auf den R™ nehmen.

2.1.1 Testfunktionen

Sei Q C R", die Menge aller Testfunktionen K ()] sind all jene reellen Funktionen
¢, welche einen kompakten Tréger und Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen.
Oder anders gesagt

K(€) =C° (),
wobei der Subskript 0 fiir den kompakten Triger und der Superskript oo fiir die

Ableitungen beliebiger Ordnung steht.
IC () ist ein linearer Raum, d.h. Vi, 00 € £K(Q), A€ R

901+902€/C(Q),
)\ngelC(Q)

Eine Folge (¢; (7));oy konvergiert in K (€2) zu Null, wenn alle Funktionen auerhalb
einer fixierten, beschriankten Umgebung verschwinden [§].

LIC steht hier fiir kompakt.
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2.1.2 Distributionen

Eine Distribution F' ist ein stetiges, lineares Funktional auf IC (2) d.h.

L. (Fva¢1+ﬁ(p2) :a(FaSDI)—"B(FvSD?) vavﬂeR’QOl?SOQGIC(Q)

2. Wenn (¢; (2)),cy in K (2) zu Null konvergiert, dann konvergiert (F, ¢;), . eben-
falls zu Null.

Das sind genau jene Eigenschaften die den Dualraum ausmachen, daher wird die
Menge aller Distributionen mit X' (€2) bezeichnet [§].

Beispiel 2.1. Die DIRAC-Delta Distribution ist definiert iiber ihre Wirkung auf
Testfunktionen,

(6(r—a),p(x)) =¢(a).

Beispiel 2.2. Existiert ein f € LL (R")| existiert, so nennt an ein Funktional
regular,

(Fy. ) = / f (@) o (2) dz. (2.1.1)

2.1.3 Verallgemeinerung auf n—dimensionale Mannigfaltig-
keiten

Betrachtet man Gleichung [2.1.1] so sieht man schnell, dass regulére Distributionen,
aufgrund der Volumsform d"z, von der Struktur des R” abhdngen. Ein koordinaten-
unabhéngiges Konstrukt ldsst sich dennoch erreichen. Betrachtet man namlich ¢ (x)
und d"z als zwei Teile eines Ganzen, so lisst sich dies mittels einer n—Form ¢f] reali-
sieren. Denn dann lasst sich ein reguldres Funktional auf natiirliche Weise schreiben

als [9]
/f@- (2.1.2)
M

Wir bezeichnen mit f den Raum aller C*° n—Formen mit kompakten Trager. Man
kann nun wiederum den Raum der Distributionen als den Raum aller linearen Funk-
tionale F': (2 — R auffassen. Wir bezeichnen den Raum dieser Distributionen mit
Qg

2L . (R™) sind die einfach lokal integrablen Funktionen im R”.

3Hier bezeichnet die Tilde Volumsformwertigkeit.
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Fir orientierbare Mannigfaltigkeiten, mit Volumsform w, kann ¢ eindeutig ge-
schrieben werden als ¢ = pw, mit ¢ € K. Es ist offensichtlich, dass fir w = d"z,
Gleichung mit der Definition im R™ tibereinstimmt.

Eine weitere Verallgemeinerung kann erzielt werden, indem man tensorwertige
Testformen verwendet. Dabei miissen natiirlich auch die darauf wirkenden Funktio-
nale tensorwertig sein [10} [9]. Ein reguléres, tensorielles Funktional kann geschrieben

werden als
(FJ{,@[) :/fI@I.
M

2.1.4 Differentiation

Motiviert durch die linearen Funktionale?

[reto=[aeon- [ rre—- [ 11

(LfFa ()5) - - (F7 Lf@) :
Ist € ein KILLING-Vektorfeld zu g, so gilt, fir ¢ = ¢w, [10]

(LeF', p) = = (F, Le (pw,)) = — (F) Lepwg) = — (F,E () wy) -

definieren wir

Im R” gilt im speziellen
(OiF, ) = — (F, D).

Beispiel 2.3. Die HEAVYSIDE-Funktion ist definiert durch,

9<x):{o z <0

1 >0

und daher gilt
(",0) = (0,)

4Hier bezeichnet die Tilde ebenfalls Volumsformwertigkeit.
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2.1.5 Regularisierung von divergenten Integralen

Betrachte eine Funktion f , welche iiberall auBer an der Stelle x, integrierbar ist. [
Dann wird das Integral
/ fpdx

im Allgemeinen nicht existieren. Betrachtet man jedoch Testfunktionen welche an
der Stelle xy verschwinden wird das Integral konvergieren. Die Prozedur der Regu-
larisierung héngt ab von der Stérke der Singularitat ab, im einfachsten Fall (erster
Ordnung) funktioniert diese wie folgt [

(] 0) = / def (2) (p (2) — 0 (0) 8 (a — |2]))

dies stimmt natiirlich fiir Testfunktionen mit der Eigenschaft ¢ (0) = 0 mit der
originalen Definition iiberein. Die Theta-Funktion wird benétigt um die Eigenschaft
des kompakten Trégers nicht zu verletzen [g].

Beispiel 2.4. Betrachte die Funktion f (x) = %, diese kann nach der obigen Prozedur
regularisiert werden,

(G]#) =[5 e -eooa-p 219

i X

Gleichung héngt natiirlich nicht vom Parameter a ab, da (0.B.d.A. b > a)

(129 60— ewoo-ia

T T

o) [ T @@l -6 0-1s)) -
() -eo ([ -[) %~
(o) e ([ )%

(ool L4 L)% ()

5% ist ein Beispiel mit einer Singularitdt an der Stelle x = 0
6aus Griinden der Einfachheit wihlen wir g = 0

gilt.
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2.1.6 Multiplikation auf ' x K’
Fiir F € Qf und f € C* ist ein sinnvolles Produkt definiert durch|

(Ff,¢) = (F, [@).
Dieses Produkt ist kommutativ und es gilt, fiir ein Vektorfeld &,

(Le (fF), @) = — (fF, Lep) = — (F, fLep) =
= — (F, Le (f@)) + (F, Le f@) =
= (fLeF, ) + (LefF, ) =
= (fLeF + LefF, @) .

Also:
Le (fF) = fLeF + Le fF. (2.1.4)

Wobei sowohl die linke, also auch die rechte Seite von Gleichung wohldefiniert
ist, da fF € QF, LeF € Qf und Lef € C* gilt. Will man jedoch ein Produkt
zwischen Distributionen definieren, muss man leider schnell einsehen das dies zu
groben Unstimmigkeiten fithrt.

Im Folgenden geben wir zwei Beispiele, bleiben allerdings aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit in R.

Beispiel 2.5. Betrachtet man die HEAVYSIDE-Funktion als Element von Li ., dann
gilt
0", 0)=(0,9), Ypek (2.1.5)
d.h.
0" =40

da §(x) = 0 fir z < 0 und 0 (z) = 1 fir x > 0 ist. Differenziert man die obige
Gleichung so erhilt manf|
nen—lel — 9/

und somit

n0"15 =5 = nb (0)5 = 6,

was natiirlich inkonsistent ist, da € (0) unabhéngig von n ist [7].

"Die Tilde bezeichnet wiederum Volumsformwertigkeit.
8Hier wird angenommen, dass die fiir stetige Funktionen giiltige Relation 6 (x) f (z) = d (z) f (0),
auch fiir die unstetige Funktion 6 gilt.
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Beispiel 2.6. Eine weitere Inkonsistenz bei der Definition eines Produkts auf ' x X’
findet sich bei Betrachtung der Funktion o = 26 —1. Verwendet man Gleichung
so kommt man zum Schluss, dass 02 = 46> — 40 + 1 = 1 und daherf]

0=1= (02), =o0'c+ 00 =260 + 200
gilt. Dies hat wiederum zur Folge, dass
do =—0d V o6 =0.
Um 06 = 0 zu ermoglichen muss 0 (0) = 3 gelten, was tiber die Relation,
(20 —1)6=(20(0)—1)¢

leicht ersichtlich ist. Nimmt man tatséchlich an das 6 (0) = % gilt, dann ist das so
definierte Produkt nicht mehr assoziativ, denn

(99)5:95:9(0)5:;5

andererseits aber . ]
0(00) =0-6=-¢
(60) = 656 = 10
was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Die beiden Beispiele sollen die Probleme eines Produktes auf K’ x K aufzeigen.
Alternativ ist es allerdings moglich K’ in eine assoziative Algebra (A, +, o) einzubet-
ten. Natturliche Anforderungen an A sind

1. C*(R) C A, f(x) =1 ist das Einheitselement von A.

2. J eine Ableitung D, d.h. D : A — A ist linear und erfiillt die Leibniz Regel.
3. D|ci(g) ist die herkdmmliche Ableitung auf C*! (R).

4. o|crmyxci(r) ist das normale Produkt stetiger Funktionen [IT].

Theorem 2.1. 3 Algebra A sodass 1-4 erfillt sind. (Schwarz 1948)

9Die Gleichheit ist hier im LEBESQUE Sinn zu verstehen.
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Beweis. Betrachten wir die beiden Funktionen

4
Ty =0r = xox+:xi

und ,
ro(zln|z| —z) = 2% In|z| — 2°.
Nun gilt
D?(zy)ox = p? (ryo0x) — 2Dz Dx — 2, D*r =
D? (xi) —2Dx ~ 2Dzy — 2Dz, =0
und

zo D?(rIn|x| — ) = p? (:c2 In|z| — wQ) —2DxD (zln |z| — z) —

—D*z (zIn|z| — 2) = p? (ac2 In |z| — x2) —2D(xln|z| —z) =
D (2zIn|z| —2)—2D (zln|z| —z) = 1.

Also ist x invertierbar in A.
Da A laut Annahme assoziativ ist, erhalten wir

D*(zy)=D*(zy)0ol=D*(x,)o0 (:c o D? (zIn|z| — a:)) =
(D2 (xy)o x) o D*(zln|z| —z) =0.

Dies steht jedoch im Widerspruch zu

DQ(:E+):D2(x00):D(9+x05) =4,

=0

und daher § ¢ A, also ist die Existenz einer Deltafunktion in einer solchen Algebra
widerlegt. ]

Dieses Resultat, welches Schwarz im Jahre 1948 gefunden hat, bezeichnet man als
Unmoglichkeitsresultat. Es ist der Ursprung fiir den Satz ,Distributionen kénnen
nicht multipliziert werden®“. Betrachtet man den Beweis jedoch etwas genauer, so
sieht man, dass das Problem aber eher auf die Inkonsistenz zwischen Differenziati-
on und Multiplikation stetiger Funktionen zurtiickgeht. COLOMBEAU schlussfolgerte
daher, dass die vierte Bedingung schwécher sein muss, und postulierte die folgende
Vermutung.

Vermutung 2.1. o|ce(r)xceor) it das normale Produkt glatter Funktionen[11), [12).
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2.1.7 Anwendung auf impulsive pp-Wellen - naive Rechnun-
gen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass Produkte von Distributionen bereits bei
einfachen Streuprozessen auftreten. Wir werden hier den Rahmen der Distributio-
nen nutzen und manchmal sogar bewusst iiberstrecken, um zu einem Ergebnis zu
gelangen.

Gravitation

Wir wollen die Geodéten in einer allgemeinen pp-Wellen Raumzeit berechnen, d.h.
Gab = Nab + [PaPs = Nab + fDaps0 (p) .
Unter Verwendung von Gleichung findet man
1
@ =5 (0afPop” + Oy fpap® — O° fDapy) =
1. : ) (2.1.6)
3 (Oafrup° + 0 fpap® = O [y — (9O) frapup”) -

Dabei haben wir die Ableitung wieder in ihre licht- und raumartigen Komponenten
zerlegt. Die Geodatengleichung wird somit zu

B+ 5 [200) (30) £ — (0 (90) f] 5" — 5 (0o = 0

Zerlegt man diese wiederum in ihre Komponenten so findet man

pi =0 (2.1.7)
pi = (i) (0) £ — 5 (2" (90) f (2.1.8)

und ]
i =5 (px)® O°f. (2.1.9)

Gleichung bedeutet nichts anderes, als das man px als affinen Parameter ver-
wenden kann. Schreibt man Gleichung [2.1.8| und [2.1.9|auf den affinen Parameter um
so erhalt man

i = ;&f (2.1.10)
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und ) ) ]
pr" = (79) f - 5 (00) f (2" (pr)) = 5 (#9) fo + 510 (2.1.11)

Die Losung zu diesen Gleichungen sollten vor und nach dem Impuls jeweils die flache
Geodatengleichung (& = 0) erfiillen, daher wahlen wir den Ansatz

ot =0 a2t +0_at. (2.1.12)

mit 6, +60_ =1 und z; x_ als Losungen der freien Gleichung.
Setzt man nun Gleichung [2.1.12|in Gleichung [2.1.10[ und [2.1.11] ein, findet man

(0 (0) = - (0) + 5 (2, (0) = 3 (0) = 30F (2 (0))

und

1

8" (pry — pr_)+0 (pay — pa’ ) = 5 10(0) (2, (0) — & (0)) + & (0)] Of (& (0)) 5+; F(E(0)6.

Vergleicht man nun die Koeffizienten so gilt

¥, (0) ~ 7 (0) = 37 (2 (0))
b (0) = pr (0) = 57 (2(0)
bl (0) = e’ (0) = 5 [6(0) 307 (2 0) + 2 (0)] 8 2 0)).

Zusammenfassend kann man also sagen, dass ein unbestimmter Faktor 6 (0) auf-
taucht. Diesen Faktor erhielten wir indem die, fiir stetige Funktionen giiltige, Relation
0 (x) f(z) =0 (z) f(0) verwendet wurde. Da die §—Funktion nicht stetig ist, haben
wir den Rahmen etwas iitberdehnt um ans ziel zu kommen. Im nachsten Abschnitt
werden wir sehen wie wir mittels COLOMBEAU-Theorie dieses Problem umgehen [7].
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Elektromagnetismus

Das elektromagnetische Analogon zur gravitativen pp-Welle wird durch das Vek-
torpotential A* = fptbeschrieben. p# erfillt wiederum 9,p” = 0. Ausgehend vom
Vektorpotential berechnet sich der Feldstéirke Tensor zu

=9 A — VA" = (0" fp¥ = 0" fp") 6.

iiber die LORENTZ-Gleichung erhalt man somit

it = %Fw“ — % ((pi) 6" — (2) fp*) .

Spaltet man dies wiederum in Komponenten auf, dann erhélt man

pi =0 (2.1.13)
pi = % (20) s (2.1.14)
= (pi) %5/{;?5. (2.1.15)

Gleichung [2.1.13] erlaubt uns wieder px als affinen Parameter zu verwenden. Somit
konnen wir Gleichung [2.1.14] und [2.1.15] umschreiben und erhalten

pa" = (#0) fp's (2.1.16)
mry
~I € 27
7 =S 9fs. (2.1.17)
mry
mit v =: a(a"f) und ' = %.

Wir machen wieder denselben Ansatz wie auch schon zuvor im Gravitations-
Abschnitt
ot =0, a2t +60_ 2" (2.1.18)

mit 0, +60_ =1 und 6 = 0 (pz). Differenziert man nun diesen Ansatz so findet man
=6 (-2t + 02+ 0

=8 (2 —at)+ 0 (as'f - :v’i‘)

Setzt man nun noch Gleichung [2.1.18]in Gleichung und Gleichung [2.1.15] ein

erhalt man
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5 (4 (0) = - (0) + 5 (31, (0) = 32 (0)) = = 0] ((0))
und
5 (e (0) = pe— (0)+ (o', (0) = pal (0) = = [0.(0) (¥, (0) = & (0)) +3 (0)] 8] (2 (0)) &
Ein Koeffizientenvergleich fithrt dann schlussendlich zu
4 (0) =& (0) = #(0)
#,(0) — 7' (0) = ;néf (7 (0))
pr4 (0) — pr_ (0) =
und
pa'y (0) — pa’ (0) = jn 6(0) 7fnéf (& (0)) + & (0)| Of (& (0)).

Auch hier findet sich der ominése Faktor 6 (0) , welcher mathematisch nicht definiert
ist, wieder. Wie auch schon in der vorherigen Kalkulation wurde der Rahmen der
Distributionen-Theorie iiberdehnt und es ist unklar wieso der Koeffizienten Vergleich
funktioniert. Durch Verwendung der COLOMBEAU-Theorie konnen die kénnen diese
Probleme beseitigt und der mathematischen Rahmen klar definiert werden.

2.2 Colombeau Theorie

2.2.1 DMotivation

Die Idee zur spéter definierten COLOMBEAU-Algebra besteht darin die zwei ,, mog-
lichen“ Produkte von Distributionen miteinander zu identifizieren. Einerseits kann

man das Produkt zweier Distributionen definieren als die nichtlineare Abbildung
(2 CRY)

Q) —-R
= F1(p) F2 ()
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Betrachtet man nun die reguléren Distributionen, mit f; € C*, so ist deren Produkt

/ fi (29 @ (2) ' / f2 (29) @ (2°) ' (2.2.1)

andererseits konnte man auch das klassische punktweise Produkt f; fo € C* bilden
und dieses als Distribution auffassen

/f1 () fa () o () d™z. (2.2.2)

Nun besteht die Idee zur COLOMBEU-Algebra darin eine geeignete Quotienten Al-
gebra zu finden sodass in diesem Quotienten, Gleichung und Gleichung
iibereinstimmen.

Betrachten wir zundchst den Vektorraum aller C*°—Funktionen & (2), der Dual-
raum &’ (§2) ist dann der Raum aller Distributionen mit kompakten Trager. Klarer-
weise gilt 0, € £ () wobei (0, ) = ¢ (). £ (Q) ist ein lokal konvexer Vektorraum
und das Konzept von C*—Funktionen ist, unter Verwendung eines geeigneten Diffe-
rentialkalkiﬂﬂ auf einem Solchen wohldefiniert und wir bezeichnen den Vektorraum
aller C*°—Funktionen auf £ (2) mit C* (£’ (§2)) . Betrachten wir nun die Menge

M= {F|F €C®(£(Q)), F(5,) =0, Ve e}

Alsoist F' ~ G, falls (F' — G) (6,) = 0. M ist offensichtlich ein Ideal denn die Summe
zweier F' € M ist natiirlich wieder in M und die Multiplikation eines Elements
F € M mit einen beliebigen Element f € C* (&' (1)) liefert angewandt auf die
0, Funktion Null. Nun definieren wir Funktionen f (z) := F'(d,). Diese sind nun

wohldefiniert auf der Quotientenalgebra w und es gilt:

Df (z) = F'Dj, = —F'§.
Also ist der Quotient %’(Q))’ isomorph zu € (Q). Da C™ (£') CC™ (K) ist die Idee

nun M zu einem Ideal N' C C* (K (©)) auszuweiten, sodass N NC> (£ (Q)) = M,
> (") - C=(K()

denn dann ist & ) und somit sind die beiden Integrale aus Gleichung
|2.2.1| und |2.2.2|, in % gleichwertig [12].

2.2.2 Die Theorie

In dieser Arbeit betrachten wir die sogenannte vereinfachte Algebra um die funktio-
nalanalytische Maschinerie ein wenig zu vereinfachen. Im letzten Abschnitt haben

10COoLOMBEAU verwendet dabei das Siiva-Kalkiil



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE HILFSMITTEL 19

wir gesehen, dass wir K’ in eine assoziative Algebra A einbetten miissen um ei-
ne sinnvolle Multiplikation zu definieren. Betrachtet man COLOMBEAUsche-Objekte
vom physikalischen Standpunkt, dann sind diese nicht anderes als Regularisierungen
[7, @]

Betrachte eine einparametrige Familie ( f;)
moderat im Parameter ¢ wachsen, d.h.

I = (0,1) von C* Objekten, welche

ech

Ev = {f |fe € C°(R™),VK C R" kompakt Vo € N* AN € N,

3n > 0,3c > 0 sodass sup |[D*f, ()| < ce ™, V0O < e < n} :

rzeEK

Des Weiteren definieren wir das Ideal N

N = {f If. € C™ (R") VK C R" kompakt Yo € N”, VN € N,

zeK

3n > 0,3c > 0 sodass sup [Df, ()| < ce’¥, V0 < € < 77}

Addition, Multiplikation und Differenziation sind Punktweise definiert, d.h.

(f€>e€I + (ge)eel = (fe+ ge)eep
(f5)661 (ge)eel = (ffg€)sel7

0” (fe)eel = (aafE)eeI'

Daher ist & eine Algebra[l1].
Man kann leicht sehen, dass N tatsachlich ein Ideal von &£, ist, denn

1. Betrachte f., g. € N, dann gilt f. + g. € N.

2. Multipliziert man ein beliebiges Element f. € £y mit einem Element g, € N
so ist das Ergebnis wiederum in N

Die COLOMBEAU-Algebra G ist definiert als der Quotient

_u
=

Klarerweise ist G eine Algebra da &), eine ist und N ein Ideal ist.

g
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Wiéhrend C* Funktionen kanonisch als konstante Familien, f. = f eingebettet
sind, benotigt man fiir stetige Funktionen und Elemente aus K’ einen sogenannten

,Mollifier”,
fe(x) = Eln/d”yp (‘U;x> f).

Dabei muss die Funktion p
/ d"zp(z) =1

/d"xp (x)z* =0

und

erfiilllen [11].

2.2.3 Assoziation

Die Assoziation oder auch schwache Gleichheit, ist eine wichtige Aquivalenz-Relation,
die auf dem Niveau der Distributionen Gleichheit bedeutet. Zwei Elemente f,, g. sind
zueinander assoziiert, (f &~ ¢g) wenn

lim | d"z (fe(z) —ge(z))p(z) =0 Vo e K. (2.2.3)

e—0
Die Assoziation erfiillt
=g = Df~D%
und
frg = wfrwgVwelC™®
was man leicht mittels Gleichung sieht [11), 12].

Beispiel 2.7. 6" =~ 6.
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o0

lim 6/dfC/dy19 Y1) yl x)---/dynG(yn)p(y";x>90(:€)=

—00

o0 o0

1 _ _
~ lim /dx/dylp <y1 “') .../dynp (y” x)gp(x) _
e—0 n € €
—hm/dx/dzlp 21) /dzn,o(zn)cp(x)

Betrachtet man nun eines dieser Integrale so ist klar, dass fiir x > 0 die obere Grenze,
im Grenzwert gegen oo strebt und somit das Integral 1 ergibt. Im anderen Fall, also
x < 0, kollabiert das Integral und liefert 0. Daher folgt

x

11m/dx/dzlp —21) /dznp(—zn)go($)=

(e o]

—/dw(x) ~ [ dre @0,

0 —00
Leitet man nun die Relation 8™ = # einmal ab, so folgt
0/
n+1)0"0 ~0 = 0"0' ~ ——
n+1

was diesmal kein Widerspruch ist, da die Potenz diesmal auf beiden Seiten auftritt
[11].
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Beispiel 2.8. 00 ~ Ad mit A € R

11_{% 62/d$/dy19(y1)0<16) /dy25(y2)P2< 26 )@(x):
— lim 17dx70d (yl_a“") (x) () =
_e—>0 62 yip € P2 € ? N
—00 0

~tiy [ do [ duo (@) (@) (ex) =
—tiny [ dapa(2) [ dp () (0) + iy O () =

endlich
= Ap (0)

Zum Abschluss noch ein, fiir die Anwendung der COLOMBEAU-Theorie, wichtiger
Satz.

Satz 2.1. Sind zwei COLOMBEAU-Objekte zueinander assoziiert so besitzen sie,
wenn einer existiert, denselben distributionellen Schatten. Also zwei Distributionen
T, S und zwei COLOMBEAU-Objekte f., g. die f. =T und g. = S erfillen gilt also
T=S5.

Dieser Satz macht es iiberhaupt erst sinnvoll, sich schwache Gleichungen anzuse-
hen, denn auch wenn zwei Objekte in der COLOMBEAU-Algebra nicht gleich, sondern
nur assoziiert sind, sind sie am Distributionellen Niveau gleich.

2.2.4 Korrektur der naiven Rechnungen

In diesem Abschnitt werden wir dieselben Gleichungen wie in Abschnitt analy-
sieren, jedoch werden es nun schwache anstatt normaler Gleichungen sein.

Gravitation

Die schwache Geodéaten Gleichung ist nahe zu gleich der Geodaten Gleichung aus
aus Abschnitt [2.1.7] jedoch wird die Gleichheit durch eine schwache Gleichheit =
ersetzt.

¥+ 5 [2(#0) £ (i) — (00) T (0] 5 — 50°F (i) ~ 0
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Es gelten auch weiterhin die selben Relationen wie in Abschnitt 2.1.7] was uns zu
_ o I
O a3y -3 )+0(¥, -7 )~ 5010
und
§ (pxsy — pu )+5(m’ — pa ) ~ L [A(gs’ — 7 ) +5:’]éf5+3f5’
B + /2 T - 2

fithrt. Wobei wir hier 9 ~ A verwendet haben.
Vergleicht man die Koeffizienten erhalt man wieder

7. (0) =7 (0) = 7 (0), (2.2.4)

7, (0) ~ 7 (0) = 50f (7 (0) (2.2.5)

P, (0) — pr_(0) = 1 F (2 (0)), (2.2.6)

pa (0) — pa’ (0) = ; A;éf (#(0)) + 7 (0)] 6F (3 (0)). (2.2.7)

Hier wurde verwendet, dass

o (pz) f (% (pz)) =~ 0 (px) f (2 (0)),

was leicht mittels die folgenden Rechnung zu zeigen ist (der Einfachheit halber px =

3 (o) £ (@ o) ~ [ duo (1) F (0 () (@ () = - () + 5 () =
- 7 dug (“)f(1 / du' (“) (0 () — 7 (u)) + 7 <u>) o (u)

ein skalieren von w und v’ fiithrt nun zu

6 (pz) f (& (pz)) ~ / dug (u) f (/ du'p (u') (T4 (eu') — 2 () + 2- (EU)) v (eu) .

—0o0 [e.9]
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Im Limes € — 0 bleibt unter Verwendung von Z, (0) = z_ (0),

o0

8 (pz) f (7 (px)) ~ /duqb(U)f(fE(O))sO(O)=f(55(0))s0(0)'

—o0
———
=1

Nun kann man die Konstante allerdings mittels einer physikalischen Bedingung be-
stimmen, der Tangentenvektor muss kovariant konstant sein.

Japi®i = =2 (px) (px) + i + f (pi)* ~ const.
Unter Verwendung des affinen Parameters folgt,
—2(pa') + &% + f = const.
Setzt man nun den Ansatz [2.1.18 in die Gleichungen ein, erhilt man
—2(0 (pwy —pr_) + 0 (pay —pa’ ) +pa’ ) + (0 (3 — ) + 0,3, +0_3" )2 + 5=
= =2(0' (pry — pw_) + 0 (pay —pa’ ) + pa’ ) + 0% (3, — 2)° + 0347 + 6287+

+29/9+ (.fj+—i'_)j'/_i_+29/9_ (574_—.%'_)37_“_94_9 $+.T ~
~—2(0 (pry —p )+9(px+ pr' ) +pa ) +0[(#, -7 ) (F, -5 +20 )|+ 32+ fo~
~ 2 (637 +05 (4507 + ) 0F +pat ) + 0 [0F (507 + 200 )| +a% + Jo =

— o[- (at0r )07+ 2or (So7 + )| ~omt 432 =

_ ¢ Ll; (87)" (1 - 2A)} 95z’ + & ~ konst.

Diese Relation ist nur konstant, wenn der Koeffizient der #—Funktion verschwindet
und daher gilt A = % Schlussendlich sind die Anschlussbedingungen also

i, —&_ =0, (2.2.8)
Po—d = iéf, (2.2.9)
Pry — pr_ = ;f (2.2.10)
und
pr', —pr’ = ; [iéﬂ f/] of. (2.2.11)

Relation [2.2.10] bedeutet, dass die Geodéate einen Sprung an der Stelle pz = 0 in der
pr—Koordinate macht [7]. (Siehe Abb. [2.2.1)
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Abbildung 2.2.1: Der Versatz Av als Funktion von der tranversalen Koordinate p, in
der Aichelburg-Sex] Geometrie (f = —8mlog (p)).

Elektromagnetismus

Auch hier 1auft die Rechnung exakt gleich ab
i SR Y (2.2.12)
m
und es gelten dieselben Relationen wie im vorherigen Abschnitt, aufler 0 ~ Ad.

8 Gy — ) +0 (7, — ) z;néfé
und
8 (pry — pr_) + 6 (pr'y — pa’ ) ~ ;n A%, -3 ) +& | ofs.

Vergleicht man erneut die Koeffizienten erhalt man

.i'+ - .i'_ - O,
7 —i = 9f (2.2.13)
+ - ym )
pry —pr_ =0
und
pr, — prl = — [Aeéfju 95’_] of. (2.2.14)
ym | ym

Mit der Ambiguitit A.
Betrachtet man erneut die LORENTZ-Gleichung [2.2.12] und multipliziert diese mit
&, so folgt

.9\ " € ..
(xQ) ~ —F"i,i, =0
m

N —

T
xrr, =
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und daher gilt, obwohl x* keine Geodate ist,
(:i:Q)' ~0 = i*~ konst.
Zerlegt man i* = —ptpi — ptpd + & dann folgt
i? = -2 (pi) (p2) + 2% = »* {—2 (pz') + 57'2} ~ konst.
und da v eine Konstante ist folgt
—2 (pa') + ¥ =~ konst.
Setzt man die Gleichungen fir pz’ und Z’ ein folgt
~2(0,pr'y +0_pa’ ) + (0,7, + 9,:&’,)2 ~
~2(04pa’, +0_pa’ ) + 0,37 + 057 =
—2[0 (pr', — po’) + po’ | + 0 (&7 — &%) + 22 =
02 (pa, —pal ) + (¥, — 3" ) (¥, — &) + 23 )] —2pa” + & ~ konst.

—_———

konst.

Auch hier muss wieder der Koeffizient der §—Funktion verschwinden. Kombiniert
man Gleichung [2.2.13| und [2.2.14| mit den obigen Relationen erhalt man

€<Aeéf+§:’_> 57+ eéf<eéf+2> ¥ =0
ym \' ym ym ym

e2

(0f) 1 —24)=0 = A:;.

’}/sz

Somit sind die Anschlussbedingungen schlussendlich

Y -3 = 78 2215
T z P /s ( )
und
L —pr = — |—O0f +3 | Of (2.2.16)
pT DT m - f+2 f. 2.

Im Gegensatz zur Gravitation, gibt es hier keinen Sprung in den Koordinaten, son-
dern nur in den Ableitungen.



Kapitel 3

Klein-Gordon-Felder und die
Feynmansche Interpretation

3.1 Klein-Gordon-Feld im flachen Raum

Die LAGRANGE-Dichte fiir ein freies skalares Feld im MINKOWSKI-Raum ist,

1 2 42
L= 5(8M¢(9“¢+m ¢?) .
Mittels der Euler-Lagrange-Gleichung

(525
d¢ "\ 0(9,9)

Diese fithrt zur KLEIN-GORDON-Gleichung

(82 — mg) o= 0.
Die Losungen der Wellengleichungen sind offensichtlich ebene Wellen
(b x eikx.

Das innere Produkt ist definiert als

(61.02) = [ nd (61,02 =1 [ (010063 = 630,01 nen, (3.1.1)

wobei wy, die Volumsform einer CAUCHY-Hyperfliche ¥ ist. Im MINKOWSKI-Raum
wird diese Relation zu (mit wj, = d*z und n® = 9¢)

(¢1,¢2) = i/(ﬁblatﬁb; — ¢30,1) AP

27
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Die normierten ebenen Wellen (MINKOWSKI-Moden) sind somit

fk: _ eikac.
Diese erfillen, .
_ - 53 1t
(frr for) = ™ (2w)35 (k—K), (3.1.2)
* *\ _# 3 o
und]
(fx, fir) = 0.

Die Verallgemeinerung fiir gekriitmmte Raumzeiten ist unproblematisch, es wird ein-
fach die Koordinaten-kovariante Ableitung 0 durch die kovariante Ableitung V er-
setzt [13]. Dies gilt allerdings nicht fiir die FOURIER-Moden.

3.2 Energie Impuls Tensor das Klein-Gordon-Feldes

Wir starten mit der Wirkung
1
§=3 / Wy (9" ad V6 + m??)

mit der Volumsform w, = /gd*z [I3]. Variation der Wirkung S nach der Metrik
fithrt zu

1
08 =5 / Swg (gabvawm + m2q§2> + / wy0g™V 4V

Der néchste Schritt ist es nun die Variation der Volumsform zu berechnen, (g = —detgy,)
Sw, = /gdir = li(5g d*z. (3.2.1)
g 2 \/g

'Durch diese Art der Normierung ist die rechte Seite von Gleichung und LORENTZ-
Invariant
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Mit der Variation der Determinante einer Matrix. (Unter Verwendung der Invarianz
von Spur und Determinante unter Basistransformationen)

Sdet (M) = 6 (A1 dn) = A0 Ay =
k

= YA A A, = det (M) A 0N, = (3.2.2)
k

k

= det (M) tr (M~15M)
folgt,

1
dw, = §wgg“bégab. (3.2.3)

Setzt man dies nun in die Variation der Wirkung ein so findet man,

1 (1 b/ 1 .
35 =5 [ 50t 09" (4719690 + m26?) + 5 [ b9 V,0¥6 =

1 1
5 /wg |:_29ab (QCdvc¢vd¢ + m2¢2) + Va¢vb¢:| 5gab.
Dabei haben wir verwendet, dass (5g)"" = —8¢®. (Dies ist leicht zu beweisen, wenn
man die Relation g,,g° = 0¢ ableitet.)
Der Energie Impuls Tensor ist nun,

2 08 1
Tab = J5gab = Va¢vb¢ - igab (ngvc¢vd¢ + m2¢2) : (324)
g

3.3 Positive und negative Frequenz

Um den Begriff positiver Frequenz, respektive positiver Energie invariant zu defi-
nieren bieten sich symmetrische Raumzeiten an, das heifit solche in denen ein aus-
gezeichneter Zeitbegriff existiert, welche durch einen stationdren KILLING-Vektor
reprasentiert wird. Es sei nun {gx} ein vollstindiges System von Moden und ¢ ein
licht- oder zeitartiges KILLING-Vektorfeld. Eine Mode wir als Mode positiver Fre-
quenz bezeichnet, wenn

ngk = —iwgk (331)

und als Mode negativer Frequenz falls

Legy, = iwgp, (3.3.2)
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mit w > 0.
Im MINKOWSKI-Raum konnen wir, im Bezug auf LORENTZ-Koordinaten, die
normale Zeitableitung verwenden

Ly, fr = O fr.

Betrachtet man die MINKOWSKI-Moden f; so sieht man, dass sich diese analytisch
in der Zeit fortsetzen lassen, wobei sie beschrankt im unteren komplexen Halbraum
sind, hingegen sind die komplex konjugierten Moden f; analytisch und beschrankt
im oberen komplexen Halbraum. Dies kann man erkennen indem man die Zeit kom-
plexifiziert, d.h. ¢ — ¢, + it;. Setzt man dies nun in eine Mode eine erhélt man

fk _ ez(km:c —wtr)ewti

Y

verwendet man nun die Euler Identitat, so erhélt man

fr = " [cos (wt,) — isin (wt,)] e
c
es ist offensichtlich das dies die CAUCHY-RIEMANN-Gleichungen erfiillt, denn

O, Re (fy) = —Cwsin (wt,) e = 9, Im (f (1))

und
O, Im (fy) = —Cwecos (wt,) e = —0;.Re (fx)

Die Beschréanktheit ist gewahrleistet, da fiir w > 0, t_ggl et = (. Im folgenden
bezeichnen wir die obere komplexe Halbebene als Zukunftsréhre und die Untere als

Vergangenheitsrohre. Somit lasst dich der folgende Satz formulieren [14].

Satz 3.1. Die MINKOWSKI-Moden sind analytisch und beschrinkt in der Vergan-
genheitsrohre, wahrend die komplex konjugierten MINKOWSKI-Moden analytisch und
beschrankt in der Zukunftsréhre sind.

Interessant ist auch die Umkehrung obigen Satzes [14] [15]:

Satz 3.2. Eine Funktion die analytisch und beschrdinkt in der Vergangenheitsréhre
ist besitzt nur positive Frequenzen bzw. eine Funktion die analytisch und beschrankt
in der Zukunftsrohre ist, enthdlt nur negative Frequenzen [1]), [15].

Beweis. Eine integrierbare Funktion kann in Fourier Form dargestellt werden,

£ = [P @e
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Komplexifikation der Zeit bedeutet t — ¢, 4 ¢t; und daher gilt
ft)= [ dw(F, (w) + iF; (w)) e “hteth =

dw (F, (w) + iF; (w)) (cos (wt,) — isin (wt,)) et =

I
—— —

dw (F, cos (wt,) + Fysin (wt,)) e+
+ i/dw (F; cos (wt,) — F,sin (wt,)) e

Es ist offensichtlich das diese Funktion die CAUCHY-RIEMANN-Gleichungen erfiillt,
denn

O, Re(f (1) = /dww (—F} sin (wt,) + Fj cos (wt,)) e = 0, Im (f (t))

und

duTm (f (1)) = — / duw (F, cos (wt) + Fisin (wt,)) e = 8, Re (£ (1))

Damit die Funktion beschrankt in der Vergangenheitsrohre ist muss F' (w) = 0 (w) f (w)
gelten und damit sie beschrankt in der Zukunftsrohre ist muss F' (w) = 6 (—w) f (w)
gelten [14]. O

3.4 Bogolubov-Koeffizienten

Wir betrachten ein Skalarfeld ¢ in zwei unterschiedlichen vollstindigen Moden-
Systemen. Die Vorstellung von positiver und negativer Frequenz erlaubt uns (ay, by)
als Vernichtungsoperatoren bzw. (aL, bz) als Erzeuger zu identifizieren,

6= arfe+aLfi = > begi + blgi- (3.4.1)

Der Einfachheit halber werden die Moden mit einem Diskreten Parameter & Num-
meriert. Des Weiteren sollten die Moden an eine Zerlegung der Raumzeit in raum-
artige Hyperflichen ¥; angepasst sein. Positive Frequenz bezieht sich dann auf die
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zukunftsgerichtete Flachennormale und negative Frequenz auf die vergangenheitsge-
richtete Flachennormale. Da beide Satze vollstindig sind, konnen wir f; in Termen
von g bzw. umgekehrt ausdriicken.

Gk =Y s fro + Brw [ (3.4.2)
k,/
und
Jr = Z’Yk'kgk' + i (3.4.3)
k,/

Um die Koeffizienten «, 3, 7, und € zu bestimmen, projizieren wir mit f; und g auf
Gleichung [3.4.2] Es folgt

(ks J1) =D (e [ J1) + Brw fros f1) =

k/
= aww (fer, J1) + Biw (firs 1) = o,
k! ~—— ——
S, 0
und
(g J7) =D (cuw fur, 117) + (B frios J) =
k/
= Zakk’<fk’a I5) + B (fes JI) = =B
I ———— ~———
0 —d,;
Es gﬂt also Ak = (gk, fk/) und 5kk’ = — (gk, f;’) .
Macht man analoge Projektionen in Gleichung [3.4.3} so folgt (gk, fr') = Y3 und
(ks f) = €xpr, also Ve = afy und €y = — Py und somit
fk = Zazlkgk/ - ,Bk/kgz,. (344)
k/

Wir kénnen ebenfalls die Erzeuger und die Vernichter a,a’ in Termen von b, bfund
umgekehrt ausdriicken

ar = > aprby + Bl
und
by = cpray — Brwal.

Nun kann der jeweilige Vakuumzustand definiert werden

Qe |Of> =0
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und

b, 0,) = 0.

Betrachtet man nun den Teilchenzahloperator a}a; der f—Moden und wendet diesen
auf das g—Vakuum an, so findet man

(0] afar [05) = (0] (3 apubly + Byady ) (3 b + Budly) =
= (0g] D Bk Binbybls 0g) = (0] 3 BykBin (bliby + 0k ) 105) =

k'.p K p'

= > BukBin = 2 1Bl
K’ k'

Es kann also sein, dass Beobachter f keine Teilchen wahrnimmt, wahrend Beobachter
g von einem Spektrum an Teilchen Y, | ﬁk/klz umgeben ist. Es stellt sich heraus, das
das Vakuum unter LORENTZ-Transformationen invariant ist, jedoch bereits bei ge-
geneinander beschleunigt, bewegten Systemen verschwindet der S—Koeffizient nicht
mehr. Aus Gleichung kann man ablesen, dass g; keine negativen Frequenzen
enthélt sobald der Koeffizient 8 verschwindet [13].

3.5 Die Feynmansche Interpretation

Die Probleme, die in dieser Arbeit behandelt werden, konnen natturlich mittels der
Maschinerie der Quantenfeldtheorie gelost werden. Es gibt jedoch auch einen anderen
Zugang, welcher auf FEYNMAN zuriick geht.ﬂBetrachtet man Teilchen Erzeugungs-
oder Vernichtungsprozesse in einem Raumzeitbild so kann eine einfache Interpretati-
on dieser Prozesse gegeben werden. Zum Beispiel bei der Erzeugung eines Elektron-
Positron Paars starten die beiden Weltlinien vom selben Raumzeitpunkt P; das Po-
sitron propagiert dann solange bis es von einem weiteren Elektron, welches von P;
startet, in P, vernichtet wird (siehe Abb. [3.5.1).

Alternativ kann man diesen Prozess auch so interpretieren, dass ein Elektron in
P, startet, in P an einem Potential in die Vergangenheit gestreut wird, wo es an Ps
erneut an einem Potential gestreut wird und weiter in die Zukunft propagiert (siche

Abb. B52).

2Die FEYNMAN Methode reicht véllig aus fiir die Betrachtung von Streuprozessen. Wenn z.B.
thermische Zustdnde konstruiert werden sollen benétigt man nichtsdestotrotz die volle Quantenfeld
Theorie.
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P,

N

Pl P3

Abbildung 3.5.1: Diese Abbildung zeigt die Erzeugung eines Elektron-Positron Paares
in P3. Das Positron propagiert solange bis es von einem Elektron in P, vernichtet
wird.

P,

Pl P3

Abbildung 3.5.2: Diese Abbildung zeigt die Propagation eines Elektrons. Von P; bis
P, propagiert es in die Zukunft. Am Punkt P, kommt es zu einer Streuung. Von P
bis P; in die Vergangenheit und nach erneuter Streuung wieder in die Zukunft.

Ein Antiteilchen kann also, nach FEYNMAN, formal als in die Vergangenheit
reisendes Teilchen betrachtet werden. Betrachtet man ein Teilchen als Wellenpaket

1/} (xm> _ /d?)kA (km) ei(kmxmfwt)’

so erkennt man, dass die Zeitabhingigkeit einzig und allein in dem Faktor e~™?

steckt, d.h. Zeitumkehr bewirkt einen Vorzeichenwechsel im Exponenten

—twt 1wt

e — e,

laut Gleichungen [3.3.1] und [3.3.2| bedeutet dies aber nichts anderes als einen Wechsel
von positiver Frequenz auf negative Frequenz. In Kapitel [5| betrachten wir Streu-
prozesse und starten mit einem Wellenpaket mit positiver und negativer Frequenz
und untersuchen ob die Moglichkeit besteht, eine Streuwelle rein positiver Frequenz
zu erhalten. Nach der FEYNMANschen Interpretation wiirde dies ndmlich bedeuten,
dass ein Teilchen vernichtet wurde [16].




Kapitel 4

Klassischer thermischer Energie
Impuls Tensor

4.1 Relativistische Thermodynamik

Bei der iiblichen BOSE-EINSTEIN-Verteilung, welcher Photonen gentigen, handelt es
sich um eine Funktion, welche im Ruhesystem des Beobachters der dieses thermische
Gleichgewicht feststellt definiert ist.

1
for =

mit g = @%’ wobei kp die Boltzmann Konstante und 7' die Temperatur ist. Um
diese in relativistischer Form anzugeben betrachten wir den Exponenten SE und
schreiben diesen in einer LORENTZ-invarianten Form. Da es sich bei der Energie
um eine, beziiglich des Beobachters, dessen Ruhesystem mit jenem des thermischen
Gleichgewichts iibereinstimmt, also relativ definierte Gréfle handelt, lasst sich der
Exponent SE als 5 (—u,k®) schreiben. Nun definieren wir den Vierervektor % = fu®

[17]. Damit kann die obige Verteilung geschrieben werden als

1
fe = g

Ahnlich wie bei den MAXWELL-Gleichungen stellt sich die Frage nach dem 4-dimensionalen
Objekt dessen Komponenten der Verteilung entsprechen. Des weiteren muss man die
Lichtartigkeit des Vektors k% in Betracht ziehen, was mit einem Faktor §, (k?) getan
werden kann. Dabei beschrinkt das + die Vektoren auf zukunftsgerichtete. Letzt-

35
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endlich ist die einzige ausgezeichnete Richtung, die des Vektors £* und somit folgt

kg
a0+ (F)

mit einer noch unbestimmten Konstante A. Diese kann festgelegt werden indem man
den Erwartungswert der 7% —Komponente des Energie Impulstensors betrachtet,
denn dieser muss das STEFAN-BOLTZMAN-Gesetz erfiillen,

E = <uaT“bub> x T

T = A

Also folgt mit (uk) = —w, |k™| =: k,

(uaT"w,) = A / a— g, (? — k™) =

efw — 1
2 S(w—k)
— A ¢ _
/dkeﬂw—l 2k

A,k 3
2/d keﬁk—l T /dkeﬁk_l

Macht man nun die Substitution Sk = x, so fiihrt dies zur korrekten T'— Abhéngigkeit,

21 A 3 5
(ua Ty, ) = 24 / do—2 o= 2A—71T5k}‘§T4 = AoT*. (4.1.1)
et —

Vergleicht man dies mit dem STEFAN-BOLZMANN-Gesetz so ist klar, dass fiir die

Konstante A = 1 gilt.
Daher gilt fiir den thermischen Energie Impuls Tensor eines Photons

kekb
T = — 0+ ().

dieser ist offensichtlich spurfrei.

4.2 Ultrarelativistischer Limes des thermischen Ener-
gie Impuls Tensors

In diesem Abschnitt wollen wir eine Abfolge von LORENTZ-Systemen, welche im
Limes Lichtgeschwindigkeit erreichen betrachten. Ziel ist es nun den distributionellen,
ultrarelativistischen Limes, falls dieser existiert, zu berechnen. Dazu betrachten wir
lim (7, 0y - (4.2.1)

v—1
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Abbildung 4.2.1: Diese Abbildung zeigt die Vektorfelder, P* und Q%, welche bei der
Limes Bildung gegen p* verkippen.

Die tensorielle Testfunktion ist gegeben durch

_ BV
Pab = Puv€y €,

mit p, v =0,1,2,3.

Des weiteren gilt €0 = p,, el = p,, €2 = &2 und €3 = &2. Durch diese Zerlegung
konnen wir Gleichung in ihre Komponenten zerlegen
lim (Tab, %b) = £1_1>111 (Tabeiega %‘j) = !Jl_{fll (Tij, Vij ) :

v—1

Anstatt dem Limes v — 0 zu bilden, fithrten wir zwei Vektorfelder, P* = mu®

und das dazu konjugierten Raumliche Q¢ ein.

Betrachtet man nun Abbildung [4.2.1] so erkennt man das sich die beiden neu ein-
gefithrten Vektorfelder durch geeignete Linearkombinationen von p® und p° darstellen
lassen,

P* = p" + ap”
und
Q" =p" + pp".
Die Koeffizienten o und 3 konnen mittels der Relationen P? = —m?, Q? = m?

und PQ = 0 bestimmen. Dies fiithrt zu (unter Verwendung von pp = —1)

m2

Im Limes m — 0 verkippen die beiden Vektorfelder P* und Q* also genau gegen das
lichtartige Vektorfeld p®.

Es folgt somit
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lim (T“b,soab)zhm d*k kakbf“b) 5(18).
1

m—0 m—0 e,% (pk+%ﬁk

Der Einfachheit halber fithren wir die beiden Frequenzvariablen w = — (pk) und
w = — (pk) ein. Zerlegt man nun die Testfunktion nach ihren Komponenten

Pab = PaPbp + paﬁbw + p(apb)X + p(aéz)gpz + Is(aéz)wz + éflé{)(plw

wobei die Testfunktionen (¢, 1, x, i, ¥;, pij) jeweils von den Variablen ((D,w, /%ei,)
abhéngen so folgt,

lim (Tab,goab>=hm; dwdwd (F?) d¢ il 5 (k?) =

m—0 m—0

1 -
—lim- | dodwd (B%) dé
m=02 ( ) e% (w+%2w) _1

+@0*p + Owy + wkp; + wkip; + k"kj@i]} .

{w2w+

Durch die Auswertung der é—Funktion hiangen die Testfunktionen nun von den Va-
riablen (@,w, V2wwe! ) ab, was zu

1 00 00 27 1
: ab S — 2
YR iy iy FUma S
0 0 0 e™ -1
+%p + wwx + WV 2cf)we;<,0¢ + wvV 2@we;wi + 2@wef)efo'goij}

fiihrt.

Da wir in erster Linie am HAWKING-Effekt interessiert sind, gilt % —: 3, was bei
genauerer Betrachtung bedeutet, dass T" o % und somit wird das System heifler, je
naher wir dem Grenzwert m = 0 kommen. Betrachtet man nun die obigen Integrale,
in erster Niaherung fiir m = 0, so erkennt man, dass lediglich die Komponente w?1)
Probleme macht, den diese verhélt sich in der Ndhe von Null wie % Fiir alle anderen
folgt im schlimmsten Fall eine Abhéngigkeit von % und dies ist eine integrierbare
Singularitidt und daher bleiben diese Beitrage wohldefiniert und endlich. Betrachten

wir nun den divergierenden Teil etwas genauer,

00 0o 21

lim (T00,¢) = lim; / dw / dw / d¢w2w (@’”’2 %wef))'

m—0 m—0 B (Q_;'_ ﬂw)
0 0 0 e ) —1
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Dieses Integral ist, im naiven Limes fiir @ = 0, singuldar. Nun kann man sich die
Regularisierungsmethode aus Abschnitt zunutze machen.

0 e’} 27 _ — i
lim (7%, ) = lim = / dis / duw / d¢w2¢~( o VEwE)
m=0 m=02 ﬁ<@+m72w)
0 0 0 e —1
0o e’ 27 _ — . .
- 1im1/dw/dw/d¢w2 G (w’w’~ ) —w(O,w,OZ))+
m—>02 B(@erTQw
0 0 0 e —1
[es) [e'e] 27
1 ‘ w?
—i—lim/dw/dw/d(ﬁw 0,w,0") — =
ooz 0 0 0 ( ) eﬁ(w+m72w> -1
. . r i T _ 1
=t (.0) s [ o 000) [ 55
e —1

Der erste Term ist nun an der Stelle w = 0, wohldefiniert und endlich. Fiir den

zweiten Teil folgt nach der Substitution e’B <w+7w> =z,

r | i 1
/d(:) - > :E / dxﬁ:
o+ w r\xr —
2 e5(+2 )—1 eBmT,Zw
:1~/d$_(x_1>+x:%/dx< 1 _1):
B z(x—1) B r—1 =z
engQ‘” eBmTQ“’
1 1 5 m?
:Blog(l_x> :;mz = —=log (1—6 52w>
und somit
Vi . 1 3m2
: 00 1 00 . : i 2= _ BEw
ty (10,0) = B (7] 0) = i [ s (000,07 10 (1= 5.

0

Finden wir nun eine Testfunkion ¢ (w) := v (0,w, 0%), sodass der zweite Teil divergiert
so existiert die Regularisierung nicht. Betrachten wir also die Funktion

b (w) = {wlz firw € [wy,ws]

0 sonst
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Abbildung 4.2.2: Durch die Skalierung der Temperatur verkippt die Glechzeitebene
so das es keinen Schnitt mit der von p* aufgespannten Achse gibt. Mit den anderen
Achsen gibt es jeweils endliche Schnittpunkte.

so haben wir das folgende Integral auszuwerten
w2
Vs zm2
lim= [ dwlog (1 — eﬁ2“> .
m—0 /8
w1

~m2
Nach der Substitution z = e #"2 %, wird dieses zu

e_BmTQwZ
2 1 1-—
—lim = T / d o8 ( ?)
m—0 322 T
e_ﬁmTQ“’l

Dies wird zu einer verallgemeinerten RIEMANNschen Zetafunktion[l, denn es gilt

g2 (2) = /dxlog(l—x)‘

x
0
Es folgt also somit fiir obiges Integral

.27 _gm2, _gm2,,
i o [ (75 = (7).

was im Limes, nach der Anwendung von DE L’HOSPITAL divergiert. Die Regulari-
sierung existiert also in diesem Fall nicht.

v—1

'Die RIEMANNschen Zetafunktionen sind definiert iiber g, (z) := ﬁ 17 =

_z
z—1-1°



KAPITEL 4. KLASSISCHER THERMISCHER ENERGIE IMPULS TENSOR 41

Die Hyperebene des Beobachters verkippt hier immer mehr gegen eine w =konstant
Hyperebene (siehe Abb. Dies bedeutet jedoch, dass alle Achsen einen end-
lichen Schnittpunkt mit der Hyperebene besitzen. Das einzige Problem liegt, wie
auch schon die Rechnung gezeigt hat in der pp—Komponente. Physikalisch entspricht
dies dem DOPPLER-Effekt. Die Divergenz lasst sich somit auf eine unendlich starke
blau-Verschiebung zurtickfithren. In den anderen Richtungen entsteht ein endliches
Prack-Spektrum.



Kapitel 5

Streuprozesse und
Teilchenvernichtung

In diesem Kapitel untersuchen wir Streuprozesse, eines KLEIN-GORDON-Feldes und
errechnen mittels COLOMBEUscher Theorie eine Ubergangsbedingung. Haben wir
dann diese Anschlussbedingung erhalten, so betrachten wir ob es Teilchen-Erzeugung
bzw. Vernichtung in solchen Systemen gibt. Wir starten also mit der KLEIN-GORDON-
Gleichung, die Verallgemeinerung auf gekriitmmte Réume besteht darin, die Koordi-
naten Kovariante Ableitung durch die LEVI-C1viTA-Ableitung zu ersetzen.

<V2 — m2> o=0
Der Term V?¢ kann umgeschrieben werden in
V26 = g"Vadht = (0™ = [0°D") (90 — C5,00) Dy

Von Gleichung wissen wir, dass der C¢,—Term nicht beitragt, da sowohl C¢ = 0
als auch p*p?C¢, = 0. Wir finden daher

(02 =m*) ¢ = f (p0)*

die KLEIN-GORDON-Gleichung in einer pp-Wellen Raumzeit.
Klarerweise ist dies fiir pr # 0, die freie KLEIN-GORDON-Gleichung.
Daher kénnen wir ¢_, 0.B.d.A. als ebene Welle ansetzen,

¢_ = kT = gika (=P (P2)—P"(pr)+3%) _ ik o —i(pk) (Pe) —i(Pk) (pr),

42
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5.1 Colombeausche Anschlussbedingung

Wir starten mit der schwachen KLEIN-GORDON-Gleichung

(2 —=m?) ¢ ~ £ (p0)* 6. (5.1.1)

Nach Differentiation des Ansatzes ¢ = 6,0, + 0_¢_, erhilt man fiir die diversen
Ableitungen

0a0 = 0" (¢ — ¢ ) Pa + 04004 + 0,040,
0%¢ = 20" ((p0) o — (p) ¢-)
und
(p0) ¢ = 0.4 (p0) &4 + 0- (p0) ¢-.
Somit folgt nach dem einsetzen in die KLEIN-GORDON-Gleichung

20/ ((p0) &+ — (p0) 6-) = 0f (A (PO) 6 + (1= A) (p0)* )

wobei wir wieder 66 ~ Ad verwendet haben. Nach dem Koeffizientenvergleich erhélt
man

00) 61— D)6 = 5T (AP} 6 + (1~ A A6) . (512)

Nun benétigen wir eine physikalische Bedingung um die Ambiguitédt A zu fixieren.
Dazu betrachten wir den Energie Impulstensor des Feldes. (Gleichung

Nun Berechnen wir daraus den Strom j* = p?T}*. (Dabei verwenden wir, dass V
auf ein Skalarfeld schlichtweg zu 0 wird.)

1
Ja = Tup® = 0u0 (10) & — pa (1 — S9°D") 0:00a6 + m*¢*)
und daher
1
J"= 9" = 00 (00) 6 — 5" (9000 +m*¢* + f (p0) 9)°)

Dieser Ausdruck ist divergenzfrei, denn p® ist kovariant konstant, und 9,7 = 0.
Daher konnen wir mittels der Gleichung

0.7~ 0

die Ambiguitéit bestimmen.
Da die Assoziation unter der Ableitung erhalten bleibt, berechnen wir zuerst den
Strom j¢.
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~ (04 (p0) ¢4 +0— (p0) ¢-) (D" (¢4 — ¢—) + 0:.0"¢4 +0_0"¢_)

L (B~ 00) 4 0,064 +0,0:6-) (00 (04 — 6-) + 0,00, +0,0°.)

+m*0. 6% +m*0,.6” + f (B ((p9) 64)* — (1 — 24+ B) (p9) 6-)* + 2(A = B) ((pd) 6 (p9) 6-))| 7
~ BT [B((90) 6. + (1~ 24+ B) (90) 6-)° +2(A — B) (p0) 6+ (0) 6]
0. [(00)6,0%, — 2" (06,06 + 67|

@)oo — Sp (0000 +me2)| =

= 0055+ 0% — 0" F [B((00) 64)* + (1 24+ B) (09)6_)° +2 (A~ B) (49) 6 (v0) 6.)]

wobei wir bei der ersten Assoziation A9 ~ Ad und 625 ~ B verwendeten und in der
letzten Zeile die Definition des freien Stroms benutzt haben. Die Divergenz wird nun
nach der Assoziation zu

0ui” ~5pa (Ji— “) = 6f B (p0)* ¢+pa¢+ + (1 =24+ B) (p9)° ¢ (p0) -
((p)¢+p0¢) B) ((p0) ¢+ (p0)* 6 )| =
[((pa> 64)" = ((p0) 6 >]—6f[ pd)’ 61 (p0) 65 + (1 — 24 + B) (p0)* 6 (p0) 6
B) ((p9)? ¢>+pa¢) B) ((p0) ¢+ (p0)* 6] =
—6<<pa> b1+ (p0) 6-) (p0d s — pa¢_>—6f[ (p0)* ¢ p0¢y + (1 — 24+ B) (pd)* 6 (pd) -
— B) ((p0)* 6+ (p9) 6_) + (A— B) (<pa> 6+ (p0)° ¢_)] = 0.
Setzt man nun die Anschlussbedingung (Gleichung |5. ein, so erhalt man

2

S{S70((0) 6 + (80) 6-) (A (PO 0 + (1 = A) (D)6
— [ [B00)* 64 () 64 + (1 =24+ B) (p0)* 6 (p0) &
+(A - B) (< 0) ¢+ (v0) 6-) + (A= B) ((0) 6 (p0)* 6-) |} ~ 0.

Da die gesamte Gleichung zu Null assoziiert ist, muss der Ausdruck in der geschwun-
genen Klammer verschwinden.
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; () 6+ + () 6-) (A (D)’ 64 + (1= A) (p0)* 6-) — B (p0)” b (p0) 64
— (1=2A4+ B) (p0)* ¢ (p0) ¢- — (A= B) ((p9)* 64 (p0) 6 ) — (A = B) ((p0) 6 (p9)* 6_) =0
Dies wird nach einigen Umformungen zu,

(A= 2B) (p9)* by (pD) &4 + (—1+ 34 —2B) (p0)* ¢ (p0) ¢+

+ (A +2B) (p0)* 61 (p0) ¢ + (1 =34+ 2B) (p0) ¢ (pd)* ¢ = 0.

Die Bedingung das jeder einzelne Koeffizient verschwindet, fithrt zu A = % und
B=1
4
Somit wird die Anschlussbedingung zu

(p0) b1 — (p0) - = if ((p0)* 61 + (p0)* 0-), (5.1.3)
bzw. i )

(12 00) w16, = (1§ 60) ()
Mit Hilfe der Fouriertransformationen v, [T kénnen wir Gleichung in Form

einer CAYLAY-Transformation schreiben
1— if (pk)
Py = | ——=2—|_. (5.1.4)
if (pk)
1y

5.2 Schrodinger Gleichung

Um Streuprozesse zu untersuchen ist es einfacher mit einer Anfangswertformulierung
zu starten. Die Vorstellung in diesem Teil der Arbeit ist die folgende: ein Wellenpaket
(mit positiver und negativer Frequenz) propagiert auf den Schock zu, an der Stelle
pr = 0 trifft sie den Schock. Das Enddatum des einfallenden Wellenpakets ¢_ wird
jetzt nach der Vorschrift unserer Anschlussbedingung in ein Anfangsdatum fiir ein
ausfallendes Wellenpaket 1, iibersetzt. Um von der KLEIN-GORDON-Gleichung auf
die Schrodinger Gleichung tiberzugehen, machen wir eine Fouriertransformation in
der Variable pk. Wir starten mit der freien KLEIN-GORDON-Gleichung in lichtartigen
Koordinaten,

(=2 (p0) (p0) + 0* = m*) ¢ = 0.

lp = [ d(pk) e {Pk)(P)y,
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Fiir eine monochromatische Welle, ¢ = e~ *PR)(#2)q) folgt

- P
0= =5 o T 2 k)

Hfree

i (5.2.1)

bzw. in Koordinaten, mit pk = —@, pk = —w, pxr = —u, pr = —v und po = 0,,,

0?2 m?
2 2w
——
Hfree

Hier identifizieren wir v mit der Zeit und H mit dem zeitunabhangigen HAMILTI-
ON-Operator. Von der mathematischen Struktur ist dies natiirlich eine Schrodinger
Gleichung und kann somit genauso mit einem Zeitentwicklungsoperator gelost wer-
den

v=U(u)¥ ().

Hierbei ist der Zeitentwickler gegeben durch

U = e—iHu

5.3 Teilchen Vernichtung

In diesem Abschnitt ist es aufgrund der Unterscheidung zwischen positiver und ne-
gativer Frequenz sinnvoll von den Invarianten in ein konkretes Koordinatensystem,
wie im vorherigen Abschnitt, iiberzugehen. Fiir eine MINKOWSKI-Mode folgt daher

fk — oikz _ ez‘l%ie—z’m o iwu
Da wir u als Zeitvariable interpretieren bedeutet positive Frequenz
8ufk = —z'wfk, k_ > 0.
Wir starten also unterhalb des Schocks mit der Welle

¢_ — B (kE;(DE) ezkExe—szve—szu + R (kRwa) eszxeszveszu’
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Abbildung 5.3.1: Die Abbildung zeigt einen Teilchenvernichtungsprozess an der licht-
artigen Hyperebene.

mit k_ = % Nach der Fourier Transformation in der Variable v (und der korrespon-
dierenden Frequenz Variable w) folgt

v =E ('I;Ey(DE) ez’l%Eje—i(wE—@)ve—z‘wEu +R (%R’@R) eil}RgEei(&;R+a;)veinu'

Fiir ¢4 |y—o = C (%,0) ¥_|u—o [] ergibt sich somit

Vi lumo = C(Z,0) E (%E>@E) e“}Eje’i@E*@)“_F
+C(%,0)R (/53, o R) ik i(@Rto)w

Zerlegt man dies nun in ebene Wellen so erhalt man

1/1+|u=0 =F (/;’E,QE) ei(@Ew)v/dl”é ((DE, [— ];E) eifi+

+ R (INCR, (DR) ei(@R—HD)U / d[é (—(DR, l~— ]%R) eilf

mit

. 1 1+
C(@a(j) = /di‘-%e_qu7

2 f
dm 1— 2

Um nun tatséchlich einen Vernichtungsprozess moglich machen zu kénnen, diirfen in

1, nur Moden positiver Frequenz auftauchen (siehe Abb. |5.3.1)), d.h.

2C (7,w) bezeichnet die CAYLAY-Transformation aus Gleichung [5.1.4
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B (e, og) o @9 [ A0 (@1 ) o™+
+ R (o ) efntr / AiC (@,1  fop) o =
= ¢ i@ / diT (I, @r) e™,

was wiederum zu

T E (b, wp) C (0,1 — k) + e @= P R (kp,wr) C (a,1 - k) =
— e i@r—@)v (@T,[) :

fithrt. Man sieht sofort das diese Gleichung nur erfiillt sein kann, wenn der zweite
Term verschwindet, und wg = wr =: W, denn dann ist der Transmissions-Koeffizient
bestimmt durch

T (@,0) = E (kg,®) C (@,0 - kg) .
Da unsere Problemstellung R (/;R,@R) # 0 verlangt, ist die einzige andere Moglich-

keit, dass C (—@R, [ — %R) = 0. Hat C betrachtet als Funktion von —Wwp also eine
Nullstelle so ist Teilchen Vernichtung moglich, da wir iiber wg frei verfiigen kon-
nen. Gibt es keine Nullstellen in der Fourier Transformierten, so ist dieser Prozess
ausgeschlossen.

Wenn wir unsere Raumzeit um eine Dimension reduzieren, ( f = 4x> so kann die
Fouriertransformation, explizit ausgerechnet werden

0 (canT=) =5 (1-F) - 2w (1) o 1-5),

WR WR

und man erkennt, dass C' (wg) hier keine Nullstelle besitzt und es daher auch keine
Teilchenvernichtung in drei Dimensionen gibt. Die Losung fiir die AICHELBURG-
SEXL-Geometrie ist nicht trivial und wird in weiterfithrenden Arbeiten behandelt
werden.

5.4 Penrose Klebemethode (Scissors and Paste)

Die von PENROSE vorgeschlagene Methode lasst sich am einfachsten illustrieren in-
dem man den flachen Raum entlang einer lichtartigen Hyperebene aufschneidet. Nach
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dem teilen des Raumes wird eine Koordinatentransformation durchgefithrt. Anschlie-
Bend werden die Teile wieder verklebt und die Transformation wird (im distributio-
nellen Sinne) wieder Riickgéingig gemacht. Diese Methode ist gangig um Probleme
dieser Form zu 16sen. Die Raumzeit wird auseinander geschnitten, und dann im Sinne
der PENROSE-Anschlussbedingung wieder verklebt. Die Bedingung stetiger Geodéten
fixiert uns diese Anschlussbedingung. In Abschnitt [2.1.7sahen wir, dass die Geodéten
an pr = 0 einen Sprung in der pr—Koordinate machen. (Gleichung Es wird
also die Koordinatentransformation v — v — % f, an der Stelle u = 0 durchgefiihrt.
Die Ebene Welle wird unter dieser Transformation zu,

ik i [v— 3 f] g—iwu ik —itv ,—iwu.

L
e e = e2%f g e

Bezeichnet man nun A (w0, #) = e2%/, so kénnen wir der Methode aus dem vorherigen
Abschnitt exakt folgen und erhalten fiir die Fouriertransformation

i~ 7 7y L - —i(I=k)i iof
A(w,l—k)—w/dxe( )E5f

Dieses Integral ist nun tatséchlich fiir die AICHELBURG-SEXL-Geometrie 16sbar ( f=
—41og (7%)) und es folgt [18]

124w

s s I'(1—2iw) 4
S CREE ol e
47 (22w) (l _ ]f)
Betrachtet man nun noch einmal die CAYLEY-Transformation so kann man diese in
die Form ]
of
2(%)

N2
wf
1= (%)
bringen. Betrachtet man nun kleine Argumente ((%f) << 1) so kann man den Term

im Nenner vernachlédssigen. Macht man nun noch eine Reihenentwicklung fiir den
Arcus Tangens, (arctan (z) = z + O (2*)) so folgt in erster Ordnung

C (w,T) = exp |iarctan

was genau der PENROSE Anschlussbedingung entspricht. Also liefert die CoLoM-
BEAUsche Anschlussbedingung noch héhere Ordnungsterme und somit Korrekturen
zur ,Scissors and Paste“ Methode. Was man jedoch anhand dieser Methode sagen
kann ist, dass es in erster Ordnung keine Teilchenvernichtung gibt, da die Fourier-
transformierte A (@) keine Nullstellen besitzt.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden Teilchenenerzeugungs- und Vernichtungsprozesse
in impulsiven pp-Wellen Geometrien untersucht. Die Motivation dieser Untersuchung
stammt aus der Tatsache, dass diese Geometrie als ultrarelativistischer Grenzwert
stationdrer schwarzer Locher auftreten und somit mit einem entsprechenden Analo-
gon zur HAWKINGschen Strahlungsformel zu rechnen ist. Die Hauptaspekte dieser
Arbeit sind der ultrarelativistische Limes des thermischen Energie Impuls Tensors
und die Berechnung des Streuprozesses. Das Ergebnis des ultrarelativistischen Li-
mes deutet klar auf die Moglichkeit von Teilchenvernichtung hin. Das Ergebnis der
Streurechnung zeigt, das es zumindest unter gewissen Umstdnden Teilchenvernich-
tung gibt. Die Losung des Problems fiir die AICHELBURG-SEXL-Geometrie ist nicht
trivial und konnte im Rahmen dieser Arbeit nur als Naherung angegeben werden. In
dieser Naherung ist keine Teilchenvernichtung méoglich. In weiterfiithrenden Arbeiten
ware es interessant hohere Ordnungsterme oder sogar die exakte Losung fiir dieses
Problem anzugeben. Ein weiterer interessanter Aspekt konnte eine quantenfeldtheo-
retische Rechnung und die Berechnung thermischer Zustéande sein.
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