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Kurzfassung
Das Ziel dieser Arbeit ist es, der Frage nach dem Auftreten von Teilchenvernich-
tung in pp-Wellen Geometrien, im Rahmen des Feynmanschen Bildes nachzugehen.
Dabei handelt es sich um ebenfrontige Gravitationswellen mit parallelen Strahlen.
Ergänzend berechnen wir den distributionellen ultrarelativistischen Limes des klas-
sischen thermischen Energie-Impuls-Tensors der Schwarzschild Geometrie. Den
mathematischen Rahmen bildet eine Einführung in die Distributionen Theorie, so-
wie in die verallgemeinerten Funktionen nach Colombeau.

Abstract
The aim of this thesis is to investigate the possibility of particle annihilation in pla-
ne fronted gravitational waves with parallel rays, using the Feynman picture. This
investigation is complemented by the calculation of the ultrarelativistic limit of the
thermal energy-momentum-tensor of the Schwarzschild geometry. The mathema-
tical frame of this work is an introduction to distribution theory and to the theory
of generalized functions by Colombeau.



Notationen & Konventionen

• Wir verwenden die Metrik Konvention (−,+,+,+).

• gab ist die Metrik der vollen Raumzeit. Die Minkowski-Metrik wird mit ηab
bezeichnet.

• Alle Ableitungen wirken per Definition nur auf das Objekt rechts davon.

• Getildete Größen bezeichnen, wenn nicht anders erwähnt, die räumlichen Kom-
ponenten eines Vierervektors in Lichtkegel Koordinaten.

• In dieser Arbeit verwenden wir die abstrakte Index-Notation, dabei beziehen
sich die Indizes nicht auf ein konkretes Basissystem.

Grundlegende Formeln und Relationen
Dieses Kapitel dient dazu, dass Differenzial Kalkül und die grundlegenden Formeln
der allgemeinen Relativitätstheorie, zu wiederholen.

• Differenzialformen: Dabei handelt es sich um total antisymmetrische, kovari-
ante Tensorfelder. Im weiteren bezeichnen ω eine p-Form, ϕ eine q-Form und
v ein Vektorfeld. Dann gilt

ω ∧ ϕ = (−1)pq ϕ ∧ ω, (0.0.1)

d (ω ∧ ϕ) = dω ∧ ϕ+ (−1)p ω ∧ dϕ, (0.0.2)

vy (ω ∧ ϕ) = (vyω) ∧ ϕ+ (−1)p ω ∧ (vyϕ) . (0.0.3)

• Lie-Ableitung: Diese beschreibt die Änderung tensorieller Größen unter der
von einem Vektorfeld erzeugten Strömung. Die Lie-Ableitung ist definiert über

iii



INHALTSVERZEICHNIS iv

ihre Wirkung auf Vektor-, bzw. Kovektorfelder. Für einen allgemeinen Tensor
der Stufe (p, q) gilt

Lvt
a1...ap

b1...bq = vc∇ct
a1...ap

b1...bq −
p∑
i=1

t
a1...c...ap

b1...bq∇cv
ai (0.0.4)

+
q∑
i=1

t
a1...ap

b1...c...bq∇biv
c

und des Weiteren gilt für Formen die Relation

Lvω = [d, vy]ω = d (vyω) + v ∧ dω. (0.0.5)

Sie erfüllt die folgende Relation

L[v,w] = [Lv, Lw] . (0.0.6)

• Kovariante Ableitung: Um den Begriff der infinitesimalen Änderung zu be-
schreiben, bedarf es einer, i.A. wegabhängigen Parallelverschiebung, welche die
kovariante Ableitung bestimmt. Der Differenzentensor Ca

bc beschreibt die Tatsa-
che, dass die Differenz zweier kovarianter Ableitungen ∇̃c, ∇c eine algebraische
Derivation ist, es gilt: (

∇̃a −∇a

)
vb = Cb

cav
c

(
∇̃a −∇a

)
ωb = −Cc

baωc.

Ist eine der beiden kovarianten Ableitungen Levi-Civita bezüglich einer Me-
trik gab so gilt der Zusammenhang,

Cc
ab = 1

2g
cm
(
∇̃bgam + ∇̃agmb − ∇̃mgab

)
. (0.0.7)

Der Kommutator zweier kovarianter Ableitungen, wirkend auf ein Vektorfeld,
wird mit dem Riemann-Tensor identifiziert

[∇a,∇b] vc = Rc
dabv

d.

Dieser charakterisiert die kovariante Ableitung. Bei der Wirkung auf ein Ko-
vektorfeld ändert sich allerdings ein Vorzeichen

[∇a,∇b]ωd = −Rc
dabωc.
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Der Riemann-Tensor ist symmetrisch unter der Vertauschung der beiden In-
dexblöcke Rabcd = Rcdab, jedoch anti-symmetrisch in den jeweiligen Indexblö-
cken

Rabcd = −Rbacd = −Rabdc.

Der Ricci-Tensor ist definiert als die Spur des Riemanns

Rab := Rc
acb.

Zuletzt geben wir noch den Zusammenhang zwischen Riemann-Tensor und
Differenzen-Tensor an [1]

R̃c
adb = Rc

adb +∇dC
c
ab −∇bC

c
ad + Cc

mdC
m
ab − Cc

mbC
m
ad. (0.0.8)



Symbole und Zeichen

ηab Minkowski Metrik
gab Raumzeit Metrik
f (x̃, u) Wellenprofil
f̃ (x̃) reduziertes Wellenprofil
Gab Einstein-Tensor
Ra

bcd Riemann-Tensor
∇a Levi-Civita-Ableitung bzgl. gab
C∞0 Raum der glatten Funktionen mit komp. Träger
K Raum der Testfunktionen
K′ Raum der Distributionen
E Raum der glatten Funktionen
E ′ Raum der Distributionen mit komp. Träger
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Kapitel 1

Einleitung

Die Entdeckung der Teilchenerzeugung in Gravitationsfeldern und die sogenannte
Hawking-Strahlung von schwarzen Löchern im speziellen, stellen eine interessan-
te Verbindung von Quantentheorie und Gravitation dar. Hier wird allerdings die
Gravitation, durch eine Raumzeit als fester Hintergrund, also durch eine allgemein
relativistische Quantentheorie, beschrieben. Nichtsdestotrotz sind im speziellen bei
schwarzen Löchern, aufgrund der nicht trivialen Geometrie, durchaus interessan-
te Abweichungen von der (speziell-)relativistischen Quantenmechanik zu erwarten.
Hawkings Entdeckung, dass im asymptotischen Bereich eines stationären schwar-
zen Loches der Teilchenstrom, der in der Umgebung des Horizonts erzeugten Teil-
chenpaare einer Planckverteilung genügt und deshalb einer definierten Tempera-
tur entspricht[2], war demnach eine Überraschung, deren Auswirkungen bis heute
zu zahlreichen tiefgreifenden Fragen über die Quantentheorie der Gravitation An-
lass geben. In der vorliegenden Arbeit möchten wir uns mit einem Grenzfall dieses
Effekts beschäftigen, nämlich dem Verhalten von Teilchenerzeugung und Vernich-
tung in sogenannten ebenfrontigen Gravitationswellen mit parallelen Strahlen (kurz
pp-Wellen). Die Verbindung zu Hawkings Arbeit rührt von einer anderen Unter-
suchung durch Aichelburg und Sexl[3], welche die Veränderung der Raumzeit-
geometrie, bezüglich eines (asymptotisch) mit Lichtgeschwindigkeit bewegten Beob-
achters, bzw. im Sinne der Relativitätstheorie mit Lichtgeschwindigkeit bewegten
schwarzen Loches, untersucht. Dieser Grenzwert ist natürlich nur unter einer damit
einhergehenden Verminderung der Gesamtmasse des schwarzen Lochs durchführbar,
stellt also den Limes M → 0 dar. Hier würde aber unter naiver Betrachtung der
Schwarzschild-Lösung, diese in den flachen Raum übergehen. Aichelburg und
Sexl gelang es den ultrarelativistischen Grenzfall der Schwarzschild-Geometrie
zu berechnen und dieser ergibt tatsächlich einen flachen Raum, mit Ausnahme einer

1



KAPITEL 1. EINLEITUNG 2

lichtartigen Hyperebene, welche die gesamte Krümmung enthält. Die so gefundene
Lösung stellt eine impulsive Gravitationswelle - eine sogenannte pp-Welle mit im-
pulsiven Wellenprofil - dar. Diese Ideen wurden von anderen Autoren auf weitere
Geometrien übertragen,[4, 5] welche ebenfalls impulsive pp-Wellen ergeben.

Die mit Hawkings Rechnung verbundene Frage ist nun, was in dieser Geome-
trie mit der Teilchenstrahlung passiert. Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dass
Hawking-Strahlung in allgemeinen pp-Wellen Geometrien nicht ausgeschlossen ist,
dazu machen wir uns die Feynman-Interpretation zunutze. Wir betrachten also
Streuprozesse (im speziellen ein Klein-Gordon-Feld) und errechnen mittels der
Colombeauschen-Theorie, eine Anschlussbedingung zwischen dem Feld vor und je-
nem nach dem Schock.

In Abschnitt 2.1 starten wir mit einem kurzen Überblick über die Schwarzsche
Distributionen Theorie. Dieser mündet dann in den Problemen, die es bei Produkten
von „herkömmlichen“ Distributionen gibt. Der Höhepunkt dieses Abschnitts ist das
Schwarzsche Unmöglichkeitsresultat. Beendet wird dieser dann mit zwei kurzen
Beispielen aus der Physik, in denen gezeigt wird, dass schon bei einfachen Streu-
prozessen, Produkte aus Distributionen auftreten können. Im Abschnitt 2.2 wird
dann, die bereits erwähnte Colombeau-Theorie vorgestellt und die physikalischen
Beispiele aus dem vorherigen Abschnitt werden im Colombeau-Stil präsentiert.
Kapitel 3 dient dazu, den Formalismus hin zum Hawking-Effekt zu rekapitulieren.
Im folgenden Kapitel betrachten wir dann den klassischen, thermischen Energie-
Impuls-Tensor einer „pp-Welle“ und berechnen von diesem den ultrarelativistischen
Limes. In Kapitel 5 wird dann die Anschlussbedingung eines Klein-Gordon-Feldes
berechnet und gezeigt, dass es unter gewissen Bedingungen sehr wohl möglich ist,
Hawking-Strahlung zu entdecken.

1.1 pp-Wellen Geometrien
Ebenfrontige Gravitationswellen mit parallelen Strahlen (kurz pp-Wellen) wurden
erstmals 1960, von Ehlers und Kundt klassifiziert [6]. Sie enthalten als Spezial-
fall ebene Gravitationswellen, welche die einfachste exakte Gravitationswellen Lö-
sung der allgemeinen Relativitätstheorie darstellen. Bedeutend mehr Interesse wur-
de ihnen zuteil, als 1971 Aichelburg und Sexl den ultrarelativistischen Boost
der Schwarzschild-Metrik durchführten und dabei eine spezielle, impulsive (d.h.
δ−förmig im Krümmungstensor), pp-Welle als Lösung fanden [3].

Abseits von den Vakuum Einstein Gleichungen kann man pp-Wellen auch ab-
strakt, als Raumzeit-Geometrien, welche ein kovariant konstantes lichtartiges Vek-
torfeld pa besitzen, definieren [6].
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In dieser Arbeit sind wir speziell an impulsiven pp-Wellen interessiert, für diese
können folgende Annahmen getroffen werden:

• Die Geometrie wird bestimmt durch ein Wellen-Profil f (x̃, px, p̄x) .1

• Die Änderung (p∂) f = 0, woraus f (x̃, px, p̄x) = f (x̃, px) folgt.

• Die Geometrie ist, bis auf einer lichtartigen Hyperfläche flach =⇒ f (x̃, px) =
f̃ (x̃) δ (px), mit dem reduzierten Wellen-Profil f̃ .

All diese Annahmen führen dazu, dass die Metrik in folgender Form geschrieben
werden kann (Brinkman-Koordinaten)

gab = ηab + f (x̃, px) papb = ηab + δ (px) f̃ (x̃) papb. (1.1.1)

Anhand dieser Zerlegung erkennt man, das p̄a nur bezüglich η, lichtartig ist. Des
weiteren gilt p̄p = −1. Unter Verwendung von Gleichung 0.0.7 und 0.0.8, ist es
möglich den Ricci-Tensor zu berechnen

Rab = −1
2∂

2fpapb.

Das konjugierte Vektorfeld p̄a hat die Eigenschaft pp̄ = −1, ist lichtartig bezüglich
der η−Metrik und man kann mit dessen Hilfe ein Vektorfeld wie folgt zerlegen:

va = −pa (p̄v)− p̄a (pv) + ṽa,

wobei ṽ die zwei räumlichen Komponenten beschreibt. Zerlegt man nun den Gradi-
enten ebenfalls in zwei lichtartige- und zwei raumartige- Richtungen

∂a = −pa (p̄∂)− p̄a (p∂) + ∂̃a,

so findet man
∂2f = ∂̃2f

und daher
Rab = −1

2 ∂̃
2f̃papbδ (px) .

Über die Einstein Gleichungen

Gab = Rab −
1
2gabR = 8πTab

1p̄a ist das zu pa konjugierte Vektorfeld.
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(mit c = G = 1) lässt sich nun der Energie-Impuls-Tensor berechnen

Tab = − ∂̃
2f̃

16πpapbδ (px) .

Dieser ist wohldefiniert und ebenfalls auf einer Null-Hyperfläche konzentriert.
Aichelburg und Sexl fanden beim ultrarelativistischen Limes von Schwarz-

schild die folgende Metrik,

gab = ηab − 16πδ (px) log (ρ)
2π papb.

Berechnet man nun den Energie-Impuls-Tensor unter der Verwendung das, in Po-
larkoordinaten, 1

2π log (ρ) die Fundamentallösung des zweidimensionalen Laplace-
Operators ist, so findet man,

Tab = δ2 (x̃) δ (px) papb.

1.2 Anmerkungen zu Lichtkegel Koordinaten
Die Rechnungen mit lichtartigen Vektorfeldern sind oft tückisch und verleiten zu
Vorzeichenfehlern, darum werden wir diesen Abschnitt den lichtartigen Koordinaten
widmen. pa und p̄a sein zwei vorwärts orientierte Null-Vektorfelder mit der Eigen-
schaft pp̄ = −1. Man kann diese nun explizit in Koordinaten konstruieren

pa = δav = 1√
2


1
0
0
1


und

p̄a = δau = 1√
2


1
0
0
−1

 .

Definieren wir nun die Koordinaten u = t−z√
2 und v = t+z√

2 so ist klar, dass

u = −px

und
v = −p̄x.
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pap̄a

t

z

Abbildung 1.2.1: Diese Abbildung illustriert die Wahl der lichtartigen Vektorfelder
pa und p̄a

Woraus die Identifikation pa = −δua und p̄a = −δva folgt. Kehrt man die Relationen
für u und v um, so erhält man t = v+u√

2 und z = v−u√
2 und somit die korrespondierenden

Ableitungen
∂

∂u
= ∂t

∂u

∂

∂t
+ ∂z

∂u

∂

∂z
= 1√

2

(
∂

∂t
− ∂

∂z

)
und

∂

∂v
= ∂t

∂v

∂

∂t
+ ∂z

∂v

∂

∂z
= 1√

2

(
∂

∂t
+ ∂

∂z

)
.

Welche wieder durch die Invarianten ausgedrückt werden können
∂

∂u
= p̄∂

und
∂

∂v
= p∂.

Jeder Vektor kann nun in seine beiden lichtartigen- und seine räumlichen Anteile
zerlegt werden

va = −pa (p̄v)− p̄a (pv) + ṽa,

selbiges funktioniert analog mit Kovektoren. Da wir es später in der Arbeit benötigen
und es an dieser Stelle ein gutes Beispiel für die Anwendung der Zerlegung eines
Kovektors ist, geben wir hier noch den Wellenoperator in lichtartigen Koordinaten
an

∂2 = ∂a∂
a =

(
−pa (p̄∂)− p̄a (p∂) + ∂̃a

) (
−pa (p̄∂)− p̄a (p∂) + ∂̃a

)
.

Die Produkte pp und p̄p̄ tragen nicht bei. Ebenso tragen Produkte zwischen pa oder
p̄a und einem räumlichen Ausdruck nicht bei. Somit erhalten wir

∂2 = −2 (p∂) (p̄∂) + ∂̃2.
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Da es bei lichtartigen Koordinaten oft zu Vorzeichenwechsel kommt, werden wir
hauptsächlich mit den invarianten, inneren Produkten arbeiten [7].



Kapitel 2

Mathematische Hilfsmittel

2.1 Schwarzsche Distributionen Theorie
Wir werden uns zuerst mit den Grundbegriffen im Rn beschäftigen und danach Dis-
tributionen auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten behandeln. Wir werden jedoch immer
wieder Bezug auf den Rn nehmen.

2.1.1 Testfunktionen
Sei Ω ⊆ Rn, die Menge aller Testfunktionen K (Ω)1 sind all jene reellen Funktionen
ϕ, welche einen kompakten Träger und Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen.
Oder anders gesagt

K (Ω) = C∞0 (Ω) ,

wobei der Subskript 0 für den kompakten Träger und der Superskript ∞ für die
Ableitungen beliebiger Ordnung steht.
K (Ω) ist ein linearer Raum, d.h. ∀ϕ1, ϕ2 ∈ K (Ω) , λ ∈ R

ϕ1 + ϕ2 ∈ K (Ω) ,
λϕ1 ∈ K (Ω) .

Eine Folge (ϕi (x))i∈N konvergiert in K (Ω) zu Null, wenn alle Funktionen außerhalb
einer fixierten, beschränkten Umgebung verschwinden [8].

1K steht hier für kompakt.

7
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2.1.2 Distributionen
Eine Distribution F ist ein stetiges, lineares Funktional auf K (Ω) d.h.

1. (F, αϕ1 + βϕ2) = α (F, ϕ1) + β (F, ϕ2) ∀α, β ∈ R, ϕ1, ϕ2 ∈ K (Ω)

2. Wenn (ϕi (x))i∈N inK (Ω) zu Null konvergiert, dann konvergiert (F, ϕi)i∈N eben-
falls zu Null.

Das sind genau jene Eigenschaften die den Dualraum ausmachen, daher wird die
Menge aller Distributionen mit K′ (Ω) bezeichnet [8].

Beispiel 2.1. Die Dirac-Delta Distribution ist definiert über ihre Wirkung auf
Testfunktionen,

(δ (x− a) , ϕ (x)) = ϕ (a) .

Beispiel 2.2. Existiert ein f ∈ L1
loc (Rn)2 existiert, so nennt an ein Funktional

regulär,
(Ff , ϕ) =

ˆ
f (x)ϕ (x) dnx. (2.1.1)

2.1.3 Verallgemeinerung auf n−dimensionale Mannigfaltig-
keiten

Betrachtet man Gleichung 2.1.1, so sieht man schnell, dass reguläre Distributionen,
aufgrund der Volumsform dnx, von der Struktur des Rn abhängen. Ein koordinaten-
unabhängiges Konstrukt lässt sich dennoch erreichen. Betrachtet man nämlich ϕ (x)
und dnx als zwei Teile eines Ganzen, so lässt sich dies mittels einer n−Form ϕ̃3 reali-
sieren. Denn dann lässt sich ein reguläres Funktional auf natürliche Weise schreiben
als [9] ˆ

M

fϕ̃. (2.1.2)

Wir bezeichnen mit Ωn
0 den Raum aller C∞ n−Formen mit kompakten Träger. Man

kann nun wiederum den Raum der Distributionen als den Raum aller linearen Funk-
tionale F : Ωn

0 → R auffassen. Wir bezeichnen den Raum dieser Distributionen mit
Ω′n0 .

2L1
loc (Rn) sind die einfach lokal integrablen Funktionen im Rn.

3Hier bezeichnet die Tilde Volumsformwertigkeit.
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Für orientierbare Mannigfaltigkeiten, mit Volumsform ω, kann ϕ̃ eindeutig ge-
schrieben werden als ϕ̃ = ϕω, mit ϕ ∈ K. Es ist offensichtlich, dass für ω = dnx,
Gleichung 2.1.2 mit der Definition im Rn übereinstimmt.

Eine weitere Verallgemeinerung kann erzielt werden, indem man tensorwertige
Testformen verwendet. Dabei müssen natürlich auch die darauf wirkenden Funktio-
nale tensorwertig sein [10, 9]. Ein reguläres, tensorielles Funktional kann geschrieben
werden als (

F I
f , ϕ̃I

)
=
ˆ

M

f Iϕ̃I .

2.1.4 Differentiation
Motiviert durch die linearen Funktionale4

ˆ
Lξfϕ̃ =

ˆ
d (ξy (fϕ̃))−

ˆ
fLξϕ̃ = −

ˆ
fLξϕ̃,

definieren wir
(LξF, ϕ̃) = − (F,Lξϕ̃) .

Ist ξ ein Killing-Vektorfeld zu gab so gilt, für ϕ̃ = ϕωg [10]

(LξF, ϕ̃) = − (F,Lξ (ϕωg)) = − (F,Lξϕωg) = − (F, ξ (ϕ)ωg) .

Im Rn gilt im speziellen
(∂iF, ϕ) = − (F, ∂iϕ) .

Beispiel 2.3. Die Heavyside-Funktion ist definiert durch,

θ (x) =

0 x < 0
1 x > 0

(θ′, ϕ) = − (θ, ϕ′) = −
ˆ ∞

0
ϕ′ (x) dx = − (ϕ (∞)− ϕ (0)) = ϕ (0)

und daher gilt
(θ′, ϕ) = (δ, ϕ)

4Hier bezeichnet die Tilde ebenfalls Volumsformwertigkeit.
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2.1.5 Regularisierung von divergenten Integralen
Betrachte eine Funktion f , welche überall außer an der Stelle x0, integrierbar ist. 5

Dann wird das Integral ˆ
fϕdx

im Allgemeinen nicht existieren. Betrachtet man jedoch Testfunktionen welche an
der Stelle x0 verschwinden wird das Integral konvergieren. Die Prozedur der Regu-
larisierung hängt ab von der Stärke der Singularität ab, im einfachsten Fall (erster
Ordnung) funktioniert diese wie folgt 6

([f ]a , ϕ) =
ˆ

dxf (x) (ϕ (x)− ϕ (0) θ (a− |x|)) ,

dies stimmt natürlich für Testfunktionen mit der Eigenschaft ϕ (0) = 0 mit der
originalen Definition überein. Die Theta-Funktion wird benötigt um die Eigenschaft
des kompakten Trägers nicht zu verletzen [8].

Beispiel 2.4. Betrachte die Funktion f (x) = 1
x
, diese kann nach der obigen Prozedur

regularisiert werden,([1
x

]
a
, ϕ
)

=
ˆ dx

x
(ϕ (x)− ϕ (0) θ (a− |x|)) (2.1.3)

Gleichung 2.1.3 hängt natürlich nicht vom Parameter a ab, da (o.B.d.A. b > a)

([1
x

]
a
, ϕ
)

=
ˆ dx

x
(ϕ (x)− ϕ (0) θ (b− |x|))

−ϕ (0)
ˆ dx

x
(θ (a− |x|)− θ (b− |x|)) =([1

x

]
b
, ϕ
)
− ϕ (0)

(ˆ a

−a
−
ˆ b

−b

)
dx
x

=
([1
x

]
b
, ϕ
)

+ ϕ (0)
(ˆ −a
−b

+
ˆ b

a

)
dx
x

=
([1
x

]
b
, ϕ
)

+ ϕ (0)
(
−
ˆ b

a

+
ˆ b

a

)
dx
x

=
([1
x

]
b
, ϕ
)
,

gilt.
5 1
x ist ein Beispiel mit einer Singularität an der Stelle x = 0

6aus Gründen der Einfachheit wählen wir x0 = 0
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2.1.6 Multiplikation auf K′ ×K′

Für F ∈ Ω′n0 und f ∈ C∞ ist ein sinnvolles Produkt definiert durch7

(Ff, ϕ̃) = (F, fϕ̃) .

Dieses Produkt ist kommutativ und es gilt, für ein Vektorfeld ξ,

(Lξ (fF ) , ϕ̃) = − (fF, Lξϕ̃) = − (F, fLξϕ̃) =
= − (F,Lξ (fϕ̃)) + (F,Lξfϕ̃) =
= (fLξF, ϕ̃) + (LξfF, ϕ̃) =
= (fLξF + LξfF, ϕ̃) .

Also:
Lξ (fF ) = fLξF + LξfF. (2.1.4)

Wobei sowohl die linke, also auch die rechte Seite von Gleichung 2.1.4 wohldefiniert
ist, da fF ∈ Ω′n0 , LξF ∈ Ω′n0 und Lξf ∈ C∞ gilt. Will man jedoch ein Produkt
zwischen Distributionen definieren, muss man leider schnell einsehen das dies zu
groben Unstimmigkeiten führt.

Im Folgenden geben wir zwei Beispiele, bleiben allerdings aus Gründen der Über-
sichtlichkeit in R.

Beispiel 2.5. Betrachtet man die Heavyside-Funktion als Element von L1
loc, dann

gilt
(θn, ϕ) = (θ, ϕ) , ∀ϕ ∈ K (2.1.5)

d.h.
θn = θ

da θ (x) = 0 für x < 0 und θ (x) = 1 für x > 0 ist. Differenziert man die obige
Gleichung so erhält man8

nθn−1θ′ = θ′

und somit
nθn−1δ = δ ⇒ nθ (0) δ = δ,

was natürlich inkonsistent ist, da θ (0) unabhängig von n ist [7].
7Die Tilde bezeichnet wiederum Volumsformwertigkeit.
8Hier wird angenommen, dass die für stetige Funktionen gültige Relation δ (x) f (x) = δ (x) f (0),

auch für die unstetige Funktion θ gilt.
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Beispiel 2.6. Eine weitere Inkonsistenz bei der Definition eines Produkts auf K′×K′
findet sich bei Betrachtung der Funktion σ = 2θ−1. Verwendet man Gleichung 2.1.5,
so kommt man zum Schluss, dass σ2 = 4θ2 − 4θ + 1 = 1 und daher9

0 = 1′ =
(
σ2
)′

= σ′σ + σσ′ = 2δσ + 2σδ

gilt. Dies hat wiederum zur Folge, dass

δσ = −σδ ∨ σδ = 0.

Um σδ = 0 zu ermöglichen muss θ (0) = 1
2 gelten, was über die Relation,

(2θ − 1) δ = (2θ (0)− 1) δ

leicht ersichtlich ist. Nimmt man tatsächlich an das θ (0) = 1
2 gilt, dann ist das so

definierte Produkt nicht mehr assoziativ, denn

(θθ) δ = θδ = θ (0) δ = 1
2δ

andererseits aber
θ (θδ) = θ

1
2δ = 1

4δ,

was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Die beiden Beispiele sollen die Probleme eines Produktes auf K′ × K′ aufzeigen.
Alternativ ist es allerdings möglich K′ in eine assoziative Algebra (A,+, ◦) einzubet-
ten. Natürliche Anforderungen an A sind

1. C1 (R) ⊆ A, f (x) = 1 ist das Einheitselement von A.

2. ∃ eine Ableitung D, d.h. D : A → A ist linear und erfüllt die Leibniz Regel.

3. D|C1(R) ist die herkömmliche Ableitung auf C1 (R).

4. ◦|C1(R)×C1(R) ist das normale Produkt stetiger Funktionen [11].

Theorem 2.1. @ Algebra A sodass 1-4 erfüllt sind. (Schwarz 1948)
9Die Gleichheit ist hier im Lebesque Sinn zu verstehen.
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Beweis. Betrachten wir die beiden Funktionen

x+ := θx =⇒ x ◦ x+
4
= x2

+

und
x ◦ (x ln |x| − x)

4
= x2 ln |x| − x2.

Nun gilt
D2 (x+) ◦ x

2
= D2 (x+ ◦ x)− 2Dx+Dx− x+D

2x =

D2
(
x2

+

)
− 2Dx+

3
= 2Dx+ − 2Dx+ = 0

und

x ◦D2 (x ln |x| − x)
2,4
= D2

(
x2 ln |x| − x2

)
− 2DxD (x ln |x| − x)−

−D2x (x ln |x| − x)
3
= D2

(
x2 ln |x| − x2

)
− 2D (x ln |x| − x) =

D (2x ln |x| − x)− 2D (x ln |x| − x) = 1.
Also ist x invertierbar in A.

Da A laut Annahme assoziativ ist, erhalten wir

D2 (x+) = D2 (x+) ◦ 1 = D2 (x+) ◦
(
x ◦D2 (x ln |x| − x)

)
=(

D2 (x+) ◦ x
)
◦D2 (x ln |x| − x) = 0.

Dies steht jedoch im Widerspruch zu

D2 (x+) = D2 (x ◦ θ) = D

θ + x ◦ δ︸ ︷︷ ︸
=0

 = δ,

und daher δ /∈ A, also ist die Existenz einer Deltafunktion in einer solchen Algebra
widerlegt.

Dieses Resultat, welches Schwarz im Jahre 1948 gefunden hat, bezeichnet man als
Unmöglichkeitsresultat. Es ist der Ursprung für den Satz „Distributionen können
nicht multipliziert werden“. Betrachtet man den Beweis jedoch etwas genauer, so
sieht man, dass das Problem aber eher auf die Inkonsistenz zwischen Differenziati-
on und Multiplikation stetiger Funktionen zurückgeht. Colombeau schlussfolgerte
daher, dass die vierte Bedingung schwächer sein muss, und postulierte die folgende
Vermutung.

Vermutung 2.1. ◦|C∞(R)×C∞(R) ist das normale Produkt glatter Funktionen[11, 12].
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2.1.7 Anwendung auf impulsive pp-Wellen - naive Rechnun-
gen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass Produkte von Distributionen bereits bei
einfachen Streuprozessen auftreten. Wir werden hier den Rahmen der Distributio-
nen nutzen und manchmal sogar bewusst überstrecken, um zu einem Ergebnis zu
gelangen.

Gravitation

Wir wollen die Geodäten in einer allgemeinen pp-Wellen Raumzeit berechnen, d.h.

gab = ηab + fpapb = ηab + f̃papbδ (px) .

Unter Verwendung von Gleichung 0.0.7 findet man

Cc
ab = 1

2 (∂afpbpc + ∂bfpap
c − ∂cfpapb) =

1
2
(
∂̃afpbp

c + ∂̃bfpap
c − ∂̃cfpapb − (p̄∂) fpapbpc

)
.

(2.1.6)

Dabei haben wir die Ableitung wieder in ihre licht- und raumartigen Komponenten
zerlegt. Die Geodätengleichung wird somit zu

ẍc + 1
2
[
2 (pẋ)

(
˙̃x∂̃
)
f − (pẋ)2 (p̄∂) f

]
pc − 1

2 (pẋ)2 ∂̃cf = 0

Zerlegt man diese wiederum in ihre Komponenten so findet man

pẍ = 0 (2.1.7)

p̄ẍ = (pẋ)
(

˙̃x∂̃
)
f − 1

2 (pẋ)2 (p̄∂) f (2.1.8)

und
ẍc = 1

2 (pẋ)2 ∂̃cf. (2.1.9)

Gleichung 2.1.7 bedeutet nichts anderes, als das man px als affinen Parameter ver-
wenden kann. Schreibt man Gleichung 2.1.8 und 2.1.9 auf den affinen Parameter um
so erhält man

x̃c′′ = 1
2 ∂̃

cf (2.1.10)
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und
p̄x′′ =

(
x̃′∂̃

)
f − 1

2 (p̄∂) f (xa (px)) = 1
2
(
x̃′∂̃

)
f̃ δ + 1

2 f̃ δ
′. (2.1.11)

Die Lösung zu diesen Gleichungen sollten vor und nach dem Impuls jeweils die flache
Geodätengleichung (ẍ = 0) erfüllen, daher wählen wir den Ansatz

xµ = θ+x
µ
+ + θ−x

µ
−. (2.1.12)

mit θ+ + θ− = 1 und x+, x− als Lösungen der freien Gleichung.
Setzt man nun Gleichung 2.1.12 in Gleichung 2.1.10 und 2.1.11 ein, findet man

δ′ (x̃+ (0)− x̃− (0)) + δ
(
x̃′+ (0)− x̃′− (0)

)
= 1

2 ∂̃f̃ (x̃ (0)) δ

und

δ′ (p̄x+ − p̄x−)+δ
(
p̄x′+ − p̄x′−

)
= 1

2
[
θ (0)

(
x̃′+ (0)− x̃′− (0)

)
+ x̃′− (0)

]
∂̃f̃ (x̃ (0)) δ+1

2 f̃ (x̃ (0)) δ′.

Vergleicht man nun die Koeffizienten so gilt

x̃+ (0) = x̃− (0) =: x̃ (0)

x̃′+ (0)− x̃′− (0) = 1
2 ∂̃f̃ (x̃ (0))

,
p̄x+ (0)− p̄x− (0) = 1

2 f̃ (x̃ (0))

p̄x′+ (0)− p̄x′− (0) = 1
2

[
θ (0) 1

2 ∂̃f̃ (x̃ (0)) + x̃′− (0)
]
∂̃f̃ (x̃ (0)) .

Zusammenfassend kann man also sagen, dass ein unbestimmter Faktor θ (0) auf-
taucht. Diesen Faktor erhielten wir indem die, für stetige Funktionen gültige, Relation
δ (x) f (x) = δ (x) f (0) verwendet wurde. Da die θ−Funktion nicht stetig ist, haben
wir den Rahmen etwas überdehnt um ans ziel zu kommen. Im nächsten Abschnitt
werden wir sehen wie wir mittels Colombeau-Theorie dieses Problem umgehen [7].
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Elektromagnetismus

Das elektromagnetische Analogon zur gravitativen pp-Welle wird durch das Vek-
torpotential Aµ = fpµbeschrieben. pµ erfüllt wiederum ∂µp

ν = 0. Ausgehend vom
Vektorpotential berechnet sich der Feldstärke Tensor zu

F µν = ∂µAν − ∂νAµ =
(
∂̃µf̃pν − ∂̃ν f̃pµ

)
δ.

über die Lorentz-Gleichung erhält man somit

ẍµ = e

m
F µ

ν ẋ
ν = e

m

(
(pẋ) ∂̃µf̃ −

(
ẋ∂̃
)
f̃pµ

)
δ.

Spaltet man dies wiederum in Komponenten auf, dann erhält man

pẍ = 0 (2.1.13)

p̄ẍ = e

m

(
ẋ∂̃
)
f̃pµδ (2.1.14)

¨̃x = (pẋ) e
m
∂̃µf̃ δ. (2.1.15)

Gleichung 2.1.13 erlaubt uns wieder px als affinen Parameter zu verwenden. Somit
können wir Gleichung 2.1.14 und 2.1.15 umschreiben und erhalten

p̄x′′ = e

mγ

(
x̃′∂̃

)
f̃pµδ (2.1.16)

x̃′′ = e

mγ
∂̃µf̃ δ. (2.1.17)

mit γ =: ∂(px)
∂τ

und ′ = ∂
∂(px) .

Wir machen wieder denselben Ansatz wie auch schon zuvor im Gravitations-
Abschnitt

xµ = θ+x
µ
+ + θ−x

µ
− (2.1.18)

mit θ+ + θ− = 1 und θ = θ (px). Differenziert man nun diesen Ansatz so findet man

x′µ = δ (xµ+ − xµ−) + θ+x
′µ
+ + θ−x

′µ
−

x′′µ = δ′ (xµ+ − xµ−) + δ
(
x′µ+ − x′µ−

)
Setzt man nun noch Gleichung 2.1.18 in Gleichung 2.1.14 und Gleichung 2.1.15 ein
erhält man
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δ′ (x̃+ (0)− x̃− (0)) + δ
(
x̃′+ (0)− x̃′− (0)

)
= e

γm
∂̃f̃ (x̃ (0)) δ

und

δ′ (p̄x+ (0)− p̄x− (0))+δ
(
p̄x′+ (0)− p̄x′− (0)

)
= e

γm

[
θ (0)

(
x̃′+ (0)− x̃′− (0)

)
+ x̃′− (0)

]
∂̃f̃ (x̃ (0)) δ.

Ein Koeffizientenvergleich führt dann schlussendlich zu

x̃+ (0) = x̃− (0) =: x̃ (0)

x̃′+ (0)− x̃′− (0) = e

γm
∂̃f̃ (x̃ (0))

p̄x+ (0)− p̄x− (0) = 0

und

p̄x′+ (0)− p̄x′− (0) = e

γm

[
θ (0) e

γm
∂̃f̃ (x̃ (0)) + x̃′− (0)

]
∂̃f̃ (x̃ (0)) .

Auch hier findet sich der ominöse Faktor θ (0) , welcher mathematisch nicht definiert
ist, wieder. Wie auch schon in der vorherigen Kalkulation wurde der Rahmen der
Distributionen-Theorie überdehnt und es ist unklar wieso der Koeffizienten Vergleich
funktioniert. Durch Verwendung der Colombeau-Theorie können die können diese
Probleme beseitigt und der mathematischen Rahmen klar definiert werden.

2.2 Colombeau Theorie

2.2.1 Motivation
Die Idee zur später definierten Colombeau-Algebra besteht darin die zwei „mög-
lichen“ Produkte von Distributionen miteinander zu identifizieren. Einerseits kann
man das Produkt zweier Distributionen definieren als die nichtlineare Abbildung
(Ω ⊆ Rn)

K (Ω)→ R
ϕ 7→ F1 (ϕ)F2 (ϕ)
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Betrachtet man nun die regulären Distributionen, mit fi ∈ C∞, so ist deren Produktˆ
f1 (xc)ϕ (xc) dnx

ˆ
f2 (xc)ϕ (xc) dnx (2.2.1)

andererseits könnte man auch das klassische punktweise Produkt f1,f2 ∈ C∞ bilden
und dieses als Distribution auffassenˆ

f1 (xc) f2 (xc)ϕ (xc) dnx. (2.2.2)

Nun besteht die Idee zur Colombeu-Algebra darin eine geeignete Quotienten Al-
gebra zu finden sodass in diesem Quotienten, Gleichung 2.2.1 und Gleichung 2.2.2
übereinstimmen.

Betrachten wir zunächst den Vektorraum aller C∞−Funktionen E (Ω), der Dual-
raum E ′ (Ω) ist dann der Raum aller Distributionen mit kompakten Träger. Klarer-
weise gilt δx ∈ E ′ (Ω) wobei (δx, ϕ) = ϕ (x). E ′ (Ω) ist ein lokal konvexer Vektorraum
und das Konzept von C∞−Funktionen ist, unter Verwendung eines geeigneten Diffe-
rentialkalküls10, auf einem Solchen wohldefiniert und wir bezeichnen den Vektorraum
aller C∞−Funktionen auf E ′ (Ω) mit C∞ (E ′ (Ω)) . Betrachten wir nun die Menge

M = {F |F ∈ C∞ (E ′ (Ω)) , F (δx) = 0, ∀x ∈ Ω} .

Also ist F ∼ G, falls (F −G) (δx) = 0.M ist offensichtlich ein Ideal denn die Summe
zweier F ∈ M ist natürlich wieder in M und die Multiplikation eines Elements
F ∈ M mit einen beliebigen Element f ∈ C∞ (E ′ (Ω)) liefert angewandt auf die
δx Funktion Null. Nun definieren wir Funktionen f (x) := F (δx). Diese sind nun
wohldefiniert auf der Quotientenalgebra C

∞(E ′(Ω))
M und es gilt:

Df (x) = F ′Dδx = −F ′δ′x

Also ist der Quotient C
∞(E ′(Ω))
M , isomorph zu E (Ω). Da C∞ (E ′) ⊆ C∞ (K) ist die Idee

nunM zu einem Ideal N ⊆ C∞ (K (Ω)) auszuweiten, sodass N ∩ C∞ (E ′ (Ω)) =M,
denn dann ist C

∞(E ′(Ω))
M ⊆ C∞(K(Ω))

N und somit sind die beiden Integrale aus Gleichung
2.2.1 und 2.2.2, in C

∞(K(Ω))
N gleichwertig [12].

2.2.2 Die Theorie
In dieser Arbeit betrachten wir die sogenannte vereinfachte Algebra um die funktio-
nalanalytische Maschinerie ein wenig zu vereinfachen. Im letzten Abschnitt haben

10Colombeau verwendet dabei das Silva-Kalkül
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wir gesehen, dass wir K′ in eine assoziative Algebra A einbetten müssen um ei-
ne sinnvolle Multiplikation zu definieren. Betrachtet man Colombeausche-Objekte
vom physikalischen Standpunkt, dann sind diese nicht anderes als Regularisierungen
[7, 9].

Betrachte eine einparametrige Familie (fε)ε∈I , I = (0, 1) von C∞ Objekten, welche
moderat im Parameter ε wachsen, d.h.

EM =
{
f |fε ∈ C∞ (Rn) ,∀K ⊆ Rn kompakt ∀α ∈ Nn,∃N ∈ N,

∃η > 0, ∃c > 0 sodass sup
x∈K
|Dαfε (x)| ≤ cε−N , ∀0 < ε < η

}
.

Des Weiteren definieren wir das Ideal N

N =
{
f |fε ∈ C∞ (Rn) ,∀K ⊆ Rn kompakt ∀α ∈ Nn,∀N ∈ N,

∃η > 0,∃c > 0 sodass sup
x∈K
|Dαfε (x)| ≤ cεN , ∀0 < ε < η

}

Addition, Multiplikation und Differenziation sind Punktweise definiert, d.h.

(fε)ε∈I + (gε)ε∈I = (fε + gε)ε∈I ,

(fε)ε∈I (gε)ε∈I = (fεgε)ε∈I ,

∂α (fε)ε∈I = (∂αfε)ε∈I .

Daher ist EM eine Algebra[11].
Man kann leicht sehen, dass N tatsächlich ein Ideal von EM ist, denn

1. Betrachte fε, gε ∈ N , dann gilt fε + gε ∈ N .

2. Multipliziert man ein beliebiges Element fε ∈ EM mit einem Element gε ∈ N
so ist das Ergebnis wiederum in N .

Die Colombeau-Algebra G ist definiert als der Quotient

G = EM
N
.

Klarerweise ist G eine Algebra da EM eine ist und N ein Ideal ist.
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Während C∞ Funktionen kanonisch als konstante Familien, fε = f eingebettet
sind, benötigt man für stetige Funktionen und Elemente aus K′ einen sogenannten
„Mollifier”,

fε (x) = 1
εn

ˆ
dnyρ

(
y − x
ε

)
f (y) .

Dabei muss die Funktion ρ ˆ
dnxρ (x) = 1

und ˆ
dnxρ (x)xα = 0

erfüllen [11].

2.2.3 Assoziation
Die Assoziation oder auch schwache Gleichheit, ist eine wichtige Äquivalenz-Relation,
die auf dem Niveau der Distributionen Gleichheit bedeutet. Zwei Elemente fε, gε sind
zueinander assoziiert, (f ≈ g) wenn

lim
ε→0

ˆ
dnx (fε (x)− gε (x))ϕ (x) = 0 ∀ϕ ∈ K. (2.2.3)

Die Assoziation erfüllt

f ≈ g =⇒ Dαf ≈ Dαg

und

f ≈ g =⇒ ωf ≈ ωg ∀ω ∈ C∞

was man leicht mittels Gleichung 2.2.3 sieht [11, 12].

Beispiel 2.7. θn ≈ θ.
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lim
ε→0

1
εn

∞̂

−∞

dx
∞̂

−∞

dy1θ (y1) ρ
(
y1 − x
ε

)
...

∞̂

−∞

dynθ (yn) ρ
(
yn − x
ε

)
ϕ (x) =

= lim
ε→0

1
εn

∞̂

−∞

dx
∞̂

0

dy1ρ
(
y1 − x
ε

)
...

∞̂

0

dynρ
(
yn − x
ε

)
ϕ (x) =

= lim
ε→0

∞̂

−∞

dx

x
εˆ

−∞

dz1ρ (z1) ...

x
εˆ

−∞

dznρ (zn)ϕ (x)

Betrachtet man nun eines dieser Integrale so ist klar, dass für x > 0 die obere Grenze,
im Grenzwert gegen ∞ strebt und somit das Integral 1 ergibt. Im anderen Fall, also
x < 0, kollabiert das Integral und liefert 0. Daher folgt

lim
ε→0

∞̂

−∞

dx

x
εˆ

−∞

dz1ρ (−z1) ...

x
εˆ

−∞

dznρ (−zn)ϕ (x) =

=
∞̂

0

dxϕ (x) =
∞̂

−∞

dxϕ (x) θ (x) .

Leitet man nun die Relation θn ≈ θ einmal ab, so folgt

(n+ 1) θnθ′ ≈ θ′ =⇒ θnθ′ ≈ θ′

n+ 1

was diesmal kein Widerspruch ist, da die Potenz diesmal auf beiden Seiten auftritt
[11].
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Beispiel 2.8. θδ ≈ Aδ mit A ∈ R

lim
ε→0

1
ε2

∞̂

−∞

dx
∞̂

−∞

dy1θ (y1) ρ
(
y1 − x
ε

) ∞̂

−∞

dy2δ (y2) ρ2

(
y2 − x
ε

)
ϕ (x) =

= lim
ε→0

1
ε2

∞̂

−∞

dx
∞̂

0

dy1ρ
(
y1 − x
ε

)
ρ2

(
x

ε

)
ϕ (x) =

= lim
ε→0

∞̂

−∞

dx

x
εˆ

−∞

dyρ (y) ρ2 (x)ϕ (εx) =

= lim
ε→0

∞̂

−∞

dxρ2 (x)

x
εˆ

−∞

dyρ (y)

︸ ︷︷ ︸
endlich

ϕ (0) + lim
ε→0

O (ε) =

= Aϕ (0)
Zum Abschluss noch ein, für die Anwendung der Colombeau-Theorie, wichtiger

Satz.
Satz 2.1. Sind zwei Colombeau-Objekte zueinander assoziiert so besitzen sie,
wenn einer existiert, denselben distributionellen Schatten. Also zwei Distributionen
T, S und zwei Colombeau-Objekte fε, gε die fε ≈ T und gε ≈ S erfüllen gilt also
T = S.

Dieser Satz macht es überhaupt erst sinnvoll, sich schwache Gleichungen anzuse-
hen, denn auch wenn zwei Objekte in der Colombeau-Algebra nicht gleich, sondern
nur assoziiert sind, sind sie am Distributionellen Niveau gleich.

2.2.4 Korrektur der naiven Rechnungen
In diesem Abschnitt werden wir dieselben Gleichungen wie in Abschnitt 2.1 analy-
sieren, jedoch werden es nun schwache anstatt normaler Gleichungen sein.

Gravitation

Die schwache Geodäten Gleichung ist nahe zu gleich der Geodäten Gleichung aus
aus Abschnitt 2.1.7, jedoch wird die Gleichheit durch eine schwache Gleichheit ≈
ersetzt.

ẍc + 1
2
[
2
(

˙̃x∂̃
)
f (pẋ)− (p̄∂) f (pẋ)2

]
pc − 1

2 ∂̃
cf (pẋ)2 ≈ 0



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE HILFSMITTEL 23

Es gelten auch weiterhin die selben Relationen wie in Abschnitt 2.1.7, was uns zu

δ′ (x̃+ − x̃−) + δ
(
x̃′+ − x̃′−

)
≈ 1

2 ∂̃f̃ δ

und

δ′ (p̄x+ − p̄x−) + δ
(
p̄x′+ − p̄x′−

)
≈ 1

2
[
A
(
x̃′+ − x̃′−

)
+ x̃′−

]
∂̃f̃ δ + 1

2 f̃ δ
′

führt. Wobei wir hier θδ ≈ Aδ verwendet haben.
Vergleicht man die Koeffizienten erhält man wieder

x̃+ (0) = x̃− (0) = x̃ (0) , (2.2.4)

x̃′+ (0)− x̃′− (0) = 1
2 ∂̃f̃ (x̃ (0)) , (2.2.5)

p̄x+ (0)− p̄x− (0) = 1
2 f̃ (x̃ (0)) , (2.2.6)

p̄x′+ (0)− p̄x′− (0) = 1
2

[
A

1
2 ∂̃f̃ (x̃ (0)) + x̃′− (0)

]
∂̃f̃ (x̃ (0)) . (2.2.7)

Hier wurde verwendet, dass

δ (px) f̃ (x̃ (px)) ≈ δ (px) f̃ (x̃ (0)) ,

was leicht mittels die folgenden Rechnung zu zeigen ist (der Einfachheit halber px =
u),

δ (px) f̃ (x̃ (px)) ≈
∞̂

−∞

duφ
(
u

ε

)
f̃ (θ+ (u) (x̃+ (u)− x̃− (u)) + x̃− (u)) ≈

≈ 1
ε

∞̂

−∞

duφ
(
u

ε

)
f̃

1
ε

uˆ
−∞

du′ψ
(
u′

ε

)
(x̃+ (u′)− x̃− (u′)) + x̃− (u)

ϕ (u)

ein skalieren von u und u′ führt nun zu

δ (px) f̃ (x̃ (px)) ≈
∞̂

−∞

duφ (u) f̃


uˆ

−∞

du′ψ (u′) (x̃+ (εu′)− x̃− (εu′)) + x̃− (εu)

ϕ (εu) .
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Im Limes ε→ 0 bleibt unter Verwendung von x̃+ (0) = x̃− (0),

δ (px) f̃ (x̃ (px)) ≈
∞̂

−∞

duφ (u)

︸ ︷︷ ︸
=1

f̃ (x̃ (0))ϕ (0) = f̃ (x̃ (0))ϕ (0) .

Nun kann man die Konstante allerdings mittels einer physikalischen Bedingung be-
stimmen, der Tangentenvektor muss kovariant konstant sein.

gabẋ
aẋb = −2 (pẋ) (p̄ẋ) + ˙̃x2 + f (pẋ)2 ≈ const.

Unter Verwendung des affinen Parameters folgt,
−2 (p̄x′) + x̃′2 + f ≈ const.

Setzt man nun den Ansatz 2.1.18 in die Gleichungen 2.2.4-2.2.7 ein, erhält man

−2
(
θ′ (p̄x+ − p̄x−) + θ

(
p̄x′+ − p̄x′−

)
+ p̄x′−

)
+
(
θ′ (x̃+ − x̃−) + θ+x̃

′
+ + θ−x̃

′
−

)2
+ f̃ δ =

= −2
(
θ′ (p̄x+ − p̄x−) + θ

(
p̄x′+ − p̄x′−

)
+ p̄x′−

)
+ θ′2 (x̃+ − x̃−)2 + θ2

+x̃
′2
+ + θ2

−x̃
′2
−+

+2θ′θ+ (x̃+ − x̃−) x̃′+ + 2θ′θ− (x̃+ − x̃−) x̃′− + θ+θ−x̃
′
+x̃
′
− ≈

≈ −2
(
θ′ (p̄x+ − p̄x−) + θ

(
p̄x′+ − p̄x′−

)
+ p̄x′−

)
+ θ

[(
x̃′+ − x̃′−

) (
x̃′+ − x̃′− + 2x̃′−

)]
+ x̃′2− + f̃ δ ≈

≈ −2
(
δ

1
2 f̃ + θ

1
2

(
A

1
2 ∂̃f̃ + x̃′−

)
∂̃f̃ + p̄x′−

)
+ θ

[1
2 ∂̃f̃

(1
2 ∂̃f̃ + 2x̃′−

)]
+ x̃′2− + f̃ δ =

= θ
[
−
(
A

1
2 ∂̃f̃ + x̃′−

)
∂̃f̃ + 1

2 ∂̃f̃
(1

2 ∂̃f̃ + 2x̃′−
)]
− 2p̄x′− + x̃′2− =

= θ
[1
4
(
∂̃f̃
)2

(1− 2A)
]
− 2p̄x′− + x̃′2− ≈ konst.

Diese Relation ist nur konstant, wenn der Koeffizient der θ−Funktion verschwindet
und daher gilt A = 1

2 . Schlussendlich sind die Anschlussbedingungen also
x̃+ − x̃− = 0, (2.2.8)

x̃′+ − x̃′− = 1
2 ∂̃f̃ , (2.2.9)

p̄x+ − p̄x− = 1
2 f̃ (2.2.10)

und

p̄x′+ − p̄x′− = 1
2

[1
4 ∂̃f̃ + x̃′−

]
∂̃f̃ . (2.2.11)

Relation 2.2.10 bedeutet, dass die Geodäte einen Sprung an der Stelle px = 0 in der
p̄x−Koordinate macht [7]. (Siehe Abb. 2.2.1)
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v

ρ > 1

ρ < 1
ρ = 1

Abbildung 2.2.1: Der Versatz ∆v als Funktion von der tranversalen Koordinate ρ, in
der Aichelburg-Sexl Geometrie (f̃ = −8mlog (ρ)).

Elektromagnetismus

Auch hier läuft die Rechnung exakt gleich ab

ẍµ ≈ e

m
F µ

ν ẋ
ν . (2.2.12)

und es gelten dieselben Relationen wie im vorherigen Abschnitt, außer θδ ≈ Aδ.

δ′ (x̃+ − x̃−) + δ
(
x̃′+ − x̃′−

)
≈ e

γm
∂̃f̃δ

und

δ′ (p̄x+ − p̄x−) + δ
(
p̄x′+ − p̄x′−

)
≈ e

γm

[
A
(
x̃′+ − x̃′−

)
+ x̃′−

]
∂̃f̃ δ.

Vergleicht man erneut die Koeffizienten erhält man

x̃+ − x̃− = 0,

x̃′+ − x̃′− = e

γm
∂̃f̃, (2.2.13)

p̄x+ − p̄x− = 0
und

p̄x′+ − p̄x′− = e

γm

[
A

e

γm
∂̃f̃ + x̃′−

]
∂̃f̃ . (2.2.14)

Mit der Ambiguität A.
Betrachtet man erneut die Lorentz-Gleichung 2.2.12 und multipliziert diese mit

ẋµ so folgt
ẍµẋµ = 1

2
(
ẋ2
).
≈ e

m
F µν ẋν ẋµ = 0
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und daher gilt, obwohl xµ keine Geodäte ist,(
ẋ2
).
≈ 0 =⇒ ẋ2 ≈ konst.

Zerlegt man ẋµ = −pµp̄ẋ− p̄µpẋ+ ˙̃x dann folgt

ẋ2 = −2 (pẋ) (p̄ẋ) + ˙̃x2 = γ2
[
−2 (p̄x′) + x̃′2

]
≈ konst.

und da γ eine Konstante ist folgt

−2 (p̄x′) + x̃′2 ≈ konst.

Setzt man die Gleichungen für p̄x′ und x̃′ ein folgt

−2
(
θ+p̄x

′
+ + θ−p̄x

′
−

)
+
(
θ+x̃

′
+ + θ−x̃

′
−

)2
≈

−2
(
θ+p̄x

′
+ + θ−p̄x

′
−

)
+ θ+x̃

′2
+ + θ−x̃

′2
− =

−2
[
θ
(
p̄x′+ − p̄x′−

)
+ p̄x′−

]
+ θ

(
x̃′2+ − x̃′2−

)
+ x̃′2− =

θ
[
−2

(
p̄x′+ − p̄x′−

)
+
(
x̃′+ − x̃′−

) ((
x̃′+ − x̃′−

)
+ 2x̃′−

)]
−2p̄x′− + x̃′2−︸ ︷︷ ︸ ≈ konst.

konst.

Auch hier muss wieder der Koeffizient der θ−Funktion verschwinden. Kombiniert
man Gleichung 2.2.13 und 2.2.14 mit den obigen Relationen erhält man

e

γm

(
A

e

γm
∂̃f̃ + x̃′−

)
∂̃f̃ + e

γm
∂̃f̃

(
e

γm
∂̃f̃ + 2

)
x̃′− = 0

e2

γ2m2

(
∂̃f̃
)2

(1− 2A) = 0 =⇒ A = 1
2 .

Somit sind die Anschlussbedingungen schlussendlich

xµ+ − xµ− = 0,

x̃′+ − x̃′− = e

γm
∂̃f̃ , (2.2.15)

und

p̄x′+ − p̄x′− = e

γm

[
e

2γm∂̃f̃ + x̃′−

]
∂̃f̃ . (2.2.16)

Im Gegensatz zur Gravitation, gibt es hier keinen Sprung in den Koordinaten, son-
dern nur in den Ableitungen.



Kapitel 3

Klein-Gordon-Felder und die
Feynmansche Interpretation

3.1 Klein-Gordon-Feld im flachen Raum
Die Lagrange-Dichte für ein freies skalares Feld im Minkowski-Raum ist,

L = 1
2
(
∂µφ∂

µφ+m2φ2
)
.

Mittels der Euler-Lagrange-Gleichung
∂L
∂φ

= ∂µ

(
∂L

∂ (∂µφ)

)
Diese führt zur Klein-Gordon-Gleichung(

∂2 −m2
)
φ = 0.

Die Lösungen der Wellengleichungen sind offensichtlich ebene Wellen

φ ∝ eikx.

Das innere Produkt ist definiert als

(φ1, φ2) =
ˆ
ωhJa (φ1, φ2)na = i

ˆ
(φ1∂aφ

∗
2 − φ∗2∂aφ1)naωh, (3.1.1)

wobei ωh die Volumsform einer Cauchy-Hyperfläche Σ ist. Im Minkowski-Raum
wird diese Relation zu (mit ωh = d3x und na = ∂at )

(φ1, φ2) = i

ˆ
(φ1∂tφ

∗
2 − φ∗2∂tφ1) d3x.

27
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Die normierten ebenen Wellen (Minkowski-Moden) sind somit

fk = eikx.

Diese erfüllen,
(fk, fk′) = 1

2ω (2π)3 δ
3 (k − k′) , (3.1.2)

(f ∗k , f ∗k′) = − 1
2ω (2π)3 δ

3 (k − k′) (3.1.3)

und1

(fk, f ∗k′) = 0.

Die Verallgemeinerung für gekrümmte Raumzeiten ist unproblematisch, es wird ein-
fach die Koordinaten-kovariante Ableitung ∂ durch die kovariante Ableitung ∇ er-
setzt [13]. Dies gilt allerdings nicht für die Fourier-Moden.

3.2 Energie Impuls Tensor das Klein-Gordon-Feldes
Wir starten mit der Wirkung

S = 1
2

ˆ
ωg
(
gab∇aφ∇bφ+m2φ2

)
mit der Volumsform ωg = √gd4x [13]. Variation der Wirkung S nach der Metrik
führt zu

δS = 1
2

ˆ
δωg

(
gab∇aφ∇bφ+m2φ2

)
+
ˆ
ωgδg

ab∇aφ∇bφ

Der nächste Schritt ist es nun die Variation der Volumsform zu berechnen, (g = −detgab)

δωg = √g d4x = 1
2

1
√
g
δg d4x. (3.2.1)

1Durch diese Art der Normierung ist die rechte Seite von Gleichung 3.1.2 und 3.1.3 Lorentz-
Invariant
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Mit der Variation der Determinante einer Matrix. (Unter Verwendung der Invarianz
von Spur und Determinante unter Basistransformationen)

δdet (M) = δ (λ1...λn) = ∑
k

λ1...δλk...λn =

= ∑
k

λ1...λkλ
−1
k δλk...λn = det (M)∑

k

λ−1
k δλk =

= det (M) tr (M−1δM)

(3.2.2)

folgt,

δωg = 1
2ωgg

abδgab. (3.2.3)

Setzt man dies nun in die Variation der Wirkung ein so findet man,

δS = 1
2

ˆ 1
2ωggab (δg)ab

(
gcd∇cφ∇dφ+m2φ2

)
+ 1

2

ˆ
ωgδg

ab∇aφ∇bφ =

1
2

ˆ
ωg

[
−1

2gab
(
gcd∇cφ∇dφ+m2φ2

)
+∇aφ∇bφ

]
δgab.

Dabei haben wir verwendet, dass (δg)ab = −δgab. (Dies ist leicht zu beweisen, wenn
man die Relation gabgbc = δca ableitet.)

Der Energie Impuls Tensor ist nun,

Tab = 2
ωg

δS

δgab
= ∇aφ∇bφ−

1
2gab

(
gcd∇cφ∇dφ+m2φ2

)
. (3.2.4)

3.3 Positive und negative Frequenz
Um den Begriff positiver Frequenz, respektive positiver Energie invariant zu defi-
nieren bieten sich symmetrische Raumzeiten an, das heißt solche in denen ein aus-
gezeichneter Zeitbegriff existiert, welche durch einen stationären Killing-Vektor
repräsentiert wird. Es sei nun {gk} ein vollständiges System von Moden und ξ ein
licht- oder zeitartiges Killing-Vektorfeld. Eine Mode wir als Mode positiver Fre-
quenz bezeichnet, wenn

Lξgk = −iωgk (3.3.1)
und als Mode negativer Frequenz falls

Lξgk = iωgk, (3.3.2)
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mit ω > 0.
Im Minkowski-Raum können wir, im Bezug auf Lorentz-Koordinaten, die

normale Zeitableitung verwenden

L∂tfk = ∂tfk.

Betrachtet man die Minkowski-Moden fk so sieht man, dass sich diese analytisch
in der Zeit fortsetzen lassen, wobei sie beschränkt im unteren komplexen Halbraum
sind, hingegen sind die komplex konjugierten Moden f ∗k analytisch und beschränkt
im oberen komplexen Halbraum. Dies kann man erkennen indem man die Zeit kom-
plexifiziert, d.h. t→ tr + iti. Setzt man dies nun in eine Mode eine erhält man

fk = ei(kmxm−ωtr)eωti ,

verwendet man nun die Euler Identität, so erhält man

fk = eikmxm︸ ︷︷ ︸
C

[cos (ωtr)− isin (ωtr)] eωti

es ist offensichtlich das dies die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfüllt, denn

∂trRe (fk) = −Cωsin (ωtr) eωti = ∂tiIm (f (t))

und
∂trIm (fk) = −Cωcos (ωtr) eωti = −∂tiRe (fk)

Die Beschränktheit ist gewährleistet, da für ω > 0, lim
ti→−∞

eωti = 0. Im folgenden
bezeichnen wir die obere komplexe Halbebene als Zukunftsröhre und die Untere als
Vergangenheitsröhre. Somit lässt dich der folgende Satz formulieren [14].

Satz 3.1. Die Minkowski-Moden sind analytisch und beschränkt in der Vergan-
genheitsröhre, während die komplex konjugierten Minkowski-Moden analytisch und
beschränkt in der Zukunftsröhre sind.

Interessant ist auch die Umkehrung obigen Satzes [14, 15]:

Satz 3.2. Eine Funktion die analytisch und beschränkt in der Vergangenheitsröhre
ist besitzt nur positive Frequenzen bzw. eine Funktion die analytisch und beschränkt
in der Zukunftsröhre ist, enthält nur negative Frequenzen [14, 15].

Beweis. Eine integrierbare Funktion kann in Fourier Form dargestellt werden,

f (t) =
ˆ

dωF (ω) e−iωt.
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Komplexifikation der Zeit bedeutet t→ tr + iti und daher gilt

f (t) =
ˆ

dω (Fr (ω) + iFi (ω)) e−iωtr+ωti =

=
ˆ

dω (Fr (ω) + iFi (ω)) (cos (ωtr)− i sin (ωtr)) eωti =

=
ˆ

dω (Fr cos (ωtr) + Fi sin (ωtr)) eωti+

+ i
ˆ

dω (Fi cos (ωtr)− Fr sin (ωtr)) eωti .

Es ist offensichtlich das diese Funktion die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfüllt,
denn

∂trRe (f (t)) =
ˆ

dωω (−Fr sin (ωtr) + Fi cos (ωtr)) eωti = ∂tiIm (f (t))

und

∂trIm (f (t)) = −
ˆ

dωω (Fr cos (ωtr) + Fi sin (ωtr)) eωti = −∂tiRe (f (t)) .

Damit die Funktion beschränkt in der Vergangenheitsröhre ist muss F (ω) = θ (ω) f (ω)
gelten und damit sie beschränkt in der Zukunftsröhre ist muss F (ω) = θ (−ω) f (ω)
gelten [14].

3.4 Bogolubov-Koeffizienten
Wir betrachten ein Skalarfeld φ in zwei unterschiedlichen vollständigen Moden-
Systemen. Die Vorstellung von positiver und negativer Frequenz erlaubt uns (ak, bk)
als Vernichtungsoperatoren bzw.

(
a†k, b

†
k

)
als Erzeuger zu identifizieren,

φ =
∑

akfk + a†kf
∗
k =

∑
bkgk + b†kg

∗
k. (3.4.1)

Der Einfachheit halber werden die Moden mit einem Diskreten Parameter k Num-
meriert. Des Weiteren sollten die Moden an eine Zerlegung der Raumzeit in raum-
artige Hyperflächen Σt angepasst sein. Positive Frequenz bezieht sich dann auf die



KAPITEL 3. KLEIN-GORDON-FELDER UND DIE FEYNMANSCHE INTERPRETATION32

zukunftsgerichtete Flächennormale und negative Frequenz auf die vergangenheitsge-
richtete Flächennormale. Da beide Sätze vollständig sind, können wir fk in Termen
von gk bzw. umgekehrt ausdrücken.

gk =
∑
k′
αkk′fk′ + βkk′f

∗
k′ (3.4.2)

und
fk =

∑
k′
γk′kgk′ + εk′kg

∗
k′ . (3.4.3)

Um die Koeffizienten α, β, γ, und ε zu bestimmen, projizieren wir mit fk und gk auf
Gleichung 3.4.2. Es folgt

(gk, fl) =
∑
k′

(αkk′fk′ , fl) + (βkk′f ∗k′ , fl) =

=
∑
k′
αkk′(fk′ , fl)︸ ︷︷ ︸

δk′l

+ βkk′(f ∗k′ , fl)︸ ︷︷ ︸
0

= αkl,

und

(gk, f ∗l ) =
∑
k′

(αkk′fk′ , f ∗l ) + (βkk′f ∗k′ , f ∗l ) =

=
∑
k′
αkk′(fk′ , f ∗l )︸ ︷︷ ︸

0

+ βkk′(f ∗k′ , f ∗l )︸ ︷︷ ︸
−δk′l

= −βkl.

Es gilt also αkk′ = (gk, fk′) und βkk′ = − (gk, f ∗k′) .
Macht man analoge Projektionen in Gleichung 3.4.3, so folgt (gk, fk′) = γ∗kk′ und

(gk, f ∗k′) = εkk′ , also γkk′ = α∗kk′ und εkk′ = −βkk′ und somit

fk =
∑
k′
α∗k′kgk′ − βk′kg∗k′ . (3.4.4)

Wir können ebenfalls die Erzeuger und die Vernichter a, a† in Termen von b, b†und
umgekehrt ausdrücken

ak =
∑

αk′kbk′ + β∗k′kb
†
k′

und
bk =

∑
αkk′ak′ − βkk′a†k′ .

Nun kann der jeweilige Vakuumzustand definiert werden

ak |0f〉 = 0



KAPITEL 3. KLEIN-GORDON-FELDER UND DIE FEYNMANSCHE INTERPRETATION33

und
bk |0g〉 = 0.

Betrachtet man nun den Teilchenzahloperator a†kak der f−Moden und wendet diesen
auf das g−Vakuum an, so findet man

〈0g| a†kak |0g〉 = 〈0g|
(∑

α∗p′kb
†
p′ + βp′kbp′

) (∑
αk′kbk′ + β∗k′kb

†
k′

)
=

= 〈0g|
∑
k′,p′

βp′kβ
∗
k′kbp′b

†
k′ |0g〉 = 〈0g|

∑
k′,p′

βp′kβ
∗
k′k

(
b†k′bp′ + δk′p′

)
|0g〉 =

=
∑
k′
βk′kβ

∗
k′k =

∑
k′
|βk′k|2 .

Es kann also sein, dass Beobachter f keine Teilchen wahrnimmt, während Beobachter
g von einem Spektrum an Teilchen ∑k′ |βk′k|

2 umgeben ist. Es stellt sich heraus, das
das Vakuum unter Lorentz-Transformationen invariant ist, jedoch bereits bei ge-
geneinander beschleunigt, bewegten Systemen verschwindet der β−Koeffizient nicht
mehr. Aus Gleichung 3.4.2 kann man ablesen, dass gk keine negativen Frequenzen
enthält sobald der Koeffizient β verschwindet [13].

3.5 Die Feynmansche Interpretation
Die Probleme, die in dieser Arbeit behandelt werden, können natürlich mittels der
Maschinerie der Quantenfeldtheorie gelöst werden. Es gibt jedoch auch einen anderen
Zugang, welcher auf Feynman zurück geht.2Betrachtet man Teilchen Erzeugungs-
oder Vernichtungsprozesse in einem Raumzeitbild so kann eine einfache Interpretati-
on dieser Prozesse gegeben werden. Zum Beispiel bei der Erzeugung eines Elektron-
Positron Paars starten die beiden Weltlinien vom selben Raumzeitpunkt P3 das Po-
sitron propagiert dann solange bis es von einem weiteren Elektron, welches von P1
startet, in P2 vernichtet wird (siehe Abb. 3.5.1).

Alternativ kann man diesen Prozess auch so interpretieren, dass ein Elektron in
P1 startet, in P2 an einem Potential in die Vergangenheit gestreut wird, wo es an P3
erneut an einem Potential gestreut wird und weiter in die Zukunft propagiert (siehe
Abb. 3.5.2).

2Die Feynman Methode reicht völlig aus für die Betrachtung von Streuprozessen. Wenn z.B.
thermische Zustände konstruiert werden sollen benötigt man nichtsdestotrotz die volle Quantenfeld
Theorie.
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b

P3
b

b

P1

P2

Abbildung 3.5.1: Diese Abbildung zeigt die Erzeugung eines Elektron-Positron Paares
in P3. Das Positron propagiert solange bis es von einem Elektron in P2 vernichtet
wird.

b

P3
b

b

P1

P2

Abbildung 3.5.2: Diese Abbildung zeigt die Propagation eines Elektrons. Von P1 bis
P2 propagiert es in die Zukunft. Am Punkt P2 kommt es zu einer Streuung. Von P2
bis P3 in die Vergangenheit und nach erneuter Streuung wieder in die Zukunft.

Ein Antiteilchen kann also, nach Feynman, formal als in die Vergangenheit
reisendes Teilchen betrachtet werden. Betrachtet man ein Teilchen als Wellenpaket

ψ (xm) =
ˆ

d3kA (km) ei(kmxm−ωt),

so erkennt man, dass die Zeitabhängigkeit einzig und allein in dem Faktor e−iωt
steckt, d.h. Zeitumkehr bewirkt einen Vorzeichenwechsel im Exponenten

e−iωt → eiωt,

laut Gleichungen 3.3.1 und 3.3.2 bedeutet dies aber nichts anderes als einen Wechsel
von positiver Frequenz auf negative Frequenz. In Kapitel 5 betrachten wir Streu-
prozesse und starten mit einem Wellenpaket mit positiver und negativer Frequenz
und untersuchen ob die Möglichkeit besteht, eine Streuwelle rein positiver Frequenz
zu erhalten. Nach der Feynmanschen Interpretation würde dies nämlich bedeuten,
dass ein Teilchen vernichtet wurde [16].



Kapitel 4

Klassischer thermischer Energie
Impuls Tensor

4.1 Relativistische Thermodynamik
Bei der üblichen Bose-Einstein-Verteilung, welcher Photonen genügen, handelt es
sich um eine Funktion, welche im Ruhesystem des Beobachters der dieses thermische
Gleichgewicht feststellt definiert ist.

fBE = 1
eβE − 1

mit β = 1
kBT

, wobei kB die Boltzmann Konstante und T die Temperatur ist. Um
diese in relativistischer Form anzugeben betrachten wir den Exponenten βE und
schreiben diesen in einer Lorentz-invarianten Form. Da es sich bei der Energie
um eine, bezüglich des Beobachters, dessen Ruhesystem mit jenem des thermischen
Gleichgewichts übereinstimmt, also relativ definierte Größe handelt, lässt sich der
Exponent βE als β (−uaka) schreiben. Nun definieren wir den Vierervektor βa = βua

[17]. Damit kann die obige Verteilung geschrieben werden als

fBE = 1
e−βaka − 1 .

Ähnlich wie bei den Maxwell-Gleichungen stellt sich die Frage nach dem 4-dimensionalen
Objekt dessen Komponenten der Verteilung entsprechen. Des weiteren muss man die
Lichtartigkeit des Vektors ka in Betracht ziehen, was mit einem Faktor δ+ (k2) getan
werden kann. Dabei beschränkt das + die Vektoren auf zukunftsgerichtete. Letzt-

35
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endlich ist die einzige ausgezeichnete Richtung, die des Vektors ka und somit folgt

T ab = A
kakb

e−βk − 1δ+
(
k2
)
,

mit einer noch unbestimmten Konstante A. Diese kann festgelegt werden indem man
den Erwartungswert der T 00−Komponente des Energie Impulstensors betrachtet,
denn dieser muss das Stefan-Boltzman-Gesetz erfüllen,

E =
〈
uaT

abub
〉
∝ T 4.

Also folgt mit (uk) = −ω, |km| =: k,

〈
uaT

abub
〉

= A

ˆ
d4k

ω2

eβω − 1δ+
(
ω2 − kmkm

)
=

= A

ˆ
d4k

ω2

eβω − 1
δ (ω − k)

2k =

= A

2

ˆ
d3k

k

eβk − 1 = 2πA
ˆ

dk k3

eβk − 1 .

Macht man nun die Substitution βk = x, so führt dies zur korrekten T−Abhängigkeit,〈
uaT

abub
〉

= 2πA
β4

ˆ
dx x3

ex − 1 = 2Aπ
5

15k
4
BT

4 = AσT 4. (4.1.1)

Vergleicht man dies mit dem Stefan-Bolzmann-Gesetz so ist klar, dass für die
Konstante A = 1 gilt.

Daher gilt für den thermischen Energie Impuls Tensor eines Photons

T ab = kakb

e−β(ku) − 1δ+
(
k2
)
,

dieser ist offensichtlich spurfrei.

4.2 Ultrarelativistischer Limes des thermischen Ener-
gie Impuls Tensors

In diesem Abschnitt wollen wir eine Abfolge von Lorentz-Systemen, welche im
Limes Lichtgeschwindigkeit erreichen betrachten. Ziel ist es nun den distributionellen,
ultrarelativistischen Limes, falls dieser existiert, zu berechnen. Dazu betrachten wir

lim
v→1

(
T ab, ϕab

)
. (4.2.1)
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pap̄a

P a

Qa

Abbildung 4.2.1: Diese Abbildung zeigt die Vektorfelder, P a und Qa, welche bei der
Limes Bildung gegen pa verkippen.

Die tensorielle Testfunktion ist gegeben durch

ϕab = ϕµνe
µ
ae
ν
b ,

mit µ, ν = 0, 1, 2, 3.
Des weiteren gilt e0

a = pa, e
1
a = p̄a, e

2
a = ẽ2

a und e3
a = ẽ3

a. Durch diese Zerlegung
können wir Gleichung 4.2.1 in ihre Komponenten zerlegen

lim
v→1

(
T ab, ϕab

)
= lim

v→1

(
T abeiae

j
b, ϕij

)
= lim

v→1

(
T ij, ϕij

)
.

Anstatt dem Limes v → 0 zu bilden, führten wir zwei Vektorfelder, P a = mua

und das dazu konjugierten Räumliche Qa, ein.
Betrachtet man nun Abbildung 4.2.1, so erkennt man das sich die beiden neu ein-

geführten Vektorfelder durch geeignete Linearkombinationen von pa und p̄b darstellen
lassen,

P a = pa + αp̄a

und
Qa = pa + βp̄a.

Die Koeffizienten α und β können mittels der Relationen P 2 = −m2, Q2 = m2

und PQ = 0 bestimmen. Dies führt zu (unter Verwendung von pp̄ = −1)

α = −β = m2

2 .

Im Limes m→ 0 verkippen die beiden Vektorfelder P a und Qa also genau gegen das
lichtartige Vektorfeld pa.

Es folgt somit
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lim
m→0

(
T ab, ϕab

)
= lim

m→0

ˆ
d4k

kakbϕab

e−
β
m

(
pk+m2

2 p̄k

)
− 1

δ
(
k2
)
.

Der Einfachheit halber führen wir die beiden Frequenzvariablen ω = − (p̄k) und
ω̄ = − (pk) ein. Zerlegt man nun die Testfunktion nach ihren Komponenten

ϕab = papbϕ+ p̄ap̄bψ + p(ap̄b)χ+ p(aẽ
i
b)ϕi + p̄(aẽ

i
b)ψi + ẽiaẽ

j
bϕij,

wobei die Testfunktionen (ϕ, ψ, χ, ϕi, ψi, ϕij) jeweils von den Variablen
(
ω̄, ω, k̃eiρ

)
abhängen so folgt,

lim
m→0

(
T ab, ϕab

)
= lim

m→0

1
2

ˆ
dω̄dωd

(
k̃2
)

dφ kakbϕab

e
β
m

(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

δ
(
k2
)

=

= lim
m→0

1
2

ˆ
dω̄dωd

(
k̃2
)

dφ
δ
(
k̃2 − 2 (pk) (p̄k)

)
e
β
m

(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

[
ω2ψ+

+ω̄2ϕ+ ω̄ωχ+ ω̄k̃iϕi + ωk̃iψi + k̃ik̃jϕij
]
.

Durch die Auswertung der δ−Funktion hängen die Testfunktionen nun von den Va-
riablen

(
ω̄, ω,

√
2ω̄ωeiρ

)
ab, was zu

lim
m→0

(
T ab, ϕab

)
= lim

m→0

1
2

∞̂

0

dω̄
∞̂

0

dω
2πˆ

0

dφ 1

e
β
m

(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

[
ω2ψ+

+ω̄2ϕ+ ω̄ωχ+ ω̄
√

2ω̄ωeiρϕi + ω
√

2ω̄ωeiρψi + 2ω̄ωeiρejρϕij
]

führt.
Da wir in erster Linie am Hawking-Effekt interessiert sind, gilt β

m
=: β̃, was bei

genauerer Betrachtung bedeutet, dass T ∝ 1
m

und somit wird das System heißer, je
näher wir dem Grenzwert m = 0 kommen. Betrachtet man nun die obigen Integrale,
in erster Näherung für m = 0, so erkennt man, dass lediglich die Komponente ω2ψ
Probleme macht, den diese verhält sich in der Nähe von Null wie 1

ω̄
. Für alle anderen

folgt im schlimmsten Fall eine Abhängigkeit von 1√
ω̄
und dies ist eine integrierbare

Singularität und daher bleiben diese Beiträge wohldefiniert und endlich. Betrachten
wir nun den divergierenden Teil etwas genauer,

lim
m→0

(
T 00, ψ

)
:= lim

m→0

1
2

∞̂

0

dω̄
∞̂

0

dω
2πˆ

0

dφ
ω2ψ

(
ω̄, ω,

√
2ω̄ωeiρ

)
eβ̃
(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

.
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Dieses Integral ist, im naiven Limes für ω̄ = 0, singulär. Nun kann man sich die
Regularisierungsmethode aus Abschnitt 2.1.5 zunutze machen.

lim
m→0

(
T 00, ψ

)
= lim

m→0

1
2

∞̂

0

dω̄
∞̂

0

dω
2πˆ

0

dφ
ω2ψ

(
ω̄, ω,

√
2ω̄ωeiρ

)
eβ̃
(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

=

= lim
m→0

1
2

∞̂

0

dω̄
∞̂

0

dω
2πˆ

0

dφ
ω2
(
ψ
(
ω̄, ω,

√
2ω̄ωeiρ

)
− ψ (0, ω, 0i)

)
eβ̃
(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

+

+ lim
m→0

1
2

∞̂

0

dω̄
∞̂

0

dω
2πˆ

0

dφψ
(
0, ω, 0i

) ω2

eβ̃
(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

=

= lim
m→0

([
T 00

]
, ψ
)

+ π lim
m→0

∞̂

0

dωψ
(
0, ω, 0i

)
ω2

∞̂

0

dω̄ 1

eβ̃
(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

Der erste Term ist nun an der Stelle ω̄ = 0, wohldefiniert und endlich. Für den

zweiten Teil folgt nach der Substitution eβ̃
(
ω̄+m2

2 ω

)
= x,

∞̂

0

dω̄ 1

eβ̃
(
ω̄+m2

2 ω

)
− 1

= 1
β̃

∞̂

eβ̃
m2

2 ω

dx 1
x (x− 1) =

= 1
β̃

∞̂

eβ̃
m2

2 ω

dx− (x− 1) + x

x (x− 1) = 1
β̃

∞̂

eβ̃
m2

2 ω

dx
( 1
x− 1 −

1
x

)
=

= 1
β̃

log
(

1− 1
x

)
|∞
eβ̃
m2

2 ω
= − 1

β̃
log

(
1− e−β̃m

2
2 ω
)

und somit

lim
m→0

(
T 00, ψ

)
= lim

m→0

([
T 00

]
, ψ
)
− π lim

m→0

∞̂

0

dωψ
(
0, ω, 0i

)
ω2 1
β̃

log
(

1− e−β̃m
2

2 ω
)
.

Finden wir nun eine Testfunkion ψ (ω) := ψ (0, ω, 0i), sodass der zweite Teil divergiert
so existiert die Regularisierung nicht. Betrachten wir also die Funktion

ψ (ω) =


1
ω2 fürω ∈ [ω1, ω2]
0 sonst
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ω̄ω

Abbildung 4.2.2: Durch die Skalierung der Temperatur verkippt die Glechzeitebene
so das es keinen Schnitt mit der von pa aufgespannten Achse gibt. Mit den anderen
Achsen gibt es jeweils endliche Schnittpunkte.

so haben wir das folgende Integral auszuwerten

lim
m→0

π

β̃

ω2ˆ
ω1

dωlog
(

1− e−β̃m
2

2 ω
)
.

Nach der Substitution x = e−β̃m
2

2 ω, wird dieses zu

−lim
m→0

2π
β̃2m2

e−β̃
m2

2 ω2ˆ

e−β̃
m2

2 ω1

dx log (1− x)
x

.

Dies wird zu einer verallgemeinerten Riemannschen Zetafunktion1, denn es gilt

g2 (z) =
zˆ

0

dx log (1− x)
x

.

Es folgt also somit für obiges Integral

lim
m→0

2π
β̃2m2

[
g2

(
e−β̃m

2
2 ω1

)
− g2

(
e−β̃m

2
2 ω2

)]
,

was im Limes, nach der Anwendung von De L’Hospital divergiert. Die Regulari-
sierung existiert also in diesem Fall nicht.

1Die Riemannschen Zetafunktionen sind definiert über gν (z) := 1
Γ(ν)
´∞

0
xν−1

exz−1−1 .
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Die Hyperebene des Beobachters verkippt hier immer mehr gegen eine ω =konstant
Hyperebene (siehe Abb.4.2.2). Dies bedeutet jedoch, dass alle Achsen einen end-
lichen Schnittpunkt mit der Hyperebene besitzen. Das einzige Problem liegt, wie
auch schon die Rechnung gezeigt hat in der pp−Komponente. Physikalisch entspricht
dies dem Doppler-Effekt. Die Divergenz lässt sich somit auf eine unendlich starke
blau-Verschiebung zurückführen. In den anderen Richtungen entsteht ein endliches
Plack-Spektrum.



Kapitel 5

Streuprozesse und
Teilchenvernichtung

In diesem Kapitel untersuchen wir Streuprozesse, eines Klein-Gordon-Feldes und
errechnen mittels Colombeuscher Theorie eine Übergangsbedingung. Haben wir
dann diese Anschlussbedingung erhalten, so betrachten wir ob es Teilchen-Erzeugung
bzw. Vernichtung in solchen Systemen gibt. Wir starten also mit der Klein-Gordon-
Gleichung, die Verallgemeinerung auf gekrümmte Räume besteht darin, die Koordi-
naten Kovariante Ableitung durch die Levi-Civita-Ableitung zu ersetzen.(

∇2 −m2
)
φ = 0

Der Term ∇2φ kann umgeschrieben werden in

∇2φ = gab∇a∂bφ =
(
ηab − fpapb

)
(∂a − Cc

ba∂c) ∂bφ.

Von Gleichung 2.1.6 wissen wir, dass der Cc
ab−Term nicht beiträgt, da sowohl Cca

a = 0
als auch papbCc

ba = 0. Wir finden daher(
∂2 −m2

)
φ = f (p∂)2 φ

die Klein-Gordon-Gleichung in einer pp-Wellen Raumzeit.
Klarerweise ist dies für px 6= 0, die freie Klein-Gordon-Gleichung.
Daher können wir φ−, o.B.d.A. als ebene Welle ansetzen,

φ− = eikx = eika(−pa(p̄x)−p̄a(px)+x̃a) = eik̃x̃e−i(pk)(p̄x)−i(p̄k)(px).

42
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5.1 Colombeausche Anschlussbedingung
Wir starten mit der schwachen Klein-Gordon-Gleichung(

∂2 −m2
)
φ ≈ f (p∂)2 φ. (5.1.1)

Nach Differentiation des Ansatzes φ = θ+φ+ + θ−φ−, erhält man für die diversen
Ableitungen

∂aφ = θ′ (φ+ − φ−) pa + θ+∂aφ+ + θ+∂aφ+,

∂2φ = 2θ′ ((p∂)φ+ − (p∂)φ−)
und

(p∂)φ = θ+ (p∂)φ+ + θ− (p∂)φ−.
Somit folgt nach dem einsetzen in die Klein-Gordon-Gleichung

2θ′ ((p∂)φ+ − (p∂)φ−) ≈ δf̃
(
A (p∂)2 φ+ + (1− A) (p∂)2 φ−

)
,

wobei wir wieder θδ ≈ Aδ verwendet haben. Nach dem Koeffizientenvergleich erhält
man

(p∂)φ+ − (p∂)φ− = 1
2 f̃

(
A (p∂)2 φ+ + (1− A) (p∂)2 φ−

)
. (5.1.2)

Nun benötigen wir eine physikalische Bedingung um die Ambiguität A zu fixieren.
Dazu betrachten wir den Energie Impulstensor des Feldes. (Gleichung 3.2.4)

Nun Berechnen wir daraus den Strom ja = pbT ab . (Dabei verwenden wir, dass ∇
auf ein Skalarfeld schlichtweg zu ∂ wird.)

ja = Tabp
b = ∂aφ (p∂)φ− 1

2pa
((
ηcd − fpcpd

)
∂cφ∂dφ+m2φ2

)
.

und daher

jb = gabja = ∂aφ (p∂)φ− 1
2p

b
(
∂cφ∂cφ+m2φ2 + f ((p∂)φ)2

)
.

Dieser Ausdruck ist divergenzfrei, denn pa ist kovariant konstant, und ∂aT
a
b = 0.

Daher können wir mittels der Gleichung

∂aj
a ≈ 0

die Ambiguität bestimmen.
Da die Assoziation unter der Ableitung erhalten bleibt, berechnen wir zuerst den

Strom ja.
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ja ≈ (θ+ (p∂)φ+ + θ− (p∂)φ−) (θ′pa (φ+ − φ−) + θ+∂
aφ+ + θ−∂

aφ−)

− 1
2p

a [(θ′pc (φ+ − φ−) + θ+∂cφ+ + θ+∂cφ−) (θ′pc (φ+ − φ−) + θ+∂
cφ+ + θ+∂

cφ−)

+m2θ+φ
2
+ +m2θ+φ

2
− + f

(
B ((p∂)φ+)2 − (1− 2A+B) ((p∂)φ−)2 + 2 (A−B) ((p∂)φ+ (p∂)φ−)

)]
≈

≈ −1
2p

aδf̃
[
B ((p∂)φ+)2 + (1− 2A+B) ((p∂)φ−)2 + 2 (A−B) ((p∂)φ+ (p∂)φ−)

]
+ θ+

[
(p∂)φ+∂

aφ+ −
1
2p

a
(
∂cφ+∂

cφ+ +m2φ2
+

)]
+ θ−

[
(p∂)φ−∂aφ− −

1
2p

a
(
∂cφ−∂

cφ− +m2φ2
−

)]
=

= θ+j
a
+ + θ−j

a
− −

1
2p

aδf̃
[
B ((p∂)φ+)2 + (1− 2A+B) ((p∂)φ−)2 + 2 (A−B) ((p∂)φ+ (p∂)φ−)

]
,

wobei wir bei der ersten Assoziation θδ ≈ Aδ und θ2δ ≈ Bδ verwendeten und in der
letzten Zeile die Definition des freien Stroms benutzt haben. Die Divergenz wird nun
nach der Assoziation zu

∂aj
a ≈ δpa

(
ja+ − ja−

)
− δf̃

[
B (p∂)2 φ+p∂φ+ + (1− 2A+B) (p∂)2 φ− (p∂)φ−

+ (A−B)
(
(p∂)2 φ+ (p∂)φ−

)
+ (A−B)

(
(p∂)φ+ (p∂)2 φ−

)]
=

= δ
[
((p∂)φ+)2 − ((p∂)φ−)2

]
− δf̃

[
B (p∂)2 φ+ (p∂)φ+ + (1− 2A+B) (p∂)2 φ− (p∂)φ−

+ (A−B)
(
(p∂)2 φ+ (p∂)φ−

)
+ (A−B)

(
(p∂)φ+ (p∂)2 φ−

)]
=

= δ ((p∂)φ+ + (p∂)φ−) (p∂φ+ − p∂φ−)− δf̃
[
B (p∂)2 φ+p∂φ+ + (1− 2A+B) (p∂)2 φ− (p∂)φ−

+ (A−B)
(
(p∂)2 φ+ (p∂)φ−

)
+ (A−B)

(
(p∂)φ+ (p∂)2 φ−

)]
≈ 0.

Setzt man nun die Anschlussbedingung (Gleichung 5.1.2) ein, so erhält man

δ
{1

2 f̃ δ ((p∂)φ+ + (p∂)φ−)
(
A (p∂)2 φ+ + (1− A) (p∂)2 φ−

)
− f̃

[
B (p∂)2 φ+ (p∂)φ+ + (1− 2A+B) (p∂)2 φ− (p∂) φ−

+ (A−B)
(
(p∂)2 φ+ (p∂)φ−

)
+ (A−B)

(
(p∂)φ+ (p∂)2 φ−

)]}
≈ 0.

Da die gesamte Gleichung zu Null assoziiert ist, muss der Ausdruck in der geschwun-
genen Klammer verschwinden.
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1
2 ((p∂)φ+ + (p∂)φ−)

(
A (p∂)2 φ+ + (1− A) (p∂)2 φ−

)
−B (p∂)2 φ+ (p∂)φ+

− (1− 2A+B) (p∂)2 φ− (p∂)φ− − (A−B)
(
(p∂)2 φ+ (p∂)φ−

)
− (A−B)

(
(p∂)φ+ (p∂)2 φ−

)
= 0

Dies wird nach einigen Umformungen zu,

(A− 2B) (p∂)2 φ+ (p∂)φ+ + (−1 + 3A− 2B) (p∂)2 φ− (p∂)φ−+
+ (−A+ 2B) (p∂)2 φ+ (p∂)φ− + (1− 3A+ 2B) (p∂)φ+ (p∂)2 φ− = 0.

Die Bedingung das jeder einzelne Koeffizient verschwindet, führt zu A = 1
2 und

B = 1
4 .

Somit wird die Anschlussbedingung zu

(p∂)φ+ − (p∂)φ− = 1
4 f̃

(
(p∂)2 φ+ + (p∂)2 φ−

)
, (5.1.3)

bzw. (
1− f̃

4 (p∂)
)

(p∂)φ+ =
(

1− f̃

4 (p∂)
)

(p∂)φ+.

Mit Hilfe der Fouriertransformationen ψ+, ψ−
1 können wir Gleichung 5.1.3 in Form

einer Caylay-Transformation schreiben

ψ+ =
1− if̃(pk)

4

1 + if̃(pk)
4

ψ−. (5.1.4)

5.2 Schrödinger Gleichung
Um Streuprozesse zu untersuchen ist es einfacher mit einer Anfangswertformulierung
zu starten. Die Vorstellung in diesem Teil der Arbeit ist die folgende: ein Wellenpaket
(mit positiver und negativer Frequenz) propagiert auf den Schock zu, an der Stelle
px = 0 trifft sie den Schock. Das Enddatum des einfallenden Wellenpakets ψ− wird
jetzt nach der Vorschrift unserer Anschlussbedingung in ein Anfangsdatum für ein
ausfallendes Wellenpaket ψ+ übersetzt. Um von der Klein-Gordon-Gleichung auf
die Schrödinger Gleichung überzugehen, machen wir eine Fouriertransformation in
der Variable p̄k. Wir starten mit der freien Klein-Gordon-Gleichung in lichtartigen
Koordinaten, (

−2 (p∂) (p̄∂) + ∂̃2 −m2
)
φ = 0.

1φ =
´

d (pk) e−i(pk)(p̄x)ψ
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Für eine monochromatische Welle, φ = e−i(pk)(p̄x)ψ, folgt

i (p̄∂)ψ =

− ∂̃2

2 (−pk)︸ ︷︷ ︸
Hfree

+ m2

2 (−pk)

ψ (5.2.1)

bzw. in Koordinaten, mit pk = −ω̄, p̄k = −ω, px = −u, p̄x = −v und p̄∂ = ∂u,

i∂uψ =

− ∂̃
2

2ω̄︸ ︷︷ ︸
Hfree

+ m2

2ω̄

ψ = Hψ.

Hier identifizieren wir u mit der Zeit und H mit dem zeitunabhängigen Hamilti-
on-Operator. Von der mathematischen Struktur ist dies natürlich eine Schrödinger
Gleichung und kann somit genauso mit einem Zeitentwicklungsoperator gelöst wer-
den

ψ = U (u) Ψ (x̃) .

Hierbei ist der Zeitentwickler gegeben durch

U = e−iHu.

5.3 Teilchen Vernichtung
In diesem Abschnitt ist es aufgrund der Unterscheidung zwischen positiver und ne-
gativer Frequenz sinnvoll von den Invarianten in ein konkretes Koordinatensystem,
wie im vorherigen Abschnitt, überzugehen. Für eine Minkowski-Mode folgt daher

fk = eikx = eik̃x̃e−iω̄ve−iωu.

Da wir u als Zeitvariable interpretieren bedeutet positive Frequenz

∂ufk = −iωfk , k− > 0.

Wir starten also unterhalb des Schocks mit der Welle

φ− = E
(
k̃E, ω̄E

)
eik̃E x̃e−iω̄Eve−iωEu +R

(
k̃R, ω̄R

)
eik̃Rx̃eiω̄RveiωRu,
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u = 0

Abbildung 5.3.1: Die Abbildung zeigt einen Teilchenvernichtungsprozess an der licht-
artigen Hyperebene.

mit k− = k̃2

2ω̄ . Nach der Fourier Transformation in der Variable v (und der korrespon-
dierenden Frequenz Variable ω̄) folgt

ψ− = E
(
k̃E, ω̄E

)
eik̃E x̃e−i(ω̄E−ω̄)ve−iωEu +R

(
k̃R, ω̄R

)
eik̃Rx̃ei(ω̄R+ω̄)veiωRu.

Für ψ+|u=0 = C (x̃, ω̄)ψ−|u=0
2 ergibt sich somit

ψ+|u=0 = C (x̃, ω̄)E
(
k̃E, ω̄E

)
eik̃E x̃e−i(ω̄E−ω̄)v+

+ C (x̃, ω̄)R
(
k̃R, ω̄R

)
eik̃Rx̃ei(ω̄R+ω̄)v.

Zerlegt man dies nun in ebene Wellen so erhält man

ψ+|u=0 = E
(
k̃E, ω̄E

)
e−i(ω̄E−ω̄)v

ˆ
dl̃C̃

(
ω̄E, l̃ − k̃E

)
eil̃x̃+

+R
(
k̃R, ω̄R

)
ei(ω̄R+ω̄)v

ˆ
dl̃C̃

(
−ω̄R, l̃ − k̃R

)
eil̃x̃

mit

C̃ (ω̄, q̃) = 1
4π2

ˆ
dx̃

1 + if̃ ω̄
4

1− if̃ ω̄
4

e−iq̃x̃,

Um nun tatsächlich einen Vernichtungsprozess möglich machen zu können, dürfen in
ψ+ nur Moden positiver Frequenz auftauchen (siehe Abb. 5.3.1), d.h.

2C (x̃, ω̄) bezeichnet die Caylay-Transformation aus Gleichung 5.1.4
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E
(
k̃E, ω̄E

)
e−i(ω̄E−ω̄)v

ˆ
dl̃C̃

(
ω̄, l̃ − k̃E

)
eil̃x̃+

+R
(
k̃R, ω̄R

)
ei(ω̄R+ω̄)v

ˆ
dl̃C̃

(
ω̄, l̃ − k̃R

)
eil̃x̃ =

= e−i(ω̄T−ω̄)v
ˆ

dl̃T
(
l̃, ω̄T

)
eil̃x̃,

was wiederum zu

e−i(ω̄E−ω̄)vE
(
k̃E, ω̄E

)
C̃
(
ω̄, l̃ − k̃E

)
+ ei(ω̄R+ω̄)vR

(
k̃R, ω̄R

)
C̃
(
ω̄, l̃ − k̃R

)
=

= e−i(ω̄T−ω̄)vT
(
ω̄T , l̃

)
,

führt. Man sieht sofort das diese Gleichung nur erfüllt sein kann, wenn der zweite
Term verschwindet, und ω̄E = ω̄T =: ω̄, denn dann ist der Transmissions-Koeffizient
bestimmt durch

T
(
ω̄, l̃

)
= E

(
k̃E, ω̄

)
C̃
(
ω̄, l̃ − k̃E

)
.

Da unsere Problemstellung R
(
k̃R, ω̄R

)
6= 0 verlangt, ist die einzige andere Möglich-

keit, dass C̃
(
−ω̄R, l̃ − k̃R

)
= 0. Hat C̃ betrachtet als Funktion von −ω̄R also eine

Nullstelle so ist Teilchen Vernichtung möglich, da wir über ω̄R frei verfügen kön-
nen. Gibt es keine Nullstellen in der Fourier Transformierten, so ist dieser Prozess
ausgeschlossen.

Wenn wir unsere Raumzeit um eine Dimension reduzieren,
(
f̃ = 4x

)
so kann die

Fouriertransformation, explizit ausgerechnet werden

C̃
(
−ω̄R, l̃ − k̃

)
= −δ

(
l̃ − k̃

)
− 2
ω̄R

exp
(
l̃ + k̃

ω̄R

)
θ
(
l̃ − k̃

)
,

und man erkennt, dass C̃ (ω̄R) hier keine Nullstelle besitzt und es daher auch keine
Teilchenvernichtung in drei Dimensionen gibt. Die Lösung für die Aichelburg-
Sexl-Geometrie ist nicht trivial und wird in weiterführenden Arbeiten behandelt
werden.

5.4 Penrose Klebemethode (Scissors and Paste)
Die von Penrose vorgeschlagene Methode lässt sich am einfachsten illustrieren in-
dem man den flachen Raum entlang einer lichtartigen Hyperebene aufschneidet. Nach
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dem teilen des Raumes wird eine Koordinatentransformation durchgeführt. Anschlie-
ßend werden die Teile wieder verklebt und die Transformation wird (im distributio-
nellen Sinne) wieder Rückgängig gemacht. Diese Methode ist gängig um Probleme
dieser Form zu lösen. Die Raumzeit wird auseinander geschnitten, und dann im Sinne
der Penrose-Anschlussbedingung wieder verklebt. Die Bedingung stetiger Geodäten
fixiert uns diese Anschlussbedingung. In Abschnitt 2.1.7 sahen wir, dass die Geodäten
an px = 0 einen Sprung in der p̄x−Koordinate machen. (Gleichung 2.2.10) Es wird
also die Koordinatentransformation v → v − 1

2 f̃ , an der Stelle u = 0 durchgeführt.
Die Ebene Welle wird unter dieser Transformation zu,

eik̃x̃e−iω̄[v− 1
2 f̃]e−iωu = e i2 ω̄f̃eik̃x̃e−iω̄ve−iωu.

Bezeichnet man nun A (ω̄, x̃) = e i2 ω̄f̃ , so können wir der Methode aus dem vorherigen
Abschnitt exakt folgen und erhalten für die Fouriertransformation

Ã
(
ω̄, l̃ − k̃

)
= 1

(2π)2

ˆ
dx̃e−i(l̃−k̃)x̃e i2 ω̄f̃ .

Dieses Integral ist nun tatsächlich für die Aichelburg-Sexl-Geometrie lösbar (f̃ =
−4 log (x̃2)) und es folgt [18]

A
(
ω̄, l̃ − k̃

)
= Γ (1− 2iω̄)

4πΓ (2iω̄)

 4(
l̃ − k̃

)2


1−2iω̄

.

Betrachtet man nun noch einmal die Cayley-Transformation so kann man diese in
die Form

C (ω̄, x̃) = exp

i arctan

 2
(
ω̄f̃
4

)
1−

(
ω̄f̃
4

)2




bringen. Betrachtet man nun kleine Argumente (
(
ω̄f̃
4

)
<< 1) so kann man den Term

im Nenner vernachlässigen. Macht man nun noch eine Reihenentwicklung für den
Arcus Tangens, (arctan (x) = x+O (x3)) so folgt in erster Ordnung

C (ω̄, x̃) u e i2 ω̄f̃

was genau der Penrose Anschlussbedingung entspricht. Also liefert die Colom-
beausche Anschlussbedingung noch höhere Ordnungsterme und somit Korrekturen
zur „Scissors and Paste“ Methode. Was man jedoch anhand dieser Methode sagen
kann ist, dass es in erster Ordnung keine Teilchenvernichtung gibt, da die Fourier-
transformierte Ã (ω̄) keine Nullstellen besitzt.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden Teilchenenerzeugungs- und Vernichtungsprozesse
in impulsiven pp-Wellen Geometrien untersucht. Die Motivation dieser Untersuchung
stammt aus der Tatsache, dass diese Geometrie als ultrarelativistischer Grenzwert
stationärer schwarzer Löcher auftreten und somit mit einem entsprechenden Analo-
gon zur Hawkingschen Strahlungsformel zu rechnen ist. Die Hauptaspekte dieser
Arbeit sind der ultrarelativistische Limes des thermischen Energie Impuls Tensors
und die Berechnung des Streuprozesses. Das Ergebnis des ultrarelativistischen Li-
mes deutet klar auf die Möglichkeit von Teilchenvernichtung hin. Das Ergebnis der
Streurechnung zeigt, das es zumindest unter gewissen Umständen Teilchenvernich-
tung gibt. Die Lösung des Problems für die Aichelburg-Sexl-Geometrie ist nicht
trivial und konnte im Rahmen dieser Arbeit nur als Näherung angegeben werden. In
dieser Näherung ist keine Teilchenvernichtung möglich. In weiterführenden Arbeiten
wäre es interessant höhere Ordnungsterme oder sogar die exakte Lösung für dieses
Problem anzugeben. Ein weiterer interessanter Aspekt könnte eine quantenfeldtheo-
retische Rechnung und die Berechnung thermischer Zustände sein.
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