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Kurzzsammenfassung

In dieser Arbeit werden die Autofrettage eines dickwandigen Rohres und die Grenzen
einer sinnvollen Anwendung dieser behandelt. Es wird, unter Vereinfachungen, der
Spannungszustand eines mit Innendruck belasteten, dickwandigen Rohres mit Hil-
fe analytischer Gleichungen beschrieben. Hierbei wird der rein elastische, wie auch
der elastisch-plastische Bereich des Rohres behandelt. Insbesondere das Rohrende im
ebenen Spannungszustand. Dies wird unter Anwendung der FlieBbedingungen nach
TRESCA erreicht. Bei einer anschlieBenden Entlastung werden die im Rohr ver-
bleibenden Eigenspannungen durch analytische Gleichungen beschrieben. Zusétzlich
werden die Ergebnisse mittels einer Finite-Elemente-Analyse verifiziert.



Abstract

This master thesis aimes to describe the Autofrettage of a thick-walled cylinder. An-
other goal will be to discover its limits to provide a reasonable use. Under simplified
assumptions, the stress condition of a thick-walled cylinder under pressure from its
inside will be examined by using analytical equations. Therefore, it is important to
not only focus simply on the elastic but also on the elastic-plastic range of the cylin-
der. To obtain these results the yield criterions according to TRESCA will be applied.
The remaining residual stress in the cylinder after a subsequent decrease of pressure
will also be described with analytical methods. In addition to that, the results will
be verified by using finite element analysis.
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1. Einleitung

1.1. Aufgabenstellung

In dieser Arbeit gilt es, aufbauend auf die Bakkalaureatsarbeit [2], den Spannungszu-
stand eines dickwandigen Rohres mit Hilfe analytischen Gleichungen zu beschreiben.
Weiters ist eine Finite Elemente Studie anzufertigen, um die analytisch berechneten
Gleichungen zu verifizieren. Unter einem isothermen Zustand wird an dem Rohr eine
Autofrettage durchgefiihrt, die das teilweise Plastizieren des Querschnitts zur Folge
hat. Dieses Plastizieren wird mithilfe der FlieSbedingung nach TRESCA beschrieben.
Das Modell, des plastizierenden dickwandigen Rohres ist unter folgenden Vereinfa-
chungen zu beschreiben:

e Es wird ein isothermer Zustand vorausgesetzt
¢ Es handelt sich um ein homogenes isotropes Material
e Man geht von einem elastisch ideal-plastischen Materialverhalten aus.

o Das Modell wird im Ebenen Spannungszustand betrachtet (freier, unbelasteter
Endquerschnitt des Rohres).

¢ Die Verzerrungen sind gegeniiber der Geometrie des Rohres sehr klein gegeniiber

eins. Es werden daher linearisierte Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen her-
angezogen.

1.2. Begriffserklarung

Wichtige Begriffe aus der Bakkalaureatsarbeit [2] sind daraus ibernommen und noch-
mals aufgefiihrt.



1.2. Begriffserkldrung

1.2.1. Autofrettage

Bei dickwandigen Rohren oder Bohrungen in massiven Bauteilen lassen sich durch
eine einmalige Beanspruchung mit sehr hohem Innendruck an der Innenwand giinsti-
ge Druckeigenspannungen in Umfangsrichtung erzeugen, da es an der Innenoberfliche
zum Plastizieren und somit nach Entlastung zu Eigenspannungen kommt. Dieses Ver-
fahren, auch Autofrettage genannt, wurde urspriinglich an Geschiitzrohren und spéter
an Druckbehéltern angewandt. Heute findet es vor allem an Bauteilen von PKW Die-
seleinspritzsystemen Anwendung. So werden Innendruck-beaufschlagte Komponenten,
wie z. B. Gehduse, mit Innendriicken bis zu 6000 bar, verfestigt. Dadurch kommt es zu
einer Dauerfestigkeitssteigerung und damit verbunden zu einer héheren Lebensdauer
der Bauteile. Nahtlos gezogene Einspritzleitungen werden ebenso mit diesem Verfah-
ren verfestigt, sodass Leitungen aus St30Al Driicke iiber 1500 bar beherrschen.[4,
S.213] [9, S.383,392]

1.2.2. Isotropes Material

Sind die physikalischen Eigenschaften eines homogenen Materials in jedem Punkt
gleich und von der Richtung unabhéngig, spricht man von einem homogenen isotro-
pen Material. Fiir Metalle ist diese Néherung in einem gewissen Bereich sehr gut
zutreffend. [8, S.165]

1.2.3. EVZ-Ebener Verzerrungszustand

Der Ebene Verzerrungszustand bezeichnet ein dreidimensionales Modell, das in einer
Richtung keine Verzerrungen aufweist, jedoch in den beiden anderen Richtungen Lan-
gendnderungen auftreten. Unter dieser Voraussetzung kommt es in der verzerrungsfrei-
en Richtung ebenfalls zu Spannungen. Diese Behinderung der Langenédnderung kann
z. B. durch eine Einspannung erreicht werden. [6, S.148f]

€, =0 JET, Y, 2



1.3. Materialeigenschaften

ESZ-Ebener Spannungszustand

Der Ebene Spannungszustand bezeichnet ein dreidimensionales Modell, bei dem zwei
Hauptnormalspannungen auftreten und die dritte Hauptnormalspannung gleich null
ist. Diesen Zustand findet man an einer freien, unbelasteten Oberfliche oder bei sehr
diinnen Blechen die nur in ihrer Ebene belastet werden. [5, S.46f]

0. =0 JET P, 2

(z ist hier die Richtung der Normalen auf die freie Oberflache)

1.2.4. Vektoren und Rechenregeln

Die Darstellung der Vektoren erfolgt klar gekennzeichnet mit @. Generell gilt die Ein-
stein’sche Summenkonvention, es wird also iiber Ausdriicke mit doppelt auftretende
Indizes summiert. Es sei noch das Kronecker-Delta d;; erwéhnt, fiir das gilt:

1 fallsi=j
0ij = 0
0 fallsi#j

1.3. Materialeigenschaften

Da sich um ein homogenes, isotropes Material handelt, das es zu Untersuchen gilt,
wie es auch schon in der Bakkalaureatsarbeit [2] der Fall war, werden hier die Mate-
rialeigenschaften von [2, S.7f] nochmals angefiihrt.

Abbildung 1.1 zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines duktilen Werkstoffs
mit einem rein elastischen Bereich bis zur Streckgrenze R, bzw. AnfangsflieBspannung
or, einer ausgeprigten Streckgrenze und mit anschlieBendem elastisch-plastischen

Verhalten. Hier wird iiblicherweise die nominelle Spannung ¢ = A% als Funktion der
nominellen Dehnung ¢ = lA—Ol mit Ag und lg, dem Querschnitt bzw. der Messldnge im

unverformten Zustand, ermittelt vom einachsigen Zugversuch, dargestellt. Wird das
Maximum der Spannung-Dehnungs-Kurve, die Zugfestigkeit R,, erreicht, so beginnt



1.4. Verzerrungen

das Einschniiren der Zugprobe. Gut kaltumformbare Werkstoffe weisen ein solches
Verhalten auf. [7, S.102f]

Abbildung 1.2 zeigt ein elastisch-ideal plastisches Materialverhalten. Es kommt zu
keiner Verfestigung. Diese Idealisierung ist fiir duktile Stdhle mit ausgeprégter Streck-
grenze eine gute Naherung, wenn nur kleine plastische Verzerrungen auftreten.

o o
R, \
R, = | Bruch 7F |
o
r Ao
= Hooksche Hooksche
Gerade - Gerade .
& €

Abbildung 1.1.: Spannung-Dehnungs Dia- Abbildung 1.2.: Spannung-Dehnungs Dia-
gramm eines Werkstoffes mit ausgepragter gramm eines elastisch ideal plastischen Mate-
Streckgrenze rials

1.4. Verzerrungen

Fir die Betrachtung des Verformungszustandes, wird der Verschiebungsvektor 4 im
zylindrischen Koordinatensystem, wie auch der Spannungstensor, auf den unverform-
ten Zustand bezogen. Hierbei bezeichnet u die Verschiebung in radialer Richtung,
x eine Verdrehung um jene Achse, die mit €, zusammenféllt und w die axiale Ver-
schiebung. Wobei €, die Langsachse des Rohres darstellt. Dies und Nachfolgendes ist
ebenfalls unter [2] ersichtlich und teilweise von dort entnommen.

Da wir voraussetzen, dass die Verschiebungsgrofien (u,v,w), die Komponenten des
Verschiebevektors @, klein gegeniiber den Abmessungen sind und somit die Kleinheit
der Verzerrungen gegeben ist, konnen die linearisierten Verschiebungs-Verzerrungs
Beziehungen von [8, S.160f] bzw. [2, S.10f] fiir die Berechnung herangezogen werden.

Diese lauten:



1.5. Spannungszustand

0 1 0u ox
Epp = 871; (1.1) Yro = 2erp = v g +tro (1.4)
u  Ox ox 1ow
= —+ = (1.2 = = 24 277
Epp r + D ( ) Yooz 25<pz Taz + r Op (1'5)
ow ou Ow
€z = 5 (1.3) Vor = 264 = 9% + o (1.6)
v
it oy = 1.
mit x . ( 7)

Wobei e, die Dehnung in radialer Richtung, €, die Dehnung des Umfanges und ¢,
die axiale Dehnung ist. ¢;; fiir ¢ # j mit ¢, € r, ¢, 2, stellen die zugehoérigen Schub-
verzerrungen bzw. die Schubwinkel ~;; mit 7,5 € r, ¢, z, dar. Die genaue Herleitung
dieser Gleichungen ist ausfiihrlich unter [2] und auch [8, S.171f] nachzuschlagen.

1.5. Spannungszustand

In dieser Arbeit wird der Cauchy’sche Spannungstensor (1.8), somit die auf den ver-
formten Zustand Betrachtungsweise, gewahlt. Wie auch schon im Punkt 1.4 erwdhnt
wurde. Hierbei werden o; fiir 7,5 € 7, ¢,z mit ¢ = j als Normalspannungen und mit
i # j als Schubspannungen bezeichnet. Dieser Punkt richtet sich nach [5, S.44f] bzw.
ist auch unter [2] genauer nachzulesen.

Orr Orp Oprz
S=|0pr Opp 0Opz (1.8)
Ozr Ozp Ozz
Das in der nachfolgenden Berechnung gewéhlte zylindrisches Koordinatensystem fallt

mit den Spannungshauptachsen zusammen. Somit kann statt (1.8) folgendes geschrie-
ben werden:

cpo 0 O
S=|0 o3 0 (1.9)
0 0 g3

Wobei 01, 09, o3 die drei Hauptnormalspannungen sind. Liegt das Koordinatensystem
in den Spannungshauptachsen, so gilt fiir alle Schubspannungen o;; = 0 fiir i # j. [8,
S.159f]



1.6. HOOKE’sches Gesetz

1.6. HOOKE’sches Gesetz

Da dieser Punkt schon in der Bakkalaureatsarbeit [2] angefithrt wurde, aber fiir diese
Arbeit ebenfalls eine wesentliche Rolle spielt, wird ein Teil dieses Punktes hier zur
Einfiihrung wiederholt.

Das von Robert HOOKE 1678 veroffentlichte und unter dem Namen ,,HOOKE’sches
Gesetz“ bekannt gewordene Gesetz, beschreibt den proportionalen Zusammenhang
von elastischer Verformung zur einwirkenden Belastung. Giiltigkeit besitzt dieses li-
neare Verhalten nur im rein linear elastischen Bereich von homogenen, isotropen Ma-
terialien. Vorausgesetzt, das Material entspricht diesem Materialverhalten, lautet das
HOOKE’sche Gesetz in der Form eines linear elastischen Werkstoffgesetzes folgender-
mafen: [8, S.165]

l v 1
Oij = 1, |G T T g, ki (1.10)
bzw.
1
5 = 5 [+ V) oij — vouedij] (1.11)

Mit 4,5 € z,y, z flir das kartesische und i,j € r, ¢, z fiir das zylindrische Koordina-
tensystem.

Hierbei bezeichnet v die Querdehnungszahl und F den Elastizitdtsmodul.

1.6.1. ESZ- Ebener Spannungszustand

Unm fiir die nachfolgende Berechnung einen besseren Uberblick herzustellen, werden die
Gleichungen des HOOK’schen Gesetzens (1.10) bzw. (1.11)fiir den Ebenen Spannungs-
zustand angeschrieben: Hier geben die Gleichungen (1.12) bis (1.14) die Verzerrungen
in Hauptachsenrichtung, und (1.15) bis (1.17) die Hauptnormalspannungen fiir den
Ebenen Spannungszustand wieder.



1.7. Fliefbedingung nach Tresca

1 E v
Err = = [(1 +v)orr — v (UTT + O’tﬂp)} (1.12) Tpp = m |:E7‘7‘ + 1_ 2, (ETT oot Ezz)i| (1.15)
1
€ =—|(14+v)o —vl|opr+o (1.13) E
e =4 [( e ( rr W’)} Soe = T3 |Sew + % (g,,,,,, + cpp +szz) (1.16)
1 Y -
€22 = — [71/ (0'7‘7‘ + wa)] (1.14)
E v
7e = 0= T [t gy (B e tess) | D)

1.6.2. EVZ- Ebener Verzerrungszustand

Der Vollstédndigkeit wegen, werden auch die Gleichungen des HOOK’schen Gesetzens
(1.10) bzw. (1.11) fiir den Ebenen Verzerrungszustand angeschrieben. Gleichung (1.18)
bis (1.20) beschreiben wiederum die Verzerrung in den Hauptachsenrichtungen, und
Gleichung (1.21) bis (1.23)geben die Hauptnormalspannungen fiir den Ebenen Ver-
zerrungszustand wieder.

1 E v
Epp = % [(l +v)orr —v (om- + ooy + ozz)] (1.18) Opp = 0 [Err + — (Err + EWP):| (1.21)
1
cop=— |14+ v)ope — v (or +0pp + 022 (1.19) E v
E1 [ ( )] oo = 1o e T 755 (a,‘r + gw) (1.22)
Ezzzo:g [(1+V)Uzz_V<Ur7~+0¢¢+azz)] (1.20) E v
O e (s,,.,,. + ew) (1.23)

1.7. FlieBbedingung nach Tresca

Dieser Punkt ist ebenfalls von [2] entnommen und dient hier als grundlegenden Er-
lauterung zum Thema Flieflen. Die im Jahre 1864 von Henri TRESCA verdffentlichte
Hypothese gab erstmals Antwort auf die Frage, wann Flielen einsetzt bzw. wann die
Funktion der FlieBflache F' = 0 wird. Die FlieBbedingung von TRESCA geht davon
aus, dass der rein elastische Bereich endet und es somit zu plastischen Verformungen
kommt, wenn der Betrag der grofiten Schubspannung |7,,4.| einen kritischen Wert kp
erreicht. Aus diesem Grund wird die TRESCAsche Fliebedingung auch als Schub-
spannungshypothese bezeichnet. In dieser Arbeit wird ausschlieflich diese Fliebedin-
gung verwendet.



1.7. Fliefbedingung nach Tresca

F=0 & |Tlmae =kr
baw.  (|T|mae)® — k% =0 (1.24)

Die Gleichungen zur Beschreibung der Hauptschubspannungen, nachzulesen unter [8,
S.161], lauten:

1 1 1
71| = 5\02 —o3] ; |ml= 5\01 —o3l ;5 |m|= 5\01 — 09 (1.25)

Da die Voraussetzung getroffen wurde, dass es zu keinerlei Verfestigung kommt, kann
im elastisch-plastischen Bereich die betragsméfig groBite Hauptschubspannung |74z
nicht einen Wert annahmen, der iiber der AnfangsflieBspannung o liegt. Daher er-
geben sich fir die Funktion der FlieBbedingung nur zwei mogliche Zusténde (siehe
hierzu Tabelle 1.1):

Mogliche Zusténde fiir die Funktion F

F=0 elastisch-plastischer Bereich
F<0 elastischer Bereich

Tabelle 1.1.: Mogliche Werte fiir die Funktion F

Weiters wird plastische Stabilitdt des Werkstoffes vorausgesetzt. Um dies zu erreichen,
muss der von der Fliefflache eingeschlossene Bereich konvex sein. Ein Bereich ist dann
konvex, wenn er zu je zwei Punkten auch deren Verbindungsgeraden génzlich enthélt.
Die Randpunkte sind hier inbegriffen. Wird dies nicht erfiillt, ist er nicht konvex.
Daniel C. DRUCKER, formulierte hierzu das DRUCKER’sche Stabilitétskriterium.

(Uij - OO'ij) de’fgj >0 (1'26)

In dieser Ungleichung ist Ooij der Spannungstensors eines Ausgangszustandes auf oder

im Inneren des FlieBkorpers, o;; der tatséchliche Spannungszustand und dé‘f]l. die dif-
ferentielle zugehorige plastische Verzerrungsianderung. [3, S.139f]



1.7. Fliefbedingung nach Tresca

Flieflen tritt dann ein, wenn laut Tabelle 1.1 die Gleichung F' = 0 erfiillt ist. Da dabei
mindestens einer der Absolutwerte fiir die Hauptschubspannungen(7y,72,73) gleich op
ist, gilt:

F = (7'12 — k%) (722 — k%) (7'32 — k‘%) =0 (1.27)

Zumindest einer der Klammerausdriicke wird beim Einsetzen des Plastizierens null
und erfiillt somit die Fliebedingung F' = 0.

Driickt man die Hauptschubspannungen der Gleichung (1.27) durch die zugehorigen
Hauptnormalspannungen mit Hilfe der Gleichungen (1.25) aus, erhélt man die Flie§3-
bedingung nach TRESCA, abhéngig von den drei Hauptnormalspannungen:

1
F = Z(Jg—ag)Q—k‘%

1
1 (o1 — 03)* — k% 1 (o1 —09)* — k3| =0 (1.28)

I II II1

1

Siehe hierzu [11, S.34f]

1.7.1. Bestimmung des kritischen Spannungszustandes fiir den
FlieBbeginn

Dieses Kapitel wurde mit Hilfe [10] und [11, S.36] berechnet.
Um diesen kritischen Wert k7 zu bestimmen, braucht es den einachsigen Zugversuch.
In diesem tritt nur eine Hauptnormalspannung auf, und es kann somit der rein werk-

stoffabhéngige Wert kr betimmt werden.

Die Hauptnormalspannungskomponenten eines einachsigen Zugversuchs lauten:

01 = 0F 02:0 0‘3:0 (1.29)

Ist die Bedingung op = op erfillt, befindet man sich am Ende der HOOKE’schen
Geraden und somit am Ende des rein elastischen Bereichs; es kommt zum Flieflen.



1.8. Normalitéatsregel

Eingesetzt in die Fliebedingung nach TRESCA (1.27) bzw. (1.28) ergibt sich dem-
zufolge:

F=|-#}| % (op)? — kT] i (op)? — k3| =0
woraus sich der Wert kr bestimmen lasst:
b = %UF (1.30)
Somit ergibt sich die FlieBbedingung zu
F=0y—03—0p=0 (1.31)

1.8. Normalitatsregel

Dieses Kapitel folgt den korrespondierenden Ausfithrungen von Betten [3] und wurde
teilweise [2] entnommen.

Nachdem gezeigt wurde, dass der rein elastische Bereich eines elastisch-ideal plasti-
schen, isotropen Materials mit dem HOOKZE’schen Gesetz beschrieben werden kann
stellt sich die Frage, wie sich das Material verhélt, wenn man an dieser Bereichsgrenze
eine weitere Laststeigerung durchfiihrt. Es wird angenommen, dass sich die elastischen
und die plastischen inkrementellen Verzerrungen in einem solchen Material additiv zu-
sammensetzen [3, S.3]:

eij = €55 + er; bzw. dey = de§l + del; (1.32)

Da bei einer Laststeigerung an der Flieigrenze der Spannungszustand vom Span-
nungsraum nicht aulerhalb der FlieBfliche liegen kann, ist das Material bestrebt sich
plastisch zu verformen. Es kommt zum Flieflen. Da dies mit dem kleinst moglichen
Aufwand geschieht, bedeutet dies, dass mit der verrichteten plastischen Arbeit Jijdsfj
die Verzerrungen bestrebt sind, sich zu maximieren. Geht man von der plastischen
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1.9. Lokale Gleichgewichtsbedingung

Arbeit aijdazfj, mit dem vorhandenen Spannungszustand o;; und einem fiktiven sta-
tisch und plastisch zuléssigen Spannungszustand J?j aus, so kann man sagen, dass die

plastische Arbeit doijefj dem Prinzip der maximalen plastischen Arbeit entspricht.

(0 — o) deb; > 0 (1.33)

Das Prinzip der maximalen plastischen Arbeit besagt nun, dass unter allen mogli-
chen angenommenen statisch und plastisch zuldssigen Spannungszustédnden &;;, der
tatsachlich eingenommene Spannungszustand o;; die plastische Arbeit zu einem Ma-
ximum macht. Durch Losen dieser Extremwertaufgabe(1.34), die genauer in [2] be-
handelt wird, gelangt man zur sogenannten Normalenregel. Hierbei stellt d\ einen
Proportionalitatsfaktor dar und nicht mehr einen Lagrangen Multiplikator dAy..

de?. = dALaac(:]) (1.34)
2]

Man erkennt an der Gleichung (1.35), dass die plastische Verzerrung in Richtung der

auf die Fliefifliche stehenden Normalen %ﬁj) zeigt. Deshalb spricht man auch von

der Normalenregel.

OF (0i;)

1.9. Lokale Gleichgewichtsbedingung

Durch Heranziehen eines infinitesimal kleines Volumselement in Zylinderkoordinaten,
an dem ein Kréiftegleichgewicht angesetzt wird, gelangt man auf die allgemeinen lo-
kalen Gleichgewichtsbeziehungen (1.36), (1.37) und (1.38). Die Herleitung dieser, ist
im Anhang unter Punkt A.1 angefithrt und kann auch in [2] bzw. auch in dhnlicher
Form in [8, S73f] nachgeschlagen werden.

11



1.9. Lokale Gleichgewichtsbedingung

. 1 do do 100 R

e . (Orr — Opp) BZT + a;r + - 8$T +qvr =0 (1.36)

o do oo do. R

€<p : ; (O-LPT + U’r’cp) + a;cp + a/jp + 8;?’0 -+ quo = O (137)
0 0 1 10

é. T S 4 Gy = 0 (1.38)

0z or r r Oy

Da es sich bei dem dickwandigen Rohr um eine axialsymmetrische Problemstellung
handelt, erfahrt die punktuelle Spannungskomponente iiber eine Winkeldnderung kei-
ne Wertednderung. Es gilt daher:

0oy _0 ’ 0oy, _0 ’
D e

0oy

= 1.
5o =0 (1.39)

Eine weiter Folgerung bei einer vollstdndigen Axial-Symmetrie ist:

Ozp = Ozp (1.40)

Weiters wird vorausgesetzt, dass keine Volumskréifte am infinitesimalen kleinen Volu-
men wirken:

qvr = qve = qvz = 0 (1.41)

Dadurch vereinfachen sich die zuvor angeschrieben Gleichungen zu:

1 00, Oy
c 2 (g — DOer - 1.42
€ r (U U‘PSD) + az (97" 0 ( )
_ 00,y do,
€p . (Opr + 0py) + % aT(p =0 (1.43)
do,, Oor, 1
e, —Opy = 1.44
‘ 0z + or * r’ 0 (1.44)

Diese Gleichungen beschreiben das lokale Gleichgewicht in einem langen, dickwandi-
gen Rohr. Um analytisch Gleichungen der Hauptnormalspannungen in einem dickwan-
digen Rohr zu finden, muss noch eine zusétzliche Einschrankungen getroffen werden.

12



1.9. Lokale Gleichgewichtsbedingung

So muss vorausgesetzt werden, dass auch die Meridianflache, des axialsymmetrischen
Korpers, schubspannungsfrei ist. Sprich es gilt: ¢,, = 0. Wie in einem nachfolgenden
Kapitel gezeigt wird, fithrt diese Vereinfachung, ab einer gewissen Rohrldnge nicht
mehr zu hinreichend genauen Losungen. Mit dieser Vereinfachung ergeben sich die

obigen Gleichungen zu:

1 0oy

~(0mr = opp) + 5 =0 (1.45)
1 do,
- (Opr + 0ry) + 8;0 =0 (1.46)
00, _

5, — 0 (1.47)

Hierbei gibt die Gleichung (1.45) die Beziehung der radialen zur tangentialen Haupt-
normalspannung an. Gleichung (1.47) gibt den axialen Hauptnormalspannungsverlauf

entlang der Langsachse an.

Gleichung (1.45) wird in weiterer Folge als die lokale Gleichgewichtsbedingung be-

zeichnet.
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2. Analytische Beschreibung

Dieses Kapitel wurde in Anlehnung an [2] erstellt und teilweise daraus iibernommen.

2.1. Aligemeines

Wie in der Einleitung auf Seite 1 unter Punkt 1.1 schon erwéhnt, darf vorausgesetzt
werden, dass bei einer Ausdehnung des, durch Innendruck belasteten, dickwandigen
Rohres sdmtliche Verzerrungen sehr klein gegen eins sind und es kénnen deshalb die
linearisierten Verschiebungs-Verzerrung-Beziehung von (1.1) bis (1.6) fir die analyti-
sche Beschreibung des Verhaltens, verwendet werden. Aus dem gleichem Grund kann
auch mit nominellen Spannungen gerechnet werden. Die Gleichungen (1.45)-(1.47) lie-
fern eine Beschreibung der lokalen Spannungskomponenten, an einem dickwandigen
Rohr, unter der Voraussetzung, einer schubspannungsfreien Meridianfliche. Gleichung
(1.47) gibt an, dass sich die axiale Hauptnormalspannung, entlang der Langsachse des
Rohres, im Wert nicht dndert. Da es sich bei dem Modell um ein, an beiden En-
den nicht eingespanntes, dickwandiges Rohr handelt, mit der Voraussetzung, dass die
Oberflachen, in ldngsrichtung der Rohrachse, lastfrei sind, ist der Wert der axiale
Hauptnormalspannung am lastfreien Rohrende gleich null. Da sich dieser Wert, der
Gleichung (1.47) nach, entlang der Langsachse nicht dndert, und die anderen Span-
nungskomponenten in Richtung der Rohrléngsachse ebenfalls null sind, kann man,
unter diesen Bedingungen, von einem Ebenen Spannungszustand ausgehen. Diese An-
nahme trifft umso genauer zu, je kiirzer das Rohr ist.

Abbildung 2.1 zeigt eine schematische Skizze des mit dem Innendruck p belaste-
ten dickwandigen Rohres. ® kennzeichnet den rein elastischen und ® den elastisch-
plastischen Bereich. Dabei wird vorausgesetzt, dass der FlieBbeginn am Innenradius
einsetzt und der plastische Bereich von dort aus monoton wéchst, wenn der Innendruck
monoton gesteigert wird. Der Ubergang vom elastischen in den elastisch-plastischen
Bereich ist durch den Radius R gekennzeichnet. Der Innenradius a und der Auflenra-
dius b sind die geometrischen Abmessungen des zu untersuchenden Modells. Es gilt
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2.2. FElastischer Bereich

ESZ 1
Abbildung 2.1.: Skizze des Modells im Ebenen Spannungszustand

fiir das aufgestellte Modell des Rohrendes, beschreibende Gleichungen der Hauptnor-
malspannungen im elastischen, sowie im elastisch-plastischen Bereich zu finden.

2.2. Elastischer Bereich

2.2.1. Berechnung des Druckes der vom elastischen auf den elastisch
plastischen Bereich einwirkt

Die nachfolgende Vorgehensweise zur Bestimmung der elastischen Losung des dick-
wandigen Rohres ist dem Werk [8, S.299] entnommen und folgt auch dem Vorgehen,
wie es schon in [2] gezeigt wurde.

Durch die axial-symmetrische Innendruckbelastung verschwindet die tangentiale Ver-
schiebung v und somit gilt laut (1.7) x = 0. Das gewéhlte zylindrische Koordinaten-
system fallt mit den Spannungshauptachsen zusammen, somit treten keine Schubver-
zerrungen bzw. Schubspannungen auf, siche Gleichung (1.4) bis (1.6).

Die linearen Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (1.1)-(1.6) vereinfachen sich so
ALk

ou

u
Epp — E s Epp = ; (21)
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2.2. FElastischer Bereich

©)

rr

Aus den Gleichungen (1.15) und (1.16) entstehen, die Gleichungen, der radialen o.
und tangentialen Jgp Hauptnormalspannung fiir den elastischen Bereich ©®

@ _ b l ! !
Opr = 050 (1=2) {efnr (1—v)+wveg, + ysiz} (2.2)

l l l
o= T A=) 6, (1= v) + vt + el (2.3)

mit O'Z®Z = 0 folgt:

el = % [~V (0rr + 0py)] (2.4)

Genaueres ist hierzu im Punkt 1.6.1 nachzulesen. Die Gleichung 2.4 ist ebenfalls dem
Punkt 1.6.1 entnommen.

Werden Gleichung 2.2 und 2.3 in die lokale Gleichgewichtsbedingung (1.45) unter der
Verwendung der Gleichungen (2.1) eingesetzt, ergibt sich:

902 |arr 2 m (=2 55 -+ 5w = Gr| =0

r2

Zusammengefasst ergibt dies eine homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit kon-
stanten Koeflizienten fiir die Radialkomponente u des Verschiebevektors :

Pu  10u wu
o o 2! (26)

Mit dem Losungsansatz u = 7 erhilt man drei Gleichungen:

o
or?

ou
u=rt — — = At

= Ay Ay — 1) 2 2.
g A =17 (2.7)
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2.2. FElastischer Bereich

die sich in die zu l6sende Differentialgleichung (2.6) einsetzten lassen.

Ay Ay — 1) P2 )\ =2 —pha=2 —
Mr=1  Ap=-1 (2.8)

Die aus dieser charakteristischen Gleichung gewonnen Losungen A,; und A2 sind reell
und von einander verschieden. Durch Einsetzten dieser Losungen in die Ansatzfunk-
tion 7, ergibt sich eine allgemeine Losung, mit den Konstanten A und B fiir die
radiale Verschiebung.

A
u=—+ Br (2.9)
r

Die Verzerrungskomponenten (2.1), ausgedriickt mit dieser allgemeinen Losung, erge-
ben sich zu:

A
aﬁi:E:—ﬁ+B, sg¢:;:ﬁ+3 (2.10)

Um die elastischen Verzerrungen vollstdndig zu definieren, sind noch die beiden Kon-
stanten A und B zu bestimmen. Hierfiir wird zunéchst die Gleichung fiir die axiale
Hauptnormalspannung (1.17) vereinfacht und auf die axiale Verzerrungskomponente

e? umgeformt:

® FE
zz_1+l/

v
o [eglz + (cth, + ot + eilz)} (2.11)

Durch die Modellannahme Ebener Spannungszustand ist die axiale Hauptnormalspan-
nung definitionsgemaf null.

D_o (2.12)

zZz

Die axiale Verzerrungskomponente lasst sich somit folgendermafien anschreiben
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2.2. FElastischer Bereich

! v ! 1
e = - (ot +ecl,) (2.13)

Setzt man die eben ermittelte Beziehung der Verzerrungskomponenten (2.13) in die
aus dem HOOK’schen Gesetztes ermittelte Gleichung der radialen Hauptnormalspan-
nung (1.15) ein, vereinfacht sich diese zu:

o _ _FE ! 4 ! ! v TV (g !
T {€§T+ 1— 20 (5 +ed) + 1—201—v (Ei”J“SZ’%’)}
© _ E el 1—2v el el
M {5” T -0 (550 +<5)
@ E ! !
O = 13 (5%, + yefw) (2.14)

Werden die erhaltenen Gleichungen (2.10), abhéngig von den Konstanten, in die er-
haltene Beziehungen fiir die radiale Hauptnormalspannung (2.14) eingesetzt, ergibt
sich:

(o)

o FE A A _FE
""‘1—;%‘( +B+Vr2+”B)_1

-3 — {B(l+y)+f2(ul) (2.15)

Fithrt man ein analoges Vorgehen bei der Gleichung fiir die tangentiale Hauptnormal-
spannung (1.16) durch, so vereinfacht sich diese in folgender Form:

©)

E
Opp =13 (efplsp + z/efni,) (2.16)

und durch die Verwendung der Gleichungen unter (2.10) weiterfiihrend zu:
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2.2. FElastischer Bereich

Da die Gleichung fiir die radiale Hauptnormalspannung sowie die Randbedingung
einer, in Rohrléngsrichtung, spannungsfreien d&ufleren Oberfliche als auch die des ste-
tigen Ubergang des Spannungsvektors an der Bereichsgrenze R gegeben sein muss,
ergeben sich zwei Gleichungen fiir die Randbedingungen:

D) = 0 (2.18)
0P (R) = —pr (2.19)

Dabei ist pr jener Druck, der seitens des Bereiches ® an der Bereichsgrenze auf den
Bereich © ausgeiibt wird. Natiirlich ist pr gleich jenem Druck, welcher notwendig ist,
um ein Rohr mit Innenradius R und Auflenradius b gerade zum Flieflen am Innenrand
r = R zu bringen; sieh spéter!

Durch die Anwendung dieser Randbedingungen auf die Gleichung (2.15), lassen sich
die Konstanten A und B bestimmen. So fithrt die Randbedingung (2.18) zu:

A
B(l+v)+ 5 (v-1)=0 (2.20)
und die Randbedingung (2.19) auf:

E A A

T2 ?(l/—l)——y—l) = —pr (2.21)

Durch diese zwei Gleichungen, (2.20) und (2.21), lassen sich die zwei unbekannten
Koeflizienten A und B ermitteln:

1+v R2p?
A=pr—Fpm—m (2.22)

v—1 R?
B=—pp————" 2.2
PP 2 e (2:23)

Durch Einsetzen der erhaltenen Koeffizienten in die Gleichung der radialen und tan-
gentialen Hauptnormalspannung, (2.15) und (2.17), erhilt man:
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2.2. FElastischer Bereich

o E v—1 R? 1+v R%?

1
rr — -2 —PF E _R? (1+l/)+pFTm(l/—l) ﬂ] (224)

g

Durch Vereinfachung der Gleichung gelangt man auf:

® R? v?
Orr = PF b2 — R2 (1 o 7-72 (225)

Fithrt man dieses Vorehen ebenfalls bei der tangentialen Hauptnormalspannung durch
und bertcksichtigt man, dass definitionsgeméf die axiale Hauptnormalspannung o,
null ist, lassen sich Spannungen im elastischen Bereich, abhéngig von der Bereichsgren-
ze und dem vom elastisch-plastischen Bereich @ auf elastischen Bereich ® ausgeiibten
Druck pg, in Abhéngigkeit des Radius r ausdriicken.

R? b2
oD (r) = PR (1 - 73> (2.26)
R2 b2
o, (r) = e (1 - TQ) (2.27)
2 =0 2.28
ot (2.28)

Geht man von einem rein elastischen Zustand im gesamten Querschnitt aus, so ver-
andert sich die Randbedingung (2.19) zu ag (a) = —p. Die Gleichungen 2.26 - 2.28
verdndern sich dadurch zu:

a? b2

O (T) I 2 (2.29)
a? b2

0'@@ (7") pr a2 1 + 7’72 (230>

2a)
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2.2. FElastischer Bereich

Betrachtet man diese Gleichungen fiir den iiber den gesamten Querschnitt rein elas-
tischen Zustand und vergegenwértigt man sich, dass a < r < b gilt, fihrt das zu
folgenden Erkenntnissen:

o Die radiale Hauptnormalspannung (2.29) weist ihren betragsméffig maximalen
Wert am Innenradius a auf, ist eine Druckspannung, und geht in Richtung des
Auflenradius b, so wie vorausgesetzt, gegen 0.

« Die tangentiale Hauptnormalspannung (2.30), hat ebenso ihr Maximum am In-
nenradius, ist jedoch eine Zugspannung und erreicht am Auflenradius b zwar ihr
Minimum, jedoch nicht 0.

o Die axiale Hauptnormalspannung (2.31) ist iiber den gesamten Querschnitt nach
der Definition des Ebenen Spannungszustandes ident 0.

Damit zeigt sich, dass fiir den Ebenen Spannungszustand im rein elastischen Bereich
stets gilt:

Q<o) <d2, (2.32)

Weiters ist zu erkennen, dass der grofite Spannungsunterschied am Innenradius auf-
tritt. Die zuvor getroffene Vermutung, dass die Flielgrenze zuerst am Innenradius
erreicht wird, bestéatigt sich dadurch.

Durch die Einfithrung neuer auf den Innenradius a bzw. auf die Flielspannung op
normierte Variablen:

r b R
oN=- 3 ew=- ; Ry=— und py=—- (2.33)
a a a oFp

ergibt sich eine unabhéngigere Darstellung der Ergebnisse.
Die Gleichungen der Spannungskomponenten (2.29) bis (2.31) werden ebenfalls auf die

Fliespannung bezogen und lauten fiir den rein elastischen Spannungszustand durch
Einsetzten der normierten Variablen wie folgt:
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2.2. FElastischer Bereich

o 1 0%
on (on) = F=pno5— (1-2F (2.34)
oF oy — 1 oN
2
Opp 1 ow
OppN (QN) oF PN QI2/V 1 ( + Q%) ( )
OzzN = Z_;Z =0 (2.36)

In Abbildung 2.2 wird ein Beispiel fiir einen rein elastischen Spannungszustand, mit
dem normierten Druck py = 0.4 iiber dem Verhéltnis von einem Auflen- zu Innenra-
dius von 5, dargestellt.

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.4 und g =5

0.4 & i

0.2 - e ]
01 j ‘\“<~~<4;<< i

OijN

—0.1 ]

0.2 | normierte radiale HNS ¢, ——— |

—0.3 normierte tangentiale HNS o, -------
O. 4 normierte axiale HNS o,, ~——--

1 1.5 2 2.5 3 3.9 4 4.5 )

r
a

Abbildung 2.2.: Darstellung der normierten Hauptnormalspannungen bei einer rein elasti-

b

schen Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand (7 =5, py = 0.4)

Verwendete und errechneten Werte fiir Abb. 2.2 ‘

g 5 Verhéltnis: Auflen zu Innenradius
% 0.4 Verhéltnis: Druck zur Fliespannung
v 0.3 Querkontraktionszahl

’ PFBN ‘ 0.48 ‘ normierter Druck fiir den FlieSbeginn TRESCA ‘

Tabelle 2.1.: Werte fiir die analytische Berechnung mit rein elastischem Materialverhalten
im Ebenen Spannungszustand
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2.2. FElastischer Bereich

Hierbei ist zu erkennen, dass der maximale Spannungsunterschied an der Innenwand
auftritt.

Um den Giiltigkeitsbereich der rein elastischen Gleichungen (2.29) bis (2.31) zu be-
stimmen, muss der Druck, der fir das erstmalige Auftreten einer plastischen Verfor-
mung notwendig ist, bestimmt werden.

2.2.2. Berechnung des FlieBdrucks

Nach der Fliebedingung von TRESCA, beschrieben unter Punkt 1.7, ist die maximale
Schubspannung, die sich aus der groiten Differenz zweier Hauptnormalspannungen
ergibt, verantwortlich fiir das Einsetzten des Flievorgangs.

Man sieht anhand Gleichung (2.32) bzw. an der Abbildung 2.2, dass die radiale Span-
nungskomponente, die minimale und die tangentiale Spannungskomponente, die ma-
ximale Hauptnormalspannung des rein elastischen Spannungszustandes sind. Deshalb
sind diese beiden fiir das Einsetzten der Plastizitat verantwortlich. Die Fliefbedingung
(1.31) ergibt sich daher zu:

F=o04,—0 =0p (2.37)

Durch das Einsetzten der Gleichungen (2.29) und (2.30) in die FlieBbedingung (2.37)
sieht man, dass es erstmalig zum Flieen kommt, wenn gilt:

a® b2 a® b2
e\t | s\l T or

Vereinfacht ergibt sich eine Gleichung fiir den Druck prp, der vorhanden sein muss,
um erstmalig Flielen hervorzurufen:

2
_9r [ _ %
PrB =~ (1 b2> (2.38)
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2.2. FElastischer Bereich

Durch die graphische Aufbereitung der Gleichung (2.38) in Abhéngigkeit von normier-
ten Variablen, des normierte Druck py das Verhéltnis von Auflen- zum Innenradius
ow und des normierte Radius gy , sieche hierzu (2.33), ergibt sich Abbildung 2.3

Normierter Druck fiir den Fliefbeginn pf—FB iiber g
0.6

0.5

0.4

0.3 /
2l /.

0.1 - Notwendiger normierter Druck fiir den FlieSbeginn
Grenzwert (3) -

) 6 7

Normierter Druck prpn

O I I
1 2 3

Qo W

Abbildung 2.3.: Notwendiger Druck fiir den FlieBbeginn prpy = BEE in Abhingigkeit vom

oF
b

Radienverhéltnis oy = ¢

Aus Abbildung 2.3 erkennt man, dass der Druck fiir den Fliebeginn einen Grenzwert
besitzt. Dieser ergibt sich in normierter Darstellung zu:

1 1 1

= i —|1—— — = 2.39
PFBN gwlgoo B ( QIZ/V ) PFBN B ( )

Dies bedeutet, dass es, wenn das Verhéltnis von Innendruck zu Flielspannung den
Wert % bei der Betrachtung nach TRESCA iiberschreitet, es unabhéngig von der
Dicke der Rohrwand an der Innenseite bereits zum Plastizieren gekommen ist. Eine
Vergroflerung des Verhéltnisses Auflenradius zu Innenradius ist nur bis zu einem Wert
von etwa 4 sinnvoll, da dadurch bei einem Druckverhéltnis unter % der Flieflbeginn
hinausgezogert werden kann. Ab dem Wert 4 fithrt eine Vergroflerung von g nicht
mehr zu einem signifikant spéter einsetzenden Plasizieren der Innenwand.
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2.3. Elastisch-plastischer Bereich

2.3. Elastisch-plastischer Bereich

Das folgende Vorgehen zur Bestimmung der radialen und der tangentialen Haupt-
normalspannung sowie der Bereichsgrenze R, des Druckes pr, bei r = R, und des
Traglastdruckes pr ist dem Vorlesungsskript [10] entnommen.

Nach der FlieBbedingung von TRESCA ist, wie schon in Kapitel 1.7 beschrieben, die
im Betrag grofite Schubspannung fiir das Einsetzten des Plastizierens verantwortlich.
Die maximale Schubspannung ergibt sich laut Gleichung (1.25) aus der halben Dif-
ferenz der grofiten zur kleinsten Hauptnormalspannung. Bei der Berechnung des rein
elastischen Bereichs, im Kapitel 2.2.2, wurde schon gezeigt, dass, so lange p < prp ist,
der maximale Unterschied der einzelnen Hauptnormalspannungen zueinander, sich an
der Innenseite des Rohres ergibt und deshalb an dieser Stelle die Fliebedingung als
erstes erfiillt sein wird. Da die radiale Hauptnormalspannungskomponente o, einen
stetigen Ubergang vom elastischen in den elastisch-plastischen Bereich aufweist und
sich die beiden anderen Hauptnormalspannungen auch aus der elastischen Loésung
entwickeln, ist anzunehmen, dass auch zu Beginn des elastisch-plastischen Bereiches,
also bei r = R, die tangentiale Hauptnormalspannung o, die grofite ist, gefolgt von
der axialen Hauptnormalspannung o,, welche wegen dem Ebenen Spannungszustand
null ist. Zumindest gelte die Annahme:

O_,0 21,2 22,9 (240

Mit Hilfe der lokalen Gleichgewichtsbedingung (1.45) und der Fliebedingung nach
TRESCA (2.37), kann man eine beschreibende Gleichung fiir den elastisch-plastischen
Bereich formulieren.

1 do
;(UM—U%D)—{-T;T:O ) F:(Igp—ag—UFEO (2.41)

Hierfiir setzt man die umgeformte Fliebedingung in den Klammerausdruck der loka-
len Gleichgewichtsbedingung ein und erhélt daraus eine einfache Differentialgleichung
der Form:

da® 1
T —op— 2.42
dr F T ( )
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2.3. Elastisch-plastischer Bereich

Durch Integration dieser Gleichung erhélt man eine allgemeine Losung fiir die radiale
Hauptnormalspannung vom elastisch-plastischen Bereich, abhédngig von der Integra-
tionskonstante C.

®_ spln(r)+C (2.43)

Opp =

Um diese bestimmen zu koénnen, betrachtet man den Spannungszustand an der In-
nenwand, an der als Randbedingung gilt:

02 (a) = —p (2.44)

Setzt man diese in Gleichung (2.43) ein, so ldsst sich die Integrationskonstante be-
stimmen:

C=-p—orln(a) (2.45)

Daraus ergibt sich eine eindeutige Losung fir die radiale Hauptnormalspannung ag

im elastisch-plastischen Bereich:

o2 = p+orln <T> a<r<R (2.46)
a

Eingesetzt in die FlieBbedingung (2.41), die ja im gesamten Bereich a < r < R erfiillt
ist, erhélt man die Gleichung zur Beschreibung der tangentialen Hauptnormalspan-
nung:

®@ T
= — In(— <r<R 2.47
Opp=—P+OF+0F H(a> a<r< (2.47)

Die beschreibenden Gleichungen fiir den elastisch-plastischen Bereich a < r < R
lauten:

® r ® r ®
arrz—p%—apln(a) wa:_p+aF+UFln(a> 0,=0 a<r<R
(2.48)
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2.3. Elastisch-plastischer Bereich

2.3.1. Berechnung des Radius der Bereichsgrenze R

Am Ubergang vom elastischen zum elastisch-plastischen Bereich, muss die radiale
Hauptnormalspannung o, stetig sein:

2 (R) = @ (R) (2.49)

rr

Setzt man hier die zugehorigen Gleichungen(2.26) und (2.46) ein, erhélt man eine Glei-
chung fiir die Bereichsgrenze R, in Abhéngigkeit vom, seitens des elastisch-plastischen
Bereich auf den elastischen Bereich, ausgeilibten Druck pp.

-pt+o ln<R) = — 7R2 1—ﬁ
R
—p+apln<> = —pr
a
P—PF
R = ae °r (2.50)

2.3.2. Berechnung des Druckes pr

Da die FlieBbedingung auch vom rein elastischen Bereich bei r = R erfiillt wird, gilt
an der Bereichsgrenze R:

O (R) - P (R) = op

e
R2pF R2 4 b2 _ R2 4 b2
b2 _ R2 R2 = OFr
Hieraus lasst, sich der Druck pgr berechnen:
oF R?

Setzt man diesen nun in die Gleichungen der rein elastischen Losung (2.26), (2.27)
und (2.28) ein, so ergeben sich diese zu expliziten Funktionen von op und r:

oF 1 1 oF 1 1
0@ (r) = 7L 2 ( - ) o2, (r) = LR (b2 + T2> o2 = 0| (252
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2.3. Elastisch-plastischer Bereich

Ebenso lasst sich mit (2.51), eingesetzt in (2.50), die Bereichsgrenze R darstellen als

die relevante Nullstelle der nichtlinearen impliziten Gleichung:

1(20 1. R2
R_an(o'F 1+b2>

=0

2.3.3. Berechnung der Traglast

(2.53)

Die Traglast des Rohres wird als erreicht betrachtet, wenn der rein elastische Bereich
gerade verschwindet bzw. der elastisch-plastische Bereich den Auflenrand erreicht, also
wenn R = b erfiillt ist. Um herauszufinden, ab welchem Innendruck pr dies zutrifft,

wird R = b in Gleichung (2.53) eingesetzt.

b 1 (2pr b2
m(-)== 2L 14—~
n(a) 2<UF +b2

Hieraus lasst sich der Traglastdruck pr bestimmen.

(&)
pr=ocpln | —
a

2.3.4. Graphische Auswertung

(2.54)

Die graphische Auswertung erfolgt anhand zweier exemplarischen Beispielen. Zu sehen

in Abbildung 2.4 und 2.5.
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2.3. Elastisch-plastischer Bereich

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.9 und % =5

1.56691
0.6 e
0.45 | PO S R
0.3 e s
0.18 B e e
2015 = ]
S _03 Radialspannung o, .
—045 : Tangentialspannung oy =777 7" -
_06 r Axialspannung o5, "
*075 [ Flie8grenze R
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5}
r
a
Abbildung 2.4.: Darstellung der analytisch berechneten normierten Hauptnormalspannun-
gen bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im ESZ (g =5, pn =0.9).

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 1.0 und 2 =5

1.75326
06 I P I B
04 [ T
0.2 [ .o
. 0F —
< —0.2 e
© —04 I Radialspannung oy —
[ Tangentialspannung Cpp ~TTTTC
_0 6 [ Axialspannung o5, T C
_Of L Fliegrenze R
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5
T
a

Abbildung 2.5.: Darstellung der analytisch berechneten normierten Hauptnormalspannun-
gen bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im ESZ (g =5, py = 1.0).
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2.4. Giiltigkeit

2.4. Giiltigkeit

Es gilt nun zu priifen, wie lange die Annahme aﬁ? < U?Z < ng siehe(2.40), bei einer
monotonen Innendrucksteigerung Giiltigkeit besitzt und somit die zuvor aufgestell-
ten Gleichungen den elastisch-plastischen Bereich beschreiben konnen. Da die axiale
Hauptnormalspannung, in dem Modell des Ebenen Spannungszustand, den Wert null
aufweist, ist die Grenze der zuvor getroffenen Annahme erreicht wenn die tangen-
tiale Hauptnormalspannung (2.47) von einer Zugspannung in eine Druckspannung
iibergeht. Sprich wenn die tangentiale Hauptnormalspannung ebenfalls den Wert null

aufweist.

”
(f%p (r)=—p+op+opln (a) =0 (2.55)

Da dies zuerst an der Innenwand a auftritt, ldsst sich der kritische Druck p*, bei dem
die tangentiale gleich der axialen Hauptnormalspannung (nédmlich null) ist, folgender-
maflen anschreiben:

p=or (2.56)

Ausgehend von den auftretenden Werten der Hauptnormalspannungen an der Innen-
wand:

U%:—p*:—ap ) agp:() )

@_0 beir=a (2.57)

kann man bei einer weiteren Innendrucksteigerung p > p* folgende Uberlegungen fiir
den Innenwandbereich anstellen:
1) Fiir die axiale Hauptnormalspannung gilt weiterhin az®z = 0, da es sich um einen
Ebenen Spannungszustand handelt.

2) Der Wert der radialen Hauptnormalspannung am Innenradius ist direkt pro-
portional zum Wert des Innendrucks, siehe hierzu die Randbedingung (2.44).
Daraus folgt, dass mit steigendem Innendruck, ebenso der Wert des Betrages
der radialen Hauptnormalspannung steigt.

3) Sollte zunéachst der Wert der tangentialen Hauptnormalspannung wieder ins po-
sitive ansteigen, so wéiren die radiale und tangentiale Hauptnormalspannungen
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2.5. Eigenspannungen

fiir das Flieen nach TRESCA mafBgeblich. Daher wiirden die bisher aufgestell-
ten Gleichungen 2.41 bis 2.54 Giiltigkeit besitzen und die tangentiale Haupt-
normalspannung wiirde wieder den Wert null aufweisen. Dies kann also nicht
sein.

4) Wird der Wert der tangentialen Hauptnormalspannung negativ, so wéren die
radiale und axiale Hauptnormalspannung fiir das Flieen nach TRESCA maf-
geblich.

F = O'?Z - (f% —orp=0 — Ug =—0op (2.58)
Da, wie Punkt 2) zeigt, der Betrag der radiale Hauptnormalspannung direkt propor-
tional zum Innenendruck ist und wegen Punkt 4) der Wert der radiale Hauptnormal-
spannung gleich dem negativen Wert der Flielspannung entsprechen muss, lautet der
gliltige Bereich fiir den Innendruck, in einer geometrisch linearen Analyse, in dem das
aufgestellte Modell mit all den getroffenen Vereinfachungen Aussagekraft besitzt:

0<p<op (2.59)

Bei einem Innendruck grofler der Flielspannung, kommt es zu sehr groflen axialen
Verschiebungen und zur Bildung einer Singularitét.

2.5. Eigenspannungen

Die folgende Berechnung ist anhand [10] durchgefithrt worden und man geht davon
aus, dass die Entlastung vollkommen elastisch verlduft. Dies gilt es zu Priifen um die
Grenzen der Giiltigkeit der so gewonnenen Gleichungen zu bestimmen.

Unter der Annahme, dass die Entlastung rein elastisch erfolgt, liegt ab dem Zeitpunkt

der Entlastung, ein lineares Materialverhalten vor. Dadurch kann man die in einer

elastisch-plastischen Analyse berechneten Spannungskomponenten pagp (r) mit jenen

aus einer rein elastischen Entlastung berechneten Spannungskomponenten _pag (r)

superponieren, und man erhélt den Eigenspannungszustand 05”- (r):

ol (r) = pggP (r) + —pafj? (r) (2.60)
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2.5. Eigenspannungen

Da dies ein lineares Problem darstellt, kann ebenso geschrieben werden:

ag- (r) = pagp (r) — pag (r) (2.61)

In weiterer Folge, werden anstelle der Variablen pagp (r) und pog (r), die Variablen

O'Z-@;) und 7;; verwendet.

EP O'® : Py

t o Ery=6;  fir ®=0bzw.® (2.62)

p

Eingesetzt in die zuvor angeschriebene Gleichung (2.61), ergibt sich:

® ~
05 =0;; — 0ij (2.63)

Wie schon in den Kapiteln zuvor erwahnt, muss die radiale Hauptnormalspannung

einen stetigen Ubergang zu dem im Inneren und an der AufBenseite herrschenden
Druck aufweisen. Daher ergeben sich die Randbedingungen:

Grr (@) = —p und Grr (b)) =0 (2.64)

Es lassen sich somit die Gleichungen von (2.29) bis (2.31) verwenden und folgender-
maflen anschreiben:

Fiir den Ebenen Spannungszustand gilt:

5 a? b2 B a? b2 B
Grr (1) = P s <1 - TQ> G (1) = P s (1 + 7“2> 022 =10

Da bei der Berechnung des Spannungszustands bei der Belastung eine Bereichsunter-
scheidung notwendig war, muss hier diese Bereichsunterscheidung weiter durchgefiihrt
werden.

Die beschreibenden Gleichungen fir den Ebenen Spannungszustand, nach der Flief3-

bedingung nach TRESCA, lauten bei Belastung mit Innendruck p und mit R aus
Gleichung (2.53):
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2.5. Eigenspannungen

Fiir den elastischen Bereich @ (R <r < b):

@, OF R? b? @ _OF R? b? ©) _
O'TT(T)—?bT (1—72 0—90('0(70)_7[)72 1+ﬁ O_ZZ(T)—O

und fiir den elastisch-plastischen Bereich @ (a < r < R):
0% (r)y=—-p+opln (2) agp (r)=—p+op+opln (2) O'?z (r)y=20
2.5.1. Eigenspannungen im urspriinglich elastisch-plastischen Bereich

Die Eigenspannungen im urspriinglichen, unter Belastung elastisch-plastischen gewe-
senen, Bereich ergeben sich mit der Gleichung (2.63) folgendermafen:

5 r a? b2
U%R(r) :U%_O—'rr =—-p+orln (a) +pm 11— )

r
r b2 (r?2 — g2
o (r) = opIn (a> tr 3 Eaz b2§ (2.65)
2 2
~ r a b
O'g)f(T) :ng — Opp = 7p+O'F+O'F1n (a) erm <1+7~2>
r b2 (r2 + g2
agf (r)y=op+oprln (a) +pr2 Ea? — 62; (2.66)
ngazz_ézzzo
02 =0 (2.67)
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2.5. Eigenspannungen

2.5.2. Eigenspannungen im urspriinglich elastischen Bereich

In gleicher Weise wird im elastische Bereich ® mittels Gleichung (2.63) vorgegangen:

2 2 2
OR _ b or R a

r a
2 2 2
®R _ b ocr R a
UgR = O-EDZ - 5zz =0 (270)
PR — (2.71)

Fiir eine dimensionslose Darstellung werden die Gleichungen, wie schon in den vorhe-
rigen Kapiteln, auf den Innenradius ¢ und auf die FlieBspannung oz normiert. Hierzu,
siche Gleichung (2.33) auf Seite 21 .

TppN = 2 5 T

Op _ =iy (v By or _gitew (ov o BN o0
od \l-cay 20

o (07 +1)

+ -5+ O =1+1In + ——= 2.73
PN g (1 — QIQ/V) ppN (QT) PN Q% (1 _ Q%/V) ( )
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2.5. Eigenspannungen

Betrachtet man Abbildung 2.6 und Vergleicht dies mit den Hauptnormalspannung
unter normaler Belastung, Abbildung2.4, erkennt man, dass im urspriinglich elastisch-
plastischen Bereich die tangentiale Hauptnormalspannung eine weit grofere Anderung
aufgrund der Entlastung erfidhrt, als die radiale Hauptnormalspannung. Die tangentia-
le Hauptnormalspannung geht von einer Zugspannung iiber in eine Druckspannung.

Weiters ist gut zu erkennen, dass im Eigenspannungszustand an der Innenseite, die
axiale, sowie die radiale Hauptnormalspannung den Wert null aufweisen. Die radia-
le Hauptnormalspannung ist an der Innen- sowie auch an der Auflenseite aufgrund
der lastfreien Oberflache null. Die axiale Hauptnormalspannung ist definitionsgemaf
null.

. . . . . b
Normierter Eigenspannungsverlauf fiir % =09und ; =5
02 v
0.1
0 . /;,;,,,,7 T} S S|
, S
—0.2 '
Q:? -0.3
¢ 04 [
0.5 [
_06 I radiale Eigenspannung o, — |
_07 " tangentiale Eigenspannung oy =777 77 -
_O 8 [/ axiale Eigenspannung o,, ~— """ B
’ ) Bereichsgrenze R
-09 L e e e ) S S N R R
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 )
T
a

Abbildung 2.6.: Darstellung der normierten Eigenspannungen im Ebenen Spannungszustand
nach TRESCA

Diese zuvor aufgestellten Gleichungen gelten, so lange eine rein elastische Entlastung
vorliegt. Kommt es bei Entlastung in Gegenrichtung zum Plastizieren, miisste man
eine neuerliche Bereichsunterscheidung machen. Es ist nun zu priifen, bis zu welchem
Druck eine vollstédndig elastische Entlastung stattfindet.
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2.5. Eigenspannungen

2.5.3. Bis zu welchem Druck kommt es zu einer rein elastischen
Entlastung?

Wenn beim Entlasten Flieen in Gegenrichtung auftritt, verdndert sich die Fliebe-
dingung zu:

U%R - Jgf =o0F (2.74)

Zur grofiten Spannungsdifferenz kommt es wieder an der Innenwand. Somit lassen sich
die zuvor aufgestellten Gleichungen, fiir » = a, in die Fliebedingung einsetzen. Dies
ergibt:

20%p

Dadurch erhélt man den Druck p?, ab welchem es bei Entlastung auf Grund der
Eigenspannungen erneut zum Fliefen kommt.

2
1
pR=op (1 — ;) bzw.  pEy=1-— — (2.76)
Ow

Man erkennt, dass dieser Drucke, ebenso wie der Druck der benétigt wird, um das
Material erstmals zum Plastizieren zu bringen, einen Grenzwert besitzt:

1
- R _ 1 _ R
Q‘}/lgoopFN =, lim <1 5 > ppy — 1 (2.77)

W —>00 QW

Die tangentiale Hauptnormalspannung ist, im Eigenspannungszustand, eine Druck-
spannung und wirkt, da bei erneuter Druckaufbringung wie in Kapitel 2.2 gezeigt
wurde, die tangentiale Hauptnormalspannung als Zugspannung auftritt, dieser entge-
gen. Damit wird der erneute FlieBbeginn hinausgezogert.
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3. Numerische Berechnung

Dieses Kapitel richtet sich nach der Ausarbeitung von [2] und wurde teilweise dar-
aus Ubernommen. Fir die Erstellung der numerischen Auswertung wurde das Finite
Elemente Programm Abaqus 6.14 der Firma Dassault Systems fiir eine geometrisch
lineare Analyse verwendet. Da es sich um ein rotationssymmetrisches Problem han-
delt, wird ein zweidimensionales, axial-symmetrisches Modell verwendet. Die Lange
der betrachteten Rohrscheibe, wurde mit 0.1mm ausreichend diinn im Vergleich zu
dem Auflenradius b = 50mm und Innenradius a = 10mm gewéhlt, um die Vorgabe
des Ebenen Spannungszustandes so gut wie moglich zu modellieren und den Einfluss
einer axialen Spannungskomponente weitgehend auszuschlieen. Die verwendeten Ele-
mente des Typs CAXS8 sind biquadratisch interpolierte, axialsymmetrische 8 Knoten
Elemente gleicher Gréfle von 0.1mm. Um die aus der analytischen Berechnungen er-
haltenen Ergebnisse mit der Finiten Elementen Methode verifizieren zu kénnen, wird
die numerische Auswertung als geometrisch lineare Analyse durchgefiihrt. Die nor-
mierten Werte, die zur Darstellung sdmtliche Diagramme verwendet werden, sind den
jeweiligen Rohrenden entnommen. In Abbildung 3.1 ist eine schematische Skizze des

|

|

i

! —]

: T W @ {6 %< n
I ——

|

!

Abbildung 3.1.: Axialsymmetrisches Finite Elemente Modell

Finiten Elemente Modells abgebildet. Hier bezeichnet a, wie in den vorherigen Kapi-
teln, den Innenradius und b den Auflenradius. Mit p wird der Innendruck bezeichnet,
der als pressure load an der Rohrinnenwand aufgebracht wird. Durch diese Modellie-
rung, ist das eigentliche Modell fiir die numerische Analyse doppelt solang. Es wird
jedoch darauf verzichtet, die gespiegelte Seite ebenfalls darzustellen. Ebenso sind die
Mafle wie die normierte Rohrlidnge auf die dargestellte Modellhélfte bezogen.
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3.1. Laststeigerung

3.1. Laststeigerung

Auf den folgenden Seiten wird ein Modell mit den zuvor getroffenen Angaben, dem
Radienverhéltnis von g = 5 und einer FlieBspannung von o = 275N/mm? verwendet,
um eine normierte Innendrucksteigerung von py = % = 0.1 auf py = 0.9 und die
danach verbleibenden Eigenspannungen darzustellen.

Lastfall py = 0.1:

In diesem rein elastischen Lastfall zeigen Abbildung 3.3 und 3.4 die beiden von null
verschiedenen Hauptnormalspannungen. Abbildung 3.5 die daraus resultierende Ver-
gleichsspannung nach TRESCA. Wie zu erwarten, ist auf Abbildung 3.6 der rein
elastische Bereich gut erkennbar.! Das zugehérige Diagramm 3.27 ist auf Seite 46
ersichtlich.

Lastfall py = 0.3:
Dieser Lastfall, zu sehen auf Abbildung 3.7 bis 3.10 entspricht ebenfalls einem rein
elastischem.! Das zugehorige Diagramm 3.28 ist auf Seite 46 ersichtlich

Lastfall py = 0.5:

Bei diesem Lastfall, zu sehen auf Abbildung 3.11 bis 3.14, tritt erstmals Flieflen auf.
Wie auf Abbildung 3.14 erkennbar ist, bildet sich an der Innenwand des dickwandigen
Rohres eine kleine elastisch-plastische Zone aus.! Das zugehorige Diagramm 3.29 ist
auf Seite 47 ersichtlich.

Lastfall py = 0.7:

Dieser elastisch-plastische Lastfall, zu sehen auf Abbildung 3.15 bis 3.18, zeigt deutlich
die Zunahme des elastisch-plastischen Bereichs.! Das zugehérige Diagramm 3.30 ist
auf Seite 47 ersichtlich.

Lastfall py = 0.9:

Die Belastung mit py = 0.9 zeigt eine deutlich ausgeprégte elastisch-plastische Zone
und stellt auch die maximale Belastung dieser Untersuchung da. Abbildungen 3.19 bis
3.22, veranschaulichen die Belastung recht deutlich.! Das zugehérige Diagramm 3.31
ist auf Seite 48 ersichtlich.

Lastfall py = 0:
Nach einer Belastung mit py = 0.9 wird vollkommen entlastet py = 0. Abbildung

L Auf die Darstellung der axialen Hauptnormalspannung wurde verzichtet, da sich diese von null
nicht unterscheidet (ESZ)
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3.1. Laststeigerung

3.19 bis 3.22 zeigen das Verhalten des dickwandigen Rohres unter den verbleibenden
Eigenspannungen.! Das zugehorige Diagramm 3.32 ist auf Seite 48 ersichtlich.

0.000 1.000 0.200
-0.042 0.958 0.150
-0.083 0.917 0.100
-0.125 0.875 0.050
-0.167 - 0.833 0.000
-0.208 - 0.792 -0.050
— -0.250 — 0.750 — -0.100
— -0.292 — 0.708 — -0.150
— -0.333 — 0.667 — -0.200
— -0.375 — 0.625 — -0.250
— -0.417 — 0.583 —+ -0.300
—+ -0.458 —+ 0.542 —+ -0.350
—+ -0.500 —+ 0.500 —+ -0.400
— -0.542 — 0.458 — -0.450
— -0.583 —+ 0.417 — -0.500
— -0.625 — 0.375 — -0.550
— -0.667 — 0.333 — -0.600
—+ -0.708 —+ 0.292 —+ -0.650
—+ -0.750 —+ 0.250 — -0.700
—+ -0.792 0.208 + -0.750
—+ -0.833 0.167 + -0.800
-0.875 0.125 -0.850
-0.917 0.083 -0.900
-0.958 0.042 -0.950
-1.000 0.000 -1.000
(a) (b) (c)
elastisch-plastisch
elastisch

(d)

Abbildung 3.2.: Legenden mit, auf die Fliefspannung, normierte Werte.

3.2a: Legende fiir die radialen Hauptnormalspannungen der Abbildungen 3.3, 3.7,
3.11, 3.15, 3.19 und 3.23.

3.2b: Legende fiir die Vergleichsspannung nach TRESCA und die tangentialen Haupt-
normalspannungen, ersichtlich in den Abbildungen von 3.4 und 3.5 bis hin zu den
Abbildungen 3.24 und 3.25. Ausgenommen ist die tangentiale Eigenspannung in Ab-
bildung 3.24.

3.2c: Legende fiir die tangentiale Eigenspannung in Abbildung 3.24.

3.2d: Legende fiir die Darstellung der elastischen und elastisch-plastischen Zonen in
den Abbildungen 3.6, 3.10, 3.14, 3.18, 3.22 und 3.26.
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3.1. Laststeigerung

Lastfall py = 0.1 und g =5

Abbildung 3.3.: Radiale HNS Abbildung 3.4.: Tangentiale HNS

Abbildung 3.5.: Darstellung der Vergleichss- Abbildung 3.6.: Darstellung der elastischen
pannung nach TRESCA und elastisch-plastische Zone



3.1. Laststeigerung

Lastfall py = 0.3 und g =5

Abbildung 3.7.: Radiale HNS Abbildung 3.8.: Tangentiale HNS

Abbildung 3.9.: Darstellung der Vergleichss- Abbildung 3.10.: Darstellung der elasti-
pannung nach TRESCA schen und elastisch-plastische Zone



3.1. Laststeigerung

Lastfall py = 0.5 und g =5

Abbildung 3.11.: Radiale HNS Abbildung 3.12.: Tangentiale HNS

Abbildung 3.13.: Darstellung der Ver- Abbildung 3.14.: Darstellung der elasti-
gleichsspannung nach TRESCA schen und elastisch-plastische Zone



3.1. Laststeigerung

Lastfall py = 0.7 und g =5

Abbildung 3.15.: Radiale HNS Abbildung 3.16.: Tangentiale HNS

Abbildung 3.17.: Darstellung der Ver- Abbildung 3.18.: Darstellung der elasti-
gleichsspannung nach TRESCA schen und elastisch-plastische Zone



3.1. Laststeigerung

Lastfall py = 0.9 und g =5

Abbildung 3.19.: Radiale HNS Abbildung 3.20.: Tangentiale HNS

Abbildung 3.21.: Darstellung der Ver- Abbildung 3.22.: Darstellung der elasti-
gleichsspannung nach TRESCA schen und elastisch-plastische Zone



3.1. Laststeigerung

Lastfall pjy = 0 und g =5

Abbildung 3.23.: Radiale HNS Abbildung 3.24.: Tangentiale HNS

Abbildung 3.25.: Darstellung der Ver- Abbildung 3.26.: Darstellung der elasti-
gleichsspannung nach TRESCA schen und elastisch-plastische Zone



3.1. Laststeigerung

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fir 2~ = 0.1 und % =5
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Abbildung 3.27.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Hauptnormalspannun-
gen bei rein elastischer Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand ( g =5, py =0.1)

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.3 und % =95
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Abbildung 3.28.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Hauptnormalspannun-
b

gen bei rein elastischer Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand (2 = 5, py = 0.3)
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3.1. Laststeigerung

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.5 und g =5
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Abbildung 3.29.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Hauptnormalspannun-
gen bei elastisch-plastischen Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand (3 =5,py =0.5)

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.7 und g =5
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Abbildung 3.30.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Hauptnormalspan-
nungen bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand (g =5,
PN = 07)
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3.1. Laststeigerung

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.9 und g =5
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Abbildung 3.31.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Hauptnormalspan-
nungen bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand (% =5,

PN = 0.9)

Verbleibende normierter Eigenspannungen fiir % = 0.9 und g =5
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Abbildung 3.32.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Eigenspannungen nach
einer Beanspruchung von py = 0.9 im Ebenen Spannungszustand (g =5,py =0)
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3.2. Numerische Verifizierung

3.2. Numerische Verifizierung

Um die Giiltigkeit der analytisch ermittelten Gleichungen aus Kapitel 2 zu bestatigen,
werden die, aus den analytischen Gleichungen ermittelten, normierten Hauptnormal-
spannungen und die Bereichsgrenze R, mit jenen aus der Finiten Elemente Berechnung
gewonnen Daten, Uiberlagert. Hierfiir wird das zuvor aufgestellte Finite Elemente Mo-
dell mit einem normierten Druck py = 0.9 herangezogen.

3.2.1. Hauptnormalspannungen

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.9 und 2 =5
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Abbildung 3.33.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Hauptnormalspannun-

Qs W

b

gen bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im ESZ (2 =5, py = 0.9)

Bei einem normierten Druck von py =

p

oF

a

= 0.9, und einem Auflen- zu Innenradius

Verhiltnis von g = 5, deckt sich der analytisch berechnete radiale, tangentiale und
axiale Hauptnormalspannungsverlauf exakt mit der numerisch ermittelten Losung.
Dies hat zur Folge, dass sich der analytisch berechnete Wert der Bereichsgrenze R
ebenfalls sehr gut mit dem numerisch berechneten Wert deckt. Siehe hierzu Abbildung
3.33.
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3.3. FlieBflache

3.2.2. Eigenspannungen

Normierter Eigenspannungsverlauf nach einer Belastung von % = 0.9 und g =5
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Abbildung 3.34.: Darstellung der numerisch berechneten normierten Hauptnormalspannun-

gen bei rein elastisch-plastischer Beanspruchung im ESZ (9 =5,pny =0.9)

Wie schon zuvor bei der Darstellung der Hauptnormalspannungen unter Innendruck-
belastung (Abbildung 3.33), kann man bei der Darstellung der, nach Abfallen des
Innendrucks, verbleibenden Eigenspannungen die exakte Ubereinstimmung zwischen
dem analytisch berechneten radialen, tangentialen und axialen Hauptnormalspan-
nungsverlauf und der numerischen Berechnung erkennen. Siehe hierzu Abbildung 3.34.
Ebenfalls stimmt die analytisch berechnete Bereichsgrenze mit dem Ergebnis aus der
geometrisch linearen Finiten Elemente Analyse iiberein.

3.3. FlieBflache

Um den ratenbezogenen Spannungsverlauf graphisch im Spannungsraum darzustellen,
wurde das Programm Matlab gewéhlt.

Die nachfolgende Darstellung der Flieifliche, Abbildung 3.35, veranschaulicht die
Spannungszustidnde, die ein Kérperpunkt im Querschnitt wiéhrend des Steigens des
Innendrucks durchlduft. Man erkennt, wie der Spannungspfad im elastischen Bereich
vom Ursprung des Koordinatensystems bis zur Fliefliche anwéichst und danach ent-
lang der FlieBflache, in den negativen Spannungsraum verlauft (blauer Spannungs-
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3.3. FlieBflache

Abbildung 3.35.: Darstellung der FlieBflache und dreier Spannungspfade bei einem normier-
ten Innendruck von pxy = 0.9 und einem Radienverhéltniss von 2 =5

pfad). Bei Eintreten der Entlastung verldsst der Spannungspfad die FlieBflache und
wandert erneut durch den elastischen Bereich, bis er schliellich in Gegenrichtung an
Wert zunimmt. Dieses Anwachsen wiirde dann wieder durch die Fliefifliche begrenzt
werden. Ebenso erkennbar ist, dass die Spannungspfade von den beiden Kérperpunk-
ten - rot und griin - nicht die Fliefifliche erreichen und somit im elastischen Bereich
verbleiben. Weiters ist zu erkennen, dass die Spannungspfade nur in der o,,-0,,-Ebene
verlauft (Ebener Spannungszustand).

e blau....L =1
a
Zeigt den normierten Spannungsverlauf des Punktes, in welchem das Verhéltnis

von Radius zu Innenradius 1 betragt.

e rot....2 =1.59
a
Zeigt den normierten Spannungsverlauf des Punktes, in welchem das Verhéltnis
von Radius zu Innenradius 1.59 betragt.

o griin....p = 2.295
Zeigt den normierten Spannungsverlauf des Punktes, in welchem das Verhéltnis
von Radius zu Innenradius 2.295 betragt.

51



3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

3.4. Einfliisse auf die numerische Analyse

In diesem Kapitel 3.4 wird das zuvor schon, im Kapitel 3, beschriebene Modell ver-
wendet. Ergénzend sei erwahnt, dass es sich hierbei nicht mehr um eine rein geome-
trisch lineare numerische Analyse handeln muss. Ebenso werden hier unterschiedli-
che Rohrldngen verwendet. Aus diesem Grund werden auch unterschiedliche Grofien
des Elements CAXS8 verwendet. So werden bei diinnen Rohrscheiben Elemente der
Grofle 0.05mm am ganzen Querschnitt verwendet. In langen Rohren wird der Quer-
schnitt zusédtzlich in drei Bereiche unterteilt. Der erste Bereich erstreckt sich iiber
den elastisch-plastischen Bereich, bis hin in den elastischen Bereich und wurde mit
Elementen der Grofie 0.05mm modelliert. Am Auflenrand des dickwandigen Rohres
befindet sich ein Bereich, in dem Elemente bis zu einer Gréfle von 0.1mm verwendet
wurden. Zwischen diesen Bereichen liegt eine Zone in der der Abaqus Algorithmus
selbststéindig eine Ubergang von den kleinen zu den grofen Elementen schafft.

3.4.1. Unterschied zwischen geometrisch linearer und geometrisch
nichtlinearer numerischer Analyse

Abbildung 3.36 zeigt exemplarisch die Auswertung einer Rohrscheibe, mit einer nor-
mierten Linge von é = 0.02 (wobei hier 1 die Lénge des Rohres bezeichnet) und
einem Verhéltnis von Auflen- zu Innenradius von g = 5. Dieses Modell wird mit ei-
nem normierten Druck von py = 1 belastet und einer geometrisch linearen sowie
geometrisch nichtlinearen Finiten Elemente Analyse unterzogen. Die daraus erhalte-
nen, auf die Fliespannung normierten, Werte der Vergleichsspannung nach TRESCA,
sind graphisch in den Abbildungen 3.36b bis 3.36f dargestellt. Um das Modell besser
abbilden zu kénnen, wurde nach der numerischen Auswertung die Lange des Modells,
im Postprozessor, in Richtung der Rohrlangsachse um den Faktor 10 gestreckt. In
den Abbildungen 3.36b und 3.36e sind die Deformationen des Modells nicht vergro-
Bert dargestellt. Hier ldsst sich kein eindeutiger Unterschied zwischen der geometrisch
linearen und der geometrisch nichtlinearen numerischen Analyse ausmachen. Aus die-
sem Grund sind in Abbildungen 3.36¢ und 3.36f die Deformationen mit dem Faktor
100 vergroBert worden. Dieser Faktor wird im Folgenden als deformation scale factor
bzw. D-Scale bezeichnet. Auch bei der vergréflerten Darstellung der Deformationen
lasst sich kaum ein Unterschied auszumachen.
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Mormiert, Tresca
1.0001
1.0000
0.9435
09269
0.5904
0.5535
05173
0.7507
0.7442
0.7076
0.6711
0.6345
0.5330
0.5615
0.5249
045584
0.4515
0.4153
0.3787
03422
0.3056
0.2691
0.2325
0.1960
0.1595
0.1zz9

(a) Legende mit den
normierten Werten,
zugehorig zu den Ab-
bildungen 3.36b und
3.36¢

Mormiert, Tresca
1.0001
1.0000
0.,9635
0.9z259
0.5904
0.5535
05173
0.7507
0.7442
0.7076
0.6711
0.6345
0.5330
0.5615
0.5249
0.4584
0.4515
0.4153
0.3787
03422
0.3056
0.2691
0.2325
0.1360
01595
0.1zz9

(d) Legende mit
normierten Werten,
zugehorig zu den
Abbildungen  3.36e
und 3.36f

(b) Geometrisch nichtlineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=1)

(¢) Geometrisch nichtlineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=100)

(e) Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=1)

(f) Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=100)

Abbildung 3.36.: Finite Elemente Analyse eines Rohres mit der normierten Lénge von

é = 0.02, bei einem normierten Druck von py = 1 und einem Verhéltnis von Auflen- zu
Innenradius von g = 5. Die postnumerische Abbildung ist in Rohrlingsrichtung um den

Faktor 10 skaliert, um eine bessere Darstellung zu erhalten.
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Abbildung 3.37 zeigt exemplarisch die numerische Auswertung eines Rohrmodells mit
den charakteristischen Abmessungen eines langen Rohres. Mit einer normierter Rohr-
lange von é = 3 und einem Verhéltnis von Auflen- zu Innenradius von g = 5. Die
Belastung des Modells erfolgt an der Rohrinnenwand mit einem normierten Druck von
py = 1. Die numerische Auswertung wird einerseits geometrisch linear, sowie geome-
trisch nichtlinear, durchgefiihrt. Die daraus erhalten Werte, der Vergleichsspannung
nach TRESCA, sind ebenfalls auf die FlieBspannung normiert und in den Abbildun-
gen 3.37b bis 3.37f dargestellt. Um die Darstellung kompakt zu halten, ist in diesen
Abbildungen nur das fiir uns interessante Rohrende, geschnitten in der r-z Ebene, ab-
gebildet. Wie auch schon im Modell zuvor, sieht man in Abbildung 3.37b und 3.37e,
die mit einem D-Scale von 1 abgebildet wurden, keinen nennenswerten Unterschied
zwischen den zwei Analysemethoden. Um doch einen etwaigen Unterschied auszuma-
chen, ist in den Abbildungen 3.37c und 3.37f der D-Scale auf 100 gesetzt. Doch auch
bei dieser vergréflerten Darstellung lasst sich kaum ein Unterschied feststellen.

Um den etwaigen Unterschied zwischen geometrisch linearer und geometrisch nicht-
linearer numerischer Auswertung auszumachen, werden in Abbildung 3.38 die nor-
mierten Hauptnormalspannungen, der beiden zuvor aufgestellten Modelle, abgebil-
det. Die hier abgebildeten Werte sind dem, in Richtung der Rohrléngsachse lastfreien,
Rohrende entnommen. Ebenso wie in den Darstellungen zuvor (Abbidlung 3.37 und
3.36), lasst sich kaum ein Unterschied zwischen geometrisch linearer und geometrisch
nichtlinearer Analyse ausmachen. Lediglich ein minimales Abweichen ist in der Be-
reichsgrenzen erkennbar. Wenn man jedoch die normierten Hauptnormalspannungen
beider Modelle miteinander vergleicht, fallt auf, dass sich der Verlauf im elastisch-
plastischen Bereich der beiden Modelle zueinander deutlich unterscheidet. Dies ist auf
die Rohrléange zuriickzufiihren und wird unter Punkt 3.4.2 genauer behandelt.
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Mormiert, Tresca
1.0016
1.0000
0.9635
0.9259
0.5904
0.8538
0.8173
0.7807
0.7442
0.7076
0.6711
0.6345
0.5980

0.5615

8;3533 (b) Geometrisch nichtlineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=1)
0.4518
0.4153

0.3787

0.3422

0.3056

0.2691

0.2325

0.1360

0.1595

0.1229
(a) Legende mit den
normierten Werten,
zugehorig zu den Ab-
bildungen 3.37b und
3.37c

(¢) Geometrisch nichtlineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=100)

MNormiert, Tresca
1.0017
1.0000
0.9635
0.9269
0.8904
0.8538
0.8173
0.7807
0.7442
0.7076
0.6711
0.6345
0.5980

0.5615

oagde (e) Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=1)

0.4518
0.41532

0.37587

0.3422

0.3056

0.2691

0.2325

0.1960

0.1595

0.1229
(d) Legende mit den
normierten Werten,
zugehorig zu den Ab-
bildungen 3.37e und

3.37f

(f) Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse (D-Scale=100)

Abbildung 3.37.: Finite Elemente Analyse eines Rohres mit der normierten Lénge von é =3
bei einem normierten Druck von py = 1 und einem Verhéltnis von Auflen- zu Innenradius
von g = 5. In dieser Abbildung ist nur das Rohrende und nicht das ganze Modell dargestellt.
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Normierter Hauptnormalspannungsverlauf bei é =3
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Abbildung 3.38.: Darstellung der geometrisch linearen, sowie geometrisch nichtlinearen nu-

merisch berechneten, normierten Hauptnormalspannungen bei einer elastisch-plastischen Be-
b

anspruchung im Ebenen Spannungszustand (7 =5, py = 1)
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Ein eklatanter Unterschied zwischen der geometrisch linearen und der geometrisch
nichtlinearen numerischen Analyse ist bei der Uberschreitung der analytisch bestimm-
ten Modellgrenze (p < o) zu erkennen. In Abbildung 3.39 ist die geometrisch lineare,
sowie geometrisch nichtlineare numerische Auswertung eines Modell mit einem Ver-
héltnis von Auflen- zu Innenradius von g = b, einer normierten Lénge é = 0.1 und
einem normierten Innendruck von py = 1.12727, abgebildet. Abbildungen 3.39¢ und
3.39% zeigen einen Schnitt durch das ganze Modell entlang der r-z Ebene. Abbildung
3.39b und 3.39f zeigen jeweils einen Ausschnitt des Modells - die vergroflerte Dar-
stellung der Rohrinnenwand. Man sieht sofort, dass bei einer geometrisch linearen
Analyse (Abbildung 3.39¢ bzw. 3.39b) das Material aufgrund der eventuell auftreten-
den Singularitit sozusagen ,herausschieft“. Wo hingegen sich, bei einer geometrisch
nichtlinearen Analyse, eine ,,Materialnase“ ausbildet. Die Verformungen in Abbildung
3.39 sind nicht skaliert, sprich es liegt ein D-Scale=1 vor. Bei einer Belastung iiber
einem normierten Druck von eins, muss die numerische Berechnung zusétzlich stabili-
siert werden und es treten auch numerische Werte auf, die in dieser Form nicht zulés-
sig sind. Werte die grofler als die Flielspannung sind, bzw. in auf die Fliespannung
normierter Form grofler als eins sind, sind nicht zuléssig, da im elastisch-plastischen
Bereich der Wert der Vergleichsspannung nicht iiber den der Fliespannung hinaus-
wachsen kann. In den Abbildungen sind solche Werte grau eingefarbt.
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Normiert, Tresca
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1.0000
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0.8558
0.8197
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(a) Legende mit den
normierten Werten,
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bildungen 3.39b und
3.39¢c

(c) Geometrisch linearen Finite Elemente Analyse
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0.2057 (f) Detaildarstellung der Abbildung 3.39e
0.1345

(d) Legende mit den
normierten Werten,
zugehorig zu den Ab-
bildungen 3.39e und
3.39f

Abbildung 3.39.: Finite Elemente Analyse eines Rohres mit der normierten Lange von

é = 0.1 bei einem normierten Druck von py = 1.12727 und einem Verhéltnis von Auflen- zu

Innenradius von g = 5. (D-Scale=1)
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

3.4.2. Einfluss der Modelllange

In Abbildung 3.37, bzw. im zugehorigen Diagramm 3.38, ist der Unterschied zwi-
schen kurzem und langen Rohr, in der Grofle des elastisch-plastischen Bereichs, au-
genscheinlich geworden. Um diesen deutlicher herauszuarbeiten, wird ein Modell mit
einem Verhéltnis von Auflen- zu Innenradius von g = 5, einem normierten Innendruck
von py = 0.9 und mit einer normierten Lange von é = 0.005 dem gleichen Modell,
mit einer normierten Linge von é = 5, gegeniiber gestellt. Das Modell mit der nor-
mierten Linge von é = 0.005 wird zur besseren Darstellung, nach der numerischen
Auswertung, in Rohrldngsachse mit dem Faktor 1000 gestreckt. Der deformation scale
factor betriagt bei beiden Modelle eins. Abbildung 3.40b zeigt den Querschnitt einer,
in Rohrlangsrichtung vergréflert dargestellten, diinnen Rohrscheibe. Abbildung 3.40c
zeigt den Querschnitt eins dickwandigen Rohrs, mit einer ausreichend langen Rohr-
lange. In beiden Abbildungen sind die normierten Werte der Vergleichsspannung nach
TRESCA abgebildet. Es ist klar zu erkennen, dass bei der Zunahme der Rohrlénge
sich die elastisch-plastische Zone ebenfalls vergroflert. In einer diinnen Scheibe pragt
sich eine im Durchmesser kleinere elastisch-plastische Zone aus, als am Rand eines
langen Rohres. Bei einem langen Rohr erkennt man aber auch, dass der Durchmesser
der elastisch-plastischen Zone nicht konstant entlang der Rohrlédngsachse bleibt, son-
dern sich mit zunehmendem Abstand zum Rohrende verkleinert und sich schliellich
auf einen konstanten Wert einstellt.

Das Diagramm in Abbildung 3.41 stellt die am, in Richtung der Rohrldngsachse, last-
freien Rohrende entnommenen normierten Hauptnormalspannungen beider zuvor, in
Abbildung 3.40, betrachteten Modelle gegeniiber. Hier fillt der grofie Unterschied im
Verlauf der Hauptnormalspannungen beiden Modelle auf. So bildet sich bei dem ldn-
geren Rohr eine viel grofiere elastisch-plastische Zone am Rohrende als bei der diinnen
Scheibe aus. Auch ist das Maxima der tangentialen Hauptnormalspannungen unter-
schiedlich. So fallt der Wert der maximalen tangentialen Hauptnormalspannung beim
langen Modell geringer aus als beim kurzen Modell. Dies hat zur Folge, dass auch die
radiale Hauptnormalspannung eine unterschiedliche Charakteristik aufweist. Die auf-
tretenden numerische Ungenauigkeit im langen Modell hédngt mit den unterschiedlich
groflen Elementen zusammen, die bei der Modellierung des langen Rohres verwendet
wurden.

Bevor ndher auf die Ursache dieser Rohrléngenabhéngigkeit der elastisch-plastischen
Zone eingegangen wird, werfen wir einen Blick auf Abbildung 3.42. Hierfiir wird ein
exemplarisches Modell mit einem Verhéltnis von Auflen- zu Innenradius von g =

und einem normierten Innendruck von py = 0.9 herangezogen um die Auswirkung

der Rohrldnge auf die elastisch-plastische Zone am Rohrende zu zeigen. Abbildung
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MNormiert, Tresca

Dzt (b) Normierte Rohrlinge von £ = 0.005.
0.546 Dargestellt mit einer zusétzlichen postnu-
0.470 merischen Modell Streckung um den Fak-
0304 tor 1000 in Rohrlédngsrichtung, um eine
0.336 bessere Darstellung zu erreichen.

o
m
W
=~

(a) Legende mit den
normierten Werten
zugehorig zu den
Abbildungen 3.40b
und 3.40c

(c) Normierte Rohrlénge von £ =5

Abbildung 3.40.: Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse einer elastisch-plastischen
Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand bei einem normierten Druck py = 0.9 und
einem Verhaltnis von Auflen- zu Innenradius von % = 5. Dargestellt mit D-Scale=1.
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Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.9 und g =5

OijN

L P T O A S
r
a
Radiale HNS oy (lang L = 5)
Tangentiale HNS o, (lang g =5) -------
Axiale HNS o, (lang é =5) ~— /-
num. Bereichsgrenze(lang é =5)
Radiale HNS o,..(diinn £ = 0.005)

o

Tangentiale HNS oy, (diinn é
Axiale HNS o, (diinn % =0.005) — =

1

a

num. Bereichsgrenze (diinn

Abbildung 3.41.: Gegeniiberstellung der normierten Hauptnormalspannungen eines geome-
trisch linear numerisch berechneten Modells, bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im
Ebenen Spannungszustand mit den charakteristischen Werten (3 =5, py = 0.9), bei einer
unterschiedlichen Modelllange.

3.42 stellt die Zunahme der normierten Rohrlinge auf der Abszisse mit den zuge-
horigen normierten Werte der Bereichsgrenze R auf der Ordinate dar. Hier lasst sich
erkennen, dass bei einem ausreichend kurzen Rohrstiick, die normierten Werte der Be-
reichsgrenze annahernd konstant bleiben. In diesem Fall kann man von einem Ebenen
Spannungszustand einer diinnen Rohrscheibe ausgehen. Uberschreitet die Rohrlinge
einen kritischen Wert, so nimmt der Durchmesser der elastisch-plastischen Zone stark
zu. Ab einer gewissen Rohrlénge, hat die Rohrlédnge keinen weiteren Einfluss mehr auf
eine weiter Zunahme des Durchmesser der elastisch-plastische Zone und es stellt sich
wiederum ein konstanter Wert des Durchmesser der elastisch-plastischen Zone ein.
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Im Anhang unter Punkt A.1 findet sich eine, zu Diagramm 3.42 zugehorige, Werteta-
belle.

Verschiebung der normierten Bereichsgrenze %
1.74 ——
1.72 ©
1.7 -
1.68 -
1.66 ©
12;1 7 Normierte Bereichsgrenze % —— 7

Kl

158 |
1.56 R S S S S S H SR PSR
0 1 2 3 4 5} 6 7 8 9 10

Normierte Rohrlange é

Abbildung 3.42.: Darstellung der numerisch geometrisch linear berechneten, auf die Flie3-

spannung normierten Bereichsgrenze zwischen elastischer und elastisch-plastischer Zone in

Abhéngigkeit zur normierten Rohrlange. Bei einer exemplarischen Modellvorgabe von (é =35,

PN = 09)

Die Abhéngigkeit des Radius, welcher den elasto-plastischen Bereich vom rein elasti-
schen Bereich abgrenzt, von der Modelllinge bedarf einer ndheren Betrachtung: Auf
den ersten Blick erscheint es verwunderlich, dass die Lange des vom freien Rohrende
ausgehend modellierten Rohrstiickes einen Einfluss auf die Verhéltnisse an der Ober-
flache hat; liegt doch jedenfalls ein Ebener Spannungszustand direkt am Rohrende vor,
und schliefllich wurde ja eine analytische Losung fiir den Ebenen Spannungszustand
gefunden.

Sieht man aber ndher hin, so werden bei der Analyse des Ebenen Spannungszustandes
fiir eine diinne Scheibe von vornherein die Systemgleichungen fiir einen zwei-achsigen
Spannungszustand herangezogen, und die Randbedingungen sind als Spannungsbe-
dingungen in der betrachtete Ebene formuliert. Es wird also per se ein ebenes, d.h.
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zweidimensionales Problem behandelt (welches im gegebenen Fall schlielich in einer
Dimension, der Radialkoordinate, beschreibbar ist). Siehe hierzu Abbildung 3.43a.
Bei der Analyse der Verhéltnisse an der lastfreien Oberfliache eines dreidimensionalen
Korpers liegen die Verhéltnisse anders: Hier ist von den Systemgleichungen eines Span-
nungszustandes in einem dreidimensionalen Raum auszugehen, und der Umstand, dass
an der Oberflache ein Ebener Spannungszustand vorliegt, nimmt hier die Gestalt einer
Randbedingung an.

Es liegen also grundsétzlich zwei verschiedene Problemklassen vor, wenn, einerseits,
ein Ebener Spannungszustand fiir diinne Scheiben betrachtet wird und, andererseits,
der Ebene Spannungszustand als Bedingung (!) an der lastfreien Oberflache eines drei-
dimensionalen Korpers mit einem drei-achsigen Spannungszustand (der im gegebenen
Fall in zwei Dimensionen, nédmlich in radialer und axialer Richtung verdnderlich, be-
schreibbar ist) einzuhalten ist.

Weitere numerisch berechnete Ergebnisse von ausgewédhlten Modellen, um den Einfluss
der Modelllinge deutlich zu machen, finden sich im Anhang unter Punkt A.

Modell eines Ebenen Spannungszustandes

Randbedingung 1: 0., =0 (3.1)

E — e Definition: Ooy = 0py =0p, =0 (3.3)

(a) Sehr diinne Scheibe mit be-
lastungsfreien Oberflichen in

ESZ Randbedingung 2: 0., =0 (3.2)

Da es sich um eine sehr diinne Scheibe handelt und die

Rohrlingsachse Randbedingungen an den Réndern erfiillt sein miissen, ist
hier auch im inneren der Scheibe die Spannungskomponente

unveranderlich o,, =0

Abbildung 3.43.: Auflistung der unterschiedlichen Modellbeschreibungen

63



3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Modell eines Ebenen Verzerrungszustandes

(b) Dickwandiges, langes,
beidseitig eingespanntes Rohr

Definition: €2 =Epy = Epr =0 (3.4)

Bei einem langen, beidseitig eingespannten, dickwandigen
Rohr, kann man davon ausgehen, dass mittig ein Ebener
Verzerrungszustand herrscht.

Modell des, in diesem Kapitel behandelten, Rohres

ESZ VEVZ ESZ

(c) Langes, dickwandiges Rohr
mit lastfreien Oberflichen in
Rohrléngsachse

Randbedingung rechts, des rechten ESZ: o,, =0 (3.5)

Randbedingung links, des rechten ESZ: 0. 70 (3.6)
Defintion VEVZ: €., =const. e,, =€, =0 (3.7)

Mit VEVZ wird der Verallgemeinerte Ebene Verzerrungszu-
stand abgekiirzt. Man kann davon ausgehen, dass dieser in
der Mitte eines langen, dickwandigen, nicht eingespannten
und in Rohrlédngsrichtung belastungsfreien Rohres auftritt.
Das hier abgebildete Modell stellt den Zustand dar, der in
diesem Kapitel bei den Modellen mit langer Rohrlénge auf-
tritt. Die Definition des VEVZ ist [1] entnommen.

Abbildung 3.43.: Auflistung der unterschiedlichen Modellbeschreibungen
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3.4. FEinfliisse auf die numerische Analyse

Abbildung 3.44 zeigt ein langes, dichwandiges Rohr mit, in Rohrldngsachse, lastfreien
Oberflachen. Es hat die charakteristischen Abmessungen von einem Verhéltnis Auflen-
zu Innenradius von g = 5 und einer normierten Lange von é = 10. Die normierte
Last die auf die Rohrinnenwand wirkt, betragt eins (py = 1). In den Abbildungen
ist die Meridian-Flache (r-z Ebene), des Rohrmodells abgebildet. Die linke Seite der
Abbildungen stellt die Rohrmitte, in Léngsrichtung, dar. Das eigentliche Rohrmodell
ist somit doppelt so lang(é = 20). Siehe hierzu die Modellbildung in Kapitel 3. Die
obere Kante der Meridian-Fléche stellt die Rohrinnenwand dar. Hier wirkt der, auf
die Fliespannung normierte, Innendruck von py = 1. Auf der rechten Seite der
Abbildungen, ist das, in Rohrldngsrichtung, lastfreie Rohrende zu sehen.

Abbildung 3.44c zeigt die wirkende Vergleichsspannung nach TRESCA. Am Rohrende
ist eine deutlich groflere elastisch-plastische Zone auszumachen, als in der Rohrmitte.
Vergleicht man diesen Umstand, mit den zuvor dargestellten Modellbeschreibungen,
so erkennt man, der Abbildung 3.43c zufolge, dass es sich in der Rohrmitte um einen
Verallgemeinerten Ebenen Verzerrungszustand handelt, und am Rohrende eine Art
von Ebenen Spannungszustand vorliegt. Im Verallgemeinerten Ebenen Verzerrungs-
zustand gilt o,, # 0. Abbildung 3.44g zeigt, das an der Rohrinnenwand eine axiale
Druckspannung anliegt. Diese klingt mit zunehmender Ndhe zum Rohrende ab und hat
an der Oberfliche des Rohrendes den Wert null. Im Ebenen Spannungszustand einer
diinnen, dickwandigen Rohrscheibe, bildet sich definitionsgeméf keine Schubspannung
in der r-z Ebene aus. Alle Spannungskomponenten die in Rohrléngsrichtung zeigen,
sind null. Anders ist dies bei einem langen, dickwandigen Rohr. Abbildung 3.44k zeigt
deutlich, dass sich kurz nach dem Rohrende, ein lokales Maximum der Schubspan-
nungskomponenten in der r-z Ebene wirkend, ausbildet. Diese zusétzlich auftretende
Spannungskomponente beeinflusst den Verlauf der radialen, tangentialen und axialen
Hauptnormalspannung am Rohrende und das Ergebnis der numerischen Analyse kann
daher nicht mehr mit einem Ebenen Spannungszustand gleich gesetzt werden, der in
einer diinnen, dickwandigen Rohrscheibe wirkt.

Durch die Vereinfachung, der schubspannungsfreien Meridian-Flache, in Kapitel 1.9,

beschreiben die analytisch aufgestellten Gleichungen, diesen Fall unzureichend ge-
nau.
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Rohrmitte

Rohrende

Ansicht

(a) Dreidimensionale Darstellung von 3.44c

Normiert, Tresca

0.8i65
07796
07427

(b) Legende (c) Darstellung der Vergleichsspannung nach TRESCA
zu den Abbil-

dungen 3.44a

und 3.44c

Morrniert, 511
0.0000
-0.0417
-0.0833
-0.1250

-0.1667
-0.2083
-0.2500
-0.2917
-0.3334
-0,3750

(d) Legende (e) Darstellung der radialen Hauptnormalspannung
von 3.44e

Abbildung 3.44.: Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse einer elastisch-plastischen
Beanspruchung im ,,Ebenen Spannungszustand® bei einem normierten Druck py = 1, einem
Verhéltnis von Auflen- zu Innenradius von g = 5 und einer normierten Lénge é = 10. Darge-
stellt mit D-Scale=1.
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Normiert, 522

04503

(f)  Legende (g) Darstellung der axialen Hauptnormalspannung
von 3.44g

Normiert, $33
0.6052
0.5300
0.5547
0.5295
0.5043

(h) Legende (i) Darstellung der tangentialen Hauptnormalspannung
von 3.44i

Morrniert, 512

-0.0730

(J) Legende (k) Darstellung der Schubspannung in der r-z Ebene
von 3.44k

Abbildung 3.44.: Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse einer elastisch-plastischen
Beanspruchung im ,Ebenen Spannungszustand“ bei einem normierten Druck py = 1, einem
Verhaltnis von Aufien- zu Innenradius von g = 5 und einer normierten Lénge é = 10. Darge-
stellt mit D-Scale=1.



4. Zusammenfassung und Diskussion der
Ergebnisse

Dieses Kapitel richtet sich nach [2] und wurde teilweise daraus iibernommen.

4.1. Vergleich: Ebener Spannungszustand mit dem Ebenen
Verzerrungszustand

Vergleicht man, anhand der analytisch errechneten Ergebnisse des dickwandigen Roh-
res, das Modell des Ebenen Spannungszustandes mit jenem des Ebenen Verzerrungs-
zustandes aus [2], erkennt man, dass sich bei der Beschreibung der Hauptnormal-
spannungen, sowie der Eigenspannungen, lediglich die axiale Spannungskomponente
unterscheidet. Die Gleichungen fiir die tangentialen und radialen Hauptnormalspan-
nungen, sowie die der tangentialen und radialen Eigenspannungen, vom elastischen
und elastisch-plastischen Bereich, sind beim Ebenen Verzerrungszustand und Ebenen
Spannungszustand ident. Ebenfalls stimmt der Radius der elastisch-plastischen Zone
R, an der das elastische zum elastisch-plastischen Materialverhalten iibergeht, tiber-
ein. Plastizieren setzt im Ebenen Spannungszustand beim gleichen Innendruck ein,
wie im Ebenen Verzerrungszustand. Die beschreibende Gleichung fiir die Traglast des
dickwandigen Rohres, kann ebenfalls aus beiden Modellbeschreibungen mit dem glei-
chen Resultat gewonnen werden. Dies ist nicht verwunderlich, da, bei der Annahme
der FlieBbedingung nach TRESCA, noch innerhalb der festgelegten Modellgrenzen
die axiale Hauptnormalspannung keinen Einfluss auf das Flieffen hat.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Ebenen Spannungszustand und Ebenen
Verzerrungszustand besteht bei den zuldssigen Innendriicken um die Giiltigkeit der
Vereinfachungen und der Modellbildung nicht zu gefdhrden. Das Modell mit der Be-
trachtungsweise Ebener Verzerrungszustand lasst, im Gegensatz zum Modell mit der
Betrachtungsweise Ebener Spannungszustand, einen Innendruck grofler op zu. Beim
Modell mit dem Ebenen Spannungszustand ist die Grenze des Modells erreicht, wenn
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Betrachtung

der Innendruck gleich der FlieBspannung o ist. Der Grund hierfiir ist, dass im Ebenen
Spannungszustand die axiale Hauptnormalspannung null bleibt, wo hingegen im Ebe-
nen Verzerrungszustand, die axiale Hauptnormalspannung stets die mittlere Haupt-
normalspannung bleibt, obgleich die tangentiale Hauptnormalspannung bei p = o in
eine Druckspannung iibergeht.

Weitere wesentliche Unterschiede zwischen Ebenen Spannungszustand und Ebenen
Verzerrungszustand liegen vor, wenn man die Deformationen betrachtet: So sind beim
Ebenen Spannungszustand definitionsgeméf die axialen Verzerrungen und somit auch
die axialen Verschiebungen null, wahrend die axialen Verschiebungen beim Ebenen
Spannungszustand (also am Rohrende) nicht null sind. Ferner ist die radiale Auf-
weitung des Rohrendes beim Ebenen Verzerrungszustand geringer als beim Ebenen
Spannungszustand. Somit ist bei einer hydraulische Autofrettage (konstanter Innen-
druck tiber die gesamte Rohrlinge) die Aufweitung am Rohrende grofler als in weiterer
Entfernung vom Rohrende, und es kommt auch zu einer Aufwoélbung des Endquer-
schnittes, insbesondere in dem Bereich der Rohrinnenseite.

Um einen iibersichtlichen Vergleich zwischen Ebenen Spannungszustand und Ebenen
Verzerrungszustand aufzustellen, sind die beschreibenden Gleichungen in den nach-
folgenden Tabellen 4.1 und 4.2 gegeniibergestellt.

4.2. Unterschied zwischen geometrisch linearer und
geometrisch nichtlinearer Betrachtung

Im Kapitel 3.4 wird der Unterschied zwischen einer geometrisch linearen und einer geo-
metrisch nicht linearen numerischen Analyse deutlich gemacht. Es zeigt sich, dass bis
hin zur analytisch bestimmten Modellgrenze (p = o) die Ergebnisse der geometrisch
linear numerischen Analyse kaum merkbar von den Ergebnissen der geometrisch nicht-
linearen numerischen Analyse abweichen. Wird jedoch in der numerischen Berechnung
ein Innendruck gréfler der analytisch bestimmten Modellgrenze, sprich p > op, ver-
wendet, so lasst sich ein deutlicher Unterschied erkennen. Bei der geometrisch linearen
numerischen Analyse kommt es bei einem normierten Druck iiber eins, eventuell zu
einer Singularitdt und das Material ,schiefit* hinaus. Hingegen bei einer geometrisch
nichtlinearen numerischen Analyse, bildet sich bei einem solchen Druck eine deutlich
erkennbare Materialwolbung aus. Siehe hierzu die Abbildung 3.309.
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4.3. Unterschied zwischen einem langen dickwandigen Rohr
und einer diinnen dickwandigen Rohrscheibe

Die numerisch generierten Ergebnisse von Kapitel 3.4 zeigen, dass die Rohrldnge
durchaus einen Einfluss auf die Gréfle der elastisch-plastischen Zone hat.

Ein kurzes, dickwandiges Rohr, bzw. eine Rohrscheibe, wird durch ihre beiden Rand-
bedingungen (o,, = 0) zu einen zwei-achsigen Problem reduziert, siehe hierzu 3.43a,
und bildet dadurch eine elastisch-plastische Zone mit geringerem Durchmesser aus,
als ein vergleichsweise langes Rohr.

Ein langes, dickwandiges Rohr mit belastungsfreien Rohrenden in Rohrldngsrich-
tung kann, wie in Abbildung 3.43c zu sehen ist, modelliert werden. Durch diese Be-
trachtungsweise entstehen fiir das Ebene Spannungszustand Modell zwei verschiedene
Randbedingungen und es ist von einem drei-achsigen Spannungszustand in einem
dreidimensionalen Raum auszugehen.

Der Unterschied zwischen den Radien des elastisch-plastischen Bereichs eines kurzen
und langen Rohres, ist jedoch nicht nur von der Lange des Rohres abhéingig, son-
dern auch vom aufgebrachten Innendruck. So hat der Radius des elastisch-plastischen
Bereichs eines langen,' dickwandigen Rohres bei einem normierten Innendruck von
pn = 0.5 lediglich einen Zuwachs von 0.2451% wo hingegen an der analytisch gezeig-
ten Modellgrenze (py = 1) der Zuwachs 14.408% betrégt. Siehe hierzu die Tabellen
A.2 und A.3.

4.4. Grenzen der Autofrettage

Abbildung 4.1 stellt die Lastbereiche dar, die fiir eine Autofrettage, nach einer analyti-
schen Modellbeschreibung, mafigeblich sind. Der untere Grenzdruck, in Abbildung 4.1
rot eingefarbt und mit Fliefbeginn gekennzeichnet, ist jener minimale Innendruck, der
fir die Bildung einer elastisch-plastische Zone im Material notwendig ist. Der obere
Grenzdruck, in Abbildung 4.1 blau eingefiarbt und mit FliefSbeginn durch die Figen-
spannungen nach TRESCA gekennzeichnet, ergibt sich durch die Bedingung, dass die
Entlastung vollstiandig elastisch erfolgen soll. Das bedeutet, dass es nicht aufgrund
der, bei der Entlastung entstehenden, Eigenspannungen erneut zum Plastizieren der
Rohrinnenwand kommen soll. Bis zu einem Verhéltnis Aulen- zu Innenradius von ca.

! langes Rohr: é =5
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g = 2.22 ist der mafigebliche obere Grenzdruck fiir eine Autofrettage die erreichbare
Traglast nach TRESCA, nachzuschlagen in Kapitel 2.3.3 Gleichung (2.54). Erst bei
einem Verhéltnis Auflen- zu Innenradius, von 2 > 2.22, ist der zuvor genannte obere
Grenzdruck, der fiir eine vollstdndige elastische Entlastung verantwortlich ist, maf}-
geblich. Bei einem normierten Druck, von % = 1, ist die Grenze des analytischen
beschreibbaren dickwandigen Rohres im Ebenen Spannungszustand erreicht. Im Ebe-
nen Verzerrungszustand existiert solch eine Grenze nicht. In der Betrachtungsweise
des Ebenen Verzerrungszustandes ist das Diagramm in Abbildung 4.1 ebenso giiltig,
jedoch existiert diese Modellgrenze bei % = 1 nicht und die Traglast kann auch bei
einem normierten Druck grofler eins bestimmt werden. Diesem Fall wurde hier mit
der griin-strichlierten Linie Rechnung getragen.

Der zuvor erwdhnte Wert des Verhéltnis von Auflen- zu Innenradius von 2.22 errechnet
sich durch die Gleichsetzung der Gleichung, die zur Bestimmung des Traglastdruckes
herangezogen wird, mit der Gleichung des maximalen Druckes, der fiir eine rein elas-
tische Entlastung noch zuléssig ist. Siehe hierzu Gleichung (4.1):

b
pr = pi — = 22184577 (4.1)

Um moglichst grolen Nutzen aus der Autofrettage zu ziehen, ist ein Verhéltnis Auflen-
zu Innenradius von etwas grofier als 2.22 zu wéhlen. Ab diesem Verhéltnis ist es mog-
lich, das volle Potential der eingebrachten Eigenspannungen auszunutzen. Ziel der Au-
tofrettage ist nicht die Erhéhung der Traglast, sondern durch diese Behandlung soll ein
moglichst hoher Betriebsdruck, ohne erneutes Plastizieren der Rohrwand auszulésen,
erreicht werden. Um den Autofrettage-Vorgang moglichst effektiv einzusetzen, sollte
die Wandstéarke gering gehalten werden, sodass moglichst viel des Querschnitt ausge-
nutzt und plastiziert wird. Eine Erhohung der Wandstéarke bringt nur wenig Nutzen,
da der Druck nicht beliebig gesteigert werden kann, ohne einen erneuten Flievorgang
bei Entlastung zu verursachen.
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Gleichungen der Hauptnormalspannungen nach TRESCA

| ESZ | EVZ I
’ allgemeine Form im elastischen Bereich

@ R2 b2 radiale Hauptnormalspannung im
Oy _pFW 1- 7»72 elastischen Bereich

@ tangentiale Hauptnormalspannung
O.QOQO ~PFRz2 R2 b2 1 + im elastischen Bereich

@ R axiale Hauptnormalspannung im
UZZ 0 _pF R27b2 ZV elastischen Bereich

elastischer Bereich mit eingesetztem FlieSdruck

@ or 2 1 1 radiale Hauptnormalspannung im
UTT TR 2 2 (252) elastischen Bereich

@ oFr 2 1 1 tangentiale Hauptnormalspannung
0-9090 TR b2 + r2 (252) im elastischen Bereich

@ 21 axiale Hauptnormalspannung im
0., (252) VJFR b2 [2] (413) elastischen Bereich

elastisch-plastischer Bereich

@ r radiale Hauptnormalspannung im
UTT _p + OF 1H (a) (246) elastisch-plastischen Bereich

@ r tangentiale Hauptnormalspannung
O-SDSD _p + oF + OF ln (a) (2 47) im elastisch-plastischen Bereich

@ oF r axiale Hauptnormalspannung im
UZZ (248) f (T’ l/) (_p + 2 + oF ln (E)) [ ](4 42) elastisch-plastischen Bereich

oF _ E Druck vom elastisch-plastischen auf
pF 2 (1 b2 ) (2 51) den elastischen Bereich
2
pFB UTF (1 - 27) (2 38) Mindestdruck fiir den FlieBbeginn
T of In (g) (2 54) Traglast
120 4 B2
R ae 2\oF b2 (2 53) Radius der elastisch-plastischen Zo-

ne

Tabelle 4.1.: Ubersichtstabelle der Gleichung zur Bestimmung der Hauptnormalspannungen
im Ebenen Verzerrungszustand sowie im Ebenen Spannungszustand
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4.4. Grenzen der Autofrettage

Gleichungen der Eigenspannungen nach TRESCA
H ESZ H EVZ H Beschreibung
’ elastischer Bereich
@R b2 oF R2 CL2 radiale Eigenspannung im elasti-
O’TT‘ ]. - 2 2 2 + pa2_b2 (268) schen Bereich
@R b2 oF 2 2 tangentiale Eigenspannung im elas-
J¢¢ ]. + 7 7 b72 + pa2_b2 (269) tischen Bereich
@R O'F R axiale Eigenspannung im elasti-
JZZ 0 (271) 2v + paQ b2 [2} (5 14) schen Bereich
elastisch-plastischer Bereich
b2 (2 2
@R (T —a ) radiale Eigenspannung im elastisch-
UTT OF ln ( ) + pm (265) plastischen Bereich
2 2
®R (7” ta ) tangentiale Eigenspannung im
O-L,DL,D OF + OF ln ( ) + p r2(a2 bZ) (266) elastisch-plastischen Bereich
@ axiale Eigenspannung im elastisch-
O-ZZ 0 (267) - [2] plastischen Bereich
R ﬁ maximaler Innendruck fiir den
pF OF (1 b2 ) (276) Fliebeginn bei Entlastung
]lm pg oF (277) dGrrueanZ:vert des maximalen Innen-

Tabelle 4.2.: Ubersichtstabelle der Gleichungen zur Bestimmung der Eigenspannungen nach
einer vollstdndigen elastischen Entlastung im Ebenen Verzerrungszustand sowie im Ebenen

Spannungszustand
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4.4. Grenzen der Autofrettage

Bereich der Autofrettage

2 “““““““““ AL R B L B ) B B B B B
r Giltigkeitsgrenze des ESZ .-
]-9 [ Bereich der Autofrettage nach TRESCA NNNNNN e -7
[ FlieBbeginn = L ” i
18 7Flief5beginn durch die Eigenspannungen nach TRESCA = L7 - I
1.7 7 Traglast nach TRESCA fiir ESZ und EVZ giiltig ———— .- e i
L Traglast nach TRESCA nur fur EVZ gultig - - - — - PRe

Abbildung 4.1.: Bereiche der Autofrettage im Ebenen Spannungszustand
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A. Anhang

Bei den nachfolgenden Tabellen handelt es sich um ergénzende numerische Auswer-
tungen mehrerer geometrisch linearer Analysen eines dickwandigen Rohres, betrachtet
im Ebenen Spannungszustand, mit einem Auflen- zu Innenradius Verhéltnis von 2 =5
und einer Elementgrofie in der elastisch-plastischen Zone von 0.05. Das dickwandige
Rohr wurde fiir die numerische Analyse wie in Kapitel 3 modelliert. Die Werte der nor-
mierten Hauptnormalspannungskomponenten und die Gréfle der elastisch-plastischen
Zone sind dem, in Rohrlédngsachse lastfreien, Rohrende entnommen.

Tabelle A.1 dient zur Erstellung der Abbildung 3.42 und beinhaltet die normier-
ten Werte der verwendeten Modelllinge und die normierten Werte des Radius der
elastisch-plastischen Zone, bei einer Belastung durch einen normierten Druck von
pn = 0.9. Weiters zeigt Aé die Zunahme der normierten Rohrldnge in Prozent, bezo-
gen auf die Startlange von é = 0.005. Passend dazu gibt Ag die Zunahme des Radius
der elastisch-plastischen Zone in Prozent an. Hierbei wurden die Werte ebenfalls auf
den ersten vorkommenden Wert (% = 1.5675) bezogen.

Tabelle A.2 zeigt die Zunahme des Radius der elastisch-plastischen Zone in Abhén-
gigkeit zur normierten Modelllange, bei einem normierten Druck von py = 0.5. Dieser
entspricht einem Druck, der knapp iiber jenen Druck liegt, der fiir den Fliebeginn
notwendig ist (prpy = 0.48). Aé gibt die Zunahme der normierten Modelllange in
Prozent an. Die normierte Ausgangsliange wird mit 0.005 gewéhlt, da Tabelle A.1
gezeigt hat, dass es sich bei dieser Lange um eine ausreichend diinne Rohrscheibe
handelt, um den Ebenen Spannungszustand gut abzubilden. Die Zunahme des nor-
mierten Radius A% wird ebenfalls in Prozent angegeben und ist auf den auftretenden
Wert, bei einer normierten Modellldnge von g = 0.005, bezogen. Also auf % =1.02.

Abbildung A.1 zeigt die normierten Hauptnormalspannungen, welche bei einem nor-

mierten Druck von py = 0.5, am, in Rohrlédngsachse lastfreien, Rohrende auftreten.
Dieses Diagramm ist der Tabelle A.2 zugehorig.
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A. Anhang

y py =0.9
L 0.005 0.01 0.025 0.05 0.075 0.1
a 1.5675 1.5675 1.5675 1.57 1.57 1.575
AL +0% +100% +400% +900% +1400% +1900%
AZ +0% +0% +0% +0.1595% | +0.1595% | +1.4354%
L 0.25 0.5 0.75 1.0 1.5 2.0
L 1.59 1.6375 1.67 1.6875 1.705 1.715
ALT 4+4900% | +9900% | +14900% | +19900% | +29900% | +39900%
AZ ] 40.4785% | +4,4657% | +6.5391% | +7.6556% | +8.7719% | +9.4099%
L 2.5 3.0 35 4.0 5.0 6.0
2 1.72 1.725 1.73 1.735 1.7375 1.7375
ALT 4+49900% | +59900% | +69900% | +79900% | +99900% | +119900%
AL | +9.7280% | +10.0478% | +10.3668% | +10.6858% | +10.8453% | +10.8453%
L 7.0 8.0 9.0 10.0
4 1.7375 1.7375 1.7375 1.7375
AL T +139900% | +159900% | +179900% | ~+19900%
AL | +10.8453% | +10.8453% | +10.8453% | +10.8453%

Tabelle A.1.: Numerisch berechnete Werte der normierten Bereichsgrenze bei zunehmender

normierten Rohrldnge, einem normierten Druck von py = 0.9 und einem Verhéltnis von
Auflen- zu Innenradius von 2 = 5.

Zusitzlich zu der tabellarischen (Tabelle A.3) und grafischen Auswertung (in Form
eines Diagramms Abbildung A.1) zeigt Abbildung A.2 einen Schnitt durch das Modell
entlang der r-z Ebene. Bei der Darstellung von A.2b wurde postnumerisch das Modell
entlang der Rohrachse um den Faktor 1000 gestreckt. Die Deformationen sind mit

dem Faktor D-Scale=1 abgebildet. In Abbildung A.2¢ wurde auf eine postnumerische
Streckung verzichtet.
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py = 0.5 ‘ py =1 ‘
L10.005 5 L170.005 5
% 1102 | 1.0225 & 117525 |  2.005
AL T +0% [ +99900% ALT +0% [ +99900%
AL | +0% | +0.2451% AL +0% | +14.408%
Tabelle A.2.: Numerisch berechnete Tabelle A.3.:

Werte der normierten Bereichsgrenze, bei

Numerisch berechnete
einer zunehmenden normierten Rohrliange,

Werte der normierten Bereichsgrenze, bei

einem normierten Druck von py = 0.5 und

einem Verhaltnis von Auflen- zu Innenra-
dius von 2 = 5.

2] 05 | 09 1
B 1.0225 1.7375 2.005
AL | +4.16666% | +87.5% | +108.333%
AR T +225% | +73.75% | +100.5%

einer zunehmenden normierten Rohrliange,
einem normierten Druck von py = lund

einem Verhaltnis von Auflen- zu Innenra-
dius von g = 5.

Tabelle A.4.: Numerisch berechnete Werte der normierten Bereichsgrenze, bei einer nor-

mierten Rohrlédnge von é = 5 und einem zunehmenden normierten Druck. (Ausgangswert von
% ist der normierte Innenradius £

= 1. Ausgangswert des normierten Drucks % ist jener
normierte Druck, bei dem es erstmals zum Flieflen kommt. Bei einem Auflen- zu Innenradius
Verhéltnis von % =5 hat dieser den Wert 0.48.
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Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % = 0.5 und 2 =5
S s B
0.5 p i
LN ]
0.3 1 o ]
=z 0.1 ¢ e .
sl | T T T s e e
S
01 | 1
03 | ]
_0‘5f‘“‘\‘“‘\““\““\““\““\““\““
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 )
r
a
Radiale HNS o, (lang é =5 —————
Tangentiale HNS o, (lang é =5) ~"-----
Axiale HNS o, (lang é =5) ~——-
num. Bereichsgrenze(lang % =5)
Radiale HNS opp(diinn L =0.005) ————
Tangentiale HNS o4, (diinn é =0.005) ~-"ccooc
Axiale HNS o, (dinn é =0.005) ~——
num. Bereichsgrenze (diinn é =0.005)

Abbildung A.1.: Gegeniiberstellung der normierten Hauptnormalspannungen eines geome-
trisch linear berechneten Modells, bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im ebenen
Spannungszustand, mit den charakteristischen Werten (g =5, py = 0.5) bei unterschiedli-
cher Modelllange.

78



A. Anhang

Mormiert, Tresca
1.001

0.601 (b) Normierte Rohrlinge von £ = 0.005.
0521 Dargestellt mit einer zuséatzlichen postnu-
0.481 merischen Modellstreckung um den Fak-
tor 1000 in Rohrléngsrichtung, um eine
L 0321 bessere Darstellung zu erreichen.

L L
[ e e e
o0 oo
Lo
ooooo

T
oo
[y
[ny Y we)
[y

(a) Legende mit den
normierten Werten,
zugehorig zu den Ab-
bildungen A.2b und
A2c

(c) Normierte Rohrlinge von L =5

Abbildung A.2.: Geometrisch lineare Finite Elemente Analyse einer elastisch-plastischen
Beanspruchung im Ebenen Spannungszustand bei einem normierten Druck py = 0.5 und
einem Verhaltnis von Auflen- zu Innenradius von g = 5. Dargestellt mit D-Scale=1.
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Normierter Hauptnormalspannungsverlauf fiir % =1 und 3 =5
0.6
0.4 g Pt ]
0.2 : e |
0 FKF——
> L
< —0.2 i
(&) L
—-0.4 |
—0.6 i
-0.8 i
B Y
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 )
r
a
Radiale HNS o, (lang é =5 —————
Tangentiale HNS o, (lang é =5) ~"-----
Axiale HNS o, (lang é =5) ~——-
num. Bereichsgrenze(lang % =5)
Radiale HNS opp(diinn L =0.005) ————
Tangentiale HNS o4, (diinn é =0.005) ~-"ccooc
Axiale HNS o, (dinn é =0.005) ~——
num. Bereichsgrenze (diinn é 0.005)

Abbildung A.3.: Gegeniiberstellung der normierten Hauptnormalspannungen eines geome-
trisch linear berechneten Modells, bei einer elastisch-plastischen Beanspruchung im Ebenen
Spannungszustand, mit den charakteristischen Werten (g =5, py = 1) bei unterschiedlicher
Modelllénge.
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A.1. Herleiten des lokalen Gleichgewichts

A.1. Herleiten des lokalen Gleichgewichts

Die Herleitung der lokalen Gleichgewichtsbedingung wird nach der Vorgehensweise
von Parkus [8, S.73f] durchgefiihrt und ist ganzlich, mit zusétzlichen Modifikationen,
aus [2] entnommen.

Zur Herleitung der lokalen Gleichgewichtsbedingung wird ein infinitesimal kleines Vo-
lumselement in Zylinderkoordinaten, wie dargestellt in Abbildung A.4, betrachtet, fir
welches ein Kriftegleichgewicht dFr = 0 gegeben ist.

Die Spannungen & werden mit deren zugehorigen Flachen multipliziert, die daraus
entstehenden Kraftvektoren werden summiert und der so resultierende Kraftvektor
muss in Summe mit dem Vektor einer allfilligen Volumskraft (Volumskraftdichte gy
mal Volumen V) einen Nullvektor ergeben.

AZ

0. (z+dz)

Abbildung A.4.: Lokales Gleichgewicht

dF_"R = —Gy(p)drdz 4+ G,(p + dp)drdz + &,.(r + dr)(r + dr)dedz —
Gr(r)(r)dpdz + &, (z + dz)rdedr — &,(2)rdedr + gydV =0 (A1)
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A.1. Herleiten des lokalen Gleichgewichts

Mit Hilfe des Taylorpolynoms (A.2) [12, S.314] werden die Spannungen in (A.1) nach
ihrer Potenz um i fiir ¢ € r, ¢, z entwickelt, und die Darstellung der Reihe wird nach
dem linearen Term abgebrochen (A.3).

Das ausgeschriebene Taylorpolynom,

a ! a "
Pry(@) = frolary) + 70T o ) ¢ T
fry(ary)" n
.t %(w —ary)
angewandt auf die Spannungskomponenten,
S . . Oo; 1 0%o; 10%; ., .
oi(i + di) = o;(1) + o di + 58261 + .. —I-f'andz PET, Q2 (A.3)

In Weitern nur noch als ... geschrieben

fiihrt auf eine Gleichgewichtsbeziehung;:

—

dFr =drdz (—&p(gp) +0u(p) + 6%( )d90> + rdedr ( (2) + 7.(2) + Oag(z)d )

z

ar(r) (r +dr)dedz + am(r) dr (r +dr)dedz — &, (r)rdedz + - -+ + Gy dV

_yy (A.4)

Das differentielle Volumen dV des infinitesimal kleinen Volumselement ergibt sich in
der Naherung durch die Multiplikation der Bogenlénge rdy, mit der Héhe dz und der
Tiefe des Elements dr.

dV = rdpdrdz

82



A.1. Herleiten des lokalen Gleichgewichts

Berticksichtigt man das Volumen und fasst die Gleichung (A.4) zusammen, so verein-

facht sich diese zu:

dFn — %%;@LWJF aagéz)dVJr ar(r)dvJr 855£ v +
0Ly V4 () dV? + GydV =0 (A5)

und weiterfuhrend zu:
00, (r)1 dV . R
or(r) 1 +(...)dV +q, =0

ar(r) 0d.(r)
* * ar  rrdedz

dFr  13G,(p) = 05.(z2)
0z T or

=0 mit dV — 0 (A )

.6

v r 0Oy
Mit dem Grenziibergang dV — 0 entsteht eine lokale Gleichgewichtsbedingung in

Vektorform:
07:(2) | o) 8"6’";7") Gy =0 (A7)

0z r

_ 18@0(@) i

—

Jr=~ 90
Spaltet man die Spannungsvektoren &; mit ¢ V 7, , z in ihre Komponenten, abhéngig

vom zylindrischen Koordinatensystem, auf, ergibt dies:

= Orr€p + Opp€yp + Orz€;
= U(pTeT‘ + 0<p<p€<p + ngzez
(A.8)

= Ozx€r + 0p€p + 0,2€;

Die Einheitsvektoren des zylindrischen Koordinatensystems, angeschrieben im karte-

sischen Koordinatensystem, lassen sich folgendermafien darstellen:

cos () —sin (p)
sin () €p = cos ()
0 0 1

€ =
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A.1. Herleiten des lokalen Gleichgewichts

Daraus resultierend ergeben sich, fiir die Ableitung der Einheitsvektoren, folgende
Resultate:

oe, 0€, . oe,
— e g A. 1
o €y P ey 0 0 (A.10)

o€, 0¢€; o
E_O , 5—0 mit i € 7,9, 2 (A.11)
Berticksichtigt man die Aufspaltung der Spannungsvektoren nach (A.8) und die zuge-
horigen Eigenvektoren, ergibt sich aus Gleichung (A.7):

0our 00,0 _, L Oous
QD’I“ er + U(prego + Tzwegp — Oppbr + 8:;26z> +
8(7” e 8(72@ L 004, )
0z 0z Cot 0z )+

(Urrer + Orp€yp + Urzez) +

)

or er + or Co T or ¢ ) +av

Orr o aargo o 0oy _, > —

Ol —\ 3|~ — 3|~

(A.12)

Daraus lassen sich skalare, lokale Gleichgewichtsbedingungen anschreiben:

L 1 0o,y 00y 1004, B

e . (Orr — Opp) + 52 + 5 + By +qvr =0 (A.13)

. 1 do do, do,

€y - ~ (O +0rp) + aZZ“’ +5 2+ 8r‘” +qv, =0 (A.14)
0o, 0Oop, 1 100,

_;z Orz z — Al

€ 9% + ar + - . + - " Do + qv 0 (A.15)
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