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0 VORBEMERKUNGEN

0 Vorbemerkungen

0.1 Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Minimalflichen im Lorentz-Minkowski-Raum
R$ und stellt einen Versuch dar, Parallelen und Unterschiede zu der Situation im euklidi-
schen 3-Raum hervorzuheben. Besonderes Augenmerk wird dabei auf Dreh-, Regel- und
Schraubflichen gelegt, da diese Fliachenklassen — dhnlich jenen im euklidischen Raum —
im Kontext der Minimalitét in enger Verbindung zueinander stehen.

Die Geometrie des Lorentz-Minkowski-Raumes, induziert durch eine indefinite Biline-
arform, der sogenannten Lorentz-Metrik, weist markante Unterschiede zur euklidischen
Geometrie auf. Diese Unterschiede, insbesondere die verschiedenen Typen von
1-Parameter-Untergruppen der speziellen Lorentz-Gruppe bzw. der pseudo-euklidischen
Gruppe, sind Inhalt des ersten Abschnittes.

Die Lorentz-Metrik wirkt sich auf die Differentialgeometrie des R? aus, wenn man verlangt,
dass betrachtete Groflen und Objekte invariant unter pseudo-euklidischen Bewegungen
sind. In Abschnitt zwei werden die damit verbundenen Modifikationen bei der Definition
von Kriimmungsgroflen ausgefithrt und damit die mittlere Kriimmung erklért.
Minimalflichen im Lorentz-Minkowski-Raum sind, so wie auch im Euklidischen, als Flachen
erkldrt, deren mittlere Kriimmung in jedem Punkt verschwindet. In Abschnitt drei wer-
den grundlegende Eigenschaften wie die Darstellbarkeit mittels holomorpher Funktionen
oder Extrema des Fliacheninhaltes diskutiert. Dabei lassen raumartige Minimalflichen wei-
testgehend gleichartige Aussagen zum euklidischen 3-Raum zu, zeitartige Minimalflichen
bediirfen jedoch neuer Konzepte und es treten Phiénomene auf, die kein Analogon in der
euklidischen Situation besitzen.

In Abschnitt vier werden alle Minimalflichen klassifiziert, die invariant sind unter einer
1-Parameter-Untergruppe der speziellen Lorentz-Gruppe und damit ein Pendant zu eu-
klidischen Minimaldrehflichen bilden. Auerdem werden Kettenlinien im R$ im Kontext
der potentiellen Energie und als Evoluten von Traktrizen untersucht. Anschliefend wer-
den in Abschnitt fiinf Minimalregelflichen betrachtet und klassifiziert. Zuletzt werden in
Abschnitt sechs Zusammenhinge der bisherigen Untersuchungen hergestellt, was zur Be-
schreibung von Minimalflichen fiihrt, die invariant sind unter einer 1-Parameter-Unter-
gruppe der pseudo-euklidischen Gruppe und damit ein Pendant zu eukldidischen Mini-
malschraubflachen bilden.

Insgesamt stiitzt sich die Arbeit auf die Ergebnisse verschiedener Publikationen (vgl.
Appendix: Literatur) und fiihrt diese zusammen. Hierbei wird versucht, genauer auf Zwi-
schenschritte und Annahmen einzugehen, als dies manchmal in den Publikationen der Fall
ist, um Nachvollziehbarkeit sicherzustellen. Zusétzlich wird versucht den geometrischen
Sachverhalt mit Hilfe einer Vielzahl von Grafiken zu veranschaulichen.
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0.3 Bezeichnungsweisen

Es gibt eine Vielzahl von Moglichkeiten, die in der Arbeit behandelten Konzepte und
Inhalte zu notieren, wie etwa der Vergleich der Publikationen [5], [12] und [6] zweifellos
bestétigt. Um im Folgenden einheitlich zu notieren und um Missversténdnissen vorzubeu-
gen, seien hier einige Vorbemerkungen zur Notation festgehalten.

Der Schauplatz dieser Arbeit ist der Lorentz-Minkowski-Raum R, weshalb es sinnvoll
scheint, alle damit verbundenen Gréflen ohne besondere Kennzeichnung anzuschreiben.
Sollte es notwendig sein, zwischen Groéflen der Lorentz-Minkowski-Geometrie und der eu-
klidischen Geometrie zu unterscheiden, so werden die euklidischen im Index mit einem e
versehen. Wird also beispielsweise die Gaufische Kriimmung K im Sinne der Differential-
geometrie im Lorentz-Minkowski Raum mit der Gauschen Kriimmung K, im euklidischen
Raum verglichen, so wird dies sgn K, = —sgn K angeschrieben.

Wenn in dieser Arbeit Flichenwege bzw. Flachen betrachtet werden, so seien die-

se, bis auf explizit angefithrte Anderungen, regulire, differenzierbare Hyperflichenwege
f : R2 DU — R3 bzw. Hyperflichen f(U). ,Differenzierbar® bedeutet stets die Differen-
zierbarkeitsklasse C°°, wobei meist die Differenzierbarkeitsklasse C? ausreicht.
Um schleppende Formulierungen méglichst zu vermeiden, werden Hyperflichenwege bzw.
Hyperflichen kurz Flichenwege bzw. Flichen genannt und die Stellen, an denen lokale
Groflen von Flachenwegen betrachtet werden, nur dann angeschrieben, wenn es notwendig
erscheint. Ableitungen und Koordinatenfunktionen werden wie folgt angeschrieben:

Definition 0.1 (Notation). Sei f : R? D U — R? ein requlirer Flichenweg,
a:= (ul,u?) = fla) = (fH(u,u?), P ut,0?), fPlul,u?).

Dabei bezeichnen v?, j € {1,2}, die Koordinatenfunktionen im Parameterbereich und
fe:U—R, ae{l,2,3}, die Koordinatenfunktionen von f.
Die partiellen Ableitungen werden kurz mit

0
f?j (CL) : f

= @(CE), CLEU

bzw. o

Fipla) = 52=(a), acU
bezeichnet. Der Tangentialvektorraum (bzw. die affine Tangentialebene) im Punkt f(a)
wird mit T, f bezeichnet und ist, da f requldr, stets 2-dimensional.

Zudem wird im Text manchmal von affinen Strukturen wie Punkten, Geraden oder
Ebenen geschrieben und nicht klar zwischen dem R? als Vektorraum und dem dazu gehori-
gen affinen Raum unterschieden.
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1 Der Lorentz-Minkwoski-Raum R}

Fiir die folgenden Definitionen und Folgerungen vergleiche auch R. LOPEZ [10].

1.1 Grundlegende Definitionen

Bezeichne R? den 3-dimensionalen Vektorraum mit seiner gewohnten Struktur und der
kanonischen Basis B = (e, e2, €3) mit

e1 = (1,0,0), e2=(0,1,0), e3=(0,0,1).
Weiters bezeichnen wir mit (x,y, z) die Koordinaten eines Vektors beziiglich B.

Definition 1.1 (Lorentz-Metrik, Lorentz-Minkowski-Raum). Die Abbildung ( , ) : R3 x R® - R
mit

(u, v) := ugvy + ugvy — uzvs, u = (uy,uz,us),v = (v1,v2,v3),
heifit Lorentz-Metrik und der Raum R3 := (R, ( , )) Lorentz-Minkowski- Raum.

Die Lorentz-Metrik ist eine indefinite Bilinearform, sodass im Gegensatz zur eukli-
dischen Situation auch Vektoren (u,u) = 0 (u # 0 ) und (v,v) < 0 existieren, was zu
folgender Definition fiihrt:

Definition 1.2. Ein Vektor u € R} heifit!

raumartig <= (u,u) >0
zeitartig <= (u,u) <0
isotrop (lichtartig) <= (u,u) =0, wu#D0.

Analog heifien Untervektorriume U C R? raumartig, zeitartig oder isotrop (lichtar-
tig), je nachdem ob die darauf durch die Lorentz-Metrik induzierte Metrik positiv definit,
indefinit oder degeneriert ist. Die Zugehorigkeit eines Vektors oder Unterrvektorraumes
zu einer dieser Klassen wird fortan mit Typus bezeichnet.

Die Menge aller isotropen Vektoren L := {(z1,72,23) € R® : 23 + 23 — 23 = 0} wird als
Lichtkegel bezeichnet (vgl. Abbildung 1).

Beispiel 1.1. Um erste Unterschiede zum euklidischen Raum zu illustrieren, betrachte
etwa die zeitartigen bzw. raumartigen (Minkowski-) Sphiren S? := {x € R? : (x,2) = 1},
bow. Hy := H U H,, wobei Hy = {z € R : (v,2) = —1,23 > 0} und H, {z €
R3 : (z,2) = —1,23 < 0}, die dem einschaligen Einheitsdrehhyperboloid bzw. den beiden
Schalen des zweischaligen Einheitsdrehhyperboloids entsprechen (vgl. Abbildung 1). Die
Klassifikation dieser Flichen in raum- bzw. zeitartig greift an dieser Stelle vor und wird
in Abschnitt 2, Definition 2.1 genauer ausgefihrt.

Bemerkung. Mit Blick auf die sphirische Abbildung und der damit verbundenen Wein-
gartenabbildung, sei der Unterschied dieser ,Minkowski-Sphdren® zur euklidischen Sphdre
hervorgehoben.

!Die in diesem Kontext etwas eigenartig anmutenden Bezeichnungen sind auf die spezielle Relativitéits-
theorie zuriickzufiihren.
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Abbildung 1: Lichtkegel und ,, Minkowski-Sphéaren“

Definition 1.3. Das (Lorentz-) Kreuzprodukt zweier Vektoren u,v € R? ist der eindeutige
Vektor, geschrieben u X v, der

(ux v,w) = det(u,v,w), YweR>

erfillt, wobei (u,v,w) die 3 x 3-Matriz mit den jeweiligen Spaltenvektoren bezeichnet.
In Koordinaten gilt

u X v = (ugv3 — uzvy, —U V3 + U3V, —UV2 + UVT).

Dieses Kreuzprodukt ist wohldefiniert, im Unterschied zum euklidischen aber ist die
Basis B = (u,v,u X v) nicht notwendigerweise positiv orientiert. Die Orientierung hingt
vom Typus der durch die Vektoren aufgespannten Ebene ab. Genauer: ist die Hiille von
u und v raumartig, so ist B negativ orientiert; ist sie zeitartig, so ist B positiv orientiert.
Im isotropen Fall liegt u x v wieder in der Hiille von « und v.

Fiir einfache Eigenschaften von Untervektorrdumen in Abhingigkeit von ihrem Typus
siehe auch R. LOPEZ [10, Prop. 1.1.-Prop. 1.7.].
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1.2 Isometrien

Es werden Eigenschaften von Flachen untersucht, die invariant unter pseudo-euklidischen
Bewegungen sind. Wie pseudo-euklidische Bewegungen erklért sind und insbesondere wie
1-Parameter-Untergruppen als Pendant zu Schraubungen im euklidischen Sinne aussehen,
ist Inhalt dieses Unterabschnittes. Besonders mit Blick auf die Klassifikation in Minimal-
schraubflichen und Minimaldrehflichen muss die Struktur der Lorentz-Gruppe bzw. der
pseudo-euklidischen Gruppe genauer betrachtet werden.

Eine umfassende Einfithrung in die Theorie von Transformationsgruppen gibt W. KUHNEL
8].

Definition 1.4 (Isometrie). Sei A : R? — R3 ein Vektorraumendomorphismus. A heifst
Isometrie genau dann, wenn

(Au, Av) = (u,v) Yu,v € R3
gilt. A wird auch als Lorentz-Transformation bezeichnet.

Definiert man

so gilt (u,v) = u” Gv und fiir die Menge aller Lorentz-Transformationen O1(3) als Menge
von Matritzen gilt
0:(3) ={A € GI(3,R) : ATGA = G}.

S01(3) bezeichnet die spezielle Lorentz-Gruppe als Untergruppe von O1(3), die Orientie-

rung erhalt, also
501(3) = {A S 01(3) cdet A = 1}.

Definition 1.5 (Pseudo-euklidische Gruppe). Die von der Lorentz-Gruppe O1(3) zusam-
men mit allen Translationen des 3-dimensionalen Raumes erzeugte Gruppe heift pseudo-
euklidische Gruppe und ihre Elemente pseudo-euklidische Bewegungen.

Im euklidischen Raum sehen alle 1-Parameter-Untergruppen der speziellen orthogona-
len Gruppe bis auf Konjugation und Parametertransformation wie folgt aus:

cosf —sinf 0
sinf cos@ O
0 0 1

Wie aber verhilt es sich im Lorentz-Minkowski-Raum?

(Lorentz-) Drehungen bezeichnen nichttriviale 1-Parameter-Untergruppen von SO (3)
als Pendant zu euklidischen Drehungen und sind durch eine Fixpunktachse ausgezeichnet.
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Proposition 1.1. Bis auf Konjugation (Y = PXP~

L P orientierter Basiswechsel in

neue Orthonormalbasis) und zuldssige Parametertransformationen umfassen die folgenden
drei Fille alle mdglichen nichttrivialen 1-Parameter-Untergruppen der speziellen Lorentz-

Gruppe SO1(3):

1 0 0
ur> |0 coshf sinh6
0 sinh# coshé
cosff —sinf 0
ur | sinf cosf 0O
0 0 1

U > -0 1 0
—2 g 1+ Y
2 2

Beweis. Es gilt: Jede 1-Parameter-Untergruppe von
exp(0X) fiir festes X € R3*3. (Beweis [8, S. 71])

u (1)
u (2)
u (3)

GI(3,R) ist von der Form 6

Es miissen also alle zuléssigen Kandidaten fiir X gefunden werden.

1-Parameter-Untergruppen kénnen als differenzierbare
fasst werden mit ¢(0)
[8, S. 77]).

Mit A(0) := exp(0X) gilt

Da A(f) € SO1(3) VO € R gilt
d

dé
Mit der Produktregel und A(0) = E folgt

Kurven ¢ : (—¢,&) — R3*3 aufge-

E (FE bezeichnet die Einheitsmatrix) und beliebigen € > 0 (vgl.

((A@) -G A®) =0

d T d
und damit insgesamt
d 0 —z vy
X=—A0)=(z 0 =z
dé
y 2z 0

fiir beliebige z,y, 2z € R.

Da die 1-Parameter-Untergruppe nicht trivial ist, hat X einen 1-dimensionalen Kern der

Form
—z

Y

—T

Der Kern von X entspricht den Fixpunkten der Transformationen. Je nachdem ob er
raumartig, zeitartig oder isotrop ist, ist X konjugiert zu

0 -1 0 0 00 0 -1 1
1 0 0], oder{O O 1], oder{1 0 O
0 0 O 010 1 0 0

Durch Einsetzen in exp(#.X) und einfaches Rechnen ist die Behauptung bewiesen.

O]
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Abbildung 2: Bahnkurven bei (Lorentz-) Drehungen

Dieser Beweis lehnt sich an den Beweis von Proposition 1.2, die F. DILLEN und W.
KUHNEL [9, Proposition 1] formulieren und beweisen.

Proposition 1.2. Bis auf Konjugation (Y = PXP~', P orientierter Basiswechsel in
neue Orthonormalbasis) und zuldssige Parametertransformationen umfassen die folgenden
drei Fdille alle moglichen nichttrivialen 1-Parameter-Untergruppen der pseudo-euklidischen
Gruppe:

1 0 0 0
u — |0 coshf sinhé |u+p|0], (4)
0 sinhé coshé 0
cosf —sinf 0 0
u — |[sin@ cosf@ Oflu+p|O], (5)
0 0 1 0
02 62 63
-5 0 % £
u -0 1 0 utp| 62 . (6)
2 9 1+ £ 19

Diese Untergruppen bilden das Pendant zu den euklidischen Schraubungen und werden
deshalb (Lorentz-) Schraubungen genannt.
Proposition 1.1 und 1.2 zeigen, dass im Lorentz-Minkowski-Raum im Gegensatz zum eu-
klidischen Raum zwischen genau drei Féllen unterschieden werden muss.
Die in Proposition 1.1 angefiihrten 1-Parameter-Untergruppen sind (Lorentz-) Drehun-
gen um die 1. (raumartige) Achse (Gleichung 1), die 3. (zeitartige) Achse (Gleichung 2)
und um die (isotrope) 1. Mediane in der ejes-Ebene (Gleichung 3). Analoges gilt fiir die
(Lorentz-) Schraubungen bzgl. der Schraubachsen bei Proposition 1.2.
(Lorentz-) Drehungen um raumartige Achsen werden auch ,Boosts“ genannt.

Bahnkurven bei (Lorentz-) Drehungen. Die Bahnkurven von Punkten, die
(Lorentz-) Drehungen unterworfen werden, welche nicht auf der Drehachse liegen, sind je
nach Typus der Drehachse Hyperbeln (raumartig), Ellipsen (zeitartig) oder Parabeln und
Geraden (isotrop) (vgl. Abbildung 2).

(Lorentz-) Drehungen erlauben es auch, (pseudo-euklidische) Kreise im R$ als Bahnkurven
von Punkten unter (Lorentz-) Drehungen zu definieren.

10
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Abbildung 3: Vektorfeld

Abbildung 4: Drehzylinder unter Boost

Beispiel 1.2. Ein euklidischer Drehzylinder f(U) mit 1. Achse als Drehachse und Radius
1 wird einem Boost in Richtung e; unterworfen.

f(u,v) := (u,cosv,sinv), U :=R x[0,2m)

Unterwirft man f(U) einem Boost in Richtung e1, so ergibt sich

1 0 0 U
Af(u,v) = [0 cosh® sinh6 | f(uv) = | cosvcosh + sin v sinh 6
0 sinhf coshf cos v sinh 6 + sin v cosh 6

In Abbildung 4 sind von links nach rechts die Flichen Af(U) zu den Parameterwerten
0=0,0=0.1,0=0.2,0=0.3 und § = 0.4 dargestellt.
In Abbildung 3 ist das Vektorfeld dargestellt, dessen Integralkurven die Bahnkurven dieses
Boosts in einer zur eges-Ebene parallelen Ebene sind. Dabei ist gut zu erkennen, dass die
beiden isotropen Achsen jeweils als Ganzes fest bleiben.

11
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2 Differentialgeometrie im R?

In diesem Abschnitt wird auf notwendige Modifikationen in der klassischen euklidischen
Differentialgeometrie eingegangen, um (pseudo-euklidische) bewegungsinvariante geome-
trische Begriffe von Fldchen zu erhalten.

Fiir die angefiihrten Definitionen und Erklirungen vgl. auch W. KUHNEL [7, S. 81].

2.1 Kilassifikation von Flichen
Definition 2.1. Ein regulirer Flichenweg f : R2 D U — R3 bzw. die Fliche f(U) heifit

raumartig <= T, fist raumartig Va €U
zeitartig <= T, fist zeitartig Va € U.

Bemerkung. Die durch obige Definition suggerierte eindeutige Klassifikation von Flichen
in raum- bzw. zeitartig ist im Allgemeinen natiirlich nicht mdéglich. Man betrachte bei-
spielsweise die euklidische Einheitskugel S* = {(z,y,2) € R® : 22 + y? + 22 = 1}. Der
Bereich {(x,y,2) € S? : |z| < 1/V/2} ist zeitartig wihrend {(x,y,2) € S? : |z| > 1/v/2}
raumartig ist (vgl. [10]). Flichen mit ausschliefSlich isotropen Tangentialebenen sind nicht
Gegenstand dieser Arbeit und werden nicht behandelt.

2.2 Metrische Grundform, Weingartenabbildung und Kriimmungsform

Definition 2.2 (Metrische Grundform). Die Abbildung (1)) : Tof X Tof — R, durch
die Lorentz-Metrik im Tangentialvektorraum Ty f induziert, heifst metrische Grundform
der Fliche f(U).

Die Funktionen gj, : U — R mit

gk = (D@ (f5 (@), f () = (f5 (a), fr (), G,k € {1,2}

heiflen Koordinatenfunktionen von (I)¢(,). Weiters bezeichne

A(a) := det(gji(a))
die Determinante der Funktionen g;j.

Die Definition der metrischen Grundform erfolgt analog zur Definition in der euklidi-
schen Differentialgeometrie. Im Euklidischen gilt fiir regulare Punkte A, > 0, da das eu-
klidische Skalarprodukt positiv definit ist. Im Lorentz-Minkowski-Raum hingegen, kénnen
durchaus die Fille A < 0 bei zeitartigen Fliachenstiicken und A = 0 bei isotropen Tan-
gentialebenen auftreten.

Korollar 2.1. Fir raum- bzw. zeitartige Flichen gilt stets A(a) > 0 bzw. A(a) < 0 an
jeder Stelle a € U.

Bemerkung. Ab jetzt sei immer A # 0 an betrachteten Fldchenwegen vorrausgesetzt.

Definition 2.3 (Normalvektor). Der Vektor

_ [ (a) X f72(a)
—eA(a)

nf(a) : , ee{-1,1}

heifst Normalvektor (kurz: n) des Flichenwegs f im Punkt f(a), wobeie := 1 bei zeitartigen
Flichen und € := —1 bet raumartigen Fldchen gilt.
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2 DIFFERENTIALGEOMETRIE IM R3

Diese Definition ist das Pendant zum euklidischen (Einheits-) Normalvektor, da (n,n) =
ﬁ(f,l X f,2, f,1 X f,2) = € gilt. Per Definition gilt: Ist die Fliche raumartig, so ist n zeit-
artig und umgekehrt.

Definition 2.4 (Sphérische Abbildung, Weingartenabbildung). Die sphdrische Abbildung
(Gauf$-Abbildung) o wird mittels Definition 2.3 erklirt:

fla) = o(f(a)) :=ny(a).
Der Vektorraumendomorphismus wy, : T, f — T, f mit
wp:=—Doo (Df)™!

als derivierte Abbildung der sphdrischen Abbildung heifst Weingartenabbildung der Fliche
f(U) im Punkt p := f(a).

Die Funktionen hé : U — R als Eintrige der Matrizdarstellung von w, beziiglich der Basis
(fa1,f.2) heiffen Koordinatenfunktionen von w.

Formal gesehen entspricht diese Definition der euklidischen, wobei die sphérische Ab-
bildung durch die , Minkowski-Sphéren® erkldrt ist (Man erinnere sich an Abbildung 1).

Definition 2.5 (Kriimmungsform). Die Krimmungsform ist der Normalanteil der Matrix
der zweiten Ableitungen, sie ist also eigentlich vektorwertig. Im euklidischen Fall ist dies
unerheblich, man betrachtet einfach den skalaren Faktor des projizierten Vektors im 1-
dimensionalen Normalraum der Tangentialebene im Verhdltnis zum Normalvektor (Linge
1). Da im Lorentz-Minkowski-Raum aber unterschieden werden muss zwischen raum- und
zestartigen Normalrdumen bzw. Vektoren, wird die Krimmungsform als Bilinearform auf
T.f folgendermafen erklirt:

(D) 0y (7, ) = e(I) pa) (T, wp(y)) = e(,wp(y)),

wobei € wieder dem Typ des Normalraumes entsprechend aus {—1,1} gewdhlt werden muss.
Die Funktionen hjy : U — R,

hjk = (Il)f(a)(fajvf’k)v jvkE{laQ}
heifsen Koordinatenfunktionen von (I1) ¢(4)-

Die hier gegebene Definition lehnt sich an die Erklirung von W. KUHNEL [7, S. 81]
Es gilt wie im euklidischen Fall, dass die Weingartenabbildung selbstadjungiert ist beziiglich
der metrischen Grundform, womit auch die im Lorentz-Minkowski-Raum erklarte Kriimmungs-
form eine symmetrische Bilinearform ist. Einzig die metrische Grundform ist im zeitartigen
Fall nicht positiv definit, was sich auf die Existenz der Hauptkriimmungen auswirkt (vgl.
Unterabschnitt 2.3).

Zur Berechnung der Koordinatenfunktionen. Mit den bisherigen Definitionen be-
rechnen sich die Koordinatenfunktionen hj; der Kriimmungsform und die Koordinaten-
funktionen hg der Weingartenabbildung wie folgt:

Die Weingartenabbildung als derivierte Abbildung der sphérischen Abbildung wird
durch gleiche Koordinaten beschrieben, wodurch

wp(faj) =Ny

13



2 DIFFERENTIALGEOMETRIE IM R3

gilt. Die Koordinatenfunktionen h;;, der Kriimmungsform berechnen sich daher

hjk = 5(I)f(a)(fu 7wp(f7k’ )) = €<f7j 7wp(f7k’ )> = _€<f7j y ook >(é)

= 5<naf7jk> = \/%<f)l Xf727fajk> = \/%det(fﬂ?f%f?jk)a

wobei bei (1) durch Ableiten nach u* von (n, f,; ) = 0 mittels Produktregel und der daraus
resultierende Identitat (n,x, f,;) = —(n, f,jx ) umgeformt wurde.

Mit bekannten hj; ergeben sich die Koordinatenfunktionen hf,C der Weingartenabbil-
dung durch

h]k = €<f7j >wp(f7k )> = €<f7j ) vas> = 5hzgsj-
Durch Multiplikation mit der zu (gs;) inversen Matrix? (g’!) folgt
hfgc = €hjkgjl.

2.3 Hauptkriimmungen, Gauf3sche Kriimmung und mittlere Kriimmung

Definition 2.6 (Gaufische Kriimmung, mittlere Kriimmung). Die Gaufsche Krimmung
ist erkldrt durch
K = edetw,,.

Die mittlere Krimmung ist erkldrt durch

€
H := 3 trwp.

Auch hier muss € € {—1,1} dem Typus der Fliche entsprechend gewihlt werden (vgl.
F. MANHART [12, S. 3]).

Es gilt
H = %tf Wp = %(h% +h3) = %(hngn + h12g™? + ho1g”" + hoag®®) =
— i(hugm — 2h12g12 + ha2g11),
und

det(h,i) det(A, )
K =cdetw, =¢ A] = - AQJ ; (7)

wobei A := det(f,1, f,2, f,jx) und auf die Berechnungen am Ende von Abschnitt 2.2
zuriickgegriffen wurde. Mit (7) gilt auBerdem

A’K = —A’K,,

wobei A, und K, die Determinanten der euklidischen Metrik und die euklidische Gaufische
Kriimmung bezeichnen. Damit gilt:

Korollar 2.2. Die euklidische Gaufische Krimmung und die Gaufsche Krimmung im
Lorentz-Minkowski-Raum haben stets verschiedene Vorzeichen oder sind beide gleich null.

2(gs;) ist invertierbar, da A # 0 vorausgesetzt ist.

14



2 DIFFERENTIALGEOMETRIE IM R3

Definition 2.7 (Hauptkriimmungen). Sollten die Eigenwerte k1 und ko der Weingar-
tenabbildung reell sein, so werden sie wie im euklidischen Fall, Hauptkrimmungen genannt
und die zugehorigen Figenvektoren werden als Kriimmungsvektoren bezeichnet.

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(w, —xE) = 0.
Damit gilt fiir die Hauptkriimmungen

k12 =c¢H +t+\H?—¢cK. (8)

Ist der betrachtete Flachenweg raumartig, so folgt die Existenz der Hauptkriimmungen
wie im Euklidischen aus der Selbstadjungiertheit der Weingartenabbildung beziiglich der
in diesem Fall positiv definiten metrischen Grundform. Da die metrische Grundform im
zeitartigen Fall indefinit ist, kann hier iiber die Existenz der Hauptkrimmung keine allge-
meine Aussage getroffen werden.

Bemerkung. Betrachtet man dieses Problem projektivgeometrisch, so handelt es sich bei
den Eigenrdumen der Hauptkrimmungen um Geraden in der Tangentialebene, die konju-
giert sind beziglich der durch die Lorentz-Metrik induzierten Involution (Orthogonalitt)
und gleichzeitig konjugiert sind beziiglich der durch die Krimmungsform bestimmten In-
volution. Ist die Tangentialebene zeitartig so ist die Involution durch die Lorentz-Metrik
hyperbolisch (da zwei isotrope Richtungen existieren). Ist gleichzeitig die Involution der
Kriimmungsform hyperbolisch (K. < 0), existiert nicht notwendigerweise ein gemeinsa-
mes Paar konjugierter Geraden, also auch keine reellen Hauptkrimmungen. Sollte die
Involution der Krimmungsform aber elliptisch sein (K. > 0), existiert jedenfalls ein ge-
meinsames Paar konjugierter Geraden und damit Hauptkrimmungen.
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3 MINIMALFLACHEN

3 Minimalflichen

Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit sind Minimalflichen. Bevor in den Folgeabschnit-
ten auf spezielle Minimalflichen im R} eingegangen wird, sind in diesem Abschnitt allge-
meine Aussagen iiber Minimalflichen angefiihrt. Die Komplexifizierung des Parameterbe-
reiches und die damit verbundene Darstellbarkeit von Minimalflichen mittels holomorpher
Funktionen ist ein sehr schones Beispiel fiir das Netz von Zusammenh#ngen, das sich durch
die Mathematik spannt, erscheinen doch Funktionentheorie und Differentialgeometrie als
vermeintlich unabhéngige Teilgebiete.

3.1 Minimalflichen im euklidischen Raum

Betrachtet man eine kompakte Teilmenge C' C U (C soll dabei nichtleeres Inneres ha-
ben, und der Rand 9C soll eine Nullmenge sein) und einen reguldren Flichenweg f, so
nennt man die C?-Abbildung : (—¢,€) x U — R3, (s,u) — fs(u), wobei alle f; : U — R3
Immersionen sind, fiir die fo = f und fs[on¢ = flo\cs Vs € (—¢,¢€) gilt, eine kompakte
Variation von f auf C.

Betrachtet man im euklidischen Raum den Oberflicheninhalt aller Vergleichsflichen f
auf C, so zeigt sich, dass fiir ein Extremum des Oberflichenfunktionals notwendig H = 0
gilt. Liegt tatséichlich ein Extremum vor, so ist dies ein Minimum.

Dies fiithrt im euklidischen Raum zur Definition von Minimalflichenwegen
f : R2 D U — R? durch die Bedingung H.(a) = 0, fiir alle a € U. Diese Flichenwege sind
aber nicht notwendigerweise minimal im oben erklarten Sinne, da H. = 0 nur notwendige,
aber nicht hinreichende Bedingung ist.
Bemerkenswerter Weise gilt aber im euklidischen Raum, dass alle Minimalflichen lokal
den Flacheninhalt minimieren, also lokal tatséichlich minimal sind, obwohl nur gefordert
wurde, dass der Oberflicheninhalt stationér ist. Genauer gilt:

Satz 3.1. Sei U C R? offen und f : U — R® Minimalflichenweg. Dann gibt es um jede
Stelle ug € U eine kompakte Umgebung C C U mat der Eigenschaft, dass fir jeden nicht
zu f geometrisch dquivalenten Flichenweg f : U — R3 mit f = f auf U \ C gilt:

A(fle) < A(fle).

wobei A den Flicheninhalt im euklidischen Raum wie gewohnt beschreibt.

Dieser Satz ist direkt von J. ESCHENBURG und J. JOST [4, Kapitel 8.1. und 8.2]
iibernommen, die auch obige Aussagen im Detail ausfithren und beweisen.

Im Anschluss an die euklidische Situation werden Flichenwege im Lorentz-Minkowski
Raum Minimalflichenwege genannt, genau dann, wenn iiberall H = 0 gilt (vgl. Definition
3.1). Ob trotz anders erklirten Oberflicheninhaltes im R? Extremaleigenschaften bei Mi-
nimalflichenwegen erhalten bleiben, ist, unter anderem, Inhalt der Unterabschnitte 3.2.1
und 3.2.2.
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3.2 Minimalflichen im R?
Ein Minimalflichenweg bzw. eine Minimalfliiche im R} ist wie folgt definiert:

Definition 3.1 (Minimalfliiche). Ein regulirer Flichenweg f : R?2 D U — R3 heifit Mini-
malflichenweg, f(U) Minimalfliche, wenn

H(a)=0, VYacU
gilt.
Es zeigt sich, dass es in vielen Fragen entscheidend ist, ob es sich dabei um einen raum-
bzw. zeitartigen Flichenweg handelt, weshalb die Gliederung in die Unterabschnitte 3.2.1
und 3.2.2 sinnvoll erscheint.

3.2.1 Raumartige Minimalflichen

Extremaleigenschaften des Flicheninhalts. Im Lorentz-Minkowski Raum fiihrt die
Forderung nach einem Extremum ebenfalls auf H = 0, im Fall raumartiger Minimalflaichen
wird durch ein Extremum aber ein Maximum realisiert. In Analogie zur euklidischen Aus-
sage in Unterabschnitt 3.1 gilt: Jede raumartige Minimalfliche maximiert den Oberflichen-
inhalt lokal. Deshalb werden raumartige Minimalflichen oft als Maximalflichen bezeichnet
(vgl. E. CALABI [3]).

Komplexifizierung und Darstellung mittels holomorpher Funktionen. Inter-
pretiert man den 2-dimensionalen Parameterbereich als Teil der Gauflschen Zahlenebene,
so ergeben sich im euklidischen Raum bemerkenswerte Aussagen iiber die Darstellbarkeit
von Minimalfliichen durch holomorphe Funktionen (vgl. W. KUHNEL [7, S. 68-74]).
Ahnliche Aussagen lassen sich fiir raumartige Minimalfliichen treffen.

Definition 3.2. FEin regulirer Flichenweg f : R? D U — R? heifit isotherm, falls gilt
gjk = Ajp mit A : U — RT.
Lemma 3.1. Fir jeden isothermen Flichenweg f : R? D U — R3 gilt:
f(U) ist Minimalfliche < f,$1 +f,59=0, «a€{1,2,3}

Die Funktionen f% werden dann harmonisch genannt.

Beweis. Fiir die mittlere Kriimmung H gilt in isothermen Parametern
2M\H = hq1 + hao.
Einerseits folgt nun aus

<f717fa1>:)‘:<f727f’2>5 <f71,f72>20
durch Ableiten und der Produktregel

<f715f711>:_<f71)f722><:><f)11+f7227f)1>20

und analog

(foi1+f2,f2)=0.
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Der Vektor f,11 +f,22 liegt also im Normalraum der Tangentialebene. Andererseits gilt
e(fi11 +f,22,m) = h11 + haa = 2\H.
Damit gilt H =0 < f,11 +f,2 = 0. O

Lemma 3.2. Jedes raumartige Minimalflichenstiick gestattet lokal eine isotherme Para-
metrisierung.

Beweis. Da bei raumartigen Flidchen die metrische Grundform positiv definit ist, kann
der Beweis fiir den euklidischen Fall von H. BRAUNER [2, S. 204] direkt iibernommen
werden. ]

Lemma 3.3. Ist f : R? DU — R3 ein isothermer Minimalflichenweg und
¢% = fra1—if%, a€{l,2,3},
so gilt: % ist holomorph und
(01 +(¢%)? = (¢°)* = 0, (9)
(@12 + 6" = 6°f* # 0. (10)

Beweis. (a) Nach Lemma 3.1 erfiillt f* die Laplace-Gleichung und ist daher analytisch.
Damit ist auch f%,; analytisch. Weiters berechnet man

(Re¢®),1 —(Im ¢%),2 = f*11 +f%22=0
(Re¢™),2 +(Im ¢*),1 = f* 12— f%21=0.

Damit erfiillen die Funktionen ¢® die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
und sind daher holomorph.

(b) Durch einfaches Rechnen bestéitigt man die Gleichungen (9) und (10).

Es gilt aber auch die Umkehrung:

Lemma 3.4. Sei (¢1,¢2,¢3) ein Tripel holomorpher Funktionen, das die beiden Glei-
chungen (9) und (10) erfillt, wobei fiir die Funktionen jeweils gilt ¢* : C DU — C, U
einfach zusammenhdngendes Gebiet. Weiters seien mit zg € U

fez) = Ref¢a(§)d§ :COU—=R, ae{l,23}

Dann ist f = (f1, f2, f3) : U — R? ein isothermer Weg und f(U) eine Minimalfiiche.

Beweis. Da ¢® holomorph ist, ist auch ®*(z) := f;o ¢*(§)d¢ holomorph (U wird als
einfach zusammenh#ingendes Gebiet vorausgesetzt) und damit Re ®* harmonisch, weil
Re ®“ die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt.

Es bleibt nach Lemma 3.1 nur noch zu zeigen, dass f isotherm ist. Es gilt:

doe
dz
Nach Voraussetzung erfiillt ¢ Gleichung (9) und (10), woraus

=¢% = (Re®®),1 —i(Re ) 2= f.§ —if 5.

0= g11 — g22 — 2ig12 = g11 = g22,912 = 0 und 0 < g11 + g22

folgt, womit gezeigt ist, dass f isotherm ist. O
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Mit Lemma 3.2, 3.3 und 3.4 gilt folgender Satz, der es erlaubt, alle raumartigen Mini-
malflichen mit einfach zusammenhéingenden Parametergebieten zumindest theoretisch zu
erfassen.?

Satz 3.2. Jeder raumartige Minimalfiichenweg f = (f1, f2, f3) ist durch ein Tripel von
holomorphen Funktionen wie in Lemma 3.3 erkldrt, durch

fo(z) i=Re [ ¢()de : COU - R, a€{1,2,3)

wobei U einfach zusammenhdngendes Gebiet ist, darstellbar.

Das Problem, alle raumartigen Minimalflichen zu finden, wird damit iibersetzt in die
Aufgabe, alle Tripel im Sinne von Lemma 3.3 zu finden. Folgender Satz 16st diese Aufgabe
weitestgehend:

Satz 3.3 (Weierstrass-Darstellung, raumartig). Gibt man iber einem einfach zusam-
menhdngenden Gebiet U C C eine holomorphe Funktion F : U — C und eine meromorphe
Punktion G : U — C mit |G(C)| # 1 fir ( € U, so vor, dass FG? holomorph ist, so ist

(¢, 0%, ¢°) := (;F(l +G), %F(l —G?), _Fg>

etn Tripel im Sinne von Lemma 3.3. Jedes Tripel im Sinne von Lemma 3.8 ist von dieser

Art.

Einen Beweis fiir diesen Satz, der gleichzeitig auch Satz 3.2 beweist, fithrt O. KOBA-
YASHI [6, Beweis Theorem 1.1.].

Bemerkung. Definiert man

8= Re [ 67(0)C = 5 (¥7(2) + 2°(2).
=:X%(2)

wobei X(z) die zu X(2) konjugierte komplexe Funktion meint, so gilt
o 1 [e% 5104
Fo = L (e + 2)).

Damit ist f(U) als Schiebfliche, die von den kompleven Kurven X, X : C — C3,

X(z) == (X1(2), X%(2), X3(2)) baw. X(2) := (X'(2), X?(2), X3(2)) erzeugt wird, interpre-
tierbar. Wegen <i>°‘(z) = ¢“(z) und Gleichung (9) in Lemma 3.3 gilt aufSerdem

(X(2), X(2)) = 0 baw. (X(2),X(2)) = 0.

Definition 3.3 (Assoziierte Schar, raumartig). Der Flichenweg fiR2DOU — R? mit
f8=15 wnd fS=~13 (11)

heifst konjugiert harmonisch zum Minimalfiichenweg f : U — R3.
Die 1-Parameter-Menge

W) f = cos puf + sin uf, (12)

mit Wf . U — R3, heift assoziierte Schar zu f und W f assoziiert zu f.

3Die Berechnung des Integrals bei konkreten ¢® kénnte sich als schwierig erweisen.
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Der konjugierte Flichenweg f ist wohldefiniert, seine Existenz folgt fast direkt aus der
Tatsache, dass f stets als isotherm parametrisiert angenommen werden darf.

Komplexifiziert man ) f, so liisst sich leicht berechnen, dass fiir die zugehérigen ho-
lomorphen Funktionen (*)¢® = e¢® gilt. Wegen |e*| = 1 erfiillen auch die Funktionen
(1) ¢ die Bedingungen von Lemma 3.3, sodass ) f wieder Minimalfliichen liefern.
Weiters ist die Abbildung Wg : f(U) = O f(U) = W f(U), beschrieben durch gleiche
Koordinaten, eine lokale Isometrie, wie mit (11) und (12) sofort folgt.

Korollar 3.1. Je zwei Flichenwege, die derselben assoziierten (raumartigen) Schar an-
gehéren, haben in zugeordneten Flichenpunkten (1) f(a) und ) f(a) dieselbe metrische
Grundform und Gaufskrimmung und dieselben Normalvektoren. Ist f Minimalflichenweg,
so sind alle zu f assoziierten Flichenwege Minimalfliichenwege.
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€3

Abbildung 5: Enneper-Fldche der 1. Art

Beispiel 3.1. Setzt man F(¢) := 2 und G(¢) := ¢ und U =: C\ {|¢| = 1} (U ist nicht
einfach zusammenhdngend, trotzdem funktioniert die Konstruktion; man zerlege einfach U
in die Zusammenhangskomponenten Uy := {( € U : [{| < 1} und Uy :={( € U : (| > 1})
und berechne

¢ =1+
¢* =i~ i,
¢3:_2C7

so ergeben sich daraus die Koordinatenfunktionen durch f“(z) = Re f;o o“d¢. Mit
z =u+ v lautet der zu F und G gehorige Flichenweg

3
f=(u—w?+ uf,—v—i-u%— v—,v2—u2).
3 3
Die zugehirige Fliche f(U) wird auch als Enneper-Fliche der 1. Art bezeichnet* (vgl. O.

KOBAYASHI [6, Example 2.2]).

In Abbildung 5 sind verschiedene Stiicke dieser Fliche dargestellt. Links handelt es
sich um das Flichenstiick iiber der offenen Einheitskreisscheibe. Das Bild des Randes der
Kreisscheibe (|C| = 1) ist die singulire Randkurve des Flichenstiickes. Rechts handelt es
sich um das Bild der Kreisscheibe mit Radius 3.

“Dies in Anlehnung an die klassische Enneper-Minimalfliche, die durch gleiche Wahl von F und G im
euklidischen Fall entsteht.
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3.2.2 Zeitartige Minimalflichen
Dieser Unterabschnitt orientiert sich an T. KLOTZ MILNOR [5].

Extremaleigenschaften des Oberflaicheninhalts. Im zeitartigen Fall minimieren Mi-
nimalflichen lokal weder den Oberflicheninhalt, noch maximieren sie ihn.

Darstellungsmoglichkeiten. Da zeitartige Minimalflichen offenbar nicht isotherm pa-
rametrisierbar sind (aus gj; = Adji, folgt stets A > 0), bedarf es einer anderen Herange-
hensweise, um Pendants zur Weierstrass-Darstellung und der assoziierten Schar im raum-
artigen Fall zu finden.

Es gilt folgender Satz (vgl. H. BRAUNER [2, S. 64]):

Satz 3.4. Es sei f : R2 D U — R? ein regulirer, differenzierbarer Flichenweg und

HVy :U—=TFf,j€{1,2}, wobei Tf die Vereinigung aller Tangentialrdume von f meint,
differenzierbare Tangentialvektorfelder lings f mit (Vi # 0 in U. Falls fir alle ap € U
die Tangentialvektoren {(1)Vy(ao),(2) Vi(ao)} linear unabhingig sind, so existiert lokal ein
Parameterwechsel ¢ : Ugt — Uy C U, sodass fiir fI = f o die Parameterkurven Integral-
kurven von (j3Vy sind.

Definition 3.4 (Null-Koordinaten). Gilt fir f : R2 D U — R3, (u,v) — f(u,v)),

g11 = g22 = 0,912 # 0,
so heiffen u, v Null-Koordinaten und f mit Null-Koordinaten parametrisiert.
Korollar 3.2. Jeder zeitartige Flichenweg f gestattet lokal Null-Koordinaten.

Beweis. Per Definition ist jede Tangentialebene von f zeitartig, wodurch in jedem Fléchen-
punkt zwei linear unabhéngige isotrope Tangentialvektoren existieren. Mit Satz 3.4 folgt
die Behauptung. O

Lemma 3.5. Sei f : R2 D U — R? mit Null-Koordinaten parametrisiert. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist Minimalflichenweg
(ii) f12=0
(iii) f(u,v) =X(u)+Y(v), X,Y Kurven mit X, isotrop und linear unabhingig
Beweis. (a) (i) < (ii)
77:>£L
Es gﬂt 0=H= i(hlngQ — 2h12912 + hgggn). Da f mit Null-Koordinaten parame-
trisiert ist, folgt H = 0 < hj = 0 und fiir die Christoffel-Symbole gilt I'}l, = ', = 0.
Mit der Gauf3-Gleichung
Fore=Th + hjrn
folgt insgesamt f,12 = 0.
”¢(L
Es folgt sofort h12 = 0 womit mit Null-Koordinaten H = 0 gilt.
(b) (ii) < (iii)
7’<:£L
Trivial.
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”j“
Aus f,12 = 0 folgt durch Integration nach u bzw. v dann f,; = X (u) bzw. f,2 = Y (v).
Durch erneutes Integrieren folgt insgesamt f(u,v) = X'(u) + Y(v), mit beliebigen
reguléren, differenzierbaren Funktionen X und Y mit {X, )} linear unabhiingig.
Wegen Null-Koordinaten-Parametrisierung gilt auflerdem (X, X) = 0 und (),)) =
0.

O

Mit Korollar 3.2 und Lemma 3.5 gilt insgesamt folgender Satz:

Satz 3.5. Jede zeitartige Minimalfliche f(U) ist eine Schiebfliche, die durch isotrope
Kurven, d.h. die Tangenten der Kurven sind stets isotrop, erzeugt wird. Umgekehrt ist
jede Schiebfliche, die durch isotrope Kurven erzeugt wird, Minimalfliche.

Ahnlich der raumartigen Situation lassen sich damit alle zeitartigen Minimalflichen
durch geeignete Paare (X,)), wobei X : I — R3 und Y : J — R3, erfassen. Auch hier
iibersetzt sich das Problem der Erfassung aller Minimalflichen in die Aufgabe, alle geeig-
neten Paare (X, )) zu finden.

Bemerkung. Bei raumartigen Minimaflichen (und bei euklidischen Minimalfldchen) sind
die Schiebkurven stets komplex (siehe Unterabschnitt 3.2.1), wohingegen die Schiebkurven
i der zeitartigen Situation stets ,sichtbar®, also reell, sind.

Man darf 0.B.d.A. annehmen, dass X'(u) und Y(u) (euklidisch) bogenldngenparame-
trisiert sind und gegebenenfalls die Parameterwechsel u zu —u bzw. v zu —v durchfiihren,
wodurch

X(w) = (a(u),bu), VI = @(u) = P(w)) |
I() = (@), B), V1= a?(0) = ()

gilt, wobei a(u), b(u), a(v) und [(v) glatte Funktionen sind. Weil es sich um isotrope
Kurven handelt, folgt weiters

1
A+ =a’+p5%= >
und damit insgesamt

#(0) = (ol o). 7).

Y = (.50, 5 ).

Offenbar sind (a(u),b(u)) und (a(v), B(v)) Punkte auf Kreissegmenten C, bzw. C, des
Kreises C, wobei wegen der linearen Unabhéngigkeit von X und ) die Kreissegmente C,
und C, disjunkt sein miissen. Damit ergibt sich mit zwei glatten Funktionen A : I — R
und B : J — R, fiir die stets A # B (mod 27) gilt, die Darstellung

V2X (u) = (cos A(u),sin A(u), 1),

V2Y(v) = (cos B(v),sin B(v), 1)
Mit den bisherigen Uberlegungen gilt folgender Satz, der es erlaubt, alle geeigneten Paare

(X,)) zu erfassen und der ein zeitartiges Pendant zur Weierstrass-Darstellung im raum-
artigen Fall bildet:
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3 MINIMALFLACHEN

Satz 3.6 (Weierstrass-Darstellung, zeitartig). Seien A : I - R und B : J — R glatte
Funktionen, fir die

A(u) # B(v) (mod 27), Vuel,veJ

gilt. Dann ist (X,)) mit

V22X (u) = </uu cos A(t)dt, /" sin A(t)dt, u — UO) ;

V2Y(v) = </j cos B(t)dt, /:? sin B(t)dt, v — Uo) ,

ein Paar im Sinne von Lemma 3.5. Jedes Paar im Sinne von Lemma 3.5 ist von dieser
Art.

Die Stellen ug und vy sind fest gewéhlt, nehmen aber keinen erheblichen Einfluss auf
die Fldche. Sie fithren lediglich zu Translationen und damit zu geometrisch dquivalenten
Flachen.

Die Funktionen A(u) und B(v) gestatten Kontrolle iiber die Gaufsche Kriimmung der
Minimalfldche. Berechnet man

1

1
K= ﬁ det(hjk) = —7A2A11A22 =
1
= EA’(U)B'(U) (—1 + cos B(v) cos A(u) + sin B(v) sin A(u))2 ,

so zeigt, sich, dass die Ableitungen von A(u) und B(v) das Vorzeichen der GauBschen
Kriimmung bestimmen.

Korollar 3.3. Fiir die Gaufische Krimmung einer zeitartigen Minimalfiiche gilt
sgn K = sgn A’ (u) B’ (v).

Definition 3.5 (Assoziierte Schar, zeitartig). Der Fldchenweg f :R2DOU — R mit

flu,v) = X (u) = Y(v) (13)
heift konjugiert zum Minimalflichenweg f(u,v) = X (u) + Y(v).
Die 1-Parameter-Menge

) f .= cosh puf + sinh pf, (14)
mit W . U — R3, heifit assoziierte Schar zu f und W f assoziiert zu f.

Man beachte, dass die zum Minimalflichenweg f gehorige Fliache der assoziierten Schar
nicht angehort.
Wie im raumartigen Fall gilt auch hier folgende Aussage, die durch Berechnung unmittel-
bar folgt:

Korollar 3.4. Je zwei Flichenwege, die derselben assoziierten (zeitartigen) Schar an-
gehéren, haben in zugeordneten Flichenpunkten (V) f(a) und ) f(a) dieselbe metrische
Grundform und Gaufkrimmung, und dieselben Normalvektoren. Ist f Minimalflichenweg,
so sind alle zu f assoziterten Flichenwege Minimalfiichenwege.
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3 MINIMALFLACHEN

Xo

Abbildung 6: Minimalfliiche als Graph iiber R?

Beispiel 3.2. Die Fliche f(R?), die als Sehnenmittenfiiiche der Kurven X (u) := (u, coshu,sinhv)
und Y(v) := (v, — coshv, —sinhv) entsteht, also f(u,v) = 1/2(X(u) + Y(v)), ist ein in-
teressantes Beispiel einer zeitartigen Minimalfidche. Die isotropen Kurven X bzw. Y sind

die Bahnkurven der Punkte (0,1,0) bzw. (0,—1,0) unter der (Lorentz-) Schraubung um

die e1-Achse mit p =1 (siehe Proposition 1.2, Gleichung (4)). Es gilt

1
flu,v) = 3 (u + v, coshu — cosh v, sinh u — sinh v)

= (u;v,sinhu;—vsinhu;v,sinhu;vCoshu;v).

Mit dem Parameterwechsel t = 1/2(u+v), 7 = sinh 1/2(u — v) ist f = (,rsinht, r cosht)
ein zu f dquivalenter Flichenweg. Diese Parametrisierung zeigt, dass es sich bei f(U) um
jene Fliche handelt, die bei Verschraubung der e3-Achse um die ej-Achse entsteht. Die
Fliche ist tatsichlich eine Minimalfldche, wie folgende Rechnung zeigt:

f,1 = (0,sinht, cosh t) , ,
F : =gn=-1 go=1+r" g12=0, A=—(1+7r7)
fs2 = (1,7 cosht,rsinht)
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3 MINIMALFLACHEN

full - (07070)

JE722 = (0, TSinht,TCOSh t) = A11 = 0, A22 = 0, A12 =1

f,12 = (0, cosht,sinht)
1

V=A
ha2g11 — 2h12g12 + h11922) = 0.

= h11 = ha2 =0, hi2=

1
H=
= o ¢

Ein weiterer Parameterwechsel s =t, w = rcosht fihrt zur Parametrisierung
(s,wtanhs,w), (15)

die erkennen lisst, dass die betrachtete Fliche global als Graph tiber der ejes Ebene dar-
stellbar ist.

Zusammengefasst handelt es sich hier also um eine zeitartige, minimale Regelschraub-
fliche, die gleichzeitig Schiebfliche isotroper Kurven ist und als Graph diber ganz R? dar-
stellbar ist. In Abbildung 6 ist die Fliche mit den beiden isotropen Schiebkurven Xy und
Yo durch den Ursprung dargestellt.

Der Satz von Bernstein. Die als Satz von Bernstein® bekannte Tatsache (fiir den
Beweis des klassischen Satzes siehe etwa J. ESCHENBURG und J. JOST [4, Abschnitt
8.7] ), dass es sich bei einer Minimalfliche im euklidischen 3-Raum, die als Graph iiber ganz
R? definiert ist, nur um eine Ebene handeln kann, gilt auch fiir raumartige Minimalflichen,
wie E. CALABI [3] zeigen konnte.

In der zeitartigen Situation ist die Aussage falsch, wie Beispiel 3.2 zeigt. Es existieren also
zeitartige Minimalflichen, die keine Ebenen sind und global als Graph iiber einer Ebene
definiert sind. Es existieren sogar unendlich viele, paarweise verschiedene Minimalflichen,
die global als Graph angeschrieben werden kénnen, wie T. KLOTZ MILNOR [5] bewies.
Genauer gilt folgender Satz:

Satz 3.7. Handelt es sich bei f(U) um eine zeitartige Minimalfliche, die als Graph iiber
ganz R? definiert ist, so sind alle zu f assoziierten Flichen Graphen tiber ganz R2.

®Sergej Natanowitsch Bernstein (1880-1968)
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4 MINIMALDREHFLACHEN

4 Minimaldrehflichen

Ziel dieses Abschnittes ist es, alle Minimaldrehflichen, bis auf pseudo-euklidische Bewe-
gungen, im R} zu klassifizieren. In Unterabschnitt 1.2 wurde geklirt, was im Lorentz-
Minkowski-Raum unter einer (Lorentz-) Drehung verstanden wird und Proposition 1.1
erlaubt es, sich auf genau drei Fille zu beschrinken (siehe Unterabschnitt 4.1, 4.2 und
4.3). Es sei daran erinnert, dass stets Flachenwege mit A # 0 betrachtet werden.

In seiner Publikation fithrt I. VAN DE WOESTIJNE [15] unter Anderem eine solche Klas-
sifikation durch, baut seinen Beweis jedoch anders auf, als in dieser Arbeit. Nichts desto
trotz fithrt eine Klassifikation im obigen Sinne zwangsldufig auf die Losungen von Diffe-
rentialgleichungen, weshalb die im Folgenden erbrachten Beweise im Grunde den Ideen
von [15] gleichen.

Um zu klassifizieren, bedarf es zuvor noch einer Definition von Drehfléichen im Ri{’.

Definition 4.1 (Drehfliiche). Eine Drehfliche f(U) im RS mit Drehachse l ist eine Fléche,
die invariant ist unter einer 1-Parameter-Untergruppe von SO1(3), die | punktweise fest
ldsst.

Diese Definition bildet das Pendant zu den gewohnten euklidischen Drehflichen. Auch
hier entsteht eine Drehfldche durch (Lorentz-) Drehung einer ebenen Kurve (Meridiankur-

ve) um die Drehachse [, deren Trégerebene die Achse [ beinhaltet.
Im euklidischen 3-Raum gilt bekanntlich (O. BONNET 1860):

Satz 4.1. Jede nicht ebene Minimaldrehfidche liegt in einem Katenoid (Kettenfliche).

Da offenbar alle nicht isotropen Ebenen Minimaldrehflichen sind, seien diese sehr
einfachen Flidchen aus den folgenden Uberlegungen ausgeschlossen.

4.1 1. Fall: Raumartige Achse

Nach Proposition 1.1 darf 0.B.d.A. angenommen werden, dass es sich bei der Drehachse [
um die e;-Achse handelt, wodurch die 1-Parameter-Untergruppe durch die Matrizen

1 0 0
0 coshf sinh@
0 sinh@® cosh@

beschrieben wird.

Da der Typus der Trégerebene der Meridiankurve definitionsgeméaf unter Isometrien, also
insbesondere unter (Lorentz-) Drehungen, erhalten bleibt, gilt es zwischen raumartigen
und zeitartigen Trédgerebenen zu unterscheiden.

Fall 1.1 Sei die Tragerebene der Meridiankurve ¢ raumartig. Es darf angenommen wer-
den, dass es sich um die ejes-Ebene handelt, da jede andere raumartige Ebene, die e;
trégt, durch (Lorentz-) Drehung um e; in die ejes-Ebene iibergefithrt werden kann.
Es ist moglich, die Meridiankurve lokal als Graph iiber der e;-Achse anzusetzen.
Sei also

c(u) := (u,g(u),0)
und damit der Drehflichenweg
f(u,8) = (u, g(u) cosh 8, g(u) sinh 6).

5Dies schlieBt Ebenen als Lésungen aus.
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4 MINIMALDREHFLACHEN

Damit lassen sich folgende Groéflen berechnen:

fi1 = (1, gcosh @, gsinh @) , , , ;
= == 1 + ] 5 = — s = 07 A — 1 + by
fi2 = (0,gsinh 0, gcoshg) [ T 9 92=-9% gi2 g1+
f>11 = (0, gcoshd, Gsinh ) )
( . = A = —g§, Amp=—g°
fs22 = (0, gcosh @, gsinh 0)

= H (911422 + g22A11) -

1 €
T 2A—eA
Die Bedingung A > 0 fithrt zu > < —1, womit es sich nicht um eine raumartige

Drehfliche handeln kann. Vielmehr ist f, sofern g # 0, ein zeitartiger Flichenweg.
Die mittlere Kriimmung H verschwindet genau dann, wenn gilt

g1 Ags + g2 A1 = §g° — (1+¢%)g” = 0.
Da A # 0, ist g # 0 und die Differentialgleichung ist dquivalent mit
g9 =g +1. (16)

Die Differentialgleichung (16) ldsst sich mit dem Ansatz § = p, p = p(g) losen. Mit
diesem Ansatz gilt

. dp  dp
9= du pdg
und damit
dp
gy =p +1,
g
was dquivalent ist zu
p
dp=-d
21 P4

Integration liefert

und weiter

Substituiert man w = ag, dw = adg, so folgt

1 1 d 4
I dw = du.
avw?—1

Erneute Integration liefert
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Abbildung 7: Raumartig-zeitartiges Katenoid 1. Art, a =1

1
Zcosh™w=u+0b
a

= w = cosh(au + b)
1

= g(u) = — cosh(au + b).
a

Insgesamt besitzt der Drehflichenweg die Darstellung
f(u,0) = (u, 2 cosh(au + b) cosh 6, 2 cosh(au + b) sinh 0),
die mit dem Parameterwechsel att = au + b die Darstellung
f(u,8) = (u— 2, 2 cosh(au) cosh 6, 2 cosh(a) sinh 0)

besitzt. Da Translationen zu geometrisch dquivalenten Fliachen fithren, darf b = 0 an-
genommen werden, was zur endgiiltigen Darstellung fithrt, wobei ich den Parameter
der Einfachheit halber wieder mit u bezeichne (vgl. Abbildung 7):

1 1
f(u,0) = (u, — cosh au cosh 6, — cosh au sinh 0)
a a

Fall 1.2 Sei die Tréagerebene der Meridiankurve c¢ zeitartig. Es darf angenommen werden,
dass es sich um die eje3-Ebene handelt, da jede andere zeitartige Ebene, die e; trigt,
durch (Lorentz-) Drehung um e; in die ejes-Ebene iibergefiithrt werden kann.

Es ist moglich, die Meridiankurve lokal als Graph iiber der ej-Achse anzusetzen.

c(u) :== (u,0,g(u))

7

"Dies schlieBt Ebenen als Lésungen aus.
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Abbildung 8: Raumartig-raumartiges Katenoid, a = 1

und damit der Drehflichenweg
f(u,0) = (u, g(u)sinh 6, g(u) cosh 6).
Damit lassen sich folgende Gréflen berechnen:

fi1=(1,¢sinh 6, gcosh ) .2 ) . )
=g =1- ¢ = ¢, _0, A=g(1-

fr2 = (0,gcosh@, gsinh ) g 9, 922=9", gi12 P21 =)

fi11 = (0,§sinh 6, jcosh o)

= Ay = gj, Ay = ¢*
f,22=(0,gsinh9,gcosh0)} 1n =499 2 =4

1 €
T 2A vV—eA

Betrachtet man A, so sind hier im Gegensatz zu Fall 1.1 auch raumartige Fléichen
moglich, sofern ¢? < 1. Dies wird beim Lésen der Differentialgleichung (17) zu einer
Fallunterscheidung und zu zwei verschiedenen Losungsscharen fiihren.
In Analogie zu Fall 1.1 gilt es, folgende Differentialgleichung zu lésen:

= H (911422 + g22A11) .

gg=4¢* -1 (17)

Derselbe Ansatz wie in Fall 1.1 fiihrt zu

Iny/|p? — 1| =In|g| + a1.

Hier muss, wie schon angedeutet, zwischen ¢ < 1 (raumartig) und ¢ > 1 (zeitartig)
unterschieden werden.
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Abbildung 9: Raumartig-zeitartiges Katenoid 2. Art, a = 1

Fall 1.2.1 Sei g < 1: Dies fiithrt mit analoger Rechnung zu Fall 1.1 zu

g(u) = % sin(au + b)

und damit, nach zuléssiger Vernachlédssigung der Translation in Richtung e;,
zum raumartigen Drehflichenweg (vgl. Abbildung 8)

1 1
f(u,0) = (u, — sinausinh @, — sin au cosh 6).
a a

Fall 1.2.2 Sei g > 1: Dies fiihrt mit analoger Rechnung zu Fall 1.1 zu
L.
g(u) = o sinh(au + b)

und damit, nach zulédssiger Vernachlédssigung der Translation in Richtung e,
zum zeitartigen Drehflichenweg (vgl. Abbildung 9)

1 1
f(u,0) = (u, o sinh au sinh 6, o sinh au cosh 0).
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Abbildung 10: Zeitartig-zeitartiges Katenoid, a = 1

4.2 2. Fall: Zeitartige Achse

Nach Proposition 1.1 darf 0.B.d.A. angenommen werden, dass es sich bei der Drehachse [
um die eg-Achse handelt, wodurch die 1-Parameter-Untergruppe durch die Matrizen

cosf@ —sinf 0
sinf cosf O
0 0 1

beschrieben werden.

Da die Trégerebene der Meridiankurve ¢ die es-Achse beinhaltet, ist sie stets zeitartig,
wodurch ¢ wieder 0.B.d.A. lokal als Graph iiber der e3-Achse in der ejes-Ebene angesetzt
werden darf:

c(u) := (g(u),0,u)
Damit besitzt der Drehflichenweg die Darstellung
f(u,0) = (g(u) cosb, g(u)sin b, u).
Wieder berechnet man mit dieser Darstellung die mittlere Kriimmung;:

fi1=1(gcosh,gsinb, 1)

.92 2 9, .9
L, ) =0, A= -1
[ (gsinﬁ,gcose,o)} g1 =9 g22 = g%, 912 (i )

fall = (g COS 07 gsinﬁ, 0)

i A — _ ..7 A _ 2
fr22 = (—gcosf, —gsinb, 0)} 1 99 2 =4
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Abbildung 11: Zeitartig-raumartiges Katenoid, a = 1

1 €
T 2A V—eA
Da A # 0 gilt g # 0, wodurch H = 0 zu folgender Differentialgleichung fiihrt:

= H (g11A22 + g22A11) -

jgg=4¢*-1 (18)

Es handelt sich um Gleichung (17) aus Fall 1.2, die fiir ¢ < 1 die Lésungen

1
g(u) = —sin(au + b)
a
und fiir g > 1 die Losungen
1.
g(u) = . sinh(au + b)

besitzt. Im Unterschied zu Fall 1.2 fiihrt ¢ < 1 hier zu einem zeitartigen Flichenweg (vgl.
Abbildung 10)

1 1
f(u,0) = (=sinaucos, —sinausin @, u),
a a

und ¢ > 1 zu einem raumartigen Flichenweg (vgl. Abbildung 11)

1 1
f(u,0) = (a sinh au cos 4, . sinh ausin 6, u).
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Abbildung 12: Isotrop-raumartiges Katenoid, a = 1/3

4.3 3. Fall: Isotrope Achse

Nach Proposition 1.1 darf 0.B.d.A. angenommen werden, dass es sich bei der Drehachse
[ um die 1. Mediane in der ejes-Ebene handelt, wodurch die 1-Parameter-Untergruppe
durch die Matrizen

62 62
-0 1 0

62 62
—2 9142

beschrieben wird.

Die Trigerebene der Meridiankurve kann nicht raumartig sein, da sie die isotrope Achse [
beinhaltet. Wére die Trégerebene isotrop, so wiirde durch (Lorentz-) Drehung der Meri-
diankurve die Trigerebene selbst entstehen. Mit dieser Uberlegung muss die Trégerebene
zeitartig sein und darf 0.B.d.A. als ejes-Ebene angenommen werden. Wieder kann die Me-
ridiankurve ¢ lokal als Graph {iber | angesetzt werden. Aus rein , kosmetischen* Griinden
bei der Darstellung setze ich ¢ lokal als Graph iiber der 2. Mediane in der ejes-Ebene an,
was genauso moglich ist. Damit ergibt sich

c(u) :== (h(u) +u,0,h(u) — u)
wodurch der Drehflichenweg die Darstellung
f(u,0) = (h(u) + u — ub®, —2uf, h(u) — u — uf?)
besitzt. Wie in den vorhergegangenen Féllen berechnet man damit die mittlere Kriimmung;:

fa=(h+1—-0%-20,h—1—-6%

= = 4h’ = 4’u27 = 07 A == 16hu2
o = (—2uf, —2u, —2ub) } g11 922 912
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Abbildung 13: Isotrop-zeitartiges Katenoid, a = —1/3

= (h,0,h 7
finn = (h,0,h) = Ay = —duh, Ag = 8u?
fr22 = (=2u,0,u)

1 €
(911422 + g22A11) .

=H=———
2A \/—eA
Setzt man H = 0 und dividiert durch u?, u # 0 da A # 0, ergibt sich die Differentialglei-
chung
(19)

Sei g(u) = h(u) und h # 0 nach Voraussetzung (A # 0) womit sich aus Gleichung (19)

d
ol
g U
ergibt. Dies ist dquivalent zu
1 1
—dg =2—du
g u

Integration liefert
In|g| =2In|u| + a1,

woraus folgt
qy 9= U

35



4 MINIMALDREHFLACHEN

Umformung und erneute Integration fithrt zu

=:a

Betrachtet man A, so muss stets u # 0 gelten. Mit A > 0 folgt au? > 0 und damit a > 0.
Umgekehrt fithrt A < 0 zu a < 0.

Mit zuléssiger Vernachldssigung der Translation (b = 0) ergibt sich der raumartige Dreh-
flachenweg (vgl. Abbildung 12)

f(u,0) = (au3 +u — ub?, —2ub, au® — u — u@z), a>0

und der zeitartige Drehflichenweg (vgl. Abbildung 13)

flu,0) = (au3 +u—ub? —2ub, au® —u — u92), a < 0.

4.4 Exkurs: Kettenlinien im Lorentz-Minkowski Raum

Durchhang einer Kette. Die Kurven, die den Durchhang einer Kette unter Einfluss
der Schwerkraft beschreiben, deren Enden in zwei festen Punkten aufgehéngt sind, wer-
den Kettenlinien genannt. Die Berechnung solcher Kurven ist im Grunde ein physikalisches
Problem. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Masse der Kette gleichméfig verteilt ist,
das heifit dass man die Masse eines Kettenstiickes in Abh#ingigkeit von dessen Linge be-
rechnen kann. Es handelt sich um ein ebenes Problem, weshalb man die gesuchten Kurven
als Graphen ansetzen kann. Vom physikalischen Standpunkt aus minimieren Kettenlinien
die Summe der potenziellen Energie aller Teilchen der Kette, was in euklidischen Ebenen
bekanntlich zu Kurven der Bauart (u, 1/a cosh au) fithrt. Die Summe E,; der potenziellen
Energie aller Teilchen einer Kette c(u) = (u, h(u)) lautet

b
Byt = [ g/ &(w) ) n(wda.

Hier bezeichnet g den Beschleunigungsfaktor, u die Masse der Kette pro Lingeneinheit
und ( , ) die Metrik der Ebene. Mit der Euler-Lagrange-Gleichung folgt:

b - .
dd h d h
/a g/ (¢, ¢)|hdu ist stationir < T |(<:lci; o) = fic}; o)

Im euklidischen Fall (( , ) = ( , )¢) wird ein Minimum realisiert. Im Lorentz-Minkowski-
Raum R3$ handelt es sich bei {( , ) um die Lorentz-Metrik, wodurch aus obiger Diffe-
rentialgleichung andere Losungen zu erwarten sind als im euklidischen 3-Raum. Genauer
gilt:

Satz 4.2. In allen Fillen sei h(u) = 0 ausgeschlossen.

1. Sei c(u) = (u,0,h(u)) ein Graph iber der ei-Achse in der ejesz-Ebene. Genau fiir
die Funktionen

(i) h(u) = 1/asinau,
(i) h(u) =1/asinhau
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ist die Funktion

b
Epot(h) = / g/ [(é(u), é(u))|h(w)du, g, € R konstant, (20)

stationdr.

2. Sei c(u) := (u,h(u),0) ein Graph iber der e;-Achse in der ejea-Ebene. Genau fir
die Funktionen

h(u) = 1/acoshau
ist die Funktion E,o(h) stationdr.
Beweis. 1. Es gilt (¢,¢) = 1 — k2. Mit der Euler-Lagrange-Gleichung gilt es

d dv/|1 = A2l 4y — h2|h

du dh dh

nach h zu l6sen. Umformung dieser Differentialgleichung fithrt zur Gleichung
hh = h% -1,

die der Gleichung (17) aus Unterabschnitt 4.1 entspricht und die Losungen
h(u) = 1/asinau bzw. h(u) = 1/asinh au besitzt.

2. Esgilt (¢,¢) =1+ h?. Einsetzen in die Euler-Lagrange-Gleichung und anschlieBende
Umformung liefert die Differentialgleichung

hh =h%+1,

die der Gleichung (16) aus Unterabschnitt 4.1 entspricht und die Losung
h(u) = 1/acosh au besitzt.®

O]

Bemerkung. Wie zu Beginn des Abschnittes angefiihrt, besitzen Minimaldrehfiichen im
euklidischen Raum Kettenlinien als Meridiankurven. Der oben angefithrte Zugang mittels
der potentiellen Energie fiihrt zu ,Kettenlinien® im Lorentz-Minkowski-Raum, die auch
hier, bis auf den Fuall isotroper Drehachsen, genau die Meridiankurven der Minimaldreh-

flichen bilden.

8Dieser Fall entspricht der euklidischen Situation, womit an dieser Stelle bewiesen wurde, dass
h(u) = 1/acoshau als einzige Kettenlinien in euklidischen Ebenen auftreten.
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A &S]

np

Abbildung 14: Traktrix ¢ und ihre Evolute ¢*, Zug zeitartig und Leine raumartig

Kettenlinien als Evoluten von Traktrizen. Eine Traktrix, auch Schleppkurve ge-
nannt, bezeichnet die ebene Bahnkurve eines Punktes P der von einem Punkt S an einer
Leine mit konstanter Léange d gezogen wird, wobei sich S als ziehender Punkt auf einer
Geraden bewegt. In der euklidischen Situation sind die Evoluten von Traktrizen stets (eu-
klidische) Kettenlinien.

Im Lorentz-Minkowski-Raum miissen verschiedene Félle unterschieden werden. Isotrope
Triigerebenen seien aus den folgenden Uberlegungen ausgeschlossen. Handelt es sich um
eine raumartige Tréagerebene der Traktrix, so darf man 0.B.d.A. die e;es-Ebene annehmen,
womit es sich um die euklidische Situation handelt. Ist die Tréigerebene zeitartig, 1ldsst sich
die Traktrix ¢ zu gegebenen d € R\ {0} und ihre zugehorige Evolute ¢* wie folgt berechnen:

Lokal kann eine Traktrix ¢ als Graph c(t) = (t, 2(t)) angesetzt werden, wobei die
z-Achse jene Gerade ist, auf der sich der ziehende Punkt S bewegt. Sei die z-Achse zeit-
artig (zeitartiger Zug), wodurch die z-Achse folglich raumartig ist. Zudem muss zwischen
raumartiger oder zeitartiger Leine unterschieden werden. Sei die Leine raumartig, was sich
per Definition durch <§]3, 3’?) > 0 ausdriickt. Um eine Parameterdarstellung der Traktrix
zu erhalten, berechnet man zu einem Punkt P = ¢(¢) den zugehérigen Punkt S(¢). Die
Tangente in P lédsst sich anschreiben als

(t,2) + A(1,2).
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Schneidet man diese Tangente mit der z-Achse (x = 0) erhélt man den Punkt
S(t) =(0,z —t2)
und damit den Vektor
SP = (t,t2).
Es gilt
0<d?=(SP,SD) =2 — 23,

woraus folgt

Integration liefert
d
2(t) =+ (\/ 2 —d? —dcos ! t> :
Mit dem zuléissigen Parameterwechsel t = y(t) = d/ cost, t € (—7/2,7/2), gilt fiir & := co~y
i - -
é(t)y=d <~,t - tant) ,
cost
) d<sint~ ) 1 > d(sint~ sin25>
& == =, 1L — = = 5 o5~ ) -
cos? t cos? t cos?t’ cos?t

Die Gleichung der Bahnnormalen lautet somit

- 1 -~ ~
x1+sint-x3=d < — +sint(t — tant)>

cost
-~
z1 +sint - x3 = d (cost + Esint). (21)

Um nun die Evolute als Hiillkurve der Bahnnormalen zu berechnen, muss Gleichung (21)
nach ¢ abgeleitet werden, woraus sich z3 und in Folge x; eindeutig ergeben. Die Evolute
¢* von ¢ besitzt damit die Parameterdarstellung

& (t) = d(cost,t)

Ein letzter Parameterwechsel fiithrt zur Darstellung

iy 1 T
c(t)—<dsmdt,t d2>.

Vernachléssigt man den Translationsanteil —dr/2 und setzt man a := 1/d, so erhélt man
eine der pseudo-euklidischen Kettenlinien aus Satz 4.2.

Bemerkung. Mit dhnlichen Uberlegungen lisst sich auch der 2. Fall (zeitartige Leine)
berechnen, was zur pseudo-euklidischen Kettenlinie c*(t) = (1/asinhat,t) fihrt.
Insgesamt treten in Analogie zum euklidischen Fall ausschliefSlich Kettenlinien als Evoluten
von Traktrizen auf.
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4.5 Diskussion und Zusammenfassung

Insgesamt liefern die Unterabschnitte 4.1 - 4.3 einen vollstéindigen Beweis dafiir, dass es
sich bei einer Minimaldrehflache bis auf Isometrien nur um eine der sieben hergeleiteten
Flachen handeln kann, deren Parameterdarstellungen in Tabelle 1 noch einmal angefiihrt
werden. In Anlehnung an die euklidische Situation werden diese Fliachen als Katenoide
bezeichnet, wobei Unterabschnitt 4.5 zeigt, dass dies auch mit Blick auf das Funktional der
potentiellen Energie Berechtigung findet. Die verschiedenen Typen der Katenoide werden
von I. VAN DE WOESTINE [15] mittels Nummern unterschieden (Katenoid 1. Art, etc.).
In dieser Arbeit wird die Bezeichnung ,raumartig-zeitartiges Katenoid“ verwendet, wenn
die Achse raumartig und die Fliche zeitartig ist. Ein raumartiges Katenoid mit isotroper
Achse wird in diesem Sinne als isotrop-raumartiges Katenoid bezeichnet. Einzig beim
raumartig-zeitartigen Katenoid muss weiter unterschieden werden mittels 1. und 2. Art.

Typ . . .
raumartig zeltartig
Achse f(ua ‘9) = f(u7 9) =
raumartig (u,1/asinaucoshd,1/asinausinh@)| 1. Art:

(u,1/a cosh aucosh 6, 1/a cosh au sinh 0)

2. Art:

(u, 1/asinh ausinh 0, 1/a sinh au cosh 6)
zeitartig (1/asinhaucosf,1/asinhausinf,u)| (1/asinaucosd,1/asinausiné,u)
isotrop (au? +u—ub?, —2ub, au® —u—uh?) | (au? +u—ub?, —2ub, au’® — u — ub?)

mit a € RT mit a € R™

Tabelle 1: Ubersicht Minimaldrehfliichen
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5 Minimalregelflichen

In diesem Kapitel sollen alle Minimalregelflichen im Lorentz-Minkowski Raum beschrie-
ben werden. Genau wie im vorherigen Abschnitt bedarf es zuerst einer Definition einer
Regelfldche bzw. eines Regelflichenweges.

Definition 5.1 (Regelfliiche). Ein Flichenweg f : R? D U — R3 heifit Regelfiichenweg,
falls gilt

flu,v) =1(u) +v-r(u), wobei I,r:RDOI—=>R> mit r(u)#0 VYucl.

Eine Fliche ® heifit Regelfliche, falls ein Regelflichenweg f existiert mit f(U) = ®.
Die Kurve l bzw. r wird als Leit- bzw. Richtkurve der Regelfliiche bezeichnet.

Da die Beweise in diesem Abschnitt auf Differentialgeometrie von Kurven im R$ zuriick-
greifen, insbesondere auf Begleitbasen, Kriimmung und Torsion, sei zu Beginn ein kurzer
Uberblick dariiber geben. Dabei wird kein Anspruch auf Vollstéindigkeit erhoben — es
werden nur jene Ergebnisse zusammengefasst, die in weiterer Folge Relevanz besitzen. In
seiner Publikation gibt R. LOPEZ [10] im zweiten Abschnitt einen detaillierten Einblick
in die Problematiken und daraus resultierenden Modifikationen bei der Definition einer
Frenet-Basis.

Frenet-Basis. Ahnlich wie im euklidischen 3-Raum kann auch im Lorentz-Minkowski-
Raum von einer Frenet-Basis gesprochen werden, wobei der Typus der betrachteten Kurve
entscheidend ist.

Definition 5.2. Eine Kurve c : R D I — R3 heifst raumartig (bzw. zeitartig oder isotrop)
genau dann, wenn ¢(t) > 0 (bzw. ¢(t) < 0 oder ¢(t) =0) Vt € I gilt.”

Lemma 5.1. Seic : R D I — R3 eine requlire, raumartige bzw. zeitartige Kurve. Es gibt
einen Diffeomorphismus v sodass fiir ¢ := co~y gilt (¢,¢) =1 bzw. (¢,¢) = —1.

Fiir den Beweis siehe R. LOPEZ [10, S. 56, Prop. 2.2].
Um miihsame Bezeichnungsweisen zu vermeiden, wird eine Kurve fiir die |(¢, ¢)| = 1 gilt, in
Analogie zur euklidischen Situation, als bogenldngenparametrisiert bezeichnet. Betrachten
wir reguldre raumartige oder zeitartige Kurven, so darf stets angenommen werden, dass
diese bogenlédngenparametrisiert sind.
Bei den folgenden Uberlegungen seien Geradenstiicke als Kurven ausgeschlossen, da Ge-
radenstiicke genau jene Kurven sind, bei denen ¢ = 0 oder ¢ proportional zu ¢ ist.

Definition 5.3 (Frenet-Basis). Seic : R D I — R? eine bogenlingenparametrisierte, raum-
artige bzw. zeitartige Kurve. Die Basis F := (t(s),n(s),b(s)), wobei gilt

t(s)
[(E(s). £

heif$t Frenet-Basis oder auch Begleitbasis von ¢ im Punkt c(s).

t(s) :==¢(s), n(s):= b(s) :=t(s) x n(s),

Die Definition erfolgt analog zum euklidischen Fall. Durch Ableiten von |{(¢,¢)| = 1
folgt, dass t(s) und n(s) orthogonal sind, womit es sich insgesamt um eine Orthonormal-
basis handelt, sofern #(s) nicht isotrop ist. Da das Kreuzprodukt im Lorentz-Minkowski-
Raum jedoch anders erklirt ist (vgl. Definition 1.3), ist die Frenet-Basis nicht zwingend
positiv orientiert, wodurch man den Typus von ¢(s) und n(s) fiir die Frenet-Gleichungen
genauer unterscheiden muss.

9Stillschweigend wurde schon in Abschnitt 3.2.2 der Begriff , isotrope Kurve® verwendet.
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Proposition 5.1 (Frenet-Gleichungen). 1. Sei c eine bogenlingenparametrisierte, raum-
artige Kurve und F := (t(s),n(s),b(s)) die zugehirige Frenet-Basis.

(a) Sei der Vektor t(s) raumartig. Dann lauten die Frenet-Gleichungen

t 0 w 0\ [t
n|l=1-k 0 7 n|,
b 0 7 0 b
wobei k = \/(t(s),1(s)), T = —(n,b) und F negativ orientiert ist.

(b) Sei der Vektor t(s) zeitartig. Dann lauten die Frenet-Gleichungen

t 0 ~ O t
n|l=1|x 0 7 n|,
b 0 70 b
wobei k = \/—(t(s),t(s)), T = (n,b) und F positiv orientiert ist.

2. Sei c eine bogenlingenparametrisierte, zeitartige Kurve und F := (t(s),n(s),b(s))
die zugehorige Frenet-Basis. Dann ist t(s) raumartig und die Frenet-Gleichungen
lauten

t 0 O 13
nl=|x 0 7 nl,
b 0 —7 0 b

wobei k = +/(t(s),1(s)), T = (n,b) und F positiv orientiert ist.

Hier wird der Fall, dass ¢ raumartig ist und #(s) isotrop, nicht behandelt. Dies wiirde
zur sogenannten Pseudo-Torsion fithren, was aber fiir die folgenden Uberlegungen in dieser
Arbeit keine Relevanz besitzt. Fiir einen Beweis und genauere Ausfithrungen zu Konzepten
fiir isotrope Kurven sei auf R. LOPEZ [10] verwiesen.

Bemerkung. Raumartige bzw. zeitartige Kurven mit einem raumartigen oder zeitartigen
Hauptnormalvektor n(s) werden auch Frenet-Kurven genannt. Fir Frenet-Kurven gilt in
Analogie zum euklidischen 3-Raum, dass eine Kurve genau dann eine Schraublinie, also
Bahnkurve eines Punktes unter einer (Lorentz-) Schraubung ist (vgl. Prop. 1.2), wenn ihre
Krimmung k und Torsion T konstant sind (Beweis siehe R. LOPEZ [10]).
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5.1 Raumartige Minimalregelflichen

Die hier angefiihrten Beweise orientieren sich an der Publikation von I. VAN DE WOES-
TIJNE [15].

5.1.1 Voriiberlegungen

Nach Definition 5.1 kann jeder Regelflichenweg f angeschrieben werden als
flu,v) = c(u) +v-n(u), wobei c,n:RDI—-R mit n(u)#0 VYuel.

Wir betrachten Flachenwege mit A > 0. Setzt man v = 0, so zeigen die partiellen Ablei-
tungen f,1 = ¢+v-n und f,5 = n, dass ¢ eine raumartige, regulidre Kurve sein muss. Somit
darf ¢ als bogenlingenparametrisiert angenommen werden. Zudem muss n stets raumartig
sein und ohne Einschrinkung darf wegen n # 0 angenommen werden, dass (n,n) = 1 gilt.

Lemma 5.2. Ist f := ¢+ v - n ein raumartiger Regelflichenweg, so gibt es einen zu f
dquivalenten Fldchenweg

f=¢+s-n mit (&n)=0.

Beweis. Da jede Flidchenkurve von f als Leitkurve verwendet werden darf, kann die
Orthogonaltrajektorie ¢ der Erzeugenden angesetzt werden als

¢ = c(u) +v(u) - n(u).

Die Ableitung lautet

E=é+bv-ntu-
woraus mit 0 = (&, n) folgt
0= —(¢n).
Mittels Integration kann nun v(u) ermittelt werden. O

Korollar 5.1. Insgesamt kann also jede raumartige Regelfiiche parametrisiert werden
durch einen Flichenweg f = c+ v -n mit den Eigenschaften

5.1.2 Berechnung der mittleren Kriimmung
Die mittlere Kriimmung berechnet sich wie folgt:

fi=¢+v-n

f n } = g11 = (&, ¢) + 2v(¢,n) +v3 (R, 1), g2 = (n,n) =1, g12=0
2 =

f;llzé—i—?]‘fl

F 0 }:>A11:det(n,c'+v~h,é+v'h), Aoy =0
322 —
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1 € A
DTNy
Damit handelt es sich bei f genau dann um einen Minimalregeflichenweg wenn Ay; = 0

gilt, was dquivalent ist zu ¢ +v -7t € Span{f,1, f,2 }. Anders formuliert existieren A, u € R
mit

= H

Antp-(¢4+v-n)=é+v-i.

Setzt man v = 0, so folgt, dass es sich bei n um den Hauptnormalvektor von ¢ handelt.
Es gilt also folgendes Zwischenergebnis:

Satz 5.1. Ein raumartiger Regelfiichenweg im Sinne von Korollar 5.1 ist genau dann
minimal, wenn n Hauptnormalvektor von c ist.

Bezeichnet man den Binormalvektor von ¢ mit b, so gelten die Frenet-Gleichungen aus
Proposition 5.1:

E=kKk-n
n=-—Kk-c+7-b
b=7-n
Daraus folgt
¢c+v-n=é¢—vk-é¢+uvr-b=(1—vK)-¢+v7-b (22)

und

i+v-i=k-n+v-(—k-¢—kK-é+7-b+T7-b) =

= (k—vK+07°) ntv- (k- é+7-b). (23)

Die Gleichungen zeigen, dass v-(—+- ¢+ 7-b) parallell zu (1 —vk)-é+v7-bist, da é+v- i
stets Tangentialvektor der Minimalregelfldche sein muss. Dies gilt fiir alle v und v, woraus
folgt, dass sowohl & als auch 7 konstant sind. In den folgenden Unterabschnitten werden
die verschiedenen Fille und die daraus resultierenden Flachen behandelt.

5.1.3 1. Fall: |k| > || >0

In diesem Fall ist

-7

eine zeitartige Gerade, da ¢y = 0 und (¢, ¢p) < 0 gilt, was einfach nachzurechnen ist. Sei
¢p 0.B.d.A. die e3-Achse. Da per Konstruktion (cy,n) = 0 gilt, kann n(u) angesetzt werden
als

n(u) = —(cos f(u),sin f(u),0).

Insgesamt gilt dann
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Abbildung 15: Zeitartig-raumartiges Helicoid

und die Ableitungen lauten

¢ = (—K‘2i7_2fsinf,ﬁfcosfvg> )
é = (—ﬁ (fsinf+f2cosf> ,# <fcosf—f2sinf> ,g) .

Wegen den Frenet-Gleichungen gilt damit

f=0,
f: \Y% '%2 - T27
g=0,
woraus sich f(u) = VK% — 72u und g(u) = au ergeben. Aus (¢, ¢) = 1 folgt

auerdem a = 7/VKk? — 2.

Insgesamt folgt

flu,v) = ((L2 —’U) cos V k2 — T2u, <ﬁ —v) sin \/k2 — 72, ;u> ]

K2 —T K2 — 72

Mit dem Parameterwechsel v = x/(k? — 72) — 5, u = t/v/k? — 72 besitzt die raumartige
Minimalregelfliche schlussendlich die Darstellung

) T
f(t,s) = (s cost, ssint, mt) ,

wobei s > |7/(k? — 72)| oder s < —|7/(k? — 72)| gilt, da A > 0 ist. Es handelt sich hier
um einen Teil der (euklidischen) Wendelfldche (vgl. Abbildung 15).
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Abbildung 16: Raumartig-raumartiges Helicoid

5.1.4 2. Fall: || > |k| >0

In diesem Fall ist

-7

eine raumartige Gerade, da ¢y = 0 und (¢, ¢y) > 0 gilt, was einfach nachzurechnen ist.
Sei ¢p 0. B. d. A. die e;-Achse. Da per Konstruktion (cp,n) = 0 gilt, kann n(u) angesetzt
werden als

n(u) = —(0, cosh f(u),sinh f(u)).

Analoge Berechnungen zu Fall 1. fithren zum Flichenweg

T K K
flu,v) = ( u, — v | coshv/712 — k2u, | ——— —v | sinh V72 — K2u
7_2_,{2 52_7-2 Ii2—7'2

und ein Parameterwechsel zu

s = (

R t, s cosht, ssinh t) ,

wobei —|7/(72 — k?)| < s < |7/(7? — k?)|, da A > 0 ist. Es handelt sich hier ein Stiick der
Schraubflache, die durch (Lorentz-) Schraubung der es-Achse um die e;-Achse entsteht
(vgl. Abbildung 16).
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Abbildung 17: Isotrop-raumartiges Helicoid bzw. CAYLEYsche Regelfliche

5.1.5 3. Fall: |7| = |k|#0

Aus den Frenet-Gleichungen folgt 7t = (72 — k?) - n = 0, sodass 1 = (a1, az,as) mit
konstanten a; gilt. Ohne Einschrankung darf ¢(0) = (0,0,0), ¢(0) = (1,0,0) und n(0) =
(0,1,0) angenommen werden, woraus b(0) = (0,0, —1) folgt.

Damit ist n(u) = (a1u, asu + 1, azu). Wegen b = 7 - n gilt mit b(0) = (0,0, —1):

Ta3 2 >
—u"—1).
9 u

. Tay TaQ
b= (Ta1u, Tagu + T, Tasu) = b = (TuQ 72112 + Tu,

Ausn=—k-¢+ 7 b folgt

. 1 . 7'2a1 ai 7'2(12 7'2 as 7'2(13 T as
¢c=—-(r-b—n)= W - =, w4 —u— = w———=).

K 2K k' 2k K k' 2k K K
Setzt man in ¢(0) = (1,0,0) ein, so lassen sich die Konstanten a; = —k, a2 = 0 und
a3 = —7 berechnen, womit gilt
) 2, KT o
c= —Eu +1,mu,—7u .

Die Leitkurve ¢ besitzt also die Darstellung

2
— (T3 LA AL
c-< 6u +u,2u, 6u),

woraus sich insgesamt folgender Minimalflichenweg ergibt (vgl. Abbildung 17):

2
fu,v) = (—%us + u, qu, —%ug’) +v(—ku,l,—7u) =
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7'2 K RT

= <—6u3 + U — Kuv, §u2 + v, —Fu?’ — TUU> .
Dabei handelt es sich um eine CAYLEYsche Regelfliche. Fiir den Parameter v gilt wegen
A > 0 entweder v > 1/2k, wenn k£ < 0 oder v < 1/2k, wenn k > 0 ist.

5.1.6 Sonderfille

Bisher wurden die Fille kK = 0 bzw. 7 = 0 nicht diskutiert.

e k=0
Dieser Fall ldsst es nicht zu, von einer eindeutigen Frenet-Basis zu sprechen, da ¢
und ¢ linear abhingig sind. Sowohl in Fall 1 als auch in Fall zwei wurde durch ge-
schickte Wahl von v eine Gerade gefunden, die alle Erzeugenden der Regelfliche
orthogonal schneidet. Bei x = 0 handelt es sich bei ¢ selbst schon um eine solche
Gerade, die nach Voraussetzung raumartig ist. Damit erh&lt man hier wieder das
raumartig-raumartige Helicoid aus Unterabschnitt 5.1.4.

e 7=0
In diesem Fall ist die Leitkurve c eben, wodurch es sich bei der zugehorigen Mini-
malregelfliche um eine raumartige Ebene handelt.
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5.2 Zeitartige Minimalregelflichen

Auch hier orientieren sich die hier angefiihrten Beweise an der Publikation von I. VAN DE
WOESTIINE [15].

5.2.1 Voriiberlegungen

Die Klassifikation im zeitartigen Fall hat groe Ahnlichkeit zum raumartigen Fall und um
Redudanz zu vermeiden, werden analoge Beweise nicht im Detail ausgefithrt. Im Unter-
schied zu raumartigen Minimalregelflichen sind die Erzeugenden nicht notwendigerweise
raumartig, was zu anderen Fallunterscheidungen als bisher fithrt. Mit dhnlichen Uberlegun-
gen wie in Unterabschnitt 5.1.1 kann ein zeitartiger Regelflichenweg ohne Einschrankung,
sollten die Erzeugenden nicht isotrop sein, als

flu,v) = c(u) +v-n(u)
angenommen werden, mit
(n,n)y =1, (¢¢é)=-1, (&n)=0 (24)
im Falle raumartiger Erzeugenden oder mit
(n,n)y =-1, (¢,¢)=1, (¢,n)=0 (25)

im Falle zeitartiger Erzeugenden.
In den folgenden Unterabschnitten werden die drei moglichen Félle fiir Erzeugendentypen
diskutiert.

5.2.2 1. Fall: Die Erzeugenden sind raumartig

Die Leitkurve c ist nach Gleichung (24) zeitartig. Gleiche Uberlegungen wie in Unterab-
schnitt 5.1.2 zeigen, dass es sich auch in diesem Fall genau dann um einen Minimalregel-
flichenweg handelt, wenn n der Hauptnormalvektor von c ist. Bezeichnet b den Binormal-
vektor, so gelten die Frenet-Gleichungen aus Proposition 5.1

cC=kK-n,
n=rK-¢—71-b,
b=71-n,

mittels derer wie in Unterabschnitt 5.1.1, folgt, dass sowohl x als auch 7 konstant sind.
Wieder gibt es verschiedene Félle:

Fall 1.1: || > |T| > 0
Die Kurve

-7

ist wie in Unterabschnitt 5.1.4 eine raumartige Gerade. Analoge Berechnungen fiithren
zum Flachenweg

) = (g (04 s ) ot Vi = 72— (0 g s =
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7

Abbildung 18: Raumartig-zeitartiges Helicoid 1. Art

und ein Parameterwechsel weiter zu

s = (

5 5t, s cosht, ssinht) ,
K*—T

wobei s < —|7/(k? — 7%)| oder s > |7/(k? — 72)|, da A < 0 ist. Es handelt sich hier
um ein Stiick der Schraubflidche, die durch (Lorentz-) Schraubung der es-Achse um
die ej-Achse entsteht (vgl. Abbildung 18).

Bemerkung. Schrdinkt man den Parameterbereich nicht ein, so erhdlt man die ge-
samte Fliche, die durch (Lorentz-) Schraubung der es-Achse um die ej-Achse ent-
steht. Die beiden Fldchenkurven ldngs derer die Tangentialebenen stets isotrop sind
(A = 0), bilden die ,Grenzkurven®, die die Fliche in raumartigen und zeitartigen
Bereich gliedern.

Fall 1.2: || > |k| > 0
Die Kurve
K

C()(U) = C(’LL) + m :

ist wie in Unterabschnitt 5.1.3 eine zeitartige Gerade. Analoge Berechnungen fiihren
zum Fléchenweg

K K . T
flu,v) = (| 55 —v)cos V7?2 — K2y, | 57— —v | sin V72 — K?u, ———=u
K T2 —K

T2 — 72 _ g2

und ein Parameterwechsel weiter zu
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Abbildung 19: Zeitartig-zeitartiges Helicoid

-
ts) = t ssint, —
f(t,s) <scos yssint, 55— ),
wobei —|7/(72 — k?)| < s < |7/(7? — K?)|, da A < 0 ist. Es handelt sich hier um ein
Stiick der (euklidischen) Wendelflache (vgl. Abbildung 19).

Bemerkung. Auch hier wird die Wendelfiiche durch Kurven mit A = 0 in einen
zeitartigen bzw. raumartigen Bereich getrennd.

Fall 1.3: |k| = |T| #0
Wie in Unterabschnitt 5.1.5, folgt aus den Frenet-Gleichungen auch hier, dass n
konstant ist. Die Frenet-Basis an der Stelle 0 muss jedoch, da c eine zeitartige Kurve
ist, anders angesetzt werden. Seien ohne Einschrankung ¢(0) = (0,0,1), n(0) =
(1,0,0) und b(0) = (0, 1,0). Analoge Berechnungen zu 5.1.5 fithren zum Flichenweg

2
f(u,v) = <;u2 + v, —%u?’ — Tuv, %ug +u+ mw) ,

wobei v > —1/2k, sofern k > 0 gilt oderv < —1/2k, wenn k < 0 gilt, wegen A < 0.
Wieder erhélt man eine CAYLEYsche Regelfliche (vgl. Abblidung 20).

Fall 1.4: Sonderfille
Ahnlich wie in Unterabschnitt 5.1.6 fiihrt £ = 0 zu den bisher behandelten Fillen.
Sollte 7 = 0 gelten, so handelt es sich um eine zeitartige Ebene.

o1



5 MINIMALREGELFLACHEN

Abbildung 20: Isotrop-zeitartiges Helicoid

5.2.3 2. Fall: Die Erzeugenden sind zeitartig

In diesem Fall darf der zugrundeliegende Flichenweg wie in Gleichung (25) angenom-
men werden. Mit gleicher Argumentation wie bisher gilt: Es handelt sich um einen Mini-
malregelflichenweg genau dann, wenn n Hauptnormalvektor von c ist. Bezeichnet b den
Binormalvektor, so gelten die Frenet-Gleichungen aus Proposition 5.1:

C=K-'n
n=~rk-c+7-b
b=71-n
Wieder folgt, dass x und 7 konstant sind. Die Kurve
K
B —— n
K2+ 72
ist eine raumartige Gerade, die ohne Einschrinkung als die e1-Achse angenommen werden

darf. Hier ist eine Fallunterscheidung wie bisher nicht notwendig, da x?+72 # 0 fiir (s, 7) #
(0,0). In Analogie zu den vohergegangenen Berechnungen fiihrt dies zum Flichenweg

) = (g (04 g ) s VR P (4 ) cosh Vi

und ein Parameterwechsel zur Darstellung

st =

Dabei handelt es sich (nach entsprechender Wahl von x und 7) um die Flidche aus Bei-
spiel 3.2 (vgl. Abbildung 6). Wie bisher fiihrt x = 0 wieder zum soeben beschriebenen
Flachenweg und 7 = 0 zu einer zeitartigen Ebene.

cp=c¢—

———t,ssinht, scosht | .
K2 4 72
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5 MINIMALREGELFLACHEN

5.2.4 3. Fall: Die Erzeugenden sind isotrop

In diesem Fall kann der Regelflichenweg angesetzt werden als

f(u,v) = c(u) +v-n(u),

mit (n,n) = 0. Fiir die Determinante der metrischen Grundform gilt somit A = —(¢, n)2,
woraus wegen der vorausgesetzten Zeitartigkeit (¢, n) # 0 folgt. Setzt man
1
ng = -m,

(¢,n)
so kann ng statt n als Richtkurve verwendet werden. Es gilt also:

Lemma 5.3. Jeder zeitartige Regelfiichenweg mit isotropen Erzeugenden kann ange-
schrieben werden als

fu,v) = e(u) +v - n(u)
mit (n,n) =0 und (¢,n) = 1.

Mit Hilfe dieser Darstellung lasst sich die mittlere Kriimmung berechnen:

f71:é+v’h .. .. .. .
f n :gnz<c,c>+2v<c,n>+02<n,n>, 922:07 912:<C7n>:1
2 =
fun=c¢+uv-i
fi22=0 = Ay =det(n, ¢ +v-n,é+v-i), Ay =0, A =det(¢+vn,n,n)
fiz2=n
1
- H c

= ———A9.
9N oA 12

Verschwindende mittlere Kriimmung ist also dquivalent zu det(¢+wvn,n,n) = 0. Setzt man
v = 0, so folgt

det(é,n,n) =0 3INpeR: XN-é+p-n=n.

Durch Multiplikation der Gleichung mit n bzw. ¢ l4sst sich A = 0 bzw. u = (¢, n) berechnen.
Insgesamt gilt

n = - n.

Satz 5.2. Jede zeitartige Minimalregelfiiche ® = f(U) mit isotropen Erzeugenden lisst
sich durch einen Regelflichenweg

flu,v) =co(u) +v-nu) (26)
mit (cy,co) =0, (n,n) =0 und (¢,n) =1 beschreiben.

Beweis. Setzt man co(u) := c(u) + v(u) - n(u) an, so gilt
ou) =¢+v-n+v-n=:¢é+ (0+vu) - n. Die Funktion v(u) erhdlt man als eindeutige
Losung der gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

0 = (o, o) = (&, ¢) + 2(0 + pw).
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5 MINIMALREGELFLACHEN

Abbildung 21: Parabolischer Nullzylinder

Hier gilt es hervorzuheben, dass die Parametrisierung des Regelflichenweges aus (26)
nur eine notwendige, keineswegs aber eine hinreichende Bedingung fiir einen zeitartigen
Minimalregelflichenweg mit isotropen Erzeugenden ist. Gilt zusétzlich det(¢,n,n) =, so
ist die Minimalitdt sichergestellt. Flichen dieser Art werden als ,flat B-scrolls over a
nullcurve“ bezeichnet (vgl. I. Van De WOESTIJNE [15] oder H. BALGETIR et al. [1]).
Es handelt sich dabei um (euklidische) torsale Regelfléchen.

Beispiel 5.1 (Parabolischer Nullzylinder). FEin Beispiel fir ,flat B-scrolls® ist der para-
bolische Nullzylinder P (vgl. Abbildung 21). Erzeugt wird er durch (Lorentz-) Schraubung
einer Geraden | um eine isotrope Achse a, wobei | parallel zu a ist. P. MIRA und J. A.
PASTOR [13] geben folgende Parameterdarstellung fir P (hier wird die erste Mediane der
eres-Ebene um sich selbst verschraubt):

3

1 3
f(u,v):5 (%—u+2v,u2,%+u+2v>.

Es handelt sich um eine Fliche im Sinne von Satz 5.2; Setze c(u) := f(u,0) und
n(u) := (1,0,1).
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5 MINIMALREGELFLACHEN

5.3 Diskussion und Zusammenfassung

Die bisherigen Ausfithrungen in Abschnitt 5 liefern insgesamt einen Beweis, dass es sich bei
Minimalregelflichen bis auf Isometrien nur um eine der acht hergeleiteten Flichen handeln
kann. Im Unterschied zu Minimaldrehflachen tritt hier der Sonderfall der ,,flat B-scrolls“
auf. Im Falle nicht isotroper Erzeugenden zeigte sich, dass es sich bei Minimalregelflichen
stets um (Lorentz-) Schraubflichen handelt, die durch Verschraubung entsprechender Ge-
raden entstehen. In Tabelle 2 werden jene Flichenwege noch einmal zusammengefasst.

Typ . . .
raumartig zeltartig
Achse flu,v) = flu,v) =
raumartig (au, v cosh u, v sinh u) mit 1. Art:
—la] < v < |al (au,v cosh s, vsinh s) mit
v < —la| oder v > |al
2. Art:
(au, v sinh u, v cosh u)
zeitartig (v cosu, v sinu, au) mit (v cosu, vsinu, au) mit
v < —la| oder v > |al —lal < v < |a
isotrop (—72/6u® + u — kuv,k/2u® + | (k/2u? 4+ v, KT /6u — TuL,
v, —KT/6u® — Tuv) mit k2 /6u 4+ u + Kuv) mit
v > 1/2k wenn k < 0 oder v > —1/2k wenn k > 0 oder
v < 1/2k wenn k > 0 v < —1/2k wenn k < 0

Tabelle 2: Ubersicht Minimalregelflichen
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6 MINIMALSCHRAUBFLACHEN

6 Minimalschraubflichen

Schraubflichen im Lorentz-Minkowski-Raum R} werden in Analogie zum euklidischen 3-
Raum erklért als Bahnen von regulédren Kurven unter einer (Lorentz-) Schraubung (siehe
Proposition 1.2), oder anders formuliert:

Definition 6.1 (Schraubfliche). Eine Schraubfiiche f(U) im R ist eine Fliche, die
mwvariant ist unter einer 1-Parameter-Untergruppe der pseudo-euklidischen Gruppe.

Aus Abschnitt 5 geht hervor, dass es sich bei Minimalregelflichen, bis auf den Fall
isotroper Erzeugenden, stets um Schraubflichen handelt. In ihrer Publikation zeigen P.
MIRA und J. A. PASTOR [13], dass entsprechende raumartige Katenoide aus Abschnitt
4 assoziiert sind zu entsprechenden raumartigen Helicoiden aus Abschnitt 5, insbesondere
sind Helicoide stets konjugiert zu Katenoiden. Auch zeitartige Helicoide sind stets konju-
giert zu entsprechenden zeitartigen Katenoiden, wobei sie nicht assoziiert sind!?.

Fiir raumartige Minimalschraubflachen gilt:

Satz 6.1. Fine raumartige Minimalfidche ist eine Schraubfiiche mit Achse | genau dann,
wenn sie assozitert ist zu einem raumartigen Katenoid aus Abschnitt 4 mit Achse [.

Einen Beweis liefern P. MIRA und J. A. PASTOR [13, Theorem 1.1.].

Fiir zeitartige Minimalschraubflichen gilt:

Satz 6.2. FEine zeitartige Minimalfidche ist eine Schraubfliche mit Achse | genau dann,
wenn sie assoziiert ist zu einem zeitartigen Katenoid aus Abschnitt 4 mit Achse | oder
einem zeitartigen Helicoid aus Abschnitt 5 mit Achse .

Einen Beweis liefert F. MANHART [12, Theorem 3].
Es ist bekannt, dass in der euklidischen Situation das euklidische Katenoid assoziiert

ist zur Wendelfldche und alle euklidischen Minimalschraubflichen der gemeinsamen Schar
angehoren. Die Sétze 6.1 und 6.2 bilden dazu ein pseudo-euklidisches Pendant.

Beispiel 6.1. Setzt man beim isotrop-raumartigen Katenoid a := 1/3, so erhdlt man den
Flichenweg

1 1
flu,v) = <3u3 + u 4 wv?, —2uw, §u3 —u— u02> .

Dabei handelt es sich um eine isotherme Parametrisierung:

1= (u2 +1,—20,u® —v? — 1)

= g1 = 4, = 40, =0
fo= (—2uv, —ou, —2uv) } gi1 g22 g12

Der konjugiert harmonische Fldchenweg f zu f lautet
¢ 1 3 2 2 2 1 3 2
flu,v) = i +ov—u‘v,u —v )5V +uv—v).
Damit lassen sich alle zu f assoziierten Flichen berechnen. In den Abbildungen 22-25

sind die zu den Scharparameterwerten u =0, p = /6, p = 7/3 und p = w/2 gehorigen
Flichen dargestellt.

D4 stets cosh p # 0 gilt, liegt die zu f konjugierte Fliche nicht in der assoziierten Schar zu f.
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Abbildung 24: p = 7/3

Abbildung 25: p = 7/2
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