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Kapitel 1

Einleitung und
Begriffserklarungen

1.1 Einleitung

Ziel dieser Diplomarbeit ist es, zwei altersabhéngige Epidemiemodelle zu kon-
struieren, und zwar ein kontinuierliches und ein diskretes. (Zur Definition des
Begriffes Epidemie, siehe im folgenden Unterkapitel der Begriffserkldrungen)

Um dorthin zu gelangen, muss zuerst ein altersabhingiges Populations-
und ein altersunabhingiges Epidemiemodell aufgestellt werden. Auf beiden
aufbauend kann das Modell einer altersabhéngigen Epidemie konstruiert wer-
den.

Im ersten Kapitel werden die notwendigen biologischen bzw. medizini-
schen Begriffe definiert, die in weiterer Folge verwendet werden.

Das zweite Kapitel behandelt ein altersunabhéangiges kontinuierliches Epi-
demiemodell, und zwar jenes einer S-I-R Epidemie.

Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit einer altersabhéngigen kontinuier-
lichen Population. Dafiir wurde das Modell von Sharpe-Lotka-McKendrick
verwendet.

Im vierten Kapitel kann nun eine kontinuierliche altersabhingige Epidemie
definiert und ndher betrachtet werden.



Das fiinfte und sechste Kapitel beschiftigen sich mit diskreten Modellen.
Im fiinften wird analog zum dritten Kapitel ein altersabhéngiges diskretes
Populationsmodell, diesesmal jenes von Leslie, vorgestellt.

Aufbauend auf diesem Modell wurde im sechsten Kapitel eine altersabhén-
gige diskrete S-I-R Epidemie definiert und analysiert.

Damit soll das Feld der altersabhingigen Epidemiologie anhand des kon-
kreten Beispiels einer S-I-R Epidemie ndher betrachtet werden. Da es dann
zu sehr aufwendig zu losenden Problemen kommt, werden diese ausreichend
vereinfacht um Aussagen treffen zu konnen. Weiters konnten natiirlich nicht
alle in Wirklichkeit auftretenden Faktoren beriicksichtigt werden, wie z.B. die
Abhéangigkeit von der Populationsdichte. Ein Modell wird immer ein Modell
bleiben und kann nur moglichst gut der realen Welt angenédhert werden. Dies
ist bei allen folgenden Modellen zu beriicksichtigen.

1.2 Begriffserklarungen

Dies ist keine Biologie-Diplomarbeit. Da aber bestimmte biologische Begriffe
zur Verstandlichkeit wichtig sind, werden diese hier kurz erklért (siehe [15,
S.11ff] und |9, S.369, 676|) .

Epidemiologie ist die Beschiftigung mit Massenentwicklungen von Krank-
heiten. Das Wort leitet sich aus dem Griechischen ab: epi = auf, iiber
demos = Volk  logos = Studium

Endemisch sind Krankheiten ohne zeitliche, aber mit rdumlicher Begren-
zung. Das bedeutet die Infektion kann jederzeit wieder ausbrechen, aber
nur in einem bestimmten eingegrenzten Gebiet.

Epidemie ist das gehdufte Vorkommen einer Krankheit mit zeitlicher und
rdumlicher Begrenzung. Das heifst die Infektion grassiert besonders
schlimm in einem beschrinkten Zeitraum in einem bestimmten Gebiet.

Pandemie ist das gehdufte Vorkommen einer Krankheit mit zeitlicher, aber
ohne rdumliche Begrenzung. Das bedeutet die Infektion tritt in einem



abgegrenzten Zeitraum gehduft auf, ist aber auf kein Gebiet mehr be-
schrinkt. Im schlimmsten Fall kommt die Krankheit weltweit zum Aus-
bruch.

Latenzzeit ist die Zeit zwischen der Infektion und Infektitsitét eines Indivi-
duums. Zum Beispiel wird eine Person angesteckt, kann aber erst nach
Verstreichen der Latenzzeit auch andere Personen mit dieser Krankheit
infizieren. Obwohl ein Mensch infektios ist, heifst das nicht unbedingt,
dass er/sie auch schon Krankheitssymptome aufweist!

Inkubationszeit ist die Zeit zwischen der Infektion und dem Auftreten von
Krankheitssymptomen. D.h. dass eine Person bereits infiziert ist, aber
noch als gesund wahrgenommen wird. Wenn versucht wird kranke Indi-
viduen so schnell wie moglich unter Quaranténe zu stellen, ist die Dauer
dieser Zeit besonders interessant. Erst nach Ablauf dieser Periode wird
im Normalfall festgestellt, dass eine Person erkrankt ist.

Suszeptibel ist eine Person, die aufnahmebereit ist, das heifst mit einer
bestimmten Krankheit angesteckt werden kann.

Infiziert ist eine Person, die mit der Krankheit angesteckt wurde, aber nicht
notwendigerweise die Infektion weitergeben kann.

Infektits ist eine Person, die mit der Krankheit angesteckt wurde (damit
infiziert ist) und die Infektion bereits auf andere iibertragen kann. Bei
diesen Personen ist die Latenzzeit bereits abgelaufen.

Immun ist eine Person, wenn sie unempfindlich, das heifst gegen eine be-
stimmt Infektionskrankheit gefeit ist. Diese Individuen kénnen mit der
betrachteten Krankheit nicht mehr infiziert werden.

Im folgenden wird von Menschen/Personen die Rede sein. Man kann die
Modelle und Folgerungen jedoch auch auf Tiere umlegen. Obige Begriffe wiir-
den dann enzootisch (statt endemisch), Epizootie (statt Epidemie) und Pan-
zootie (statt Pandemie) heifien.



Kapitel 2
Allgemeine S-I-R Epidemie

In diesem Kapitel wird eine Epidemie beschrieben, in der die Population in
drei Klassen aufgeteilt wird. Es gibt die Klasse der S-Individuen, das sind
jene die ansteckbar sind. Die I-Individuen sind infiziert und infektits. Sobald
ein Individuum sich angesteckt hat, kann es bereits wieder andere anstecken.
Die dritte Klasse beinhaltet die R-Individuen. Dies sind Personen die im In-
fektionsprozess keine Rolle mehr spielen. R-Individuen konnten gesundet und
immun sein, in Quaranténe oder gestorben. Sobald ein Individuum gesundet
also aus der I-Klasse austritt, ist es dauerhaft immun (zumindet in dem be-
trachteten Zeitraum). Diese Person kann also nicht mehr ansteckbar werden.
Das Modell der S-I-R Epidemie eignet sich besonders fiir Krankheiten die
dauerhafte Immunitét hervorrufen, wie z.B. Kinderkrankheiten.

Folgenden Betrachtungsweisen einer deterministischen S-I-R-Epidemie wer-
den behandelt: Zuerst werden die Modellgleichungen hergeleitet, dann Spezi-
alfille betrachtet. Wann tritt iiberhaupt eine Epidemie auf (Schwellenwerte)
und wie verdndern sich die Klassen wenn die Zeit ¢ — oo geht (Grenzwer-
te)? Zum Schluss versucht man Losungen fiir das Modell zu finden und diese
graphisch darzustellen.

Die Ergebnisse dieses Kapitels werden in zwei Folgekapiteln weiterver-
wendet. In diesen beiden Abschnitten sind die Funktionen des Modells noch
zusitzlich abhingig vom Parameter a, dem Alter der Individuen. Das so ent-
standene Modell wird zunéchst als kontinuierliches und danach als diskretes
Problem behandelt.



2.1

Modell

Es werden folgende Variablen verwendet:

S(t) ...ist die Anzahl der suszeptiblen Individuen zum Zeitpunkt ¢,
d.h. jener die ansteckbar sind.

I(t) ...ist die Anzahl der infizierten und infektiésen Individuen zum
Zeitpunkt ¢, d.h. jener die andere Individuen anstecken konnen.

R(t) ...ist die Anzahl der aus dem Infektionsprozess ausgeschiedenen
Individuen zum Zeitpunkt ¢. Diese Individuen kénnen entweder gesun-
det und immun, in Quarantine oder gestorben sein.

N(t) = S(t)+ I(t) + R(t) ...ist die Anzahl aller Individuen zum Zeit-
punkt ¢. Die Gesamtpopulation setzt sich natiirlich aus den S-, I- und
R-Individuen zusammen.

a ...ist die Infektionsrate. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass
eine bestimmte suszeptible Person Kontakt mit einer bestimmten in-
fektiosen Person hat, bei dem weiters eine Infektionsiibertragung statt-
findet. Das heifst sie setzt sich zusammen aus der Kontaktrate und der
Infektionswahrscheinlichkeit.

v ...ist die Genesungsrate eines infizierten Individuums. Sie gibt den
Anteil der I-Individuen an, die gesunden und damit in die R-Klasse
iibertreten. Da die R-Klasse aber nicht notwendigerweise nur aus ge-
sundeten Individuen bestehen muss, kann v auch als Quarantdne bzw.
als Krankheits-induzierte-Sterberate interpretiert werden. Allgemein
gesprochen gibt v an, welcher Anteil der I-Klasse in die R-Klasse iiber-
treten wird.

Die mathematisch und biologisch sinnvollen Voraussetzungen an die Pa-
rameter sind folgende:

N(t),S(t),I(t), R(t) >0
1>a>0

1>2y=>0



S t>0

- S(t), I(t) und R(t) sind alles differenzierbare Funktionen

Weiters trifft man folgende Annahmen um das folgende Modell struktu-
rierter und einfacher zu gestalten (sieche dazu |7, S.1] und [17, S.2]) :

- Die Infektion wird direkt von einem S- auf ein I-Individuum iibertragen.
Es kommen zum Beispiel keine Zwischenwirte ins Spiel.

- Es gibt keine Latenzzeit, d.h. sobald ein Invididuum angesteckt wurde,
kann es auch andere infizieren. (vergleiche mit anderen sogenannten
S-E-I-R Modellen wo sehr wohl eine Latenzzeit existiert)

- Alle S-Individuen sind gleichermafsen suszeptibel und alle I-Individuen
sind gleich infektios.
Wenn nun « die Wahrscheinlichkeit fiir eine Infektionsiibertragung von
einem bestimmten I-Individuum auf ein bestimmtes S-Individuum ist,
so ist dann «/(t) die Wahrscheinlichkeit, dass ein ausgewihltes suszep-
tibles Individuum von irgendeinem infektiosem Individuum angesteckt
wird. Damit ist oI(¢)S(t) die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ moglichen
Neuinfizierten.

- Die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ Neugesundeten ist proportional zur
Anzahl der Infektitsen. v ist unabhingig davon, wie lange ein Indivi-
duum bereits infiziert ist.

- Bei den kommenden altersabhiingigen Modellen werden sich diese An-
nahmen dndern. Das Alter einer Person beeinflusst dort die Ansteck-
barkeit und Genesung wesentlich.

- Die Population wird als konstant und abgeschlossen angenommen. Da-
mit gibt es weder eine Geburten-, Sterbe- oder Migrationsrate. Wobei
bemerkt werden muss, dass eine mogliche durch die Krankheit verur-
sachte Sterberate in 7 enthalten sein kann, da zu R(t) auch die Ver-
storbenen gezdhlt werden konnen.

Mit Hilfe dieser Parameter konnen folgende Uberlegungen angestellt wer-
den (siehe dazu |7, S.2ff]): Man betrachte zunéchst einen Zustand ohne Ge-
nesung, d.h. nur die Klassen S und I.



I(t) ...ist die Anzahl der Infizierten (und damit auch InfektiGsen) zum
Zeitpunkt ¢.

I(t+At) ...ist die Anzahl der Infizierten zur Zeit ¢+ At. Diese Anzahl setzt
sich zusammen aus der Anzahl infizierter Individuen zum Zeitpunkt ¢
plus die Anzahl aller Neuinfektionen die im Intervall (¢,¢ + At) statt-
gefunden haben. Solange keine R-Klasse existiert, ist die Funktion I(t)
steigend. Die Anzahl der Neuinfizierten ist a.S(¢)I(t) pro Zeiteinheit.

Das heifét:

Neuinfizierte
,_/\;
I(t+ At) = I(t) + aS(t)I(t)At (2.1)
Subtraktion von I(¢) und Division durch At fiihrt zu:

I(t+ At) — I(¢)
At

=aS(t)I(t)

Um den letzten Schritt durchzufiihren, verwendet man folgende Definition
der Ableitung: f'(x) := lim o Lt =f(@)

h
D.h. man lasst At — 0 gehen und erhélt:
dI(t
ﬁ = aS(t)I(t) (2.2)
dt
Da die Neuinfizierten direkt aus der Klasse der Suszeptiblen kommen, muss
fiir die S-Klasse gelten —% ( ) Daraus erhilt man folgende Gleichung
fiir S(t):
dS(t
% = —aS(t)I(t) (2.3)

Analoge Uberlegungen fiihrt man mit der Klasse R und dem Genesungs-
parameter v durch und erhélt somit diese Gleichung fiir R(?):

aR(t)

o =1 (2.4)

Auf der rechten Seite steht nur I(¢) und nicht wie zuvor auch (analog zu
(2.1)) R(t), da die Genesungsrate nur proportional zur Anzahl der infizierten
Individuen aber unabhéngig von der Anzahl der R-Individuen ist.

Dieser Teil -vI(t)- féllt natiirlich bei den I-Inviduen weg. Daher bekommt
man folgendes Modellgleichungssystem:

ds(t)
= = —aSI() (2.5)
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— - = aSHI(t) —1(t) (2.6)
%it) = vI(t) (2.7)

Zu Beginn gibt es viele S-Individuen, einige I-Individuen, damit es iiber-
haupt zu einer Ansteckung kommen kann, und noch keine R-Individuen.
Deshalb erhélt man folgende Anfangsbedingungen:

S(0) = S,
1(0) = I, (2.8)
R(0) =0

5(0),1(0) = 0

Da die Gesamtpopulation konstant ist erhédlt man daraus:
N = So + IO

Weiters gilt stets:
N =S5(t)+1(t)+ R(t), d.h. R(t) ist bei Wissen von I(¢) und S(t) nicht extra

zu berechnen.

2.2 Besondere Falle

Zunachst betrachtet man einige Sonderfille, bzw. spezielle Zeitpunkte fiir das
System (2.6) um diese dann im néchsten Kapitel - das Finden von Losungen
- herausfiltern zu kénnen.

2.2.1 Schwellenwert

In diesem Unterkapitel wird versucht ein Schwellenwert zu finden, ab dem
eine Epidemie zu Stande kommt (sieche dazu [17, S.3] und [13, S.135]). Dieser
Schwellenwert ist z.B. fiir Impfstrategien interessant: Wieviele Personen miis-
sen immunisiert werden, d.h. wie viele noch suszeptible Individuen (= Sp)
konnen in der Gesamtpopulation bestehen bleiben, sodass keine Epidemie
ausbrechen wird?

11



Dazu betrachtet man die leicht umgeformte Gleichung (2.6):

0 _ 1) (as(t) )
Theorem 1 (Schwellenwert) .
Das System (2.5)-(2.8) besitzt den Schwellenwert L. Wenn der Anfangswert
So < L ist, dann wird die Epidemie nicht ausbrechen. Gilt Sy > I, dann
kommt es zu einer Epidemie.

Bewess:

Man betrachte den rechten Teil der Gleichung %&t) = I(t) (aS(t) —y). Dieser
Teil ist < 0 wenn aS(t) — v < 0, da I(t) laut Voraussetzung immer > 0 ist.
aSt)—y<0 < aS(t) <~y

Da a > 0 ist, folgt bei Multiplikation mit selbigem Parameter: S(¢) < 1 Das
heift, dass die Ableitung von I(t) < 0 ist, wenn S(t) < 2.

Die Ableitung von S(t) ist eindeutig < 0 (siehe (2.5)). Daraus folgt, dass
S(t) eine streng monoton fallende Funktion sein muss. D.h. Sq > S(t) Vi > 0

Um obige Punkte zusammenzufassen:
%(:) < 0 wenn Sy < I, da Sy das Maximum fiir die Funktion S(t) darstellt
und die Ungleichung fiir alle t gilt.
Wenn die erste Ableitung von I(t) jedoch immer kleiner 0 ist, muss die Funk-
tion selbst monoton fallend sein. Wenn die Anzahl der Infizierten jedoch von
Anfang an (d.h. ¢ = 0) fillt, kann keine Epidemie ausbrechen, sondern die

Krankheit nur aussterben.

Zusammenfassend: Es wird keine Epidemie ausbrechen, wenn der An-
fangswert Sy kleiner als der Schwellenwert 2 ist.

Im entgegengesetzten Fall, dass der Anfangswert Sy iiber diesem Schwellen-
wert liegt, kommt man darauf, dass die Funktion () auf jeden Fall anfangs
steigend ist. D.h. es bricht eine Epidemie aus. Die Anzahl der I-Individuen
fallt jedoch wieder, sobald S(t) unter diesen Schwellenwert, gefallen ist. O
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2.2.2 Grenzwerte

Was passiert wenn ¢ immer grofer wird? Welche Grenzwerte haben S(t), I(t)
und R(t)? (siehe dazu [17, S.3ff])
Im Endeffekt betrachtet man das asymptotische Verhalten des Modells.

Dazu definiert man folgende Parameter:
I = limy_,o0 I(2)

Existenz der Grenzwerte
Existieren diese Grenzwerte iiberhaupt? (vgl. [17, S.3ff]) Dazu stellt man fol-

gende Uberlegungen an:

Da S(t) nicht-steigend (siehe (2.5)) und S(¢) > 0 ist, muss ein Grenzwert
nach unten existieren.

Da die Ableitung von R(t) groker oder gleich null ist (siehe (2.7)), ist R(t)
eine steigende Funktion. Zusitzlich gilt R(t) < N. Deshalb muss ein Grenz-
wert nach oben existieren.

Da I(t) = N — S(t) — R(t) ist, folgt I = N — So — Ro und deshalb
existiert auch ein Grenzwert fiir (¢)

Finden der Grenzwerte und deren Eindeutigkeit

Sobald die Epidemie ihr Ende gefunden hat, sind alle Individuen entweder
noch suszeptibel oder schon gesundet (siehe [7, S.9]), d.h.

[o=0 (2.9)

Um die anderen beiden Grenzwerte zu berechnen betrachtet man wieder
das System (2.5)-(2.8). Die Differentialgleichungen fiir S(¢) und R(¢) lauten:

dS(t)
= —aS(t)I(t) (2.10)

13



dR(%)

— =t 2.11
1 1 (2.11)
Jetzt dividiert man (2.10) durch (2.11) und erhélt:
dsi(t)
= —aS@)I(t) ds(t) —a
_ ) _ T% 2.12
I (1) A1 B (212)

Man 16st diese Differentialgleichung mittels Trennung der Variablen. Zuerst
multipliziert man mit dR(¢) und dividiert durch S(t):

1 -
mdS(t) = TdR(t)

Dann integriert man auf beiden Seiten und formt nach S(¢) um:

b —a [t e
/OS(T)dS(T)Z—/OldR(T) & InS(n)|, = ’VR()O N

Y
In S(t) —In S(0) = _TQ(R(t) —’é/(o\)) & 1n%? = _TQR(t) &
S(t) = So eXp(_TaR(t)) (2.13)

Da R(t) < N folgt —R(t) > —N und schlieklich exp(—R(t)) > exp(—N).
Daher kann man S(¢) aus (2.13) nach unten folgendermafen abschéitzen:

S(t) = Sy exp<_7O‘R(t)) > S, exp(%&N) (2.14)

Da Sy und die Exponentialfunktion grofer null sind, folgt, dass S(¢) > 0 ist
fiir alle t > 0. Somit erhélt man bereits ein wichtiges Zwischenergebnis: Am
Ende der Epidemie gibt es keine Infizierten mehr, aber es existieren immer
noch Suszeptible! Das bedeutet, dass die Epidemie nicht aufhoért weil kein
Angebot mehr an Ansteckbaren da ist. Dieses Angebot ist nur so klein, dass
die noch existierenden I-Individuen eher auf ein R-Individuum treffen, als
auf ein S-Individuum.

Da I, = 0 folgt Soo = N — R. Deshalb braucht man nur einen Grenz-
wert zu suchen, der zweite kann aus dem anderen leicht berechnet werden.

14



Man betrachte die Gleichung (2.13):
—
S(t) = So eXP(TR(t))
Wenn man ¢ gegen oo gehen 1dft, so erhdlt man:

Seo = S0 exp(_TaRoo)

Wegen R, = N — S, folgt, dass S, die Losung folgender Gleichung ist:

2Reo
2= S, exp(%a(m)) (2.15)
D.h. S, ist die Nullstelle dieser Funktion:
£(2) =Sy exp(_Ta(N — ) -z (2.16)
Man betrachte nun diese Funktion genauer: g
>0

~~ —
Wenn man fiir z = 0 setzt, erhélt man: f(0) = Sy exp(—N) >0
Y

Als néchstes wird z = N eingesetzt: f(N) = Spexp(0) — N = Sy — N =
-1, <0.

D.h. es gibt einen Wert (ndmlich z = N) fiir den f(z) kleiner Null, und einen
Wert (z = 0) fiir den die Funktion grofer Null ist. Daher muss f(z) mindes-
tens eine Nullstelle im Intervall [0, N] besitzen.

Man nehme an, dass zs so eine Nullstelle sei, d.h.

F(zs) = So exp<_70‘<zv )=z =0 & z=>5 eXp(_TOé(N —2)

(2.17)
Als néchstes leitet man f(z) nach z ab
df (2) a -«
= So— —(N — —1 2.1
R exp( S (N —2)) (2.18)
und setzt die Nullstelle fiir 2 ein:
df(zs) « —a e
e _— N — Zg —1 = —&kg — 1
2 = S spep(CE(V — ) 1= 2

N J/

P
=2zs vgl. (2.17)
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Schlieflich wird f(z) noch einmal abgeleitet:

>0 >0
d*f(z) a? vl N
=, SO? exp(T(N —2))>0 (2.19)

Zusammenfassend hat die Funktion f(z) immer eine positive Kriimmung, da
die zweite Ableitung fiir alle z grofer Null ist. Aus diesem Grund und wegen
der Tatsache, dass f(N) < 0ist, kann es im Intervall [0, N] nur eine Nullstelle
geben.

Da z, die Nullstelle der Funktion ist, f(0) > 0, f(N) < 0 und z; € [0, N],
muss die Funktion an dieser Stelle fallend sein, d.h. die Ableitung an z; ist
kleiner Null % < 0 . Eingesetzt bedeutet das:

df (2
f(z):ng_1<0 & gzs<1 & zs<1
dz y v «
~
>0

Damit liegt der Grenzwert fiir S(¢) unter dem Wert 2, der zugleich wieder
der bereits behandelte Schwellenwert ist. Das ist konsistent mit der vorhin
getroffenen Aussage iiber den Schwellenwert. Die Epidemie endet erst, wenn
S(t) unter den Wert I gefallen ist. Damit muss auch S, kleiner als der
Schwellenwert sein.

Damit ergeben sich die Grenzwerte wie folgt:
I.,=0
S ist die Nullstelle von Sy exp%a N=2) =0
R =N -S54

2.2.3 Basisreproduktionszahl

Die Basisreproduktionszahl gibt an, wieviele sekundére Fille eine infizierte
Person wahrend seiner infektiosen Periode durchschnittlich produziert.

Um diese Zahl zu berechnen, werden folgende Uberlegungen angestellt:
(vlg. [5, S.7])

16



Die durchschnittliche Infektionsperiode fiir ein I-Individuum ist % lang,
da die Genesungsrate v betrigt.

Zu Beginn, d.h. fiir ¢ = 0, gibt es in der betrachteten Population fast
nur suszeptible Personen. D.h. man kann annehmen S(0) = N.

Ein infiziertes Individuum, das in diese Population kommt, kann nun
wahrend seiner infektiosen Periode wahrscheinlich o NV ansteckbare Per-
sonen infizieren.

] eN

Damit wird ein I-Individuum im Mitte neue Krankheitsfalle her-

vorrufen.

Man bezeichne diese Basisreproduktionszahl nun mit Ry:

N
Ry = 22 (2.20)
f)/
Im Unterkapitel iiber Schwellenwerte wurde herausgefunden, dass eine Epide-
mie erst dann entsteht, wenn der Wert I iiberschritten wird. D.h. es kommt
zu einer grofsflichigen Ausbreitung der Krankheit falls gilt:

S(0) >~ (2.21)

Q
Wenn man nun wiederum annimmt, dass zu Beginn, fiir ¢ = 0 die Population
fast nur aus suszeptiblen Personen besteht, kann man fiir S(0) N setzen und

erhélt: N
N>1 & —a>1 & Ryp>1
a v
Der Schwellenwert und die Basispreproduktionszahl hingen somit eng zu-
sammen. Sobald die Masszahl Ry in einer Population gréfser 0 ist, wird es bei
Eindringen der Krankheit in dieses Gebiet zu einer Epidemie kommen. Ist
hingegen Ry < 1, dann wird es zu keiner stirkeren Ausbreitung der Infektion

kommen.

2.3 Losungen und graphische Interpretationen

In diesem Unterkapitel versucht man Losungen fiir das Problem (2.5)-(2.8)
zu finden. Da dies nicht moglich, bzw. zu kompliziert wére, beschréinkt man
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sich auf 2 spezielle Losungen. Im ersten Fall versucht man Trajektorien in
der S-I Ebene zu finden, ohne dabei die R-Klasse ndher zu betrachten.

Im zweiten Fall begniigt man sich mit einer Approximationslosung, die aber
vollig fiir die daraus resultierende graphische Interpretation reicht.

Die bereits im vorigen Kapitel betrachteten Sonderfille kénnen ebenfalls be-
obachtet werden.

2.3.1 Trajektorien in der S-I Ebene

Um einige Schliisse ziehen zu konnen, ist es niitzlich sich die Trajektorien in
der S-I Ebene anzusehen. (Siehe [17, S.4ff])

Um diese Losungen zeichnen zu konnen, geht man folgendermafen vor:
Man betrachte die beiden Differentialgleichungen fiir S(¢) und I(¢) aus dem
System (2.5)-(2.7):

dI(t
% = al(t)S(t) —~vI(t) (2.22)
%Et) = —al(t)S(t) (2.23)
Als néchsten Schritt dividert man (2.22) durch (2.23) und erhélt somit:
dI(t)
o _ 1()(@5() =) dI(t) gl
it _ - _
5@ —arms@ © as) - T as® (2.24)

Dies ist die die Differentialgleichung fiir die Trajektorien. Um diese zu l6sen,
multipliziert man mit dS(¢) und erhélt:

dI(t) = (14 = ;<t))d5(t)

Als néchstes integriert man auf beiden Seiten:

/01d1(¢>:/0(—1+as’17))d5(7) & IMlh= (=5 + sl

I(t) — 1(0) = —S(t) + gm S(t) + S(0) — %m S(0)
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Zum Schluss bringt man noch 7(0) auf die andere Seite:

Die Gleichung (2.25) ist natiirlich abhéngig von ¢. Um sie jedoch in der S-
I Ebene zeichnen zu kénnen, konstruiert man daraus eine Funktion [ die
abhéngig von S ist. Das heifét:

1(5):N-S+%m(5

S—O) (2.26)

Die Funktion I(S) wird mittels Maple 9.5 erstellt. Es werden fiir die Pa-
rameter folgende Werte verwendet:

_ 1
7=
=1
N=1

Fiir diesen Fall erhilt man:

Da N = 1, werden fiir S und [ die Anteile der Suszeptiblen bzw. Infekti-
osen an der Gesamtpopulation angegeben (siehe Achsenbeschriftung).
In z-Richtung wurde der Anteil der Suszeptiblen, in y-Richtung der
Infektiosenanteil eingezeichnet.

Der Schwellenwert I liegt deshalb bei %

Gezeichnet wurden mehrere Trajektorien. Fiir die rosa Kurve wurde Sy =
0,2, fiir die rote Sy = 0,4, die blaue Sy = 0,6, die griine Sy = 0,8 und fiir
die braune Kurve Sy = 0,99 gewihlt. Weiters wurde der Schwellenwert als
senkrechte Linie eingezeichnet, da er eine wichtige Masszahl fiir die Anzahl
der Suszeptiblen ist.

Da die Gesamtbevolkerung N eigentlich konstant bleiben sollte, konnen S(¢)+
I(t) nie groker als N werden, hochstens gleich. Wenn nun N = 1 gewihlt
wird, besteht die Losungsebene im Endeffekt nur aus einem Dreieck, um
S 4+ I <1 zu halten. In der Graphik ist dies durch einen schrigen schwar-
zen Strich gekennzeichnet. Alles rechts von diesem kann als Losung nicht
existieren.
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Abbildung 2.1: Trajektorien in der S-I Ebene
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Folgendes kann man in der Graphik beobachten:

Die Trajektorie beginnt immer ganz rechts beim Schnittpunkt mit der
Diagonallinie und verlduft nach links. Zu Beginn, ¢t = 0, sind die Sus-
zeptiblen und Infektiosen gemeinsam natiirlich noch 1, da noch keine
Gesundeten existieren. Danach kommen Individuen aus der R-Klasse
hinzu, und die Kurve marschiert ins Innere des Dreiecks.

Wenn der Startwert Sy groker als der Schwellenwert X - eingezeich-
net als senkrechte Linie - ist (wie bei der blauen, griinen und braunen
Kurve), kommt es zum Ausbruch der Epidemie, d.h. die Kurve steigt
an, die Anzahl der Infektiosen vermehrt sich. Nach dem Schwellenwert
fallt die Trajektorie wieder. In diesem Fall ist die Basisreproduktions-
zahl Ry > 1.

Wenn der Startwert unter dem Schwellenwert (wie bei der rosa Kurve)
liegt, bzw. genau gleich mit dem Schwellenwert (wie bei der roten Kur-
ve) ist, dann kommt es zu keiner Epidemie. Die Trajektorie fillt sofort,
d.h. die Anzahl der Infektiosen sinkt. Hier hat R einen Wert kleiner 1.

Wie bereits im Grenzwert-Unterkapitel gezeigt, sterben die S-Individuen
nicht aus. Auch am Ende der Epidemie existieren noch Suszeptible, je-
doch keine Infektiosen mehr.

Der Grenzwert S, ist auf der x-Achse zu finden.

Jede Trajektorie hat ihren Hohepunkt genau an der Stelle des Schwel-
lenwerts 1.

2.3.2 Approximationslosung

Das Modell (2.5) - (2.7) 148t sich nur schwer 16sen, deshalb versucht man im
folgenden eine Approximationslésung zu finden. Siehe dazu |7, S.7ff].

Da die Gréfe der Gesamtpopulation bekannt ist, brauchen eigentlich nur
Losungen fiir zwei Klassen gefunden werden. Die dritte Klasse 14ft sich dann
immer mittels N berechnen.
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Zuerst wird versucht die Abhéngigkeit von () in den Modellgleichungen
fiir S(¢) und R(t) zu eliminieren. Dazu formt man die Differentialgleichung
fir R(t) um, sodass I(t) alleine auf einer Seite steht:

R(t) =~I(t) < —ZL=1I(t)

Diese Gleichung fiir /(t) setzt man nun in die Differentialgleichung fiir S(t)
ein: ]

. R(t .

S(t) = —aS(H)I(t) = —QS(t>¥ - —%S(t)R(t) (2.27)
Nun wird diese Gleichung mittels Trennung der Variablen gelost.
Multiplikation mit d¢ und Division durch S(t):

ds(t) =« dR(t) ds(t) o

S(
= 75(15)7 & W:—;d}%(t)

Integration auf beiden Seiten und Auflésen nach S(t):

(0%

bl ' R - YR
/OmdS(T)— 7/01dR(T> & InS(1)]y = VR()O =

=0

In ()~ n S(0) = = (R() _RO) e m%f) 2R
S(t) = S, eXp(—%R(t)) (2.28)

Als néchsten Schritt versucht man nun auch aus der Gleichung fiir R(t)
das I(t) zu eliminieren: Dazu verwendet man I(t) = N — S(t) — R(t)

R(t) = yI(t) =9[N — 5(t) — R(t)]
und setzt fiir S(¢) die Losung aus (2.28) ein:

R(t) = 4[N — S, exp(—%m)) ~ R(t)] (2.29)

Diese Gleichung fiir R(t) ist sehr schwer zu 16sen, deshalb wird die Exponen-
tialfunktion durch eine Taylorreihe approximiert. Da eine Anndherung durch
eine kubische Reihe wiederum sehr kompliziert zu l6sen ware, und die lineare
viel zu ungenau, verwendet man eine quadratische Taylorentwicklung.

Die quadratische Taylorreihe um a lautet folgendermafien:

fla)

T (x —a)+ M(m —a)? (2.30)

fla) ~ fla) + .
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Damit erhélt man die Taylorentwicklung fiir f(R(¢)) = exp(—5R(t)) um
R(0) = 0 (da dies der einzige bekannte Wert fiir R(t) ist), wobei f(R(t)) =

2

—2exp(—2R(t)) und f(R(t)) = % exp(—2R(t)):
a o 1 /a2
_ ~1-2 —(2 2 .
exp(~ 2 R(1) CR()+ 5 (7) R(#) (2.31)
Nun wird die quadratische Taylorreihe eingesetzt in (2.29):

~exp(— % R(t))

A\

e N

ity =[N = R() = 5o (1- 2R + 5(2) R7) | -

2\y
=[N = R(0) ~ S0+ SSuR() - (%)25012@)2]
S v[:%§0+(%So R0 - () RRe?] e

Losen durch Trennung der Variablen:
Um den Vorgang zu vereinfachen, definiert man folgende Parameter:

— _a2S
a = 772
b :%S()—]_
CZ:[[)

Damit ergibt sich folgende zu l6sende Gleichung:

dR(t
% =7 [aR(t)2 +bR(t) + c} (2.33)
Multiplikation mit d¢, Division durch [aR(t)2 + bR(t) + c] und Integration
auf beiden Seiten fiihrt zu:
R(t) 1 t
————dr = d t) = 7§ t) =t (2.34
[ et = [ s r0=ami e 0=t 030

:2‘7‘,(15)

Nun berechnet man r(t) mittels mehrerer Substitutionen:

R(t) 1 1 [EO® 1
[
o ar’+br+c ato TEHITHC
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1 RO+ V= Te—
- _/ v = dv — e | =
@Jp u? = (g2 = 2) VS e
4q2 a
2aR(t)+b b ¢ 2aR(t)+b
]- vV b2 —4ac 4a2 a ]- vV b2 —4dac 1
:a b 2( b2 c b2 c dv = > b U2_1d1):
\/b274ac v (m N E) a (? N E) a 43? _g \/b274ac
2aR(t)+b 2aR(t)+b
_2 kY4 —4ac 1 _2 .
S 5 = artanh(v)|V"; " =
V0% — dac i 1—w b? — dac V0 e
—2 2aR(t) +b b
= — [ artanh(————) — artanh(———— > 2.35
b2 — ac( (, /b2 — 4ac) ( 0?2 — dac 4ac) (2.35)

Nun kann man die beiden Teile (2.34) und (2.35) wieder zusammenfiigen:

)) =t

2aR(t) +b

. 4ac> — arta,nh(

(artanh(

b? — dac b2 — dac

Division durch \/1)2_—_274(16 und Addition von artanh(wﬁ%m) ergibt:

2aR(t) + b —vtV/b? — dac b
) = + artanh(—)
Vb? — 4dac 2 Vb% — 4dac

Danach wird tanh auf beiden Seiten angewendet und dann werden noch
einige einfache Umformungen vorgenommen:

—vt\/b? — 4ac

2

artcmh(

b
+ artcmh(——b2 = 4ac)>

(2.36)

1
R(t) = 5% b+ Vb2 — 4actcmh(

a

Zuletzt wird fiir a, b und ¢ wieder riickeingesetzt:

2

R(t) = T 1 — + dtanh( 5 + artanh( ~d ))) (2.37)

2 2002
d = Vb2 — dac — \/<a_50> + %SOIO (2.38)

v
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Damit kann man nun auch eine Approximationslosung fiir S(t) und I(t)
angeben:

“R(t)a
S(t) = Spexp
I(t)y=N — S(t) — R(t)

Diese drei Funktionen wurden nun auch in Maple 9.5 gezeichnet. Blau ist
die Funktion S(t), rot die fiir 1(¢) und die Funktion der R-Klasse ist griin.
Auferdem ist beim Schwellenwert I eine waagrechte Linie eingezeichnet. Auf
der x-Achse wurde die Zeit ¢ eingetragen und auf der y-Achse die Anzahl,
bzw. der Anteil der jeweiligen Individuen-Klasse.

Es wurden folgende Werte fiir die Parameter eingesetzt:

o =

—_

Y= 10

N =1 um auf der y-Achse wieder die Anteile an der Gesamtbevolke-
rung ablesen zu kénnen.

So=0,8

0,81

0,6

0,41 N

R®

S(t)

I

N()
Schwellenwert

Abbildung 2.2: Approximationslosung des S-I-R Modells
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Folgendes kann man beobachten:

Wie bereits gezeigt, verschwindet die Anzahl der Suszeptiblen beim
Abklingen der Epidemie nicht.

An der Stelle x, an der die Funktion S(¢) unter den Schwellenwert
rutscht (und damit die Schwellenwertgerade schneidet) hat die Funk-
tion I(t) ihren Hohepunkt. Danach klingt die Epidemie ab, und die

Anzahl der Inifizierten wird weniger.
Die Basisreproduktionszahl Ry ist fiir diese Werte: Ry = % = % =

2,5 > 1. Da Ry > 1 ist, kommt es zu einem Ausbruch der Epidemie.
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Kapitel 3

Kontinuierliches
Populationswachstumsmodell

In diesem Kapitel wird das klassische lineare altersabhingige Populations-
modell von Sharpe-Lotka-McKendrick vorgestellt. Die verwendete Literatur
ist unter |18, S.3ff] und [1, S.206ff] zu finden.

In diesem Modell wird eine konstante Population mit kontinuierlicher Zeit
behandelt in der es keine Migration gibt, d.h. die Anzahl der Individuen einer
Geburtenkohorte nimmt mit steigendem Alter ab. Zuwéchse in der Gesamt-
bevolkerung konnen nur durch Geburten entstehen.

Weiters wird versucht, Losungen entlang von Charakteristiken und Gleich-
gewichtslosungen fiir dieses Modell zu finden.

Im folgenden Kapitel werden diese Ergebnisse weiterverwendet. Dort wird
eine Infektion in diese soeben modellierte Bevolkerung hineingebracht.

3.1 Modell

Es werden folgende Variablen verwendet:
- a4 ...ist das maximale Lebensalter.

- p(t,a) ...ist die altersabhingige Dichtefunktion der Gesamtbevolke-
rung zum Zeitpunkt ¢.
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P(t) ...ist die Gesamtanzahl aller Individuen einer Population zum
Zeitpunkt ¢, d.h. P(t) := [ p(t, a)da.

N(t,a) ...ist die Anzahl an Individuen, deren Alter zum Zeitpunkt ¢
kleiner als a ist, d.h. N(¢,a) := [} p(t, s)ds.

p(a) ...ist die Sterberate von Individuen mit Alter a, die unabhéngig
vom Zeitpunkt ¢ ist.

B(a) ...ist die Geburtenrate von Individuen mit Alter a, die ebenfalls
unabhéngig von t ist.

B(t) ...ist die Gesamtanzahl aller Neugeborener zum Zeipunkt ¢, d.h.

= fo " Bla)p(t,a)da.
Dies erhalt man, da faaf p(t,a)da die Anzahl der Individuen zwischen

Alter a; und as ist und weiters faaf B(a)p(t,a)da die Anzahl der Nach-
kommen ist, die von Individuen mit Alter in [a, as] gezeugt wurden.

Die mathematischen und biologisch sinnvollen Voraussetzungen an die
Parameter sind folgende:

a; < 00
p(t,a) € L*([0,a4)),  p(t,a) 20
p() € L*([0,a0)),  p(a) 20
B() € L*([0,a4)),  B(a) 20

Mit Hilfe dieser Parameter kénnen nun folgende Uberlegungen angestellt
werden, siehe auch |1, S.207|. Dabei betrachtet man Veranderungen in Teilpo-
pulationen bzw. die Anzahl Verstorbener und Neugeborener innerhalb eines
Zeitintervalls [¢,t + h]:

Jo & m(a)p(t,a)da ist die Anzahl an Verstorbenen zum Zeitpunkt ¢

Oa’+s p(o)p(t+s,0)do  ist die Anzahl Verstorbener, die zum Zeitpunkt

ihres Todes < a+ s Jahre alt waren, und zum Zeitpunkt ¢+ s gestorben
sind
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fo A p(t+s,0)dods st die Anzahl Verstorbener innerhalb des
Zeltraumes [t t+h], wobei die Verstorbenen zum Zeitpunkt ihres Todes
jeweils < a Jahre alt waren

ft+h s)ds = th Jo " Bla)p(s,a)dads ist die Anzahl an Neugebore-
nen dle 1nnerhalb des Zeitraumes [t,t + h| geboren wurden

Als néchstes betrachtet man die Population N (t, a), die Teilpopulation je-
ner Individuen mit Lebensalter < a zum Zeitpunkt ¢t. Wie verdndert sich diese
innerhalb des Zeitraumes [t, ¢+ h], d.h. wie grof ist N(t+h,a+h) —N(t,a)?
Es kommen die Geburten aus diesem Zeitraum hinzu, und alle Verstorbenen,
die jeweils < a waren, weg. Dies sieht dann so aus:

Neugeborene Verstorbene(**)
N(t+h,a+h)—N(t,a):/ ds—/ / p(t+ s,0)dods
(3.1)

Bei den folgenden Umformungen wird folgende Definition fiir die erste
Ableitung verwendet:

f'(a:) — lim f([)? + h) — f(ZL')

h—0 h

Als néchsten Schritt dividiert man (3.1) links und rechts durch ~ und bildet
dann den Limes von h — 0.

Die linke Seite sieht dann so aus:

N — N
i N+ ha+h) = N(ita)

h—0 h = Nt(t> (I) + Na(t> a) (3.2)

Die rechte Seite wird in 2 Teile geteilt.
Zuerst wird (%) betrachtet:

Stammfunktion von B




Anstatt der Stammfunktionen kann man auch den Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung anwenden und kommt auf das selbe Ergebnis.

Dann formt man (x%) um:

:'q(t+5 a+s)

~ . .
}lllir(l)h(// t+sa)dads)—hinh(/ q(t+s,a+s)ds):

Stammfunktion von ¢ ( ) ( )
L t+ha+h)—q(ta)
iy (o) o= g h -

—q(t.) = [ nlow(t.o)is (3.4)

Dann setzt man die Definition fiir N(¢,a) in (3.2) ein:

(**
6/ (t,0)do (9/ (t,0) a
Ni(t,a)+Nqy(t, a) / pi(t,o)do+p(t, a)
0

(3.5)
Da (%) < oo (p(t,a) ist eine Dichtefunktion) darf man Integration und Dif-
ferentiation vertauschen. (xx) ist gleich p(t,a) .

Damit ergibt sich aus (3.1) - (3.5):

* Bla)p(t,a)da
~ =

/Oapt(t,a)da +p(t,a) = B(t) - /Oa,u(a)p(t,a)da (3.6)

Setzt man nun fiir a = 0 ein, so erhélt man die Randbedingung:

U .
Amwwwﬂwszw—Aumewa
p(t.0) = B(t) (3.7)

Differenziert man (3.6) nach a, so ergibt sich:
pi(t,a) + pa(t,a) = 0 — p(a)p(t; a) (3:8)
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So kommt man auf das lineare altersabhéngige Populationsmodell von
Sharpe-Lotka-McKendrick:

op(t.) | Oplt,0
ot da

= —p(a)p(t, a) (3.9)

Die Randbedingung ist wie bereits berechnet die "Geburtenfunktion":

at
p(t.0) = [ Blalplt.a)da = B (3.10)
0
Die Anfangsbedingung wird folgendermafen definiert:

p(0,a) = po(a) (3.11)

Am besten graphisch darstellen kann man diese Population durch ein so-
genanntes Lexis-Diagramm (siehe dazu [2, S.41]). Dazu wird auf der x-Achse
die Zeit in Jahren und auf der y-Achse das Alter ebenfalls in Jahren aufge-
tragen. Jedes Individuum wird durch eine Gerade symbolisiert. Da das Alter
einer Person und die Zeit gleich schnell vergehen, haben diese Personenlinien
eine Steigung von k& = 1. Die Gerade endet sobald dieses Individuum stirbt,
ein Ereignis das mit einem Kreuz gekennzeichnet ist. Wenn eine Person Nach-
kommen gebért, ist dies als ein Viereck in seiner Lebenslinie gekennzeichnet.
Zur selben Zeit kommt natiirlich eine Gerade mehr dazu, da es ein neues
Individuum gibt.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gibt es bereits drei Individuen mit einem Alter von 5,
30 und 65 Jahren. Am Ende des Beobachtungszeitraumes (¢t = 150) existie-
ren noch vier Individuen mit 5, 40, 60 und 90 Jahren.

Die Graphik wurde wieder mit Maple 9.5 gezeichnet:
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Abbildung 3.1: Lexis-Diagramm

3.2 Losungen entlang Charakteristiken

In diesem Unterkapitel werden Losungen fiir das Modell (3.9), (3.10) und
(3.11) entlang von Charakteristiken gesucht (siehe auch [1, S.208]).

Dazu werden ¢y und ag festgehalten und man definiert:

p(h) =p(to +h,ao +h)  fi(h) = plag + h) (3.12)
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Laut (3.9) gilt folgende partielle Differentialgleichung:
Op(t,a)  O(t,a) _
8t + aa - _M(CL)p(t, a)
Jetzt verfolgt man jene Altersklasse, die zur Zeit ¢y ao Jahre alt war. D.h.
man betrachtet die Ableitung von p(h):

dp(h dp(tog + h,ag+ h P
]Zl(h ) _ dplto b g ) = a0+ Wplto + hyag + ) = —Ti(W)F(A)

W) _ iy (3.13)

Diese Gleichung 16st man nun:
1

_ _ O h_
i) = <idn & [ esdito) = = [ )

h h
(k) = - [ Fo)n+e e p) = cos( [ o)do)

Um die Unbekannte ¢ zu berechnen, wird h = 0 gesetzt:

¢=F(0) = pltoa) = B(h) = plto, an) exp(~ / fi(c)do)

Nun setzt man die Losung von p(h) ein in (3.12):
h
Bk) = plto-+ hao + ) = plto. o) exp(— [ Fio)do)
0

Man unterscheidet 2 Falle:

1. a>t:
Um diesen Fall zu betrachten, setzt man: (0,a—t) := ({9, ap) und ¢ := h
D.h. p(h) = p(to + h,ap + h) = p(h,a —t + h) = p(t,a)

p(to,ao) AB aus (3.11) ao

p(t,a) = p(0,a — 1) exp(— / fi(o)do) = pola—1) exp(- / (@ —1+0)do)

2. a<t:
Jetzt setzt man: (t — a,0) := (tp,a0) und a :=h
D.h. p(h) = p(to + h,ao +h) =p(t —a+ h,h) =p(t,a)

p(to,a0) ao+o

plt,a) = (i — @, 0) exp(— / " fi(0)do) = B(t—a) exp(~ / Cu(o o)

33



Folglich erhélt man folgende Gesamtlosung des Problems (3.9)-(3.11):

_ o(a —t) exp(— (f (a—t+o)do) fira>t
p(t,a) = { %(t —a) eXII))(— ]EaZ(a)da) flira<t (3.14)

3.3 Gleichgewichtslosung

3.3.1 Berechnung

Fiir spatere Betrachtungen werden auch Gleichgewichtslosungen des Modells
(3.9)-(3.11) berechnet. Die Population ist dann im Gleichgewicht, wenn sie
unabhéngig von ¢ ist, d.h. sich wihrend der Zeit nicht mehr verdndert. Damit
ist folgende Gleichung zu l6sen:

dp(a)
da

Losen durch Trennung der Variablen:

]%a)dp(a): (a)da = /—dp / p(o)do =
p(a)

In(p(a)) = In(p(0) = - [ ulo)do = <ﬁ>=— | wierio =

= —p(a)p(a)

%:exp(—/{)aﬂ(a)dd) = pla / BA danp( /Oau(ff)dd)

Damit erhélt man eine Gleichgewichtslosung, die man auch erhalten hitte,
wenn man in (3.14) die Losung fiir @ < ¢ unabhéngig von ¢ gemacht hétte. Ei-
ne Gleichgewichtslosung wird normalerweise erst nach langerer Zeit erreicht,
d.h. es ist realistisch, erst ab einem ¢ > a zu beginnen.

Es ergibt sich also folgende Ldsung fiir eine Population im Gleichgewicht:

()= pla) = byexp(— [ ulo)do) (3.15)
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3.3.2 Graphische Darstellung

Es werden zwei Darstellungen gezeigt: Zuerst die einfachere, aber unrealisti-
schere, mit einer vom Alter des jeweiligen Individuums unabhéngigen Sterbe-
rate 1 und danach die mit einer altersabhéingigen Exponentialfunktion p(a).

Bei beiden Darstellungen wurde by folgendermafien gewahlt:
by = 100 ...somit existieren 100% der Bevolkerung mit Alter a = 0. Auf der
y-Achse werden also die Prozentpunkte der noch vorhandenen Population
eingezeichnet.

Altersunabhéngige Sterberate

p(a) = 55 ... damit wurde p unabhéingig von a angenommen. Diese Annahme

ist natiirlich nicht sehr realistisch, da sicher nicht zu jedem Zeitpunkt eines
Lebewesens die gleiche Wahrscheinlichkeit zu sterben besteht.

Damit ergibt sich folgende Funktion: p.(a) = 100exp(—z5), d.h. eine
Exponentialfunktion.
Auf der z-Achse ist das Alter a eingetragen, auf der y-Achse die Prozent der
noch Uberlebenden (mit 100% = p..(0)). Die Fliche unter der Kurve von 0
bis oo ergibt 3000. D.h. es gibt 30mal soviele Individuen wie Geburten, wenn
die Population im Gleichgewicht sein soll, und die konstante Sterberate %
ist.
Die Graphik wurde mit Maple 9.5 erstellt.
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Abbildung 3.2: Vereinfachte Gleichgewichtslosung

Altersabhingige Sterberate

p(a) = exp(—10) exp(5) ...damit ist die Sterberate eine Exponentialfunkti-
on. Diese ist um einiges realistischer als eine konstante Funktion, obwohl sie
z.B. die Sauglingssterblichkeit ignoriert.

Wie kommt man zu dieser Funktion?
Man setzt die Sterbefunktion folgendermafen an (vgl. [2, S.43]):

p(a) = do exp(a%) (3.16)

Um die beiden Variablen dy und ag zu berechnen, trifft man folgende Annah-
men:

4(120) =1 und u(so):?)—lo (3.17)

sind biologisch sinnvoll. Erstere Gleichung bedeutet, dass man mit einem
Alter von 120 Jahren sicher sterben wird. Mit einem Alter von 80 Jahren
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wird man mit einer Wahrscheinlichkeit von 31—0 sterben. Nun 10st man dieses
Gleichungssystem:

120 —120
pu(120) = dpexp(—) =1 <& dy = exp( )
o Qo
80, 1 exp(=2)
R0) =d —) == & = -
H(80) = doexp( -) = 55 0 30
Gleichsetzen der beiden Teile fiihrt zu:
—120 —80. 1 —40 1
exp( ~ ) = exp( o )30 exp( o ) 30
—40
Qo I & aqo =12
h’l(@

Da die angesetzten Werte aus (3.17) nur als Richtwerte gelten, kann hier
grofziigig gerundet werden.
Nun braucht man nur mehr einen Wert fiir d,. Einsetzen liefert:

—120

(%}

dy = exp( ) = exp(—10)

Diese beiden Werte, ag = 12 und dy = exp(—10), werden nun in die Funktion
fiir u(a) eingesetzt und man erhélt:

a

wa) = exp(=10) exp(

) (3.18)
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Die Sterbefunktion sieht folgendermaften aus (gezeichnet mit Maple 9.5,
Lebensalter auf der z-Achse, u(a) auf der y-Achse):

l:
0,8:
mu(a)
0,61
0,4
0,2
] /
0 20 40 60 80 100 120

Lebensalter a
Abbildung 3.3: Altersabhingige Sterberate

In der Gleichung fiir p(a) kommt u(a) innerhalb eines Integrals vor. Bevor
man nun die Sterberate in die Gleichgewichtslésung der Population einsetzt,
wird dieses Integral berechnet:

“ * 1 1
/ p(o)do = / exp(—10) exp(-—=0o)do = exp(—10) exp(-—=0)12|5 =
) ; 12 12

12exp(—10)(exp(1i‘2) —1)
Und damit kommt man zu einer Gleichgewichtsgleichung mit konkreten Wer-
ten fiir poo(a):

Poc(@) = 100 exp(—12 exp(—lO)(eXp(%) —1)) (3.19)

Diese Kurve wurde nun mit Maple 9.5 gezeichnet:
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Kapitel 4

Kontinuierliche altersabhangige
S-I-R Epidemie

In diesem Kapitel wird eine kontinuierliche altersabhingige S-I-R Epidemie
behandelt |1, S.214ff] .

Warum sollte man eine gewohnliche S-I-R Epidemie plétzlich vom Alter der
Individuen abhingig machen? Dafiir gibt es mehrere Ansétze:

Personen verschiedenen Alters haben wahrscheinlich verschiedene Wahrschein-
lichkeiten Nachkommen zu zeugen und zu sterben. Besonders der Zeitraum

um Kinder zu bekommen erstreckt sich auf etwa die Hélfte der Lebenszeit

und ist damit sehr stark begrenzt. Die Wahrscheinlichkeit zu sterben ist na-

tiirlich auch besonders abhingig vom Alter des jeweiligen Individuums.

Weiters wirkt sich eine Krankheit oft auch nicht in der gesamten Bevélkerung
gleich aus. Kleinkinder und &ltere Personen haben eventuell einen langeren
Krankheitsverlauf oder konnen sich leichter mit der Krankheit anstecken als
Personen mittleren Alters mit besserem Immunsystem.

Individuen verschiedenen Alters haben meist auch unterschiedliches sozia-
les Verhalten, z.B. haben Jiingere mehr Kontakt mit Anderen. Dies schligt
sich natiirlich in der sogenannten Kontaktrate nieder, was bedeutet, dass sie
mit mehr potenziellen infektiésen Menschen verkehren und damit die Anste-
ckungsgefahr steigt.

Mit Hilfe des altersabhingigen Modells ldsst sich auch viel besser auf be-

stimmte Krankheiten eingehen. Etwa bei Kinderkrankheiten mit faktischer
darauf folgender dauernder Immunitit ist dies gut zu sehen. Die Anste-
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ckungsgefahr unter Kindern ist viel hoher, die Krankheit kann sich aber bei
Erwachsenen viel schlimmer auswirken.

4.1

Modell

Es werden folgende Variablen verwendet:

S(t,a) ...ist die Anzahl der suszeptiblen, d.h. ansteckbaren Individuen
in einer Population mit Alter a und zum Zeitpunkt .

I(t,a) ...ist die Anzahl der infizierten und infektiosen Individuen mit
Alter a zum Zeitpunkt ¢.

R(t,a) ...ist die Anzahl der aus dem Infektionsprozess ausgeschiedenen
Individuen mit Alter a zum Zeitpunkt ¢. D.h. diese Personen sind zum
Beispiel von der Infektion genesen und dauerhaft immun, kénnen also
nicht neu infiziert werden. Ein weiterer Interpretationsansatz wére, dass
R-Individuen unter Quarantine stehen und damit keine S-Indivuduen
mehr anstecken konnen. Auf jeden Fall spielen sie keine Rolle mehr in
der Ausbreitung der Krankheit.

P(t,a) ...ist die Anzahl aller Individuen einer Population mit Alter a
zum Zeitpunkt ¢.

p(a) ...ist die Sterberate von Individuen mit Alter a.
f(a) ...ist die Geburtenrate von Individuen mit Alter a.

A(t,a) ...ist die Infektionsrate von S-Individuen mit Alter a zum Zeit-
punkt ¢.

v(a) ...ist die Genesungssrate von I-Individuen mit Alter a.

ay ...ist das maximale Lebensalter.
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All diese Parameter werden mit Ausnahme von A unabhingig von ¢ ange-
setzt, d.h. Sterbe-, Geburten- und Gesundungsraten sind nur abhéingig vom
jeweiligen Alter des Individuums.

Nur A ist abhéngig von ¢. Dies lisst sich folgendermafen erklidren: Die Infek-
tionsrate ist proportional zur Anzahl der S- und zur Anzahl der I-Individuen.
Je mehr infizierte Personen vorhanden sind, desto grofer ist die Chance an-
gesteckt zu werden. Die Anzahl der I-Individuen ist natiirlich von der Zeit
t abhdngig. Deshalb wird A als abhingig von a, das ist das Alter des S-
Individuums, das eventuell angesteckt wird, und von ¢, damit die Gesamtan-
zahl der I-Individuen angegeben werden kann, angenommen. Alle anderen
Parameter sind unabhéngig von der derzeitigen Grofe einer Personengrup-

pe.

Die mathematischen und biologisch sinnvollen Voraussetzungen - siehe
auch [3, S.177ff] - an die Parameter sind folgende:

- S(t,a),I(t,a), R(t,a) >0

- u(.) € LY[0,ay)) wird gefordert, damit spiter auftretende Integrale
von g existieren, d.h. endlich sind.

u(a) > 0 in [0, a)

f0a+ p(a)da = 1 Aus dieser Voraussetzung folgt, dass die Lebesgue-
Integrierbarkeit auf dem ganzen Intervall gefordert werden kann.

- B(.) € L*([0,a)) wiederum, um die Existenz kommender Integrale zu
garantieren

Bla) > 0 in [0,a.)

- fiir \(¢,a) wird eine intercohorten-Mischung der Population angenom-
men, d.h. die Infektion kann zwischen Individuen jeder Altersklasse
weitergegeben werden. Genauere Betrachtungen von A folgen noch.

- () € L([0,a4))
(@) 20 in [0, a4]

- ay <00
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Die Population ist im Gleichgewicht, d.h.
a4 a
| s@es(- [ uoyi)da =1
0 0

(%)

(%) ist die Wahrscheinlichkeit bis zum Alter a zu iiberleben. Sie ergibt
sich aus folgender Uberlegung:

Die Wahrscheinlichkeit zwischen Geburt und Alter a zu sterben, ist
fiir jedes Individuum [ p(0)do . Dann ist 1 — [ pu(o)do die Wahr-
scheinlichkeit bis zum Alter a nicht zu sterben, d.h. zu iiberleben. Die-
ser Term kann mittels der Exponentialfunktion abgeschitzt werden.
Es gilt limh_m% = 1. D.h. fir kleines A kann man schreiben:
exp(h) &~ h + 1 Damit kann man die Wahrscheinlichkeit bis zum Alter
a zu iiberleben folgendermafsen abschéitzen:

1+ (= [y u(o)do) = exp(— [¢ p(o)do)

Weiters wurden folgende Annahmen/ Vereinfachungen getroffen:

Alle Neugeborenen sind suszeptibel, d.h. es findet keine vertikale Krank-
heitsiibertragung zwischen infizierter Mutter und Kind statt.

Immun sind nur jene Individuen, die die Krankheit iiberlebt haben.
Jene besitzen jedoch eine permanente Immunitét.

Die Krankheit hat keine Auswirkungen auf die "vitalen" Parameter.
Das bedeutet, dass die Sterbe- und Geburtenraten unabhingig vom
jeweiligen Krankheitsstatus des Individiums sind.

Zu Beginn des Krankheitsausbruches sind die meisten Individuen sus-
zeptibel, ein paar infiziert und niemand immun.

Diese Parameter, Annahmen und Vereinfachungen gelten fiir das kom-

plette folgende Kapitel.

Da jetzt alle Parameter definiert sind, konnen nun die Modellgleichungen

aufgestellt werden. Dazu stellt man folgende Uberlegungen an:
Die Anzahl der Suszeptiblen kann durch Tod oder Infizierung schrumpfen.
Da die beiden Parameter dafiir, ¢ und A\, Raten sind, miissen sie noch mit
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der Anzahl der S-Individuen multipliziert werden. Die Schar der S-Inividuen
kann nur durch Geburten vergrofert werden. Dies schligt sich in den Rand-
bedingungen nieder.

Zur Anzahl der Infizierten kommen die der Neuinfizierten dazu (vergleiche
dazu den Teil der Infizierten S-Individuen). Dafiir verschwinden die Toten
und Gesundeten aus der Menge der Kranken.

Die Anzahl der R-Individuen vergréfert sich durch Genesung von Infizierten
und verringert sich durch Ableben.

Das Modellgleichungssystem schaut nun so aus [1, S.214f]:

0S(t,a) N 0S(t,a)

= —(ua) + A(t,0))5(t, a)

ot da
a]g£ a) n al((;c; a) _ A(t,a)S(t,a) — (u(a) +~(a)I(t,a) (4.1)
8Réz;, a) , OR(at(,la,) (@) (t.0) — p(@R(t.q)

P(t,a) = S(t,a) + I(t,a) + R(t,a)

Mit folgenden Anfangs- und Randwerten:

S(0,a) = Sp(a) S(t,0) = Oooﬁ(a)P(t,a)da

100,a) = Io(a)  I(t,0) =0
R(0,a) =0  R(t0) =

Die Funktionen Sy(a) und Iy(a) sind natiirlich beide > 0, da andere Annah-
men biologisch nicht sinnvoll sind.

Diese Werte konnen folgendermafen erklirt werden: Zu Beginn der Zeitmes-
sung (t = 0) gibt es viele S-, einige I-Individuen und keine R-Individuen. Das
bedeutet, dass zu diesem Zeitpunkt die Krankheit ihren Anfang nimmt.
Neugeborene, d.h. Individuen mit Alter a, sind alle suszeptibel. Dies schligt
sich in den Randwerten nieder. S(¢,0) wird daher mit der Geburtenrate
gleichgesetzt, I(t,0) und R(t,0) sind gleich null.
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4.1.1 Modell mit Dichtefunktionen

Als néchster Schritt wird obiges System partieller Differentialgleichungen et-
was modifiziert (siehe auch [3, S.178f]). Statt absolute Anzahlen an Indivi-
duen werden jetzt Dichtefunktionen verwendet:

- s(t,a) ...ist die Dichtefunktion der suszeptiblen Individuen.
- i(t,a) ...ist die Dichtefunktion der infizierten Individuen.

- r(t,a) ...ist die Dichtefunktion der immunen Individuen.

(t,a)
(t,a) ...ist die Dichtefunktion der Gesamtbevolkerung.

-p

Es gelten aufterdem die gleichen mathematischen Voraussetzungen wie bisher.
Zusatzlich sind folgende Annahmen sinnvoll:

s(t,a),i(t,a),r(t,a),p(t,a) >0

Die entsprechenden Funktionen sg(a) und ig(a) sind natiirlich wieder > 0 .
Damit erhilt man analog zu (4.1) folgendes Gleichungssystem:

ds(t,a) N Js(t,a) = —(u(a) + M, a))s(t, a)

ot da
81(55;@) + 8125&@) = )\(t, a)s(t, a) — (M(@) + y(a))z(t, a) (42)
87"59757; a) n 87’(5,@6!,) = y(a)i(t,a) — p(a)r(t, a)

5(0,a) = so(a) s(t, 0) / B(a)p(t,a)d
i(0,a) = ig(a) =0
r(0,a) =0 r(t, 0) =0

Nun wird die Populationsdichtefunktion p(t,a) néher betrachtet, fiir die
folgender logischer Zusammenhang gilt:

p(t,a) = s(t,a) +i(t,a) + r(t,a)
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Wenn man diese Gleichung nach a und nach ¢ ableitet

Op(t,a) N Op(t,a)  0s(t,a) N Os(t,a) N di(t,a) N di(t,a) N or(t,a) N or(t,a)

ot Jda ot Jda ot Jda ot Ja
und die partiellen Differentialgleichungen fiir s(t,a), i(¢,a) und r(¢,a) aus
(4.2) einsetzt, kommt man auf folgendes Resultat:

W) D) (e, a) (43)

Unschwer zu erkennen ist dies die bereits behandelte McKendrick-Gleichung
aus (3.9). Des weiteren kommt man genauso auf folgende Anfangs- und Rand-
werte fiir p(t,a) :

p(0,a) = pola) = io(a) + sola)  p(t,0) = / " B(a)p(t, a)da

4.1.2 Vereinfachungen durch konstante Gesamtbevolke-
rung

Es wurde bereits anfangs die Annahme getroffen, dass sich die Gesamtbevol-
kerung im Gleichgewicht befindet. Das bedeutet, dass p(t,a) fiir jedes Alter
a konstant ist und man kann schreiben:

p(t,a) =: poo(a) = so(a) + ig(a) + ro(a) = so(a) + ip(a)

Im vorigen Kapitel wurde fiir eine Population im Gleichgewicht folgende
Losung fiir die McKendrick-Gleichung berechnet:

Plt, @) = poo(@) = by exp(— / " (o)do) (4.4)

Bevor dieses Resultat nun in das partielle Differentialgleichungssystem
eingesetzt wird, werden noch Annahmen fiir die Ubertragungsrate A(t,a) ge-
troffen. Wie bereits erwéhnt, soll die Krankheit zwischen Individuen jeder
Altersgruppe iibertragbar sein. Um das System so weit zu vereinfachen, dass
spéter Ergebnisse berechnet werden konnen, wird eine zweite Vereinfachung
vorgenommen. Die Ansteck- bzw. Ubertragungswahrscheinlichkeit eines In-
dividuums ist nur abhingig von seinem eigenen Alter, aber nicht von ¢ und
vor allem nicht vom Alter des anderen involvierten Individuums. Diese An-
nahmen sind somit:
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- Mtya) = k(a) [7F h(a)i(t,a)da

- h(a), k(a) € L*([0, a4))
- h(a),k(a) > 0in [0, a,]

h(a) ist somit eine "Gewichtung". Umso infektiser, bzw. umso mehr Kon-
takte ein I-Individium mit Alter a hat, desto groker wird h(a) sein. Die
Infektionsrate ist damit nicht nur von der Anzahl der Infektiésen abhéangig,
sondern auch von deren, je nach Alter verschiedenen, Infektiositdt. Schul-
kinder haben z.B. mehr Kontakt mit anderen Menschen als Sduglinge oder
manche &ltere Personen. Daraus ergibt sich das mit dem Alter verdnderliche
h(a).

k(a) ist nur mehr vom Alter des ansteckbaren S-Individiums abhéngig. In-
terpretieren konnte man diese Rate als Kontaktrate, dhnlich wie bei den I-
Individuen, oder als Mafs fiir die Gesundheit/ Ansteckbarkeit der jeweiligen
suszeptiblen Person. Menschen mit besserem Immunsystem bzw. Gesund-
heitszustand werden wahrscheinlich eine bessere Chance haben gesund zu
bleiben. Die Altersabhéngigkeit wird motiviert durch folgende Beobachtung:
Sauglinge mit erst aufzubauendem Immunsystem und &ltere Menschen, die
durch zuséatzliche Altersbeschwerden schon geschwécht sind, haben ein gré-
fseres Risiko sich mit Krankheiten anzustecken.

Da p(t,a) nun zeitlich konstant ist, und so r(¢,a) immer durch s(t,a),
i(t,a) und p(t,a) berechenbar ist, kann die Anzahl der Unbekannten im
partiellen Differentialgleichungssystem (4.2) verringert werden, beispielsweise

durch:
r(t,a) = psola) — s(t,a) —i(t,a)

Mittels obiger Annahmen, Definitionen und Vereinfachungen kommt man
nun auf folgendes neues System:

852&2 a) n 88(820) = —(u(a) + At,a))s(t, a)

ai(géa) + (%S;“) = At,a)s(t,a) — (u(a) +(a))i(t, a) (4.5)

5(0,a) = so(a) s(t, 0) / B(a)peo(a)da =: by
by ist konstant, da p,, und § im Laufe der Zeit gleich bleiben.

i(0,a) = io(a) i(t,0) =0
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Es gilt natiirlich:
s(t,a) +i(t,a) < poo(a) V>0
Doo ist definiert wie in (4.4)

4.2 Stationare Zustande

Ein stationdrer Zustand ist dann eingetroffen, wenn die Losungen des Sys-
tems zeitunabhéngig sind. Das heifst, dass die einzelnen Dichtefunktionen
nur mehr vom Alter a abhéngig sind, sich aber tiber die Zeit ¢ nicht mehr
andern. Damit kommt man ausgehend vom letzten Gleichungssystem vom
vorigen Unterkapitel auf folgendes Schema |3, S.180ff] :

<(a) = ~((a) + M@)s(a) = —(n(a) + k(a) / " h(@)i(a)da) s(a)

i'(a) = Ma)s(a)=(u(a)+(a))i(a) = k(a) /Oa+ h(a)i(a)da s(a)—=(p(a)+(a))i(a)

Pao(a) = —p(a)po(a) (4.6)

mit den Anfangswerten s(0) = [ 3(a)poc(a)da = by und i(0) = 0

Weiters gilt natiirlich: s(a) 4 i(a) < ps(a)

4.2.1 Krankheitsfreie Losung

Den einfachsten stationidren Zustand bekommt man, wenn ein krankheits-
freier Zustand angenommen wird, d.h. A(a) =0 .

ol
da
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= In(s(a)) — In(s(0)) = — /Oa w(o)do
¢>m@{§):-iéaﬂwym«:sm):smymp¢l4240ma>
& s(a) = byexp(— /Oa w(o)do)
Aus der Gleichung (4.4), folgt:

s(a) = poo(a)

Fiir i(a) kann man eine analoge Rechnung machen:

i(a) = i(0) exp(~ / "(4(0) + 1(0))do)

Da i(0) = 0 folgt:
i(a) =0

4.2.2 Endemische Losung

Um eine endemische Losung fiir den stationdren Zustand zu finden, versucht
man das Gleichungssystem noch weiter zu vereinfachen. Endemisch heifst,
dass die Krankheit nicht erlischt und damit kein krankheitsfreier Zustand
wie im vorigen Abschnitt erreicht wird. Zu diesem Zweck werden folgende
neue Parameter definiert, damit p(a) ignoriert werden kann:

ula) = S(a)
() Poo(@)

(4.7)
Des weiteren wird folgende Variable definiert:
at ayt
J:/ mm@mz/ h(a)peo(a)v(a)da
0 0
Damit ergibt sich folgendes neues Gleichungssystem, das zu l6sen ist:

v = e _ @) — sta)ply

da Pool@)?
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ay —_———
—ulasta) ~ ko) [ h@)ita)da]p(a) - st0) ilapa@
poo(a)z B
“pla)s(a) _ K@) s@) | pla)st@) _ o
@ @) T put) . P@ule)

v = i @pal@) — i)ty

da Poo(@)?
i’y oo @)
- a+ /J—\
[/f(a)/o h(a)i(a)da s(a) — p(a)i(a) — v(a)i(a)] po(a) — i(a) (—p(a)pso(a)
poo(a)2 N
o)) s(a) ~p(a)ila) _(@)ila) | plaifa)
pel@) (@) pela) | pmla)  OTu@) m0lepla)

u'(a) = —k(a)J u(a) v'(a) = k(a)J u(a) —y(a)v(a) (4.8)
u(0) =1 v(0) =0

Zuerst wird die Gleichung fiir u(a) wie iiblich durch Trennung der Variablen

gelost:
dd(a = a)Ju(a <:>/ —da——/ o)Jdo
u(a) ¢
s _—J/O k(o)do < u(a) = exp(— J/O k(0)do)
o

Um die Gleichung fiir v(a) zu lésen, muss zuerst das homogene System
gelost werden:

th(@) = =1 (anfe) & U0 = @l & vi(o) = cexp(~ [ (s)ds
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Um auf die partikulire Losung v(a) = c(a)exp(— [, 7(s)ds) zu kommen,
muss zuerst eine Losung fiir ¢(a) ermittelt werden:

(@) = (a) exp(— / " (s)ds) + e(a) exp(— / " (s)ds)(—(a)) =

Jk(a)u(a) — v(a)c(a) exp(— /Oa v(s)ds)
d(a) exp(— /Oa v(s)ds) = Jk(a)u(a) = d(a) = Jk(a)u(a) exp(/ﬂa v(s)ds)
c(a) = J/Oa k(o)u(o) exp(/og v(s)ds)do

Hier benotigt man keine Integrationskonstante c, da nur eine partikuldre
Losung gebraucht wird. Daraus ergibt sich:

o) =7 [ koo [ (s exp(= [ (s)dsu(e)da

Das heifst, man bekommt folgende stationére Losungen fiir u(a) und v(a):

u(a) = exp(—J/()a k(o)do)

v(a) = J/ k(o) exp(—/ v(s)ds)u(o)do (4.9)
0 o
Daraus kénnen Gleichungen fiir s(a) und i(a) mittels (4.7) berechnet werden:

5(a) = poo(a) exp(— /0 " h(a)i(a)da /0 " k(0)do) (4.10)

i(a) = pao(a) /0 " h(a)i(a)dax
) /0 " k(o) exp(— /U " (5)ds) exp(— /0 " h(a)i(a)da /0 " k(0)do)do

o1



Graphische Darstellung

Da in den Gleichungen fiir s(a) und i(a) noch J = [ h(a)i(a)da steckt,
miissen zur graphischen Darstellung einige Vereinfachungen und Definitionen
gemacht werden:

e 4(.), h(.), k(.) und 7(.) sind unabhéingig von a
® 4, =00
o [[i(a)da=:1

Damit ergibt sich fiir die Funktion s(a):

5(a) = profa) exp(~ / " hi(a)da / b do) =

=po(a), siehe (3.15) ,_f;’q
—— )
bo exp(—p a) exp(—h/ i(a)da (ko)|&) = by exp(—pa) exp(—h I ka)
0

s(a) = bgexp(—a(pn + hik)) (4.11)

Weiters berechnet sich die vereinfachte Funktion fiir i(a) folgendermafen:

ugg)

i(a) = poola) /Ooohi(a)da/oakexp(— /Ua’y(s)ds)exp(— /Ooohi(a)da/og kds) =

=I =I

P (@)

———N— o a o0
bo exp(—,ua)hk:/ z'(a)da/ exp(—vya + o) exp(—h/ i(a)dako)do =
0 0 0

boh k I exp(—pa) exp(—oa) / exp(o(y—hlk))do =
0

bk Texp(—a(u + ) (SEEO LI s

exp(a(y—hlk))—1

bohk I exp(—alu+ 1) (——— ) =
—Vbo_hhkllk (exp(=alu+ hTK)) = exp(—a(+1))) = ila) (4.12)
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In beiden Gleichungen s(a) und i(a) steckt noch I, eine Variable die von
i(.) abhingig ist. Um sie in diesem vereinfachten Fall zu berechnen, setzt
man einfach in die Definition von I (I := [ i(a)da)ein:

I= /000 %(exp(—a(u +hkI))—exp(—a(p +7))>da =

bohk I (exp(—a(u +hkI)) = exp(—a(p +7)) |oo>

y—hkI\  —(u+hkI) —(n+7y) "
boh kI 1 1
it e~ ) =1
y=hkI\p+hkl p+y

Division durch I, Multiplikation von v — Ak I, und auf den selben Nenner
Bringen der linken Seite:

w+y—p—hkl

v—hkI=byhk
(A Rk D (4 )

Multiplikation mit dem Nenner:
(v =hkD(p+hkI)(p+7)=bohk(y—hkI)
Division durch (7 — Ak I) und durch (p + 7):

bo h k
pt+hkl ==
pty

Daraus ergibt sich folgende Gleichung fiir I:

_bohk —p? —py
hk(p+7)

(4.13)

In (4.11) und(4.12) wird nun das Ergebnis (4.13) eingesetzt. Man erhélt
folgende Funktionen:

s(a) = by exp( ) (4.14)
bo(bohk — p? — ) (ex (—abghk

) = Tt h

) —exp(—alu+7)))  (4.15)

Die Graphik wurde wieder in Maple 9.5 gezeichnet. Dabei nahm man fiir
die Variablen folgende Werte an:
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_ 1
H =35

1

~ 10
o
k= gom
1
7= 7500

bp = 100 um auf der y-Achse wieder die Prozent darstellen zu konnen

100
80

%
60

40

20

Lebensalter a

s(a)

— i(2)

p(a)

Abbildung 4.1: Vereinfachte Gleichgewichtslosung

Auf der z-Achse wurde wieder das Lebensalter ¢ und auf der y-Achse
die mit Alter a noch iiberlebenden Prozentpunkte der Anfangsbevilkerung
aufgetragen. Dies ist moglich, da eine gleichbleibende Geburtenrate voraus-
gesetzt wurde.

Auferdem kann man bei diesem konkreten Beispiel auch berechnen, wieviele
infektiose und suszeptible Personen insgesamt vorhanden sind. Die Anzahl
der infektiosen wird bereits durch I angegeben, fiir die Suszeptiblen berech-
net man noch folgendes Integral:

00 0 bo h k exp(—att) 1
S::/ sada:/ by exp(—a da:b(#)w:b—
o ( ) 0 0 ( ,U‘f")/) 0 _bska ’0 Ol;i)_{_lyk
pt
— =5 4.1
T (4.16)
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Mit obigen Werten der Graphik wiirde man fiir / und S folgende Werte
erhalten:
S = 2008 I =988

4.3 Basisreproduktionszahl

Aus den Losungen fiir u(a) und v(a) im vorigen Unterkapitel bekommt man
eine Gleichung fiir J, in der die sonstigen Parameter bekannt sein sollten,
wenn man folgendermafen umformt [3, S.182ff]. Dabei werden die beiden
Losungen in die Definition von J eingesetzt:

J = /0“+ h(a)pso(a)v(a)da =
/(;ﬁ h(a)poo(a)J/O“ k(o) exp(— /:W(S)dS) eXp(—J/OU k(S)dszda

u(o)

J/

v(a)
Wenn man nun durch J dividiert kommt man auf Folgendes:

D)= [ hapata) [ Koyesp(= [ a(ds)esp(=7 [ ks)dsyda =1

(4.17)
Also ist die Voraussetzung fiir das Erreichen einer Gleichgewichtslosung das
Erfiillen obiger Gleichung (4.17).

Nun definiert man D(0) als die Basisreproduktionszahl. Diese Zahl, die
auch mit Ry bezeichnet wird, gibt an, wie viele sekundére Félle eine infizierte
Person ansteckt. Bei altersunabhéangigen Modellen war Ry ein Indikator, ob
die Krankheit ausstirbt oder nicht. Falls die Rate < 1 war, starb sie aus, bei
> 1 blieb sie endemisch in der Bevdlkerung. Bleiben diese Resultate auch bei
altersabhéngigen Modellen erhalten?

Zuerst bestrachtet man dieses D(0) genauer:

Ry :=D(0) = /0a+ h(a)pso(a) /Oa k(o) exp(— /a v(s)ds) da (4.18)

g

*)

Da (x) die Wahrscheinlichkeit ist, zwischen o und a infiziert zu bleiben, kann
ein I-Individuum in dieser Zeitspanne \(a)p.. Individuen in jeder Altersgrup-
pe anstecken.

—~
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Theorem 1 (Basisreproduktionszahl) .

Fiir das Gleichungssystem (4.6) der stationdren Zustinde existiert genau
dann eine eindeutige endemische (d.h. nicht krankheitsfreie) Losung wenn
die Basisreproduktionszahl Ry > 1.

Falls Ry < 1 existiert fir dieses Gleichungssystem kein endemisch statio-

narer Zustand.
Ry ist dabei wie in (4.18) definiert.

Beweis:

Ausgangspunkt fiir den Beweis ist die Annahme, dass Ry > 0 ist. Davon
ausgehend gliedert sich der Beweis in fiinf kurze Teile. Im ersten wird ge-
zeigt, dass D(J) eine fallende Funktion ist, im zweiten wird eine steigende
Funktion ¢(J) := 1 — D(J) definiert. Im dritten Teil wird berechnet, dass
deren Limes gleich eins ist und im vierten gezeigt, dass sie auch Werte kleiner
als null annnehmen kann. Daraus folgert man, dass ¢(J) eine Nullstelle Jy
haben muss. Wenn man nun die Definition von dieser Funktion betrachtet,
kann man durch eine Umformung sehen, dass D(Jy) eins sein muss, also die
Gleichung 4.17 fiir einen stationdren Zustand erfiillt.

Es sei Ry > 1.

(1) Weil Ry = D(0) definiert ist, folgt natiirlich dass auch D(0) > 1.
D(.) (definiert in (4.17)) kann wegen seiner im Exponenten negativen Expo-
nentialfunktionen nur identisch null oder fallend sein. Da es ein bestimmtes
J gibt, fiir das die Funktion D(.) grofer als null ist, folgt dass D(J) eine
fallende Funktion ist.

(2) Man definiere ¢(J) := 1 — D(J) . Da in (1) gefolgert wurde, dass D(J)
fallend ist, ist ¢(J) steigend.

(3) Als néichstes wird der Limes der Funktion ¢(J) berechnet:

Jn o) =
X A
}Lrgo(l—/owr h(a)poo(a)/ o) exp(— / s)ds) exp( J/O‘7 k(s)ds) da) =
—>0

1 ist also der Grenzwert der Funktion ¢(.J) nach oben hin.
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(4) (0) =1—D(0) <0

——

>1

(5) aus (2), (3) und (4) folgt, dass ¢(J) eine Nullstelle hat. Dies gilt, da
die Funktion ¢(.J) steigt (siche (2)), einen Wert unter 0 (siche (4)) hat und
der Grenzwert fiir J — oo eins ist. Das heilt ¢(J) muss unweigerlich fiir
grofser werdendes J das Vorzeichen wechseln, also eine Nullstelle haben.
Bezeichne Jy als Nullstelle von ¢(J), d.h. ¢(Jy) = 0. Wenn man nun in die
Definition von ¢(J) aus (2) einsetzt, erhilt man: ¢(Jy) = 1 — D(Jp) = 0.
Auf beiden Seiten minus Eins gerechnet und man kommt zu guter Letzt auf
1=D(J).
Und dies ist genau die Gleichung (4.17), die J erfiillen muss, wenn es einen
endemischen stationdren Zustand geben soll.

Der zweite Fall, die Nichtexistenz einer Losung, besteht einfach aus der
Dualaussage. O

4.4 Vergleich mit der allgemeinen S-I-R Epide-
mie

Das altersabhingige Modell wurde nicht direkt aus dem gewo6hnlichen S-I-R
System hergeleitet, sondern aus einfachen Uberlegungen. Jetzt wird inter-
essant ob sich bei Weglassen der Abhéngigkeit von der Alterskonstanten a
die gleichen Resultate ergeben wie in Kapitel 2. Dies soll nun nédher betrach-
tet werden.

4.4.1 Modell

Man nehme das altersabhéngige S-I-R Modell aus (4.1) und lisst die Alters-
abhingigkeit weg:
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dR(t

WO — _ur(o) +010)
Die gewohnliche S-I-R Epidemie hat als Voraussetzung eine abgeschlossene
Population, d.h. in diesem Fall i = 0, und es gibt auferdem keine Geburten-
funktion:

ds(t) _
= = —AWMS(1)
%Ef) = M\(1)S(t) —~vI(t) (4.19)
%it) =1(t)

Der einzige Unterschied zur allgemeinen Epidemie besteht in der Kontak-
trate. In der altersabhidngigen Epidemie steckt in der Ansteckungsrate \()
bereits die Abhéngigkeit von I(t). Deswegen definiert man wie folgt:

A(t) = al(t) (4.20)

Damit erreicht man nun dasselbe Modell wie im Kapitel der allgemeinen
S-I-R Epidemie:

as(t)
S — —ars)
%t) — aI()S(t) — A (1) (4.21)
%it) =1(t)

Die Anfangsbedingungen sind ohnehin fiir beide Modelle die Gleichen:
S(0)=S, 1(0)=1, R(0)=0

Gelten fiir das Problem (4.19) mit A trotzdem dieselben Ergebnisse, wie
fir das Modell (4.21)? In [11, S.91ff] wird gezeigt, dass man analoge Aussa-
gen fiir beide Modelle treffen kann.

4.4.2 Besondere Falle

Schwellenwert und Basisreproduktionszahl
Das Modell der allgemeinen Epidemiologie besaf einen Schwellenwert 2.

Fiir die altersabhingige Epidemie ldss t sich dies nicht mehr in derselben

28



Art und Weise zeigen. Eine der wichtigsten Voraussetzungen fiir die Exis-
tenz des Schwellenwertes war, dass S(¢) eine fallende Funktion ist, begriin-
det in der Tatsache, dass die Population abgeschlossen ist. Die Population
der altersabhingigen Epidemie wird als konstant aber nicht als abgeschlossen
vorausgesetzt, d.h. es existiert eine Geburten- und Sterberate. Damit kann
S(t,a) nicht mehr als fallende Funktion vorausgesetzt werden, auch nicht
S = [ S(t,a)da, da es moglicherweise mehr Nachkommen als Neuinfizier-
te geben kann und S somit steigend wére.

Der Schwellenwert bei der allgemeinen Epidemie war jedoch eng verwandt
mit der Basisreproduktionszahl Ry. Das Ry fiir die altersabhéngige Epidemie
ist folgendermafsen definiert:

Ro=D0) = [ hahpala) [ ko) exp(= [ a(s)is)da

D.h. dass Ry sich zusammensetzt aus dem Produkt der wahrscheinlichen
Dauer der infektidsen Periode (exp(— [ 7(s)ds)) mit der Anzahl moglicher
Infektionen pro Zeiteinheit ([, h(a)pso(a)k(a)da). Umgelegt auf die allge-
meine Epidemie wiirde dies bedeuten: % Dies entspricht jedoch der Basis-
reproduktionszahl der altersunabhingigen Epidemie.

Wenn im altersabhéngigen Modell Ry < 1 ist, so gibt es keinen endemischen
Gleichgewichtszustand. D.h. die Epidemie stirbt zwar vorldufig aus, kann
aber jederzeit durch andere Gebiete wieder hineingebracht werden. Wenn
Ry < 1 ist im altersunabhingigen Modell, dann kommt es zu keinem Aus-
bruch einer Epidemie.

Im Falle Ry > 1 bricht beim allgemeinen Modell eine Epidemie aus. Am
Ende der Epidemie beinhaltet die Population jedoch immer noch suszeptible
Personen. Fiir das altersabhéngige Modell bedeutet Ry > 1, dass die Popu-
lation einem endemischen Gleichgewicht zustreben wird, d.h. ebenfalls nicht
alle suszeptiblen Personen infiziert werden.

Grenzwerte und stationire Zustinde

Im Falle eines endemisch stationdren Zustandes stirbt die Krankheit nicht
aus. Damit ist sie schwer zu vergleichen mit der allgemeinen Epidemie, bei
der die Epidemie in jedem Fall ein natiirliches Ende hat.

Was ist aber, wenn die Basisreproduktionszahl < 1 ist, somit auch bei der al-
tersabhéngigen Epidemie die Krankheit erlischt? Die Anzahl der Infektiosen
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ist dann natiirlich genauso 0.

Die Anzahl der nach dem Ende der Epidemie verbleibenden suszeptiblen Per-
sonen léasst sich leider nicht vergleichen. Bei der allgemeinen Epidemie ist der
Prozess um einiges einfacher. Es gibt eine Anzahl S-Individiuen zu Beginn,
die im Laufe der Zeit durch Ansteckung weniger wird, bis die Epidemie endet.
Daher lésst sich S, auch durch eine ziemlich leichte Gleichung berechnen.
Wenn das Modell jedoch altersabhéngig ist, steht man vor einem viel komple-
xeren Prozess. Die Population ist nun nicht mehr abgeschlossen. Es konnen
neue S-Individuen durch Geburt hinzukommen bzw. andere sterben. Damit
ist S(t,a) nun keine fallende Funktion mehr.

Deshalb ist die Anzahl der noch verbleibenden ansteckbaren Personen nach
Ende der Krankheitswelle in den beiden Modellen nicht vergleichbar.
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Kapitel 5

Diskretes
Populationswachstumsmodell

In diesem Kapitel wird das diskrete Populationswachstumsmodell von Leslie
behandelt. Dieses ist sehr giinstig, da zur Beschreibung der Bevdilkerung eine
reguldre Matrix verwendet wird und deren besondere Eigenschaften zur Lo-
sung und Interpretation des Modells verwendet werden kénnen. Im néchsten
Kapitel wird in das Leslie-Modell eine Infektion hineingebracht.

Die verwendete Literatur findet man unter |14, S.37ff], [4, S.3ff], |2, S.30ff],
[8, S.25ff] und [12, S.41ff].

Das Leslie-Modell behandelt eine Population, die in endlich viele Alters-
klassen unterteilt ist. Dabei wird jedoch nur der weibliche Teil der Bevol-
kerung betrachtet, da diese Individuen Nachkommen gebédren kénnen (Im
folgenden wird dafiir oft der Begriff Reproduktion verwendet.). Innerhalb ei-
ner Klasse, bzw. Geburtenkohorte besteht die gleiche Wahrscheinlichkeit zu
sterben bzw. Neugeborene zur Welt zu bringen. Die Zeit ¢ ist ebenso diskret
und eine Zeiteinheit ist genauso lange, wie die Lange/ Dauer einer Alter-
sklasse.

Laut [4, S.3| ist dieses Modell besonders geeignet fiir Wirbeltiere und
mehrjihrige Pflanzen, die sich nur einmal im Jahr reproduzieren.
Das diskrete Populationswachstumsmodell ist auch dann gut anzuwenden

(siehe [14, S.37|), wenn altersabhéngige Geburten- und Todesraten auf Ba-
sis von empirischen Daten gew#hlt und nicht aus analytischen Gleichungen
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berechnet werden. Fiir das Modell sind natiirlich kleine Klassenbreiten zu be-
vorzugen, deren Ausdehnung wird dann jedoch durch die vorhandenen Daten
limitiert. Zum Beispiel sind Jahreseinheiten fiir Menschenpopulationen sehr
geeignet.

Fiir die folgenden Kapitel sei noch bemerkt, dass bei Erwiahnen des Zeit-
punktes ¢ immer die Rede von der gesamten Zeitperiode [t,t + 1) ist.

5.1 Modell

Das klassische Leslie-Modell beschéftigt sich nur mit dem weiblichen Teil
der Population. Etwas spater in diesem Unterkapitel wird gezeigt, wie auch
der ménnliche Teil eingebunden werden kann. Fiir den spéter betrachteten
Verlauf einer Epidemie in einer Bevolkerung sind natiirlich beide Teilpopu-
lationen wichtig zu verfolgen. Im folgenden wird ein weibliches Individuum
oft als Weibchen und eine ménnliche Person als Mannchen bezeichnet ohne
damit diskriminierend zu sein.

Folgende Variablen werden fiir das Grundmodell (vgl. [4, S.3ff] und [14,
S.37ff]) benotigt:

- t ...ist die Variable fiir die Zeit.
- a ...ist die Variable fiir das Alter der Individuen.

- n(t,a) ...ist die Anzahl an Weibchen in Altersklasse a in der Zeitperi-
ode t.

- n(0,a) ...ist die Anzahl an Weibchen in Altersklasse a zu Beginn. Diese
Anzahlen représentieren somit die Anfangsbedingungen.

- u(t,a) ...ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Weibchen in Altersklasse
a zur Zeit t in die néchste Klasse a + 1 zur Zeit ¢ + 1 zu kommen.
D.h. u(t,a) ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit und 1 — u(t, a) ist die
Wahrscheinlichkeit mit einem Alter von a (Jahren) zu sterben, wenn
man dieses Alter zur Zeit ¢ erreicht hat.
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U(t,a) :=T];_, u(t—1i,a—1) ...ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Weib-
chen, von der Geburt im Jahr ¢t —a bis zum Alter a zur Zeit t zu iiberle-
ben. Diese Funktion ist damit eine Uberlebensfunktion, die beschreibt

mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Individuum a Zeiteinheiten alt wird.
AuRerdem sei U(t,0) = 1.

b(t,a) ...ist die Durchschnittsanzahl an Tochtern, die von einem Weib-
chen in Altersklasse a zum Zeitpunkt ¢ geboren wurden und die iiber-
leben um in Altersklasse 0 zur Zeit ¢ + 1 zu kommen. Diese Variable
beschreibt somit die Fertilitéit einschliefflich der Geburtensterblichkeit.

ay ...ist das maximale Lebensalter. Damit gibt es a, Altersklassen
von 0 bis a; — 1.

k ...ist das maximale Reproduktionsalter. D.h. bis zu diesem Alter
kann ein Weibchen Nachkommen gebaren. Damit gibt es hochsten k41
Altersklassen die fertile Individuen beinhalten.

Die mathematisch und biologisch sinnvollen Voraussetzungen an die Pa-
ramter sind folgende:

t=0,1,2,...

n(0,a) < oo , wobei zumindest fiir ein a < ay n(0,a) >0

| /\

u(t,a) < u(t,a) =0 fiira > a4

0<U(t,a) <1 U(t,a) = Ofiira > ay

0 <b(t,a) < oo b(t,a) =0 fira>k
0<ay <o0

0<k§a+

Auferdem werden folgende Annahmen getroffen (siehe [4, S.3ff] und [8,
S.25ff]), um vor allem das Modell geniigend einfach zu halten:
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Eigentlich wére die Anzahl der Nachkommen, d.h. die Variable b(t, a), auch
von der Feritilitit der Ménnchen und von deren Verfiigharkeit abhén-
gig. Dies wird vereinfacht. Man nimmt an, dass immer geniigend Mann-
chen fiir die Befruchtung vorhanden sind und dass die Fruchtbarkeit
unabhingig vom Alter des Mannchens ist.

Weiters ist in b(t,a) die Wahrscheinlichkeit verpackt, zu iiberleben, um
in die erste Altersklasse zu kommen. Dieses Uberleben ist vom Alter
der Eltern abhéngig. Zum Beispiel konnen &ltere Tiere schlechter fiir
ihre Nachkommen sorgen. Diese Abhingigkeit ist nun im Parameter b
enthalten.

Alle Weibchen in einer Kohorte haben die gleiche Fertilitét (b(t,a)) und
Uberlebenswahrscheinlichkeit (u(t,a)).

Es gibt keine Migration, weder von aufsen noch von innen. Migration kénn-
te in einem erweiterten Modell (vgl. |14, S.50ff]) als Vektor modelliert
werden. Die Population ist somit geschlossen und ihre Grofe dndert
sich nur durch Todesfille oder Geburten.

Mittels dieser Voraussetzungen und oben beschriebener Variablen kénnen
nun folgende Uberlegungen angestellt werden (siehe |14, S.38ff]):

Die Anzahl der Weibchen in Altersklasse 0 zur Zeit t + 1 (n(t + 1,0)) setzt
sich zusammen aus allen To6chtern, geboren von einem Weibchen aus einer
Altersklasse a < k zur Zeit t, die iiberlebten:

k

n(t+1,0) =Y b(t,a)n(t,a) (5.1)

a=0

Die Anzahl der Weibchen in Altersklasse 1 zur Zeit ¢ + 1 ist die Anzahl
der Weibchen in Altersklasse 0 zum Zeitpunkt ¢ (= n(t,0)), die iiberlebten
(Wahrscheinlichkeit = wu(t,0)) um in die néchte Klasse zu kommen:

n(t+1,1) = u(t, 0)n(t,0) (5.2)

Dieselbe Uberlegung kann natiirlich auch fiir die Altersklasse 2 angestellt
werden. Man erhalt:
n(t+1,2) = u(t, 1)n(t, 1) (5.3)

Dies kann man nun bis zur letzten Altersklasse fortsetzen:

n(t+1,ay — 1) =u(t,ar —2)n(t,ar — 2) (5.4)
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Die n(t + 1,7) konnen nun als a,-dimensionaler Spaltenvektor zusam-
mengefasst werden. Dieser Vektor W(t + 1) représentiert damit die gesamte
weibliche Bevolkerung zur Zeit ¢ + 1. Die Gleichungen (5.1)-(5.4) konnen in
eine Matrix-Vektor-Multiplikation verpackt werden:

n(t+1,0) b(t,0) b(t,1) --- b(t,ay —2) b(t,ay —1) n(t,0)
n(t+1,1) u(t,0) 0 : 0 0 n(t, 1)
nt+1,2) || 0wt 0 0 n(t,2)

n(t+1,ay —1) 0 0 u(t,ay —2) 0 n(t,ay — 1)
(5.5)
Das heifst:
H(t+1) = Al)7 (1) (5.6)

A(t) ist eine quadratische a; x a; Matrix, die abhéngig von der Zeit ist.

In den néchsten Schritten werden einige Variablen vereinfacht und ein Teil
der Matrix A () abgeschnitten, um Aussagen treffen zu konnen.

5.1.1 Die Leslie-Matrix

Jener Teil der Bevolkerung, der dlter als k£ Zeiteinheiten ist, reproduziert
sich nicht mehr. Damit tragen diese Individuen nicht zur Verdnderung der
Populationsgrofe bei. In jeder Altersklasse grofser k stirbt stattdessen ein
gewisser Anteil, abhéngig von u(t,a). Deshalb wird ein Teil der Matrix A(t)
abgeschnitten. Der Teil der Bevolkerung alter als £ kommt in den Matrix-
gleichungen nicht mehr vor. Damit erhilt man:

n(t+1,0) b(t,0) b(t,1) --- bt,k—1) b(t,k)\ [n(t0)

n(t+1,1) u(t,0) o .- 0 0 n(t, 1)

n(t+1,2) | = 0 wu(t1) 0 0 n(t,2)

n(t —|— 1, k) 0 0 ; u(t,k—1) 0 n(t:, k)
(5.7)

Diese neue Matrix bezeichnet man mit L(¢) und heift in der Literatur
Leslie-Matrix.
Nun bekommt man eine neue Gleichung fiir die Bevilkerung bis zum Alter
k:
W(t+1) =L (1) (5.8)
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Alle Elemente dieser Matrix sind (wie auch schon zuvor fiir die Matrix A(t))
> 0. Damit ist die Leslie-Matrix im Sinne der Definition nichtnegativ.

Zwecks weiterer Vereinfachung nimmt man an, dass die beiden Parame-
ter u(t,a) und b(t,a) unabhéngig von der Zeit sind. Dies ist natiirlich nicht
immer realistisch. Mit der Zeit kann zum Beispiel die Fertilitdt innerhalb
einer Altersklasse durch die Einfiihrung von neuen Kontrazeptionsmethoden
sinken. Durch die Verbesserung der Medizin kann die Sduglingssterblichkeit
und damit u(t,0) sinken.

Obige Gleichung (5.7) bzw. (5.8) vereinfacht sich nun:

n(t+1,0) b(0) b(1) --- b(k—1) b(k) n(t,0)
n(t+1,1) w(©0) 0 - 0 0 n(t, 1)
nt+1,2) | = 0 wu(l) 0 0 n(t,2) (5.9)
n(t + 1, k) 0 0 0 u(k—1) 0 n(t:, k)

Damit ist die Leslie-Matrix unabhéngig von der Zeit ¢. Und die Popula-
tionsgleichung heifst:
W(t+1)=L7(t) (5.10)

Falls nun eine zeitunabhingige Leslie-Matrix angenommen wird, kann
7 (t) nur mittels dieser Matrix und der Anfangsaltersverteilung 77 (0) ange-
geben werden (vlg.[4, S.24]:

7 (t) = L' (0) (5.11)

Etwas spéter sieht man, dass fiir grofses ¢ die Altersverteilung sogar un-
abhéngig von der Anfangsverteilung ist.

5.1.2 Differenzengleichungsmodell

Das Leslie-Modell kann auch als Differenzengleichungssystem angeschrieben
werden.

Dazu braucht man die Anfangsbedingungen, sprich die Altersverteilung
zur Zeit ¢t = 0. Diese ist mit dem Vektor 77(0) gegeben.
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Um nun die Differenzengleichungen aufstellen zu konnen, stellt man fol-
gende Uberlegungen an (vlg. [2, S.35] und [4, S.10ff]):

Die Anzahl der Weibchen in Altersklasse a zur Zeit t (= n(t,a)) ergibt
sich aus der Menge an Geburten vor a Zeiteinheiten multipliziert mit der
Wabhrscheinlichkeit mindestens ein Alter von a zu erreichen (= U(t,a)).

n(t,a) =n(t —a,0)U(t,a)

mit i
n(t,0):=Y bt — Lan(t—1,a)
a=0
Damit ergibt sich:
k
n(t,a) =U(t,a) Y bt —a,a)n(t —a—1,a) (5.12)
a=0

Man muss jedoch auch noch jenen Teil der Bevolkerung inkludieren, der
bereits zur Zeit t = 0 vorhanden war. Das sind all jene Altersklassen, fiir die
a >t gilt. Diese konnen so modelliert werden:

Ult,a)

n(t,a) = n(0,a — t)m

(5.13)
Der Bruch ergibt sich deswegen, da nur die Wahrscheinlichkeiten gebraucht
werden vom Alter a — ¢ bis a zu iiberleben, da betrachtete Individuen zu
t = 0 schon lebten. Damit miissen die Wahrscheinlichkeiten vom Alter 0 bis
zum Alter a — ¢t am Leben zu bleiben nicht beriicksichtigt werden.

Zusammenfassend erhilt man folgendes Differenzengleichungssystem:

n(t —a,0)U(t,a) a<'t
n(t,a) = { n(o,a N t) U((]O(Za_)t a>t (514)

=

Dieses System wird spéter noch einmal verwendet, um eine Losung fiir
die Gleichung 7 (t + 1) = L7 (t) zu finden.
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5.1.3 Der méannliche Teil der Population

Bis jetzt war nur der weibliche Teil der Bevolkerung wichtig. In den Glei-
chungen scheint nur die Anzahl der Weibchen in den jeweiligen Altersklassen
und jene der neugeborenen Td6chter auf. Wenn das Leslie-Modell jedoch da-
zu verwendet werden soll um den Rahmen fiir eine altersabhéngige Epidemie
zu bilden, muss die ménnliche Bevolkerung auch eingebunden werden. Dies
kann auf mehrer Arten geschehen (vgl. [4, S.6ff]):

Allgemeine Methode

Genauso wie die Gleichungen fiir die Weibchen aufgestellt wurden, kann man
dies auch fiir die Mannchen tun. Jede Variable, die fiir weibliche Individuen
definiert wurde, kann genauso auch fiir den ménnlichen Teil der Population
verwendet werden. D.h.:

- n*(t,a) ...ist die Anzahl der Ménnchen in Altersklasse a in der Zeit-
periode .

- u*(t,a) ...ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Mannchen aus Altersklasse
a zu iberleben um in die nachste Klasse zu kommen.

- b*(t,a) ...ist die Anzahl an neugeborenen Séhnen, die in Altersklasse
0 zur Zeit t + 1 sind und von Mannchen mit Alter a in der Zeitperiode
t geboren wurden.

- k* ...ist das maximale Reproduktionsalter fiir Mannchen.

Damit erhédlt man analog wie oben eine Gleichung fiir die ménnliche Po-
pulation zum Zeitpunkt ¢ + 1:

n*(t+1,0) b*(t,0) b*(t,1) --- b*(t,k*—1) b*(t,k*) n*(t,0)
n*(t+1,1) u*(t,0) 0 0 0 n*(t, 1)
12 || 0 w1 0 0 n*(t,2)
n*(t+ 1, k*) 0 0 0 w(t,k*—1) 0 n*(t, k*)

(5.15)

Damit erhdlt man eine analoge Gleichung und eine dhnliche (k* 4 1) X
(k* + 1) Leslie-Matrix L*(

t):
2+ 1) = L (6)n* (1) (5.16)
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Dieses Modell fiir die Mannchenpopulation ist jedoch nicht sehr geeignet
um die Gesamtpopulation zu studieren, da b*(¢,a) natiirlich in irgend einer
Art und Weise von der Alterszusammenstellung der Weibchen abhéngig ist.

Nachkommen den Weibchen zuschreiben

Um das Modell fiir die Mannchen zu vereinfachen, schreibt man alle Nach-
kommen nur den Weibchen zu. D.h. dass das maximale Reproduktionsalter
wieder k ist.

Damit man die neuen Gleichungen aufstellen kann, braucht man eine neue
Variable:

- V(t,a) ...ist die Durchschnittsanzahl an S6hnen, die in Altersklasse
0 zur Zeit t + 1 sind und von Weibchen mit Alter a in Zeitperiode t
geboren wurden.

Damit erhélt man die Anzahl an Ménnchen in Altersklasse 0 wie folgt:

k Anzahl an fruchtbaren Weibchen
’ /
n(t+1,0)=Y n(t, a) V(t,a) (5.17)
a=0

Der Vektor der Weibchenpopulation wird nun mit dem Vektor der Ménn-
chenpopulation kombiniert und man erhilt folgendes Gleichungssystem:

)= 60 ol [ 639

mit den Matrizen

b'(t,0) b'(t, 1) b'(t, k)
0 0 0
B(t):=| | |
0 0 0
und

0 0 0
u*(¢,0) 0 0
C(t) := u*(t,1) 0 0
0 0 u*(t,k—1) 0

69



L(t) ist die Leslie-Matrix aus (5.8).
Dieses Modell ist bereits um einiges vereinfacht, fiir das niachste Kapitel (dis-
krete altersabhingige S-I-R Epidemie) jedoch immer noch zu komplex.

Keine Unterscheidung zwischen Minnchen und Weibchen

Man macht keinen Unterschied zwischen Mannchen und Weibchen. Damit
repriisentiert der Vektor 7 () die gesamte Bevélkerung. Weiters zeugt ein
Mannchen in Altersklasse a im Durchschnitt gleich viele Nachkommen wie

ein Weibchen mit Alter a. Dieses Modell ignoriert natiirlich viele Aspekte.

5.2 Basisreproduktionszahl

Interessant ist die sogenannte Basisreproduktionszahl, die mit ? Ry bezeichnet
wird (vgl. [2, S.36]). In den Kapiteln {iber Epidemiemodelle kam bereits eine
Basisreproduktionszahl Ry vor. Um die jetzt zu behandelnde von der vorigen
zu unterschieden, wird sie mit einem P, fiir Populationsmodell, beschriftet.
Diese Rate gibt die Durchschnittsanzahl an weiblichen Nachkommen an, die
von einem Weibchen wéhrend ihrer gesamten Lebenszeit produziert wird.
Damit setzt sich die Variable zusammen aus der Wahrscheinlichkeit bis zu
einer bestimmten Altersklasse zu iiberleben mal der Durchschnittsanzahl an
Nachkommen in dieser Klasse. Natiirlich miissen die Produkte fiir jede Klasse
bis zum maximalen Reproduktionsalter berechnet und dann aufsummiert
werden.

Somit ist PRy folgendermafen definiert, fiir ein Weibchen, das zur Zeit ¢ in
der Altersklasse k ist:

PRo(t) = U(t—a,k—a)b(t —a,k — a) (5.19)

a=0

Die Summe kann natiirlich auch bis zum maximalen Lebensalter a, ausge-
dehnt werden, da fiir alle Klassen > k die Geburtenrate ohnehin = 0 ist.
Wenn man nun zusétzlich U und b als zeitunabhéngig annimmt, erhdlt man:

ayr—1

PRo:= Y _ Ula)b(a) (5.20)

70



Es gab bereits in den vorigen Kapiteln eine Basisreproduktionszahl im Zu-
sammenhang mit einer Infektion (siehe (4.18)). Dort gab diese Rate die An-
zahl an Sekundirinfektionen ausgehend von einem infektiosen Individuum
an. D.h. wieviele gesunde Personen kann ein I-Individuum wéhrend seiner
infektiosen Periode mit der Krankheit anstecken?

Analog verhélt sich der Fall hier. Wie viele Téchter wird ein Weibchen wéh-
rend ihrer Lebenszeit wahrscheinlich gebéaren? Dies gibt die Basisreproduk-
tionszahl laut (5.20) an.

Es gibt noch weitere Ahnlichkeiten zwischen den beiden Raten PRy und
Ry. Im Falle Ry > 1 existierte die Infektion weiterhin endemisch in der Po-
pulation, fiir Ry < 1 starb die Krankheit bis auf Weiteres aus. Falls nun
PRy > 1 ist, wichst die Population. Wenn PRy = 1 bleibt sie konstant und
fir PRy < 1 fallt sie.

Dies ist leicht zu sehen. Falls im Durchschnitt die Weibchen weniger als
eine Tochter wiahrend ihrer ganzen Lebenszeit gebaren, wird die Bevolke-
rung schrumpfen, da keine Migration angenommen wird. Falls ein weibliches
Individuum genau eine Tochter reproduziert, stagniert die Bevolkerung. Ver-
gleichbar ist dies mit der 2-Kinder pro Frau Grenze, da hier die S6hne mit-
gezdhlt werden. Im letzten Fall, mehr als ein weiblicher Sdugling pro Frau,
wachst die Bevolkerung natiirlich.

5.3 Asymptotisch stabile Altersverteilung

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie sich die Population fiir grofse Zei-
ten t verhilt. Zuerst betrachtet man das System der Differenzengleichungen
(5.14) und versucht dieses zu losen. Dabei merkt man, dass ein Eigenwert
der Leslie-Matrix die Losung bestimmt. Darauthin wird dieser genauer un-
tersucht und weiters die entsprechenden Eigenvektoren formuliert. Damit
erhilt man eine asymptotisch stabile Altersverteilung.

Im gesamten Unterkapitel werden die Sterbe- (1 — u(a)) und Geburten-
raten (b(a)) als zeitunabhéngig vorausgesetzt.
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5.3.1 Finden einer Losung fiir die Differenzengleichun-
gen

Man betrachte das System der Differenzengleichungen aus (5.14) (vlg. [14,
S.46]). Da nun vorausgesetzt wird, dass die Sterbe- und Geburtenraten von
t unabhéngig sind, erhilt man analog:

n(t—a,0)U(a) a<t
n(t,a) - { n(o,a . t) U[{(E(i)t) a>t (521)

Man betrachte nun n(¢ + 1,0) ndher. Fiir n(t,a) setzt man obige Gleichung
(5.21) ein.

————b(a)n(0,a —t)

a=0 a=t+1
In der zweiten Summe (fiir den Fall @ > t) wird die Altersvariable a durch
-+t transformiert. Damit erhilt man:

k

n(t+1,0) = Z U(a)b(a)n(t — a,0) + Z %b(a +t)n(0,a) (5.22)

Da Reproduktion nur in bestimmten Lebensphasen stattfindet, gilt wie
bereits gesagt b(a) = 0 fiir Va > k. Damit wird die zweite Summe aus (5.22)
fiir gentigend grofes ¢ gleich null.

Es wird also die Annahme getroffen, dass ¢t > k. Damit ist die Gleichung
fiir n(t + 1,0) zu einer homogenen linearen Gleichung mit Ordnung ¢ + 1
geworden, da die zweite Summe aus (5.22) wegfillt.

k
n(t+1,0) =Y Ula)b(a)n(t — a,0) (5.23)

a=0
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Um diese Gleichung 16sen zu konnen, setzt man eine Versuchslosung an:
n(t,0) = c X' (5.24)
Einsetzen in (5.23) liefert:

=n(t+1,0) =n(t—a,0)
—~ =

k —~
cAth = Z U(a)b(a) ¢\
a=0

Division durch ¢ und Subtraktion von der Summe fiihrt zu:
A b(0)A — b(D)u(0)AN ™ — .. = b()u(0) - ... u(t —1) = XF =0
Multiplikation mit \*~¢ liefert:

)\O
AL p(0)AF — b(Du(0N " = —b()u(0) .. .-u(t—1) =1 =0 (5.25)

Dies ist aber genau die charakteristische Gleichung der Leslie-Matrix L. Ge-
nau zu sehen ist diese Folgerung im kommenden Unterabschnitt. Im {iber-
nichsten Kapitel werden die Losungen fiir diese Gleichung, die Eigenwerte
A; genauer betrachtet.

Angenommen man weifs schon, dass es eine reelle dominante Losung Ay
der Vielfachheit 1 gibt (wie spéater noch bewiesen wird). Das bedeutet, dass
nur dieser eine Eigenwert wichtig ist, und die anderen mit grofsem ¢ vernach-
lassigbar sind. Damit erhdlt man folgende Ndherungslosung fiir n(¢,0) und
grofes t:

n(t,0) 2 co\, (5.26)

Diese Approximationslésung setzt man nun in n(t,a) ein:
n(t,a) = U(a)co\ (5.27)

Das bedeutet, dass man eine Gleichung fiir n(t,a) fiir groke Zeiten angeben
kann, die unabhingig von der Anfangsaltersverteilung ist. D.h. die Populati-
on vergisst mit der Zeit, wie sie zu Beginn ausgesehen hat. Mehr dazu findet
man in den néchsten Abschnitten.

73



5.3.2 Charakteristische Gleichung der Leslie-Matrix

Nun soll genauer betrachtet werden, warum obige Gleichung (5.25) die cha-
rakteristische Gleichung der Leslie-Matrix sein soll (vgl.[12, S.41]). Man ver-
wendet die zeitunabhéngige (k + 1) x (k + 1) Leslie-Matrix aus (5.9):

b(0) b(1) --- b(k—1) b(k)
w(@) 0 .- 0 0
L=| 0 wu() - 0 0 (5.28)
0 0o . 0 0
0 0 0 wk—1) 0
Alle nicht verschwindenden Elemente der Matrix L = (;;); j—o.. % sind
le furj:(),,k
welche die Geburtenraten darstellen, und
li-i—l,i furZ:O,,k:—l
welche die Uberlebensraten sind.
Nun soll die charakterische Gleichung gebildet werden:
|IL—M|=0 <
b(0) — A b(1) b(2) b(k—1) b(k)
u(0 -2 0 0 0
0 u(l) =X 0 0
0 0 u(2) 0 o |=0 <
0 0 0 - uk—1) =X

Die Determinante entwickelt man nun nach der ersten Zeile. Dabei nimmt
man zundchst an, dass k gerade sei.

~A 0 0 0 u(0) 0 0 0
w(l) —A 0 0 0 -\ 0 0
(b(0)—A) —b(1)
0 0 “A 0 0 0 -A 0
0 0 u(k—1) =\ 0 0 wk—1) =\




u(0)  —A 0 0 w(0)  —A 0
0 w1 .0 0 0 wu(l) 0
0 0 A0 0 0 u(k —2)
0 0 ulk —1) —A 0 0 0

Die ersten beiden k x k£ Determinanten und die letzte, konnen bereits berech-
net werden, da sie Dreiecksmatrizen sind. Alle anderen miissen noch einmal
nach der ersten Spalte entwickelt werden. Dies ist jedoch nicht schwer, da
diese jeweils nur ein Element enthélt. Falls nun immer noch keine Dreiecks-
matrix besteht, wird wieder nach der ersten Spalte entwickelt. Dieser Um-
stand wird so oft fortgesetzt, bis die Determinante durch Multiplikation ihrer
Diagonalelemente berechnet werden kann. Das Vorzeichen dndert sich nicht,
da immer nach dem ersten Element entwickelt wird.

Weiters wurde k als gerade angenommen, was nun wieder ausgenutzt wird.

Ubrigens wurde dieser Umstand bereits verwendet, da das Vorzeichen vor
der letzten Determinante positiv ist.

u(l) 0 0
0 —A 0
((0) — M)A® — b(1)u(0)(=A*""1) + b(2)u(0)
0 0 -\
0 0 u(k —1)

— .+ bk)u) ... cuk—-1)=0 <
bO)A® — N b(Du(0)N + b(2)u(0)u()N 2 4+ ...+ b(k)U(k) =0
Multiplikation mit (—1) liefert, die bereits in (5.25) formulierte Charakteris-
tische Gleichung. Falls k£ ungerade gewesen wére, hitten sich alle Vorzeichen

umgedreht und die Gleichung hitte sich gleich, ohne Multiplikation mit (—1)
ergeben.

5.3.3 Eindeutige Existenz eines dominanten reellen Ei-
genwerts

Da nun die charakteristische Gleichung aufgestellt ist, betrachtet man deren

Losungen, die Eigenwerte der Leslie-Matrix. Man will zeigen, dass es einen

dominanten Eigenwert Ay gibt, der reell ist und fiir grofe ¢ den Effekt al-
ler anderen Eigenwerte iiberschwemmt. Dies kann auf zwei Arten geschehen.
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Entweder mittels des Theorems von Perron-Frobenius oder durch nahere Be-
trachtung der charakteristischen Gleichung.

Theorem von Perron-Frobenius

Zuerst wird das Theorem formuliert, sieche dazu [14, S.39].

Theorem 1 (Perron-Frobenius) .

Es sei die Matriz M quadratisch, nichtnegativ (d.h. alle Elemente sind > 0)
und fir eine gentigend grofie natirliche Zahl n, ist M"™ eine positive Matrix
(d.h. alle Elemente sind > 0).

Dann hat M einen positiven, reellen Eigenwert mit Vielfachheit 1. Weiters
hat dieser Eigenwert den grofiten Betrag im Vergleich zu allen anderen FEi-
genwerten. Die entsprechenden linken und rechten Eigenvektoren haben nur
positive Eintrage.

Nun versucht man dieses Theorem auf die Leslie-Matrix L anzuwenden.

Alle im Theorem geforderten Voraussetzungen, werden von dieser Matrix er-
fiillt. Die Elemente sind laut Definition ohnehin alle nichtnegativ. Interessant
wird nun, ob L" fiir ein geniigend grofes endliches n nur positive Elemen-
te enthalt. Wenn man annimmt, dass zumindest zwei nebeneinanderliegende
b(i) und b(i + 1) # 0 sind, wird diese Voraussetzung, wie man zeigen kann,
erfiillt.

Damit kann das Perron-Frobenius-Theorem auf die Leslie-Matrix angewendet
werden. D.h. es gibt eine dominante Losung der charakteristischen Gleichung.

Im Vergleich dazu erfiillt die Matrix A aus (5.5) diese Voraussetzungen
nicht, da die letzte Spalte nur aus Nullen besteht. Damit wiirden selbst fiir
grofse n immer Eintrége = 0 bestehen bleiben.

Im n#chsten Kapitel wird versucht, die gleiche Aussage mit einfacheren
Mitteln, ohne Verwendung des Theorems, zu beweisen.

76



Alternativbeweis

Es wird nun versucht, die eindeutige Existenz dieses dominanten Eigenwerts
Ao zu beweisen, ohne das Theorem von Perron-Frobenius zu verwenden (vlg.
[14, S.42ff].

Man zeigt folgende Aussage:

Theorem 1 (Eindeutige Existenz des dominanten Eigenwerts) .
Mindestens zwei aufeinanderfolgende Geburtenraten b(i) der Leslie-Matriz

aus (5.9) seien > 0. Dann hat L einen positiven, rellen Eigenwert Ao mit
algebraischer Vielfachheit 1. Auferdem gilt Ao > |\;| firi=1,... k.

Beweis:
Man betrachte die charakteristische Gleichung von L :

ML p0)AN — U(D)b()N —U(2)b(2)N2 — ... = U(k)b(k) =0 (5.29)

1) Als erstes versucht man herauszufinden, ob A Null sein kann. Dies ist
der Fall, wenn U(k)b(k) = 0 da dann das konstante Glied der Gleichung
wegféllt. D.h. es muss u(0),u(1),...,u(k—1),b(k) # 0 sein. Diese Vorausset-
zungen sollten diese Parameter erfiillen. Wiirde man die Matrix A aus (5.5)
betrachten, wiirden hier die ersten Probleme auftauchen. Dort ist ndmlich
die letzte Geburtenrate (b(a; — 1) meist = 0, da Individuen in der letzten
Altersklasse mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht mehr fertil sind.

Damit kann man annehmen, dass A # 0 ist.

2) Im néchsten Schritt multipliziert man die charakteristische Gleichung
(5.29) mit A=+ und erhlt:

1= 00N = UMbLA 2= U©2)b2A2 — ... = UE)b(k)A"* D =0
Aquivalenzumformungen liefern folgende Gleichung:

=f(\)
1= b(0)A~! + U(D)B(DA2 + U2)B2)A + ...+ UK)b(k)A-*D  (5.30)

Die rechte Seite wird als Funktion f(\) definiert.
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3) Nun betrachtet man diese Funktion genauer.
Fiir A — oo sind die Potenzen A\~ fallend. Damit ist f()\) streng monoton
fallend und es gilt limy_,o, f(A) = 0. Aukerdem gilt lim,_,o = oo, da A~ dann
immer grofer wird und die iibrigen Teile beschrankt sind.

Zusammenfassend bedeutet das, dass f(\) von oo bis 0 geht fiir ein A von 0
bis co. Damit muss diese Funktion einmal den Wert 1 erreichen. D.h. es gibt
einen eindeutigen rellen Eigenwert Ay mit Vielfachheit 1, da die Funktion
f(A) streng monoton fallend ist.

Damit wurde die eindeutige Existenz des reellen Eigenwertes o gezeigt. Ob
er jedoch wirklich den grofiten Betrag hat und damit den anderen Eigenwer-
ten gegeniiber dominant ist, muss noch gezeigt werden.

4) Es sei \; ein anderer Eigenwert. Da nicht sicher ist, ob er reell oder
komplex ist, kann er folgendermafen geschrieben werden:

-1 _ . .
A; =exp(a+if) mita,feER (5.31)

Da es wie bereits gezeigt nur einen Eigenwert gibt, der positiv und reell
ist, muss A; entweder negativ oder komplex sein. Die Moglichkeit fiir einen
Eigenwert = 0 wurde bereits anfangs ausgeschlossen. Daraus ergibt sich eine
weiter Voraussetzung fiir J:

B # 2rm fiirr € Z

Wenn nun § # 2rm, dann kann man die moglichen Werte fiir 8 in zwei
Fille einteilen:

B=n+2rm = sin(f) =0 A cos(f) = -1 = X' <0dadie
Exponentialfunktion immer positivist = X; <0

f#£m+2rr = [ #rrdaf # 2rm gefordert wird = sin(8) #
0 = MN'eC = )\eC

Damit wurde eindeutig gezeigt, dass A\; mit der Voraussetzung /3 # 2rm ent-
weder komplex oder negativ sein muss.

5)DaX;! =exp(atif) = A" =exp(antifin) = exp(na)(cos(nf)+
isin(nf))

Diese Darstellung von A;™ kann nun in die umgeformte charakteristische

78



Gleichung (5.30) eingesetzt werden, da dieser Eigenwert natiirlich auch eine
Losung der Gleichung sein sollte:

A1 A2
b(0) exp(a)(cos(8) + isin(B)) +b(1)U (1) exp(2a)(cos(28) + i sin(28)) + . ..
A~ (k+1)
4+ b(B)U (k) exp((k + 1)a)(cos((k + 1)) + isin((k + 1)3)) = 1

Diese Gleichung spaltet man in Real- und Imaginérteile auf. Die Realteile
ergeben:

b(0) exp(ar) cos(8) + b(1)U(1) exp(2cx) cos(2/) + ...

.+ b(R)U(k)exp((k+ 1)a)cos((k+1)8) =1 (5.32)

6) Da die Voraussetzung 3 # 2rn gilt, folgt

#2rm

~~
falls cos(nf) =1 = cos(nf+ [ )# 1 da mit § keine ganze Periode
hinzu kommt.

falls cos(n8+ B8) =1 = cos(np) # 1

D.h. entweder sind beide cos(nf) und cos(nf + ) < 1, oder zumindest einer
von den beiden Werten ist kleiner eins.

O.B.d.A. sei cos(f) < 1.

7) Weiters muss natiirlich A\g auch die umgeformte charakteristische Glei-
chung (5.30) erfiillen. Da man angenommen hat, dass cos(/) < 1, und beide

Gleichungen (5.30) und (5.32) eins ergeben sollen, muss gelten, dass

>0 >0

exp(a) > \y' = expla)d>1 = X >exp(—a)

8) Da A;' = exp(a+if) = X = exp(—a)(cos(B) + isin(B)) =
exp(—a)(cos(f) — isin(f)). Daraus lisst sich leicht der Betrag von A; be-
rechnen:

N = exp(—a) \/908(6)2 + sin(5)? = exp(—a)

~~
=1
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9) Da nun |\;| = exp(—a) und Ay > exp(—a), folgt dass |\;| < Ag. Damit
ist alles bewiesen. O

Es existiert also ein eindeutiger, reeller, positiver, dominanter Eigenwert
Ao der die charakteristische Gleichung der Leslie-Matrix erfiillt und damit
auch Losung von (5.23) und (5.21) ist.

5.3.4 Auffinden der zugehorigen Eigenvektoren

Zum Eigenwert Ay der zeitunabhéngigen Leslie-Matrix L soll nun der zuge-
horige rechte Spalten- und linke Zeileneigenvektor gefunden werden (vgl. |14,
S.43)).

Rechter Eigenvektor
Fiir den rechten Eigenvektor 7 zum Eigenwert \g gilt natiirlich:
L7 =\7 (5.33)

Wobei 7 = (¢, x1, ..., x)7T ist.
Ausgeschrieben sieht das so aus:

L T L7 )\0?
X —— N K
b(0) b(1) -+ bk—1) b(k)\ [ o wib(i) Ao
U,(O) 0 tee 0 0 T U(O)(L’O )\0231
0 wu(l) 0 0 : = : =
. Tr—1 u(k: — Q)I‘k_g )\01‘]{,1
0 0 uk—1) 0 T, u(k — 1)ag_4 ATk
(5.34)

Nun sei o = 1. Dann erhélt man aus der ersten Zeile des obigen Gleichungs-
systems:
u(0) = X1 = 11 = ughy"

Mit diesem Resultat und der zweiten Zeile des Gleichungssystems kommt
man auf:

w(Du(0)Ag! = Xora = o = u(0)u(1)N\g2 = U(2)\,?

Nun konnte man vermuten, dass folgendes fiir die Elemente des Eigenvektors
gilt:
z, =UMm)A" (5.35)
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Dies soll nun mithilfe einer vollstdndigen Induktion bewiesen werden:
=1
~ =
Induktionsanfang n = 0: g = U(0)\) =1 .
Induktionsannahme: x,, = U(n)A\;"

Induktionsschluss n + n + 1: Betrachtet man das System (5.34), so

erhilt man fiir die n + 1te Zeile: u(n)x,, = Aox,41. Fir o, setzt man
=U(n+1)

——
die Induktionsannahme ein: u(n)U(n) \g" = AoZn41. Division durch X
liefert schlieflich das Gewiinschte: x,11 = U(n + 1)\, (n+1)

Damit sind die Elemente des rechten Eigenvektors x; = U(i)\;*. Da so-
wohl U(i) > 0 als auch A\g > 0 (siehe voriges Unterkapitel), folgt dass
x; >0 1=0,...k D.h. alle Eintrage von 7 sind positiv, wie bereits das
Perron-Frobenius-Theorem behauptet hat.

Linker Eigenvektor

Um die Elemente des linken Eigenvektores zu bestimmen geht man analog

vor. Es gilt nun:
YL =YX\ (5.36)

Ausgeschrieben erhélt man:

L
(0(0) b(1) - bk—1) b(k)
v w@© 0 - 0 0
(o, w1, -+ we—r, we) | O u(1) 0 0 1=
0 0 u(k—1) 0
7AL
f(yob(o) +y1b6(1), yob(1) +you(l), ---, yob(k — 1)+ yru(k — 1), yob(k))\ =
72\0
:,(yo)\o, Yido, -, Ye-1Aos YkAo) (5.37)

Nun sei yg = 0. Damit erhélt man fiir die letzte Zeile des obigen Gleichungs-

systems:
b(k) =yrdo = yr=0b(k)A'
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Mit diesem Ergebnis und der vorletzten Zeile von (5.37) ergibt sich:

=y mEA
,—/\_\1 —1 U<k) -2
beea b by u(b=1) =pde = geer = blk= DA HB(R) =g A

Man vermutet nun, dass die Gleichungen fiir die Elemente des linken Eigen-
vektors folgende sind:

k .
Yp = Z %b(mg—i—l (5.38)

=n

Diese Behauptung wird nun zuerst fiir n = k iiberpriift und dann riickwérts
fiir n — n — 1 bewiesen. Im strengen Sinne ist dies natiirlich kein Indukti-
onsbeweis mehr.

n=k =0, pebONTT = FRLANTET = b(k)AS!

Es wird angenommen, dass die Behauptung (5.38) fiir n giiltig ist.

n +— n — 1: Die Gleichung fiir y,,—; ergibt sich aus dem System (5.37)
bn+D)4+ypu(n—1) =y,_1do = Yot = b(n—1)A;  Hypu(n—1);"
Einsetzen von vy, erg1bt

Y1 =b(n — A"+ (2L, gegbOA u(n — 1)Ag" =

- b(n - 1))\0 + Zi:n U(n?l)b(l))‘g =

=S b
Damit ist die Behauptung (5.38) gezeigt.

Alle Teile von y; sind wiederum > 0 (analog wie beim rechten Eigenvek-
tor). Somit sind auch alle Elemente y; (i =0, ..., k) des linken Eigenvektors
von \g positiv.

Wenn man y, = Y& g((n)b( )AL """ noch etwas niher betrachtet, sieht
man folgendes:
g((:b)) ...ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Weibchen mit Alter n ¢ Zeit-
einheiten alt zu werden, d.h. noch in ¢ —n Zeitperioden zu leben. Dabei
muss natiirlich gelten ¢ > n.
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g((i)) b(i) ...ist somit die wahrscheinliche Anzahl an Nachkommen, die

ein Weibchen das jetzt ein Alter von n hat, in der Zeitperiode repro-
duziert in der es n Zeiteinheiten alt ist .

S g((y?) b(i) ...ist somit die mogliche Anzahl an Nachkommen, die ein
Weibchen mit Alter n in seiner iibrigen Lebenszeit noch produzieren
wird. Da es nur k Zeiteinheiten fertil ist, braucht die Summe nur bis &

gebildet werden.

Der noch verbleibende Teil A\j"*"" kann als eine Art Abstufungsrate
gesehen werden.

5.3.5 Stabile Altersverteilung

Es stellt sich nur noch die Frage, wie diese asymptotische Altersverteilung
aussieht und ob sie stabil ist.
Dazu wird zuerst ein Lemma formuliert (siehe [14, S.44ff]):

Lemma 1 .

Es sei M eine quadratische (k + 1) x (k 4+ 1) Matriz, die eine dominanten
FEigenwert \y besitzt mit Vielfachheit 1. 7 und 7 sind die zugehorigen rech-
ten und linken Figenvektoren.

Dann gilt fir grofe n, dass M"\3" = 7Y +B(n). Wobei die Elemente von
B(n) eine Ordnung < nF=YM N\, |™ haben und | M| < Ao.

Fiir den Beweis siehe ([14, S.44ff]).

Nun wendet man dieses Lemma auf die Leslie-Matrix L an.
L ist eine quadratische (k + 1) x (k + 1) Matrix. Wie bereits gezeigt, hat sie
den dominanten Eigenwert ).
Damit gilt L"\;" = 7 + B(n).
Umgeformt erhilt man
L" = 7Y\ + B\ (5.39)

Wegen (5.11) gilt:
7 (t) = L'7(0)

In diese Gleichung kann man nun die aus dem Lemma erhaltene Gleichung
(5.39) einsetzen:
T (t) = (YT(0) TN+ 0o(Ap)
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Es sei ¢g := 7/ 7 (0)(siehe [12, S.58]). Dann néhert sich 77 (t) fiir groRes ¢ dem
Wert ¢, @ A an (Vergleiche dazu auch (5.27)). Damit hat das Leslie-Modell ei-
ne asymptotisch stabile Altersverteilung, die die anfangliche Verteilung 7(0)
vergisst. Der dominante FEigenwert \g iberschwemmt alle anderen Eigenwer-
te.

Wenn man nun die einzelnen Klassen betrachtet und deren Verhéltnisse ver-
gleicht (|10, S.43]), erhélt man:

n(t,0) :n(t, 1) :...:n(t,k—1) :n(t,k) = coxg : Cox1 : ... CoT_1 : CoTp

Damit ist die asympotitsche Verteilung in den einzelnen Klassen sogar un-
abhingig von der Zeit t.

Weiters ist A\g ein Maf fiir das Wachsen bzw. Schrumpfen der Bevolke-
rung. c¢o und 7 sind fixierte Werte bzw. Vektoren. Damit beeinflusst nur
mehr der dominante Eigenwert )y das Verhalten der gesamten Population.
Ao kann auch als asymptotische Wachstumsrate bezeichnet werden (vgl. [4,
S.25)).

Bei allen Folgerungen bestand die Voraussetzung, dass die Feritilitéts-
und Uberlebensraten zeitunabhiingig sind. Es ist zu bemerken, dass Lopez
(vgl. [14, S.51]) bewiesen hat, dass auch fiir zeitabhéngige b(t, a) und u(t, a)
asymptotische Altersverteilungen die Anfangsverteilungen vergessen. Genau-
er hat er gezeigt, dass zwei Populationen mit verschiedenen 77 (0) aber glei-
cher Leslie-Matrix L(¢) (man beachte die zeitabhéngige Leslie-Matrix), fiir
grofbes t immer der selben stabilen Altersverteilung zustreben.

5.4 Konkretes Beispiel einer 5-Klassen Popula-
tion

Um die obigen Resultate etwas anschaulicher zu gestalten, wagt man sich an
ein konkretes Beispiel. Es wird eine Menschenpopulation modelliert in der
es keine Unterscheidung zwischen Mannern und Frauen gibt. Die Population
soll aus fiinf Altersklassen bestehen, wobei jede Zeiteinheit 15 Jahre lang ist.
Damit entspricht die erste Klasse der 0 — 14 jahrigen, also aller Personen, die
noch nicht fertil sind. Die zweite (15 — 29 Jahre) und dritte Klasse (30 — 44
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Jahre) repriisentieren, die fruchtbaren Klassen. Die beiden letzten Klassen
(45 — 59 und 60 — 74) stehen fiir die nicht mehr fertilen Klassen. Diese bei-
den letzten Klassen werden beim Leslie-Modell vorerst einmal abgeschnitten,
womit sich eine 3-Klassen Population ergibt. Fiir die Untersuchung einer Epi-
demie in solch einer Gesellschaft sind diese weggelassenen Altersklassen aber
wieder von hochster Wichtigkeit.

5.4.1 Modell

Man nimmt an, dass die Altersklasse 0 noch nicht und die beiden letzten
Altersklasse 3 und 4 nicht mehr fertil sind. Damit ergibt sich folgendes Modell
mit Matrix A, analog wie in (5.5):

n(t+1,0) 0 b(1) b2 0 0\ [/n(t0)
n(t+1,1) w0 0 0 0 ol |nt)
nt+1,2) =1 0 wu(l) 0 0 0] [n(t2) (5.40)
n(t+1,3) 0 0 w@ 0 of]|nt3)
n(t+1,4) 0 0 0 w(3) 0 n(t,4)

Um obige Resultate anwenden zu konnen, muss die Matrix abgeschnitten
werden. Da das maximale fertile Alter in der Altersklasse 2 liegt, ist k = 2.
Somit erhélt man eine 3 x 3 Leslie-Matrix L:

n(t+1,0) 0  b(1) b(2) n(t,0)
nt+1,1)| =[u0) 0 0 n(t, 1) (5.41)
n(t+1,2) 0 wu(l) O n(t,2)

Als néchstes werden geeignete Werte fiir die Parameter gewéhlt.

Konkrete Werte

Es ist egal ob n(t, a) nur die Anzahl der Frauen und b(a) die Anzahl der weib-
lichen Nachkommen beziffert, oder ob n fiir die Gesamtbevélkerung steht und
b fiir alle Nachkommen. Man erhilt das gleiche Resultat, kann es aber ver-
schieden interpretieren. Dies ist natiirlich eine Verallgemeinerung, die in allen
folgenden Kapiteln gemacht wird.

Es sei

u(0) = 0,8, da fiir die erste Altersklasse eine relativ hohe Uberlebens-
wahrscheinlichkeit gelten soll.
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w(1) = 0,6

b(1) = 1,4 da die Geburtenrate fiir 15 — 29jidhrige hoher sein soll, als
fiir 30 — 44jshrige.

b(2) =0,8
Damit ergibt sich folgende Leslie-Matrix:

0 1,2 0,8
L=1[08 0 0 (5.42)
0 06 0

5.4.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Fiir die Leslie-Matrix aus (5.41) wird nun die charakteristische Gleichung
aufgestellt:

—X b(1) b(2)
IL— M| = [u0) =X 0 | ==X+ u(0)b(1)+u(0)u(1)b(2) =0 (5.43)
0 wu(l) =\

Damit kann der dominante Eigenwert \g berechnet werden.
Weiters kann mittels (5.35) der rechte und mit (5.38) der linke Eigenvektor
berechnet werden.

Konkrete Werte

Fiir die bereits erwidhnten konkreten Werte werden nun die Eigenwerte und
Eigenvektoren.

Somit ergibt sich folgende charakteristische Gleichung:
A+ 1,122+ 0,384 =0
Diese hat drei Losungen:
=12 A\=-0,4 X=-0,8

Um den rechten Eigenvektor zu Ay zu erhalten, setzt man ihn in (5.35)

ein und erhalt:
1

7 =(2/3
1/3
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Dieser Vektor wird mit % multipliziert um Z?:o x; = 1 zu erhalten. Damit
bekommt man:
1/2
?nor = 1/3
1/6
Als néchstes soll der linke Eigenvektor zu Ao = 1,2 gefunden werden.
Einsetzen in (5.38) liefert:

v =(1, 3/2, 2/3)

Um J 7 = 1sicher zu stellen (siehe [14, S.44]) muss dieser Eigenvektor noch
mit 1% multipliziert werden.

T nor = (9/10, 27/20, 3/5)

Somit hat man nun alle Komponenten um die Berechnung von n(t¢, a) durch-
fithren zu kénnen bzw. sogar die asymptotische Altersverteilung zu betrach-
ten.

5.4.3 Berechnung der Altersverteilung und der asym-
ptotischen Altersverteilung

Um n(t,a) berechnen zu kénnen, braucht man noch die Anfangsverteilung

7 (0). Falls diese gegeben ist, kann man die Altersverteilung fiir jeden Zeit-

punkt folgendermafien berechnen (siehe 5.11):

n(t,0) 0 b1 b2)\" /n0,0)
n(t,1) ] = | u(0) 0 0 n(0,1) (5.44)
n(t,2) 0 wu(l) O n(0,2)

Um die asymptotische Altersverteilung zu berechnen, muss zuerst ¢y =
77(0) berechnet werden. Um die Verteilung zu bekommen, muss anschlie-
fend noch 77 (t) = ¢ @ A, gebildet werden.

Konkrete Werte

Um n(t,a) zu erhalten, kann man einfach in (5.44) einsetzen. Graphisch wird
dies im néchsten Kapitel noch gezeigt.
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Um die asymptotische Altersverteilung zu bekommen, muss ¢y berechnet
werden. Dazu wird die Anfangsverteilung gebraucht. In der graphischen Dar-
stellung wird fiir jedes W(O) auch die asymptotische Verteilung eingezeichnet.
Wenn man alle Werte n(t, a) jeweils durch das zugehorige ¢y dividieren wiir-
de, miissten eigentlich die selben Verteilungen entstehen. Dies wird ebenfalls
gezeigt.

5.4.4 Graphische Darstellung

Nun sollen mehrere Populationen mit gleicher Leslie-Matrix dargestellt wer-
den. Diese wird genauso wie in (5.42) gewihlt.

Fiir die erste graphische Darstellung wurden vier verschiedene Anfangs-
bedingungen gewahlt:

0
7(0) = | 1| und alle weiteren Punkte 17(¢) sind in rot,
0

1/2
2%(0) = | 1/2 | und alle weiteren Punkte 57(¢) sind in blau,
0

1/3
57(0) = [ 1/3 | und alle weiteren Punkte 374(¢) sind in rosa und
1/3

0

7(0) = | 1/2 | inklusive alle weiteren Punkte 573(¢) sind in griin ge-
1/2

halten.

Um die Punkte ;n(t, a) vergleichen zu kénnen, wurden sie jeweils durch ¢ :=
n7(0)Y, wobei ¥ der linke Eigenvektor zu Ao = 1,2 ist, dividiert. Damit
ergeben sich folgende Werte fiir cy:

1Co = 27/20 2C) = 9/8 3Cy) = 19/20 4Cy = 39/40
Auferdem wurd in die Graphik die asymptotische Altersverteilung einge-

sei =1

zeichnet: 7 (t) = "¢o > @\,
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Alle drei Altersklassen sind in einer Graphik zu finden. Zu Ubersichts-
zwecken ist die Anzahl der Personen in Altersklasse 1, durch n(t,0) + n(t, 1)
und in Altersklasse 2 durch n(t,0) + n(t, 1) + n(t,2) gezeichnet. Auf der -
Achse findet man die Zeit ¢ auf der y-Achse die Anzahl an Individuen in der
jeweiligen Altersklassen.

Die Graphik wurde in Maple 9.5 erstellt.

517 =]
] o]
] o

4- 8 +

ne) o +
i Q +

3 S ¥
; 5 s

) g & B
i 8 * - =
) & ¥ 5]

1 = _ g B

-
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0 2 4 6 8

Abbildung 5.1: 4 Populationen mit gleicher Leslie-Matrix

Man kann beobachten, dass die Populationen sich trotz verschiedener An-
fangsverteilungen nach einiger Zeit sehr dhneln. Die schwarzen Punkte der
asymptotischen Verteilung gleichen auch fast den anderen Punkten, sind nur
etwas kleiner. In diesem Fall sieht man, dass die Population die Anfangsver-
teilung vergisst.

Ist dies auch bei etwa 40 verschiedenen Populationen der Fall? Dazu wurden
Zufallszahlen zwischen 0 und 1 in Maple erzeugt und als Anfangsverteilun-
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gen verwendet. Dann wurden analog wie oben wieder alle n(t,a) berechnet,
jedoch fiir diese 40 verschiedenen Anfangswerte.
Die Graphiken zeigen jeweils die Werte fiir die Altersklassen 0, 1 und 2:

w
o

n(t,0)

N
o

=
3,
-

AN

Ay

LA O
CNONEY

o
ol
CRROWEPDO

o
fa R 701V UL NG TN N N N 0 0 N 0 N N 0 T B
QIR

2 4 6 8 10

t
Abbildung 5.2: Altersklasse 0 von 40 verschiedenen Populationen
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Abbildung 5.3: Altersklasse 1 von 40 verschiedenen Populationen
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Abbildung 5.4: Altersklasse 2 von 40 verschiedenen Populationen

Man kann wieder beobachten, dass sich alle Populationen der selben Ver-
teilung anndhern.

92



Kapitel 6

Diskrete altersabhangige S-1I-R
Epidemie

Nun soll in einer Population, die mit Hilfe des Leslie-Modells dargestellt
wurde, eine Krankheit auftreten. Da nun in der Leslie-Matrix auch die nicht
mehr fertilen Altersklassen vertreten sind (d.h. man beschéftigt sich mit der
Matrix A(t) aus (5.5)), konnen viele vorhin gemachte Aussagen nicht mehr
getroffen werden. Trotzdem wird versucht eine stationidre Losung zu finden
und danach ein spezielles Beispiel einer fiinf-Klassen Population betrachtet.

Der Einfachkeit halber werden die Alters- und Zeitperioden als gleich
lang angenommen. Dies ist natiirlich nicht immer sinnvoll. Zum Beispiel ist
eine Menschenpopulation am besten in Jahresaltersklassen einteilbar. Eine
bestimmte Krankheit tritt aber etwa im Verlauf von zwei Monaten gehauft
auf. Dann wire es sinnvoll in Zeitspannen von Tagen zu rechnen. Dieser Um-
stand wird jetzt einstweilen beiseite gelassen.

Man beschiftigt sich nun mit einer Population, die in a; (maximales Le-
bensalter) verschiedene Altersklassen eingeteilt ist. Eine Infektion tritt nun
auf und teilt die Population zusédtzlich noch in drei weitere Gruppen auf,
in jene der suszeptiblen, der infektiosen und in jene der immunen Personen.
Damit beschéftigt man sich wieder mit einer S — I — R Epidemie. Wei-
ters sind die Wahrscheinlichkeiten infiziert, bzw. immun zu werden oder zu
sterben altersabhéngig. Dies ist natiirlich viel realistischer als konstante al-
tersunabhéngige Raten zu verwenden.
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6.1

Modell

Es werden folgende Variablen verwendet:

t ...ist die Variable fiir die Zeit. Wenn vom Zeitpunkt ¢ gesprochen
wird, meint man immer die Zeitspanne [t — 1, ).

a ...ist die Variable fiir das Alter der Individuen. Jemand befindet sich
in Altersklasse a, wenn er ein Alter von «a € [a — 1, a) hat.

S(t,a) ...ist die Anzahl an Suszeptiblen in Zeitperiode ¢, die in Alters-
klasse a sind.

I(t,a) ...ist die Anzahl an Infizierten und gleichzeitig auch Infektiosen
in Zeitperiode t, die sich in Altersklasse a befinden.

R(t,a) ...ist die Anzahl an immunen oder in Quaranténe befindlichen
Individuen in Zeitperiode t in Altersklasse a. Diese Personen haben kei-
nen aktiven Einfluss auf die Epidemie, sie nehmen am Infektionsprozess
nicht mehr Teil.

n(t,a) ...ist die Anzahl aller Individuen einer Population in Zeitperiode
t, die in Altersklasse a sind.

u(t,a) ...ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Person in Altersklasse a—1
in Zeitperiode t — 1 in die nichste Altersklasse a zur Zeit ¢ zu kommen.
Damit ist 1 — u(t,a) die Wahrscheinlichkeit in Altersklasse a — 1 zu
sterben.

b(t,a) ...ist die wahrscheinliche Anzahl an Geburten, die ein Indivi-
duum in Altersklasse a in Zeitperiode ¢ haben wird und iiberlebt um
zur Zeit t + 1 in Altersklasse 0 zu kommen. Dabei wird nicht zwi-
schen Mannchen und Weibchen unterschieden. Wenn im Durchschnitt
ein weibliches Individuum mit Alter a zur Zeit ¢t wahrscheinlich ein
Nachkommen mit einem ménnlichen Individuum mit Alter o zur Zeit
t haben wird, dann ist b(¢,a) = b(t,a) = 0, 5.

A(t,a) ...ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein S-Individuum von Alter
a zur Zeit t angesteckt wird. Damit ist S(t,a)A(¢,a) die Anzahl an
neuinfizierten Individuen mit Alter a zur Zeit t.
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- ¥(t,a) ...ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein I-Individuum von Alter a
zur Zeit t genesen und damit in der néchsten Zeitperiode ¢t 4+ 1 in eine
R-Klasse iibertreten wird.

- a, ...ist das maximale Lebensalter. Damit ergeben sich a, Altersklas-
sen 0,1,...,a, — 1.

Im Moment sind alle Variablen auch noch zeitabhingig.

Weiters steckt in A\(¢, a) durch die Abhéngigkeit von der Zeit die Abhéngigkeit
von [(t,a) (analog wie im Kapitel iiber die kontinuierliche altersabhéngige
Epidemie).

Die mathematisch und biologisch sinnvollen Voraussetzungen an die Pa-
rameter sind folgende:

-t>0 teN
-0<a<ay teN

- 0<8(t,a),I(t,a), R(t,a),n(t,a) < oo

/‘\

ca)+ I(t,a) + R(t,a) = n(t,a)
u(

0<u(t,a) <1 wu(t,a)=0 fiira>ay
0<b(t,a) <
0 <At a),v(t,a) <1

-0<ay <o0

Weiters werden folgende Annahmen getroffen um das Modell geniigend
zu vereinfachen:

- Es gibt keine Migration. D.h. die Populationsgrofse kann sich nur ver-
andern, indem jemand stirbt oder Nachkommen geboren werden. Die
Population ist somit geschlossen.

- Alle Neugeborenen sind suszeptibel. D.h. dass es keine vertikale Uber-
tragung (Mutter auf Fotus) von Infektionen bzw. Immunitét gibt.

- Nach Genesung ist ein Individuum dauerhaft immun, d.h. es nimmt im
Infektionsprozess keine Rolle mehr ein.
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- Die vitalen Parameter b(t,a) und wu(t,a) sind fiir alle drei Infektions-
gruppen S(t,a), I(t,a) und R(t,a) gleich. Es gibt damit keinen Tod
und keine verringerte Reproduktivitat durch Krankheit.

Damit kann das Infektionsmodell aufgestellt werden:
Die Anzahl der suszeptiblen Individuen fiir eine Altersklasse setzt sich zusam-
men aus allen Individuen aus der vorigen Altersklasse zum vorigen Zeitpunkt
t — 1, die iiberlebt haben, wobei jene Individuen abgezogen werden miissen,
die zur Zeit t — 1 infiziert wurden. Ein Ubergang von einer Infektionsgruppe
zur nichsten (z.B. von S — R) findet erst in der néchsten Zeiteinheit statt.
Somit erh&lt man:

S(t+1,a) =u(t,a—1)[S(t,a—1) = At,a—1)S(t,a—1)] a>0

Da alle Neugeborenen der S-Klasse angehdren, berechnet sich die erste Al-
tersklasse der Suszeptiblen wie folgt:

at—1

S(t+1,0)= > b(t,a)n(t,a)

Die Anzahl der infizierten Individuen in Altersklasse a zur Zeit ¢ ergibt
sich aus allen Personen der Altersklasse a — 1 plus den Neuinfizierten zur Zeit
t — 1, minus der Gesundeten zur Zeit ¢ — 1, die iiberlebt haben und in die
nichste Altersklasse a gekommen sind:

I(t+1,a) = u(t,a—1)[I(t,a—1)+A(t,a—1)S(t,a—1)—(t,a—1)I(t,a—1)] a >0

wobei
I(t+1,0)=0

ist, da kein Neugeborenes infiziert auf die Welt kommt.

Die Anzahl der R-Individuen in Altersklasse a zur Zeit t setzt sich zu-
sammen aus allen Personen in Altersklasse a — 1 und den Gesundeten zur
Zeit t — 1, die lberlebten.

R(t+1,a) =u(t,a— 1)[R(t,a — 1) +~(t,a—1)I(t,a—1)] a>0

R(t+1,0) =0

gilt wieder, da es keine Immunitéit von Geburt an gibt.
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Damit erhélt man folgendes Modell in Matrixschreibweise:

:?j(erl)
S(t+1,0)
S(t+1,1)
S(t+ 1,:a+ —2) B
S(t+1,a. —1)
b(t,0) b(t,1) - b(t, ay —2) b(t,a, — 1)
u(t,0)[1 — A(t,0)] 0 0 0
0 0
0 0 u(t,ay — 2)[1 — A(t,ay — 2)] 0
(6.1)
S(t,0)
S(t, 1)
S(t,a; —2)
S(t,ay — 1)
:?J(f-i—l)
oIt+1,00 \
I(t+1,1)
Metta 2|
It+1,ar — 1)
0 0 0 0 1(t,0)
u(t,0)[1 —~(¢,0)] 0 0 0 I(t,1)
0 0 [1(tasr—2)
0 0 u(t,ay —2)[1 —~(t,ay —2)] 0) \I(t,ar —1)
(6.2)
0 0 0 0 S(t,0)
u(t,0)A(t,0) 0 0 0 S(t, 1)
0 of |5 a'+ —2)
0 0 u(t,ay —2)Mt,ay —2) 0/ \Sar —1)



=R (t+1)

[ RE+1,00 \
R(t+1,1)
R(t+1,a, —2)
R(t+1,ay —1)
u(t,0) 0 0 0 R(t,1)
: : : + (6.3)
0 0 R(t,a+ — 2)
0 0 u(t,ay —2) 0) \L(tar —1)
0 0 - 0 0 1(t,0)
u(t,0)y(¢,0) 0 0 0 I(t,1)
. 0 of |{(tar—2)
0 0 u(t,ay —2)y(t,ay —2) 0) \I(ap —1)

Wenn man ?(t) + ?(t) + ﬁ(t) addiert, kommt man wieder auf die Ge-
samtpopulation ﬁ(t)

Um das Modell anwenden zu konnen, miissen natiirlich Anfangsverteilun-
gen angegeben werden. Dabei sei B(O) der Nullvektor, da es zu Beginn des
Krankheitsausbruches noch keine immunen Personen gibt. S(0,a) =: Sy(a)
und 1(0,a) =: Ip(a) mit kleineren Werten, da zu Beginn noch wenige infi-
zierte und viele suszeptible Individuen existieren.

6.2 Stationare Zustande

Die Population hat dann einen stationdren Zustand erreicht, wenn das Modell
zeitunabhéangig ist. Weiters wir angenommen, dass nun auch die Parameter
u, A und v zeitunabhingig sind. Damit erhélt man folgende Funktionen:

S(a) =u(a—1)S(a—1)[1 — Aa —1)]
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I(a) =u(la—1)I(a—1)[1 —~(a—1)]+ula—1)Aa—1)S(a—1) (6.4)
R(a) =u(a—1)R(a— 1) +u(a —1)y(a—1)I(a — 1)

mit den Anfangswerten

S(0)= > bla)n(a)  I(0) = R(0) =0 (6.5)

Nun betrachte man die Funktion S(a)néher:

Da sowohl u(a —1) also auch 1—A(a —1) Werte zwischen 0 und 1 annehmen,
ist die Funktion S fallend. Da infizierte Personen nicht mehr in die S-Klasse
kommen koénnen, da sie als dauerhaft immun angenommen werden und es
keine Migration gibt, muss die Funktion S(a) notgedrungen fallend sein.

Uber die Funktion I(a) kann man diesbeziiglich weniger aussagen. Span-
nender ist zu beobachten, wann I(a) = 0 wére:

0 =uf(a)l(a)[l —(a)] +u(a)A(a)S(a) & 0=I(a)[l —~(a)]+A(a)S(a)

Dies trifft nur ein, wenn A(a) = 0 und y(a) = 1 sind.
Die Funktion R(a) ist dann steigend, wenn es mehr gesundete Personen gibt
als gestorbene immune Personen.

Krankheitsfreie Losung

Die einfachste Losung ist die krankheitsfreie. Es wird angenommen, dass
Aa) =0 Va, d.h. es gibt keine Infektion (mehr).
Die Gleichung fiir S(a) sieht dann so aus:

=n(0)
::Z(a) 2:/\‘
S(a) = u(a—1)S(a—1) = u(0)u(1)...ula — 1) S(0) = U(a) > _ b(a)n(a) = n(a)
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Endemische Losung

Nun gibt es eine Infektionskrankheit, d.h. A(a) # 0. Die Funktionen sind
durch (6.4) bereits angegeben. Wie sieht es jedoch mit der Anfangsbedingung
(6.5) aus?

at—1 at—1 ':pr =5(0) atr—1
S(0) =Y blayn(a) = Y b(a)u(0)u(l)...u(a—1) ZE(T) =5(0) Y b(a)U(a)

n(0) = S(0) da alle Neugeborenen wie bereits erwahnt suszeptibel sind.
Division durch S(0) ergibt:

ay—1

1= bla)U(a)="Ro

Die Basisreproduktionszahl aus (5.20) muss gleich 1 sein, damit es eine en-
demische stationdre Losung gibt. PRy = 1 hat jedoch bedeutet, dass die
Population konstant bleibt.

6.3 Konkretes Beispiel einer 5-Klassen Popula-
tion

Nun wird obige Population mit drei Infektionsklassen simuliert. D.h. es wur-
den konkrete Werte fiir die Variablen angenommen.

6.3.1 Modell

Zuerst wurde A(,a) néher betrachtet. Da diese Variable die Abhéngigkeit
von I(t,a) widerspiegeln soll, wird sie folgendermafsen modelliert:
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Dabei gibt h(a) an mit welcher Wahrscheinlichkeit ein infiziertes Individuum
die Krankheit weitergibt. Dies ist vom Alter abhéngig, da z.B. dltere Men-
schen weniger Kontakte haben und damit h(a) verringert wird. k(a) gibt an,
mit welcher Wahrscheinlichkeit eine suszeptible Person infiziert wird. Klein-
kinder haben etwa noch ein schlechteres Immunsystem, womit sich k(a) ver-
grofert.

Die erste und die beiden letzten Klassen sind nicht mehr fertil, d.h. b(0) =
b(3) =b(4) =0

Man hat nun folgende Modellgleichungen:

S(t+1,0) =0b(1)[S(t, 1) + I(t,1) + R(t,1)] + b(2)[S(t,2) + I(t,2) + R(t,2)]

S(t+1,1) =u(0)S(t,0)[1 — k(0)p]
S(t+1,2) =u(1)S(t,1)[1 — k(1)p]
S(t+1,3) =u(2)S(t,2)[1 — k(2)p]
S(t+1,4) =u(3)S(t,3)[1 — k(3)p]

I(t+1,3) = w(2)[I(t,2) — k(2 2
I(t+1,4) = u(3)[I(t,3) + k(3)pS(t, 3) — v(3)I(t, 3)]
R(t+1,0)=0
R(t+1,1)=0

R(t+1,2) =u(1)y(1)I(¢,1)
R(t+1,3) = u(2)[R(t,2) + v(2)I(t,2)]
R(t+1,4) = u(3)[R(t,3) + v(3)I(t, 3)]

Die Population wurde in Maple 9.5 gezeichnet. Dabei wurden folgende
Anfangsverteilung der Population gewahlt:

$(0,0) =20 S(0,1) =20 S(0,2)=30 5(0,3)=20 S(0,4)=10
1(0,0)=0 I(0,1)=1 1(0,2)=0 1(0,3)=0 1(0,4)=0
R(0,0)=0 R(0,1)=0 R(0,2)=0 R(0,3)=0 R(0,4)=0
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Die Geburtenanzahl war:
b(1)=1,1 b(2)=0,5
Die Uberlebensfunktionen sind:
u(0) =0,8 u(l)=0,6 u(2)=0,5 u(3)=0,4

Die Wahrscheinlichkeiten als suszeptible Person zu erkranken wurden so ge-
wahlt:
k(0)=0,1 k(1)=0,05 k(2)=0,02 k(3)=0,01

Die Wahrscheinlichkeiten als infizierte Person andere anzustecken sind:
h(1)=0,4 h(2)=0,2 h(3)=0,2 h(4)=0,1
Die Wahrscheinlichkeiten zu genesen wurden folgendermafen gewéhlt:
Y1) =0,7 7(2)=0,5 7(3)=0,2

Auf der x-Achse wurde jeweils die Zeit ¢ aufgetragen, auf der y-Achse die
Anzahl der Individuen in der jeweiligen Altersklasse.

6.3.2 Graphiken

Bei allen Diagrammen ist zu beachten, dass sie verschiedene y-Achsen Ska-
lierungen haben.
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Man erhilt folgende suszeptible Altersklassen:

o
4 o
4 o
40_ o o o
s | °
30] o
] o
208
1 =
109
4 o + +
] = + + + -
G- o o e o o :‘
0 2 6 8
t
[] S(t,0)
S(t,1)
S(t,2)
-+ S(t,3)

[] S(t,4)

Abbildung 6.1: Der suszeptible Teil der 5-Altersklassen Population

Dabei kann man erkennen, dass es am meisten Individuen in der ersten Al-
tersklasse gibt. Einerseits wurden diese noch nicht infiziert und auferdem
kommen weniger Individuen in die nichsten Altersklassen, da sie nicht iiber-
leben. Damit sind die suszeptiblen Individuen der letzten Altersklasse auch
am schwichsten vertreten.
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Die infekiosen Altersklassen sehen so aus:

25]
I 20]
15]
107
5]
1 .=
0% -~ = - B S B 8 B
0 2 4 6 8
t
[] I(t,0)
I(t,1)
1(t,2)
-+ I(t,3)
[] I(t,4)

Abbildung 6.2: Der infektiose Teil der 5-Altersklassen Population

Anfangs gibt es sehr wenige Infizierte (zum Zeitpunkt ¢ = 0 sogar nur eine
Person), sie steigt aber an. In der ersten Altersklasse gibt es modellbedingt
noch keine Infizierten, da diese erst in der néchsten Zeitperiode in die I-Klasse
iibertreten. Ansonsten ist die jiingste Altersklasse wieder am stirksten ver-
treten.
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Die immunen Altersklassen haben folgenden Verlauf:

[] R(t,0)
R(t,1)
R(t,2)
-+ R(t,3)
[] R(t,4)

Abbildung 6.3: Der immune Teil der 5-Altersklassen Population

In den beiden ersten Altersklassen gibt es keine Personen, da diese friihes-
tens nach einer infektiosen Zeitperiode (fiir a = 1) in der dritten Altersklasse
(a = 2) in die R-Klasse {ibertreten. Nun hat die dritte Altersklasse am meis-
ten Individuen. Anfangs sind die Klassen sehr klein, da es in Zeitperiode
t = 0 noch gar keine immunen Individuen gibt. Es miissten erst infizierte
Individuen genesen, bis es Personen in der R-Gruppe gibt. Deshalb steigt die
Anzahl in den verschiedenen Altersklassen, im Vergleich zu den infektiGsen
Klassen, etwas verspatet an.

105



Da S(t,a)+1(t,a)+ R(t,a) = n(t,a) ist, konnen nun auch die Altersklas-
sen der Gesamtbevolkerung gezeigt werden:

] o
E o
o
40: o o o
1 o
4 o <
301 = 8
n : o
205
1 =
10?] o + + . -+ -
® +
S - o 5 o o o
0 2 4 6 8
] n(t,0) t
O n(t,1)
n(t,2)
+ n(t.3)
] n(t.4)

Abbildung 6.4: 5-Altersklassen Population

Die erste Altersklasse hat fast immer am meisten Individuen und die letzte
Altersklasse am wenigsten.

Diese Graphik geht jedoch nur bis zur neunten Zeitperiode. Was passiert

fiir grofere Zeitpunkte? Gibt es wieder eine asymptotische Altersverteilung
fiir die Gesamtpopulation?
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Dieses Mal wurden die einzelnen Punkte in der Graphik verbunden um
dies besser zu veranschaulichen. Die Graphik geht nun bis zur Zeitperiode
t=20.

_ n(t,0)

— n(t,1)
—_— n(t,2)
_— n(t,3)
—_— n(t,4)

Abbildung 6.5: 5-Altersklassen Population fiir grofere Zeiten

Nach anfénglichem Oszillieren der einzelnen Klassen pendeln sie sich ein.
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Da wie bereits erwdhnt, die Infektionsklassen schlecht verglichen werden
kénnen, werden sie noch in eine einzige Graphik gezeichnet. Dabei stehen
die blauen Punkte fiir suszeptible, die roten fiir infektidse und die griinen fiir
immune Individuen. Dabei sind die erste und die letzte Altersklasse mittels
Boxen symbolisiert, die zweite und vierte mit Kreuzen und die dritte mittels
Kreisen:

100&p
Bl (]
B o
80- + =) @ + & =
Anzahl ] o o @ o o ()
< o —+ (o] o
] ) + + =]
60: N + - + (o)
i + -+ o+
] o
O
40:' O (=] a o (]
] = S
=]
] o -+
2060 g
R +
- S
i 8 + z &
O’@ T I§I T g T Ial T g T TOO T T % T T T THh
0 2 4 6 8

t
Abbildung 6.6: Alle Infektionsklassen einer 5-Altersklassen Population

Dabei sieht man, dass es anfangs fast nur suszeptible Personen gibt. Erst
nach einiger Zeit steigen die Klassen der infektiosen und immunen Personen.
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Zum Schluss ist noch interessant die Infektionsklassen ohne Alterseintei-
lung zu betrachten. Wie verhilt sich die Menge der suszeptiblen, infektiosen
bzw. immunen Individuen im Lauf der Zeit? In der folgenden Graphik wur-
den die Punkte verbunden um den Verlauf der einzelnen Funktionen besser
zu sehen.

1005
805
60§

201

— S
E— I(t)
R(®)
— n@
Abbildung 6.7: Infektionsklassen

Hier sieht man, dass die Anzahl an suszeptiblen Personen anfangs natiirlich
sehr hoch ist. Mit dem Steigen der I-Kurve fallt die S-Kurve jedoch rasant.
Die R-Kurve hinkt der I-Kurve zeitlich natiirlich etwas hinterher.
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