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Kapitel 1

Einführung

Ein gutes Portfolio (.) ist mehr als eine lange Liste von Wert-
papieren... Es ist eine ausbalancierte Einheit, die dem Investor
gleichermaÿen Chance und Absicherung unter einer Vielzahl von
möglichen Entwicklungen bietet. Der Anleger sollte daher auf ein
integriertes Portfolio hinarbeiten, das seinen individuellen Erfor-
dernissen Rechnung trägt.

Harry M. Markowitz

Diese ist einer jener Ansichten, die die moderne Finanzmathematik aufgrund
der Forschungen von Harry M. Markowitz, Portfolio Selection, prägen.

1.1 Geschichtlicher Überblick

Das Thema meiner Diplomarbeit beginnt im Jahre 1952 mit eben diesem
Herrn Harry M. Markowitz. Er begründete mit seinem Artikel Portfolio Se-
lection die moderne Finanzmathematik. Tobin arbeitete in seinem Artikel
Liquidity Preference as Behavior Towards Risk weiter an diesem Thema und
de�nierte das Mutual Fund Theorem.

Die beiden setzten auf die Erkenntnisse von Knight und Hicks. Sie haben
gezeigt, dass die relevanten Parameter bei der Zusammensetzung eines Port-
folios die Rendite und das Risiko sind.

Tobin und Markowitz waren die Ersten, die einen Kompromiss zwischen dem
Return eines Portfolios und dem Risiko auf solide analytische Füÿe stellten.
Sie konzentrierten sich in ihren Arbeiten hauptsächlich auf die Analyse des
Erwartungswertes und der Varianz von Assets-Renditen. Sie beschränkten
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sich auf den begrenzten Rahmen von Märkten auf Single-Zeiträumen und
der quadratischen Nutzenfunktion.

Die beiden fanden eine Vielzahl von wichtigen Ergebnissen auf dem Gebiet
der Portfoliotheorie. Das wohl wichtigste Ergebnis ihrer Arbeiten war das
erste Separations-Theorem.

Kurz in Worte gefasst bedeutet es Folgendes:

Ein Portfolio sollte aus zwei Komponenten bestehen: zum einem aus einem
risikolosen Asset, zum andern aus einem Investmentfond. Der Fund besteht
aus einer Linearkombination von risikoreichen Assets, die am Finanzmarkt
vorhanden sind.

Das entscheidende Merkmal dabei ist, dass alle rationalen Investoren unab-
hängig ihrer Risikoaversion, ihrer ursprünglichen Grundausstattung und ihrer
verwendeten Nutzenmaximierungsfunktion, dieselbe Linearkombination von
risikoreichen Assets wählen. Die Risikobereitschaft eines Investors bestimmt
nur die jeweiligen Anteile seines Vermögens, welche er in den risikobehafteten
Teil und welche er in die risikolose Anlageform investiert. Je risikoscheuer ein
Investor ist, desto mehr Kapital wird er in risikolose Anlageformen stecken.

Am Ende meiner Arbeit werde ich ein Beispiel aus der Praxis anführen, das
einen Einblick in die Motive und die prozentuelle Aufteilung in die beiden
Assets geben wird.

Sharpe und Lintner erkannten, dass die oben erwähnte Linearkombination
von risikoreichen Assets das Marktportfolio sein muss. Sie erweiterten die
Erwartungswert/Varianz-Analyse zu einer Ausgleichstheorie und vervollstän-
digten damit die neoklassische Analysis. Die beiden leiteten das Capital Asset
Pricing Modell her. Dieses Model bildet den Kern der modernen Finanzma-
thematik.

Grundsätzlich gab es zwei verschiedene Richtungen, an denen weitergearbei-
tet wurde.

Auf der einen Seite gibt es negative Ergebnisse wie die von Cass und Stiglitz.
Sie zeigten, dass für allgemeine Finanzmärkte in diskreter Zeit das Mutual
Fund Theorem nur für eine sehr restriktive Klasse von Nutzenfunktionen gilt.
Sie konnten eine vollständige Charakterisierung der Klassen aller möglichen
Nutzenfunktionen angeben, die dem Mutual Fund Theorem stand halten.
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Auf der anderen Seite zeigte Merton, dass das Mutual Fund Theorem in
einem Black-Merton-Scholes-Modell mit deterministischem Drift und Volati-
litätskoe�zienten in kontinuierlicher Zeit sehr wohl Bestand hat.

Die Verwendung von quadratischen Nutzenfunktionen, wie sie einst Tobin
untersuchte, ist allerdings unmodern geworden. Dies ist weitgehend auf die
Tatsache zurückzuführen, dass quadratische Nutzenfunktionen eine absolut
steigende Risikoaversion besitzen, dies geht auf die Beobachtungen von Ar-
rows zurück.

1.2 Allgemeines zur Portfoliotheorie

Prinzipiell untersucht die Portfoliotheorie1 das Investmentverhalten an Ka-
pitalmärkten (z.b. dem Aktienmarkt). Sie ist ein Teilgebiet der Finanzma-
thematik und geht wie oben erwähnt auf Harry M. Markowitz zurück. Sie
unterstellt den Investoren ein bestimmtes Verhalten und erzielt so gewisse
Aussagen über das perfekte Investitionsverhalten.

Ziel der Theorie ist es, Anweisungen über die bestmögliche Kombination von
Anlagenmöglichkeiten zu geben um die Bildung eines optimalen Portfolios
zu gewährleisten.

Anleger sind bedacht eine möglichst hohe Rendite bei möglichst geringem
Risiko zu erzielen. Meistens haben Anlageprodukte mit hohen Risikochancen
jedoch auch eine höhere Rendite, was z.B. der Vergleich einer Aktie mit einem
Sparbuch zeigt. Ein Investor kann sich eine erhöhte Chance auf einen hohen
Gewinn nur erkaufen indem er ein gewisses Risiko eingeht. Sprich bei der
Portfolioentscheidung wird ein Zusammenhang zwischen dem Risiko und der
Rendite hergestellt.

1 von frz. poter, tragen und feuille, Blatt, dt.: Brieftasche Wird als Einheit sämtlicher

Geld und Kapitalanlagen einer Person, Organisation bezeichnet.
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De�nition 1.1 Risiko

Die am häu�gst verwendete De�nition des Risikos ist die Schwankungsbreite
der Erträge um ihren Erwartungswert. Diese Abweichung kann mit Hilfe der
Varianz oder der Standardabweichung beschrieben werden.

Wie oben erwähnt wird den Investoren ein bestimmtes Verhalten nachgesagt.
Eine der einleuchtendste und wichtigste Annahmen ist, dass Investoren ihr
Vermögen höchst möglich vermehren wollen. Dabei handelt der Investor stets:

• rational und nutzenmaximierend

• wägt Chancen und Risiken gegeneinander ab

• risikoscheu, ist risikoavers

Weiters geht man von einem vollkommenen Finanzmarkt aus. Ein theoreti-
scher Kapitalmarkt kann als vollkommen angesehen werden, wenn folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

• Alle Anleger, Marktteilnehmer kennen dieselben allgemein bekannten
Erwartungen über die Zukunft, sprich es gibt keinen Insiderhandel.

• Die Preise für Aktien,... sind für alle Wirtschaftssubjekte, also für Käu-
fer und Verkäufer, identisch. Somit sind Soll- und Habenzinssätze iden-
tisch. Kredite gibt es in unbegrenzter Höhe.

• Alle Handlungen sind kostenfrei, d.h. es gibt keine Steuern, Informati-
onskosten, Abwicklungskosten...

• Wertpapiere sind bis in die kleinsten Quantitäten beliebig teilbar.

• Die Anzahl der Firmen ist endlich und �x.

• Dividenden werden stetig ausbezahlt.

• Gehandelt kann zu jedem Zeitpunkt werden, d.h. der Markt ist in ste-
tiger Zeit.

Vollkommene Märkte sind arbitragefrei.
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Kapitel 2

Grundlagen

Alle nachfolgenden Betrachtungen �nden auf einem �ltrierten Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,F , (Ft)1≤t≤T ,P) statt. Dabei bezeichnet Ω den Zustands-
raum, F die dazugehörende Sigmaalgebra, (Ft)1≤t≤T die zu F gehörende
Filtration und P das Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf Ω.

Die Filtration (Ft)1≤t≤T ist rechts stetig und gesättigt F = FT . Sie ist eine
aufsteigende Folge von σ-Algebren.

2.1 De�nition des Marktes

Die Überlegungen basieren immer auf einem Finanzmarkt mit endlicher Zeit
[0, T ].

De�nition 2.1 Finanzmarkt

Der Finanzmarkt S ist ein Rd-wertiger stochastischer Prozess, der zum Wahr-
scheinlichkeitsraum adaptiert ist.

Interpretiert werden kann er wie folgt:

Man hat d + 1 Assets, wobei es immer einen risikolosen Asset, Bond oder
Geldmarktaccount und d-risikoreiche Assets gibt. Den risikolosen Asset be-
zeichnet man mit S0. S0 wird als Numéraire gewählt (damit ist S0 = 1). Die
d-risikoreichen Assets werden in Einheiten des Stocks angegeben.

Die Überlegungen werden des Öfteren auf einem Semimartingalen Finanz-
markt basieren.
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Semimartingale sind Prozesse, die eine besondere Rolle bei der De�nition
eines allgemeinen stochastischen Integrals spielen. Zu ihnen gehören unter
anderem die Brownsche Bewegung und der Poisson-Prozess.

De�nition 2.2 Semimartingal

Ein Semimartingal X ist ein stochastischer Prozess auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,F ,Ft,P) mit Werten in Rd. Er ist zur Filtration adaptiert,
rechtsseitig stetig und besitzt linksseitig existierende Grenzwerte. X kann dar-
gestellt werden als:

X = X0 +M + A

Wobei X0 fast sicher endlich und F0 messbar, M ein lokales Martingal und
A ein Prozess von endlicher Variation ist.

De�nition 2.3 lokales Martingal

Ein lokales Martingal X ist ein stochastischer Prozess auf einem �ltrierten
Wahrscheinlichkeitsraum. Für das Martingal existiert eine aufsteigende Folge
von Stoppzeiten (τn)n∈N mit limn→∞ τn = ∞ und (Xmin{t,τn})t≥0 ist für alle
n ein Martingal.

De�nition 2.4 äquivalentes Martingalmaÿ

S ist ein Martingal unter P. Ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q ∼ P ist ein äqui-
valentes lokales Martingalmaÿ, wenn S ein lokales Martingal unter Q ist.

Me bezeichnet die Menge aller äquivalenten Martingalmaÿe.

De�nition 2.5 vollständiger Markt

Ein Markt wird als vollständig bezeichnet, wenn die Menge der äquivalenten
Martingalmaÿe aus nur einem einzigen äquivalenten Martingalmaÿ besteht.

Me = {Q}
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2.2 Portfolio

De�nition 2.6 Portfolio

Das Paar (x,H) nennt man ein Portfolio. Dabei ist die Konstante x das
Grundkapital oder Anfangskapital. H = (H i)1≤i≤d ist ein (Ft)1≤t≤T -messbarer,
stochastisch integrierbarer Prozess. Die Integrierbarkeit ist vektorweise zu
verstehen.

H i(t) ist dabei der Anteil des Vermögens, der zum Zeitpunkt t in den i-ten
Stock investiert wird. Für die Gewichte des Portfolios gilt die umgekehrte
Ordnungsstatistik, d.h die Anteile der Stocks werden beginnend mit dem
gröÿten zum kleinsten sortiert.

Zu einem Portfolio gibt es immer einen Vermögensprozess

Xt = x+

∫ t

0

d∑
i=1

H i
udS

i
u, 0 ≤ t ≤ T (2.1)

Um die Vektorschreibweise nicht immer verwenden zu müssen, kann man die
Gleichung (2.1) abgekürzt anschreiben als:

Xt = x+

∫ t

0

(Hu, dSu), 0 ≤ t ≤ T

Für jedes Anfangskapital x bezeichnet X (x) die Familie von Vermögenspro-
zessen Xt = (Xt)0≤t≤T , die über die gesamte Zeit ein nicht negatives Kapital
besitzen.

De�nition 2.7 E�ziente Portfolios

Existiert kein anderes Portfolio, das bei gleicher Erwartung der Rendite ein
geringeres Risiko bzw. bei vergleichbarem Risiko eine höhere Rendite bringt,
dann nennt man es e�zient.

Der Zahlenwert, der zum Zeitpunkt t in den i-ten Stock investiert wird, kann
berechnet werden durch:

2.3 Nutzenfunktionen

Das oben de�nierte Portfolio wird, um ein besseres Verständnis zu erlangen,
für den nächsten Abschnitt vereinfacht. Das Portfolio besteht nur noch aus
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zwei Assets, wobei das erste Asset immer noch das risikolose Asset ist. In die-
sem vereinfachten Fall wird dieser Teil in Bar gehalten. Das risikoreiche Asset
besteht aus einer einzigen Staatsanleihe, in die investiert wird. Der Ertrag
der Anleihe auf ein Jahr betrachtet ist die Zinsrate r. Der Ertrag des Bar-
geldes ist 0. Bei der Portfoliozusammensetzung geht es um die Frage, wie ein
Investor sein Anfangskapital am besten auf die beiden Assets verteilt. Dabei
wird der Anteil, der in Cash gehalten wird, mit A1 bezeichnet, der in die An-
leihe mit A2. Da bei Staatsanleihen die Zinsen meist jährlich ausgeschüttet
werden, muss die Portfolioentscheidung für ein Jahr �xiert werden.

2.3.1 Einfachste Aufteilungsmöglichkeit

Zunächst möchte ich mich mit der einfachsten Möglichkeit einer Aufteilung
des Kapitals beschäftigen. Diese kann mit Hilfe des Gewinns oder Verlustes
getro�en werden.

A2 bringt am Ende des Jahres nicht nur den Zinsertrag r sondern auch einen
Gewinn oder Verlust g. Dieser berechnet sich aus:

g =
r

re
− 1

Wobei re die vorhergesagte, zukünftige Zinsrate am Ende des Jahres ist.
Die einfachste Entscheidung ist eine Alles-oder-Nichts Entscheidung. Ist der
aktuelle Kurs r plus der Gewinn g gröÿer als Null,

r + g > 0

so sollte der Investor sein gesamtes Vermögen in die Anleihe investieren.
Ist die Summe hingegen kleiner als Null, sollte das Kapital in Bar gehalten
werden. Voraussetzung für diese einfachste Art der Entscheidung ist, dass
der Investor vorhersehen kann, wie sich die Zinslage über das Jahr ändert.

2.3.2 Aufteilung in die beiden Assets

Im Gegensatz zur einfachsten Aufteilungsmöglichkeit kann oder muss der
Investor die künftige Zinsrate der Anleihe nicht vorhersehen können. Dies
bedeutet, dass ihm bei der Veranlagung in die Anleihe immer ein gewisses
Restrisiko bleibt.

Klar ist, je gröÿer der Anteil, der in der Anleihe steckt, ist desto mehr Rest-
risiko geht ein Investor ein. Auf der anderen Seite hat er jedoch auch eine
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genauso groÿe Chance auf einen Gewinn.

Tobin bemerkt als Erster, dass der Beziehung zwischen dem erwarteten Ge-
winn und dem Risiko mehr Gewicht zugesprochen werden muss.

Die einfache Entscheidung wie im vorhergehenden Abschnitt kann auf Grund
der unvorhersehbaren Zinsen, die es in einem Jahr am Markt geben wird, und
dem dadurch nicht berechenbaren Gewinn oder Verlustes g nicht getro�en
werden.

Die Portfolioentscheidung muss, um das Risiko so gering wie möglich zu
halten, im Folgenden immer aus einem Anteil A1 in Cash und einem Anteil
A2 in Form der Anleihe bestehen. Die beiden Anteile addieren sich auf eins.

A1 + A2 = 1

Negative Anteile, so genannte Leerkäufe, sind im Modell von Tobin per De�-
nition ausgeschlossen und ausschlieÿlich dem Staat und der Bank vorbehal-
ten.

Ai ≥ 0

Der Return eines solchen Portfolios kann berechnet werden als

R = A2 (r + g), 0 ≤ A2 ≤ 1 (2.2)

Der Gewinn g ist zufällig mit Erwartungswert IE(g) = µg = 0, die Varianz
bezeichnet man mit σg.

Der Erwartungswert des Returns kann wie folgt berechnet werden:

IE(R) = µR = A2 r (2.3)
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Das Risiko des Returns kann mittels der Standardabweichung σR beschrieben
werden und berechnet sich als:

σR = A2 σg, 0 ≤ A2 ≤ 1 (2.4)

Je gröÿer σR ist, desto gröÿer ist die Schwankungsbreite um den Erwartungs-
wert. Sprich ein Portfolio mit hoher Standardabweichung bietet die Chance
auf einen hohen Gewinn, die Wahrscheinlichkeit für einen Verlust erhöht sich
jedoch im selben Ausmaÿ. Die Abweichung des Risikos ist abhängig von der
Standardabweichung des Gewinnes und Verlustes.

Man kann erkennen, dass der Anteil, den ein Investor in A2 hält, sowohl
die Erwartung des Returns als auch das Risiko, die Standardabweichung,
maÿgeblich bestimmt. Möchte ein Investor eine hohe Rendite, so muss er
bereit sein, dafür auch ein höheres Risiko einzugehen.
Der Preis, den ein Anleger für eine höhere Rendite unter Inkaufnahme eines
höheren Risikos zahlen muss, kann berechnet werden aus den Gleichungen
(2.3) und (2.4):

µR =
r

σg
σR (2.5)

Diese Beziehung nennt man Opportunitätskurve. Die Opportunitätskurve
kann interpretiert werden als eine Gerade mit Steigung r

σg
. Je höher die

Zinsrate r ist, desto steiler wird die Kurve verlaufen.

Welche Beziehung besteht zwischen dem erwarteten Return und dem Risiko?
Wie kann das gemessen werden?

Jeder Investor hat eine bestimmte Neigung, was den Return und das Risiko
angeht. Sprich Investoren sind unterschiedlich risikofreudig. Die Vorlieben,
die ein Investor bezüglich der beiden Komponenten Risiko und Return hat,
kann durch seine persönliche Indi�erenzkurve ausgedrückt werden.

Jeder Investor kann somit seine eigenen Präferenzen modellieren. Im Allge-
meinen werden Investoren jedoch ein Portfolio bevorzugen, das bei gleichem
Risiko einen höheren Ertrag verspricht. In diesem Fall spricht man von Risi-
koaversion.
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Vereinfacht kann man sagen, dass es zwei Typen von Investoren gibt.

• Risikoliebhaber. Sie werden Portfolios bevorzugen, bei denen das Risiko
im Gegensatz zum erwarteten Return hoch ist. Nur so sind sie in der
Lage auch auÿergewöhnlich hohe Gewinne einzufahren.

• Risikoaverse. Sie hingegen werden ein Gleichgewicht zwischen den bei-
den Anlagemöglichkeiten anstreben, das eine geringere Rendite ver-
spricht, dafür aber auch ein geringeres Risiko aufweist.

Die Indi�erenzkurve, dargestellt in der Abbildung 2.1 I1 eines Risikolieb-
habers, hat einen negativen Anstieg, sie ist konkav nach oben geneigt. Die
Kurve des Risikoaversen Abbildung 2.1 I2, hat dagegen einen positiven An-
stieg, sie ist konvex nach oben verlaufend.

Abbildung 2.1: Indi�erenzkurve

2.3.3 Einführung der Nutzenfunktion

Der Vorteil bei der Verwendung der Indi�erenzkurve ist, dass der Investor
die Zukunft der Anleihen nur auf eine zweiparametrige Wahrscheinlichkeits-
verteilung von g zurückführen muss.

Beispiele für solche zweiparametrige Verteilungen sind eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung, bei der die Gewinne und Verluste gleichverteilt um Null lie-
gen. Weites würden sich die Normalverteilung oder die Uniformverteilung
anbieten. Jede dieser Verteilungen ist mit den beiden Parametern µg und σg
vollständig bestimmt.

Wenn ein Investor seine Indi�erenzkurve aus der Familie von zweiparame-
trischen-Verteilungsfamilien wählt, so lässt sich die Form dieser Verteilung
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an Hand der generellen Charakteristika der Nutzenfunktion des Returns be-
stimmen. Sprich der Kurvenverlauf und die Steigung lassen sich aus der Form
der Nutzenfunktion ermitteln.

Die Nutzenfunktion bestimmt den Nutzen des Return R. Der Nutzen kann
gemessen werden am prozentuellen Zuwachs, den das Portfolio in Laufe einer
Investitionsperiode erwirtschaftet hat. Diese Art von De�nition der Nutzen-
funktionen erlaubt es dem Investor, sein Kapital seinen Präferenzen entspre-
chend zu verteilen.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann gezeigt werden, dass sich die indi-
viduelle Entscheidung des Investors auf ein Maximierungsproblem der Nut-
zenfunktion über R zurückführen lässt.

Da sich die Entscheidung über die Zusammensetzung des Portfolios nicht
ändert, wenn man zur Einheit mit der die Nutzenfunktion gemessen wird,
eine Konstante dazu zählt oder man die Einheit mit einer positiven Zahl
multipliziert, kann man U(0) und die Einheit willkürlich wählen.

U(0) = 0 und U(−1) = −1

Die Verteilungsfunktion von R wird beschrieben durch fR(µr;σR). Der Er-
wartungswert der Nutzenfunktion ist:

IE(U) =

∞∫
−∞

U(R)fR(µr;σR) dR. (2.6)

Zusammengefasst kann man sagen, die Vorlieben eines Anlegers können mit
Hilfe einer Nutzenfunktion beschrieben werden. Da Anleger wie im oben be-
schriebenen Sinn risikoavers sind, muss die Nutzenfunktion auf jeden Fall
strikt steigend sein.

Mathematisch kann die Nutzenfunktion wie folgt beschrieben werden:

De�nition 2.8 Nutzenfunktionen U : (0,∞)→ R
Eine Nutzenfunktionen U : (0,∞)→ R ist strikt konkav, überall di�erenzier-
bar und strikt steigend. Weiters gelten die Inada Bedingungen:

lim
x↘0

U ′(x) −→∞ und lim
x−→∞

U ′(x) −→ 0

und die reasonable asymptptic elesticity condition

lim sup
x↘0

xU ′(x)

U(x)
< 1.
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Kapitel 3

Mutual Fund Separation

In diesem Abschnitt wird der Begri� der k-Fund Separation eingeführt.

Es werden notwendige und hinreichende Bedingungen für die Struktur der
Portfolio-Wahl dargelegt. Zur Auswahl steht nur eine begrenzte Anzahl k von
verschiedenen Finanztiteln. Die Zusammensetzung der Finanztitel geschieht
unabhängig von der Präferenz der Investoren.

Diese Art der Auswahl ist in der modernen Finanztheorie von zentraler Be-
deutung.

Im Nachfolgenden bezeichnet x̃ den n-dim Vektor (x̃1, . . . , x̃n) des individu-
ellen und zufälligen Returns.

Portfolios werden in diesem Abschnitt immer mit griechischen Buchstaben
bezeichnet, für sie gilt: ∑

i

αi = αe = 1

mit
e = (1, . . . , 1)

Leerkäufe, short sales, sind erlaubt.

U ist dabei die Menge der Nutzenfunktionen, wie sie in De�nition 2.8 de�-
niert sind.

Um k - Fund Separation einzuführen, benötigt man zuerst die Stochastische
Dominanz.
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Bei der stochastischen Dominanz geht es darum, z.B. die Erträge von zwei
Wertpapieren objektiv in eine Rangordnung zu bringen.

De�nition 3.1 stochastische Dominanz 1 - ter Ordnung

x̃, ỹ sind zwei reelle Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen X, Y.
Dann bezeichnet man x̃ als stochastisch gröÿer bzw. stochastisch dominant
gegenüber ỹ im Zeichen x̃ ≥1 ỹ, wenn gilt:

X(t) ≥ Y (t), ∀t

Die Wahrscheinlichkeit, dass x̃ höhere Werte als t annimmt ist gröÿer als die
Wahrscheinlichkeit, dass ỹ höhere Werte als t annimmt.

Satz 3.1 x̃, ỹ sind zwei reelle Zufallsvariablen, u ist eine Nutzenfunktion.
Dann gilt:

x̃ ≥1 ỹ ⇔ IE(u(x̃)) ≥ IE(u(ỹ))

Ein Investor würde natürlich immer das dominantere Wertpapier bevorzugen.

De�nition 3.2 stochastische Dominanz 2 - ter Ordnung

x̃, ỹ sind zwei reelle Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen X, Y.
Dann bezeichnet man x̃ als riskanter bzw. stochastisch dominant gegenüber
ỹ im Zeichen x̃ ≥2 ỹ, wenn gilt:∫ t

0

X(s)ds ≥
∫ t

0

Y (s)ds, ∀t

Satz 3.2 x̃, ỹ sind zwei reelle Zufallsvariable, u ist eine Nutzenfunktion.
Dann gilt:

x̃ ≥2 ỹ ⇔ IE(u(x̃)) ≥ IE(u(ỹ))

Sind die beiden Erwartungswerte gleich, gilt:

x̃ ≥2 ỹ mit IE(u(x̃)) = IE(u(ỹ))⇒ var(u(x̃)) ≤ var(u(ỹ))

Ein Wertpapier wird als stochastisch dominant zweiter Ordnung bezeichnet,
wenn es bei selber Erwartung ein geringeres Risiko aufweist.
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Bemerkung 3.1 Die stochastische Dominanz x̃ ≥1 ỹ 1.Ordnung ist äquiva-
lent zu:

ỹ ∼ x̃+ z̃ + ε̃ (3.1)

Wobei z̃, ε̃ zufällig sind. z̃ ist dabei eine nicht positive Zufallsvariable und ε̃
wird als Störterm bezeichnet, wobei gilt:

IE(ε̃|x̃+ z̃) = 0

∼ bedeutet aber nicht, dass die beiden Seiten gleich sind, sie sind nur gleich
verteilt. (3.1) behauptet, dass sich ỹ aus der Verschiebung der Wahrschein-
lichkeitsfunktion nach unten und durch Hinzufügen von Rauschen beschreiben
lässt.

Mit Hilfe der oben eingeführten stochastischen Dominanz gibt es folgende
Möglichkeit die Separation zu de�nieren.

De�nition 3.3 Starke k-Fund Separation

Für eine Menge von Returns x̃ gilt die starke k-Fund Separation, wenn es von
den n möglichen Assets k Mutual Funds α1, , αk gibt, sodass jedes Portfolio
β vom Portfolio α

α = a1α
1 + · · ·+ akα

k,

das aus den k-Funds besteht, dominiert wird.

αx̃ ≥1 βx̃

Wobei ai die Gewichte des Mutual Funds αi sind. Die Summe über die ai = 1.

Von skfs (Starke k-Fund Separation) spricht man, wenn es für jedes Portfolio
β ein Portfolio α aus den k Mutual Fund gibt, das β dominiert wird. Sinn
macht das Ganze natürlich nur, wenn k < n. Wirtschaftlich gesehen muss k
sogar sehr viel kleiner als n sein.

Für das zentrale Konzept der Separation reicht in der Finanzwelt jedoch eine
nicht ganz so starke De�nition.

De�nition 3.4 Schwache k-Fund Separation

Für eine Menge von Returns x̃ gilt die schwache k-Fund Separation, wenn es
von den n möglichen Assets k Mutual Funds α1, , αk gibt, sodass für jedes
Portfolio β und jede u ∈ U ein Portfolio α existiert, wobei:

α = a1α
1 + · · ·+ akα

k
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und
IE{u(αx̃)} ≥ IE{u(βx̃)}

wobei ai die Gewichte der Mutual Funds αi sind und
∑

i ai = 1

Die wkfs (schwache k-Fund Separation) benötigt keine stochastische Domi-
nanz. Die Wahl des Portfolios α ist jedoch abhängig von der Funktion u.

Beide De�nitionen verwenden dabei die Klasse der Nutzenfunktionen, wie sie
in (2.8) de�niert ist. Die Funktionen sind monoton steigend und konkav.

Natürlich impliziert
skfs⇒ wkfs.

Beide De�nitionen sind gleich, wenn k ≤ 2.

3.1 One Fund Separation

Rothschild und Stiglitz bemerkten, dass das einfachste Beispiel für die 1fs
(One Fund Separation) folgendes ist: Sind alle x̃i gleich verteilt sind, dann
werden alle risikoscheuen Investoren (in meinem Fall sichergestellt durch die
Wahl der Nutzenfunktion) auf das selbe optimale Portfolio αi = 1/n setzen.
n ist dabei die Anzahl aller möglichen Portfolios. Da die erwarteten Renditen
gleich sind, wird das Risiko deutlich minimiert.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 1fs sind folgende:

Satz 3.3 x̃ ist der Vektor des Asset Returns. Für den Vektor x̃ gilt die 1fs,
wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

(∃ỹ, ε̃, α)

1. x̃i = ỹ + ε̃i

2. IE {ε̃i|ỹ} = 0

3. αε̃ =
∑
αiε̃i ≡ 0, αe = 1

18



Beweis 1 • Wenn das Portfolio α alle anderen Portfolios β stochastisch
dominiert, ist gezeigt, dass die Bedingungen hinreichend sind.

β = α + η, ηe = 0

Aus Satz 3.3 Punkt 1. und 3. folgt:

αx̃ = α(ỹ + ε̃) = ỹ

und aus 2.

IE {βx̃|αx̃} = IE {(α + η) (ỹ + ε̃) |ỹ}
= IE {ỹ + ηε̃|ỹ}
= ỹ.

Aus Satz 3.1 folgt, dass αx̃ stochastisch dominant gegenüber βx̃ ist.

• Um die Notwendigkeit der Bedingungen zu zeigen, nimmt man an, dass
x̃ die 1fs erfüllt. Weiters ist α das dominierende Portfolio und es gilt:

ỹ ≡ αx̃.

α ist somit auch das dominierende Portfolio für η mit ηe = 0. Somit
gilt:

αx̃+ ηx̃ ∼ αx̃+ ε̃η

Wenn man für αx̃ = ỹ einsetzt, erhält man

ỹ + ηx̃ ∼ ỹ + ε̃η

ε̃η ist der Störterm, der von η abhängt und

IE{ε̃η|αx̃} = 0.

Da die Gleichung für jedes beliebige η mit ηe = 0 gilt, erhält man mit
folgendem Satz 3.4:

IE{ηx̃|ỹ} = 0

Das Resultat ist nicht direkt von den beiden Gleichungen abhängig. Wie
das folgende Beispiel zeigen wird, gibt es einen groÿen Unterschied zwi-
schen der Gleichheit und der Verteilungsäquivalentz.
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Man de�niert:

ηi ≡ ei − α

Wobei ei der i-te Einheitsvektor ist. Weiters de�niert man:

ε̃i ≡ ηix̃ = x̃i − ỹ

Damit gilt:
αε̃ = αx̃− αỹ = ỹ − ỹ = 0

Durch umordnen erhält man:

x̃i = ỹ + (x̃i − ỹ)

= ỹ + ε̃i

und durch IE{ηx̃|ỹ} = 0 erhält man Satz 3.3 Punkt 2.

IE{ε̃i|ỹ} = 0

q.e.d.

Satz 3.4 Wenn (∀λ)
ỹ + λp̃ ∼ ỹ + ε̃(λ)

wobei
IE {ε̃(λ)|ỹ} = 0

dann gilt;
IE {p̃|ỹ} = 0

Beweis 2 Für alle u ∈ U gilt mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung

IE{u[ỹ + λp̃]} = IE{u[ỹ + ε̃]} ≤ IE{u[ỹ]}.

Durch die Konvexität erhält man:

IE{u[ỹ]} ≤ IE{u[ỹ + λp̃]} − IE{λp̃u′[ỹ + λp̃]}.

Durch Umformen:

IE{λp̃u′[ỹ + λp̃]} ≤ IE{u[ỹ + λp̃]} − IE{u[ỹ]} ≤ 0.
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Somit gilt: (∀λ > 0)

IE{p̃u′[ỹ + λp̃]} ≤ 0⇒ IE{p̃u′[ỹ]} ≤ 0.

(∀λ < 0) gilt:
IE{p̃u′[ỹ + λp̃]} ≥ 0⇒ IE{p̃u′[ỹ]} ≥ 0.

Man erhält:
IE{p̃|ỹ} = 0

q.e.d.

Beispiel 3.1 Man de�niert

ỹ =

{
1 mit Wahrscheinlichkeit (WK) 1/2

−1 mit WK 1/2

Ist ỹ = 1, dann gilt

ηx̃ =

{
−1 mit WK 1/2

−3 mit WK 1/2

Ist ỹ = −1, dann gilt

ηx̃ =

{
1 mit WK 1/2

3 mit WK 1/2

Weiters ist ε̃n de�niert als:

ε̃n =

{
1 mit WK 1/2

−1 mit WK 1/2

Dann gilt:

ỹ + ηx̃ = ỹ + ε̃n =


2 mit WK 1/4

0 mit WK 1/2

−2 mit WK 1/4

der IE{ε̃n|ỹ} = 0, aber IE{ηx̃|ỹ} = +/−2 6= 0

In diesem Beispiel sind die beiden Erwartungswerte nicht gleich. Man sieht
also, dass nicht die Gleichheit sondern nur die Verteilungsäquivalentz gilt.

Bemerkung 3.2 Mit dem Satz 3.3 kann man eine multivariate Verteilung
�nden, die 1fs erfüllt. Dafür wählt man einfach einen zufälligen Return ỹ
und die ersten n − 1 Werte von εi : {ε̃1, . . . , ε̃n−1} willkürlich. Nun braucht
man nur noch ε̃n so zu bestimmen, dass der 3. Punkt in Satz 3.3 erfüllt ist.
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3.2 Two Fund Separation

Die Two Fund Separation ist eines der zentralen Themen der modernen Port-
folio - und Asset Pricing Theorie.

Die nachfolgende Gra�k soll die Two Fund Separation gra�sch veranschauli-
chen:

Abbildung 3.1: Two Fund Separation

Abbildung 3.1 zeigt die Two Fund Separation eines risikolosen Assets mit
Rendite E0 und der einzigartigen und e�zienten Kombination von risikorei-
chen Assets in m. Die Menge S stellt die Paare des Risiko und Return dar.
Die Punkte werden durch Portfolios gebildet, die ausschlieÿlich aus dem ri-
sikoreichen Asset bestehen. Die Menge S ist strikt konvex.

Die E�zienzgrenze sind die Paare, die für ein gegebenes Level von Risiko
eine maximale Rendite liefern. Diese e�ziente Grenze ist bei Investition in
E0 und in das risikoreiche Asset m die Linie L.

Bei der Two Fund Separation werden die Investoren ein Portfolio wählen,
das auf dieser Linie L liegt.
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Weiters sieht man in dieser Abbildung die s2fs. Für jedes Portfolio β gibt
es einen Punkt α auf der Linie L, der β dominiert. Ein solcher Punkt α hat
bei gleichem Risiko einen mindestens so hohen Return.

Auch bei der 2fs gibt es wieder eine Reihe von hinreichenden und notwendi-
gen Bedingungen:

Satz 3.5 x̃ ist wieder der Vektor des Asset Returns. Für den Vektor gilt die
2fs wenn folgende Bedingungen erfüllt sind.

(∃ỹ, ε̃, z̃, b, α, β)

1. x̃i = ỹ + biz̃ + ε̃i
IEi ≡ IE{x̃i} = IEy + biIEz

2. (∀ξ ∈ A) IE {ε̃i|ỹ + ξz̃} = 0

3. αε̃ = βε̃ ≡ 0, αe = βe = 1

4. Sollte b kein konstanter Vektor sein, gilt:

αb > βb

Weiters de�niert man

γ(u) ≡ argmax IE{u(γx̃)}

Die Menge A
A = (inf

u∈U
γ(u) b, sup

u∈U
γ(u) b)

und wenn IEzb kein konstanter Vektor ist:

A = (inf
u∈U

γ(u) b,∞)

Beweis 3 • Zuerst wird wieder gezeigt, dass die Bedingungen hinrei-
chend sind. γ sei das optimale Portfolio für die Nutzenfunktion u. Man
de�niert λ durch

γb = λαb+ (1− λ)βb

weiter wird η de�niert durch:

γ = λα + (1− λ)β + η
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Da ηb = 0 ist, gilt durch Einsetzen von 3.5 Punkt 2 und 3:

IE{ηx̃ | λαx̃+ (1− λ)βx̃}
= IE{ηbz̃ + ηε̃|λ(ỹ + (αb)z̃) + (1− λ)(ỹ + (βb)z̃)}
= IE{ηε̃|ỹ + (γb)z̃}
= 0

Daher ist (λα + (1− λ)β)x̃ stochastisch dominant zu γx̃

• Im zweiten Teil wird gezeigt warum die Bedingungen notwendig sind.
Dies ist wie im Satz über die 1fs wieder der schwierigere Teil:

Man nimmt an, dass x̃ die Bedingung w2fs erfüllt. Per De�nition gilt
∀u ∈ U und für γ, dass ein λ existiert, so dass gilt:

IE{u[λαx̃+ (1− λ)βx̃]} ≥ IE{u[γx̃]}

Für jedes u wird das Optimum durch ein Portfolio erreicht, das eine
Linearkombination aus den beiden Portfolios α und β darstellt. Wenn
u gewählt wird als eine Funktion, die überall di�erenzierbar ist, und u
hat sein Maximum im Inneren der Funktion, dann muss λα+ (1−λ)β
die folgende Bedingung erfüllen:

IE{u′[λαx̃+ (1− λ)βx̃](x̃i − x̃j)} = 0 ∀i, j. (3.2)

Auf der anderen Seite kann man den optimalen Wert von λ durch die
erste Ableitung �nden:

IE{u′[λαx̃+ (1− λ)βx̃](αx̃− βx̃)} = 0. (3.3)

Für positive, monoton fallende Funktionen folgt aus der Gleichung (3.3)
die Gleichung (3.2).
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Man wählt ein λ und kann de�nieren:

q̃ := λαx̃+ (1− λ)βx̃,

v(q̃) := IE{ηx̃− βx̃|q},
Si(q̃) := IE{x̃i|q}

Dabei muss für alle positiven, monoton fallenden Funktionen h(.) gel-
ten:

IE{h(q̃)v(q̃)} = 0.

Was
IE{h(q̃)|Si(q̃)− Sj(q̃)} = 0 ∀i, j

impliziert. Mit Satz gilt, dass (∀i) (∃bi)

Si(q̃)− S1(q̃) = biv(q̃)

Bildet man davon den Erwartungswert, so erhält man

IEi − IE1 = bi(αIE− βIE), ∀i.

Wenn v(q̃) 6= 0 ist, gilt Si(q̃)− S1(q̃) = biv(q̃) und somit auch

αb− βb = 1.

De�niert man ỹ und z̃ durch das Gleichungssystem:

αx̃ = ỹ + (αb)z̃

βx̃ = ỹ + (βb)z̃

ε̃i durch:
ε̃i ≡ x̃i − [ỹ + biz̃]

Zusammengefasst hat man für ξ = λαb+ (1− λ)βb

IE{ε̃i − ε̃1|ỹ + ξz̃}
= IE{x̃i − x̃1 − (bi − b1)z̃|ỹ + ξz̃}
= IE{x̃i − x̃1 − bi(αx̃− βx̃)z̃|ỹ + ξz̃}
= 0.
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Da αε̃ ≡ 0 folgt:
IE{ε̃i|ỹ + ξz̃} = 0

De�niere
A ≡ {ξ|ξ = γ(u) b, u ∈ U}

Aus den Lemmata A1, A2 und A3 aus dem Artikel [5] folgt, A ist ein
von rechts unbeschränktes Intervall, wenn IE und somit IEz b kein kon-
stanter Vektor ist. Nachfolgender Satz zeigt, dass Satz 3.5 Punkt 2 für
alle ξ ∈ A gilt.

Durch die Kombination von ε̃i ≡ x̃i− [ỹ+ biz̃] und IEi− IE1 = bi(αIE−
βIE) erhält man Satz 3.5 Punkt 1:

x̃i = ỹ + biz̃ + ε̃i

Und:
IEi = IEy + biEz

q.e.d.

Bemerkung 3.3 Bei der konkaven 2fs wird die Menge U durch die Menge
aller konkaven Funktionen C ersetzt. (u ∈ C) Eine Menge von Assets Return
hält der konkaven 2fs stand, wenn Satz 3.5 für die Menge A = {−∞,∞}
gilt.

Was für eine Rolle spielt die Menge A?

Im Falle der Two Fund Separation, die in der Abbildung 3.1 dargestellt ist
gilt:

Bei der konkaven Separation ist es möglich Punkte zu wählen, die unter der
Grenze der Erwartungswert - Varianz Punktemenge liegen. Mit anderen Wor-
ten alle Punkte, einschlieÿlich derer die in Abbildung 3.1 auf der linken Seite
des Minimum Varianzen Punkt p liegen, sind für das Minimum an Varianz
für eine bestimmte Rendite zulässig. Damit ist die Menge A unbegrenzt.

Erweitern wir die Anforderung an die Menge C um die Eigenschaft des mono-
tonen Wachstums, erhält man die Menge U , dann ist A beschränkt. Es sind
nur noch Returns zulässig, die über dem Minimum-Varianzen Punkt oder auf
dem Minimum-Varianzen Punkt liegen. Dies begründet, warum die Menge
A in Satz 3.5 nach unten beschränkt ist. Es sind also nur Portfolios e�zient,
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die den Return für ein gegebenes Risiko maximieren.

Wie schon im Fall der 1fs dient Satz 3.5 in erster Linie dazu, eine Konstruk-
tionsmöglichkeit für die Separation zu liefern. Wieder kann man sich ỹ und z̃
und die ersten n− 1 Werte von ε̃i so wählen, dass in Satz 3.5 Punkt 2 erfüllt
ist. Nach der Auswahl von α und β müssen ε̃n−1 und ε̃n noch so bestimmt
werden, dass in Satz 3.5 Punkt 3 erfüllt ist.

Mit diesem Satz ist es aber auch möglich direkt zu überprüfen, ob die 2fs
gilt. Dazu wählt man zwei Nutzenfunktionen, die die Portfolios α und β
maximieren und überprüft damit, ob Satz 3.5 Punkt 2 erfüllt ist.

3.3 Zwei Parameter Modell

Tobin führte das zwei Parameter Modell ein. Er verlangte, dass der erwartete
Nutzen des Portfolios nur von zwei Parametern abhängt: der durchschnittli-
chen Rendite m und der Risikovarianz σ. Ziel ist es wieder, für ein gegebenes
Risiko die Rendite zu maximieren. Sollte dies für alle Nutzenfunktionen, die
Two Fund Separation erfüllen, dann muss wegen Satz 3.5 die Verteilung von
der Form 3.5 Punkt 2 sein.

Betrachtet man ein Portfolio γ mit erwartetem Return γIE = m. Wenn man
λ so wählt, dass

λαIE + (1− λ)βIE = m

erfüllt, dann gilt

γx̃ = (λα + (1− λ)β)x̃+ ηx̃

mit ηe = ηE = 0, ist

IE{ηx̃|(λα + (1− λ)β)x̃} = 0

Egal, welchen Wert man für σ verwendet, das Portfolio (λα+ (1− λ)β) hat
die minimalste Varianz zum gegebenen Return.
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Kapitel 4

Voraussetzungen und Annahmen,

für die Gültigkeit des Mutual

Fund Theorem

Im nachfolgenden beschäftige ich mich hauptsächlich mit der Frage, in wel-
chen Märkten das Mutual Fund Theorem standhält, welche Bedingungen und
Voraussetzungen erfüllt sein müssen. Für die Analysen müssen zuerst noch
einige Annahmen getro�en werden.
Die Beweise zu den Sätzen in diesem Kapitel �ndet man in [3].

4.1 Annahmen

Annahme 1 Me ist die Menge aller äquivalenten Martingalmaÿe, und die
Menge ist nicht leer.

Me 6= ∅

Annahme 2 Die Nutzenfunktion ist wie in De�nition 2.8 de�niert.

Um untersuchen zu können, welche Voraussetzungen erfüllt sein müssen, be-
nötigt man die indirekte Nutzenfunktion. Sie ist de�niert als:

u(x) = sup
X∈X (x)

IE[U(XT )], x > 0 (4.1)

Besonders für die Beweise benötigt man folgendes, zu (4.1) duales Problem:

v(y) = inf
Y ∈Y(y)

IE[V (YT )], y > 0
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V wird als konvex konjugierte Funktion zu U de�niert:

V (y) = sup
x>0
{U(x)− xy}, y > 0

Y(y) ist die Familie nicht negativer Supermartingale Y , die dual zu X (x) ist.

Y(y) = {Y ≥ 0 : Y0 = y und XY ist ein Supermartingal für alle X ∈ X (x)} .

Annahme 3 Die indirekte Nutzenfunktion u(x) ist kleiner ∞ für alle x.

u(x) <∞, ∀x > 0

Für die Gleichung (4.1) existiert unter den Annahmen 1-3 eine eindeutige
Lösung, man bezeichnet sie mit X̂(x, U).

Eine der wichtigsten Nutzenfunktion ist die Logarithmische Funktion.

U(x) = ln(x)

Für die ln Funktion wird aus der Annahme 3:

Annahme 4

sup
X∈X (1)

IE [ln(XT )] <∞

Die Annahme ist dual zu folgender:

inf
Q∈Me

IE

[
− ln

(
dQ
dP

)]
<∞

De�nition 4.1 Numéraire Portfolio

Wenn die Annahme 4 gilt, bezeichnet man für die Logarithmische Nutzen-
funktion mit Anfangskapital 1 mit N den optimalen Vermögensprozess.

N = (Nt)0≤t≤T = X̂(1, ln)

In der Literatur wird er meist als Numéraire Portfolio Prozess bezeichnet.

Das Numéraire Portfolio ist der einzige Numéraire, der aus allen positiven
Vermögensprozessen ein Supermartingal unter dem originalen Wahrschein-
lichkeitsmaÿ P macht.
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Im Besonderen gilt für den konstanten Vermögensprozess Xt = 1, gemessen
in Einheiten des Numérairs, dass er ein Supermartingal ist. Der Prozess Z
ist de�niert als die Inverse des optimalen Vermögensprozess N :

Zt =
1

Nt

, 0 ≤ t ≤ T

Auch der inverse Prozess Z ist ein Supermartingal unter P .

Annahme 5 Der Prozess Z ist ein Martingal.

IE [ZT ] = 1

4.2 Der Markt als Brownsche Bewegung

Der bisher de�nierte Markt enthält den speziellen Fall des Marktes. der mit
Hilfe der Brownschen Bewegung modelliert wird. Angenommen der Preispro-
zess (St)0≤t≤T = (S1

t , . . . , S
d
t )0≤t≤T befolgt die stochastische Di�erentialglei-

chung:

dSit
Sit

=
∑

1≤j≤N

σi,jt (γit dt+ dW j
t ), 1 ≤ i ≤ d (4.2)

(Fi)1≤t≤T ist dabei die rechts stetige Filtration des Wahrscheinlichkeitsrau-
mes (Ω,F , (Ft)1≤t≤T ,P). W = (W 1, . . . ,WN) ist die Standard n-dimensio-
nale Brownsche Bewegung. Der Volatilitätsprozess σ ist eine d×N - dimen-
sionale Matrix mit den Elementen σt.i,j γ = (γt)0≤t≤T = (γ1

t , . . . , γ
N
t ) ist der

N-dimensionale Marktpreis des Risikoprozesses. Wobei γ beliebig und qua-
dratisch integrierbar ist. Generell ist γ bedingt durch den Prozess S nicht
eindeutig bestimmt. Es gibt aber einen eindeutigen Marktpreis γ(m), sodass
γt für alle 0 ≤ t ≤ T orthogonal auf den Kern von σt steht. Dieser eindeu-
tige Preis wird der Minimale Marktpreis des Risikos genannt. Sowohl der
Numéraire Portfolio Prozess als auch sein Inverse Prozess Z kann in diesem
Fall durch den minimalen Marktpreis des Risikos bestimmt werden.

dNt = Nt

((
γ

(m)
t , dWt

)
+

1

2
||γ(m)

t ||2dt
)
, 0 ≤ t ≤ T, N0 = 1

und

Zt =
1

Nt

= exp

(
−
∫ t

0

(
γ(m)
s , dWs

)
− 1

2

∫ t

0

||γ(m)
s ||2ds

)
, 0 ≤ t ≤ T
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4.3 De�nition Mutual Fund Theorem

De�nition 4.2 Mutual Fund

Ein Mutual Fund M = (Mt)0≤t≤T = 1 + (H ∗S) ist ein positiver Vermögens-
prozess für den Markt S, sein Anfangskapital ist 1. Sprich M ∈ X (1).

Mt = 1 +

∫ t

0

(
d∑
i=1

H i
u dS

i
u

)
= 1 +

∫ t

0

(Hu, dSu), 0 ≤ t ≤ T

De�nition 4.3 Hat man einen Finanzmarkt S, der die Annahme 1 erfüllt
und erfüllt, die Familie von Nutzenfunktionen U die Annahmen 2 und 3,
dann sagt man, der Finanzmarkt S erfüllt das Mutual Fund Theorem, wenn
es eine Mutual Fund M gibt, sodass für jedes U ∈ U und x > 0 ein reelwerti-
ger, (Ft)0≤t≤T -messbarer und M-integrierbarer Prozess k = k(x, U) existiert.
Weiters muss gelten:

X̂t(x, U) = x+

∫ t

0

(ku, dMu), 0 ≤ t ≤ T. (4.3)

Für die Klasse von Nutzenfunktionen U bezeichnet man M als den Mutual
Fund für den Markt S.

Die optimale Investmentstrategie ist es, in den Mutual Fund M und den ri-
sikolosen Asset k zu investieren.

Wenn die Logarithmische Funktion ln ∈ U und ein paar weitere Annahmen
gelten, dann kann gezeigt werden, dass der Mutual Fund das Numéraire
Portfolio ist.

M = N

4.4 Replizierbarkeit und seine Mengen

Es folgen noch ein paar weitere De�nitionen. Für den Stochastischen Prozess
X = (Xt)0≤t≤T ist (FXt )0≤t≤T die rechtsstetig und gesättigte Filtration. Sie
wird generiert durch den Prozess X.

GXt = σ(Xt) ist die dazugehörige Sigmaalgebra. L∞(Ω, GN
T ,P) = L∞(GN

T )
ist die Menge aller begrenzten Europäischen Optionen auf dem Numéraire
Portfolio N .
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De�nition 4.4 Europäische Option

Eine Option ,die nur am Fälligkeitstermin ausgeübt werden kann, nennt man
eine Europäische Option. Sie sind pfadunabhängig und haben feste Laufzei-
ten.

R(S) ist die Menge aller begrenzten Zufallsvariablen, die auf dem Markt S
replizierbar sind. Dementsprechend ist für einen �xen Mutual FundR(M) die
Menge der beschränkten Zufallsvariablen, die im Mutual Fund M repliziert
werden können.

De�nition 4.5 Replizierbar

Eine Zufallsvariable ist replizierbar, wenn es für die Variable f eine Zahl
p(f) und einen d-dimensionalen, stochastisch integrierbarer und bezüglich der
Filtration messbaren Prozess Hf

u gibt, sodass

f = p(f) +

∫ T

0

(Hf
u , dSu).

Das Stochastische Integral ist ein beschränkter Prozess.

Zur replizierbaren Zufallsvariablen f kann man einen Preisprozess P (f) =
(Pt(f))0≤t≤T de�nieren. p(f) ist dabei der Anfangspreis von f.

Pt(f) = p(f) +

∫ t

0

(Hf
u , dSu), 0 ≤ t ≤ T (4.4)

Für den Mutual Fund gilt analog:

f = p(f) +

∫ T

0

(kfu, dMu) (4.5)

R(M,FM) bezeichnet die Menge der Zufallsvariablen f ∈ R(M), für die kf

in (4.5) so gewählt werden kann, dass sie bezüglich der Filtration messbarer
sind.

Es ist klar, dass:
R(M,FM) ⊂ R(M) ⊂ R(S)

A(S) ist die Menge aller Nutzenfunktion, für die Annahme 2 und 3, und für
den Markt S Annahme 1 gilt.
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4.5 Folgerungen

Satz 4.1 Es gibt einen semimartingalen Finanzmarkt, der die Annahmen
1, 4 und 5 erfüllt. Wenn ein Mutual Fund M existieren, sodass jede Euro-
päischen Option f, mit Laufzeit T auf einem Numéraire Portfolio N , aus-
schlieÿlich durch Handeln im Mutual Fund , repliziert werden kann, dann
erfüllt der Finanzmarkt S das Mutual Fund Theorem im Hinblick auf die
Klasse der Nutzenfunktionen A(S). M ist dann der Mutual Fund für den
Markt S.

(R) bezeichnet diese Replizierbarkeitsbedingung. Formal bedeutet das:

(R) Existiert ein Mutual Fund M , sodass L∞(GNT ) ⊂ R(M),

dann erfüllt dieser Markt das Mutual Fund Theorem.

(R)⇒ (MFT)

Satz 4.2 Man hat wieder einen semimartingalen Finanzmarkt, der die An-
nahmen 1, 4 und 5 erfüllt. Mit (RN) bezeichnet man die Replizierbarkeitsbe-
dingung, für die gelten muss: Jede beschränkte Europäische Option f muss
ausschlieÿlich durch Handeln im Numéraire Portfolio replizierbar sein. For-
mal:

(RN) L∞(GNT ) ⊂ R(N)

Wenn die Replizierbarkeitsbedingung (RN) erfüllt ist, erfüllt der Finanzmarkt
S mit den Nutzenfunktionen A(S) das Mutual Fund Theorem. Der Mutual
Fund wird de�niert durch das Numéraire Portfolio.

(RN)⇒ (MFT)

Es gilt:
R(N,FN) ⊂ R(N) = R(M) ⊂ R(S)

Satz 4.3 Es gibt einen Finanzmarkt S, für den die Annahmen 1, 4 und 5 er-
füllt sind. Hat man ein Numéraire Portfolio mit eigener Filtration (FNt )0≤t≤T ,
das einen vollkommenen Markt de�niert, dann erfüllt der Finanzmarkt S mit
den Nutzenfunktionen A(S) das Mutual Fund Theorem.

Wie man mit Hilfe von Satz 4.3 und 4.2 erkennt, de�niert das Numéraire
Portfolio nicht automatisch einen vollständigen Markt. Auch sind hinsicht-
lich der Vollständigkeit keine Forderungen an den Markt S gerichtet.
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4.6 Umkehrung der Sätze 4.1 und 4.2

4.6.1 Satz 4.1

Satz 4.1 kann jedoch nicht ohne weiteres einfach umgedreht werden. Sprich
das Mutual Fund Theorem kann auch gelten, wenn die Replizierbarkeitsbe-
dingung (R) nicht erfüllt wird.

(MFT) 6⇒ (R)

Möchte man Satz 4.1 umdrehen, benötigt man eine weitere Bedingung:

Die Bedingung wird eine abgeschwächte Form der Vollständigkeit darstellen.

Sie lautet: Jede Europäische Option auf einem Numéraire Portfolio muss aus-
schlieÿlich durch Handeln in allen Stocks und dem risikolosen Asset repliziert
werden können. Formal:

(WC) L∞(GN
T ) ⊂ R(S)

Aus der Replizierbarkeitsbedingung (R) folgt (WC). Nach Satz 4.1 giltR(M) ⊂
R(S). Damit gilt, wenn der Finanzmarkt die Bedingungen 1, 4, 5 erfüllt, auch

(R)⇒ (MFT) + (WC)

analog für (RN)
(RN)⇒ (MFT) + (WC)

Mit Hilfe der abgeschwächten Form der Vollständigkeit funktioniert die Um-
kehrung:

Satz 4.4 S sei wieder ein Finanzmarkt, der die Bedingungen 1, 4, 5 und die
schwache Form der Vollständigkeit (WC) erfüllt. Die Klasse A(S) erfüllt die
Bedingungen 2 und 3. Wenn der Finanzmarkt S das Mutual Fund Theorem
in Hinblick auf die Klasse A(S) erfüllt, dann gilt (R).

(MFT) + (WC)⇒ (R)

Insgesamt erhält man:

(R)⇔ (MFT) + (WC)
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Bemerkung 4.1 Annahme 4 ist in den vorangegangenen Sätzen nicht un-
bedingt erforderlich. Jedoch verliert das Numéraire Portfolio ohne diese Vor-
aussetzungen seine ökonomische Wichtigkeit.

Die schwache Vollständigkeitsbedingung (WC) ist in Satz 4.4 sicher erfüllt,
wenn S = (St)0≤t≤T ein vollständiger Markt mit der original Filtration
F = (St)0≤t≤T ist. Man kann den Satz jedoch auch auf einen unvollstän-
digen Markt anwenden. Dafür muss man den Markt jedoch vervollständigen.
Man fügt dem Markt eine endliche Menge von Aktien hinzu. Dadurch erhält
man einen vollständigen Markt. Ebenso erhält man ein eindeutiges Martin-
galmaÿ Q(m). Satz 4.4 ist auf diesen neuen vervollständigten Markt anwend-
bar. Wenn keine Nutzenfunktion U ∈ A(S) eine dieser neu hinzugefügten
Aktien verwendet, gilt Satz 4.6.1 auch für den ursprünglich unvollständigen
Finanzmarkt.

Dieser Weg, mit der Unvollständigkeit umzugehen, wird im nachfolgenden
Satz beschrieben. Er stellt eine duale Charakterisierung für die schwache
Form der Vollständigkeit dar.

Satz 4.5 Der Finanzmarkt S erfüllt die Annahmen 1,4 und 5. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

1. Es gilt die schwache Form der Vollständigkeit (WC).

2. für jeder Q ∈Me gilt:

d Q(m)

d P
= IE

[
d Q
d P
|GNT

]
(4.6)

3. für jeder Q ∈Me gilt:
d Q(m)

d P
≥2

d Q
d P

(4.7)

4.

Ŷt(y, V ) = yIE

[
d Qm

d P
|Ft
]

= yZt 0 ≤ t ≤ T (4.8)
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4.6.2 Satz 4.2

Oben wurde gezeigt, dass aus (R) ⇒ (WC) und somit aus (R) ⇒ (MFT) +
(WC) folgt. Da aus (RN)⇒ (R) folgt, gilt auch (RN)⇒ (MFT) + (WC).

Satz 4.2 besagt, dass L∞(GN
T ) ⊂ R(N).

Nun stellen sich fast zwangsweise die Fragen, ob auch Folgendes gilt:

• Gilt die Umkehrung (WC) + (MFT)→ (RN)?

• Und gilt anstelle von L∞(GN
T ) ⊂ R(N) auch die stärkere Forderung

L∞(GN
T ) ⊂ R(N,FN)?

4.6.3 Frage 1

Frage 1 soll anhand eines Beispieles beantwortet werden.

Beispiel 4.1 Das Beispiel wird zeigen, dass es möglich ist, einen vollstän-
digen Markt zu konstruieren, in dem das Mutual Fund Theorem hält, jedoch
kann als Mutual Fund nicht das Numéraire Portfolio gewählt werden. Sprich
die Bedingung (RN) ist nicht erfüllt.

Konstruktion: Es gibt zwei unabhängige Zufallsvariablen εi, die die Werte
{−1, 1} annehmen können. Die Wahrscheinlichkeiten sind:

P [ε1 = −1] =
1

2
, P [ε1 = 1] = p p ∈ ]0, 1[ \{1

2
}

Die Inkremente von S = (St)
2
t=0 sind

S0 = 2, ∆S1 = ε1

∆S2 =

{
ε2, wenn ε1 = 1

0, wenn ε1 = −1

∆Sn = Sn − Sn−1

Diese Konstruktion liefert einen eindimensionalen vollständigen Finanzmarkt
S, für den das Mutual Fund Theorem stand hält.

Für die Logarithmische Nutzenfunktion bezeichnet man mit

Ĥ(x, ln) = (Ĥ1(x, ln), Ĥ2(x, ln))
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die Anzahl der Aktien des Bestandes S, zwischen den Zeitpunkten 0 und 1
und zwischen 1 und 2. In diesem Fall ist Ĥ(x, ln)1 = 0.

Wenn man aber eine allgemeine Nutzenfunktion mit Anfangskapital x > 0
betrachtet, nimmt der Maximierer über die erste Periode eine nicht-triviale
Position ein. Ĥ(x, U) = (Ĥ1(x, U), Ĥ2(x, U)) bezeichnet hierbei die Anzahl
der Aktien für eine allgemeine Nutzenfunktion. Man �ndet sicher eine Nut-
zenfunktion bei der Ĥ1(x, U) nicht 0 ist. Was bedeutet, dass das Numéraire
Portfolio nicht als Mutual Fund gewählt werden kann.

Das Optimierungsproblem kann in zwei Schritten gelöst werden.

Das Startkapital x und die Nutzenfunktion U sollen �x sein, Ĥ(x, U) =
x+ (Ĥ ∗ S), wobei Ĥ = (Ĥ1, Ĥ2) vorhersehbar ist.

Der Investor wird seine Portfolioentscheidung Ĥ2 von folgenden Eigenschaf-
ten abhängig machen:

Wie steht es um das Vermögen nach der 1. Entscheidung x + (Ĥ ∗ S)1 =
x+ (Ĥ0 ∗∆S1) und welches ε1, sprich welcher Zustand ist eingetreten.

Zur Lösung des Optimierungsproblems für die zweite Investitionsperiode Ĥ2

erhält ein Investor eine indirekte Nutzenfunktion u1(x, ε1). Diese Funktion
ist de�niert durch ε1 und dem Vermögens x zum Zeitpunkt t = 1.

Das Optimierungsproblem zum Zeitpunkt 0 kann als ein einperiodisches Pro-
blem im Hinblick auf eine zufällige Nutzenfunktion u1(x, ε1) aufgefasst wer-
den.

Was passiert, wenn man als Nutzenfunktion den Logarithmus verwendet?

U(x) = ln(x) man erhält für u1:

u1(x, ε1) = ln(x) + C(ε1)

u1(x, ε1) ist also einfach eine vertikale Verschiebung der logarithmischen
Funktion. Die Konstante hängt nur von ε1 ab. Die indirekte Martingalnütz-
lichkeit d

d x
u1(x, ε1) = 1

x
hängt nicht von ε1 ab. Da in diesem Fall

d

d x
u1(x, ε1 = 1) =

d

d x
u1(x, ε1 = −1)
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wählt man die Strategie H1 = 0.

Im Fall einer allgemeinen Nutzenfunktion hängt d
d x
u1(x, ε1) von ε1 ab. In

diesem Fall ist
d

d x
u1(x, ε1 = 1) 6= d

d x
u1(x, ε1 = −1).

Daher ist es weniger e�zient, die Strategie H1 = 0 zu wählen. Besser wäre
es, eine Strategie zu wählen, die die Di�erenz des Martingalnutzens ausnützt.

Das Beispiel hat gezeigt, dass das Numéraire Portfolio nicht durch den Mu-
tual Fund bestimmt werden kann.

Unter bestimmten Umständen ist es jedoch möglich, dass die Umkehrung
(WC)+ (MFT)→ (RN) gilt. Dazu benötigt man jedoch eine weitere techni-
sche Eigenschaft:

γ
(m)
t 6= 0 wenn σt 6= 0 für λ⊗ P, [0, T ]× Ω (4.9)

γ
(m)
t kann interpretiert werden als der minimale Marktpreis des Risikos der,
nie verschwindet.

Satz 4.6 S sei ein Brownscher Finanzmarkt, wie in (4.2), der die Bedin-
gungen 1,4 und 5 erfüllt. Weiters sind (WC) und (4.9) erfüllt. Wenn der
Finanzmarkt S das Mutual Fund Theorem im Hinblick auf die Menge aller
Nutzenfunktionen A(S) erfüllt, dann gilt auch die Annahme (RN) .

(WC) + (MFT) + (4.9)→ (RN)
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4.6.4 Frage 2

Ist es möglich, jede beschränkte Europäische Option auf N ausschlieÿlich
durch Assets aus N zu replizieren?

Die Antwort ist leider nein, wie folgender Satz zeigen wird.

Satz 4.7 Sei S ein vollständiger Finanzmarkt, der durch eine zwei-dimensionale
Brownsche Bewegung wie in (4.2) de�niert ist und für den die Bedingungen
1, 4 und 5 gelten. Weiters gilt:

1. die originale Filterung (Ft)0≤t≤T ist durch die Brownsche Bewegung
(FWt )0≤t≤T generiert und sie ist identisch mit der Filtration, die durch
den Stockpreis S generiert wurde.

(Ft)0≤t≤T = (FWt )0≤t≤T = (FSt )0≤t≤T

2. Jede beschränkte pfadabhängige Option auf dem Numéraire Portfolio
N kann in N , unter Beachtung der gesamten Information (Ft)0≤t≤T ,
repliziert werden.

Da L∞(FNT ) ⊆ R(N), gilt auch sicher L∞(GNT ) ⊆ R(N).

3. Dann existiert eine Europäische Option f auf den Numéraire Portfolio
N mit Laufzeit T , die nicht in N nur durch Betrachtung der Informa-
tion, die durch den Prozess N gewonnen wird, repliziert werden kann.

L∞(GN
T ) 6⊆ R(N,FN)
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Kapitel 5

Berechnung der Anteile A1 und

A2 am vereinfachten Portfolio

Das Mutual Fund Theorem , postuliert von Nobelpreisträger James Tobin,
besagt: Alle Anleger sollten dasselbe Portfolio, bestehend aus einem risikorei-
chen Asset und einem risikofreien Asset, halten. Der einzige Unterschied liegt
in den verschiedenen Anteilen. Konservative Anleger halten einen deutlich
höheren Anteil an Bargeld. Aggressive Anleger haben einen deutlich höheren
Anteil in den Aktien.

In diesem Abschnitt möchte ich auf das bei der Einführung verwendete ver-
einfachte Portfolio aufsetzen. Anhand dieses Portfolios werde ich zeigen, wie
man die Anteile A1 und A2 berechnen kann.

Kurz zur Erinnerung: Das vereinfachte Portfolio besteht aus zwei Assets. Der
eine Teil ist Bargeld A1, der zweite besteht aus einer Staatsanleihe A2.

Zuerst zur Frage, was für einen Sinn es machen kann , Kapital in Bar zu
halten und nicht zu investieren?

Tobin nennt zwei Gründe dafür:

• Transaktionsbalance: Besonders bei kleinen Unternehmen kann die Ak-
tivseite nicht ganz genau mit der Passivseite synchronisiert werden.
Selbst wenn bekannt ist, wann Geld benötigt wird, können die Anla-
geformen nicht so genau darauf abgestimmt werden, dass Kapital zu
diesen Zeitpunkten frei wird. Dazu kommt, dass meist gar nicht bekannt
ist, wann Geld benötigt wird. Die Zeitabschnitte, in denen Barbestän-
de wegen der Transaktionsbalance gehalten werden müssen, sind recht
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kurz. Bei groÿen Unternehmen mit vielen Anlageformen kann dieser
Grund auch fast vernachlässigt werden.

• Investmentbalance und Portfolioentscheidungen: Im Gegensatz zu den
recht kurzen Zeitabschnitten bei der Transaktionsbalance gibt es, über
ein Jahr gesehen, erwartete kumulierte Aufwendungen, die sich aus
saisonal kumulierten Forderungen ergeben. Bei der Begleichung solcher
Forderungen, ist es nötig, Anlageformen in Bargeld umzuwandeln. Dies
bringt Kosten und Verluste mit sich. Sind die erwarteten Kosten gröÿer
als der durch die Nichtinvestition verloren gegangene Investitionserfolg,
muss das Geld in Bar gehalten werden.

Natürlich gibt es Alternativen zum Bargeld. Ihr gemeinsames Merkmal ist,
dass sie, wie Bargeld, ein gewisses Risiko haben, was den realen Wert be-
tri�t. Solche Anlageformen unterliegen der Schwankung des Preisniveaus. Im
Gegensatz zu den risikoreichen Assets haben sie jedoch kein Ausfallsrisiko.
Beispiele für solche konservative Anlageformen sind: Immobilien oder koope-
rative Aktien.

5.1 Annahmen

Da das Interesse stark auf dem Erwartungswert und der Varianz des Returns
R = A2(r+ g) liegt wählte Tobin für seine Untersuchungen die quadratische
Nutzenfunktion.

U(R) = (1 + b) R + b R2 (5.1)

Für die Wahl von b gilt:

Um ein möglichst geringes Risiko zu erhalten, wählt ein risikoscheuer Anleger
sein b im Bereich von (−1; 0) ein risikofreudiger Anleger sein b ∈ (0; 1). Die
Martingalnützlichkeit des Returns U ′(R) soll nicht negativ werden. Daher
gibt es weitere Einschränkungen für b.

U ′(R) = (1 + b) + 2 b R =⇒ (1 + b) + 2 b R ≥ 0

R ≥ −(
1 + b

2 b
) (b > 0) für risikonahe Anleger

R ≤ −(
1 + b

2 b
) (b < 0) für risikoscheue Anleger
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5.2 Berechnung

Aus der Nutzenfunktion kann man die Steigung und die Krümmung der In-
di�erenzkurve ermitteln.

Zuerst wird die Steigung dµR

dσR
berechnet.

Dafür benötigt man den Erwartungswert des Returns, diesen erhält man aus:

IE[U(R)] =

∞∫
−∞

U(R) f(R) dR = (1 + b) IE(R) + b IE(R)2

= (1 + b) IE(R) + b (var(R) + IE(R)2)

= (1 + b) µR + b (σ2
R + µ2

R)

Hält man den IE(U) konstant und di�erenziert nach σR und µR, dann erhält
man die Steigung der Indi�erenzkurve.

dIE[U(R)]

dµR
= 2 b µR + b+ 1;

dIE[U(R)]

dσR
= 2 b σR

dIE[U(R)] = (2 b µR + b+ 1) dµR; dIE[U(R)] = (2 b σR) dσR

dµR
dσR

=
σR

−1+b
2 b
− µR

(5.2)

Da −1+b
2 b

gröÿer als µR ist, muss für einen risikoaversen Anleger −1+b
2 b

positiv
sein, damit der gesamte Bruch und somit auch die Steigung positiv sind.

Für einen Risikoliebhaber muss dagegen −1+b
2 b

negativ sein. Damit sind Bruch
und Steigung ebenfalls negativ.

Die Krümmung berechnet sich als d2µR

dσR
.

d2µR
dσR

=
1 +

dµ2
R

dσR

(−1+b
2 b
− µR)2

Man sieht, dass die Krümmung für einen risikoaversen Investor konkav nach
oben, für ein Risikoliebhaber konkav nach unten geht, siehe Abbildung 2.1.
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5.3 Tangentenmaximierung

Der Investor versucht die Anteile seines Vermögens so zu de�nieren, dass er
den höchst möglichen Gewinn erreicht. Sprich, er möchte die höchste Indi�e-
renzkurve erreichen immer im Hinblick auf seine Risikopräferenzen und der
Opportunitätskurve.

Es gibt mehrere Arten der Maximierung. Die Tangentenmaximierung soll
vorgestellt werden und mit dieser die Anteile bestimmt werden:

Die Indi�erenzkurve wird so verschoben, dass die Opportunitätskurve zu
einer Tangente wird. Diese Art der Maximierung liefert nur Ergebnisse für
einen risikoaversen Anleger und führt immer zu einer Aufteilung auf die bei-
den Anlageformen.

5.3.1 Maximierung mittels Tangente

Die Bedingung für ein Maximum ist: Die Steigung der Indi�erenzkurve,
gegeben in der Gleichung (5.2), muss gleich sein wie die Opportunitätskurve
in Gleichung (2.5). Zur Erinnerung µR = A2 r, σR = A2 σg. Daraus ergibt
sich:

r

σg
=

A2 σg

−1+b
2 b
− A2 r

⇒ A2 =
r

r2 + σ2
g

(
−1 + b

2 b

)
Man sieht, dass der Anteil, der in A2 gehalten wird eine Funktion von r ist.

Das Ganze kann auch gra�sch gelöst werden, wie die nächste Abbildung zei-
gen wird.

Die vertikale Achse von Null nach oben ist der erwartete Return, die horizon-
tale das Risiko. Die vertikale Achse nach unten gibt den Anteil des Portfolios
in A2 und A1 an. Wobei der erste Abschnitt den Anteil in die Anleihe, der
zweite Abschnitt den Anteil in Cash symbolisiert. Man sieht, dass sich die
beiden Anteile auf eins addieren.

Jeder Anlegen beschreibt seine persönliche Präferenz bezüglich Risikos und
Returns in der Indi�erenzkurve I1. Je höher die Kurve bei µR startet, desto
mehr Gewinn kann sich ein Anleger bei geringem Risiko erwarten. Den Anle-
gern ist es daher nur recht, wenn die Indi�erenzkurve nach oben verschoben
wird.
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Abbildung 5.1: Tangentenmaximierung

Die Opportunitätskurve 0C1 beschreibt den erwarteten Return bei gegebe-
nem Zins r und σg im Bezug auf das Risiko. µR = r

σg
σR

, Man verschiebt jetzt die Indi�erenzkurve so weit nach oben, dass die Op-
portunitätskurve eine Tangente wird. Sprich, dass Indi�erenzkurve und Op-
portunitätskurve genau einen Schnittpunkt T1 haben.

0B1 beschreibt die Beziehung des Risikos zur Anleihe. σR = A2 σg

Vom Schnittpunkt T1 zeichnet man eine vertikale Linie parallel zur vertika-
len Achse. Der Schnittpunkt dieser Linie mit der Linie 0B1 beschreibt die
Anteile in A2 (Abstand zwischen horizontaler Achse und Schnittpunkt) und
dem Anteil in A1 (Reststück auf 1).

5.4 Änderung des Risikos

Es gibt viele Gründe, warum sich das Risiko einer Anlageform ändert. Dar-
um möchte ich noch kurz darstellen, was passiert, wenn sich das Risiko der
Anleihe um die Hälfte verringert σg

2
.

Dies soll in der nachfolgenden Gra�k dargestellt werden.
Die Ausgangslage des Investors ist durch A2(r1, σg) dargestellt. I1, OC1 und
OB1 beschreibt seine Ausgangslage.
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Abbildung 5.2: Änderung der Zinsrate r und des Risikos σg

Wenn sich das Risiko halbiert, verdoppelt sich die Steigung ( r
σg
) der Oppor-

tunitätskurve und der Risiko-Anleihen-Beziehung 0B1. Die Indi�erenzkurve
muss parallel nach oben verschoben werden. Wendet man die oben beschrie-
bene Tangentenmaximierung auf diese neue Situation an erhält man das neue
Verhältnis zwischen A1 und A2, dargestellt durch den Punkt A2(r1,

σg

2
).

Denselben Maximierungspunkt würde man erhalten, wenn die Zinsrate ver-
doppelt wird. In diesem Fall wird aus 0B1 ⇒ 0B2. Siehe Punkt A2(2 r1, σg).

Der Unterschied in den beiden Fällen liegt im Anteil, der in A2 gehalten
wird. Bei normalem Zins und halbiertem σg ist A2 doppelt so hoch wie bei
doppeltem Zins und gleichbleibendem σg.
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Kapitel 6

Lebensphasen-Modelle

Abschlieÿend möchte ich noch ein Beispiel aus der Praxis präsentieren. Es
soll ein besseres Verständnis für die Prozentsätze liefern, die es für die Auf-
teilung in risiokarmen und risikoreichen Anlageformen gibt. Weiters werde
ich ein paar Gründe geben, wie Anleger ihre Risikopräferenz bestimmen.

Seit kurzem gibt es auf dem Markt der Pensionskassen ein neues Produkt. Die
Kassen bieten so genannte Lebensphasen-Modelle oder Lebenszyklusmodelle
an. Bisher konnten die einzelnen Arbeitnehmer nicht mitreden, wenn es um
die Veranlagung ihres Kapitals ging. Der Arbeitnehmer verhandelte mit der
Kassa eine Anlagestrategie, die für all seine Arbeitnehmer gilt. Dies ist un-
abhängig vom Alter, egal ob aktiv oder schon in Rente oder Exarbeitnehmer.

Beim Lebensphasen-Modell kann der Arbeitnehmer mitreden. Je nach Pen-
sionskasse hat er die Wahl zwischen 2 oder 3 verschiedenen Veranlagungs-
und Risikogemeinschaften. Voraussetzung ist, dass der Arbeitgeber ein sol-
ches Modell wählt. Zur Auswahl stehen meist ein dynamisches Portfolio ein
ausgewogenes Portfolio und ein konservatives Portfolio.
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6.1 Das dynamische Portfolio:

Bei diesem Portfolio wird auf einen hohen Akti-
enanteil gesetzt. Dadurch erho�t man sich über
eine längere Laufzeit einen hohen Ertrag zu er-
wirtschaften. Die Veranlagungsergebnisse können
jedoch sehr stark schwanken und sind somit für
kurze Laufzeiten oder in der Pensionsphase nicht
wirklich geeignet. Oder anders ausgedrückt, das
Veranlagungsrisiko ist höher.

Dynamische Portfolios können bis zu 70 % aus
Aktien bestehen. Meist ist es ein Prozentsatz
zwischen 30 und 50%. Dieses Portfolio eignet sich
für junge Mitarbeiter (bis ca. 40 Jahren) und
langen Laufzeiten.

6.2 Das ausgewogene Portfolio:

Die Anlagepolitik ist so ausgerichtet, dass sie sta-
bil ist. Das Portfolio besteht aus einer optimalen
Mischung zwischen Anleihen und Darlehen und
einem kleineren Anteil an Aktien. Damit wird
versucht über eine längere Laufzeit die Erträge in
Höhe des rechnungsmäÿigen Überschusses (=im
Pensionskassenvertrag festgelegter Zinssatz) zu
erwirtschaften.

Ausgewogene Portfolios besitzen 20 - 30 % an
Aktien. Diese Portfolios eignen sich grundsätzlich
für alle Mitarbeiter, die entweder in jungen
Jahren nicht sehr risikofreudig sind oder später
ein gewisses Risiko eingehen möchten.
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6.3 Das stabile Portfolio:
Bei der Portfoliozusammensetzung werden über-
wiegend konservative Anlagekategorien gewählt.
Es werden möglichst solche Anlageformen ausge-
wählt, die konstante Erträge beisteuern, wie z.B
Anleihen und Darlehen, die aber bis zum Ende
gehalten werden. Dadurch sind gleich bleibende
Renditen zu erzielen. Aktien spielen nur eine
untergeordnete Rolle.

Dieses Portfolio besitzt in der Regel zwischen
5 und 20 % in Aktien. Besonders geeignet ist
dieses Portfolio für Personen, die unmittelbar
vor Pensionsantritt stehen oder bereits eine
Pensionsleistung beziehen.

6.4 Vergleich der drei Portfolios über den Lauf
der Zeit

Der Arbeitnehmer kann sich zu Versicherungsbeginn entscheiden, welches
Portfolio er bevorzugt, dabei wird seine persönliche Risikoneigung anderer-
seits sein Alter eingehen. Später kann er das Portfolio wechseln. Jedoch nur
in ein weniger risikoreiches Portfolio.

Aus Betrachtungen aus der Vergangenheit kann man folgende Feststellung
bezüglich der Entwicklung des Portfolios machen:

In der ersten Graphik ist die Veranlagung über eine längere (20 Jahre) Pe-
riode dargestellt. Man erkennt, dass bei Portfolios mit hoher Volatilität Ver-
luste durch Gewinne ausgeglichen werden. Sie wurden in dieser Zeit sogar
überkompensiert. So hatten Portfolios mit hohem Anteil in Aktien eine hö-
here Rendite.
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Abbildung 6.1: Vergleich über eine längere Periode

Die zweite Abbildung beschreibt die schlechten Börsenjahre zwischen 2000
und 2004. Portfolios mit hoher Volatilität brachten in diesen Jahren durch-
gehen schlechtere Renditen als ein Portfolio mit Volatilität.

Abbildung 6.2: Vergleich in schlechten Börsenjahren
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