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Abstract

Ziel dieser Diplomarbeit ist die analytische Ausformulierung der Arbeit ,Finite ele-
ment approximation of a monlinear cross-diffusion population model® der Autoren
John W. Barrett und James F. Blowey.

In dieser Arbeit wird ein Populationsmodell behandelt, welches aus einem System
zweier parabolischer, nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen besteht, die im
Diffusionsteil gekoppelt sind. Hierfiir diskretisieren die Autoren das Problem mit-
tels Finiter Elemente Methode und zeigen Konvergenz der dadurch approximierten

Losung gegen eine schwache Losung des urspriinglichen Problems.

This diploma thesis writes out the paper , Finite element approximation of a nonlinear
cross-diffusion population model“ from John W. Barrett and James F. Blowey in full.
The paper describes a system of two nonlinear parabolic partial differential equations
with cross-diffusion, which is motivated by a population model. The authors made
a discretization using the Finite Element Method and show convergence towards a

solution of the original problem in a weak sense.
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1 Einleitung und Motivation

1.1 Einfiihrung in die Aufgabenstellung

Wir wollen zwei konkurrierende Populationen auf einem beschrinkten Gebiet 2 un-
tersuchen, beispielsweise zwei Tierarten in einem gemeinsamen Lebensraum mit der
gleichen Nahrungsquelle. Falls man die Populationsdichten u; und us der einzelnen
Populationen homogen verteilt auf 2 annehmen wiirde, so kénnte man die aus den
30er Jahren stammenden Lotka- Volterra-Gleichungen heranziehen, welche in der Form

duq duy

. = uy(p1 — muz), “at = ug (2 — Y2u1)

bekannt sind. Die Koeffizienten @1 und ps beschreiben dabei Reproduktionsraten der
einzelnen Spezien, falls diese negativ sind, kann man sie daher als Sterberate inter-
pretieren. Fiir 4, 7 = 1,2, j # 4, beschreibt wiederum ~; die Sterberate der Population
u; pro Individuum der Population u;, welche aus dem rivalisierenden Verhalten der
Populationen hervorgeht. Man kann diese Koeffizienten auch als Reproduktionsraten

deuten, falls diese negativ sind.

Deutlich schwieriger wird das Problem, wenn man die Populationsdichten auf dem
Gebiet €2 inhomogen annimmt und sich iiberlegen will, wie sich die Grolen uq und ug
mit der Zeit auf dem Gebiet verdndern. Fiir diesen Fall wird in der Arbeit von John W.
Barrett und James F. Blowey ein nichtlineares Populationsmodell mit Kreuzdiffusion

betrachtet, was durch die Gleichungen

8ui
ot

— Alciui + a;u? + wiug] — by div(u; Vo) = g;(u1, ug) (1.1a)
mit
gi(ur,uz) == (i — Yiiwi — Viju;)ui (1.1b)
gegeben ist, wobei 4, j = 1,2, j # ¢. Wenn man nun fiir ¢ = 1,2, j # ¢, die Funktionen
Bi(ut,uz) : =V (ciul- + aiu? + uiuj) + b;u; Vo
= (CZ' + 2a;u; + Uj) Vu; + u; (Vuj + b1Vv) (12)
definiert, kann man die Gleichungen in (1.1a) umschreiben zu

8’11,1‘
ot

— divﬁi(ul, Ug) = gi(uhug). (13)

Der wesentliche Unterschied zu den vorhin erwéhnten Lotka- Volterra-Gleichungen be-
steht nun in den Diffusionstermen [;, wobei §; fiir i = 1,2 das Wanderverhalten der
Spezies u; innerhalb von 2 beschreibt. Die darin vorkommenden orts- und zeitun-
abhéngigen Koeffizienten a; und ¢; werden als Diffusionskoeflizienten bezeichnet und
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beschreiben fiir ¢ = 1,2 den Fluss der Population u; in 2, wobei der vom Koeffizien-
ten a; beschriebene Fluss noch von der eigenen Population u; abhéngt. Fiir i = 1,2
steht der Koeffizient b;, welcher ebenfalls von Raum und Zeit unabhéngig ist, fiir die
Geschwindigkeit mit der sich die Spezies u; durch das Gebiet bewegt, wobei diese in
unserem Modell an ein umweltbedingtes Potential v gebunden ist.

Da die rechten Seiten g; aus (1.1b) die gleiche Struktur wie jene der Lotka- Volterra-
Gleichungen aufweisen, kann man die dort auftretenden konstanten Koeffizienten
dhnlich wie vorhin interpretieren. pu; beschreibt also die Reproduktionsrate der i-
ten Population und v;; die Sterberate der Spezies u; pro Individuum der Spezies
u;. Die Koeffizienten +;; sind wie 7;; zu deuten, mit dem Unterschied, dass v;; eine

Konkurrenz innerhalb der eigenen Population u; widerspiegelt.

Klarerweise stellen die Gleichungen in (1.1a) bzw. (1.3) ohne Anfangs- und Rand-
wertbedingungen kein wohlgestelltes Problem dar. In der Arbeit von John W. Barrett
und James F. Blowey, siehe [2], wurde folgendes nichtlineare Populationsmodell mit

Kreuzdiffusion fiir die Populationen u; und us formuliert:

(P) Finde uj,us: Q x [0,T] — R, sodass fiir t = 1,2

68? —div 8;(u1, ug) = gi(u1, uz) in Qr :=Q x (0,77, (1.4a)
Bi(ui,uz)-v=0 auf 02 x (0,71, (1.4b)
ui(,0) = ud(.) >0 in Q, (1.4c)

wobei v fiir den nach aulen zeigenden Normalvektor auf 99 steht und S;(u1, ug)
und g;(u1,us) wie in (1.2) und (1.1b) definiert sind. Fiir die Koeffizienten soll
a; € Ry, b; € Rund c¢;, p4, vis, vij € Rxo gelten.

Die Funktionen u?(.) stehen fiir die Populationsdichten der i-ten Spezies zum Zeit-
punkt ¢ = 0, weshalb die Forderung u?(.) > 0 sinnvoll ist. Die Forderung (1.4b) an
den Rand ist ebenfalls zweckméfig, da wir das Problem auf einem beschrénkten Ge-
biet Q betrachten und der Strom f; fiir ¢ = 1,2 das Wanderverhalten der Spezies u;
widergibt.

Bemerkung 1.1. Es handelt sich dabei um ein System zweier parabolischer partieller
Differentialgleichungen, welche gekoppelt sind. Die Koppelung ist im Diffusionsteil
Bi(u1,uz) zu finden, weshalb man hier auch von Kreuzdiffusion spricht.

Schon vor John W. Barrett und James F. Blowey haben sich Mathematiker mit dem
in (P) gestellten Problem beschéiftigt. Ein Ansatz war, dabei die Gleichungen in (1.4a)

vektorwertig anzuschreiben, was zu



FEM fiir ein nichtlineares Populationsmodell Horst Osberger

fiihrt, wobei @ bzw. § als Vektoren in R? aufzufassen sind mit i-ter Komponente u;

A(ﬁ) — <01 + 2a1u1 + us Uq )

U3 c2 + 2a2uz + uy

bzw. g; und

ist (die Operatoren %, div und V sind komponentenweise zu verstehen). Wenn man
nun u; > 0 annimmt, erhélt man mit der Youngschen Ungleichung (siehe z.B. [11],
Seite 138) fiir i = 1,2

0; 1
w182 > —uil&1]|E2| > —u; <2§f + 26€§>
woraus mit §; = % und 6y = 2

1 1
u1é1éa > —1U1§% —u &5 bzw. u&1§2 > —Zuzfg — &
folgt. Daher gilt fiir einen beliebigen Vektor & € R?
ETA() € = 167 + 265 + (2a1u1 + u) & + (2a0uz + u1) & + (u1 + uz) G160

1 1
> 0167 + 285 + 201w &7 + 2a2u285 — —ur&F — ~ui &}

4 4
e - . 2a; 1 . 52
= 2 ¢ + a; 1 u; | §;

Man erkennt also, dass unter den zusétzlichen Voraussetzungen a; > % und ¢; > 0,
fiir i = 1,2, die Matrix A(%) gleichmaBig elliptisch ist. Mit diesen Einschrénkungen
an die Koeflizienten konnten Galiano, Garzén und Jiingel im Jahre 2001 das Problem
(P) losen, siehe [9].

Bald darauf, im Jahr 2003, gelang es den gleichen Herren die Losbarkeit des Problems
auch ohne diese Einschrinkungen zu zeigen, jedoch benétigten sie dafiir die stetige
Einbettung H!(2) — L>(Q), weshalb ihr Beweis, welcher in [10] zu finden ist, nur
im eindimensionalen Fall giiltig ist.

Im Jahr 2004 gelang es dann schlussendlich in der Arbeit ,Analysis of a multi-
dimensional parabolic population model with strong cross-diffusion” von Chen und
Jiingel, siehe [5], die Existenz globaler Losungen des Problems (P) fiir den ein- bis
dreidimensionalen Fall zu zeigen. Im Gegensatz zu der hier behandelten Arbeit [2]
approximierten die Autoren die Ableitungen beziiglich Zeit und Raum mit finiten

Differenzen und betrachteten zunéchst nur den Positivteil der Populationsdichten ;.

Wir wollen nun kurz einen Uberblick iiber die in der Arbeit [2] und hier verwendeten
Methoden geben. Im Allgemeinen gehen wir dhnlich wie in [5] vor, jedoch benutzen wir
zur Approximation im Raum 2 die Finite Elemente Methode und machen beziiglich
der Zeit eine Semidiskretisierung durch finite Differenzen. Auflierdem werden hier Ab-
schneidefunktionen verwendet, deren Definitionen auf einer Regularisierungsfunktion

F, basieren.
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e In Kapitel 2 werden die fiir die Finite Elemente Methode relevanten Einzel-
heiten, v.a. Abbildungen und Operatoren wie F., behandelt und eine daraus

resultierende schwache Formulierung fiir das Problem (P) aufgestellt.

e In Kapitel 3 zeigen wir mit Hilfe eines Fixpunktargumentes die Losbarkeit der
schwachen Formulierung und leiten in Theorem 3.15 zwei wichtige A-priori-

Abschétungen her.

e Mit den erzielten Abschitzungen wird in Kapitel 4 Konvergenz fiir die Losungen
des FE-Modells gezeigt. Diese Grenzwerte erfiillen dann in einem gewissen
schwachen Sinn das Problem (P).

1.2 Notation und bekannte Resultate

Die Menge Q C R? steht fiir ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit Lipschitz-

rand.

Fiir einen beliebigen Raum X soll Iy : X — X die Identitit auf X bezeichnen, wobei
auf den Index verzichtet wird, falls klar ist, welcher Raum gemeint ist. Aulerdem
steht Z fiir die Einheitsmatrix in R**%.

Wir bezeichnen fiir m € N (N sei in dieser Arbeit stets die Menge der natiirlichen
Zahlen mit 0) und 1 < p < oo die Menge aller Funktionen u € LP(f2), sodass

D% € LP(Q) fiir alle |af < m,

als den Sobolevraum W™ P?(£), wobei a ein Multiindex ist und D%u die partiellen
Ableitungen im Sinne der Distributionen sind. Fiir w C  ist der Raum WP (w) mit

der Norm bzw. Seminorm
||u||Wm o HDauHLp o) bzw. \u|€vm‘p ) HDauHLp L) o fir p < oo
(w) (w) (w)
la|]<m

[l = s 1Dl ) b [l m ) = .zﬂiz; D%l i p = o

versehen, wobei im Fall w = Q die kiirzere Schreibweise ||.||ym.» bzw. ||.||L» verwendet
wird. Falls p = 2 gelten sollte, so schreiben wir H™(w) an Stelle von W™?2(w).

AuBlerdem soll ||.[|¢(z) mit w C Q fiir die Supremumsnorm auf dem Raum der stetigen
Funktionen C(w) und ||M||2 := max {|A|: A ist Eigenwert von M} fiir die Spektral-
norm einer Matrix M € R4 stehen.

Alle soeben definierten Rdume und Normen fiir w C 2 wollen wir auf analoge Weise
tir Teilmengen von [0, 7] und Q := Q x [0,T] fiir ein T' > 0 definieren.

Wir bezeichnen auflerdem fiir p € (1,00) mit p’ die konjugierte Zahl, welche durch
/

p = ﬁ gegeben ist.
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Mit (W12(€))’ soll der Dualraum von W' (Q) und mit W ~#'(£2) der Dualraum von
VVO1 "P(Q) bezeichnet werden, also der Raum aller linearen und stetigen Funktionen von
WLe(Q) bzw. W) P(Q2) in die reellen Zahlen. Die Norm auf (W1?(€2))" ist durch die
Abbildungsnorm

| (z,m), |

ineWP(Q), n#0
70ly31.

EI sup{

= sup {| (), | : n € W), lnllyrn <1} (1.5)

gegeben, wobei (., .),, die Dualitdtsklammer auf (WLP(Q)) bezeichnet. Fiir W12 (Q)

ist die Norm analog definiert.

Sei mit (.,.) das innere Produkt des L?(Q) und fiir einen Vektor z = (z1,...,z4) € R
die euklidische Norm mit |z] := \/x% + ... + z2 gegeben.
Als Letztes soll fiir eine Funktion f punktweise sein Positivteil durch [f]+ = max{f,0}
und sein Negativteil durch [f]— = min{f, 0} notiert sein.

Nun gibt es in der Theorie der Sobolevrdume viele sehr hilfreiche Resultate, von
denen wir einige im Laufe dieser Arbeit benotigen werden. Eines dieser Resultate ist
das Lemma von Deny-Lions, dessen Beweis in [8], Lemma B.67 auf Seite 491, zu
finden ist.

Lemma 1.2 (Deny-Lions). Firr € [1,00] und m > 1 gilt

iglf Nt mllyme < Clulym.- Yu e W™T(Q), (1.6)
TepP™m—

wobei P™ der Raum der Polynome mit Grad kleiner gleich m ist.

Weiters brauchen wir folgende Variante der Ungleichung von Poincaré. In der Litera-
tur ist sie auch unter Satz von Bramble-Hilbert zu finden, oder wird mit diesem eng

in Zusammenhang gebracht.

Satz 1.3 (Bramble-Hilbert). Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand.
Dann exisitert eine Konstante C > 0, sodass fir alle m > 1 und uw € H™(Q)

Juln <[ 30 /QID“u|2dx+ 3 ‘/QDO‘udx

|al=m |a|<m

2

gilt.

Dieses Resultat ist unter anderem in [12] zu finden, Lemma 3.3 auf Seite 84. Der
Spezialfall m = 1 dieses Satzes fiithrt zu der Ungleichung

luli?s < € (IVals + ul ) - (1.7)

Ein weiteres hilfreiches Resultat ist die Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung.

10
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Lemma 1.4 (Gagliardo-Nirenberg). Fiir z € L*(Q) N HY(Q) gilt

[1,00] fiird=1,
Izl < Cllzlm Izl mit re S [1,00) fird=2, (1.8)

[1,6] fiir d=3,
wobei o = % und C > 0 eine von Q) und r abhdingige Konstante ist.
Dieses Resultat ist in [15] zu finden, wobei dort fiir d = 1, 2 die Einschriankung 0 < o <
1bzw. 0 < ¢ < 1 fiir d = 3 verlangt wird, was wir hier durch die dimensionsabhéingigen
Bedingungen an r erhalten. Wir werden von diesem Lemma nur einen Spezialfall
bendtigen. Setzen wir fiir r = @, dann gilt mit dem oben definierten o
2(r—1)d 2d d+2

1— = — — —
rl=o) "TTdv2 T T dv2 4

2r—1)d _ 2d d+2
(d+2) d+2 d

ro =

AuBlerdem erfiillt r fiir jedes d = 1,2,3 die Voraussetzungen von Lemma 1.4. Daher
existiert eine Konstante C' > 0, sodass fiir jedes z € L1 (Q) N H(Q)

2(d + 1)

-2 2 .
Il < Cllel™ llellzy fiir r = ==

(1.9)

gilt.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist, zu zeigen, dass die Approximationen der Finiten
Elemente Methode in einem gewissen Sinn gegen eine Losung des Problems (1.1a)
konvergieren. Um diese Konvergentresultate zu erhalten, ist es niitzlich A-priori-
Abschétzungen herzuleiten, um daraus schwache Konvergenzen zu gewinnen.

Um jedoch das Verhalten nichtlinearer Terme untersuchen zu koénnen, ist es meis-
tens erforderlich, Konvergenz im starken Sinn zu haben. Um diese zu erreichen, kann
man oft mit kompakten Einbettungen arbeiten, denn diese haben die Eigenschaft,
beschrinkte Mengen auf relativ kompakte Mengen abzubilden. Daher wollen wir das

folgende Resultat anfiihren.

Lemma 1.5 (Aubin). Seien X,Y und Z Banachriume. Falls die Finbettung X — Y
kompakt und die Einbettung Y — Z stetig ist, dann ist die Finbettung

{n € L*(0,T;X): % e L' (0,T; Z)} — L?(0,T;Y) (1.10)
kompakt.

Der Beweis ist z.B. in [17], Korollar 4 auf Seite 85, zu finden.

11
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2 Das Finite Elemente Modell

In diesem Kapitel wollen wir alle notwendigen Ergebnisse der FEM-Theorie einfiihren,
welche wir fiir das Finite Elemente Modell des Problems (P) brauchen.

Zunichst listen wir die grundlegenden Voraussetzungen an die Zerlegung von 2 auf,
welche wir fiir unser Modell benétigen und legen uns auf einen bestimmten Finiten
Elemente Raum von Funktionen fest, welchen wir auf dieser Zerlegung betrachten
wollen.

Spéter beschéftigen wir uns mit speziellen Abbildungen und Operatoren, wie etwa
Abschneidefunktionen, und studieren ihre Eigenschaften.

2.1 Grundlegende Begriffe und Definitionen

In dieser Arbeit sollen das Gebiet € und seine Triangulierungen stets den folgenden

Voraussetzungen geniigen:

(V) Q C R? sei ein offener und zusammenhiingender Polyeder. Wir betrachten die
Familie von zuléssigen Triangulierungen {Th} h>0 wobei k € T" offene d-
Simplizes sind mit

h, :=diam(k) und h:= max h,,
KETH

sodass fiir alle h > 0 und k1, ko € T", k1 # Ko

Q= U  und K1 Nke =10
KETH

gilt und jede Seitenfléiche eines jeden Elements x die Seitenfliche eines anderen
Elements oder Teil von 0f2 ist. Auflerdem sollen die d-Simplizes k rechtwinkelig
sein, daher soll im Fall d = 2 ein jedes Element x ein rechtwinkeliges Dreieck
sein und im Fall d = 3 ein Tetraeder mit einer Ecke, in welcher sich alle Kanten
im rechten Winkel treffen.

Die letzte Bedingung an die Zerlegung von 2 soll sein, dass {Th} hso i€ quasi-
uniforme Familie von Triangulierungen sein soll, es sollen also zwei positive

Konstanten o und v exisitieren, sodass

h—ﬁga und h <v firalleke€ UTh (2.1)

Pr hu h>0

gilt, wobei p,, := sup{diam(K): K C & ist eine Kugel}.

Fiir eine Triangulierung 7" wollen wir nun den Finite Elemente Raum S” durch

Sh = {x € C(Q), sodass x|, ist affin Vx € T"} C H'(Q) (2.2)

12
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einfithren und bemerken, dass fiir y € S auf Grund der Stetigkeit auch x| fiir alle
k € T" affin ist. Seien nun die Eckpunkte, auch Knoten genannt, der endlich vielen
d-Simplizes k € T" durchnummeriert, so wollen wir mit .J die Menge der Numme-
rierungen und mit {p; }j s die Menge der Koordinaten aller Knoten bezeichnen. Wir

koénnen mit
Bh .= {Xj € S", sodass x;(p;) = &/ diir alle i, € J}

eine Basis von S" angeben, wobei ¢/ fiir das Kronecker-Delta steht, welches 67 = 0
fiir ¢ # j und (527 = 1 fiir i = j erfiillt. Mit dieser Basis kann jede Funktion x € S”
durch die Linearkombination x =3, ; x(p;)x; geschrieben werden.

Bemerkung 2.1.
e Ein Tripel (s, S", B") wird in der Literatur als Finites Element von Lagrange-

schem Typ bezeichnet.

e Da fiir alle Y € S" und x € T" die Einschrinkung x|z affin ist, gilt fiir jede
Strecke in & von der Gestalt A\&; 4+ (1 — A& mit A € [0,1], & € R, i = 1,2 (Ein
Element k ist als d-Simplex konvex, also auch sein Abschluss, daher sind diese

Strecken auch wirklich in % enthalten), dass

Xlm (A& + (1 = M)€2) = Axlr (61) + (1 = A)xl= (€2) -

Mit einem induktiven Argument sieht man leicht ein, dass fiir alle N € N und

alle Konvexkombinationen

N N
> X&mit X €[0,1], & €F,i=1,...,N, sodass Y A\ =1,
i=1 i=1

die Gleichung
N N
Xl= (Z )‘i€i> = Nixl= (&)
i=1 i=1
erfiillt ist.

In den kommenden Abschnitten wollen wir Abbildungen und Operatoren einfiihren,

welche wir fiir das in [2] aufgestellte Finite Elemente Modell benétigen werden.

2.1.1 Die Projektion 7" und die Bilinearform (.,.)"

Da viele Funktionen, die wir fiir unser Modell betrachten wollen, nicht in S liegen, ist
es sinnvoll eine Projektion auf diesen Raum zu definieren. Mit Hilfe dieser Projektion

werden wir dann eine Bilinearform auf C(Q) x C(€2) einfithren, welche auf S x S" sogar

13
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ein inneres Produkt darstellt. Diese Eigenschaft werden wir vor allem in Abschnitt 3.2
bendtigen, wo der Existenzbeweis fiir eine Losung des in Abschnitt 2.2 formulierten
FEM-Modelles betrachtet wird.

Wir fithren also zuniichst die Projektion 7" : C(Q) — S” ein, welche fiir n € C(Q) die
Eigenschaft (7n)(p;) = n(p;) fiir alle j € J hat. Man kann die Projektion, welche
in der Literatur auch als der nodale Interpolant bekannt ist, daher mit Hilfe der

Basisfunktionen x; € B" von S" in der Form

(w"n)(x) = Y _npj) xs(z)  VneO@)

jeJ
darstellen. Wir wollen nun einige niitzliche Eigenschaften der Abbildung 7" auffiihren:

Proposition 2.2. Die Abbildung 7" : C(Q) — S", welche durch (7"n)(p;) = n(p;)
definiert ist, hat folgende Figenschaften:

1. 7h ist eine Projektion.
2. Fiir my <y gilt 7m < 7'ns.
3. Fiir alle n € C(QY) mit der Eigenschaft, dass 0|z fiir alle k € T" konvex ist, gilt
n < w'n.
Insbesondere erfiillt jede konvere Funktion n € C(Q) diese Abschiitzung.

4. Fiir alle x € S" gilt

x| < 7"Ixl, (2.32)
D+ <7Dy bawe 7= < M- (2.3b)

5. Fiir allen € C(Q) gilt
(Whn)2 < whn? (2.4a)

(7" )" < T3 (2.4b)
Beweis.

ad 1. Da fiir alle n € C(Q) die Darstellung (7"n)(z) = > iesn(py) x;(z) gilt, ist

h

sofort zu erkennen, dass 7" eine lineare Abbildung ist. Auflerdem sieht man,

dass wegen

dodixi | (p)=di  dieRVjeJ
jeJ

14
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fiir alle n € C(Q) gelten muss, dass

(7)) =7 D i) x| = D0 | D0 i) xa | 0) X

Jj1ed je2€J \j1€J

=n(ps,) 67
= npi) x5 ="
J1€J

Daher ist 7" eine Projektion.

ad 2. Wegen x; > 0 und n;(p;) < n2(p;) fiir alle j € J gilt

' =" mpi) x; <D m(p) x5 = 7"
jeJ jed

ad 3. In den Dimensionen d = 1, 2 ist dieser Punkt anschaulich klar, wir wollen ihn
jedoch exakt ausfithren. Sei dafiir n eine stetige Funktion, sodass n|z fiir alle
k € T" konvex ist. Da jedes Element x € 7" als d-Simplex eine konvexe Menge

ist, kann man jeden Punkt x € K schreiben als

d d
=Y Nyp;, mit A, €[0,1],i=0,....d > X, =1,
i=0 =0

wobei pj, fiiri = 0,...,d die Ecken von & sind. Mit der Jensen-Ungleichung und

mit (7"1)(p;) = n(p;,) fiir alle j € J erhalten wir

d

d d
n(z) =n (Z )\jipji> <Y Nni) = YN (7))
=0 =0

i=0
el (ghy) (Z Aj,-pﬁ> = ("n)(x)
1=0

ad 4. Wir beweisen zunichst die erste Ungleichung von (2.3b). Hierfiir zeigen wir,
dass der Positivteil einer affinen Funktion eine konvexe Funktion ist. Sei daher
r; €K firein x € T" und \; € [0,1], 4 = 1,..., N, mit E?}:l)\i = 1. Wir
betrachten nun fiir ein y € S" die Funktion [x(.)]+ angewandt auf die Konvex-
kombination Zi\; Aix;, welche wegen der Konvexitdt der Menge x wieder in
dieser liegt. Nun gilt wegen Bemerkung 2.1, A; > 0 fiir i = 1,..., N und wegen
la + 0]+ < [a]l4+ + [b]+ fiir a,b € R

N . N N
lX (Z /\1%)] e [Z AiX(xi)] < Z)\i [x(@i)] .
i=1 4 i=1 + i=1

Dabher ist die Funktion ([x(.)]+)|s konvex und die erste Ungleichung aus (2.3b)
folgt aus dem dritten Punkt dieser Proposition. Die zweite Ungleichung zeigt

15
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man analog, indem man verwendet, dass [x(.)]- konkav ist.

Der Punkt (2.3a) ist eine einfache Folgerung der Ungleichungen von (2.3b):
Wegen |x| = [x]+ + (—[x]-) kann man |x| als Summe zweier konvexer Funktio-
nen schreiben und ist daher selber wieder konvex. Wieder folgt die behauptete

Ungleichung aus dem Punkt 3.

ad 5. Fiir alle z € Q und x; € B" gilt > jesXi(®) = 1 und x;(z) € [0,1], daher

ist (7/'n)(z) = > jesN(p;)x;(x) nichts anderes als eine Konvexkombination.

2

Da s — s° eine konvexe Funktion ist, gilt fiir alle z € € nach der Jensen-

Ungleichung

(" n)(@)” = [ S n)v@) | <3 P = "),

jeJ jeJ

womit der Punkt (2.4a) gezeigt ist. Die Ungleichungen in (2.4b) folgen nun

sofort aus der soeben gezeigten Ungleichung.

Als niichstes wollen wir fiir 71,72 € C(Q) die Bilinearform

(771,772)h = /Qﬂh(m(x)ﬁz(m))dw = ng‘ m1(ps) m2(p;) (2.5)

JjeJ

definieren, wobei m; := [, xjdz > 0. Die Summendarstellung in (2.5) ist leicht
einzusehen, denn 7" (n) ist genau die Projektion von C(Q) auf den Raum S” mit
7" (n)(p;) = n(p;) fiir alle j € J. Daher kénnen wir die Funktion 7" (n; n2) als Line-

arkombination der Basisfunktionen x; € B" schreiben und erhalten

jeJ jeJ

/Wh(m(w)nz(x))de/an(pj)nz(pj)dexZZm(pj)nz(pj)/dea?-
Q Q Q

=my

Proposition 2.3. Die Abbildung (.,.)" : C(Q) x C(2) — R hat folgende Eigenschaf-

ten:

1. (., )" ist ein semi-inneres Produkt. Auf dem Raum S" definiert (.,.)" sogar ein
inneres Produkt. Somit definiert |n|p, := \/(n,m)" eine Seminorm bzw. auf dem

Raum S" sogar eine Norm.
2. Fir alle n1,m2,m3 € C(Q) gilt (n1,m2m3)" = (mm2,m3)" = (M n2m3, 1"
3. Fiirmp < no gilt (ny, )" < (2, )™,

4. Fiir alle ny,n2,m3 € C(Q) gilt (7" (1) 7" (n2),m3)" = (m1m2,m3)".

16
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5. Firn <0 (bzw. >0) gilt (n,1)" <0 (bzw. >0)
Beweis.

ad 1. Mit der Summendarstellung (n;,12)" = > jes My m(ps) n2(ps), filr mi,me €
C(€2) aus der Definition (2.5) sieht man sofort, dass fiir n,71,m2 € C(Q) und A €
R die Eigenschaften (11 + 72,1)" = (n1,m)" + (2, M", (An1,m2)" = A (n1,7m2)"
und (91, m2)" = (n2,m1)" erfiillt sind. AuBerdem gilt wegen m; = fQ x;dx > 0,
dass (n,n)" = Dies ™y n*(p;) > 0, womit wir alle Eigenschaften fiir ein semi-
inneres Produkt haben, welches mit ||, := 1/ (n,7)" eine Seminorm induziert.
Sei nun 7 aus S*, also 7). fiir alle K € 7" eine affine Funktion. Wegen S* C C(Q)
gelten alle Eigenschaften fiir ein semi-inneres Produkt auch fiir (.,.)"|gnygn,
daher bleibt uns nur mehr zu zeigen, dass aus (7,17)"|gnygn = (1,7)" = 0 folgt,
dass 7 = 0. Nun gilt aber wegen m; > 0, dass aus (n,n)" = djer ™y n*(p;)
folgt, dass 1(p;) = 0 fiir alle j € J gelten muss. Daher ist 7|, fiir alle s € T" eine
affine Funktion, welche an ihren Eckpunkten p; den Wert 0 annimmt, und muss
deswegen schon mit der Nullfunktion iibereinstimmen. Somit ist (.,.)"|gnygn

sogar ein inneres Prokukt, welches auf S* eine Norm induziert.

ad 2. Wir nehmen zwei Funktionen 7,7 aus C(£2). Da das Produkt zweier Funktio-
nen punktweise definiert ist, erhalten wir aus der Summendarstellung in (2.5)

die gewiinschten Gleichungen

(171,72 773 ng m(pj) n2(p;j) ns(p;) ng (mn2) (pj)ns(ps) = (m 7727773)h
jeJ jeJ

h

=> " my (mn2) () ms(ps) = > my (mnans) (p;) = (mnzns, D™

jeJ jeJ

ad 3. Sein; <, mit ny,n2 € C(Q). Daraus folgt insbesondere, dass 11 (p;) < 72(p;)
fir alle Punkte j € J und wir bekommen aus (2.5) und wegen m; > 0, dass

(m,1 ng m(pj) < ng n2(p;) = (12, 1)"
JjeJ jeJ

gilt.

ad 4. Da 7" die Projektion mit 7"(n)(p;) = n(p;) fiir alle j € J und n € C(Q)
ist, folgt aus der Summendarstellung des semi-inneren Produkts (.,.)", dass fiir
m, 1 € C(Q)

(7" (n ij 1) (pj)n2(p;) ij m(p)n2(ps) = (m,m2)"
JjeJ jeJ
(2.6)
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gelten muss. In Punkt 2 haben wir gesehen, dass wir innerhalb von (.,.)" ste-
tige Funktionen beliebig verschieben kénnen. Daher folgt mit einer weiteren
Funktion n3 € C(Q)

(" () 7 (), ) = (" (), 7 (m2) ms) 22 (i, 7 () ) = (" (), ma )"

(2.6)

=" (n2,mms)" = (2, 73)"

ad 5. Folgt sofort aus Punkt 3 mit 72 = 0 (bzw. 1 = 0) und der Linearitét von
(., 1)* aus Punkt 1.

2.1.2 Die Abbildungen F., \. und A,

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen, sowie bei Galerkin-Verfahren
und der FEM, werden oft Abschneidefunktionen zu Hilfe genommen. Einerseits lisst
sich mit ihnen so mancher Beweis vereinfachen, andererseits sind sie oft sehr niitzlich,
um die Beschrinktheit von Losungen zu zeigen (was z.B. bei der Positivitdt von
Losungen von Populationsmodellen hilfreich sein kann).

In diesem Abschnitt fithren wir gleich mehrere solcher Abschneidefunktionen und
dhnliche Abbildungen ein. Die wichtigsten fiir unser Modell werden F., A. und A.
sein, die uns in einem gewissen Sinn Positivitidt gewédhrleisten werden. Diese Positivitét
wird in vielen Beweisschritten der kommenden Abschnitte eine tragende Rolle spielen.

Zunéchst wollen wir die Funktionen F., die sehr eng mit den Abbildungen A, und A.

zusammenhéngt, angeben und studieren.

Lemma 2.4. Die Funktion F., welche fir e € (0,1) durch

322_582+(1n5—1)s+1 s<eg,
F.(s):=¢(Ins—1)s+1 e<s<et, (2.7)
@ +(ne ! =1)s+1 et<s
definiert ist, ist konvex und erfiillt F. € C*(R), wobei fiir die ersten zwei Ableitungen
von F;
e ls+lne—1 s<e,
F/(s)=<{lns e<s<e !, (2.8a)

es+ne -1 e 1<g

g1 s< e,
F(s) =qs7! e<s<e (2.8b)
£ el <s
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gilt. Weiters gilt F, : R — R, d.h. die Funktion nimmt nur nichtnegative Werte an.
Auferdem gilt folgende Aussage:

Vs> 03C(s) > 0 unabhéngig von e, sodass F;(s) < C(s) (2.9)
und die Funktion s — C(s) ist stetig auf R>o.

Beweis. Man sieht sofort, dass die Funktion F; stetig ist und an allen Stellen s ¢
{e,e7'} unendlich oft differenzierbar ist. Um F. € C*(R) nachzuweisen, bleibt daher
zu iiberpriifen, ob die beidseitigen Limites der Differenzenquotienten an den Stellen

¢ und e~ ! existieren und {ibereinstimmen.

F. zweimal stetig differenzierbar: Wir betrachten zunéchst die erste Ableitung

von (2.7) an der Stelle s = e. Fiir den linksseitigen Differenzenquotient gilt

F.(¢) —55(5 —h) — % |:(ln€ —1e+1

—(Wmne_l)(s—mﬂﬂ

1 [2eh — h? h
= |2 (ne—1)h| =1— -~ + (Ine—1
h[ e + (Ine —1)h 28+(n5 ),
daher limj,_,o w — lne.

Fiir die rechtsseitige Ableitung ergibt sich

lim Feleth) = Fele) _ }13%% (e + ) — D) + b)) — ((Ine — 1)2)]

= [685 ((Ins — 1)5)] =[(Ins—1)+1],_, =Ine.

s=¢€

0 FE(€+h}17FE (E)

Somit gilt auch limy,_, = Ine und wir sehen, dass F. an der Stelle

s = ¢ differenzierbar ist.
Eine analoge Rechung zeigt, dass die Funktion F. auch an der Stelle s = ¢!
differenzierbar ist. Somit erhalten wir fiir die Ableitung von F. tatséchlich die
Funktion F." aus (2.8a).
Nun betrachten wir die zweite Ableitung an der Stelle s = . Der linksseitige

Differenzenquotient erfiillt

F!(e) — F./(s — h) 1
h h

[(lne) — (e '(e—h)+me—1)] =~ [e7'h] =7,

==

und fiir die rechtsseitige Ableitung ergibt sich

F./(e+h)— F./(e)

lim

.1 0 1
Lim —}llli%h[ln(s+h)—ln5]_{ahLSL_E—a ,

S
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= limp_,q w Eine analoge Rechnung

bringt uns die Differenzierbarkeit von F.” bei s = 7!, woraus die zweimal
stetige Differnzierbarkeit von F. folgt. Da aufierdem F.”(s) > 0 fiir alle s € R

gilt, ist die Funktion F; konvex.

daher limy_,q W

F.:R — Rso: Aus F./(1) = 0 und der Konvexitiit von F. folgt, dass F. ein globales
Minimum an der Stelle s = 1 hat mit F.(1) = 0. Deshalb gilt F.(s) > 0 fiir alle
s € R und die Behauptung ist gezeigt.

Aussage (2.9): Wir bemerken zunéchst, dass F.(0) = —5 +1 < 1 und F.(1) = 0
gilt, also sind die zwei Fille s € (0,1) und s € (1,00) zu untersuchen.
Sei zunichst s € (0,1) fest gewihlt. Da in diesem Fall ¢ € (0,1) nicht e7* < s

erfiillen kann, sind nur die Falle

522_;2—1-(1115—1)34—1 e>s5>0,
Fe(s) =
(Ins—1)s+1 e<s<l1

moglich und da fiir ¢ < s der Wert F.(s) = (Ins — 1)s 4+ 1 unabhéingig von ¢
ist, miissen wir nur den Fall € > s betrachten. Wir definieren also fiir s € (0, 1)
und £ € [s,1) die Funktion G() = F.(s) = = + (Ine — 1)s + 1, welche

2¢e
offensichtlich stetig ist. Nun gilt fiir die Ableitungen von G wegen € > s
9? o) S|
@G(g) = [_2852 -3 ﬂ =523 — e <se (s —€) <0 bzw.

0 52 1 s
{85 (6)] s [ 22 2 + EL_S ’
also ist die Funktion G konkav und hat ein Maximum an der Stelle ¢ = s, wobei
G(s) = (Ins —1)s+ 1 gilt. Daher gilt fiir s € (0,1) stets F.(s) < (Ins—1)s+ 1.
Sei nun s € (1,00) fest gewihlt. In diesem Fall ist klarerweise £ > s nicht
moglich, weshalb fiir F.

(Ins—1)s+1 e<sL,

e(s?—e72?)
2

F.(s) = (2.10)

+ (et =1)s+1 et <s

gilt und da fiir ¢ < s~ der Wert F.(s) = (Ins—1)s+1 wieder unabhiingig von &

ist, ist nur der Falle ™! < s & ¢ € [s71, 1) interessant. Wir definieren nun fiir s €
2 -2

(1,00) und € € [s71, 1) die Funktion G(¢) := F.(s) = %Jr(ln e l-1)s+1

und leiten wieder ab, was wegen €s > 1 zu

0? o [s2 2
aEQG(E)—aE[ +——¢€ S:|

5 5 = e 3 125 = 673(68 -1)>0 bzw.
9 s2 g2

—G(e = —I——E_ls] =0

|:(9€ ( )} R {2 2 R
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fithrt. Daher ist die Funktion G konvex und nimmt ein Minimum an der Stelle

e = s~ ! an, somit muss diese Funktion im Intervall [s~! 1) streng monoton

wachsend sein, weshalb

G(e) < lim G(e) = Sl (2.11)

e—1

gelten muss, wobei diese Schranke wegen G(g) = F.(s) > 0 positiv ist. Daher
gilt fiir s € (1,00) stets Fe(s) < 522—’1 —s+ 1
Es gilt also fiir alle s € [0, 00), dass F.(s) < C(s) mit

1 s =0,
C(s):=¢(lns—1)s+1 0<s<l,
327_1—3—1—1 1 <s< o0,

denn es gilt lims,o(Ins—1)s+1 =1 und lim,,;(Ins—1)s+1 = limg_3 % —
s+ 1 = 0. Offensichtlich ist die Funktion C(s) unabhiingig von ¢ und sogar

stetig, womit dieser Punkt vollstéindig bewiesen ist.

O

In der folgenden Definition werden wir zwei Abschneidefunktionen auf den reellen
Zahlen einfiithren. Im Gegensatz zur ersten Funktion A, welche im Finiten Elemente
Modell einen wichtigen Bestandteil darstellen wird, wird die Funktion XE nur als
Hilfsmittel im Beweis von Lemma 4.4 benotigt.

Definition 2.5. Wir definieren die zwei Abschneidefunktionen \. : R — [e,e7] und
Xe : R — (—o0,e7 Y] durch

€ s<e, )
_ ~ S s<e T,
Ac(s) = [F."(s)] Polds  ecs<el, und A(s)i=
el el<s
et el<s -
(2.12)

Bemerkung 2.6.

e Man sieht leicht durch Fallunterscheidungen ein, dass fiir s1,s2 € R
[Ae(51) = Ae(s2)] < |51 — 52
gilt. Die Funktion A.(s) ist also Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1.

e Aus dem letzten Punkt von Proposition 2.2 folgt

(7" A(0)])” < 7"A(0)]? Vx e St (2.13)
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Als) Xis)h
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\

Abbildung 1: Die Abschneidefunktionen A.(s) und Ae (s)

e Spiter werden wir daran interessiert sein, die Funktionen \."(s) fiir gerade
n € N nach oben durch n-te Potenzen von affinen Funktionen abzuschétzen. Fiir
s > e gilt offensichtlich, dass A\:""(s) < s™. Fiir den Fall, dass s kleiner € oder
sogar negativ ist, siecht man leicht die Giiltigkeit von A\."(s) = ™ < ™ + |s|™.

Somit gilt in Summe
A(s) < e 4 s" fiir n € N,n gerade, (2.14)
wobei €™ und s™ n-te Potenzen affiner Funktionen sind.

e Es ist durch Fallunterscheidungen leicht einzusehen, dass fiir s, s1,s2 € R und
te0,1]

Ae(s1+ 82) < Ae(s1) + Ac(s2) und  Ae(ts) < Ao(s) (2.15)
gilt.
e Es gilt
MO llwrs + A0 < C ¥x €S, pel o0l (2.16)

wobei C' > 0 nur von den Werten ||x||y1.» und |||z abhiingt. Ahnlich wie im
zweiten Punkt dieser Bemerkung sieht man, dass A:(x) wegen ¢ € (0,1) und
e < A(x) < e+ |xllee < 1+ ||x||z= beschrinkt ist. AuBerdem gilt wegen

A’ <1 (im distributionellen Sinne) und der Kettenregel

IVA0Oll e < A 0OV 1o < IVXI Lo

und somit

1A ClGe = 11X 0DNZe + IVACOIL, < 1() X+ lIxll )" + VXL, < C.
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Wie schon erwéahnt, zeichnen sich die Funktionen F. und A, vor allem durch ihre Posi-
tivitdt aus. Wir wollen jedoch noch andere Eigenschaften zeigen, die in den Beweisen

von Kapitel 3 sehr hilfreich sein werden.

Proposition 2.7. Die Funktionen F., F." und ). erfiillen fiir alle ¢ € (0,e~2) die
Abschdtzungen

2

F.(s) > 252 ~2 ¥s>0 und  F.(s)> ; Vs <0, (2.17a)
5
max {\:(s), sF.'(s)} <2F.(s)+¢ Vs € R, (2.17b)
Ae(8)F.(s) >s—1 Vs € R, (2.17¢)
F.(\:(s)) < Fe(s) Vs € R, (2.17d)
wobei ¢ := 2(e2 —1). Auperdem gilt
-1

57[3]3 <F.(s—-1_+1)<F.(s) VseR (2.18)

Bemerkung 2.8. Eine einfache Kurvendiskussion zeigt, dass die Ungleichung
s(lns—1)4+1>0 Vs >0 (2.19)

erfiill ist. Es gilt ndmlich (s(lns — 1) + 1)’ = Ins und (s(lns — 1) + 1)” = 1, was
einerseits zeigt, dass s(lns — 1) 4+ 1 konvex fiir s > 0 ist und andererseits, dass die
Funktion s — s(In(s) — 1) + 1 bei s = 1 als Tangente die konstante Nullfunktion hat.

Somit muss s(In s—1)+1 stets iiber dieser Tangente liegen, was die Behauptung zeigt.

Beweis von Proposition 2.7.

ad (2.17a): Wir betrachten zunéchst die erste Ungleichung und beginnen mit dem
Fall 0 < s < e. Wegen der Wahl von ¢ gilt Ine — 1 < 0 und wir erhalten mit
Hilfe von (2.19)

2 _ .2 2 .2 2 .2
F.(s)=" 265 tne—1s+1>> 5 4t lne—1)e+r1>2 255

Auflerdem erhilt man durch einfaches Umformen
§2 _ g2

2e

2252—2@52(1752)+5(475)20,

wobei man sieht, dass wegen € € (0, e~2) die Summanden s?(1—¢2?) und (4 —¢)
groffer Null sind und daher die letzte Ungleichung erfiillt ist.

Fiir den zweiten Fall ¢ < s < e~ ist

F.(s)=s(lns—1)+1> %sz —2=:f(s)
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zu zeigen. Da F.'(s) = In s monoton steigend ist und f’(s) = es, mit 0 < es < 1,

gilt, kénnen wir

F)(s)>1>f'(s) >0 fiir alle s > e' € (¢,671) (2.20)

folgern. Zudem folgt, dass f(s) monoton steigend ist, was wegen f(e!) = Se? —

2 < 0 auch f(s) < 0 fiir alle s € (¢,e!) impliziert. Daher gilt einerseits wegen
(2.19)

F.(s)=s(lns—=1)+1>0> f(s) = 252 -2 fiir alle s € (,e'),

und andererseits wegen F.(e!) =1 und (2.20)
F.(ehy > fle) und  F/(s)> f'(s) Vsele',e ™),

woraus auch die Giiltigkeit von F.(s) > £s? — 2 auf dem Intervall (e*,e~'), und
somit fiir alle s zwischen € und e~! folgt.

Fiir den letzten Fall s > e~ ! konnen wir

2

-2
- %—I—(lns_l—l)sﬁ-lz
< 2¢es (lng_1 — 1) +6e>1

2 —2

N ™

umformen. Man sieht nun leicht ein, dass e~! € (e72,00) die Abschiitzungen
2es(lne~! — 1) > 2es > 2 impliziert, und daher die letzte Ungleichung auch fiir
diesen Fall erfiillt ist.

Nun wollen wir die zweite Ungleichung beweisen. Fiir s < 0 gilt F.(s) = +

In(e — 1)s + 1 und wir erhalten, dass die gewiinschte Ungleichung

s? —¢? 52
F.(s) = 5 —|—(ln€—1)s—&—122—8

dquivalent zu

(Ine—1)s>=-—-1

N ™

ist. Nun gilt aber wegen ¢ € (0,e2), dass Ine — 1 < 0, und somit die linke Seite
der Ungleichung (Ine — 1)s > 0 erfiillt. Fiir die rechte Seite hingegen gilt wegen
e € (0,e72) sicherlich § —1 < 0. Damit ist die Ungleichung erfiillt und (2.17a)
gezeigt.

ad (2.17b): Sei zunichst s < e, woftir A.(s) = ¢ gilt und wir daher

2 — g2

max{e,s(als+ln5—1)}§2< +(ln5—1)s+1>+c

2e
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zu zeigen haben. Klarerweise ist die rechte Seite grofler als e, denn es gilt ¢ >
1 > ¢ und auBerdem wegen Lemma 2.4 F.(s) > 0. Fiir den zweiten Term

s(e71s +Ine — 1) ist die Ungleichung dquivalent zu

0<s(lne—1)+2+c—¢,
—— S~~~

<0 >0
was stets erfiillt ist, denn ist s negativ, so ist s(lne — 1) > 0 und fiir 0 < s < ¢
gilt s(Ine —1)+2+c¢ > e(lne — 1) + 2 + ¢, was wegen (2.19) grofer als Null ist.

Sei nun € < s < ¢~'. Wir wollen zuerst
f(8) =X(s) =s<2F.(s)+c¢=2(Ins—1)s+1)+c=:g(s)

beweisen. Man rechnet leicht nach, dass ¢’'(s) = 2Ins ist, woraus folgt, dass
diese Funktion an der Stelle s; = €2 eine Tangente mit Steigung 1 hat und dort
den Wert g(s1) = —e2 4+ 2+ ¢ = e2 = s; annimmt (man beachte die Definition
von ¢). Nun gilt aber auch f/(s) = 1, fiir alle s mit ¢ < s <71, und f(s1) = sy,
woraus folgt, dass f1(s) die Tangente von g(s) an der Stelle s; ist. Da nun wegen
Lemma 2.4 die Funktion g(s) konvex ist, muss insbesondere f(s) < g(s) gelten.
Fiir den zweiten Term sF.'(s) = sln s kénnen wir die zu zeigende Ungleichung
slns < g(s) auf
0<s(lns—2)+2+c=:h(s)

umformen. Man sieht leicht, dass wegen h'(s) = % > 0, fir e < s < 1, die

Funktion h(s) konvex ist. Daher gilt weiters wegen h/(s) =Ins—1 =0 s = ¢!,

1> 0 hat, was die obige

dass die Funktion ein globales Minimum bei s = e
Ungleichung zeigt.
Fiir den letzten Fall s > e~! bekommt man die Giiltigkeit der Ungleichung fiir

Ac(s) wegen e > e? durch

Ae(s) = ' <ls<e(s®>—e?)+2(lne ' —1) s+ 24 c=2F.(s) +c

>0 >1

Fiir sF.'(s) = s(es +Ine~! — 1) ist die Ungleichung (2.17b), f#hnlich wie beim

ersten Fall, dquivalent zu
0<s(lne™t —1)+2+c—e".

Diese Ungleichung ist nun erfiillt, denn wegen e ~! > e? ist wieder Ine~* —1 > 1
und somit s(lne™t —1) > e t(Ine7! —1) > e~ L.

ad (2.17¢): Wir betrachten zunéichst den Fall s < e, womit wir A.(s) = & und

A($)F(s)=e(e's+lne—1)>s—1<=e(lne—1)+1>0
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erhalten, wobei letztere Ungleichung wegen (2.19) erfiillt ist.

Fiir ¢ < s < g1 gilt A\.(s) = s und F./(s) = Ins. Daher ist slns > s — 1 zu
zeigen, was wieder leicht auf die schon bekannte Ungleichung (2.19) umzuformen
ist.

Der letzte Fall geht analog zum ersten. Wegen s > 7! gilt A\.(s) = ¢!, was zu
Ae($)F'(s)=e " (es+lne™ " —1) >s—1<=c '(lne " —1)+1>0,
fithrt, womit die Giiltigkeit wieder durch (2.19) gegeben ist.

ad (2.17d): Wir wollen nun F.(\.(s)) < F.(s) zeigen. Da fiir den Fall ¢ < s < ¢!
die Abschneidefunktion A.(s) = s erfiillt, miissen wir nur die anderen beiden
Félle betrachten. Wir haben bereits im letzten Punkt des Beweises von Lemma
2.4 gesehen, dass F. ein globales Minimum bei s = 1 hat. Da nun fiir alle
e € (0,e72) stets ¢ < 1 < e~ ! erfiillt ist, ist F. auf (—oo, &) monoton fallend

und auf (67!, 00) monoton steigend. Daher gilt

Ae(8) = e > s = F.(\(s)) < F.(s) fiir s < g, bzw.
Ae(s) =t < s = F.(\(5)) < F.(s) fiir s > e,

und die Behauptung ist gezeigt.

ad (2.18): Die ersten Ungleichung

—1

Sl < F(ls—1-+1) (2.21)

ist klarerweise erfiillt, da wegen Lemma 2.4 F. > 0 gilt und die linke Seite stets
kleiner gleich Null ist.
Fiir s < 0 gilt offensichtlich [s]- = s und [s — 1]_ = s — 1, und wir erhalten mit
(2.17a), dass
-1

7[5]_ <F ([s]l-)=F(s—14+1)=F.(s—1]_-+1).
Damit ist (2.21) erfiillt. Fiir die zweite Ungleichung F. ([s — 1] + 1) < F.(s)
bemerken wir fiir s < 1, dass [s—1]_ = s—1 und somit wegen F_ ([s — 1]_ + 1) =
F.(s —1+4 1) = F.(s) die Ungleichung klarerweise erfiillt ist.
Fiir s > 1 gilt, dass [s—1]_ = 0. AuBerdem wissen wir aus dem letzten Beweisteil

von Lemma 2.4, dass F.(s) an der Stelle s = 1 ein globales Minimum hat und

somit
Fo([s—1-+1)=F. (1) < F.(s)
=0

erfiillt ist. Daher gilt auch die zweite Ungleichung fiir alle s € R und wir haben
(2.18) gezeigt.
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O

Ahnlich wie in [14] benétigen wir fiir die Approximation der Diffusionsterme in un-
serem Modell eine weitere Funktion A, : S" — [L°°(€)]*?, fiir £ € (0,1). Dabei
wire es wiinschenswert, wenn die matrixwertige Funktion A.(z") fiir alle 2" € S*
eine , positive Struktur® tragt, dhnlich wie die Funktionen F, und A..
Zuniichst definieren wir diese Funktion fiir den eindimensionalen Fall d = 1 durch
2" (pr)=="(p;) _ 1
F i) - Fe (h0y) — Fe (=€)
Az = =A(2"(€)) , fiir €k, wenn 2" (py) # 2" (py), (2:22)

m = A (2" (pr)), wenn z"(py) = 2" (p;).

fiir alle 2" € " und k € 7" mit Intervallgrenzen p; und Dj-

Fiir den Fall d = 2,3 kénnen wir die obige Definition ,dhnlich wie in [14], erweitern.
Wie in der FEM-Theorie iiblich, wollen wir diese stiickweise definierte Erweiterung
A.(2")|,. auf einem geeigneten Referenzelement % vornehmen.

Seien also fiir ein x € 7" die Knoten durch pj,, fir ¢ = 0,...,d gegeben, wobei
wir mit p;, jenen Knoten bezeichnen wollen, in dem sich nach (V) alle Kanten im
rechten Winkel treffen. Weiters setzen wir fiir ¢ = 1,...,d die Kantenldngen durch
pi = |pj; — Dj,| fest. Bezeichne auBlerdem {ei}le die Einheitsvektoren des R?, also
jene Vektoren, deren j-te Komponente 5{ ist. Dann definieren wir fiir £ € 7" das

Referenzelement x als den offenen d-Simplex mit den Eckpunkten
ﬁo = 6 und ]/7\@ = P €;. (223)

Nach dieser Definition des Referenzelementes treffen sich alle Kanten im Ursprung
Do im rechten Winkel und seine Kanten sind gleich lang wie jende von k. Man sieht
also, dass die Tetraeder k und & bis auf ihre Lage beziiglich des Ursprungs und einer
Drehung bzw. Spiegelung gleich sind. Es existiert daher eine Matrix R,;, welche eine
Rotation bzw. Reflexion beschreibt, sodass die Abbildung

R—F&

Re:q R (2.24)

T pj, + R

die Knoten p; auf pj, fiir ¢ =0, ...,d aufeinander abbildet und somit die Elemente x

und & ineinander iiberfiihrt.

Wir kénnen nun Funktionen z* € S stiickweise auf dem Referenzelement % durch
2M(2) = 2" (R.2) VZER (2.25)

definieren. Da aufilerdem Rotations- bzw. Reflexionsmatrizen wie R,; die Eigenschaft

RY = R haben, erhiilt man wegen

V[h@)] %20V [ (Re2)] = RIVZ" (R3),

27



FEM fiir ein nichtlineares Populationsmodell Horst Osberger

[)Js
10}2
})Jn
p]l
Abbildung 2: Abbildung von % nach % im Fall d = 3
vAvobei r=(21,...,29)7, V= (8%1,..., 82{1)7 z=(Z1,...,74)7 und
V= (aifl’ e, ai@)’ die Gleichung
V=R, V" VkeTh, (2.26)

denn 2" ist auf & affin und somit von 2z € & unabhingig.
Wir haben nun alle notwendigen Resultate, um die Abbildung A : " — [L°°()]4*?

definieren zu konnen.

Definition 2.9. Wir definieren fir ¢ € (0,1) die Abbildung A, : S* — [L“(Q)}dx'i
stiickweise fiir alle K € T" durch

—

Ac(2"))x := ReA(Z")|zRY, (2.27)

wobei I/\;(Eh”g die d x d-Diagonalmatriz mit den Diagonaleintrigen

2" (Bi) 2" (Bo) _ 2 (pyy) =" (Pig) _ 1
F @)L G @) Fe G ) —F (i) F(2(€))
_ h -s j h h
K\(é\h)"\ = - /\E(Z (é)) ’ fiir f € g%C’ wenn z (pjk) 7é z (pjo)a
© "l ik 1

1
F."E@0) — I (2" (p)

= Ae(2"(pj0)), wenn z"(p;, ) = 2" (pj,)
(2.28)
mit k = 1,...,d ist. Hier bezeichnet ggt’; C k die Strecke zwischen den Punkten pj,

und pj, .

Bemerkung 2.10. Wenn wir im Fall d = 1 fiir ein k € T", k = (pj,,pj,), die 1 x 1-
Matrix R, = 1 setzen, so sind die Definitionen von A. in (2.22) und (2.27) #quivalent.
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Wie man an der Definition von A, erkennen kann, hingt diese eng mit den Funktionen
F. und A; zusammen, weshalb die Hoffnung gro8 ist, dass A, in einem gewissen Sinn
eine positive Struktur tragt. Tatséchlich zeigt die folgende Proposition neben anderen
niitzlichen Eigenschaften, dass fiir jede Funktion 2" aus S die Matrix A.(z") positiv
definit ist.

Proposition 2.11. Die Abbildung A, : S* — [L°°(Q)]"*? hat fiir 2", 20 und 2} aus
S" folgende Figenschaften:
1. Firve {—1,1} gilt die Gleichung
[AE(Z?)]V Ac(2) = Ac(2h) [AE(Z{Z)]V : (2:29a)
Auferdem gilt

A2 = AT bzw. ALY =A(")7T. (2.29b)

2. Die Matriz A.(z") ist symmetrisch, positiv definit und erfiillt

A (M)l [F (2] = vz (2.30)

Beweis.

ad 1. Seien 2% 2! € S". Da Diagonalmatrizen miteinander kommutieren, und daher

klarerweise auch ihre inversen Matrizen, gilt mit v € {—1,1} fiir alle Kk € T"

und ihre Referenzelemente k
(K@M @Mk = @k K@ R
und somit wegen Rl = R_1
(A M)l = [RuBo(BMRRE] RoAL(5")IRRE
= R, [R5k BIR A(&MRR] = RA(2"|: [A(&")s] BE
——
=7
= ReAo(5")e B Ry [Ro(57)]] RE
=7
= AE(ZQNN [AS(z{L)lﬁ]y )

womit die erste Gleichung in Punkt 1 gezeigt ist.
Da jede Diagonalmatrix gleich ihrer Transponierten ist, erhalten wir fiir x € 7"

AT = [REERED] = Re [K(E)R] BT = A,
—_——
Ac(Z)s

und somit auch die Gleichungen in (2.29b).
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ad 2. Sei k € T" beliebig. Wie wir in Punkt 1 gesehen haben ist die Matrix symme-
trisch. Um zu zeigen, dass sie auch positiv definit ist, nehmen wir einen Vektor

¢ e RY, ¢ # 0, und betrachten fiir eine Funktion 2" € S*
2.27 — T~
MM 2 T (RALEIRRE ) ¢ = (REQ) T K EM)lx (RLC).

Da nun K:(?h)h eine Diagonalmatrix ist, deren Eintriige nach Definition (2.28)
von der Gestalt [//\:(Eh)|g]kk = A (2"(&)) fiir 2"(&) € [2"(pj,), 2" (ps,)] (sei
oBdA. 2"(p;,) < z"(pj,)) und k = 1,...,d, sind die Diagonaleintriige nach
Definition 2.5 der Funktion A, sicherlich strikt grofler Null. Daher gilt weiter

CTA(")]oC = (RTC)" AL(3")|z (RTC) =

M=

[RER] (REO),

=
Il
—

.....

>0

denn die Matrix R, hat als Rotations- bzw. Reflexionsmatrix vollen Rang.
Wir wollen nun (2.30) zeigen. Wegen

A2V [F(2"]0)] = Reh(Z) [z RIVA" [F(2",)]
und (2.26) ist die zu zeigende Gleichung &quivalent zu
ANV R (Z"7)] = V2" (2.31)

Wir wollen diese Gleichung komponentenweise zeigen und betrachten zunéchst
die rechte Seite. Man sieht, dass die einzelnen Kanten des Referenzelements auf
den Achsen liegen. Da nun die Funktion 2"|; affin ist, konnen wir also deren
partielle Ableitungen als Differenzenquotienten schreiben. Es gilt also fiir die

k-te Komponente der rechten Seite, k =1,...,d

2 Br) =" (B0) g (o hyo
(92:) = s i i) # 2" ()
foLo "(jy).

Da 7[F.'(2"|z)] ebenfalls eine affine Funktion ist, kénnen wir ihre partiellen

fiir 2" (p;,) (2:32)

I
w

Ableitungen ebenso als Differenzenquotienten darstellen. Aus der Definition von
7 und (2.25) folgt wegen Rpy, = pj, € & fiir alle Knoten p;,, k=1,...,d
" [E (2 (5))] = 7" [F (2" (Rpy))] = F'(2"(Rpy)) = F' (2" (5;))
und somit fiir den Differenzenquotienten fiir k =1,...,d
F. & @) -F' G (o .
~h 1~h o ~ (prj.;,z_ﬁj (& Bo)) fiir Zh(pjk) 7é Zh(pjo)
(Vﬂ— [FE (Z |R)])k - . h h
0 fiir 2" (pj,.) = 2" (pjo)-
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Daher erhalten wir mit der Definition von //\; fiir die k-te Komponente der linken
Seite von (2.31)

2" (Br) —2" (Bo) F @) -F G (30)

(E(?)Izﬁﬁh [Fg’(Ehla)])k = g‘e/(Eh’(ﬁk))*Fs'(Eh'(ﬁo)) B —pol
2" (B) 2" (b "

— w fir 2" (pj,) # 2"(pjo)

0 fur Zh(p]k) = Zh(pjo)-

(2.33)

Wir haben also die Gleichheit von (2.32) und (2.33) gezeigt, womit wir (2.31)
und somit die gewiinschte Aussage bewiesen haben.

2.1.3 Die Operatoren Q" und G

In diesem Abschnitt betrachten wir einerseits die Abbildung Q", die &hnlich wie 7"

eine Projektion auf den Finiten Elemente Raum S” ist, und andererseits den Ope-
rator G, den wir als inverse Abbildung eines elliptischen Losungsoperators einfithren
werden. Wenn wir im folgenden Abschnitt 2.2 das Finite Elemente Modell zum Pro-
blem (P"™) aufstellen werden, werden ad hoc weder irgendwelche Gemeinsamkeiten
dieser beiden Abbildungen, noch eine konkrete Beziehung zu dem Finite Elemente
Modell erkennbar sein (einmal davon abgesehen, dass Q" zur Diskretisierung der An-
fangswerte Ugﬂ- herangezogen werden kann). Tatséchlich wird sich herausstellen, dass
die beiden Operatoren durch ihre Eigenschaften in (2.35) und (2.43) gut miteinander
kombinierbar sind, was spéter fiir eine A-priori-Abschétzung der Zeitableitung der
FE-Approximation ausgenutzt werden kann.

b ein inne-

Wie wir schon in Proposition 2.3 gezeigt haben, ist die Bilinearform (., .)
res Produkt auf dem Raum S". Da dieser endlichdimensional ist, ist er klarerwei-
se beziiglich jeder Norm abgeschlossen, also ebenfalls beziiglich der Norm |z"|;, :=
V/ (2", 2P)h. Daher ist der Raum (S", (.,.)") sogar ein Hilbertraum.

Nehmen wir nun eine beliebige Funktion n € L?(2). Dann ist die Funktion f,(x) :=
(n, x) klarerweise ein Funktional auf S". Daher existiert nach dem Darstellungssatz

von Riesz eine eindeutige Funktion 2" € S" sodass
h
(") = fa0) = (n,x)  ¥xest (2.34a)
Wir kénnen also eine Abbildung Q" : L#(Q) — S" durch

L L) — S"
Q" (2.34b)
n+— 2", wobei 2" die eindeutige Losung von (2.34a) ist.
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definieren. Diese ist wegen der eindeutigen Losbarkeit von (2.34a) wohldefiniert und
erfiillt
h
(Q"n,x)" =(mx)  Vxes" (2.35)

Proposition 2.12. Die Abbildung Q" hat folgende Eigenschaften:

1. Die Abbildung Q" ist ein linearer und stetiger Operator von L?(2) nach S".
2. Firne L*(Q) gilt
(@) (p) (Lxs) = (nxs) Vxs € BY und || Q]| < [Inll e - (236)
Es folgt also insbesondere aus nn > 0, dass Q"n > 0.

3. Der Operator Q" erfiillt auf Py, dem Raum aller Polynome mit Grad Null (also
die Menge aller Konstanten), die Gleichung

Qhr =n v ePy (2.37)
Beweis.

ad 1. Klarerweise ist Q" linear, denn es gilt fiir 71,72 aus L?(Q2) und Aj, \s € R

(A Qm + 22912, %)" = A (@01, x)" + A2 (@2, X") = A1 (11, X) + Az (12, X)
= (M1m1 + A2m2, X) = Foaum+aame (X)-

Daher ist A\; Q"1 + Ao Q"o € S* die eindeutige Losung von (2.34a) mit rech-
ter Seite fi,n4+rm- Daher gilt nach Definition (2.34b) A1 Q"ny 4+ A2QMne =
Q" (Aim + Aomp).
AuBerdem ist Q" beschrinkt, und somit stetig, denn wegen der Norméiquivalenz
auf S existiert eine Konstante C' > 0 mit |.||;> < C|.|n, was mit (2.35) und
der Youngschen Ungleichung zu
ho |2 _ h ) 2 1 h 2 1) 2 02 ho |2

’Q n‘h = (77>QL77) < 5 Il 72 + 2% HQ 77HL2 < B iz + 25 ‘Q ﬁ’h

fiir alle § > O fithrt. Damit kénnen wir mit 6 = C? den Term auf der rechten

Seite absorbieren und erhalten die Beschrianktheit
1Q"n], < Clinll - -

ad 2. Sei n € L>(R). Fiir die Basisfunktionen x; € B" gilt mit der Definition von
(.,.)" fiir alle j € J die Gleichung

(Q.x5)" = 37 (1xa) (QM)(:) x5 (pi) = (1,x5) (Q"0) (1))
i€J —
:51?

32



FEM fiir ein nichtlineares Populationsmodell Horst Osberger

Da nun (Q"n, x)"* = (n, x) fiir alle y € S" gilt, also insbesondere fiir die Basis-

funktionen von S”, erhalten wir fiir j € J

(@ )e) (1.3%5) = (1x5) = (@ n)py) = (125 < Whaee B0) <y

Nun nimmt th als stiickweise affine Funktion ihr Maximum an den Eckpunkten

p; der Elemente x € T" an, also ist (2.36) gezeigt.

ad 3. Sei m € Py eine konstante Funktion. Nach Definition (2.34b) ist die Funk-
tion Q" die einzige Funktion aus S”, welche fiir alle x € S" die Gleichheit
(Q"m, x)" = (7, x) erfiillt. Nun gilt aber wegen 7y = 7" (7x) (7 ist ja in S")
die Gleichung

(W,X)=/Q7rxd:c=/ﬂ7rh (mx) dz = (m,x)"

fiir alle y € S", also erfiillt 7 € S" die gleiche Gleichung wie Q", weshalb

Qln = 7 gelten muss.

O

Wir wollen nun den Operator G als eine Art ,inversen Laplace-Operator® einfithren.
Hierfiir betrachten wir zunéchst das folgende Problem mit homogener Neumann-

Randbedingung

—(A+Du==z in (2.38a)
Vu-v =0 auf 0Q, (2.38b)
wobei v wieder fiir die dulere Normale auf 99 steht. Dieses motiviert fiir ¢ € (1, 2]

und seine konjugierte Zahl ¢’ € [2,00) folgende schwache Formulierung: Finde u €
W4(Q), sodass fiir z € (W4 (Q))’

(Au,m), = (zm), I eWH(Q), (2.39)
wobei A : Whi(€) — (W4 (Q))’ durch
(Au,m), = / VuVn + undz Vn e WLq/(Q)
Q

definiert ist.

Nun kann man zeigen, dass die schwache Formulierung (2.39) fiir jede rechte Seite
z € (Wh4'(Q)) eine eindeutige Losung u € Wh4(Q) besitzt. Eine Moglichkeit sich
von dieser Tatsache zu iiberzeugen bietet die Arbeit [13] von K. Groger und J. Reh-
berg, worin eine Verallgemeinerung des Problem (2.38a-b) mit homogener Dirichlet-
Randbedingung, also mit u = 0 auf 92 anstatt (2.38b), behandelt wurde. Die Autoren

33



FEM fiir ein nichtlineares Populationsmodell Horst Osberger

konnten in Theorem 2 von [13] zeigen, dass die, zu (2.39) analog definierte, schwache

Formulierung

Finde u € Wol’q/(Q), sodass / VuVn +undz = (z,n), fir alle n € W,y 4(Q)
Q

eine eindeutige Losung u € Wol’q,(Q) fiir jede rechte Seite z € W19 () besitzt
(man beachte, dass die Rollen von ¢ und ¢’ vertauscht sind). Auflerdem zeigten sie
die Abschétzung |ullyre < Cll2|lyy-1.00 (Referenz (4.6) auf Seite 111). Tatséchlich
kann man diese Resultate auf unsere schwache Formulierung in (2.39) iibertragen.
Eine andere Méglichkeit die eindeutige Losbarkeit von (2.39) zu zeigen, skizziert die
folgende Uberlegung: Fiir ¢’ = 2 folgt die eindeutige Losbarkeit von (2.39) sofort aus
dem Lemma von Lax-Milgram, welches unter anderem in [11], Seite 78, zu finden ist.
Sei also ¢ € (2,00) und z € (W19 (Q))’ beliebig. Man kann zeigen, dass es eine Folge
von Funktionen z. € (W2(Q)) — (Wh4(Q)) gibt, welche z. — z in (WhH7'(Q)Y
erfiillt. Wie schon erwéhnt, gibt es fiir die Funktionen z. eindeutige Losungen u. €
Wh2(Q), sodass

(Vue, Vi) + (ue,n) = (2e,m)y V€ WH(Q)
gilt, also gilt wegen W4 () < W2(Q) und (WH2(Q))" — (W4 (Q))’ insbesondere
(Vue, Vi) + (eym) = (ze,m) Y € WH(Q). (2.40)

Wenn man nun auf beiden Seiten durch ||9||y1. dividiert und das Supremum iiber
alle 7 mit Norm kleiner gleich 1 bildet, kann man einerseits mit Hilfe der Variations-
rechnung zeigen, dass die linke Seite den Wert ||uc||y1.« annimmt, und andererseits
bekommt man auf der rechten Seite die Norm |[|z:[|yy1.0 ()~ Da die Folge z. als

konvergente Folge in (W14 (€2))" auch beschrinkt ist, erhilt man also

luellwra < lzellwar @)y < C,

woraus folgt, dass die Folge u. schwach gegen eine Funktion u in W14(Q) konvergiert.

Daher kann man in (2.40) den Grenzwert bilden, was zu
(Vu, Vi) + () = (z,m), V€ WH(Q)

fiihrt. Somit ist « € W1 4(€2) die schwache Losung fiir die rechte Seite z € (W4 (Q))’.

Die gerade angefithrten Uberlegungen stellen klarerweise keinen vollstéindigen Beweis
dar, geben aber einen guten Einblick in die dafiir notwendigen Techniken. Man kann
also zeigen, dass fiir jedes z € (W4 (Q)) die schwache Formulierung (2.39) eine
eindeutige Losung u € W14(Q) hat, welche die A-priori-Abschitzung

[ullwa < Cllzll ey (2.41)
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erfiillt. Daher ist der Operator A : W4(Q) — (W1 (Q)) bijektiv und wir kénnen

seine inverse Abbildung G durch

(Ww’(Q))/ L Whe(Q)

z—u=A"1z

G: (2.42)

definieren, welche wegen der eindeutigen Lésbarkeit von (2.39) wohldefiniert ist und
(VG2 V) + (Gz.n) = (z,m),  Yne W (Q) (2.43)
erfiillt.
Proposition 2.13. Die Abbildungen A und G haben die folgenden FEigenschaften:
e Die Abbildung A ist linear und erfillt

[ Aull 1,01y < Clleflypa Yu € WhHi(Q). (2.44)

e Die Abbildung G ist ein linearer und stetiger Operator von (W4 (Q)) nach
Wha(Q) und erfillt fir Cy,Cy > 0 und alle z € (W9 (Q))

Crllzllwrary < N9zllwra < Collzll oy - (2.45)

e Der Operator G ist schwach folgenstetig, d.h. es gilt die Inklusion

Zn — 2z in (WHY(Q)) = Gz, — Gz in WH4(Q).

Beweis. Wir wollen zuerst die Eigenschaften des Operators A betrachten. Die Linea-
ritdt folgt sofort aus der Integralgestalt von A.

Sei nun u € Wh4(Q), dann gilt Au € (W9 (Q))’. Daher gilt fiir alle n € W9 (Q)
wegen der Holder-Ungleichung (siehe z.B. [11], Seite 138)

’ (Au,m)

< / VUV + un| dz < [Vull o 19905 + Jll o 7] 0

< CH“HWL«: ||77||W1-q’

und somit
[Aull 1.0y < Cllullyprag -

Die Linearitét der Abbildung G folgt aus der Linearitiit von A. Sei nun u € Wh4(Q)
mit Gz = u. Dann gilt wegen der A-priori-Abschiitzung (2.41) fiir eine Konstante
Cy >0

2.
162l rs = lullyrn < Callzllgyrary
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also ist G beschrinkt und somit stetig. AuBlerdem ist Au = z, daher gilt mit der

vorhin gezeigten Abschiitzung (2.44) und einer weiteren Konstanten C; > 0

2.44
lell gy = Aullgpray < O s = 1920y

womit auch (2.45) gezeigt ist.

Wir zeigen nun, dass G schwach folgenstetig ist. Gelte also z, — z in (W14 (Q)Y,
d.h. fiir jedes Funktional ¢ auf dem Raum (W14 (Q)) gilt o(z,) — 1(z) fiir n — co.
Sei nun 7 ein Funktional auf W19(Q), dann ist sicherlich 70 G ein Funktional auf
(W4 (Q)), da G : (W4 (Q)) — W4(Q) linear und beschriinkt ist. Somit gilt

U(Gzn) = (10G) (20) === (10 G) (2) = T(G=)

und Gz, konvergiert schwach gegen Gz in W14(Q). |

Bemerkung 2.14. Falls die eindeutige Losung u von (2.39) und die rechte Seite z
hinreichend regulédr sind, kann man durch partielle Integration zeigen, dass w die
Losung des Problems (2.38a-b) ist. Da nun der Operator G die rechte Seite z auf die
Losung w abbildet, kann man in diesem Fall G als inverse Abbildung von —(A + I)

interpretieren, woher auch die Bezeichung ,inverser Laplace-Operator® stammt.

2.2 Die diskrete Formulierung des Modells

Bevor wir nun eine diskrete Formulierung fiir das Problem (P) angeben kénnen,
miissen wir noch eine Zerlegung des Zeitintervalls [0, T] einfiihren. Fiir N € N de-

finiern wir also die Zerlegung
O=to<ti <...<ty_1<ty=T

und die dazugehorigen Zeitschritte 7, := t, — t,_1 fiir n = 1,..., N. Wir definieren
auflerdem mit

T:= max T,
n=1,...,N

den grofiten Zeitschritt.

Als Motivation fiir die diskrete Formulierung wollen wir annehmen, dass die Funk-

Ou;
ot

tionen und u; fiir ¢ = 1,2 glatt genug sind. Wir multiplizieren die Gleichungen
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(1.4a) mit einer Testfunktion y € C*(Q) und integrieren partiell, was zu

0 0 X—leﬂi(Ul,uz)XdJC:/gi(u1,u2)Xd~’U
t Q
ou;
<:>/ X + Bi(ur,u2)Vx dr — Bi(uy, uz)v x ds = / gi(ur,ug) x dx
a0 Q

=0, wegen (1.4b)

i + 2a,u; + uj) Vu; +u; (Vu; +b; Vv)] Vx dx

:/(/J'i = Yiiti — Yijuj)ui X dx
Q

fithrt. Mit dieser Motivation und den Resultaten der bisherigen Abschnitte von Kapi-
tel 2 haben wir alle notwendigen Hilfsmittel eingefiihrt, um eine diskrete Formulierung

des Problems (P) wie in [2] fiir ein beliebiges € € (0,1) anzugeben:

(P!7) Finde fiir n = 1,..., N zwei Funktionen {U,,UZ,} € [S"]?, sodass fiir i =
2, 4 # 1, und fiir alle x € St

Tn

vr—uzt \'
(X) + (lei +2a;A:(UL) + A (U2 )IVUL 1, V)
+ (A(U2) [VUZ,; + bV (7"0)] , Vx)
= (U2 = e (U2 + 32 (U2 AU, %) (2.46)
gilt, wobei Ugi € S" die approximierte Funktion von u{ ist, welche fiir i = 1,2
U, =7"u)  oder UP; = Q"

erfiillt.

Wie schon in der Einleitung erwahnt, liegt hier eine Semidiskretisierung in der Zeit

und eine Finite Elemente Approximation beziiglich des Raumes vor.
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3 Abschitzungen und Losbarkeit

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst einige grundlegende und teilweise gut bekannte
Resultate aus der Theorie der Finiten Elemente Methode anfiihren, siche Abschnitt
3.1.

Danach gehen wir konkret auf die diskrete Formulierung (P*7) in (2.46) des Modells
ein und machen uns Gedanken iiber Losbarkeit und A-priori-Abschétzungen. Zuerst
zeigen wir in Abschnitt 3.2 mit Hilfe eines Fixpunktargumentes die Losbarkeit des
Problems (P%7). In Abschnitt 3.3 beweisen wir dann zwei A-priori-Abschétzungen,
welche fiir die Konvergenzresultate des darauffolgenden Kapitels von entscheidender
Bedeutung sind.

3.1 Bekannte Abschitzungen der FEM-Theorie

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Ungleichungen einfiihren, wobei einige (v.a.
jene aus Proposition 3.1) in der Theorie der Finiten Elemente Methode hiufig zum
Einsatz kommen. Bevor wir das jedoch tun, fithren wir, &hnlich wie bei der Definition
von A., ein Referenzelement ein, welches im Gegensatz zu & mit den Eckpunkten
in (2.23) fiir alle Kk € T" gleich sein soll. Es ist durchaus iiblich, sich Probleme auf
solch einem allgemeineren Referenzelement zu iiberlegen, denn dadurch kann man
gewonnene Resulate leicht auf alle Elemente in 7" iibertragen. Die Beweise vieler in

diesem Abschnitt aufgelisteter Abschitzungen basieren auf dieser Methode.

Sei also K. definiert als der offene d-Simplex mit den Eckpunkten
Po=0 und p;=e

fir i = 1...,d, wobei {e; ?=1 wieder die Einheitsvektoren des R? darstellen, deren
j-te Komponente 67 ist. Genau wie bei der Funktion R, in (2.24) sehen wir, dass es

fiir jedes k € 7" mit Eckpunkten p;,, i = 1,...,d, eine affine Abbildung

Re — R
Fi: (3.1)
T+— Pio =+ F,{.’/E\

gibt, welche die Eckpunkte der beiden Elemente aufeinander abbildet. Klarerweise ist
die Matrix F}, im Gegensatz zur Matrix R, keine reine Rotations- oder Reflexions-
matrix, denn fiir kleines h ist das Referenzelement k. wesentlich groer als k.

Da wir nun eine Familie quasi-uniformer Triangulierungen haben, und somit die Ei-
genschaften in (2.1) gelten, erhalten wir mit Theorem 3.1.3 in [6], Seite 120f, die

Existenz einer Konstanten C' > 0, sodass

[Felly < Chy und |||, < Ch?
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gilt. AuBerdem folgt aus Bemerkung 3.1.3 auf Seite 124 in [6], dass
|det F,.| < Ch4

Somit folgt zusammen mit Theorem 3.1.2 in [6], Seite 117f, dass fiir r € [1, 00| und
m >0

m—4 m,r
|n‘W7n,7'(E€) < Chyg 7 ‘77|Wm,7-(,{) Vn ewm™ (KJ)7 (32&)

—(m—d) N .
My < Cha" " Flmee, ¥ € W™ (R) (3.2b)

gilt.
Man kann nun mit

Se = {)? € C(FRe) : X ist aﬁin}
die Menge aller affinen Funktionen auf k. einfithren. Man sieht sofort, dass dieser
Raum durch (d + 1)-viele Funktionen aufgespannt wird, die durch x;(p;) = (55 fiir
t=1,...,d+ 1 gegeben sind.
Auflerdem lasst sich mit §e der Raum S” durch

st ={xeC@) :xlzoF. S ¥YneT'}

angeben. Es ist leicht einzusehen, dass diese Definition dquivalent zu jener in (2.2) ist,
da die Transformation F, affin ist und dadurch wieder affine Funktionen auf affine
Funktionen abbildet.

Wir wollen noch bemerken, dass alle Normen auf §e dquivalent sind, wobei diese
Aquivalenz unabhingig von h ist. Diese Tatsache ist in vielen Beweisideen von ent-
scheidender Bedeutung und macht daher die Transformation von S* auf §6 mittels Fj
so attraktiv. Viele Beweise in diesem Abschnitt basieren auf den gerade angefiihrten

Uberlegungen.

Wir wollen nun zu den ersten Abschitzungen kommen, welche in der FEM-Theorie

hiufig eingesetzt werden:

Proposition 3.1. Sei h,, <1 fiir alle k € T", p € [1,00], s € [2,00] fiir d = 1 und
s € (d, 0] fiir d =2 oder 3. Dann gilt fiir alle x, 2" € S, n € WH3(Q) und k € T"

19000 < ORIl o (33)
“a(3-1)

X[y < Cha X o () Vr € [p,o0], (3.4)

/X2d$§/7rh[x2]d:ﬂSC/X2dI, (3.6)

[0 2") = 02" < T = 7")x2"| 0 < ORIty V2" Lo - (3.7)
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Fiir den Fall, dass zusdtzlich s # oo erfiillt ist, gilt auferdem
. __h _
tim [(7 = 7). = 0. (38)

Beweis. Bis auf die Punkte (3.7) und (3.8) handelt es sich um Standardresultate,
deshalb sind viele Beweise in der Literatur zu finden.

ad (3.3) und (3.4). Diese Abschitzungen sind Spezialfélle von Lemma 1.138 bzw.
Korollar 1.141 in [8], Seite 75f.

ad (3.5). Diese Abschitzung folgt aus Theorem 3.1.6 in [6], Seite 124.

ad (3.6). Die erste Ungleichung ist eine einfache Folgerung des dritten Punktes von
Proposition 2.2. Der Beweis der zweiten Abschitzung ist in Lemma 5 in [16],
Seite 254, zu finden.

ad (3.7). Man sieht leicht, dass fiir y, 2" € S"

(. 2") = (x, 2" = ’/Q xz" =" (x2") da

< | = a")x=" s

/ (I - 7")(x2") de
Q

gilt, woraus die erste Abschéitzung folgt. Fiir die zweite Ungleichung wollen wir
das Problem zuniichst auf einem Element x € 7" betrachten. Klarerweise ist
(xz")|. als Produkt zweier affiner Funktionen in W21 (k). Damit erhalten wir
wieder aus Theorem 3.1.6 in [6] die Giiltigkeit von

||(I — Wh)XZhHLl(N) < Ch? }xzh|W2,1(N) .

Da die Funktionen y und z” affin sind, verschwinden ihre zweiten Ableitungen,
daher gilt mit der Produktregel fiir einen Multiindex o = (a1, ..., aq), |a| =2,
dass

Oy 02" Oy 02"
_Ox oz Oy 0"
" O Oz | O O

Da(th) — DOéXZh + +XDOéZh

, wobei 4,7 € {1,...,d} mit a;, a; # 0.
(3.9)

Daher gilt mit der Holder-Ungleichung und (3.3)

(3.9)
T =71y < CRRNVX Loy V2" | o

(3.3)
< C'h}fm |X|Wm’vp(1{) HVZhHLP'(H) ’
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Da nun die Funktionen x und 2" klarerweise auch in W1H?(Q) bzw. W12 (Q)
liegen, kénnen wir iiber k € 7" aufsummieren und erhalten mit h = max, 7 h

die gewiinschte Ungleichung

(1 =7")xz" . = Z H(I—Wh)XZhHLl(H)
KETH

<C Y W Xw e V2" |y < CRF™ Xl [ V2" -
KETH

ad (3.8). Sei € > 0 und n € Wh*(Q). Fiir alle ¢ aus der Menge M mit
M= {np|g , sodass ¢ € Cgo(Rd)}
gilt klarerweise

H(I - 7Th)77HW1,5 < H(I - Fh)(n - SO)le,s + H(I - Wh)@le,s .

Nun folgt wieder aus Theorem 3.1.6 in [6], dass fiir m € {0,1}

1= 7"l s < CR™ Inllyyrrsm s

gilt. Da nun klarerweise jedes ¢ € M ebenfalls in W?25(Q) liegt, folgt aus den
beiden Abschétzungen

H(I - 7Th)77||W1,s <C(lln- ‘PHWLS +h ||90||W2>s) .

Aus [1], Theorem 3.18 auf Seite 54, wissen wir nun, dass die Menge M dicht in
Ws(Q) liegt. Wir kénnen also ¢ so wilhlen, dass ||n — ¢||w1.c < 55 gilt. Fiir
diese konkrete Funktion existiert klarerweise ein h > 0, sodass h| ¢z < %
fiir alle h < h. Wir haben also fiir alle € > 0 ein h > 0 gefunden, sodass

(T =7")nlypr. <E  Yhe(OR)

Somit ist auch (3.8) gezeigt.

O

Bemerkung 3.2. Die Bedingungen an s in Proposition 3.1 sind so gew&hlt, dass der
Raum W1#(Q) stets in den Raum der stetigen Funktionen C(2) eingebettet werden
kann, damit fiir n € W1#(Q) die Projektion 7" sinnvoll definiert ist.

Weitere niitzliche Abschitzungen fiir Funktionen x aus dem Finite Elemente Raum

S" sind folgender Proposition zu entnehmen:

Proposition 3.3. Unter den Grundvoraussetzungen (V) gelten fiir alle x € S" die
folgenden beiden Abschitzungen:

VA" A ll7e < (VX VAt () (3.100)
Ve D llf5 < 193 (3.10D)

IN
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Beweis. Wir zeigen zunichst die erste Ungleichung auf einem Element x € 7. Dafiir
wollen wir uns die Abbildung in (2.24) aus Abschnitt 2.1.2 zu Nutze machen, also
jene Abbildung R, : & — & mit T — Dj, + R, die das Referenzelement k mit den
Eckpunkten in (2.23) auf  abbildet.

Da die Matrix R, eine Rotations- Reflexionsmatrix ist, nimmt ihre Determinante den
Wert 1 an. Damit erhalten wir wegen Vz" = R,VZ" aus (2.26) und einer Integral-

substitution

~ 2
V7" e 0Ol 32y = / Ve (][ de = [ R IR ldet R di
RT:R—l

= (@) () i

Da der Integrand auf der rechten Seite positiv sein muss, kénnen wir 0.B.d.A anneh-
men, dass die einzelnen Komponenten von V#"[A.(¥)] nichtnegativ sind. Wir kénnen
nun weiter fiir den Term V7" [A:(X)], dhnlich wie im Beweis von Proposition 2.11,
die rechtwinkelige Gestalt von & und die Affinitit von 7"[.] ausnutzen, wodurch die-
ser Gradient als Vektor von Differenzenquotienten geschrieben werden kann. Daher

erhalten wir fiir die k-te Komponente von VA" [A(X)], k= 1,...,d

k Pk — Pol [Pk — Dol

und da 0.B.d.A A\ (X(Pr)) — A\e(X(Po)) > 0 und A, Lipschitz-stetig ist weiter
< X(pi) —z(po) _ (@@
Dk — Dol
Wir erhalten also zusammen mit einer Riicksubstitution fiir xk € 7"

Ve e0llag < [ (95)" (F7"0-00) di = [ (907 (97" el o

G
womit wir durch Aufsummieren aller Elemente in 7"

197" DOl = D 197" DOl < D / (V)" (VA" Ae(x)]) da

KETH rkeTh 7 F

= (Vx, V" A-()])
erhalten. Damit ist (3.10a) gezeigt.

Die zweite Ungleichung folgt leicht aus (3.10a) und der Youngschen Ungleichung, denn
es gilt

(e wei[

IN

(Vx, V' A (0)]) < / Vx| [V - ()] de
3 [, 10"t [ [V ol e

1 1
= 5 I9xI5 + 5 197" -0l 2

IN
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wobei man hier nur mehr den zweiten Summanden auf beiden Seiten abziehen muss,
um (3.10b) zu erhalten. O

Zu guter Letzt wollen wir noch zwei Abschitzungen hinzufiigen, welche in Zusam-
menhang mit den in Abschnitt 2.1.3 definierten Operatoren Q" und G stehen.

Proposition 3.4. Fir m € {0,1} gilt

|(T = Q")) < CR = [V e Ve Wh(Q), r € [2, ). (3.11)
Auferdem gilt

2" e < CR7HIG2 lwra V2" €S qe(1,2]. (3.12)
Beweis.

ad (3.11). Der Beweis verlduft dhnlich wie jene von (3.5) und (3.7), denn auch hier
nimmt die Transformation F, eine wichtige Rolle ein.
Sei k € T" beliebig. Wir wollen zunichst den Operator Q" auf natiirliche Weise
auf R, fiir ein n € WH"(Q) < L*(Q) durch

(@hﬁ) |§e = [(th) \ﬁ] oF, mitn=mnoF, (3.13)
definieren. Man sieht leicht, dass
(th) 7 = (@hﬁ) = (3.14)

gilt, denn beides sind affine Funktionen auf %, und nehmen an den Eckpunkten
p; die Werte ([(Q"n)|z] o Fi)(Pi) fitr i = 1,...,d an. Somit gilt fiir m € {0,1}
und alle konstanten Funktion m € Py wegen Q"m = 7 aus Proposition 2.12

. (3:2b)  _(m-g)| .
‘(I_ Q )U‘W"l’r(;{) S Chl{ ‘77_ Q T]‘Wm’r(/’%e)
3.13) ., —(m—2) | . O" (7
(:)Ch,{< ' T)’n_ﬁ_Qh(n_ﬂ)’W,n,r(g)
— 7"‘_@ o~ O n
<cn (") <||77 = llwmr gz, + HQh (7 - ”)mem )) '

(3.15)

Da @h(ﬁ — ) eine affine Funktion auf K. bzw. Re ist und die Normen auf §e
fquivalent sind, sind die Normen ||.||ym.» @,y und |.|p . auf S, dquivalent, wobei
llnr = /(. -)F (Die Bilinearform (.,.)"* ist analog zu (.,.)" in (2.5), mit &,
anstelle von 2, definiert). Es existiert also eine von h unabhiingige Konstante
C, sodass |.[lwirz,) < C|ln.. AuBerdem ist Q" nach Proposition 2.12 ein

43



FEM fiir ein nichtlineares Populationsmodell Horst Osberger

beschrinkter Operator von L2()) nach S", also ist auch O" : L2(R.) — S
beschrinkt. Daher gilt wegen W17 (%,) < L?(%.) und der Normiiquivalenz von

[llwr &) und [.[n .
|o" -

. < C’Qh (ﬁ—ﬂ)‘hn <Ol =7lr2m,

Wl,r(

s

< Cln- 7T||W1«r(gﬁ) :

Damit, und mit (1.6) aus dem Lemma von Deny-Lions, folgt fiir (3.15)

—(m—4< ~
(7= @l < g, O™ = 7l

(1.6)  (pp_dy (32a)  _(m-2) 1-(d
< onz T)||vn||mm < onpm= )il )HWIILW

= Ch, ™IVl 1)

Durch Aufsummieren erhalten wir wegen h > h,., fiir alle K € 7",
L 1
|(I— Qh)’f]’Wmm = <Z ‘(I - Qh)nn{/m,r(,{)) S Chl_m (Z |v"7||7LT(n)>
KET RET
< Ch' ||V

L
und die gewiinschte Ungleichung (3.11) ist gezeigt.

ad (3.12). Um dies zu zeigen, benédtigen wir eine inverse Abschétzung in der Form
IllLe < h_1||.||(W1,qf(Q)),. Aus Theorem 4.6 in [7], Seite 1121, folgt die Giiltigkeit
von
12@)="] 0 < Cl2" .oy
fiir alle 2" € S" und ¢ € (1,2] (tatsichlich gilt diese Ungleichung sogar fiir
q € (1,00]), wobei C' > 0 nur von den Konstanten o und v aus den Grundvoraus-
setzungen (V') abhiéngt und h(z) eine Funktion aus S" ist, welche min, c 7 h, <
h(z) < max,cyn hy fiir alle z € Q erfiillt. Da nun {7"}1,¢ eine quasi-uniforme
Familie von Triangulierungen ist, gilt insbesondere h < v h,, fiir alle & € 7" und
somit h < vmingern h,.. Daher gilt

h
> thHLq = Hh(x)ZhHLq = CHZ}LH(WLQ’(Q))’

und es existiert eine Konstante C' > 0, sodass

|41, < ont 12, Vel e st ge (1,2,

W (@)
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Somit gilt zusammen mit der Eigenschaft (2.43) von G fiir alle 2" € S”

(E8 PPl A

h
HLq wia'y
= cntswp {[ (g | e WH(Q), Inlly <1

=Ch! sup ’(ngh,Vn) + (gzh,n)|
neWLa (Q), lInll 1,4 <1

und weiter mit der Holder-Ungleichung

< Ch™t sup (vazhHLq + nghHLq) 7llys.a0
neW L4 (Q), 7]l 1,47 <1 <1
< ChH|VGR|| L, + (|62, < on g2

Damit ist auch die Ungleichung in (3.12) gezeigt.

Mo

O

Bemerkung 3.5. In den Beweisen der Ungleichungen von Proposition 3.4 fliefit wesent-
lich ein, dass es sich bei {77} um eine quasi-uniforme Familie von Triangulierungen
handelt.

3.2 Abschitzungen fiir A, und Losbarkeit der Finiten Elemen-
te Approximation

Hauptziel dieses Abschnittes ist Theorem 3.10, in dem unter einer Bedingung an die
Zeitschritte 7,, des Modells Losbarkeit des diskreten Problems (P%7) gezeigt wird.
Bei dem Beweis dieses Theorems handelt es sich um einen Widerspruchsbeweis: Wir
werden annehmen, dass das Problem nicht I6sbar ist, was die Definition einer stetigen
Abbildung zulésst auf die wir den Fizpunktsatz von Schauder (siche z.B. [11], Theorem
10.1 auf Seite 221) anwenden kénnen, was uns schlussendlich einen Widerspruch liefern
wird.

Bevor wir den Beweis von Theorem 3.10 angehen kénnen, brauchen wir ein Resultat
fiir A¢, das uns bei der Stetigkeit des gerade erwidhnten Fixpunktoperators behilflich

sein wird.

Lemma 3.6. Es gelten die Grundbedingungen (V). Dann gilt fir alle e € (0,1), dass
die Funktion A, : S — [L>(€)]*?

e€Te <€T[A(zM)) ¢ <e¢Te, Ve St ¢eRYundve {-1,1} (3.16)
erfiillt. Aufierdem gilt fiir alle 27, 2 € S" k € T"

(A=) = Ac(22)ull, < &7 max {127 (pse) — 25 ()] + |21 (s0) — 22 (p30)]
(3.17)
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Beweis. Mit (2.27), RL = R_! und der Diagonalgestalt von K;(?h) erkennt man, dass
fir 2" € 8" und fiir alle k € T"

v

€T [A-(z")]4]" € = (REE)T [//\;(Eh)h (RT¢)
d d
=Y (R, [A )H =3 (BT, A" () (3.18)

kk
k=1 k=1

gilt, wobei (; € k wie in (2.28) aus der Definition von A, zu wéhlen ist. Nun gilt
wegen ¢ < \.”(s) <etund RTR, =T

d
e€Te = e(RT)T(RT) < 3 (RTINS () P2V ¢ [A(:M)] ¢
k=1
d
=> (R Y(G) < e H(RTET(RTE) = 71T,
k=1

und somit (3.16).

Fiir die Gleichung in (3.17) folgt mit der Definition der Spektralnorm
[Ac(a) = A, = | Be(5™) - Re@"ls|

_ A (h N (L h R
I ‘([Ag(zl)}kk B [AE(ZQ)}M@) %)

Fiir jedes k € {1,...,d} erhalten wir durch Einschieben einer Funktion zfQ € S mit
15 (pjo) = 23 (pjo) und 27 5(pj,) = 21 (p;,) die Abschitzung

([Feb],, =[], )i
|

(3.19)

(3.20)

wobei fiir i = 1,2 der Wert y; zwischen 2! (p;,) und z!(p;,) liegt, und ¢ zwischen
21 (pj.) und 25 (pj, )-
Zuniichst wollen wir fiir ein k € {1,...,d} und fiir 27(p;,) # 2% (p;,) die Ungleichung

< e72121 (pgo) — 25 (0o (3.21)

1 1
FEN(,UJl) Fe”(o

zeigen (wire 27'(p;,) = 2%(pj,), so wire nach dem Mittelwertsatz p; = ¢ und somit

(3.21) trivialerweise erfiillt). Sei v zwischen 21 (p;,) und 2% (pj,), sodass

L % (Pjo) = A Pi0) (3.22)

F"(v) F' (2 (i) — F' (21 (Pjo))
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Daraus folgt

le_hoy _ ary
wobei die letzte Gleichheit wegen F.”(() = Fe G i) Fe (4 (piy ) fiir 22 (pj;,) #

25 (pjo)—21' (Pj,)
Fol (2 (o ) Fo (2 (0 ) e .
2(pj,) baw. F."(u1) = == ( Z;Z::;izf(;;)(n")) fiir 20 (p;,) # 27 (p;,) erfiillt ist (falls

28 (pj,) = 2M(pj,) oder 20 (pj,) = 2%(p;,) gelten sollte, so stiinde auf beiden Seiten
der letzten Gleichung von (3.23) der Wert Null, womit die Gleichheit ebenfalls erfiillt

wire). Wir haben also

(Zg(pjo) - Zil(pjo))FE/,(’y) = (Zg(pjo) - Z{L(pjk,))FEH(C) + (Z{L(pjk) - Zil(pjo))FE”(ﬂl)'
(3.24)
Auflerdem bemerken wir, dass fiir zwei reelle Zahlen a und b der Betrag |a + b| genau

die Werte |a|+|b], |a| —|b| oder |b|—|a| annehmen kann. Mit dieser Uberlegung erhalten
wir fiir ‘Z{L (Pjo) *Zg(pjoﬂ = |(Z{l (Pjo) *Z{I (pj,))+ (Z{L (Pji) *Zg (Pjo))| folgende 3 Fille:

|Z{L(pjk) - Z{l(pjo)| + |Z{L(pjk) - Zél(pjo” (i)7 oder
|21 (Dj0) — 25 (0jo)] = { 124 (0.) — 20 (030)] — 128 (ps) — 24 (pjo)| (i), oder (3.25)
12 (Ps) — 25 (Pjo)] — |20 (pji) — 2V (pjo)| ().

Im Fall (i) haben wir dank der Lipschitz-Stetigkeit von A,

1 B 1
Fs”(ﬂl) Fs”(o

Da py zwischen 2(p;,) und 2% (p;, ), und ¢ zwischen 27 (p;,) und z%(p;,) liegt, gilt

= [Ae(p1) = A (Ol < lpa = ¢l < pa = 21 (05 ) + 121 (ps) — €.

1 = 21 ()] + 127 () — €1 < 127 (o) = 21 ()| + 121 (Pi) = 25 (P,
sodass wir mit (3.25) und e=2 > 1 in Summe

1 B 1
FE”(MI) FEH(C)

erhalten, womit (3.21) fiir den Fall (i) gezeigt ist.

] < 1 s = 2 (o3 1 3 ) — 3] < eI (30 )— 2 ()|

Im Fall (ii) kommen wir sogar ohne (3.25) aus. Wir betrachten

Ll Y — (. 1 (P ) — 2P (. F. (u1) — F."(€)
( 1 (pjk) 1 (p]o)) |:F5”(C) FE//(/“) ( 1 (p]k) 1 (pjo)) Fs//(C)FeH(Ml)
= m [E=" (1) (21 () — 21 (Pgo)) — =" (O)(21 (1) — 21 ()], (3.26)
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wobei wegen (3.24) die Gleichung F.” (1) (22 (p;,.) — 22 (ps,)) =
F" () (28 (pjo) — 21 (jo)) — F&"(C) (25 (o) — 21 (pj.)) gilt. Daher haben wir weiter

Feu(o;eu(m) [F" (1) (21 (01.) = 21 (93)) — F=" (O (21 (01.) — 21 (930))]
1 " "
Fs//(C)FeN(Nl) [FE (’Y)(Zg(pjo) - Z?(pjo)) -k (C)(zg(pjo) - Z{Z(pjo))]

Fs”(’v) ="(9)
F(Q)F ( 1)

F."(v)
F." (1)

= (A (ps0) — o) [
De(0) = A

= (zg(pjo) - (p;o))

Somit ergibt sich mit (3.26)

1 1

Pp Y= 2P (p. _ — (. Y= 2P (s FEH(’V)
(o)~ 0m) | s = g0y | = G a)=+104)

Fs”(ﬂl)

Da wegen der Lage von ¢ und v die Abschitzung [(—~| < |2 (p;, ) — 21 (p;, )| erfiillt ist,

[)\E(C) - AE(V)] :

folgt aus der letzten Gleichung mit der Lipschitz-Stetigkeit von A. und der Eigenschaft
e<F.<eg!t

LR P9 = A0l

< 125 (pjo) — 21 (Pjo)]
FE”(MI) ‘Z{L<pjk) *Z{L(pjoﬂ 2N e
—_——

‘ 1 7 1
FSH(C) FEH(NI)

<e—2 1<l
N S\z{b(pjkkzhpm)\*
-2\ h h
< 72123 (pjo) — 21 (Pio) (3.27)

womit auch in diesem Fall (3.21) erfiillt ist.

Im letzten Fall (iii) fithrt eine zu jener in (ii) analoge Rechnung zu der Gleichung

YRV A R'()
(21 (p]k) 2 (pjo)) [Fg//(g) Fs//(ﬂl) FE”(C)

Daraus folgt wie in (3.27) die Ungleichung (3.21) und somit ist diese fiir alle Fille
und fiir alle k € {1, ..., d} erfiillt.
Es bleibt noch der zweite Summand in (3.20) abzuschétzen, dh.

] = (i) - o) 2 A ) — ).

< e %12 (pj) — 25 (5] (3.28)

‘ 1 B 1
FE//(C) Fs//(/@)

zu zeigen. Hierfiir wihlen wir (dhnlich wie in (3.22)) ein v zwischen 27(p;,) und

2% (pj,) mit der Eigenschaft

1 Zg(pjk) - Z{L(pjk)

F(y) — F (2 () = F (21 ()

Nun sieht man schnell, dass die weitere Beweisfithrung fiir (3.28) genau die gleiche

ist, wie jene von (3.21). Tatsdchlich muss man nur in allen Gleichungen ab (3.22) die
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Funktionen z7(.) mit 2%(.), 1 mit ps und pj, mit p;, vertauschen.
Somit ergibt sich durch Einsetzen der Abschétzungen (3.21) und (3.28) in (3.19) bzw.
(3.20)

[Acl:) = AL, = | ReE™) = Re@"ls

= s |([ReD)],, - [RGD] ) s
< max [ //1 - /} /} _ //1 ]

k=l..d || F."(p1)  F"(C) F.7(C)  F.'(pe2)
<72 max (|8 (5) — 23|+ 120 (i) — 24 i)

N

Damit sind alle Behauptungen gezeigt. O
Korollar 3.7. Es gelten die Grundbedingungen (V). Dann gilt fiir alle e € (0,1) und
zf,zé‘,z]h,évgh,x € S" die Abschitzung
(Al va" - A vat vy
s h h h h ~h ~h
< O (15" lo@ 14~ #llo@ + 0+ 1 le@) 15" = 5" lo@) 19152

(3.29)

Beweis. Durch Einschieben des Terms A, (z2)Vz" erhalten wir

|(Aeva" - A Hvat, vy
_ | (Ag(z?)v,?lh CAEMVA" AL VA" - ALV, vx) ‘

< (A=) = A va" v )| + | (v (2" - 2") vy | (3.30)

Fiir den ersten Summanden bemerken wir zunzchst, dass die Funktion A.(z")|, wegen
der Definition in (2.27) bzw. (2.28) fiir festes 2" € S" und k € T" eine Matrix ist,
deren Eintrége nicht von Werten = € k abhéngen. Daher ist auch die Spektralnorm

|A-(2")|«|| unabhingig von = € Q weshalb wir

(4 = A V5" Tx) < [ Ac(eD) = Al [V 19x e

< max [ (Ac(e1) = A o], [ VS|V do
KET Q
< Sé%}}i (AE(Z{I) - AE(ZS)) |HH2 ||vg1h||L2 HVXHL2

schreiben konnen. Daher erhalten wir zusammen mit der Ungleichung (3.17) aus dem
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letzten Lemma

(Al = Ac(e)) V&, )|

—2 h h h h ~h
< e max max (128 () = 03|+ |21 ) = 5 0io)l] [ V5" 2 19

_ ' ~h
<2 QHZ?_ZSHC(Q) Hzl HHl HVXHL?'
Da alle Normen auf S" #quivalent sind, gibt es ein C > 0, sodass Hz~1h\| m <

CHZ~1hHC(§) gilt. Somit erhalten wir durch Zusammenfassen aller Konstanten, dass

fiir den ersten Summanden in (3.30)

(A = A1) VA" VX) | < LA e 128 = o 19Xl (331)
gilt.
Fiir den zweiten Term in (3.30) nehmen wir zunichst ein beliebiges x € T". Wenn
man in die Definition von A.(.)|, die Funktion 0 € S" einsetzt erhalten wir wegen
Ae(0) =€
A:(0)[x = R.  Ac(0) RZ =¢eR, RZ =el.
——
=diag{A:(0)}
Somit erhalten wir mit der Dreiecksungleichung und der Abschétzung (3.17) fiir ein
2he sh
[A= (")l = [[(Ae(z") = Ac(0) + A(0) L[|, < [[(Ac(=") = A=(0)) L, + ll€Zl

<& max [| (o) + 1 (030)]] 42

<277 thHC(E) 6
und daher

max [[Ac ()l < © (14 | |og) -

Damit erhilt man, dhnlich wie vorhin, fiir den zweiten Summanden in (3.30)
(AGHV(E" - 5"),vx) < /Q 1A, |V (5" — 2")] IVl da
< max [|A ()|, [IV (5" = 2") | 2 1912
und da wie vorher |||z < C|.[|¢(m) gilt, fiihrt dies letzten Endes zu

(AE(ZS)V(Z?’L - %h),VX) < max

Al (19 (5" = ")) 11912
<O+ |l oI - 5 o IVl 332)
Wenn wir nun (3.31) und (3.32) in (3.30) einsetzen, erhalten wir
|(Aeehva" - A=) vE", vy
< () = M) 72" O [ + (A DV (5" - 27) 9y

< C (118" o 128 = o + 1+ 1 @) IIA" = 2"l o) 19X 52
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womit wir das gewiinschte Resultat erzielt haben. |

Bevor wir uns der Losbarkeit des Problems (P?7) widmen, fithren wir eine weitere
Abschétzung fiir A, ein, welche wir spiter im Kapitel iiber Konvergenzen benétigen
werden.

Als kleine Motivation iiberlegen wir zuerst, wie sich fiir ein 2" € S” die Differenz
von A.(2") zu seiner Projektion m"[A.(z")] verhilt, also was man iiber den Term
(I = 7™)Ac(2")|| e (i) filr & € T" aussagen kann. Tatséichlich ist wegen (2.16) aus
Bemerkung 2.6 die Funktion A (z") in W1>°(k) fiir alle x € T". Somit kénnen wir
die Ungleichung (3.5) fiir m = 0 und s = co anwenden und erhalten

(7 = 7") Ae(2")[| o () < Chie [V (2 < Chy || V2 (3.33)

HLOO hHLm(n)
fiir alle 2 € S,

Bemerkung 3.8. Man kann durch genauere Beweisfithrung zeigen, dass die Konstante
n (3.33) C =1 erfiillt. Auf das wollen wir jedoch nicht genauer eingehen, da es fiir

unser Modell nicht von Belang ist.

Wir formulieren nun die zu (3.33) dhnliche Abschitzung fiir A..

Lemma 3.9. Es gelten die Grundbedingungen (V). Dann gilt fir alle e € (0,1), dass
die Funktion A, : S — [L°°(Q)]"*?

vz e " und k € T

(3.34)

sup [[{A«(=") = A(z")T} @)l < b [VE" L] oy

erfillt.

Beweis. Seien 2" € 8" und k € T" beliebig. Aus der Definition von A, und der
Spektralnorm folgt

s [4:(4) - 1.412} 0], =

swp | {R(2") — 222} @),

A diagonat max H {AAE(E*L)L]C ol (a)‘.

zer k=1

Wegen [A-(Z")]ie = Ae(2"(&)) fiir ein &, € % und der Lipschitz-Stetigkeit von A
erhalten wir weiter

sup maxx |([A2(2M)] =12 @)] =

zer k=1

p max [\ (2" (6)) — A-(2"(@)|

su
TEe

< sup, max x [2"(&) — 2(@)].
Da die Funktion z" auf % affin ist, konnen wir sie fiir jedes k € {1,...,d} und fiir
jedes T € % in der Form 2"(7) = 2"(&) + (7 — &)TVZ (&) schreiben. Aus dieser
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Darstellung und wegen |z — &| < h, folgt

sup max [2"(¢) — 2" (7)| = sup max |(Z — &) VE"| < hysup |VE"[5]

TER TER TER
= hy HVZ |"HL°°(;<) )
somit ist die Behauptung (3.34) bewiesen. |

Wir kommen nun zur Kernaussage dieses Abschnittes. Im folgenden Theorem zeigen
wir, dass fiir zwei Funktionen Us’fl_l und U5 ! aus S", unter einer gewissen Bedin-
gung an die Zeitschritte 7, stets Funktionen Uy und U, aus dem Finite Elemente
Raum existieren, sodass die Gleichungen in (2.46) erfiillt sind. Wenn wir also mit
zwei Funktionen U2, und U?, starten, welche die Anfangsbedingunen wf fiir ¢ = 1,2
approximieren, so kénnen wir schrittweise fiir jede natiirliche Zahl n = 1,..., N das
Gleichungssystem in (2.46) 16sen, was die Losbarkeit des Finiten Elemente Modells
(P™7) impliziert.

Theorem 3.10. Es gelten die Grundbedingungen (V) und sei {U"]* U"2 1 e [S")?

g1 »

mit n > 1. Dann ezistiert fiir jedes ¢ € (0,e=2), fiir alle h > 0 und fiir alle T,,, welche
wrp <1 mit  w = max{2u +y11 + M2, 22 + Y21 + Y22}

erfiillen, ein Paar {U?,, U} € [S"?, welches eine Lésung fiir den n-ten Schritt des
Problems (P"™) ist.

Beweis. Zunichst definieren wir fiir i = 1,2, i # j, die Abbildungen A? : [S"]? — S”,
sodass fiir alle xy € S"

(A} (O, U2),0)" = (Ui = U2 x)"
7| ([ei + 20:0: (U3) + AUV, V)
+ (A(Uy) [VU; + b:;V(x"0)] , Vx)
— (Ui = [raide(UZ71) + 92 (U2 )] (Ui),x)h] (3.35)

gilt. Da (.,.)" fiir Funktionen aus S" sogar ein inneres Produkt und S" endlichdimen-
sional ist, ist A%(.,.) wohldefiniert.

Mit Hilfe dieser Operatoren kénnen wir das Problem (P7) auf folgendes umformen:
Finde {UZ,Ur,} € [S"]?, sodass fiir i = 1,2

AP (U2, UL) = 0. (3.36)
Wir wollen nun folgende Annahme machen:

Fiir alle R € Ry und fiir alle {Uy,Us} € [S"% gilt, dass AT(Uy,Uz) #0,  (A)
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wobei [S*13 = {(sl; 24) € [S"]? + |42 + |42 < R2).
Da unter der Annahme (A) die AP nullstellenfrei sind, kénnen wir eine Funktion
B™(Uy,Us) durch

By —RA (U, U
B" = (Bi> SR = [S"R S mit B (U, U) = — = £, U2)
: VI 1A (UL ) 2
definieren. Wir méchten auf diese Funktion den Fixpunktsatz von Schauder anwenden,

wofiir wir folgende drei Eigenschaften bendtigen:

([S"1%,|I.lls>) ist ein Banachraum: ! Ist erfiillt, da (S’h, ||.||C(§)) ein Banachraum
ist.

[SM% C [S"])? konvex und kompakt: Wir zeigen zuerst die Konvexitét. Hierfiir
nehmen wir (20 21, (5" ") € [S "2 und betrachten ihre Konvexkombination
Azl 28+ (1= M) (5" ™). Wir miissen zeigen, dass [ Az +(1—A)21 "2 + | Az +
(1-Nz"} < R

Da die Funktion x — 2 konvex ist, gilt fiir i = 1,2

2
A+ A=NE" R =D my Ml )+ (1= NE" 0] < MR+ -NIE.
jedJ

Daher erhalten wir

Az + (1= N2+ A+ - NS
SAPE+ 12813 + (1= N(E"E +12"}) < AR + (1 - \)R? = R?

und somit die Konvexitiit von [S"]%.

Weiters bemerken wir, dass [S"]% eine abgeschlossene Teilmenge von [S"]? ist:
Sei (zfl; zgl) eine Folge in [S"]%, welche mit | — oo gegen ein Paar (z%;28) €
[S]? beziiglich [|. ||y~ konvergiert. Daraus folgt die gleichméBige Konvergenz der
einzelnen Komponenten und insbesondere die punktweise Konvergenz. Daher

gilt
2 2 1 2 2
[, = my (2] 2> my [ )] =20,
jeJ jeJ
it [Sh (2 B2 1200 p2 B2 2 ‘S h. h
— . )

und somit [z9[5 + |25, —— [27[}, + [22];; < R*. Daher ist auch (z7;23) €
[S"]%-

Wir wissen aus Proposition 2.3, dass (.,.)" auf S" sogar ein inneres Produkt
ist, und somit |.|2 eine Norm darstellt. Deshalb definiert {/|z|2 + |[2}|2 fiir
ein Paar (27;28) € [Sh]? eine Norm auf [S"]2. Da nun S" endlichdimensional

ist, muss diese Norm mit der Summennorm ||.||s~ dquivalent sein, woraus die

L Fiir ein Paar (2};2) € [S"]? ist ||(z{b,z§)||2 = ”Z{L”C(ﬁ) + ||Z£LHC(§) die Summennorm auf [S"]2.
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Beschréinktheit von [S]% beziiglich ||.||s~ folgt.
Wir erhalten also, dass [Shﬁ;z eine beschrinkte und abgeschlossene Menge des

endlichdimensionalen Raumes ([S"]?,]].||s>) ist, daher ist [S"]% sogar kompakt.

B™ stetig: Die Stetigkeit ist klarerweise erfiillt, wenn die beiden Komponenten B}
fir ¢+ = 1,2 Zusammensetzungen stetiger Funktionen sind. Dafiir miissen wir
zeigen, dass die Funktionen A? fiir i = 1,2 auf [S"]? stetig sind:

Sei also {(Uy,1;Us,) bien eine Folge in [S?]2, sodass

l—o0

[(U1,; Uz,t) = (Ur; U2)|ls» —— 0.

Mit (3.35) bekommen wir nun fir i =1,2 und / € N
1

Tn

1
(A} (Ury, Uay) — AP (U, UQ),X)h’ < —

(Ui — Ui,X)h‘

+ [([ei + 2a;Ae(Uig) + A (U;0)IVUi = [ei + 2a,A:(Usi) + A (U5)|VU;, V)
+|(Ae(Uip) [VU;1 + 0:V(x"0)] = A(U;) [VU; + b:;V(x"0)] , V)|
(Vs = Ui, x)"|

| (AU + 3 U] e Ui) = A 0) ,X)"|

+ i

(3.37)

Da (.,.)" auf S ein inneres Produkt ist, kénnen wir darauf die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung anwenden, daher erhalten wir fiir den ersten Summanden in (3.37)
1 h 1
— (Ui = Ui, x)"| < p Uiy — Uil Ix1y, - (3.38)

Wir sehen also, dass dieser Summand wegen [|(Uy1,;Uz;) — (U1;Us)|ls2 — 0,
fiir I — oo, und der schon erwidhnten Norméquivalenz gegen Null konvergiert.
Genauso sieht man, dass auch der vierte Summand von (3.37) mit [ — oo gegen
Null geht.

Fiir den zweiten Summanden erhalten wir wegen a;,c; > 0 fiir 4,5 = 1,2, j # 14

|([Ci+2aiA5(Ui7l) + AE(U]'J)}VUM — [Ci + 2a; A (U;) + AE(U]‘)]VUZ', V)]

< |(V(Uip = Ui), VX)| + 2a; (A (Ui ) VUi — A (Ui)VU;, V)|

+ ‘(As(Uj,l)VUi,l = A(U;)VU;, V)| .

(3.39)

Der erste Teil ist leicht mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung nach oben durch
i |(V(Uiq = Us), V)| < ¢i Uiy = Uil g [V 12

abzuschitzen, und geht daher wieder wegen der Normiquivalenz auf S" mit

I — oo gegen Null. Fiir die beiden anderen Terme in (3.39) erhalten wir mit
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Hilfe von (3.29) aus Korollar 3.7 fiir 4,57 = 1,2, j # ¢
2a; [(Ac(Ui1)VUiy — Ac(Ui)VU;, VX)| + [(Ae(Uj)) VUi — A (U;)VU;, V)|
< C(10sillo 101 = Uille + (1 + Willo ) 10 = Uillog,
+ Wsalle 1051 = Usllog + (1 + 105llo, ) Ui = Uillog ) 19l

fithrt, wobei klarerweise die Folgen U, ; fiir ¢ = 1,2 in jeder Norm beschrankt
sind. Damit konvergiert auch dieser Teil gegen Null fiir | — oo, womit wir gezeigt
haben, dass auch der Summand in (3.39) verschwindet.

Fiir den dritten Summanden in (3.37) gilt, dhnlich wie gerade vorgerechnet, fiir
i =1,2,j#i

|(Ae(Uiy) [VU 1 + b,V (7"0)] — Ac(U:) [VU; + b,V (7"0)], VX) |
< |(A<( il)Vsz — A(U;)VU;, Vx|

+ 103 [ (A= (Us2) = Ae(U:)) V(w"0), V) |

(3.29)
< C( 1Tl Uit = Uill gy + @+ 1Uilloy ) 1050 = Ujllog

+ (|70l 103t = Uil ) 19
(3.40)

was wegen der gleichen Griinde wie vorhin gegen Null konvergiert.
Fiir den letzten Summanden in (3.37) gilt fir 4,5 = 1,2, j #4

[ (A U7 + 362 (U2 ] (e (Vi) = Ae(U3) )
< e [ he (U2 D)oy | (e(Uan) = A=(U)) 0"

< mas [y Ae (U2 ) | ey IR (Ui) =A@z Xl 2

!

und da A; Lipschitz-stetig ist wegen der Norméquivalenz weiter
n—1
< O max [y (U2 ) | ey 1Vt = Uill oy lxlze -
(3.41)

Daher konvergiert auch dieser Summand mit [ — oo gegen Null.
Wenn wir die Konvergenzen der einzelnen Summanden in (3.38), (3.39), (3.40)

und (3.41) nun kombinieren, erhalten wir mit (3.37)
(A2 (U1, Ung) = A2 (U, U2), )| 22550,

also konvergiert A" (Uy,;,Usz;) schwach gegen AT(Up,Us) in S". Da aber S"
endlichdimensional ist, sind alle Topologien auf diesem Raum &quivalent zuein-
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ander, also insbesondere auch die schwache Topologie und die von der Sum-
mennorm ||.|s> induzierte Topologie. Daher ist die Funktionen A7 auch in

([S"]%, |I-lIs) stetig.

Wir haben also alle Voraussetzungen fiir den Fizpunktsatz von Schauder gegeben,
daher existieren Funktionen {Uy,Us} € [SM% mit BI(Uy,Us) = U; fiir i = 1,2. Aus
der Definition von B™ folgt auBerdem, dass diese Funktionen |U;|? + |Us|? = R?
erfiillen. Mit Hilfe dieser Fixpunkte wollen wir nun fiir ein R hinreichend grofl einen
Widerspruch zur Annahme (A) herleiten.

Zunichst setzen wir x = 7"[F.'(U;)] in die Gleichung (3.35) und erhalten fiir i = 1,2,
i # j, wegen der Eigenschaft Va"[F.'(U;)] = A. ' (U;)VU; aus (2.30) und Proposition
2.3

(AP (UL, Uy), 7 [F (U))" 7722 (Ar Uy, Uy), B (U))" = (U, — UP Y F (U)"

47 (14 200 (U0 + AU |VUL AL (U)V0L)
+ (Ae(Uy) [VU; + bV (7"0)] AT (U) VU))
— (Ui = DiaAe (U7 Y) + 735« (UL DIA(U3), FE’(Ui))h}
= (U= U B ()"
70| ([ U] + 20, + [AU)) A(U)IVUL VT )
+ ([VU; + b,V (x"v)] , VU;)
— (Ui = DA (UZ7Y) + 7152 (UL HIA(U), FE’(Ui))h}

(3.42)
Die letzte Gleichheit gilt wegen
([ L AT U) V) = /Q[(...)]T (AN U) V) da
— /Q[A;T(Ui)(. T (VU dae PEY (AN U)LY

Zunichst wollen wir den ersten Summanden in (3.42) nach unten abschéitzen. Da
F. € C?(R) konnen wir die Funktion nach Taylor entwickeln und erhalten fiir ein &

zwischen UE"I»_1 und U;

E(8)

5 (Ul = u:)?,

F.(UZTY) = F(U) + F/(Uy) (U7 = U3) +
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was wir mit F.”(s) > ¢ und der Youngschen Ungleichung auf

FU) (U = UZT) 2 F(U) = FU2T ) + 5 (U2 = U3

)T

— F.(U) — F.(U™Y) (U" N2 Uty +U2)

SEe) e

umformen kénnen. Aus der Ungleichung (3.43) und den Eigenschaften aus Proposition

w\m [\D\

> F.(U;) — F.(U'T)

2.3 bekommt man nun die Giiltigkeit von
n—1 / h n—1 h € 2 n—1
(U’i_Ui s Fe (Ul)) 2 (FE(Ui)_FE(Us,i )’1) +Z|Ui|h |Usz

was iiber i = 1,2 aufsummiert wegen |U;|? + |Uz|? = R? die Abschiitzung
= h € & h
n— h n—
S (Ui UrT Ew) 2 TR Y (), )" - (), 1)
i=1

i=1
_ %Z |U§Z1!i (3.44)

liefert.
Wir versuchen nun die Summe iiber i = 1,2 des zweiten und dritten Summanden in
(3.42) nach unten abzuschétzen. Wegen a;, ¢; > 0 fiir ¢ = 1,2 gilt

2
o 0 [(le U] + 20T + [A(U)] T AU VU, VTG
i=1,j7i

+ ([VU; + bV (x"0)] ,VUO}

2 2
=T, [/ > i (VU [A(U)] 7 VUi dz +2) " a; |VUi[7
Q=1

i=1

>e>°2 | ¢;|VU;12>0 , wegen (3.16) >0

2
+ > (AU A(U;) VU, VUL ) +2 (VUL VU)
i=1,j71

+3 b (V") V)

Vi@ a2 von + ia o) A v,

2

L2

+) b (V(ah), V1)

> 70 Y b (V(x"),VU;) . (3.45)
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Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung bekommen wir fiir § > 0 weiter

2 2
T > by (V(xt), VU;) :/Tani (V(r"0))" VUida
i=1 i
/ ,LZ{ |b‘ )|2—2|VU1|2dx},

und da wegen der Norméquivalenz im Endlichdimensionalen ein C existiert, sodass
IVOOIZ2 < 15 < T"| |2, erhalten wir

2 2 2
(3 6 n
7 3 b (V). V0) 2 -7 3 g e, - TS ow 2,
=1

=1 =1

—C——Z|U\h——C—E (3.46)

wobei C' > 0 von dem Potenzial v abhéngt. Somit erhalten wir mit (3.45) und der

gerade gezeigten Ungleichung (3.46)

2

o 30 [l AW 4+ 20T + A U) 7 AUV, V)

i=1,574i
+ ([VU; + b:9 ("), VO) |
—%}# -C (3.47)

Fiir den vierten Summanden bemerken wir zunéchst, dass wegen (2.17¢) die Unglei-
chung A\ (U,))F./(U;) > U; — 1 > [Ui]- — 1 gilt. Zusétzlich wissen wir aus (2.17b),
dass —U,; F.'(U;) > —2F.(U;) — ¢ erfiillt ist. Diese beiden Eigenschaften und jene aus
Proposition 2.3 fiithren unter Beriicksichtigung von p;, v, 7v:; > 0 fiir ¢ = 1,2, j # 1,

zZu
2 h
— 70 > (Ui = e (UZTY) + A (U2 DIN(U), B (U5))
i=1,j#i
2 h
=70 Y (—UF (Us) + e (UZT) + i A (U2 DIA(U:) FL (U3), 1)
i—l,j;éi
2 h
22,“2771 6 1) + Tn Z (['Yii)‘s(Ug;l)"’%J (Un 1)]([U1]* _1)71)
i=1,j#i
—C (e, ).
(3.48)

Wenn man nun die Abschitzungen (3.44), (3.47) und (3.48) kombiniert, erhélt man
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fiir (3.42)
g(A?(Uu Us), 7" [F (U))" > (Z - ‘f) R? + iu — 2] (F-(U;),1)"
-5 Z Uz, + 7 4_122 (A (U271 + 3 A (U O (- = 1),1)" = C
> (i - ) R+ Z — Qi) (F=(Uy), 1)
b 3 (U2 4 AU U 1) - C
o (3.49)

wobei C' > 0 eine von U21_17 U;;l und ¢ abhingige Konstante ist. Wir nutzen wieder

die Youngsche Ungleichung fiir die Abschiatzung des folgenden Termes

2
Tn Z [’Yii)\a(Ugi_l) +’Yz]>\ (Un 1)] [Ui]—
i=1,j£i
2 € 2 1 € 2 1
> | 30 (5 e+ 0 ) 4 (§ ez + o0 )
i=1,j#i c ©
2 1 2 € 2
=—Tn Z (Vi + i5) E[Uiﬁ —Tn Z (is + v5i) ) [/\E(Ug,i_l)]
i=1,j#i i=1,j#i

Somit erhalten wir mit den Eigenschaften aus Proposition 2.3 und dem Punkt (2.18)

aus Proposition 2.7

2
_ h
o > (AU + 7\ (U2 DU - 1)
i=1,ji
: 1 2 \h : €y 2/rn—-1 h
> —Tn Z (%z"i‘%j)?g([Ui]_,l) —Th Z ('Yii+7ji)§(/\e v ),1)
=1 i i=1, i
(2.18) 2
> =1 Y (i) (Fe(U3), )" = C
=1 i
(3.50)

mit einer von Ugl_l und Ug;l abhéngigen Konstante C' > 0. Mit (3.50) kénnen wir

59



FEM fiir ein nichtlineares Populationsmodell Horst Osberger

(3.49) weiter abschéitzen zu

2

S (42 (01,02, 7R ()
e oC 9 2 h
> i 3 R+ Z 1 — 70 (205 + vii + 7vi5)] (Fe(Uy),1)" = C.
i=1,j#i

>1—wTryp, >0

Nun konnen wir § so wihlen, dass (% — %) > 0 und wir erhalten mit einem R

hinreichend grof}, dass

2

E]AHMJMJHEKmmh2<4—2)}?—0>u (3.51)

i=1

Genau wie zuvor in (3.43) bekommen wir mit der Taylorentwicklung von F. und der
Eigenschaft F.”(s) > ¢, dass F.'(U;)(U; — 0) > F.(U;) — F.(0) + £ (0 — U;)*. Diese

Ungleichung zusammen mit Proposition 2.3 fiihrt zu
2 €
h 2

> (U F )" =3 [(R) - F0), 1) + S U]

i=1 =1
und da Z?:l \U;|? = R? zusammen mit

h
(Fu(U) = F0). 1) = [ 7 (B0~ FL(0)ds = (@)
Q —— =
>0 <1

(wobei p(£2) das Mafl von 2 bezeichnet) gilt, ergibt sich mit einem hinreichend groen
R, dass

R% —2u(Q) > 0. (3.52)

DO ™

ij (U, B (U3))" >

Nun haben wir den Widerspruch, denn von der Annahme (A) ausgehend erhalten wir

die Ungleichungskette

Z U, F.'( = Z (U, Us), F.(Uy))

i=1

__RZLMMW&%LEH@V@E)
VL, 147U, Un) 2

welche offensichtlich nicht richtig ist. Daher war die Annahme (A) falsch und es exis-

tiert ein R € R~ und Funktionen {Uy, Uz} € [S"]%, sodass A?(Uy,Us) = 0 fiiri = 1,2

gilt. Das ist wiederum équivalent zur Existenz einer Losung {U?}, Uy} € [S"]? fiir
den n-ten Schritt des Problems (P?7). O

b
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3.3 A-priori-Abschitzungen des Modells in zeitunabhéngigen
Sobolevriaumen

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist das Interesse an A-priori-
Abschétzungen grofl, denn man gewinnt mit ihnen wertvolle Informationen iiber
Losungen von Gleichungen, ohne diese explizit zu kennen, wie z.B. Langzeitverhalten
oder Beschrénktheit.

Dieser Abschnitt widmet sich den A-priori-Abschétzungen fiir Losungen des Fini-
ten Elemente Modells (P%7). Dabei handelt es sich um, vom Index n unabhiingige,
Abschéitzungen fiir die Losungsfunktionen UZ; und U, in den verschiedensten So-
bolevraumen. In Kapitel 4 werden wir die Losungsfunktionen mit Hilfe des Index n
so verkniipfen, dass zeitabhingige Losungsfunktionen fiir ein zu (P%7) analoges Pro-
blem entstehen. Daher ist die Unabhéngigkeit von diesem zeitlichen Index wesentlich,
denn sonst kénnte man keine Konvergenzresultate aus den A-priori-Abschétzungen

gewinnen.

Um diese Abschétzungen zu erhalten, ist es giinstig sich zunéchst zu iiberlegen, wie die
Losungsfunktionen des Problems (P7) zweier direkt aufeinanderfolgender Schritte
n—1 und n zusammenhéngen. Wie wir im folgendem Lemma sehen, kann man in einem
gewissen Sinn die Losungen des n-ten Schrittes mit jenen des (n — 1)-ten Schrittes
nach oben beschréinken:

Lemma 3.11. FEs gelten die Voraussetzungen aus Theorem 3.10. Dann erfillt eine
Losung {U?,, U} € [S")? fir den n-ten Schritt des Problems (P7) fiir alle e €
(0,e2), fiir alle h > 0 und fiir alle 7,, sodass wt, < 1, die Ungleichung

2

2
(1 —wrn) S (F(UZ), D" + 70 > ai | VUL,

=1 i=1

[ V)

(14 3wry) Z U” 1 by Cr, [1 + HV v HLZ} . (3.53)

i=1

Beweis. Ahnlich wie in Theorem 3.10 verwenden wir fiir i = 1,2, i # j die Eigenschaft
vl F(UR)] = AN (UR)VUE,

. aus (2.30) und die Eigenschaften aus Proposition

2.3. Wir erhalten zunéchst mit den gleichen Rechnungen wie in (3.42) die Gleichung

(ur, - U;fflﬂfh[Fe'(U!fi)])h + 7 (A (UZ) [VUR 4 b0V (7"0)], V" [F(U2)])
+ 7 ([ + 20 A (U2) + A(U2,)] VU2, V" [F(U2)])

— Uz, — UL B UE)) + 7 (VUR, + 5,V (x0), VU2,
I ([c (AU )] 7 + 20T+ [A(Ur)] AE(Ugj)} o

€’L7

vuz,).
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Mit x = «"[F.'(U2,)] in die Gleichung (2.46) des Problems (P"7) eingesetzt und mit
obiger Gleichung bekommen wir somit

(Ur, = U L (U2 )) " + 7 (VU2 + 5,V (x0), VU,

+ 7 ([c [A-2)] ™ 4 20T+ [ U2)] 7 A(U2y)] VU2, VUL
= Tn( [ Un 1) +’72] (Un 1)] )\E(Ugi)’Fe/(Ugi))h

=7 (1 U"F(U 21"

€,1

7 ([ (U274 952 (U2 D] (AU ES(U2)) 1)
(3.54)

Wir wissen aus (2.17b), dass U, F.'(U?;) < 2F.(UZ,;) + ¢, was zu

( Un (Un ) ) < WiTn {2 (FE(Ug,i)v 1)h =+ (C, l)h} = 20;Tn (FE(UQI-), 1)h+TnC

(3.55)

fiihrt. Zudem haben wir die Abschitzung —\.(UZ,)F.'(UZ;) < 1 — UZ; aus (2.17c)

und damit insbesondere —A (U2, F.'(UZ;) < [1—-UZ;]+. Wenn wir diese Ungleichung
und (3.55) in (3.54) einsetzen erhalten wir

(Ur, = U B U )) 4 7 (VU

6]7

+ ([c (A U)] " + 20, + [A(U2)]

VUE’fi)

AUr )} VUE"Z,VUQZ.)

< 20Ty (Fa(Usn,i)v 1)h + Tn (’Yii/\a(Uen,i_l) "’%J)‘ (Un 1) [ - U!Z]Jr)h

— 7 (0:V(x"0), VUZ,) + 7,C1.
(3.56)

Wir wollen in (3.56) weiter Abschitzungen vornehmen und betrachten hierfiir zuerst
die linke Seite der Ungleichung.
Mit der Taylorentwicklung von F. sieht man genau wie in (3.43), dass F." (U2, ) (UL, —
Uity = F.(Ur) — Fo(UZ7"), wodurch wir den Term (U2, — U7, F.'(U2,))" auf
der linken Seite von (3.56) nach unten abschétzen konnen durch

(U2, Uz B )" = (RUz)1)" = (B2, 1)"

€,

(3.57)

Fiir den zweiten und dritten Summanden der linken Seite bemerken wir zunéchst, wie
in (3.45) im Beweis des Theorems 3.10, dass wegen der Kommutativitéit der Matrizen
[A(UZ)]~" und A (UZ;) aus Proposition 2.11 die Gleichheit

2
S0 ([Ae(Uz)] ™ AU, VUZ, VUL, ) +2 (VU2 VUL,

i=1,j#i

- n n 71 n n
H¢ (U)] T AU VUE, 4\ [A (U] AL (U ) VU,

L2
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gegeben ist. Wenn wir nun die Summe iiber den zweiten und dritten Summanden der
linken Seite von (3.56) bilden, erhalten wir mit Lemma 3.6 und ¢; > 0 fiir ¢ = 1,2

2
oo > ([e [A(UR)] b 2a, T+ [A(UZ)] - AUz VU, VUL,
i=1,j#i
2
+r Y (VUR,VUE)
i=1,j#i
2
=m0 > ([Ae(UZ)] T AUZ,) VUL, VUL, ) + 27, (VUL VUL)
i=1,j#i
2
JrTnZ/ (VUZ) " [A(UZ)]) 7 VU2 de + 27, > aq [ VUL,
>e|VUZ ;|20 , wegen (3.16) =t
2
> 1o |V (AU T AUz VUE, 41 [Ae(U2)]) T AU VU,
L2
2
+27, ) a; || VU ||L2
i=1

2

zmzaz”v HL2.

i=1
Somit wissen wir zusammen mit (3.57), dass die Summe iiber ¢ = 1,2 der linken Seite
von (3.56) nach unten durch den Term

2

S (Er) D" =S (R )" + 20 Y a | VU, (3.58)

i=1 i=1 =1

abgeschétzt werden kann.
Nun wollen wir die rechte Seite von (3.56) nach oben abschitzen. Hierfiir bemerken

wir zunédchst, dass wegen der Youngschen Ungleichung und v;;,7y;; > 0 fiir ¢ = 1,2

—1

'yik)\e(U:’]21> (_[qu] ) < '71]@ )\ (U ) + ’YZkT[UTfZ]% fir k= i,j (359)
gilt. Weiters kénnen wir wegen (2.17a) und (2.17d)

AU S EOUI) +2 S UL +2 fir k=i,

und wegen (2.18)

&
T[Usn,i]z— < F.(UY)

63



FEM fiir ein nichtlineares Populationsmodell Horst Osberger

abschitzen und erhalten somit mit (3.59) fiir ¢ = 1,2, dass

(VA (UZ7Y) + 732 (UZTH) (= 1UZ4)-)

Yij

€ 2 n—1 n—1 6_1

5 (i A (UZTY) + yijAe AU, )) + (vii +7ij) ——
< i

£,J 9 [ng]%
(Un 1) + i F (Un 1) + (i + 'Yij) FE(U:;Z') +C. (3'60)

Wegen [1—s]+ < 1—[s]_ fiir alle s € R, bekommen wir fiir den ersten Teil der rechten

Seite von (3.56) mit (3.60) und wegen )\E(Ugf) < QFE(U;f;l) +cfiiri=1,2,5 #1
(siehe (2.17b)), dass

2057 (Fo(U2),1)" 4 1 (i Ae(UZTY) + 9 A (U2 ), [1 = U2 )4)"

< 2t (Fo(U2), 1) + 7 (iAo (UZTY) + 3 (U25 ), 1)
7 (AU + 7 A (U2 (- (022, 1)

< 25 (F(U2),1)" + 27 (i Fo(UZTY) + 7 Fo (U, 1)"
+ 7o (i Fe(U2TY) + i F.

n— L h
(U7 Y0 47 (s + 75) (F(U),1)" + 7,0
<37, (Y Fo(ULY) + s F.

(U5 1)71) + 7o (21 4 vis + vig) (F=(UZ) 1)h+TnC~

€,i)y

<wTy
(3.61)

Es bleibt noch der zweite Teil der rechten Seite von (3.56) zu untersuchen. Hierfiir

bilden wir die Summe iiber die Terme —7,, (b;V(7"v), VUZ,), bekommen zuniichst mit
by, := max{|b1], |b2|}

2

2
—n Y (0:iV(x"0), VUZ,) < b Z/ V(x"v)| VU2, | dz,
i=1 7%

i=1

und erhalten fiir §; = ;’7’7 >0, ¢ = 1,2, mit der Youngschen Ungleichung weiter

2
&; 2 1 n
< b 3 (L IV} + 5 (VU
i=1 !
2

=7, Zai HVUEn,lHiQ + w ||V(7rh
i=1

2
V)72 -
Somit erhalten wir die Abschétzung

2 2

—m Y (B:iV(x"0), VUL,) < 1Y ai || VU, ||jz + 7, C||V (xv)]|2.. (3.62)
i=1 =1

Aus der Abschétzung (3.58) nach unten von der linken Seite und den Abschétzungen
(3.61) bzw. (3.62) nach oben der Terme der rechten Seite von (3.56) erhalten wir fiir
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die Summe iiber ¢ = 1,2 von (3.56) die Ungleichung

2

2 2
ST )" =S (B2 )" +2m S a VU,

=1 =1 1=1
2 2
<37 S (uFe(ULTY) 4y P (U2 )" v wr Y (Fo(U2),1)"
i=1,j7i i=1
2 2
70 >0 [ VU + O |14 [V 03]
=1
2 h 2
<3rw > (F(U2 )" +on Y (F(U2y), 1)
=1 =1
2 2
70 >0 [ VU2 + 7€ 14+ [V 0[]
=1

Nun sind nur mehr die Terme mit UZ; auf die linke, und jene mit U"; auf die rechte

Seite zu bringen, und wir erhalten

2 n
(1—wr,) Z )h+7'nZCliHVU£iH%2

2
1—|—3an2 U" 1, —I—CTn[l—}—HvaHLZ],
i=1

womit (3.53) bewiesen ist. O

Das gerade gezeigte Lemma motiviert nun die A-priori-Abschéitzungen fiir die Funk-
tionen Uy und U, zu gewinnen, indem man die Abschétzung (3.53) solange rekur-
siv anwendet, bis man beim Index n = 0 angekommen ist. Daher ist es sinnvoll, sich
Abschiitzungen fiir die Funktionen U?; € S h fiir 4 = 1,2 zu {iberlegen. Nun sind diese
Funktionen nichts anderes als Approximationen der Anfangswerte u? durch die Pro-
jektionen 7 und Q", womit wir uns die Eigenschaften dieser Abbildungen zu Hilfe
nehmen koénnen.

Lemma 3.12. Sei S > d. Dann existieren Konstenten C,Cy, sodass

[V (7" 0)[| . < LA+ OV IVl Ve HH(@QNWHH(Q), (3.63a)
[V (@), <@+O) IVl Ve WH(Q),r € [2,00], (3.63b)
) 2 fird=1,
wobei v =
g fird=2,3.
Insbesondere existiert eine Konstante C' > 0, sodass
H7rh17HH1 + Hﬂ'hnHLoo <C Vne HY(Q) NnWhA(Q), (3.64a)
19| ;o + (| Q"] <C ¥y e HY(R) N L®(Q), (3.64b)
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wobei C > 0 nur von 1 und ) abhdngt, also insbesondere von h unabhdingig ist.
Auperdem folgt fiir jede Funktion n € C(2) mitn >0, dass

(F(n), )" <O, (3.65)

wobei die Konstante C' > 0 nur von ||n||p= und Q abhdingt, also insbesondere von h

und € unabhdngig ist.

Beweis. Wir wollen uns zuniichst die Abschitzung fiir 7% und n € H*(Q) N W1A(Q)
iiberlegen. Sei zunéchst d = 1, dann wissen wir, dass die Ungleichung (3.5) fiir alle
n € HY(Q) gilt, und wir erhalten wieder

IV &)l o = V0 =70 = Vnl| o < V(=7 + 19012
<A+ IVl
Fiir d = 2 oder 3 gilt hingegen (3.5) nur fiir alle n € W#(Q) mit 8 > d. Nun
impliziert 2 < d < 3 die stetige Einbettung L? < L? und somit
IV @)l < CullV (7)o < C (VT ="l o + 19l 1s)
<Ci(1+O) [Vl s
womit wir (3.63a) fiir alle d = 1,2 und 3 gezeigt haben.
Die Ungleichung (3.63b) ist noch einfacher einzusehen, da wir keine Fallunterschei-
dung in der Dimension vornehmen miissen. Da mit n € W (Q) und r € [2, 00| die
Voraussetzungen der Ungleichung (3.11) aus Proposition 3.4 erfiillt sind, erhalten wir
IV (@)l = VT = Q") = Val| ,, < [[V(T = Q")n|
<@+ |Vl

o IVl

und (3.63b) ist gezeigt.

Wir wollen nun (3.64a) und (3.64b) zeigen. Wir bemerken zunichst, dass die Bedin-
gung S > d dquivalent zu 1 — % > 0 ist, daher gilt die Einbettung W1#(Q) — C(Q)
und da Funktionen aus C(§) beschrinkt sind, gilt n € L>(Q) fiir alle n € WA ().
Somit kénnen wir fiir die in (3.64a) und (3.64b) betrachteten Funktionen stets voraus-
setzen, dass sie beschrinkt sind. Da weiter 7" die Projektion auf S" mit (7"n)(p;) =
n(p;) fiir j € J ist, muss ||7n||z~ < ||[nl|r= gelten. Fiir die Projektion Q"7 haben
wir die Beschrénktheit durch ||Q"n||z~ < ||n||L~ aus (2.36) gegeben. Daher erhalten
wir mit (3.63a) und (3.63b), dass

705 = 170 e + IV (7"0) |52 < lf2e (Q) + C2(1 + C)? V]2, < o0 baw.
19" % = 1@ ][5 + ||V (@) |52 < [0} () + (1 + C)? [|Vn]32 < o0

gilt, womit die Aussagen in (3.64a) und (3.64b) gezeigt sind.
Als Letztes wollen wir den Punkt (3.65) zeigen, sei also i stetig und erfiille n > 0.
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Nun haben wir vorhin gezeigt, dass | 7"[F.(n)]||z= < |[|[F-(n)||L~ gelten muss, daher
erhalten wir mit den Rechenregeln aus Proposition 2.3

(Fe(n), )" = |7 [Fe)]]] 2 < sl Q) |Fe(n)]| g < 11(92) o F(s).

Wegen Punkt (2.9) aus Lemma 2.4 existiert eine auf R>( stetige Funktion C(s), welche
unabhéngig von ¢ ist und Fy(s) < C(s) erfiillt. Daher nimmt C(s) auf [0, ||n||pe] ein
Maximum an und wir erhalten
(Fe(m, )" < p(Q) _ max  Fo(s) <p(Q)  max  C(s) < C,
s€[0,]InllLoe] s€[0,[InllLoe]
wobei die Konstante C' > 0 unabhiingig von ¢ ist. Daher ist der Term (F.(n),1)"

unabhingig von h und € beschrénkt und somit alle Punkte bewiesen. O

Bemerkung 3.13. Die Unabhingigkeit der Konstanten in (3.65) von h und e ist
wesentlich, denn der Term (F.(.),1)" wird im Beweis der A-priori-Abschitzungen in

Theorem 3.15 eine tragende Rolle spielen.

Bemerkung 3.14. Bevor wir die A-priori-Abschiitzungen fiir das Modell (P%7) im

nachfolgenden Theorem beweisen, wollen wir uns zwei Punkte iiberlegen.

e Fiir zwei Funktionen f € L"(Q) und g € L?(Q) ist

1f9llpa < IF NIz llgll 2 (3.66)
erfiillt, wobei r = 2(‘1%:1) und ¢ = 22(211). Man findet ndmlich mit p = %j‘l und
qg= %ddT*ll ein konjugiertes Paar, fiir das

_ 2d+12(d+1) 2(d+1) . 2d+12(d+1)
= = = d = — =2 (3.
d 2d+1 d T T a4 (3.67)

gilt. Somit haben wir fiir zwei Funktionen f € L™ und g € L? wegen der Holder-
Ungleichung

L ~ L 1 1
1£gllTe = gl < WU s gl pa < [[F2) 70 |92 fn = 1712 (197
und somit
L 9 L 1 o i
Ifalle < IFNE 9?28 = 0705 9?50 = WAL Nlgll 22 -

Tatséchlich kénnen wir £ mit jeder beliebigen Menge ersetzten, wie z.B. mit
QT =0 X [O,T}

e Dafiirr € Q r> 1, und Zahlen a; € R, i =1,...,[, die Summen

1 l o
Z |a| und (Z |ai|r>

=1 i=1
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Normen auf R' darstellen, miissen diese fiquivalent sein. Daher existiert eine
Konstante C' > 0, sodass fiir a; > 0,2 =1,...,,

l r l
(Z a,) <C> af (3.68)
i=1 i=1
gilt. Diese Summenabschéitzung werden wir im néchsten Theorem bendétigen.

Mit Lemma 3.11, Lemma 3.12 und der letzten Bemerkung haben wir alle Vorberei-

tungen getroffen, um die gesuchten A-priori-Abschéitzungen zu zeigen.

Theorem 3.15. Es gelten die Grundbedingungen (V) und § > d. Weiters sei v €
HYQ)nWYA(Q) und fiiri = 1,2 gelte u? € L>(Q) mit u) > 0 fast tiberall und

u) € H{(Q) nWhP(Q) fiir U2, = n"u) bzw.
u) € H(Q) fiir U2, = Q. (3.69)
Dann erfillt eine Lésung {U, U} € [S"|? fir den n-ten Schritt des Problems

(P7) fiir alle € € (0,e72), fir alle h > 0 und fiir alle 1, sodass wr, <1—§ < 1 mit
0 € (0,1), die Ungleichungen

2
n=rr11axNZ [(FE(UQZ.), 1)h +e! Hﬁh[Ugi]*Hiz +|luz HLl}
T =1
N 2 )
+ 2 2 0 [V s
n=1 i=1
< Ot 1+||V7rv||L2+Z 1<c (3.70)
und
N 2
Do 2|18 WZI, + I DUz + V21l
n=1 i=1
r - Usn;l
+ 2@z, + |G : <0, (3.71)
n Wia
wobei r = Q(djl), q= 22(311) und C' > 0 unabhingig von h und € ist.
Beweis. Aus (3.53) von Lemma 3.11 und wegen
1 1 14 3wr, 4wy, dern 4wy
1—0.)7'n§g baw. 1 —wmr, §1+1_anS€1 nser
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erhalten wir fiir alle n = 1,..., N die Abschitzung

Cry,

— WTp

2
1+ V] + S (Rwr )

1—wr, 4
=1

2 . N
Z (FE(Ue,i)al) S 1

s
I
-

2
<Cr, {1 + HV o HLQ} e T Z (FE(U;fi_l), 1)h.
i=1

Wir konnen diese Abschétzung nun iterativ fortsetzen, was zu

[\

2
S (R, )" < O [L4+ [V 0)|[7.] + 57 D (Ruzrh), 1)

=1 =1

<Cr, [1+ HV 7t ||L2}

et | O [1—1— [V ( T Hm} —|—e4w§ : Z( F (U %), )h]
i=1
<Ctp, [1—1— HV 7 HLZ}
+ 5T O [14 [V ()5 ]
o dwry dory o h
+e 3 [ te T |Cn [1+||V "'y ||L2} e s Z(FE(UQZ-)J) ]] ]
i=1

fithrt. Indem wir alle Terme ausmultiplizieren erhalten wir wegen E?:l T =t <T

dwtp dwT .
und 1 < e s° <e 5 weiter

n

2 n
S (R P oY [1+ |V (x"v Hm} _H

dwTj

> (02"

=1 Jj=1 =1
N—— A,_/
ST 4wt7, 4wT T

=e <e

und somit die Ungleichung

2
Z <C’e45

i=1

L+ V()| +Z ),1)h] : (3.72)
i=1

wobei die Konstante C' > 0 von T" abhéngt. Wir bemerken, dass alle Terme der rechten

Seite unabhéngig von n sind. Aulerdem wissen wir aus den Voraussetzungen an die

Funktionen v und uf, dass U?; € Sgo fir ¢ = 1,2 und somit wegen (3.64a), (3.64Db)

und (3.65) aus Lemma 3.12 eine von h und € unabhiingige Konstante C' > 0 existiert,

sodass

[, = (FU2), )" <C fiiri=1,2,
(3.73)

"ol <€ und - JUZ]] . <
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Daher kénnen wir in (3.72) das Maximum iiber alle n = 1,..., N nehmen und erhalten
wegen (3.73)

| nax Z <Ce 5 1+||V7r UHL2+Z ),l)h <C,
=1
(3.74)

womit wir den ersten Summanden in (3.70) abgeschitzt haben.

Wir wollen nun die Terme [|UZ; || 1 und e~ *{|7"[U2,] || 2 in (3.70) abschéitzen. Hierfiir
betrachten wir zunéchst die Glelchungen in (2.46) aus unserem Problem (P%7) mit
x = 1. Wegen V1 = 0 erhalten wir

h
ur,—urt h
(T 1) = (U2 = DA (U2 + 2052 U7 )] AeU2,),1)
>0
< (mUz1)"
was wir mit Hilfe der Rechenregeln fiir (.,.)" aus Proposition 2.3 leicht zu
N h ne1 \h e
(1 - /J‘iTn) (Ue,i7 1) (1 - :U’ZTTL) (Ue i) ) < (Us,i 1’ 1) = (Us,i 1’ 1)
alle firn =1,..., N und ¢ = 1,2 umformen kénnen. Wegen (1 — p;7,) > (1 —wmy,) >

& > 0 konnen wir, dhnlich wie vorhin, diese Ungleichgung iterativ fortsetzen, was zu

. 1 - | - T
Oz < o ) < [T @) = T (14 127 ) 020)

— HiTn
(3.75)
fiir i = 1,2 fithrt. Da einerseits U?; wegen (3.64a) bzw (3 64b) von Lemma 3.12

beschrénkt ist und andererseits 1 + £ ZTJ <1+%<e =5t gilt, haben wir weiter

n

n n )
11 (1 * 1_M) (U201) < [Te o2l < H (Lo Pyi(e)
147§ ot

j=1 j=1
W—/
wT
<e*5
wT
<es C.

Man sieht, dass diese Schranke unabhéngig von n ist, daher kénnen wir auf der linken
Seite von (3.75) das Maximum iiber alle n = 1,..., N nehmen und erhalten

max (U
1,...,N

£,19

1) <eSC fiir i = 1,2. (3.76)

Danun |s| = s—2[s]_ fiir alle s € R erfiillt ist, erhalten wir mit (2.3b) aus Proposition
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2.2 und der Youngschen Ungleichung angewendet auf |7Th[U£i]_| -1
Uil = [ Um =202 do < (U21) =2 (=02 )
< (Uz,1) +2 / w0z dr < (U2,,1) + (@) + [ U2,

was wir mit (3.76) und e~ > 1 weiter zu

<0 [+ | wzd-Il] < o [1+et [m -
(3.77)

abschétzen konnen. Weiters gilt wegen Proposition 2.2 und der Eigenschaft %[5]3 <
F.(s), s € R, aus (2.18) fir n > 1

_1 —1 h (2.4b) —1 hirtn 12
etz = [ @wnl) ae S et [ atun e
o )" <2 (P, )" (3.78)

Aus dieser Ungleichung erhalten wir einerseits fiir den zweiten Summanden in (3.70)
mit (3.74)

4wT

2
ni??.)sz;{l w2}, < Ce™
1=

1+||V7rfu||L2+Z L(U2)), )h]

=1
<,
(3.79)
und andererseits fiir den dritten Summanden in (3.70) mit (3.77) und (3.79)
 max Z Uzl < max cz e L
<0 14| V()| + Z (F(U?),1)"| <C. (3.80)
i=1

Somit bleibt fiir die Giiltigkeit von (3.70) nur mehr der vierte Summand, also der

N 2 .. I . . . ,
Term > " | 7 Y iy ail|UZ;| g1, abzuschiitzen. Hierfiir summieren wir zunéchst iiber
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die Ungleichung (3.53) aus dem Lemma 3.11 und bekommen mit Z Tn =T

N 2
ZWTnZ E 71,1)71)}1—*_27—”20’1HVUgl,lni?
n=1 i=1

M=
'Fﬂ“

n=1i=1 =1

N 2 2 2

S T +Tnzaiuvvsiuy]
n=1 i=1 i=1

3.53) ¥ 2

©2 Z (14 3wm) S (B U271, )" + Cry [14 | V(2"0)
n=1 i=1
N 2 z 2

=N @wwrh +Z3anZ F.(Urh, 1" +CT[1+HV” v ||L2}
n=1i=1 =1

was wegen CT[1 + ||V (m"v)||2,] < C aus (3.74) zu

N 2 2
ZTHZ‘”HV HL2 ZZ Un l ) *FE(Uan,i)vl)h}
2

N 2
+3°N |Bwn (F(U2), D! + wr, Z(FE(Ugi), 1)

2

<3[R0, )" = (FoUX), )] + 40T max ST (R(UZ), 1" +C

2
< (2+4wT) max > (F(Ur),1)"+C
;=1

n=0,...,

+C

fithrt. Wir wollen nun mit der Ungleichung (3.74) weiter abschétzen, wobei dort nur
das Maximum iiber n = 1,..., N genommen wird. Es ist aber wegen (F.(U?;),1) < C
fiir i = 1,2 offensichtlich, dass diese Abschétzung ebenfalls fiir den Fall n = 0 giiltig

bleibt, daher konnen wir in (3.74) max,—1 ~ ersetzen, und die

. =0,...,

Ungleichung auf obige anwenden. Somit erhalten wir

2 2
Z WY@ |[VUE, < @4+ 4wT) O |1+ ||V ()5, + 3 (F(U2),1)" | +C
n=1 i=1 =1
< Ce™5 1+HV7TUHL2+Z ),1)h1<07
=1
(3.81)

was uns eine Abschitzung fiir die H!-Seminorm liefert. Um die Abschitzung auf die
ganze Norm anwenden zu kénnen, erinneren wir an den Satz 1.3 von Bramble-Hilbert

und dessen Folgerung (1.7). Wir erhalten also

ozl < ¢ (Ivozl. + ozl
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und somit mit der Maximumsabschétzung aus (3.80) und wegen (3.81)

N ) N 2 ) N 2 )
S S aunE, = ¢ (Zmzai [TV 43 S ||U;z-||y)
n=1 =1 n=1 =1

n=1 i=1

§C<e45

N 2
2
—|— max H HDZT"ZC”)
n=1 =

= =
:T(a1+a2)

1+||V7rv||L2+Z ),1)’1.

i=1

2
1+ HV(W%)H; + Z (F.(U2,), 1)}’]

i=1

<Ce<5

(3.82)

Nun haben wir mit (3.74), (3.79), (3.80) und (3.82) alle vier Terme aus (3.70) ab-
geschéitzt, und erhalten

2
max [(Fg(Ugi), )" 47t et um )|, + HU;@HLI}

i=1
N 2 ,
+ ZT” Zai ||U£i||H1

n=1 i=1

vt HL2+Z UL 1)"

i=1

<Ce <C,

womit die erste Ungleichung des Theorems gezeigt ist.

Um die zweite Ungleichung (3.71) zu zeigen, wollen wir zunéchst ihre ersten zwei

Terme abschétzen. Betrachten wir fiir ¢ = 1,2 und fiir r = Q(d%jl)

-3 [,
KETH

und wegen ||R,§T)||2 < 1 weiter

< 5 [ e < X w00l

KETH KETH

A (U] RT

wobei wieder ||.||2 fiir die Spektralnorm steht und die Punkte &, € s die in der
Definitionen (2.28) erwéhnten Punkte sind. Aufgrund ihrer affinen Gestalt auf jedem
k € T", nehmen die Funktionen in S” ihr Maximum in den Eckpunkten p;, j € J an.
Daher gilt sogar [|Ac(U2;)||Le = [|7"[A(U2,)]|| Lo und wir kénnen wegen () < hd,
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fiir alle k € T", die obige Abschiitzung weiterfiithren zu
1AWz < D0 1) N2y < D0 B 7" U2y (3:83)
KETH keTh

Wir kénnen nun auf ||z [Ac(UZ)] || L) die Ungleichung (3.4) mit m = 0, r = oo

(d+1) (

und p = = r von diesem Theorem) anwenden und erhalten fiir i = 1,2

7" U2y < B [l e U2)] (3.8)

Als néchstes wollen wir den Spezialfall (1.9) der Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung aus

Lr(s) "

Lemma 1.4 anwenden. Damit, und mit den obigen Abschitzungen (3.83) und (3.84)

erhalten wir

, , (3.84)
W < D0 mlld PeWED] ey < D2 17" [A(UZ)]

KETH KETH

T

||A5(U5 L7 (k)

1.9) e
o< Ol @z I D]
(3.85)

= ||l=" [A(U2))]

fiir i = 1,2. Da ©"[A(UZ,;)] wegen A (UZ;) > 0 groBer als Null ist, kénnen wir die

£,i

L'-Norm mit Hilfe der Abschitzungen (2.17b) und (3.70) mit
h n n h n h (3.70)
Hﬂ. [)\E(Us,z)] HLI = (/\€<Ue,i)’ 1) S 2 (FE(UE,Z')7 1) + ,U,(Q)C S C
beschrianken. Somit gilt wegen dem Satz von Bramble-Hilbert, (3.85) und (3.10b) fiir
t = 1,2 die Ungleichungen

T

o * I D@z
<Ol ]|

1A (U2

<20 [l Uz I A z0] 3
(1wt ez + 7 ezl )

<o (14wt pawzlIl) e (e oz

Zusammen mit 22;1 7o = T und (3.70) liefert dies eine Abschétzung fiir die ersten

zwei Summanden von (3.71) durch

im;[!me(w) ] < ig(uu )
C<2T+ZTnZH Hm) (3.86)

n=1 i=1

" D

denn wir erhalten mit a,,;, := min{ay, a2} > 0 und (3.70)

N 2
Sy |ue }|H1_ mmZTnZazH ||H1_ a,l C=C. (3.87)
n=1 i=1
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Als néchstes werden wir den dritten und vierten Summanden von (3.71) analysieren.
Fiir den dritten wollen wir genau wie in (3.85) die Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung

aus (1.9) anwenden und erhalten damit fiir ¢ = 1,2

(Lo

Da nun wieder wegen (3.70) die L'-Norm von UZ; fiir i = 1,2 beschrénkt ist, kénnen

O I
b = ClUslL V2l -

wir die Summen iiber die obige Ungleichung bilden und mit Hilfe von (3.87) weiter

YAV
N N 2 ) N 2 )
DL DAY h o i e AT e wi L P
n= 1= n=1 =1 n= 1=

<Cr 2

(3.88)
abschiitzen. Die Abschétzung fiir den vierten Summanden funktioniert dhnlich. Wir
bemerken zuniichst, dass die Funktion (F. o x)|x fiir alle y € S" und x € T" konvex
ist, denn auf Grund der Konvexitit von F. und wegen Bemerkung 2.1 gilt fiir jedes
x € T" und fiir jede Konvexkombination Zlel A& mit & € R, Zle A =1, €]0,1]
firl=1,...,L, dass

L L
(F:ox) (Z Azﬁz) = ( (Z AlEz)) =rI: (Z AlX(&)) <Y NF(x(&)
. =1 =1
Z (Fz o x)(&)-

Wie vorhin kénnen wir die Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung aus (1.9) verwenden und
bekommmen damit und mit dem Satz von Bramble-Hilbert
(1.9) r—2
< CIAUzlL AU
< C ezl (I9Awzll7. + Azl )

H)‘E(Ufs,i) HLT

und weiter wegen VA (UZ;) = X' (U,;) VU2,

€%

N——
<1
< clph @zl (Ivozls. + Awzl:,)

(3.89)

Wir miissen wieder die L'-Norm in den Griff bekommen. Da wir dieses Mal hierfiir
keine Abschitzung aus 3.70 haben, werden wir die Konvexitit von (F. o U;)|x fiir
i = 1,2 nutzen. Aus dieser folgt mit Proposition 2.2, dass F.(UZ;) < w"[F.(U?,)]
erfiillt ist. Da weiters A.(UL";) > 0 ist, kénnen wir mit (2.17b) fiir i = 1,2

H)\E(Ugi)HLl = ()‘E(U;L,i>7 1) S 2 (FE(Ugi)a 1) + CM(Q)

(0]
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schreiben. Nun erhalten wir aus der letzen Ungleichung, der schon erwiahnten Konve-

xitdt und den Rechenregeln aus Proposition 2.3

D[], <2 (@ [Fe(U)] 1) + (@) = 2 (Fo(U2).1)" + (@) 2 ©

fiir 4 = 1,2. Somit kénnen wir den Term [[Ac(UZ,)||7,- mit Hilfe von (3.89), &hnlich

wie die ersten beiden Summanden von (3.71), mit

T

abschétzen, was mit (3.87)

N 2 N 9 ;
IED I RCATAET) SED DI (R L Y L

liefert, womit wir auch den vierten Summanden von (3.71) abgeschitzt haben.

Fiir den letzen Summanden bedarf es etwas mehr Aufwand. Man sieht leicht ein, dass

die zu ¢ = 2(d+1) konjugierte Zahl ¢’ = 2(d + 1) ist. Da weiter ¢’ > 2 ist, kénnen
wir den Raum W14 () in den L2(2) einbetten, woraus unter anderem folgt, dass
jede Funktion z € L2() auch in dem Dualraum (W4 (Q))’ liegt. Somit kénnen wir

= %(UQZ —U;fi_l) in die Gleichung (2.43) einsetzten, und erhalten fiir n € W4 (Q)

und i = 1,2
Uz - U vz - Uy
VG | ——=— |, Vn |+ |G N ={————n) ,
Tn Tn )
q

wobei wir wegen W14 () < L2(Q) die Klammern (.,.), durch (.,.) ersetzen kénnen
und erhalten mit der Eigenschaft (2.35) von Q" (n liegt auch in L?(Q)) weiter

-1 -1 h
Tn Tn

n n—1
Ue,i - Ue,i

n

(3.91)
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Wenn wir nun in (2.46) die Funktion y = Q"7 einsetzten, erhalten wir

T’fL

Usnz_U;lz_l h " n— n—1 R\
— = Oy | = (U2 = [rade (UL + 712 (UL D] Ae(U2), QM)

— ([es + 20 A (U2,) + A(U2)] VUZ,, V (QMp))
- (A(U2)) [VUéfﬁbN(?r v>]7 (Q"))

2

< (U2, th)h +Z%‘k
+{[([es + 2000 (U2) + A (U2)] VUZ) V (Q"n) |
+[|(A(U2) [VUZ; + 0.9 (x"0)]) V ()| -

Az, @)

(3.92)

Wir wollen diese Summanden weiter nach oben beschrinken und betrachten hierfiir
den ersten Term. Diesen kénnen wir mit Hinzunahme der Definition (2.35) und der

bereits gezeigten Ungleichung (3.70) mit

(3.70)
(U2, @) " = (aU230) < i [[UZ3] o Il e < Cllnllze (3.93)

abschitzen. Fiir den zweiten Term beachten wir zunéchst, dass wegen (2.5), (2.36)
und A, >0 fur i,k =1,2

IA

(o). o)'| < oz z.1) 2,

IN

> mA (U2 @) AU () | Il e

JjeJ

= Do vmA (U ®5) A (U2 (05) | Il o
jeJ
(3.94)

gilt. Wenn wir zunéchst nur die Summe analysieren, sieht man, dass wir den Spezialfall
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir endliche Summen anwenden kénnen, was fiir
i,k=1,2 zu

ST VAU (05) A (U2 ()

jeJ

ij Us"kl)(pg) ZmJ Un 2]

JjEJ jeJ
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fithrt, wobei diese Abschétzung wegen der Definition in (2.5) und den Rechenregeln
fiir (.,.)" dquivalent zu

S AU ) A (U2) (p5)

jeJ
= </Q7rh [AEQ(UQ?)] d:c)é (/Qwh 2] d:c)é (3.95)

ist. Wir wiirden nun gerne die Ungleichung (3.6) auf die obigen zwei Integrale anwen-
den, was leider daran scheitert, dass A.(U;), fiir i = 1,2, im Allgemeinen nicht in Sh
liegt. Daher erinnern wir an (2.14) in Bemerkung 2.6., womit wir

(/Q h [AsQ(UE",;Zl)} dx>é (/Q " A2(U2)] dw)

< (/Q h [52+(UZ;1)2] dm) : (/Q " [+ (Ur)?)] dx);

Nl=

- <52u(9)+ /Q ™ [wreh?] dx) <52p(9)+ /Q o [(U,)?] dx)
erreichen. Nun kénnen wir (3.6) anwenden, was zu

([ ez ae) ([ o pron dz)é .

<C (EQ/L(Q) —i—/Q(UE”_’klfdnc)é <52u(ﬂ) +/Q(U£i)2dl‘)é
< € (ev/u@) + U251 2) (V0 + U2 )

fithrt. Wenn man die letzte Ungleichung mit (3.94) und (3.95) kombiniert, bekommt
man fir i,k =1,2

‘(AE(U;f;l)&(U:;z-L th)h’ <C (1402 ) (1 102402 ) il e

was letzten Endes fiir den zweiten Summanden von (3.92)

2
Z Vik
k=1

(s ). @)’
<O v (141025 ) (14 10240,) Wl

k=1

2
oY (L ot ) (L 10z ) Il (3.96)
k=1
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bedeutet.

Nun wenden wir uns den letzten zwei Summanden von (3.92) zu, wo man leicht mittels
der vorhin gezeigten Ungleichung (3.66), Dreiecksungleichung, Holder-Ungleichung
und wegen a;, c; > 0 fiir 7,5 = 1,2 die Giiltigkeit von

(e + 20002 + A U2,)] VUZ) ¥ (@),
A2 VU2 + 09 )] ¥ (@),
< (l[es + 200 (U2) + AU2)] VUL .,

+ A MW”HWWMMJW@th

L o+ 20wz + Az,
+ Az, VU5 + 0¥ (7 HLz) IV (@)l .
< C((U+ 1A @2 + @2 ) 020

FIAZDI (U2 + 70l 10)) 19 (@)

nachpriifen kann. An diesem Punkt bemerken wir, dass die H'-Norm von 7"v wegen

der Voraussetzung v € H*(Q)NW1#(Q) und (3.64a) aus Lemma 3.12 beschriinkt ist.
Daher kénnen wir ||7"v|| ;1 als Konstante herausziehen und bekommen fiir die letzten
beiden Summanden eine Abschitzung der Form

o+ 1Az . + 1A=z,

o) 10l

2o 02300+ 11 ) ) IV (@)

c@wmwwu+Mﬂ%mJQ+Z\ wWQUMW
(3.97)

+[|A-(U)

n
Ue k

Bevor wir die Abschétzungen der vier Summanden von (3.92) zusammensetzen7 be-
2(d+1 > 0 der Raum W14 (Q) ebenfalls in den
Raum C(Q) einbettbar ist (sogar kompakt), weswegen ||n||pec < C|n|y1.e erfiillt ist.

merken wir, dass wegen 1 — & =1 —
Auflerdem konnen wir wegen ¢’ > 2 die Ungleichung (3.63b) aus Lemma 3.12 an-

wenden, womit wir ||V (Q"n) || .+ < C|Inlly1. gewinnen. Wenn wir nun diese zwei
Schranken mit den Abschéitzungen der Summanden (3.93),(3.96) und (3.97) kombi-
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nieren, erhalten wir fiir (3.92),i=1,2

ur —pn-t "
< £,i e, ,th> < C

Tn

2

Il + 3 (1+[|Uzs?

) (U023 ) Dl

>|L7-)(

k=1 2 ‘H1> Iv (th)HLq/]
1+kz (1+ HU;f;lHLT) <1+22:‘ ‘H1>
=1
(3wl (14 Sl ) |t

In dieser Abschétzung kénnen wir nun den Term (1 + Z?Zl U2 |l ) herausheben,

+ (1 Az

LAz

<C UZy

n
Us,k

was zusammen mit der urspriinglichen Gleichung (3.91)

U Un 1 EZ Un 1
VG | ————| .,V G|l——— |
n Tn
h
39 UnZ_Un;l 2
<_1>< S ,th> <CM, k’Hl Inllypee  (3.98)

liefert, wobei

rwz| +loztl,] va=1o.

Wenn wir nun auf beiden Seiten durch ||7||y;1.,+ dividieren und das Supremum {iber
alle n € W14 (Q) nehmen, bekommen wir wegen (2.43) und der Stetigkeit des Ope-
rators G aus Proposition 2.13

Hg ur, -urt H (245 Ug. —urt
Tn
Wla (Wi q’
Uz, - Uz
=supq { ————n) | Inllpre <1
Tn ,
q
'n,A _ n—l n _ n'—1
- sup {‘ <vg vn) < a E,l ‘| ’n> ‘ : ||77HW1,QI S 1}
(3.98) 2
< oM, |1+ oz, ‘m] .
k=1
Wenn man diese Abschétzung mit 7,, multipliziert und die Summe iitbern =1,..., N
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bildet, erhélt man

Un 1714 N 2 4
S o <oy nait1+ Y o,
Wla n=1 k=1
N 1 1 2 e
=S 7 MiT 1+Z‘U£k H] ., (3.99)
n=1 k=1

wobei p und ¢ wieder das konjugierte Paar mit den Eigenschaften aus (3.67) ist. Fiir

die letzte Summe gilt nun dank der Holder-Ungleichung und wegen pg = r und gq = 2

aus (3.67)
)

n
Us,k

2
1+Z‘
k=1
2 q q %
1+ZV%LJ)
k=1

N 2\ @
:c<lenM;> ZTn ‘] . (3.100)

n=1

Nun wollen wir uns an die Bemerkung 3.14 zuriickerinnern. Aus der darin aufgefiihrten
Ungleichung (3.68) geht hervor, dass fiir allen=1,..., N

2 T
n—1
= (13 ez, + ez,
k=1
2 K
<o+ nwzolf, + ezt
k=1
gilt. Daher kénnen wir mit 25:1 Tn =T
N N 2 .,
- 1
S rM<C <T+ %D [HAE(UE . HL +|ums LD
n=1 n=1 k=1
abschiitzen, was wegen der bereits gezeigten Ungleichungen (3.86) und (3.88), bzw.

wegen U?; € L>®(Q) C L"(), beschriinkt ist. Mit der gleichen Argumentation sieht

man, dass

N 2 2 N 2 )
nlieXfonl, | <o3n e ol
n=1 k=1 S n=1 k=1 CH

N 2 2
:C<1+Zm vz H)
n=1 k=1
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erfiillt ist, was wiederum wegen der ersten Ungleichung (3.70) beschréinkt ist. Somit
haben wir gemeinsam mit (3.99) und (3.100) gezeigt, dass fiir i = 1,2

U’nl q

Z ™

n

Wta
N [N 2\ ¢
T
<o(Lna) (Ln W] ) =e
n=1 n=1

gilt, was schlussendlich mit den bereits hergeleiteten Ungleichungen (3.86), (3.88) und
(3.90) zu

1+g1

n
Ue,k

N 2

ZT”Z HA +H7T Un ’Lr—’—”Usz
n=1 =1

o Unfl
n r €,
+ AU+ |19 - <C
Wi
fithrt. Somit ist (3.71) gezeigt, und das Theorem bewiesen. a

Bemerkung 8.16. Wir haben Theorem 3.15 wie in [2] formuliert. Tatséchlich kann man
in der A-priori-Abschiitzung (3.70) sogar das Maximum iider n = 0, ..., N nehmen.
Einerseits gilt wegen Lemma 3.12 [|U2, ||z < ||z~ und somit fiir i = 1,2

F UO-,thC und Uo
(F.(U2,),1)

61H 1— <Ca
SCINL

Q) [|a?]]

wobei C' > 0 unabhéngig von h und ¢ ist. Andererseits gelten die Abschitzungen

(3.78) und (3.79) im Beweis von Theorem 3.15 klarerweise auch fiir n = 0, weshalb

2 2
1 Z ||7Th[Uz:9,i]—Hiz <o |1y ’|V(7Th1})||i2 + Z (FE(US’Z-), 1)" <C

=1

gilt.
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4 Konvergenz

Im Abschnitt 2.2 haben wir fiir das urspriingliche Problem (P) ein diskretes Modell
(P™7) motiviert und im Laufe von Kapitel 3 gezeigt, dass dieses auch losbar ist. Nun
stellt sich die Frage, ob diese approximierten Losungen auch in einem gewissen Sinn
gegen Losungen des urspriinglichen Probelms konvergieren. Mit dieser Frage wollen

wir uns in diesem Kapitel beschéftigen.

Das Problem (P) ist im Grunde ein System zweier parabolischer Gleichungen, dennoch
haben wir zur Vereinfachung das zeitunabhiingige Modell (P%7) betrachtet. Daher
sind alle Resultate aus Kapitel 3, also Losbarkeit und A-priori-Abschitzungen, von
der Zeitvariable ¢ € [0,7T] unabhéngig. Ziel von Abschnitt 4.1 wird es sein, diese
Resultate neu zu formulieren bzw. zu verallgemeinern, um Zeitabhéngigkeit und erste
Konvergenzresultate in zeitabhéngigen Sobolevrdumen zu erreichen.

In Abschnitt 4.2 zeigen wir dann, dass diese neuformulierten, diskreten Losungen
in einem gewissen Sinn schwach gegen Losungen des urspriinglichen Problems (P)

konvergieren.

4.1 Einfithrung der Zeitabhingigkeit und erste Konvergenzre-
sultate

In den vorhigen Kapiteln haben wir die Zeitableitung des urspriinglichen Problems
(P) also Differenzenquotienten angenéhert und fiir jeden Zeitschritt n = 1,..., N
Losungen UZ'; gesucht, indem wir nur den Ortsraum 2 diskretisiert haben. Um zeitlich
abhéngige Losungen zu erhalten, kann man nun fiir ¢ = 1, 2 die Funktion U, .; geschickt
zusammensetzen, indem man die benachbarten Funktionen fiir Indices n — 1 und n
mit Hilfe der Zeitvariablen ¢ € [0, T] verbindet.
Definition 4.1. Wir definieren auf Qp := Q x [0,T) fir i =1,2 die Funktionen
t— tn—l —1 n—1
Usi(t) := Ul + Uz t € [tpo1,tn], n>1, (4.1a)

T’I’L n

ln

sowie

Ur(t)=ur U@ =01 te (tyr,tn),n>1 (4.1b)

£,1 V0 €,1 €1

und
T(t) =T te (tno1,tn], n>1. (4.1c)

Wenn wir zusitzlich ¢ := ¢, und ¢, := t,_1 definieren, kann man mit obigen

Definitionen die Gleichung (4.1a) leicht auf U, ;(t) = t;inl(t) y bty (t), fiir

Tn £,1
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Abbildung 3: U, ; fiir i =1,2im Falld =1

t € (tn—1,tn], n > 1 umschreiben. Es ist auch einfach einzusehen, dass die schwache
Ableitung von (4.1a) durch

ov., 1 )
ot T() (U;z(t) - Ue,i(t)) (4.2)

gegeben ist. Man erhélt auflerdem mit folgender Rechnung

t—t, tr th—t,

—t
+ + - +
Us,i - Us,i - T Us,i + ’ﬂT Us,i - T = UE,i
n n n
t—tF tE—¢ t—t* oU.;
. + - + -\ _ + £,
- Tnn Ua,i + nTn Ua,i - Tnn (Ua,z UE,i) - (t - tn) ot

dass fiir t € (t,—1,tn), n > 1 die Gleichung

U, ;
ot ’

erfiillt ist, welche wir spéter noch verwenden werden.

Ui —UZ, = (t—t5) (4.3)

Wir kénnen nun das Problem (P?7) mit Definition 4.1 und der schwachen Zeitablei-

tung in (4.2) wie folgt umschreiben:

(P™7) Finde Funktionen {U. 1,U. 2} € [C([0,T]; S")]?, sodass fiir i = 1,2, j # i und
fiir alle x € L?(0,T; S") gilt, dass

/

h
<ag:n , x> + ([ei + 20 A (U + A (US)IVUE, VX)

+ (A (U)IVUE, + b V(n"0)], V) |dt

T
_ _ h
= /0 (Mz‘U:i - [%‘i)\s(Us,i) + Wij)‘e(Us,j)])‘e(Uj,i% X) dt  (44)
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und

Qhug.

U.i(.,0) = ﬂhu? oder U..i(.,0)

4.1.1 Zeitabhingige A-priori-Abschitzungen

Wie schon erwédhnt, wollen wir zeigen, dass die in Definition 4.1 neuformulierten
Funktionen, welche das Problem (P7) 16sen, in einem gewissen Sinn gegen Losungen
des urspriinglichen Problems (P) konvergieren. Dafiir ist es hilfreich, die A-priori-
Abschétzungen (3.70) und (3.71) aus Theorem 3.15 auf die Funktionen U, ; fiir i = 1,2

zu erweitern.

Lemma 4.2. FEs gelten die Voraussetzungen aus Theorem 8.15. Zudem soll gelten,
dass
T < Th-1 Yn=1,...,N, (4.5)

wobei Ty 1= 11, und die Anfangswerte sollen ul € L>(Q) mit ud > 0 fast iberall und

u) € HH( Q) NnwWhA(Q), 8> d fiir U, = 7"ud bzw.
u) € H(Q) fiir U2, = Q"uf (4.6)

fir i =1,2 erfillen. Dann ist firi= 1,2 die Abschdtzung

’ v® |

—1
£,

7t {Uéf)}

L2(0,T;H(Q)) L0 (0,T5L2(82))

’LOO(O,T;Ll(Q)) * Hﬂh {)\5 (US)M T
(U)o A WA,

L™(Qr)
o)
LT (Qr)

+ ||

L (Qr)

|

L™ (Qr)
U, ;
ot

q

<C, (4.7

+| <
La(0, ;W 9(Q))

giltig, wobei Ue(f) fir die Funktionen U, ;, U;r» und U_ . stehen kann.

% £,

Um den Beweis dieses Lemmas iibersichtlich zu halten, wollen wir zuerst folgendes
Hilfslemma beweisen.

Hilfslemma 4.3. Es gelte die Voraussetzung (4.5), also 7, < Tp,—1 fir alle n =

1,...,N. Sei m : C(Q) — C(Q) linear und I : R — Rsq eine Funktion, welche
entweder linear ist, oder die Figenschaften

I(s1 4+ s2) <l(s1)+1(s2) und l(as) <(s) (4.8)

fiir s,81,82 € R und a € [0,1] hat.
Falls fir k € N und p € [1,00] eine von h und & unabhingige Konstante C > 0
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existiert, sodass firi=1,2

N
ZTn H7r [l(UE"l)] H?/V’fﬂ <C und 79 ||7r [Z(Ufyi)] ||;1/V’WI < C fir g € [2,00),
n=1
(4.9a)
bzw.
7 LUz [ ophn SC - fiirn >0 (4.9b)
erfillt ist, so gilt firi=1,2
ENT1?
HW [Z(Us,i )] Lo T Wha()) — (4.10a)
bzw.
s ]H <G, (4.10b)
Lo (0,T;Wk»(Q))

wobei auch diese Konstante von h und € unabhdingig ist. Falls die Funktion w zusdtzlich

die Eigenschaft n < 0= w[n] <0 hat, so gilt firi=1,2 die Inklusion

1 P 1 (&) b

- HF[U;I’]*H <C firn>0 = - W[U“- ] < (.
' wke ' Los (0,T;WFp ()

(4.11)

Beweis. Wir wollen zuerst (4.10a) zeigen, wofiir wir die Voraussetzungen (4.9a) an-
nehmen. Da die Funktionen U;f) in (4.1a) und (4.1b) beziiglich der Zeit stiickweise
definiert sind, konnen wir die Zeitintegrale als Summen schreiben und erhalten somit
fiir i = 1,2

||7T [ U+ )} HLQ(O T;Wk, q(Q))+||7T [ y )] H(;A(O T;Wk: q(Q))+||7T [l(UE i)]”CIIﬂ(O T;Wk:4(Q))
_ZT"HT" qu+ZTn||7T qu+z7'n||77 Ue,i ||qu
(4.12)

und weiter mit der Voraussetzung (4.5) und den Definitionen von U;ii) firi=1,2

ZTnHW quJrZTnHﬂ qu+ZTn||7r Uei)l3yk.a
< ZTnHW qu+ZTn Ll Oz

2 [(W" ol

dt. (4.13)
Wksa
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Die erste Summe ist klarerweise wegen (4.9a) beschriinkt. Die zweite Summe ist eben-
falls beschrinkt, denn es gilt fiir ¢ = 1,2

Zm 7 P2 s = 7o I [t (U2, qu+ZTnH7T (U2

was wegen (4.9a) und (4.5) beschrénkt ist.
Fiir den dritten Summanden wollen wir zunéchst annehmen, dass die Funktion [ linear

ist. Daraus folgt, dass die Hmteremanderausfuhrung von m und [ ebenfalls linear ist.

Somit wiirden wir wegen | | <1 und (3.68) aus Bemerkung 3.14 fiir ¢ = 1,2
t—tn_ tn =t 1\ ] |*
w[z<1Ug§i + ur; 1”
Tn Tn ’ Wk

q

|t =t t —t
- [ ==z + .

(== I FOz )

(3.68) L q
< O (|lm Ozl + I ROZT )

erhalten. Falls andererseits [ die Eigenschaft (4.8) besitzt, so folgt wiederum aus (3.68)
und ==t st e [0, 1] fiir § = 1,2

m [ (Uz)]

tn — 1

I LUz .0 +

t—tn_ tn—t 1
Tn ’ Tn ’ Wk
t—t,_ t, —t a
<= [z (1 Unﬂ +7 {z <U:;1>}
Tn ’ Tn ’ Whk.a

<l (1 @2)] o O]
<€ (I 2l + 1w L0 )

Wir bekommen also in beiden Fillen die gleiche Abschétzung, was zusammen mit der

tn q

Voraussetzung (4.5) an die 7, fiir den dritten Summanden in (4.13) fiir ¢ = 1,2 zu
[ (s s
1/ tno1 Tn Tn ’ Wksa
—cz/ I OO g + e BOZ] o
tn—1
N
a{me[ LW+mewUMMW37

n=1

fithrt. Daraus folgt, dass auch dieser wegen (4.9a) beschrinkt ist. Kombiniert mit
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(4.12) und (4.13) folgt daher die Exisitenz einer Konstanten C' > 0, sodass

+31119 =114
Hﬂ[l(Ua,iﬂ HLq(O T;Wk.a(Q)) + ||7T [ )] ||Lt?(0 T;Wka(Q))
+ [l [1(Ue z)]||Lq(o7T;Wk-,q(Q)) <cC
fiir ¢ = 1,2 erfiillt ist. Damit ist (4.10a) gezeigt.
Wir wollen nun (4.10b) beweisen, wofiir wir die Bedingungen in (4.9b) annehmen. Da
die Funktionen U:Z- bzw. U, ; fiir jedes t € (0,T] bzw. ¢t € [0,T] definiert sind, kénnen
wir statt dem essentiellen Supremum sogar das Supremum iiber die Zeit nehmen. Wir

erhalten somit wegen der stiickweisen Definition der Funktionen Ug(f) beziiglich der
Zeit fir i = 1,2

Hﬂ- [l(UJr ] Hpoo (0,T;Wk:p(Q)) + Hﬂ- [ ]Hpoo (0,T;Wk.P(Q))
+ || [I/(U. )]Hpoo (0,T;Wk-p())
= U+ . + + K3 P
GS[%}OT]HW[ Sl o 7 UUZ) e Sup i (U=
= Zex sl @ D e + L N UG Rl
L T T e [
+"=HllaXNt€[tSnuE),t] 7T|:l( - vz, + - U, )] .

(4.14)

Da die Funktionen UZ; und U;fi_l fiir 4 = 1,2 unabhiingig von der Zeit sind, kénnen
wir bei den ersten zwei Summanden sup,¢y, , ;.1 weglassen. Da aulerdem Wegen der
Voraussetzung (4.9b) fiir alle n = 0,...,N die Abschiitzung ||7[[(UZ,)] [[fyr., <
gilt, erhalten wir

. n—1 p
B LV A U Ellwes + B VL R UGl |
= max |z [WUZ)] [}, + max |z [WOZTH][[}., <O (415)

,,,,,

woraus die Beschrénktheit der ersten zwei Summanden folgt.

Fiir den dritten Summanden nehmen wir zunéchst an, dass [ linear ist. Wie im ersten
Teil des Beweises bemerken wir, dass dann auch m o/ linear sein muss. Daher erhalten
wir, &hnlich wie vorhin, mit (3.68) aus Bemerkung 3.14 und | =t —| <1 fiir den dritte
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Summanden und ¢ = 1,2

— _ P

max _ sup w[l(t It ur, + fn tUE"i_lﬂ
n=1,...,N tE€[tn—1,tn] Tn ’ Tn ’ Wk.p

B t—tn_1 N tn —t ezl

= ey S ’m m [(U2)] + == L) .

< max s (|2 e ) s+ | e D02 e )

o=l N el ] Tn s/l lIwee T, & whp
(3.68) e - (4.9b)

& e 0 (I 1O e + I 102 )

Falls jedoch [ die Eigenschaften in (4.8) haben sollte, so bekommen wir wegen ttinl €
[0,1] und tT;t [0,1] fiir t € [tp—_1,tn] trotzdem die gleiche Abschétzung durch

t—ty_ by =t
Tn ’ Tn ?

P

max sup
n=1,..., N tE€[tn—1,tn]

Wk,p

— _ P
< max sup ™ {l (t 1 UE”l)] +m [l (tn tUgf)]
n=1,.. 7Nte[t" 1,tn] Tn ’ Tn ’ Wk
_ P
< max (|l (L2 + |7 002 )
(3.68) (4.9b)
< max C(|lx 12, + 7 POZ) < O
Somit erhalten wir in beiden Féllen fiir den dritten Summanden in (4.14)
t—tn1,, ta—t . 1 \]II"
. nllaXNtE[tS,LUI?, . ™ {l <TnUE’i + - vl )] e <C. (4.16)

Wenn wir nun die Punkte (4.14)-(4.16) zusammenfiigen, erhalten wir die Existenz
einer Konstante C > 0, sodass

||7T[ ]HLOO(O T;Wk:2(Q)) + ||7T [ s_z)] ||Loo(0 T;Wk-p())

+ || I 6Z)]||Loo(0TWk P(Q)) <C.

Wir kommen nun zu (4.11), wobei dieser Punkt dhnlich wie (4.10b) zu zeigen ist. Fiir

die Funktionen Us(f) erhalten wir, genau wie in (4.14), fir i = 1,2

—1 1 _ p
¢ HF[ LHL""(OTW"”Q))+E HW[Ug’i]*HLN(O,T;W’CvP(Q))
e e
Lo (0,T;Wkp(Q))
= max sup H H + max sup 5*1H7T[U”_1] !
n=1,..,N, Whe - n=1,..Nycq 4] et Wk.p
p

+ max sup € !

n=1,..., N tG[tn—l,tn]

t—t,_ ty —t
w[ L R U",—l}

Tn Tn
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wobei die ersten beiden Summanden exakt wie in (4.15) abgeschétzt werden konnen,
wenn man [(.) durch []_ ersetzt. Fiir den dritten Summanden bekommen wir we-
gen —[U"; + Ug;l]f < -[UZ]- - [Ug’;l],, der zusétzlichen Eigenschaft von = und
Elost bt € [0,1] fiir ¢ € [tn_1,tn)]

Tn

tn t, — 1

t—tnh_1 =t no1 t—th_1
T Uur. + ur. =—n|——U". +
[ Tn &t Tn &t _ Tn &t Tn

Un'1:|

t—t, 1 b, —t
< E— U] - -

m vzt < e oz |+ e v

fiir ¢ = 1, 2. Diese Abschiitzung fithrt nun fiir i = 1,2 zu

p
max sup € !

n=L1 N oyelt, b0

t—1t,— t, —t
w[ nLUR + "T U;j;l}

T’I’L n

Wkop

(3£8) 1o n P 11 |IP
< e (e m_,, + e 2 )
wobei die rechte Seite wegen der Voraussetzung beschrankt ist. O

Wir kommen nun zum Beweis von Lemma 4.2.

0

i

Beweis von Lemma 4.2. Zu Beginn stellen wir fest, dass es fiir i = 1,2 eine von u
und ) abhéngige Konstante C' > 0 gibt, sodass

Her,iHip <C und HUB’Z-

- <COU2 . <C (4.17a)

erfiillt ist, da dies wegen der Voraussetzungen an die Anfangswerte in (4.6) sofort
aus den Punkten (3.64a) bzw. (3.64b) aus Lemma 3.12 folgt. Daraus folgt mit Punkt
(2.16) aus Bemerkung 2.6, dass auch fiir ¢ = 1,2

A5 + 202, < C

gilt, wobei diese Konstante von den Werten ||U?,[|7,, und ||U?,| ., also insbesondere
wegen (4.17a) nur von u und 2, abhiingt. Daher ist diese Konstante C' unabhingig
von h und e. Wir erhalten also fiir i = 1,2 wegen L>(Q2) C L™(Q)

M@, < CIAU2) e <C Dbrzw.
7" @2, < ClIr" AU oo € CIAUL)|, <C. (4.17D)

L Iz

Wegen (4.17a) und (3.8)b existiert also eine von h und € unabhingige Konstante

C > 0, sodass fiir kleines 79 und i = 1,2

T

7o (J02:ll5 + 101 + 2 20)]

L D) se @)

gilt. Auflerdem haben wir wegen der Abschiitzungen (3.70), (3.71) und Bemerkung
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3.16 aus dem letzten Kapitel fiir ¢ = 1,2

N
D7 |02l + 17" D@2+ U2 + A2
n=1
yr. —pynl
Lo | ==t <C (4.19a)
Tn —
bzw.
e |z, + Uz, <C firn>0 (4.19D)

Wir bemerken zusitzlich, dass die Funktionen 7", I, c@ ¢ () — C(Q) linear sind.
Klarerweise ist auch die Identitat auf den reellen Zahlen Ip linear und A; : R — R
erfiillt wegen (2.15) aus Bemerkung 2.6 die Eigenschaften (4.8) aus dem Hilfslemma
4.3. Daher konnen wir dieses Hilfslemma auf die Funktionen

v, o] A (U) wa 7t (U]

g, )

anwenden und erhalten fiir 1 = 1,2

2

+
(L2l
(0,T3H(2))

]

Le=(0,T;L?(2))

2 (U9) '

st

&5t ’LOQ(O,T;Ll(Q)) ‘

Lm(Qr)
h G\ @ )"
A (U ; )] ’ : <C, 4.20
+H7T { AN L™ () = lpr@r) (4.20)

da die Bedingungen (4.9a), (4.9b) und (4.11) wegen der Abschiitzungen (4.18), (4.19a)
und (4.19b) erfiillt sind. Um die gewiinschte Abschéitzung (4.7) zu erhalten, bleibt

noch
18- @2} 0+ |95

zu zeigen. Wir haben im letzten Beweis des vorherigen Kapitels in (3.85) gesehen,
dass fiir i = 1,2

<C, (4.21)

La(0,T;W1a(Q))

1. @z

o <l @zl

gilt, daher erhalten wir fiir den ersten Summanden in (4.21) und der punktweisen

Definition der Funktionen U:i

Zi\; T |7 [ (U2, )} T7 fiir U,
HA ( LT (Qr) ZT” HA N1 H n— 1’ .. ,7
21 Tn HW [ (U )” Lr fir U_;

= Hﬂ' [ ([]i )}’LT‘(QT)’
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was wegen des bereits gezeigten Punktes (4.20) beschrinkt ist. Fiir die Abschétzung

des zweiten Summanden gilt mit BUE L=1L1 (U;'i(t) - U&._l(t)) aus (4.2) fur i =1,2
N N n—1
8U i 8U i - U i
o5 e L o
Li(O.T;Wha(Q)) =1 wihe o Tn Wi

Nun ist wegen (4.19a) auch diese Summe beschrinkt, womit (4.7) schlussendlich ge-

zeigt ist. (|

4.1.2 Erste Konvergenzresultate

Die in Lemma 4.2 gezeigten Abschitzungen kénnen wir nun fiir erste Konvergenzresul-
tate heranziehen, denn wie aus der Funktionalanalysis bekann ist, haben in reflexiven
Banachraumen beschrinkte Folgen schwach konvergente Teilfolgen. Interessant wird
daher vor allem die Identifikation der einzelnen Grenzwerte sein. Wie wir im Beweis
des folgenden Lemmas sehen werden, spielt bei der Identifikation der Zeitableitung
mit den restlichen Grenzwerten der Operator G eine entscheidende Rolle.

Lemma 4.4. Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem 3.15 und Lemma 4.2. Es

seien auferdem {T" {1, }N_1, e}ns0 so gewdihit, dass

h—0 __d_ h—0
Ti= max T, ——0 und eh™ a1 ——= 0.
1

Dann existieren Teilfolgen {Uc 1,Uc2}n >0 von {Ue 1, Ue 2} >0, wobei {Us1,Ue2}n>0
das Problem (P%7 ) lost, und Funktionen

uieL2ULTgH;dQ»erwQT)mvaqoxT;ovhdun)) (4.22)

mit wi(-,0) = ud in (W (Q)) fir i = 1,2, wobei r = Q(d%jl), q = 22(34-:) und

q =2(d+1), sodass fir ' — 0 und e — 0 gilt:

Uei, UZ, — in L* (0,75 H'(Q)) N L™ (), (4.23a)
eﬂgﬂégzi in L7 (0, T; WhH(Q)) , (4.23D)
@Mﬁ%m in L? (0,T; L*(Q)), (4.23¢)
A(UZE), 7" A(UZ)] = us in L2 (0,T;L"(Q)), (4.23d)
( =) = ul in L2 (0, T; L"(Q)) . (4.23e)

Fiir s > 1 gilt s € [4,00] falls d =1, s € [3,00) falls d =2 und s € [§,6) falls d =

Bemerkung 4.5. Die Schranken von s sind so gewéhlt, dass fiir alle Dimensionen
d=1,...,3 die Ungleichungen 1 — g > —g und s > r > 2 erfiillt sind. Daher gelten
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die Einbettungen
HY(Q) — L*(Q) und L(Q) — L"(Q) — L*(Q).

Man erhélt sogar, dass die erste Einbettung kompakt ist.
Beweis von Lemma 4.4.

Wir wollen nun aus den Abschétzungen in (4.7) die Konvergenzresultate (4.23a-c)
zeigen. Wie bereits bemerkt, gelten die Einbettungen H!(2) — L*(Q) — L?(Q) und
da ¢’ > 2 gilt, bekommen wir zustzlich die Einbettung W4 (Q) < H' (). Wenn wir
die Dualriume betrachten, erhalten wir also die Einbettung L?(Q) — (H(Q)) <
(W4 (Q))" und somit zusammen mit L5(€) < L2(1)

H'(9) = Q) = (W (@),

wobei die erste Einbettung sogar kompakt ist. Somit folgt aus der Einbettung in
(1.10), welche wir im ersten Kapitel unter dem Lemma von Aubin angegeben haben,
dass die Einbettung

, /

{n €L?*(0,T; H'(Q)) : % et (O,T; (leq (Q)) )} — L?(0,T; L°(R)) (4.24)
kompakt ist. Wir wissen bereits aus Proposition 2.13, Punkt (2.45), dass fiir alle
z € (Wh'(Q)) die Ungleichung 12l wrary < CllGz|lwaa gilt. Somit gilt also fiir
1=1,2

(4.7)
<'c

oU. ;
ot

oU. ;
ot

el

La(0,T;(W1a' (2))") La(0,T;Wta(Q))

und daher insbesondere die Abschitzung (g ist ja in (1,2])

<cC.

LY(0,T;(Whe' (9)))

8Ue,i
ot

Wir erhalten also zusammen mit (4.7), dass fiir i = 1,2

U.i€ L2 (0,T; H'(Q))  und % e L! <O,T; (W17q/(Q))’)

Daher folgt aus der kompakten Einbettung in (4.24) die Existenz zweier Funktionen

u1, us und einer Teilfolge A’ von h, sodass
Uey 22%w;  in L2(0,T; L%()). (4.25)

Nun wollen wir versuchen, dieses starke Konvergenzresultat auch fiir die Funktionen

UZ%. zu erreichen. Wir betrachten also fiir i = 1,2

£,1

H“i - U::iHLZ(O,T;LS(Q)) < fui — vai||L2(07T;LS(Q))+||U’3»i - Ufﬂv:iHL%O,T;LS(Q)) » (4.26)
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wobei der erste Summand klarerweise wegen (4.25) gegen Null fiir ' — 0 konvergiert.
Die Konvergenz des zweiten Summanden ist etwas trickreicher. Um diese zu erhalten,
werden wir, dhnlich wie vorhin, das Lemma von Aubin anwenden. Da leider die Diffe-
renz Uz ; — U, Eiz fiir ¢ = 1,2 unstetig ist, und daher die Zeitableitung nicht beschréinkt
ist (zumindest nicht in einem fiir uns brauchbaren Sinn), schieben wir noch eine re-
gularisierende Funktion ein. Wir betrachten also fiir U, : ; (fur U, gilt eine analoge
Rechnung) und ¢ = 1,2

+ +
HUs,i - Us,iHL2(0’T;L5(Q)) < HUW - ®(U )HL2(0 T;L5(82))
+ H@<Us E»iHLz(O,T;LS(Q)) (427)
mit
—ln— n tn 1+6 n —1 n—
o) e ot pn, 4 Lemttn) ot t € [tn-1,tn1+0kn), n > 1,
g1/
U:tz t e [tN71 + 5k,n7tn] b) n Z 1?

wobei dg , 1= 7+ und k > 2 beliebig ist. Wie man nun leicht sieht, ist die Funktion
@(U;“i) (und somit auch U, ; — @(Ujl)) stetig beziiglich der Zeit, da wir die Sprung-
stellen durch lineare Interpolation iiberbriickt haben. Auflerdem ist diese Funktion
fiir grofle k auf einem Grofiteil des Zeitintervalls identisch gleich U: i

Fiir den ersten Summanden von (4.27) erhalten wir mit festem k& > 2 und der Defini-

tion von Ug; in (4.1a) fiir ¢ = 1,2

N (1—k)=== (Ur, - U2) t€ [tntstn-1 4+ 0kn), n>1,
UE % @(Ue z) - t—t 1 ’
B (Us,i -U; ) t € [tho1+ Ok, tn], n>1.
(4.28)
Daher sehen wir mit | | < 1fiirt € [tp—1,tn],n > 1, und (4.7), dass U&i—@(UjZ)

L2(0,T; HY(Q)). Fiir d1e schwache Ableitung beziiglich der Zeit sieht man nun, dass
fir i — 1,2

0

2 (1—k)+= (U, -Ur) t € [tn-1,tn-1+0kn), n>1,
ot

L (Ur, U t € [tn1+ Opmstn], n>1

Tn

Ui —OUS)) =

gilt. Man erkennt also leicht, dass die Funktion % (Uw- - @(U:l)) fiir festes k > 2
beschréinkt in L2(0, T; (W4 (Q))’) (und somit insbesondere in L'(0,T; (W14 (€2))"))
ist, denn es gilt wegen (4.2) fiir ¢ = 1,2 die Gleichung
1 oU.;
— (UL (t) = U, (1) = —/—=
F(t) ( 6,1( ) 5,2( )) 8t

und wegen der Eigenschaft (2.45) von G und (4.7) weiter

i W0 - U,(0) O

La(0,T;(Whe' (2))) H La(0,T;(Wha' (Q)))

Ui
i

<C.

La(0,T;W1a())
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Wir haben also gezeigt, dass fiir beliebiges kK > 2 und ¢ = 1,2

U, - Q(U:i) c L2 (O,T;Hl(Q)) und % (Um — G)(U;)) eIt (O,T; (WLq/(Q))/)

gilt, woraus aus der kompakten Einbettung in (4.24) die Existenz von Funktionen fy ;
und einer Teilfolge h' (0.B.d.A die gleiche wie in (4.25)) folgt, sodass fiir i = 1,2
Ui —OWUH) 22% 8, in L2(0,T; 1°()).

Wir wollen nun zeigen, dass fiir alle £ > 2 und ¢ = 1, 2 die Funktionen 3}, ; = 0 erfiillen,
indem wir die Konvergenz U ; — ©(U;) — 0 in L*(0,T; L*()) fiir h’ — 0 beweisen
(Bk,i; = 0 folgt dann aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes). Wenn wir die Gleichung
(4.28) mit U.; — U, = S (Ur, — UNTY) baw. U, — Uz, = =2=1(Ur, = U
fiir t € (tp—1,tn], n > 1, vergleichen, sieht man, dass die schwache Konvergenz von
U.i—©(UZ;) = 0 aus der schwachen Konvergenz von Ueyi—UEi,i — 0in L2(0,T; L*(2))
folgt. Um dies zu zeigen, bemerken wir zuniichst, dass wegen (4.7) die Differenz
Ui — U;Ei beschréinkt in L?(0,7; L*(Q)) ist, denn sogar die einzelnen Terme U, ; und
U:i sind in diesem Raum beschrinkt. Da in reflexiven Banachriumen beschrinkte
Folgen eine schwach konvergente Teilfolge besitzen, konnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit die Teilfolge A’ so wihlen, dass UEJ—U;[Z- schwach in L2(0,T; L*(Q))
konvergiert. Auferdem wissen wir wegen der Darstellung U, ; — Uii = (t—tF) Bgi'i
fir ¢ € (tp—1,t,) und n > 1 aus (4.3) und wegen (2.45), dass fiir ¢ = 1,2

aUe,i
|Ue.s - U:i”u(o,T;(Wl«ﬂ(n))/) < (|6 [Uei - UZ] Hqu,T;Ww(sz)) =Cr ot
(4.7)
< Cr

gilt, also konvergiert die Differenz U, E,,-fU;EZ- stark (also insbesondere auch schwach) ge-
gen Null in L7(0, T; (W4 (Q))"). Da aber die schwache Konvergenz in Sobolevriumen
nichts anderes als die distributionelle Konvergenz im Distributionenraum ist und dort

die Grenzwerte eindeutig sind, muss sogar fiir i = 1,2 A’ — 0
Ui —UZ; =0 in L?(0,T;L°(Q))

gelten. Wir haben also mit obiger Argumentation gezeigt, dass fiir beliebiges k& > 2
und i = 1,2
Ui —OUE) 2% 0 in L2(0,T; L8(92)), (4.29)

daher verschwindet der erste Summand von (4.27) mit A’ — 0.
Der zweite Summand von (4.27) ist nun fiir beliebiges k& > 2 beschrinkt, denn es gilt
firn>1lundi=1,2

t—1

n—1
L S
6’6,71 ot 5k,n

(tnfl + 5k,n) -

t . th1+96 .
UgllngL)Z:(n 1 k,n)

t n—1 n
6k,n (Ue,i Ua,i)
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und somit

lews;) - UsJ,rz'HLz(o,T;Ls(sz))

N /tn1+5k,n
tnfl

n=1

1
2 2
(tnfl + 5k,n) —t —1112
S dt||\Uz, - UZ; L
:%‘Sk,n:ﬁTn

1 B 4.7 ¢
= 37k'||U;’l - UE-,iHLz(O,T;LS(Q)) S z

(4.30)

Wir kénnen nun beide Summanden von (4.27) kombinieren und erhalten aus (4.27),
(4.29) und (4.30) fir k > 2 und i = 1,2

Jim [|Ue i = US| 20,0

< Jim, ([0 - oW

C
Esi)HLQ(O,T;LS(Q)) + H@(U:,) - S ?

U;:iHL?(O,T;LS(Q)))

Da k > 2 beliebig gewéhlt war, folgt mit k — oo fiir 1 = 1,2
Ui —UH 22% 0 in £2(0,T; L°()).

Wie schon erwihnt, erhélt man fiir U_; durch analoge Rechnung das gleiche Resultat,
womit wir zusammen mit (4.26) und der bereits gezeigten Konvergenz in (4.25) fiir
i=1,2

U(i) h'—0

£,1

u; in L?(0,T; L%(Q))
erreichen. Damit ist das erste Konvergenzresultat (4.23c) fiir die Teilfolge h’ gezeigt.

Als né#chstes sehen wir, dass wegen der Abschitzung (4.7) die Funktionen U, ; und
Uei,i in L2(0,T; H'(2)) und L"(Q27) beschrénkt sind. Da in reflexiven Banachriumen
beschrinkte Folgen eine schwach konvergente Teilfolge besitzen, kénnen wir ohne
Beschrinktheit der Allgemeinheit die Teilfolge i’ so wihlen, dass fiir ¢ = 1,2

(+)

v ug in L* (0,7; H*(Q)) und (4.31a)
(
u'L

£,1

1
U 02 i (), (4.31D)

£,%

fir A/ — 0. Wegen der Wahl von s gilt L2(0,T; H*(Q2)) C L?(0,T;L*(2)), wor-
aus folgt, dass jedes Funktional ¢+ auf L?(0,T; L*(Q)) ebenfalls ein Funktional auf
L2(0,T; HY(Q)) ist. Wir wollen nun mit (., .) die Dualitéitsklammer auf L2(0, T’; L*(12))
bezeichnen. Dann gilt fiir jedes Funktional ¢ auf L?(0,T; L*(Q)) und i = 1,2

<L,u§i)’1 — uz> = <L,uz(-i)’1 — Ue(f)> + <L, Us(f) — u2> .

Da die rechte Seite wegen der Resultate (4.31a) und (4.23c) gegen Null konvergiert
(aus starker Konvergenz folgt bekannterweise schwache Konvergenz), miissen alle
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Funktionen u ! fiir i = 1,2 mit w; in L2(0,T; L*(2)) iibereinstimmen.
Analog folgt fiir jedes Funktional ¢ auf L"(Q7) N L2(0,T; L*(2)) und der dazu ent-

sprechenden Dualitatsklammer, dass
<L U(i) uz> = <L7U1(-i)’2 - Ue(i-:)> + <L, US-E) - ul> 220,

Streng genommen haben wir gezeigt, dass Us(f) — u; in L"(Qr)NL2(0,T; L*(2)), da ja
die Funktionale nur auf dem Schnitt definiert sind. Da aber die schwache Konvergenz
in Sobolevraumen nichts anderes als die distributionelle Konvergenz im Distributio-
nenraum ist und dort die Grenzwerte eindeutig sind, muss schon U, E(jf) — u; in L™(Qr)

gelten. Somit gilt zusammen mit (4.31a-b) sogar, dass

U w; in L? (O,T;Hl(Q)) und

et

US) < in L7 (Qr),

womit auch die Konvergenzresultate in (4.23a) fiir die Teilfolge ' bewiesen sind.
Wir wollen nun das Konvergenzresultat (4.23b) zeigen, also die schwache Konver-
genz von gag;i i in L0, T; WHe(Q)) fiir i = 1,2. Wir wissen bereits
aus Proposition 2.13, Punkt (2.45), dass fiir alle z € (W54 (Q))’ die Ungleichung
2l w10y < CllG2[lwra gilt. Somit gilt also fiir i = 1,2

(@.7)
< C.

OU.,;

U, ;
ot

<<|o’z

Lo(0.T5(Wha' (@))) La(0, ;W a(Q))

Daher existieren fiir ¢ = 1,2 Funktionen ; und eine Teilfolge h’, sodass fiir 1 = 1,2

8U5,i

Vi o (w10 o

mit 4’ — 0, wobei man ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen kann, dass
die Teilfolge h’ die gleiche ist, wie jene in den vorherigen Konvergenzresultaten. Um
nun das gewiinschte Konvergenzresultat (4.23b) zu erhalten, miissen wir zeigen, dass
B = %% in LI(0,T; (WH (Q))') fiir i = 1,2, was dquivalent zu

T T agp ,
/ <ﬂi7tp>q/dt:—/ <u> dt Vel (0,T;W1=q (Q)) (4.33)
0 0 ot /[

ist. Klarerweise ist die Funktion agi’i fir 4 = 1,2 und alle n = 1,..., N auch in
L'(Qr) enthalten, da Qp beschriinkt ist. Somit gilt fiir ¢ € C§°(0,T; WhHe'(Q)) C
C§°(0,T; L*°()) wegen des Satzes von Fubini

T ) U
/ <6UE71’¢> :// 6U6130dtd5€— // = wdtdIJF/[ Ez(p] &
o \ ot y
Oy
/O /Q UEJ at dmdt.
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Wenn wir nun den Grenzwert b’ — 0 bilden, so gilt fiir ¢ = 1, 2 einerseits wegen (4.32)
und andererseits wegen der schon bekannten schwachen Konvergenz von U ; gegen
u; in L2(0,T; L*(Q)) aus (4.23c)

T T
oU. ; > Oy
—=, dtz—/ /Ug,i—da;dt
/0 < at 7/, o Jo o
J(4 32) l 4.23¢)
T
/ (Bi, ) / / uz&p dudt.
0

Daher erhalten wir wegen der Einbettung L2(0,T;L*(Q)) — L2(0,T; (W4 (Q))")
(¢ < 2) die Gleichung

T T 3@ T (9(,0
A <51790>q/ dt_ _A Au17§dxdt_ _A <ui78t>q/ dtv

womit (4.33) und somit die Gleichheit §; = 6“1 in L2(0, T; (Whe' (Q))) fiir i = 1,2

gezeigt ist. Nun haben wir in Proposition 2.13 ebenfalls gesehen, dass der Operator

G schwach folgenstetig ist, es gilt also fiir i = 1,2

6U57i R o 8’u,
o =

fiir A’ — 0. Damit ist auch (4.23b) gezeigt.

in L (0, T; Wh9(Q))

Aus den soeben gezeigten Konvergenzresultaten (4.23a-c) folgt nun, dass
/ !
wi € L2 (0,T; H(Q)) N L7 (Qg) N W <O,T; (leq (Q)) ) .

Um die Aussage in (4.22) zu bekommen, miissen wir daher nur noch zeigen, dass sogar
u; € L*(0,T; HL () fiir ¢ = 1,2. Das sieht man jedoch leicht ein, denn aus dem
bereits gezeigteI; Konvergenzresultat (4.23c) folgt auch, dass die Negativteile [U;[i]_
in L2(0,T; L*(2)) gegen [u;]_ konvergieren. (Es gilt fiir jede Folge u,, die gegen ein u
in einer gewissen Norm konvergiert, wegen der Dreiecksungleichung nach unten und

o] = 5

1 1
Tun]- = [u]-|| < 3 un —u = (Jun| = [u])|| < 3 ([Jun = ull + [wn| — |ul]])
< g — ul] =250,

weshalb auch der Negativteil in dieser Norm konvergiert.) Da auflerdem wegen s >
2 die Einbettung L2(0,T;L*(2)) < L2(0,T;L?*(Q)) gilt, muss auch [U 2]— gegen
[u;]— in L2(0,T; L*(€)) konvergieren. Wegen (2.3b) gilt |[UZ]_| < |="| e,i]—|’ was
kombiniert mit (4.7) und der Einbettung L°°(0,T; L?(Q2) — L?(0,T; L*(Q)) zu

lwza-| < C |z,

E,J—HLOO(QT;LQ(Q)) <C Hﬂh[Ui
<Cye

L2(0,T;L2(Q)) il- HL‘X’(QT;L?(Q))
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fithrt, woraus mit h — 0 (was wegen der Voraussetzungen ebenfalls ¢ — 0 liefert)

H[ui]*“L%O,T;LZ(Q)) <0
folgt. Somit ist u; > 0 (im L*(0,T;L*(2)) - Sinne) und u; € L*(0,T; HL,()) fiir
i=1,2.
Wir wollen nun die Konvergenzen (4.23c-e) behandeln. Sei dafiir {U; 1, Uc 2}n/>0 jene
Teilfolge, welche die Konvergenzresultate (4.23a-c) erfiillt. Ziindichst wollen wir an

die Abschneidefunktion A, aus (2.12) erinnern, welche A.(s) = s fiir s < e~! und
Ae(s) = e~ fiir s > 7! erfiillt. Betrachte nun
+
||ul - )‘E(Ue,i)HLz(O’T;Lw(Q))
< lus — Ae(ug ‘X D = A (UF
= ‘u () L2(0,T;L7 () [ Aelwa) = A(UZ) L2(0,T5L7(92))
3 (7t +
) — . . (4.34
+ ‘ )‘E(Us,l) )‘€(U5,7,) L2(0,T;L7(Q)) ( 3 )

Um also die starke Konvergenz von A, (U, Eil) gegen die Funktion u; zu zeigen, miissen
wir die drei Summanden auf der rechten Seite abschétzen. Fiir den ersten Summanden
definieren wir zunéchst die Funktion g.(¢) := ||ui(z,.) — Ae(us) (2, )| L. Auf Grund

der Definition von . (s) in (2.12) und ¢ € (0, e~2) erhalten wir

gr(t) = / dr = / lu; —e|" dx
Q {z:u;(z,t)>e=1}

<p({o:wizt) > e} lui — el
<p({z:u(z,t)>e 1)) C.

wi(z,t) — Ae(u;)(x, 1)

Da u;(z,.) in L>(Q) liegt, folgt aus obiger Abschitzung g.(t) — 0 fiir e — 0 fast
iiberall. Zudem gilt, dass u({z : u;(z,t) > e~ 1}) < u(Q) € L?([0,T)). Daher kénnen

wir auf das Integral || g2 (t)” £2((0,7]) den Satz von der majorisierten Konvergenz an-
wenden und erhalten fiir den ersten Summanden in (4.34)
Y ) _ 2 E—0
i =3 2 g 1oy = N2 2oy = 0 (4.35)

Fiir den zweiten Summanden bemerken wir wegen der Voraussetzung s > r die Ein-
bettung L*(QY) < L"(€2). Damit, mit der Lipschitz-Stetigkeit von A. und der bereits
gezeigten Konvergenz U;Ei — u; in L2(0,T; L*(Q)) folgt leicht

Y Y + +
‘ )‘E(ul) - AE(Us,i) < Hul - Ue,i|}L2(07T;Lr(Q))

L2(0,T;L7(92))
E—=0

< Cl|u; — U, =3 0. (4.36)

e ||L2(O,T;L5(Q))

Bevor wir den dritten Summanden von (4.34) untersuchen, bemerken wir, dass die

Funktionen A.(s) und A.(s) sich nur fiir s < ¢ unterscheiden und fiir solche Zahlen
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ihre Differenz 0 < A:(s) —Xa(s) <e—s < e—s_ erfiillt. Zudem bemerken wir, dass fiir
ein festes ¢ € [0,T] die Funktion U:i(.,t) nichts anderes als eine Linearkombination
der Funktionen U:i und U_; ist, woraus man Ufi(., t) € Sh fiir alle t € [0, T folgern
kann. Daher kann man Punkt 4 aus Proposition 2.2 auf U:i(.7 t) anwenden und erhélt
0<e-— [Us’[i(., t)]- <e-— Wh[Us;(., t)]—. Mit diesen Uberlegungen bekommt man

A (UZ) = A (UZ)

€,

<e- w21
< -l

L2(0,T;L" (2 L2(0,T;L(2))

< fle =il |

L2(0,T5L7 ()

Wir kénnen nun wegen r > 2 die Abschétzung (3.4) (mit p = 2) verwenden, was zu

e = =" &) _|s20mem@y < r7 G e a* [UZ] |

L2 (Qr)
und wegen ¢ < /€ fiir e € (0,e72) und ||7r’"”[U€i7i],||2Loo(0 1.12(0)) < €C aus (4.7) weiter

YAV

< oh4G=H)VT <s,u(Q) + H’R’h (U] H )
7T ILee(0,T; L2 ()
< oh-G-HyT (\/EM(Q) + \/gc) _ oy end(1).
mit C; := CVT(u(Q) + /), fithrt. Schlussendlich erhalten wir mit r = @ und

den obigen Abschitzungen

und da die rechte Seite laut Voraussetzung fiir h — 0 gegen 0 konvergiert, konvergiert

1

< O/er i) = ¢ (m—ﬁ) (437

A (UE) = A (UE
(UZ) — Ae( )Lz(O,T;L7'(Q))_

e,

auch der dritte Summand von (4.34) gegen 0. Da aus der Voraussetzung eh™ T
0 fiir h — 0 insbesondere folgt, dass € gegen 0 konvergiert, kénnen wir aus den
Ungleichungen (4.35), (4.36) und (4.37)

h—0

Jus = A(UZ)]] 2% 0 (4.38)

L2(0,T;L7(92))
folgern und haben damit den ersten Punkt von (4.23d) bewiesen.

Wir wenden uns nun dem zweiten Punkt von (4.23d) zu. Wir schétzen zunéchst wie
folgt ab

r

T
0 =) Do = ) | 5 10~ Dozl ae |

KRETH

S

T ‘s
< [ S w o el ) @ @

0 KETM
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Weiter oben im Beweis haben wir bereits argumentiert, dass fiir jedes feste t € [0, T]
die Funktion U, jl(, t) in S" liegt. Daher kénnen wir die Ungleichung (3.33) anwenden
und erhalten mit u(x) < h? weiter

. =
[ sl =) W2y |
0 KETH
2d ;9 T + " )
<h"h i > IVUZ Ny |t (440)
KETH
Wir kénnen nun auf ||VUZ HLOC(K) die Abschéitzung (3.4), mit m = 0, r = oo und
p = 2, anwenden, womit wir ||VU ||Loo(,£) < Ch™%||VU, :‘,:iHLZ(,{) erhalten. Das fiihrt

zu

r

T
h%ﬂ/ S VUL < | dt < CPR¥ R0 VUL

s,iHLz(QT)
KETH

2, 2(d+1) . 2
= (en =G |VUE||a,y) = (CRTIVUE ] faggyy) - (44D)

Auf Grund von (4.7) erhalten wir

HVU::Z'HLz(QT) = HUsi,iHL?(o’T;Hl(Q))

<C. (4.42)
was zusammengesetzt mit (4.39)-(4.41)

1 h—0
—

< Ch'~7 0 (4.43)

h
H(I_W ) [)‘ ]HL2(0TL7(Q))—
bringt. Um nun die gewiinschte starke Konvergenz von ﬂh[/\g(Uf,i)] gegen u; in
L2(0,T;L"(Q)) zu bekommen, bedarf es nurmehr einer Dreiecksungleichung, dem
gerade gezeigten (4.43) und (4.38).

||Uz — " [)\s(Ueii)] HL2(0 T;L7(S2))

+
< ||uz - )‘ ||L2(0 T:L7™(Q)) + ||<I - ) [)‘ (U )] HL2(0 T:L7™(Q))
Der Beweis von (4.236) ist fast mit dem gerade erbrachten Beweis des zweiten Punktes
von (4.23d) ident. Wir betrachten zuerst

h—0

— 0.

HAE(U;: = A (Ui) HL2(0TLT(Q))

T
:/ Z/HA ) = A(UZ)T|yda | dt

KETH

3

M

T
< [ S wwswl ey nwzm @l @ aa

KETH
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wobei ||.||2 fiir die Spektralnorm steht. Wieder mit der Argumentation, dass fiir jedes
feste t € [0,T] die Funktion Uii(.,t) in S” liegt, konnen wir die Ungleichung (3.34)
aus Lemma 3.9 anwenden und erreichen zusammen mit (k) < h?

T

/0 > e [[{AUZ) - A WHTY @), | at

KETH

M

T
gh%hz/ SVUEN . |t (445)
0 KETH

Wenn wir nun die gerade hergeleiteten Abschitzungen (4.44) und (4.44) zusam-
menfiigen und mit den schon bekannten Ungleichungen (4.41) und (4.42) weiter

abschétzen, bekommen wir

1 h—0

|A(UZ;) = A (UZ)Z|| y S Ch'Tr 2250,

L2(0,T;L7 (92

was wiederum mit einer Dreieckungleichung und (4.38) zu
+

4T = AU 20,1y

< |JwiZ = A (UE)T|| +[|A(UE) = A US| oo,

L2(0,T;L7(92)) L2(0,T;L7(Q))

fithrt. Somit ist auch der letzte Punkt (4.23e) gezeigt und das Lemma bewiesen.

Als Letztes bleibt zu zeigen, dass die Grenzfunktionen u; aus (4.22) die Anfangswert-
bedingungen u;(-,0) = uf in (W4 (Q)) fiir i = 1,2 erfiillen. Es ist also zu zeigen,
dass fiir i = 1,2

(ui(.,0) — u?,n)q, =0 Ve Whi'(Q) (4.46)

gilt, wobei wegen u; € Wh4(0, T; (W1 (Q))’) und der Einbettung W14(0,T; X) —
C(0,T; X) der Ausdruck u;(., 0) sinnvoll definiert ist. Sei dafiir wieder {U; 1, Ue 2}n/>0
jene Teilfolge, fiir welche die Konvergenzresultate (4.23a-e) gelten. Wir wollen zuerst
fiir i = 1,2

U0, 2% 00 i L9(Q) (4.47)

K2

zeigen. Sei zuniichst U?; = nuf, also insbesondere uf € H*(Q) N WhA(Q) fiir i =

79

1,2. Dann erhalten wir wegen der Einbettung W#(Q) < LI(Q) (8 > d) und des
Konvergenzresultats (3.8)

h'—0

l? = U2ill 0 < CNT = 7"y = 0.

Fir U2, = Q" ist u) € H'(Q) fiir i = 1,2 und wir bekommen wegen ¢ < 2 und
(3.11)

h'—0

la? = UZill .o < €| = @Ml . =0,
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somit ist (4.47) gezeigt.
Wir haben bereits fiir die in (4.32) erwiihnten Funktionen 5; gezeigt, dass sie in

L9(0,T; (WH'(Q))) gleich den Funtkionen ag;" fir ¢ = 1,2 sind, womit wir we-

gen (4.32) die schwache Konvergenz von agi‘i gegen % in L0, T; (W4 (Q))")

erhalten. Auflerdem gilt wegen der schon erwihnten Einbettung L?(0,T; L*(Q)) <
L9(0, T; (W (Q))') und (4.23¢)

h'—0
||U6,i - ui||Lq(O’T;(W1,q’(Q))/) <C ||U6,i - uiHL2(0,T;L5(Q)) ;> 0.

Man sieht leicht ein, dass daher fiir 4 = 1,2 und A’ — 0 die schwache Konvergenz

s

/ /
Uy —u; in Wha (O,T; (leq (Q))> (4.48a)

gilt und somit die Folge U, ; in W4(0, T; (W49 (2))’) beschrinkt ist. Daher existieren
fiir 4 = 1,2 Funktionen @; o in (W9 (Q))’ und eine Teilfolge &’ von h (welche 0.B.d.A
jene ist, welche die Konvergenzresultate (4.23a-e) erfiillt), sodass

, I
Ueal,0) =G0 i (WH(9) (4.48b)
fiir A’ — 0, denn es gilt fiir ¢ = 1,2
Ui Ol .o gy < o] e.ill .o @yy = IWeill o, msomnar oy
< CllUillwrao.rwro @y < €

weshalb U. ;(.,0) beschriinkt in (W4 (22))’ ist und somit in diesem Raum schwach
konvergiert. Wir hétten nun gerne, dass fiir i = 1, 2 die Funktionen ;o und u;(.,0) in
(W' (Q))" iibereinstimmen. Wir nehmen also eine beliebige Funktion n € W' (Q)
und bemerken, dass die Funktion || < .,n >4 ||c[0,1) €in Elemenet aus dem Dualraum
von Wh4(0, T; (WhH4' (€))’) ist. Daher gilt wegen (4.48a) fiir i = 1,2

0. 4.48
co.7) (4.48¢)

H<U5,i — Ui, M)y

Nun gilt fiir ¢ = 1,2, dass

‘<ﬂi70 - ui(‘v 0)7 77>q’

wobei der erste Summand wegen (4.48b) fiir A’ — 0 gegen Null geht. Fiir den zweiten

’ AR

< \@,0 —U..(.,0),m)

+ (U2 0) = i, 0), )

q q

Summanden gilt fiir ¢ = 1,2

(U(,0) = i, 0),m)y

= H<Ua,i - Uiﬂ?)q/’

< sup ‘<U€,i_uia77>q/

tefo,1] clo,1)’

was wegen (4.48¢) ebenfalls mit ' — 0 verschwindet. Somit gilt tatséchlich w; o =
u;(.,0) in (W54 (€)) und wegen der Eindeutigkeit von Grenzwerten und (4.48b)

Uei(,0) = u;(,,0) in (leq'(m)/. (4.49)
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Sei nun 1 € W4 (Q) beliebig. Klarerweise ist wegen L?(Q) C (W14 (Q)) die Funkti-

on u auch ein Dualelement auf Wl’q'(Q), daher koénnen wir fiir ¢ = 1, 2 die Differenz

’<u¢(.70) —u?,n>q,

< ’<uz(u0) — Us,i(°70>

+| (2 - ),

)(Um —U20m)y,

bilden. Nun ist der zweite Summmand wegen der Definition von U, ; in (4.1a) gleich
Null und die anderen zwei Summanden konvergieren wegen (4.47) und (4.49) mit
W' — 0 gegen Null. Daher ist tatsichlich (4.46) erfiillt und u;(-,0) = u in (W4 (Q))’
fiir 1 = 1, 2 gezeigt. O

4.2 Konvergenz der FE-Approximation gegen eine schwache
Lésung des Probelms

In diesem Abschnitt zeigen wir mit Theorem 4.7 das Hauptresultat dieser Arbeit.
Dieses Theorem beweist schlussendlich die Konvergenz von Teilfolgen der Finiten
Elemente Approximationen U, ; gegen Losungen des urspriinglichen Problems (P) in
einem gewissen schwachen Sinn. Dabei werden die Losungsfunktionen von (P) jene

Grenzfunktionen u; aus Lemma 4.4 sein.

Bemerkung 4.6. Bevor wir das kommende Theorem behandeln, wollen wir die fol-

genden Punkte auffithren, welche im Beweis 6fters auftreten werden:
e Es gilt fiir n € WEH0,T; WLP(Q)) und fiir k,1 beliebig

H”T 77HWkl(OTW1 P(Q)) = (1+C) ”n”wkl(OTWl P(Q)) (450)

wobei p > 2 fiir d = 1 oder p > d fiir d = 2,3 gelten muss. Wir kénnen
némlich wegen der Bedingungen an das p die Abschétzung (3.5) fir m € {0,1}
anwenden, was

|7rh’r”W7n,p S |(I - Trh) 17|Wm,p + ‘7]|Wmvp S (1 + Chm) HnHLP

liefert. Daher erhalten wir fiir A klein

2
17 0o = D [ 0] pyms < (14 C)P Z e = (L4 CP [nll5 s

was die obige Ungleichung impliziert. Wir sehen, dass die Ungleichung (4.50)
eine Erweiterung zu jener in (3.63a) in Lemma 3.12 ist.
e Fiir n € L9 (0, T; Wh7'(Q)) gilt

h—0

H (I - ﬂ'h) 77HL<1’(0,T;WM’(Q)) —0. (4.51)
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Wir wissen bereits aus (3.8), dass fiir ein festes n € L9 (0, T; W4 (€2)) und festes
t € [0,T) die fast iiberall definierte Funktion gy (., t) := |(Z —7™)n(.,t)||yyr.e fiir
h — 0 gegen 0 geht. Daher exisitiert sicherlich ein k' > 0, sodass |gp(.,¢)| < 1
fiir alle h < h’. Somit kénnen wir den Satz von der majorisierten Konvergenz
anwenden und erhalten

T

T
T ({2 = ") 1| Lo o gy ) = Jim i gh(.,t)dtz/o lim g5 (., t) dt =0,

womit (4.51) gezeigt ist.

e Fiir Funktionen f € L"(Qr), g € L2(Qr) und h € L7 (Q7) mit 7 und ¢’ aus
Lemma 4.4 gilt

T
| / (fg.h) dt
0
2d+1

Wenn wir wie bei (3.67) das konjugierte Paar p = 2‘{%1 und ¢ = 75 mit den

Eigenschaften pg = r und ¢gqg = 2 heranziehen, bekommen wir mit zweifacher

<1l eupy 190 22 1l o - (4.52)

Anwendung der Holder-Ungleichung

T
< / 179l o 1]
0
1

< (Ul * (IS )™ = 179l gy 1] oy -

T
/ (fg,h) di
0

Nun gilt wegen der Ungleichung (3.66) aus Bemerkung 3.14
HngLq(QT) < Hf||Lr(QT)||g||L2(QT), woraus (4.52) folgt.

e Wir haben bereits in (3.7) gesehen, dass fiir zwei Funktionen y, 2" € S* m €

{0,1} und dem konjugierten Paar q = 22(311) und ¢’ =2(d+ 1)

(= 7")x="]l 0 < CRY™ Iy V2"

gilt. Im Beweis hatten wir die Ungleichung fiir ein Element x betrachtet und

unter Verwendung, dass das Produkt yz" in W21 (k) liegt, gezeigt, dass

(1 - 7Th)XZhHLl(K) < Chy ‘th|w2,1(ﬁ) :

gilt. Wenn wir nun drei Funktionen x1, 2 und x3 aus S” herannehmen, liegt ihr
Produkt klarerweise wieder in W21 (k). Daher erhalten wir analog zum Beweis
von (3.7)

(1 - 7r]"”)X1>(2X3||L1(,€) <ChZ IX1X2X3 |2 () - (4.53)

Da die Funktionen x; auf x affin sind, verschwinden wieder ihre zweiten Ablei-

tungen. Damit folgt, dhnlich wie in (3.9), fiir einen Multiindex o = (o, ..., aq),
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|a| = 2, dass

o _ [ Ox29x3 | Ox29x3 Ix10x3 | Ox10x3
D <X1X2X3) o (8%1 E)xj + 8$j 8:51 1+ 8951 8.’£j + al'j 6:@ X2
Ox10x2 | Ox10x2
+ (6:61 axj + al‘j (3'1'Z »

wobei 4,5 € {1,...,d} mit a;, o # 0. Daher kénnen wir auf der rechten Seite
von (4.53) die Seminorm durch volle Normen nach oben abschiitzen, denn es gilt
fiir belicbige Funktionen f; € HY(2), f» € W (Q) und f3 € W4 (Q) wegen
der Holder-Ungleichung und (3.66)

(3.66)
1AV LV f3llp S CIAV Ll Vsl < Clhll Vo IV f3ll L
< Clfillgn I f2llwr 3l

2(d+1)
d

mit r = . Somit folgt

H(I—Wh)X1X2X3||L1(,€) < Chi |X1X2X3|W2’1(H)
< Ch2 [ VxaVxaxs + Vxix2Vxs + x1Vxa Vsl o)
< CRZ ||Vx1Vxaxs + Vxix2Vxs + x1Vx2Vxsll s

< Ch;, (||VX1VX2X3HL1(H) + IVx1x2Vxsll gy + ||X1VX2VX3||L1(H))
< O Ixall g oy X2 v oy sl iy -
Durch Aufsummieren folgt also
H(I - 7Th)X1X2X3HL1 < Ch2 HXl”Hl ||X2HWLT ||X3HW1,q’ .
Da nun die Funktionen y; insbesondere in L?(0,T; H*(Q))NL" (0, T; W (Q))N
L9(0,T; WH4'(Q)) liegen, gilt mit (4.52) aus dem vorherigen Punkt dieser Be-
merkung, dass
T
/0 H(I - 7Th)XlX2X3HL1 dt < Ch? ||X1HL2(0,T;H1(Q)) X2l 2 0, mwrr )

X ||X3||LQ’(O’T;W1‘Q’(Q)) . (4.54)

Wir haben nun alle notwendigen Mittel in der Hand, um das Hauptresultat zeigen zu
kénnen.

Theorem 4.7. Es gelten die Voraussetzungen aus Lemma 4.4. Dann lésen die Funk-
tionen u; und ug aus Lemma 4.4, welche (4.22)-(4.23c) erfillen, das Anfangswert-

problem:
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Finde Funktionen u;, sodass fiir alle n € LY (0,T; Wl’q/(Q)) und i =1,2, j #1, gilt

/

B “

Ou;
< = > +( [ci + 2a;u; + Uj]vui +u;Vu; + b; Vo, Vn)
q/

T
:/0 ([pi — visus — vijug)uz,m) dt, (4.55a)

ui(-0)=u?  in (WH(Q)), (4.55b)

mit dem konjugierten Paar q = 22(211) und ¢ =2(d+1).

Beweis. Wir wissen bereits aus dem Lemma 4.4, dass die Folgen {U.1,U: 2}n/>0,
welche Teilfolgen von {U. 1,U.2}n>0 sind, das Problem (4.4) aus (P"7) losen. Es
liegt also nahe zu zeigen, dass die einzelnen Komponenten aus (4.4) gegen jene von
(4.55a) konvergieren, wobei wir die Konvergenzresultate (4.22)-(4.23c) verwenden wer-
den. Aus Notationsgriinden werden wir h statt h’ schreiben, obwohl wir die Teilfolge
{Uc 1, Uz 2}n >0 betrachten. Dies ist aber nicht weiter schlimm, da ja mit A — 0 auch

ihre Teilfolge h' gegen 0 geht.

Wir withlen zuniichst ein beliebiges n € L9 (0, T; W4 (2)) aus und setzten x = 77
in die Gleichung (4.4) ein.

Der Term fOT(agi'i,whn)h:

Als erstes wollen wir die Konvergenz der ersten Komponenten betrachten und zeigen

fiir i = 1,2
T h T
oU.; h—0 Ou;
: dt —— dt. 4.
w/O < 6t " 77) 0 < 8t ’n>q/ ( 56)

Zuerst bemerken wir, dass fiir ein 7 € H*(0,T; W1>°(Q)) die partielle Integration

T aU“ - h T 8’/Th~ h ~ 1T
/0 ( 8t7 77Th’r]) dt:f/O <Ug7i’at77> dt+|:(U57i(-,t),ﬂ'hn(_,t)) }0 (4.57)

moglich ist, wobei |...]J" die Funktionsauswertung in den Punkten 0,7 beziiglich der
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Zeit ist. Es gilt nidmlich mit der Summendarstellung von (.,.)"

T h T
8Ua,i h~ o 2 : .aUE,’i ) he(, .
/(; ( Bt , T 77) dt - /0 jeJm] at (pjat)ﬂ- n(p.%t) dt

T 8Uez ~
:ij/ ot (pj, t)m"7i(p;, 1) dt

jed 0

und weiter mit partieller Integration
T h

on"n . T

==>_m / Ue,i0j 1) =g (st dt + 3 my [Ueilps t) 7"7(ps,1)]

! jeJ
T 6 h~\ P ) .
N _/0 (Ua’i’gtn) dt + [(Us,i(-,t),whn(.,t))h} ,

0

wobei wegen der stetigen Einbettung H'(0,7; X) < C(0,T; X), fiir einen beliebigen
Banachraum X, die Funktionsauswertungen an den Stellen ¢ = 0 und ¢ = T auch
Sinn machen.
Wir wollen bemerken, dass man wegen der Dichtheit des Raumes H*(0,T; W1>°(Q))
in L9(0,T; W4 (Q)) stets fiir jedes n € L9 (0,T; W4 (2)) eine Funktion 7 aus
HY(0,T;Wh°(Q)) finden kann, sodass der Abstand

I — ﬁHLG'(O’T;leq'(Q)) (4.58)

beliebig klein wird. Diese Eigenschaft werden wir spéter ben6tigen, um den Grenzwert
h — 0 bilden zu koénnen.

Um nun die Konvergenz in (4.56) zu erhalten, wollen wir zunéchst

™l rou.; . \" [oU..
/o (at ’””) ‘(at ’””) a

zeigen. Dafiir schieben wir die Terme

., - \" Ui
( 5 " n) und ( TR n

ein, wobei 7j aus dem dichten Teilraum H'(0,T; W1°(Q)) von L4 (0,T; WhHe' ()

2290 (4.59)
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ist, und erhalten so fiir ¢ = 1,2

T aUEl h h aUE'L h
/o ( ot ’”) ‘( o ’”) a
r 8U£z h 4 aUai h
< ) 2 _ _ ) —
_/Ol(at,w[nfﬂ) (% =) |
Tlrou.; L \" (oU.; -
/o < ot ’””) ‘( o ’”) a

und weiter mit (4.57) und der gewohnlichen partiellen Integration auf den zweiten
Summanden angewendet

[ 6UE77; h h 8Ug7i h
(=) - (G [n—m)] a

+

(4.60)

Wie man in (4.2) sehen kann, ist die schwache Ableitung fiir jedes t € [0,7] eine

Funktion in S". Somit gilt mit ¢ € (1,2] nach (3.12) die Ungleichung ||8g§"i lza <

Ch~! ||g8g;i llwt.a, und wir erhalten mit (3.7) fiir den ersten Summanden und ¢ = 1,2

Tl oU.: (U,
[ (G -m) - (% at - ) | a
T oU. ;
< 3
<[ ol
T
gc/
0

was mit der Youngschen Ungleichung weiter zu

T q % T , q
g(](/ dt) (/ 7 17— % dt)
0 Wla 0

U
' ) e 01 =0l oo o

HVﬂ'h [n— 77]||Lq/ dt
La

U, ;
g ot

A =l
Wl.a

=

8U£,i

g@t

~clg

ot La(0,T;Wha(Q

(4.61)

fithrt. Nun gilt einerseits ||g%||m(w;wl,q(m) < C, wegen (4.7), und andererseits
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existiert eine weitere Konstante C' > 0, sodass

17" 10 = Lo oy < A+ OV I =TTl oo, @)

da wir wegen ¢’ = 2(d + 1) > max{2,d} die Abschétzung (4.50) aus der letzten
Bemerkung anwenden kénnen. Damit erhalten wir zusammen mit (4.61) fiir den ersten

Summanden in (4.60)

[ (2 -5) - -]

<C ||77 - TN]”L‘I(O,T;WL‘Z'(Q)) . (462)
Fiir den zweiten Summanden in (4.60) erhalten wir wieder mit (3.7) und der

Holder-Ungleichung

[ <U 2r7) ) . <U ? <;’ﬁ>> ] dt

T o (Whﬁ)
<Ch [ Wil |V25

dt
Lo
o (")
ot

\Y

< ChUsill 20,2010 ||V

L2(0,T;L(2))
a(x" 1)
at
nach (4.7) die Norm ||Ue ;| z(0,7;01(0)) beschrinkt ist, erhalten wir aus der obigen

Abschitzung und der Einbettung L>°([0, T]) < L%([0,T)) fiir i = 1,2 sogar

[ [(r262) (s 20) .

< ChNUeill oo o121 ) 17" 1 112 0, w0 )
< Ch||x" i 2

Klarerweise gilt ||V 220,750 (2)) < H7rh77||H2(O)T;W1,oo(Q)), und da auflerdem

(0,T; W (Q2))

(4.50) _
< Ch ||77||H2(0,T;W1,oo(9)) . (4.63)

Da die Funktionen U, ; und 7 insbesondere stetig beziiglich der Zeit sind, kénnen wir

fiir den dritten Summanden in (4.60) anstatt der Auswertung an den Stellen 0 und T'
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das Supremum iiber das ganze Intervall [0, 7] nehmen, womit wir wieder mit (3.7)

|(Uealt) = 77, 0)" = (Uealt) = 7"7(,1)) \T

h

0

<2 sup ‘(Us,i—ﬂhﬁ) —(Ua,i—ﬂhﬁ)‘
te[0,T]

"Dy sup ChIU . ||+

> te[o%] el n Wi.co

— Ch||U.. @) [T Lo 0,701,002

< Ch|

(4.50) _
< Oth”HQ(O,T;Wl*‘X’(Q))

’ﬂ-hﬁHHz(O,T;Wl’w(Sl))
(4.64)

erreichen, wobei die letzte Ungleichung wegen der Beschréanktheit von U, ; in

L*(0,T; L' () (wieder nach (4.7))und der Einbettung H?2(0,7T;X) — C(0,T; X)
gilt. Wenn wir die Abschétzungen der drei Summanden in (4.62), (4.63) und (4.64)
nun zusammensetzen, erhalten wir mit (4.60) die Existenz einer Konstanten C > 0,

<8Zzﬁ»whv>h— SIE
/f_(f’g - m) (a - fﬂ)]

] Uealat) = 77, 0)" — (Ui t) =70, 0) |

sodass fiir ¢ = 1,2

/

<

0

<C (H’? = 1l paco,rywre () T h ||"7||H2(0,T;W11°°(Q)))

gilt. Auf Grund der Dichtheit von H?(0,T; W1H*°(Q)) in L%(0,T; Wl’q/(Q)) kénnen
wir nun fiir jedes beliebige £ > 0 eine Funktion 77 € H?(0,T; W1>(£)) und ein h > 0

finden, sodass

Clin =0l pao,rwra @y <€ wnd  Chll g2 rwre@)) <€ VhE (0, h)

™l rou.; , \" [oU..
/o(at’”)‘(at )dt

Das bedeutet aber, dass dieser Ausdruck fiir h — 0 gegen 0 konvergiert, womit (4.59)

und somit

<& Vhe(0,h).

gezeigt ist.
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Der néichste Schritt fiir die Konvergenz in (4.56) wird sein zu zeigen, dass fiir n €
L9 (0, T; WhH' (Q)) und i = 1,2

r aUaz
/O ( o 7(I—7rh)n) dt

erfiillt ist. Wir sehen einerseits, dass 7(., t) fast iiberall in W4 () liegt. Andererseits
gilt wegen W4 (Q) — L2(Q), dass die Dualriume der Eigenschaft

2200 (4.65)

12(@) = (12@) = (W' (Q))/ (4.66)

geniigen. Daher konnen wir fiir festes ¢ € [0, 7] die Funktion U, ;(.,t) € S" C L?(Q)

als Element des (W17 (Q)) auffassen und kénnen (8g§’i,77) = <ag?i,n>q/ schreiben.

Somit erhalten wir mit der Definition von G aus (2.43)

T 8U5i T 8Usz
/0 ( 81?7 ,(I—ﬂ'h) 77) dt /0 <8t’,(1—7rh) 7]> dt
q/

T 8U5’i h 3U5,i h
SK;(Vgat,VUw)n>+<géﬁ,Uw)n>ﬁ

/T aUez
S S A
0

ot
Letzteres konnen wir wegen Hg%”Lq(O,T;WLq(Q)) < C aus (4.7) und der Holder-

g I =7") nllyr.or .

Wi

Ungleichung fiir ¢ = 1,2 auf

™| L oU., X
e
oU, ; L
= Hg ot La(0,T;W1a(Q)) H(I g )nHLq/(O,T;Wl,q/(Q))

<C || ([ - ﬂ'h) 77||qu (0,T; W14 (Q))

weiter abschéitzen. Nun haben wir in (4.51) von Bemerkung 4.6 festgestellt, dass

| (I —=") Nl Lo (0,r;w1.a' (02 gegen 0 konvergiert. Daher erhalten wir weiter fiir i = 1,2

r 8Uaz
/0 (at’,(l—ﬂh)n> dt

womit (4.65) hergeleitet ist.
Mit dem gerade gezeigten (4.65) und dem vorhin schon bewiesenen (4.59) koénnen

h—0
—0,

<C|(r-=") n”Lq’(O,T;leQ’(Q))

wir nun die gewiinschte Konvergenz in (4.56) herleiten. Wegen der Definition von G
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erhalten wir fiir ¢ = 1,2

T (oU., h)h <8ui >
— — , dt
/o ( ot " o/,
T h
oU.; B oU.: o 4
/o(at ’””) (at ’”)*(at T

=0
ou,; Ou;
— <Vgat,vn> — <gat,7]> dt

und da (agi”’ , ) = —(mg;”‘ (I — 7)) + (aU” 1) weiter

at
r aUsz
/0 ( 8757 ,(I— 7Th) 77) dt

r 8U51 h h 6Uei h
< 3 _ 3
_/O(atJT??) <3t’7”7)dt
/T i ) - (w2, wn) - (924,4) at
s \ar " ot v ot !

Die ersten zwei Summanden auf der rechten Seite konvergieren wegen (4.59) und

+

+

(4.67)

(4.65) fiir h — 0 gegen 0. Es bleibt daher nurmehr zu zeigen, dass der dritte Summand
ebenfalls gegen 0 geht.
Wie in (4.66) schon erwithnt, kénnen wir Funktionen aus L?(Q2) als Elemente des

(Wh4'(Q)) auffassen, also auch die Funktion ag;”‘. Somit kénnen wir fiir den dritten

Summanden in (4.67)
T U, ; ou; Ou;

f; (5G] = (w5 w) - (0530
T 8U5 i 6UE i 8114 aui

/0 (Vg N 7V77) + (g En ﬂ?) — (vgﬁt’vn) - (gatﬂ?> dt

T
8UE i [“)uz 8U5 i 8u2
\Y - —-G— 1|,V ——G—,n | dt
/0 ( (g at gat) 77>+<g a9 77)
schreiben, was aber wegen der schwachen Konvergenz von gag?i gegen gagg in
L4(0, T; WH4(Q)), welche wir im Lemma 4.4 gezeigt haben, fiir h — 0 gegen 0 kon-
vergiert. Das heifit also, dass die rechte Seite der Abschiitzung (4.67) fiir h — 0 gegen

0 geht und damit die Konvergenz der Komponente in (4.56) bewiesen ist.

Die Terme [ (A.(US,)VUZ,, V(7)) dt und [ (A.(UZ,)V(x"v), V(x"n)) dt:

£,1? e,

Wir erinnern zuniichst an die Funktion A, : S* — [L>°(Q)]?*4, welche fiir 2" €
Shund k € Th durch A (2")],, = RHK;(Eh)\ng definiert ist, wobei [/\;(/z\h)h jene
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Diagonalmatrix aus (2.28) ist. Bevor wir nun das Konvergenzverhalten der néchsten
Komponenten aus (4.4) betrachten, wollen wir fiir Funktionen @ € L2(0,T; H'(Q)) N
L™(Qp) und n € LY (0, T; W) fiir 4,5 = 1,2

T

A(USVEV (I —7"))n) dt] 2=2% 0 und 4.68a
o £,1
T

AU — u;T) Vi, V) dt| =% 0 4.68b
o £, J

herleiten. Fiir den ersten Teil machen wir uns die Abschéitzung (4.52) zu Nutze und
erhalten

/T (A=(UZ)Va,V (I —7")) n) dt
0

(

4.52)
< [la-wdl

L™ (1) ||V:&:||L2(QT) HV (I o Wh)) UHLQ’(QT)
< [[A-(UZ)

L7 (Qr) Ha”L’-’(O,T;Hl(ﬂ)) H(I - ”h)) n”LKI’(O,T;leq’(Q))'

Der erste Faktor ist wegen (4.7) beschréinkt, der zweite aus der Voraussetzung u €
L?(0,T; HY(Q))). Der dritte Faktor konvergiert fiir h — 0 gegen 0, was wir bereits in
(4.51) gezeigt haben. Damit ist die erste Behauptung (4.68a) gezeigt.

Fiir die zweite Behauptung (4.68b) nehmen wir wieder ein 7 aus H' (0, T; W1>°(Q)),
den dichten Teilraum von L9 (0, T; W17 (Q)). Wir erhalten somit fiir j = 1,2

/ ' ((A(UF)) = uw;T) Vi, Vi) dt
0

/0 ((A(UZ)) =, Z) Va, Vi) — (A (UZ;) — u;Z) Va, V (i — n)) dt

T
< / (A-(U,) — wT) VE, V7) dt
0

T
+ / ((A(UZ)) =, Z) Va, ¥V (7 —n)) dt
0
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und weiter mit Hilfe der Holder-Ungleichung und (3.66)

T
<| [ Iy - wo v, @

IVl )

+ H (AE(U;_J) - ’U,]I) VaHLq(QT) ||V (77_ n)‘ILq'(QT)
<A W) = w5, IVl 200 1971 e )
+ (I8 WEDVE 0 ) + 1185Vl gy ) IV G = 1))

(3.66),r>2
+ ~ ~
<A@ =Wl Lo o) 220 st ) Il s 0 s oo )

+ (HAE(U:J‘)HLT(QT) + ||Uj||Lr(QT)) HV17||L2(QT) I[(1 — 77)||Lq/(O,T;W1,q'(Q))
(4.69)

Fiir den ersten Summanden wissen wir wegen der Voraussetzung an u, dass die Norm
2l 20,7311 (2)) beschrénkt ist. Daher erhalten wir zusétzlich mit der Einbettung
HY(0,T; X) — C(0,T; X) fiir den erste Summanden

HAE(U:,_j) - ujIHLz(p,T;Lr(Q)) ||aHL2(O,T;H1 (22)) HﬁHLW(O,T;WL“’(Q))

+ o~
< C ”Aa(Ue,j) - ujIHL2(,O,T;LT(Q)) ||7]||H1(0,T;W1’°°(Q)) .

Im zweiten Summanden sind ebenfalls wegen der Voraussetzung an u und (4.7) die
Normen ||A5(U;j)||L7‘(SZT)7 lujll r(op) und ||V g2 (o) beschrinkt. Somit erhalten
wir wegen der Dichtheit von H'(0,T; W1h>(Q)) in LI (0, T; W4 (Q)) fiir j = 1,2 die
Existenz einer Konstante C' > 0, sodass

(A2l

sy T N5y ) IV gy 1T = ) o o vy
<Cllm- 77)||Lq’(O,T;W1=‘1'(Q)) :

Damit konnen wir mit (4.69) folgern, dass fiir j = 1,2

/T ((A(UF;) — u;T) Vu, V) dt
0

< C (HAE(U;]) - ujI|‘L2(’0’T;L7‘(Q)) ||ﬁ||H1(O,T;W1’m(S2)) + H(ﬁ_ n)HLQ’(O7T;WLQ’(Q)))

gilt. Da wir bereits in Lemma 4.4 gezeigt haben, dass fiir j = 1,2 die Funktion
As(U:j) in L2(0,T; L"(Q)) gegen u;,Z konvergiert, siche (4.23e), und zusitzlich der
Raum HZ2(0,T; W>(Q)) dicht in L2(0, T; W4 (Q)) liegt, finden wir wieder fiir jedes
beliebige £ > 0 eine Funktion 77 € H2(0,T; W1*°(Q)) und ein h > 0, sodass

T
/ (A=(UZ,) = wT) Vi, Vi) dt| <3 Vhe (0,h).
0
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Somit konvergiert dieser Ausdruck fiir » — 0 gegen 0 und (4.68b) ist gezeigt.
Mit den soeben gezeigten Punkten (4.68a) und (4.68b) konnen wir nun leicht die

Konvergenz der beiden Komponenten fiir 4,5 = 1,2, j # 4

T T
/ (A (UF)VUZLV () dt "= [ (u; Vg, Vi) dt und  (4.70a)
0

€,1?
0

T T
/ (A (UL )V (x0), ¥ (x"n)) dt 222 [ (u; Vo, Vi) dt (4.70D)
0 0

herleiten. Fiir die erste Konvergenz erhalten wir sofort wegen U;‘ , € L*(0,T; HY ()N
L™(Qp) fiv i, j = 1,2, j #1i

T
/0 (AE(U:i)VU;i,V (7rh77)) — (uj Vu,,n) dt

[ lwyvus, v ()
0

- (A(UFHvUt

K £,17

Vn) = (uj Vu;, V) | dt

T
<| [ (WEIVUL T (=)o) e
0

h—0

T
+ / ((A(UX) = uy) VU, V) dt| — 0,
0

wegen (4.68a) und (4.68b). Fiir die zweite Konvergenz (4.70b) setzen wir fiir u = 7"v,
wobei nach Voraussetzung v € H'(Q) N W1A(Q) fiir 8 > d. Wir sehen nun, dass im
Fall d = 1 wegen v € H'(Q) und in den Fillen d = 2,3 wegen v € W1A(Q) die
Abschitzung (4.50) anwendbar ist, woraus folgt, dass

L?(0,T; H'(Q)) fird=1
L2 (0, T;WHA(Q)) < L2 (0,T; H'(Q)) wegen 3>d>2 fiir d=2,3.

Insbesondere ist m"v € S* C H'(2), und da weiter [0, T eine beschrinkte Menge ist
und H*(Q) — L"(Q) gilt, haben wir ebenfalls v € L"(Q7). Damit erfiillt u = 7v
die Bedingungen fiir (4.68a) und (4.68b) und wir erhalten, dhnlich wie in der letzten
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Rechnung,

T T
| (w99 (wn)) = [ o) a
0 0

T
/0 [ (AE(U:i)V(Th’U), V(I—7")n)+ (u;V (I —=")v,Vn)

— ((A(US) = uj) V(x"0), V) ] dt

< /T (AE(U:i>V(7ThU),V (I—=")n) at|+ /T (u;V (I — ") v, Vn) dt

+

)

/O (A(UX) = uy) V(a"v), Vi) dt

(4.71)

wobei der erste und der dritte Summand wegen (4.68a) und (4.68b) gegen 0 konver-

giert. Fiir den zweiten Summanden erhalten wir fiir j = 1,2 wegen (4.52)

T
/0 (uy ¥ (1 =) 0, V0) dt| < llusll g IV (T =7 0l] o o 1901 20 -

(4.72)
Nun gilt wegen ¢’ > 2 klarerweise [|Vnl|r2(a.) < [IV0llpe @) < 10ll2e 0. 7w1.0 (0))-

AuBerdem wissen wir aus Lemma 4.4, dass u; € L"(Qp) fiir j = 1,2 liegt. Da aufler-
dem S" C W4 (Q) gilt, liegt die Funktion 7 ebenfalls in L9 (0, T; W14 (€2)), denn

sie ist unabhéngig von der Zeit, was

’ ’ ’
L R P J LS PR

liefert. Daher koénnen wir fiir (4.72) wegen des Konvergenzresultats aus (4.51)

/OT (u; V(I - 7rh) v, V) dt

<C H(I - Wh) ”HL@’(O,T;WM’(Q)) =20

schreiben. Damit konvergiert auch der zweite Summand in (4.71), womit auch (4.70b)

gezeigt ist.

Der Term fOT(VUJr V(r"n)) dt:

£,17

Wir wollen nun die Konvergenz einer weiteren Komponente aus (4.4) zeigen, némlich

T T
/ (VUL V (xn)) dt 2=% [ (Vus, Vi) dt (4.73)
0

£,1?
0

fiir i = 1,2 und n € L' (0, T; W4 (Q)). Im Prinzip ist die Beweisfithrung &hnlich wie

bei den letzten Punkten, denn wir betrachten wieder die Differenz fiir ¢+ = 1,2 und
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erhalten

T
/0 (VUL V (7"n) ) = (Vus, Vi)

/OT (VU:mV (I- Wh) n) —(V (U:Z — ), V)

(4.52) T
< e ||VU:1‘HL2(QT) IV (1 —=") 77HLq’(QT) + /0 (VUL = Vui, Vn) dt
< (H(Q)T)% :iHLz’(QT;Hl(Q)) H(I o Wh) TIHLG’(O,T;WW’(Q))

+

T
/O (VUZ, = Vu,;, Vi) dt

Da die L*(0,T; H'()) - Norm von UZ; wieder nach (4.7) beschriinkt ist, konvergiert
die erste Summe dank (4.51) gegen 0. Fiir das Integral bemerken wir, dass nach (4.23a)
U EJF , — u; in L2(0, T; H'(Q)) gilt, daher konvergiert insbesondere VU, ; ; schwach gegen

Vu; in L?(Q7). Damit verschwindet auch die zweite Summe fiir 4 gegen 0, und (4.73)
ist gezeigt.

Der Term fOT(Um, mhn)hdt:

Als néichstes wollen wir fiir n € L7 (0,7; W4 (Q)) und i = 1,2

T h 5 T
/ (Uesymn)" dt 2% / (us,m) dt (4.74)
0 0

herleiten. Wieder schétzen wir die Differenz nach oben ab, was

T h
A (U&‘,iaﬂ-hn) - (uia 77) dt

/O | (e n)" = (Ui mn) = (Uess (T = 7") m) + (Ueiom) = (wiym) | dt

<

+ /OT (Uei, (I —7")m) at

T h
A (Ua,iaﬂhn) - (Us,z‘ﬂTh??) dt

T
+/ (Uei —ugym) dt
0

(4.75)

liefert. Fiir den ersten Summanden verwenden wir, &hnlich wie zu Begin des Beweises,

den Punkt (3.7), was mit Hilfe der Holder-Ungleichung und 5 € L7 (0, T; W9 (Q))
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fir i = 1,2 zu

T h
/ (UE,i7 7Th77) - (UE,’i7 7Th77) dt
0

< Ch||Ueill Lo

T
< Ch/o HUs,iHLq HV (ﬂ'hn)Hm’ dt

(Qr) HﬂhnHLq’(O,T;th’(Q))
< ORIl ey 10z il 170l Lot 0. gy () < CB- (4:76)

<C wegen (4.7)

fithrt. Auf den zweiten Summanden kénnen wir wieder (4.52) anwenden, daher gilt

< ||1HLT(QT) ”Ue,i”]ﬂ(QT) ||(I - Wh) 77||Lq(QT)

/0 C(Uea (T =Y ) at

(4

7)
< of(r-=") HHL(I(O,T;WLG’(Q)) . (4.77)

Mit (4.76) und (4.77) erhalten wir also fiir (4.75)

T h
/0 (Ua,ia 7Th77> - (ulvn) dt

)

T
<C (h + (1 ==") ’iHLq(o,T;www))) + /O (Uesi — ugym) dt

wobei die erste Summe wegen (4.51) fiir h — 0 gegen 0 geht. Das Integral konvergiert
ebenfalls gegen 0, denn aus (4.23a) geht hervor, dass fiir ¢ = 1,2 U, ; schwach gegen
u; in L2(0,¢; HY(Q)) konvergiert, also insbesondere in L?(Qr). Das zeigt (4.74).

Der Term fOT()\E(U;i))\E(U;j),ﬂhn)hdt:

Um die Konvergenz von (4.4) gegen (4.55a) vollstindig zu beweisen, fehlt noch zu
zeigen, dass fiir n € L9(0,T; Wh4' (Q))

T T
/ MU AU) w ) dt 2% [ (ugg,m) (4.78)
0 ' 0

gilt. Zunéchst sehen wir, dass man wegen Punkt 4 aus Proposition 2.3
_ h _ h
A WUZDA(ULy) " n)" = (7" [A(UZ)] 7" AU )] 7" )

fiir 4,7 = 1,2, j # i, schreiben kann. Damit erhalten wir zusammen mit (4.54), der
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Verallgemeinerung von (3.7), dass

T
/0 Oz AUZ), 7 )" = (7 e (UZ)] 7" A (UZ)] )|

[@W&W;ﬂ )] atn)" - (e U] 7 e02)] 7)) at

€,

/H ) (0 0] ) 7

Y on e o) 20,230 V7" W]

LT(Q2r)

x ||7rhnHLtJ’(O,T;W1«‘I’(Q)) :

(4.79)

Fiir den ersten Faktor konnen wir den Spezialfall des Satzes von Bramble-Hilbert aus
(1.7) anwenden und erhalten zusammen mit (3.10b)

HMDmrﬂMMTmm /\v )|

/|ww AU + e D],

(3. 10b)

) - 2 _
& 19 Dz a1V o mincon

r>2 _ 2 _
< HUEsi||L2(O,T;H1(Q)) + ||7Th P‘E(Us,z‘)]

2
Lr(Qr)’

wobei wegen (4.7) die Normen ||U€_,i|\%2(0,T;H1(Q)) und ||7Th[,\E(U;i)}\|ZT(QT)
beschrinkt sind, daher finden wir eine Konstante C' > 0, sodass

2

7" AWz 0ot ) < € (4.80)

Da fiir jedes t € [0,T] die Funktion 77}1[/\E(U;r ;)| klarerweise in Sh ist, konnen wir fiir
den zweiten Faktor die Ungleichung (3.3) benutzen (da r € [1, 00]), womit wir

LT (Q2r) (/ Z HV?T ] L™ (k )dt)
KETMH

<c(/ > m [ ()] “WQ = On7! [ [A.(UZ;)]
RETH

il

|Va" [A(UT)]

5]

LT (QT)

(4.81)
erreichen. Somit kénnen wir in (4.79) mit Hilfe von (4.80) und (4.81) weiter abschétzen
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durch

hQHW[ UEl]HL?(OTHl(Q)) ||V7r B (U+)]

X HW 77||L<1’(0 T;Wha' ()
< Ch [ (202

L™(Qr)

2@y I ll ot o v sy < O

<C wegen (4.7)

womit wir fiir (4.79) in Summe

/OT Oz AWZ) )" = (7" U] 7 Pe(UZ)] )| | < Oh - (482)

bekommen. Als néchstes betrachten wir fir i = 1,2, j #4

T
| Pewa) o)) atn) = o) |

[ [ pewzal )] -2

= (" U2 7 e (UZ)] m) = (g |

T
[ 6 D) ) 1 o))

T
[ D) )] ) — ()] ]
0

was weiter mit (4.52) zu

< Hﬂ-h [)‘E(U;i)] HL2(QT) ||7Th [ (U+ )] L™(Qr) ||( )77||Lq’(QT)

T
| [ Dz a D)) ) — (s )] e,
0

(4.83)

nach oben abschiitzbar ist. Danach (4.80) sogar ||7"[Ae (UZ,)]|| 20,7517 (2)) beschréinkt
ist, ist sicherlich auch w"[A.(UZ;)] in L?(Qr) beschrénkt. Da ||7"[A(U2)]llL-(r)

e,

nach (4.7) ebenfalls beschrinkt ist, erhalten wir fiir den ersten Summanden in (4.83)

I7* Dl gy 17" A (02)]

L™ (Qr) H( )nHLII’(QT)

<cCl{I-=" (4.84)

M o 0. 0w1 2 -
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Fiir den zweiten Summanden bekommen wir durch Einschieben der 0 in Form von
(" AU ug,m) — (T AU ) ug,m) fir i = 1,2, j # i

|1 Dewz) 2 )] ) = g )

/OT (7" P(UD)] (7" (U] = 5) m) + (7" (U] = wi) wgm)] dt

(4.52)
< Hﬂh [/\E(U;Z-)]

LT(QT) Hﬂ-h I:)\E(U;:J)] - ujHLZ(QT) ||T]||LQ'(QT)

+ Hﬂ-h [)\E(UE_,Z)] - uiHLz(QT) Hui”LT(QT) ||77||L‘1'(QT)
und da nach (4.22) bzw. (4.7) H’]Th[)\E(U;,L')]”LT(QT) < C bzw. u; € L™({dr) weiter

S C <H7Th [AS(U;:j)] - ujHLz(QT) + ||7Th [)‘E(U;z)] - uiHLz(QT)) ||77||Lq’(QT) :

Wenn wir nun die Punkte (4.83), (4.84) und (4.2) miteinander kombinieren, bekom-
men wir die Existenz einer Konstante C' > 0, sodass fiir ¢ = 1,2, j # 4

[ [ D) o) wta) — Gy ] a

s C{ (1 - ") n||L‘1/(O7T;W1,q/(Q))

- (HWh P(UZ)] - ujHLQ(QT) +7" A (UZ)] - “iHLz(QT)> 170l Lo’ (0,010 (2))
(4.85)

erfiillt ist. Nun haben wir alle Mittel, um die Konvergenz von (4.78) zu zeigen, denn
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es gilt

/0 [(”h P‘E(U;iﬂ " P‘E(U;j)] =7Th’7)h - (”h [)‘E(U;z‘)] " [AE(U;]-)} 77}”7)

+ (7rh [)\s(U;i)] ah [Ag(U;j)] ,7rh77) + (uy uj,n)}‘

T
= /0 (“h [AE(U;)] " [AE(U::]')] ’”h”)h - (”h [/\s(U;i)} " [As(UeJ,rj)] v”hn) dt

T
| [ D)) 7 D) A 0) + )

und mit den gerade hergeleiteten Punkten (4.82) und (4.85)

S C |:h -+ || (I — '/Th) 77||L11'(0,T;W1'q/(9))

+ <||7Th [)‘E(U;,rj)] - uj||L2(QT) + Hﬁh [/\e(Ue_,i)} - ui||L2(QT)> ||77||L‘1'(0,T;W1='1'(Q)) .
Wieder verschwindet mit h — 0 der Term ||(I — 7rh)r]||Lq/(0,T;W1,q/(Q)). Auflerdem ha-
ben wir in Lemma 4.4 gezeigt, dass die Terme ﬂh[AE(Uii)] fiir ¢ = 1,2 stark gegen
u; in L2(0,T; L"(£2)) konvergieren. Wegen der stetigen Einbettung L?(0,T; L™(Q)) <
L2(0,T; L*(Q)) gilt dieses Konvergenzverhalten auch in L?(Q7), womit alle Summan-
den gegen 0 konvergieren. Damit ist schlussendlich auch (3.36) gezeigt.

Wir haben nun fiir alle Komponenten in (4.4) das Konvergenzverhalten untersucht.
Wenn wir daher alle gezeigten Konvergenzen (4.56), (4.70a), (4.73), (4.70b), (4.74)
und (4.78) auf die Gleichung (4.4) des Problems (P?7) anwenden, erhalten wir, dass

r

h

+ (AE(U:Z»)[VU:]. +b;V (7)), Vx) | dt

T
_ _ h
- / (U5 — Pide (U5) + 150 (UZ)A(UF), x) " dt
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fiir h — 0 gegen

dt

T

Ou;

/0 [<5;;, X> —+ ( [Ci —+ Qaiui —+ u]}Vul —+ Ul'V’U,j —+ bz-Vv, V’ﬂ)
q/

T
= / ([ts = yirws — yijug] g, m) dt
0
konvergiert. Damit ist der erste Teil (4.55a) des Anfangswertproblems bewiesen.

Die Anfangswerte u;(.,0) = u?(.) in (W9 (Q))":

Wir haben bereits in Lemma 4.4 gezeigt, dass u;(.,0) = u0(.) in (W9 ()" erfiillt
ist. Damit ist auch der Punkt (4.55b) gezeigt und somit das Theorem vollstindig
bewiesen.

O
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5 Numerik

In diesem Kapitel wollen wir kurz auf den in [2] fiir den Fall d = 1 verwendeten Algo-
rithmus eingehen. Es handelt sich dabei um einen iterativen Algorithmus, es werden
daher die Losungen U und U, der Gleichungen (2.46) in (P!7) fiir jeden Zeit-
schritt n = 1,..., N iterativ approximiert. Dabei wird in jeder Iteration ein lineares
Gleichungssystem gelost. Wir betrachten also folgendes Problem:

(Ph7.) Finde fiir gegebene Funktionen {U”'Y, Uy} € [S"]? und fiir k > 1 ein Paar

£,num

{Ug’lk, Ug’Qk} € [S")2, welches das lineare Problem

Tn

h
Un%k _ Unz—l B B .
( x) + ([ci +2a; A (U + AU Y VUL, vx)

n (AE(U"”H) [VU;;“ v biV(whv)} ,vx)

£,1
n,k n—1 n—1 n,k—1 h
= (U2 = Prade (U2 + 32 (U2 U2, X) (5.1)

fiir alle y € S" und i = 1,2, j # i 16st.

Um dieses Problem zu l6sen, setzen wir wie in [2] die Startwerte U 0 = Ugfi_l fiir
n > 1 und lassen die Iteration laufen. Sobald der maximale Abstand zwischen den
benachbarten Iterationsschritten einen gewiinschten Wert unterschreitet, also

n,k n,k—1
@axHUm —Ug,i H < tol
i=1,2 Loe

erfiillt ist, stoppen wir die Tteration und setzen UZ; = U’ ;k.

Wie kann man nun das Problem (P"7 ) einfach implementieren? Da das Problem
fiir alle Y € S” zu l6sen ist, bietet es sich an, die Basisfunktionen X; aus B" zu
verwenden. Falls wir ein Intervall & C R mit den Grenzen zy und xp, betrachten
und dieses in Np,-viele Teile zerlegen, so erhalten wir (N, 4+ 1)-viele Knoten xg = py <
p1 < ...<pn,—1 < PN, = xn, und somit auch (N}, + 1)-viele Basisfunktionen mit
X;(pi) = 5g fiiré,j = 0,..., Nj. Wenn wir also die Basisfunktionen in (5.1) einsetzten,
bekommen wir fiir jedes ¢ = 1,2 (N}, + 1)-viele Gleichungen.

Das Geschickte an dieser Vorgehensweise ist, dass die auftretenden Integrale in (5.1)
nur auf den Trégern der Basisfunktionen zu betrachten sind, welche fiir x; nur aus
den direkt anliegenden Intervallen [p;_1,p;41] fur j =1,..., N, — 1 bzw. [zo, p1] und
[pN,—1,%nN,] fiir j = 0, Nj, bestehen. Die Matrix, welche fiir ein ¢ = 1,2 durch die
(Np, 4+ 1)-viele Gleichungen entsteht, ist daher nur sehr schwach besetzt, was man bei

der Implementierung ausnutzen kann, um Speicherplatz und Rechenzeit zu sparen.
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Wir wollen fiir alle Experimente in diesem Kapitel Q = (0,3) und v = 1.5(z — 0.5)?
wéhlen. Auflerdem sei stets p;,7;; = 0 fiir 4,5 = 1,2, falls diese Parameter nicht

expliziet angegeben werden.

A: Diffusionskoeffizienten I

Fiir diesen Versuch betrachten wir fiir {2 eine dquidistante Zerlegung mit h = 1.5 x
1072, also N, = 200. AuBerdem setzen wir 7, = 7 = 1072, ¢ = 5 x 107° und
tol = 107°.

Wir wollen den Einfluss der Diffusionskoeffizienten a;, i = 1,2 auf das Wanderver-
halten der Populationen untersuchen. Dafiir setzen wir b; = ¢; = 1, u{(z) = 10,
u(r) = 20 und a; = 0, 0.1, 10 fiir i = 1,2. Die Graphen der Funktionen u; zum
Zeitpunkt ¢ = 5 sind in Abbildung 4.A zu sehen, wobei nach [2] die Populationen zu
diesem Zeitpunkt eine stationédre Losung annehmen. Man kann gut erkennen, dass
fiir kleine a; das umweltbedingte Potential grofien Einfluss auf den Verlauf der Popu-
lationen nimmt, wohingegen bei grofleren Werten fiir a; dieser Einfluss stets weniger

wird.

B: Diffusionskoeffizienten I1

Wir wihlen die Parameter h, 7, € und tol wie in Experiment A.

Nun betrachten wir den Einfluss der Diffusionskoeffizienten c¢;, ¢ = 1, 2. Dafiir setzen
wir a; = 0.01, b; = 1, u9(x) = 10, u3(z) = 20 und ¢; = 1, 10, 100 fiir i = 1,2 und
geben die Graphen der stationdren Losungen u; aus, siehe Abbildung 4.B (Die Zeiten,
zu denen stationéire Losungen gefunden werden, sind wieder aus [2] entnommen). Die

Resultate dhneln jenen aus Experiment A, was zu erwarten war.

35

a|:O [y TN c=1
P - e S i
0 s N a,=01|] , 5 =10
7 \ =10 P M c=100H
i i
9 1 SEeeieaa N
Bl o - (N - e v = S,
T S S R SR e
W———————————— =T ————— ] \\ e
~ -~ i
N i S TR
S Mo 15 ~o ~
L T, e \“-‘
10 ‘a._h\‘\__ 10 \
A: B
5 5
0 05 1 1.5 2 245 g o 05 1 15 = 24 3
Abbildung 4: A: Kurven mit den Werten a; B: Kurven mit Werten c¢;

Bemerkung 5.1. Es sei bemerkt, dass die in [2] verwendeten Parameter h, 7, e und tol

wesentlich kleiner gewéhlt wurden, was die Approximationen klarerweise verfeinert.
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Wenn man jedoch die erreichten Ergebnisse betrachtet, stellt man fest, dass die er-
zielten Resultate kaum von jenen in [2] abweichen.

Es gibt jedoch einen grofien Nachteil, welcher aus der Wahl der Parameter hervorgeht:
Der in [2] implementierte Algorithmus iiberpriift, ob stationire Losungen fiir i = 1,2
erreicht werden. Dabei wird fiir n > 1 kontrolliert, ob die erste Iteration U, E" ;1 zur Be-
rechnung des neuen Wertes U_"; wesentlich von dem vorherigen Wert U, E"Z_l abweicht.
Falls das nicht der Fall sein sollte, also

1 0
max HUEnl - U
i=1.21 & ;

oo < tol, (5.2)

fiir tols << tol gilt, so erkennt der Algorithmus dies als Erreichen einer stationéiren
Losung an und bricht ab.

Diese Methode zum Erkennen von stationdren Losungen wurde auch in den Expe-
rimenten A und B dieser Arbeit betrachtet, wobei man erkennen konnte, dass die
hier verwendeten Parameter nicht klein genug sind und daher fiir tols << tol das

Abbruchkriterium (5.2) nicht erreicht werden konnte.

C: Trennung der Spezien

Fiir diesen Versuch wurden exakt die gleichen Parameter wie in [2] gewihlt, also
h=10"27,=7=1032 ¢ =5 x 1077 und tol = 10~7. AuBerdem ist a; = 1,
az = 0.01, by = 40, by = 1 und ¢; = co = 1, sowie u{(x) = ud(z) = 10. Fiir
die in Abbildung 5.C dargestellten Graphen wurden wie in [2] die Losungen u; zum
Zeitpunkt ¢t = 1.5 ausgewertet.

Man kann gut erkennen, dass auf Grund des umweltbedingten Potentials und der
wesentlich schnelleren Fortbewegung der Spezies uy (by >> by) eine Aufteilung der
Populationen auf dem Gebiet Q2 stattfindet.

Bemerkung 5.2. Wie man in den Abbildungen 4 und 5.C erkennen bzw. durch nume-
rische Integration nachrechnen kann, bleibt bei den Experimenten A,B und C stets
die Flidche unter den Kurven gleich. Grund dafiir ist, dass wegen der homogenen Re-
aktionsterme p;,y; ; = 0 die Funktionen g;(u1, ug) fiir ¢,j = 1,2 gleich Null sind, und

daher Massenerhaltung vorliegt.

D: Inhomogene Reaktionsterme
Wir wihlen alle Parameter wie in Experiment A, aufler a; = 0.1 und ay = 0.05.

Auflerdem seien die Reaktionsterme p; = 1 und
[ 05 05
7701 01 )
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Laut [2] nehmen die Populationen zum Zeitpunkt ¢ = 100 stationire Losungen an.
Man kann nun in Abbildung 5.D erkennen, dass im Gegensatz zu den vorherigen
Experimenten die Flichen der Graphen sich mit der Zeit indern, was auf Grund der

inhomogenen Reaktionsterme plausibel ist.

L L L
a 0a 1 i} 2 28 3

Abbildung 5: C: Trennung der Spezien D: Reaktionsterme
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