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1 Einleitung

Die Duration gibt die durchschnittliche Kapitalbindungsdauer einer Kapitalanlage an
und dient zur Absicherung einer Investition gegen das Zinsanderungsrisiko.

Die Duration ist jener Zeitpunkt, zu dem der Wert eines Zahlungsstromes vor einer
Zinsdnderung mit dem Wert des Zahlungsstromes nach der Zinsdnderung tiberein-
stimmt, und ist unabhédngig von der Hohe der Zinsianderung. Der Zahlungsstrom ist
zu diesem Zeitpunkt also vor dem Zinsdanderungsrisiko geschiitzt. Diese wertvolle Ei-
genschaft wird zur Inmunisierung von Kapitalanlagen gegen das Zinsanderungsrisiko
verwendet.

Das Duration-Konzept wurde 1938 von F. Macaulay fiir festverzinsliche Wertpapiere
entwickelt, weshalb die Duration oft als Macaulay-Duration bezeichnet wird.

Ziel dieser Arbeit ist die Anwendung des Duration-Konzeptes auf die Spéatschadenre-
serve in der Schadenversicherungsmathematik und dessen Analyse von Auswirkun-

gen von Zinsdnderungen.

Bevor wir das Konzept der Duration auf die Schadenreserve anwenden, gibt Kapi-
tel 2 einen Uberblick iiber die Schadenreservierung bei lang andauernder Schadenab-
wicklung. Dieses Kapitel, das schon Thema meiner Seminararbeit im Wintersemester
2008/09 war, orientiert sich an Macks ,Schadenversicherungsmathematik” [9].

In einigen Versicherungssparten kann zwischen dem Schadeneintritt und dessen voll-
staindiger Regulierung eine grofie zeitliche Differenz liegen. Wegen der langen Ab-
wicklungsdauer muss, vor allem in der Haftpflichtversicherung, eine Spatschadenre-
serve gebildet werden. Im Laufe der Zeit wurden viele verschiedene Reserveschitz-
verfahren entwickelt, die alle versuchen, Informationen aus fritheren Schadenjahren
auf spitere zu iibertragen. In diesem Kapitel wird nur das Chain-Ladder-Verfahren
vorgestellt, das zu den wichtigsten Verfahren zihlt.

Im dritten Kapitel untersuchen wir die Auswirkungen von Zinsdnderungen auf den
Bar- und Endwert eines Zahlungsstromes und kénnen die Macaulay-Duration fiir all-
gemeine Zahlungsstrome herleiten. Anhand eines Beispiels wird ihre Anwendung als
Immunisierungsmoglichkeit erklart.

Wir lernen auferdem die modifizierte Duration kennen, die als Maf3 fiir die Zins-
sensitivitdt einer Investition verwendet wird und Auskuntft iiber die Hohe der Preis-
verdnderung bei einer Zinsdnderung gibt.

Diese Informationen stammen aus Uhlir und Steiners ,, Wertpapieranalyse” [14] und
Fabozzis ,Bond Markets, Analysis and Strategies” [5].



In Kapitel 4 fiihren wir die Informationen der letzten beiden Kapitel zusammen und
berechnen die Duration der Spatschadenreserve. Hierfiir stellen wir ein Modell fiir
das Abwicklungsdreieck der Schadenzahlungen auf, welches sich auch leicht im Pro-
gramm Excel umsetzen ldsst. Wir untersuchen die Eigenschaften der Abwicklungsfak-
toren und konzentrieren uns auf drei wesentliche Unterschiede im Abwicklungsver-
halten: die Abwicklungsdauer, die Hohe des Anteils der Schadenzahlung nach dem
ersten Abwicklungsjahr und die Kriimmung der Abwicklungsprozentkurve.

Zum Schluss dieses Kapitels versuchen wir die allgemeine Duration-Formel den Scha-
denzahlungsstromen anzupassen und zu vereinfachen.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit untersuchen wir die Auswirkungen von Zins- und
Volumsanderungen auf die Macaulay-Duration der Spatschadenreserve, wobei wir
die Analyse nach den obigen drei Abwicklungsverhalten gliedern.



2 Schadenreservierung und das Chain-Ladder-Verfahren

In diesem Kapitel werden der Vorgang der Schadenabwicklung und die daraus re-
sultierende Problematik der Spatschdden beschrieben. Fiir die Berechnung der Spat-
schadenreserve wurden viele verschiedene Verfahren entwickelt.

Die bereits bekannten Daten werden im sogenannten Abwicklungsdreieck dargestellt,
welches in Kapitel 2.1.2 beschrieben wird.

Das wohl wichtigste und bekannteste Verfahren ist das Chain-Ladder-Verfahren, das
im zweiten Teil dieses Kapitels vorgestellt wird.

Dieses Kapitel basiert hauptsdchlich auf Macks ,Schadenversicherungsmathematik”
[9] sowie ein paar Erweiterungen aus dem ,Handbuch zur Schadenreservierung” von
Radtke und Schmidt [13].

2.1 Schadenreservierung bei lang andauernder Schadenabwicklung
211 Problemstellung’

Nach dem Eintritt eines Schadenfalles muss der Versicherungsnehmer das Versiche-
rungsunternehmen tiber den Schaden und dessen Ursache informieren. Daraufhin
wird der Fall von Sachbearbeitern tiberpriift. Es muss gekldrt werden, ob der Versi-
cherungsnehmer zum Zeitpunkt des Schadeneintritts iiberhaupt versichert war und
ob der Schaden von der bestehenden Polizze gedeckt ist, nur dann unterliegt der Ver-
sicherer der Leistungspflicht. Wenn dies der Fall ist, wird die Hohe der Schadensleis-
tung ermittelt und es kommt zur Entschddigungszahlung an den Versicherungsneh-
mer und somit zum Abschluss der Schadenregulierung.

Es entsteht also eine zeitliche Differenz zwischen dem Schadeneintritt bzw. der Scha-
denverursachung und dessen vollstandiger Regulierung. In den meisten Versiche-
rungssparten dauert die Abwicklungszeit nur ein bis zwei Monate. In der Haftpflicht-
versicherung kann diese Zeitspanne jedoch auch mehrere Jahre betragen. Zwei we-
sentliche Griinde dafiir sind:

1. Spiite Manifestation: Oft werden Schaden erst lange Zeit nach ihrer Verursachung
bemerkt, weil sie nur unter bestimmten Gegebenheiten auftreten. Zum Beispiel
werden Fehler eines Architekten eventuell erst bei besonderer Belastung eines
Bauwerks bemerkbar, oder moglicherweise treten Fehler eines Notars erst bei
der Eroffnung eines Testaments auf. Die Haftpflichtversicherung deckt auch sol-
che Schédden, sofern die Polizze zur Zeit der Verursachung des Schadens in Kraft

war.

1vel. [9, Kap. 3.1.1,3.1.2,3.1.3]




2. Lange Regulierungsdauer: Selbst nach der Meldung des Schadeneintritts an den
Versicherer kann es lange Zeit dauern, bis die endgiiltige Schadenhthe bekannt
ist, da sie zum Beispiel vom Ausgang eines Gerichtsprozesses, von Kosten einer
langeren drztlichen Behandlung oder einer Reparatur abhingig ist.

Es gibt also zwei Arten von Schdden, deren Hohe zum Ende einer Abrechnungsperi-
ode noch nicht vollstindig bekannt ist, weshalb Versicherungsunternehmen Reserven
bilden miissen. Es wird unterschieden zwischen:

1. IBNR-Schdden: Die Abkiirzung IBNR bedeutet ,incurred but not reported” und
bezeichnet Schidden, die zwar schon verursacht bzw. eingetreten, dem Versiche-
rer aber noch nicht bekannt sind. Der Versicherer ist verpflichtet eine IBNR-
Schadenreserve zu bilden, falls solche Schidden erfahrungsgemifl zu erwarten
sind.

2. IBNER-Schiden: IBNER steht fiir ,,incurred but not enough reserved”. Dies sind
Schédden, die zwar dem Versicherer gemeldet, aber noch nicht vollstindig re-
guliert sind. Manchmal werden sie auch RBNS-Schidden (RBNS = reported but
not settled) genannt. Fiir diese Félle muss, basierend auf der verfiigbaren In-
formation des Einzelschadens und aus Erfahrungswerten, eine Einzelfallreserve
festgesetzt werden. Die Differenz zwischen den spéter tatsdchlich anfallenden
Kosten und der Einzelfallreserve kann ein Abwicklungsgewinn oder -verlust
sein. Nimmt die Schadenhohe im Lauf der Abwicklungszeit stirker zu als an-
genommen, so tritt ein Abwicklungsverlust ein. Ist aus Erfahrung mit einem
negativen Abwicklungsergebnis fiir den Bestand zu rechnen, wird eine IBNER-
Schadenreserve gebildet.

Im Folgenden wird fiir die zwei eben genannten Reservearten der Uberbegriff (Spét-)

Schadenreserve verwendet.

Die Schadenriickstellungen stellen in der Regel den grofiten versicherungstechnischen
Passivposten in der Bilanz einer Schaden- und Unfallversicherung dar. Deshalb ist die
Bestimmung und Bewertung dieser Reserven von wirtschaftlicher Bedeutung.

Wiéhrend die IBNR-Reserve Einfluss auf die Erstellung der externen Rechnungslegung
(Jahresabschluss und Lagebericht, die verdffentlicht werden) und die Pramienkalku-
lation, welche ja von dem vergangenen Schadenverlauf abhidngt, hat, ist die IBNER-
Reserve fiir die Pramienkalkulation und die interne Rechnungslegung (detaillierter
Bericht an die Versicherungsaufsichtsbehérde, der auf der externen Rechnungslegung



aufbaut) wichtig.2 Daher ist eine moglichst genaue Schitzung der Spatschadenreserve
erforderlich.

In vielen Liandern wird von den Aufsichtsbehorden verlangt, dass die Hohe der Spat-
schadenreserve, dhnlich wie die der Deckungsriickstellung in der Lebensversiche-
rung, von einem Aktuar beglaubigt wird.

Die Spidtschadenreservierungsproblematik betrifft den Riickversicherer in der Haft-
pflichtversicherung bei den hédufig vorkommenden Schadenexzedentenriickversich-
erungsvertrdgen stark. Hier tibernimmt der Riickversicherer jenen Teil der Schaden-
hohe eines Schadenfalles, der einen zuvor festgesetzten Betrag, die Prioritit, tiber-
steigt. Oft ist dem Erstversicherer bei der Meldung eines Schadens noch nicht be-
kannt, ob die Schadenhohe die Prioritét tibersteigen wird, und er kann deshalb dem
Riickversicherer am Ende eines Vertragsjahres nicht definitiv mitteilen, welche Be-
trage er ibernehmen muss. Fiir den Riickversicherer steigt daher die Spatschaden-
reservierungsproblematik enorm, da fiir ihn auch solche Schdden als IBNR-Schidden
zéhlen.

Fiir die Schdtzung der Einzelfallreserven wird kein mathematisches Verfahren benétigt,
sie beruht hauptsédchlich auf der Erfahrung des zustdndigen Sachbearbeiters und den
verfiigbaren Informationen tiber den Vorgang des Einzelfalls.

Aufgrund der entscheidenden Bedeutung der IBNR- und IBNER-Reserve sind fiir de-
ren Schédtzung hingegen einige mathematische Schitzverfahren entwickelt worden.
Sie alle versuchen, die Erfahrungen und Informationen friitherer Schadeneintrittsjah-
re auf spétere Anfalljahre zu tibertragen. Somit kann es jedoch auch passieren, dass
sie wegen Trend- oder Strukturdnderungen, die sich im Laufe der Zeit ereignen (z.B.
Anderungen in der Schadenregulierung, Zeichnungspolitik oder Rechtsprechung), ver-
sagen.

Deshalb nehmen wir an, dass im Verlauf der betrachteten Jahre keine solchen Trend-
oder Strukturbriiche stattfinden.

2.1.2 Das Abwicklungsdreieck®

Den meisten mathematischen Verfahren zur Berechnung der Spatschadenreserve liegt
das sogenannte Abwicklungsdreieck zugrunde, das sich folgendermafsen darstellen
lasst:

SeiSi, 1<i<I, k=1,2,..., derim Abwicklungsjahr k aufgewendete Betrag fiir im

2 vel. [6,S.593]
3 vel. [9, Kap. 3.1.4], [13, S. 7-12]



Anfalljahr i eingetretene Schdden. Das Anfall- oder Schadenjahr ist jenes Jahr, in dem
der Schaden eingetreten ist bzw. verursacht wurde. Das erste Abwicklungsjahr, k =1,
ist das Anfalljahr selbst, das zweite Abwicklungsjahr, k = 2, ist das dem Anfalljahr
folgende Kalenderjahr, usw.

Vom jiingsten Anfalljahr i = I sind nur die Schdden bekannt, die in diesem Jahr einge-
treten sind und gemeldet wurden. Von dem am lédngsten zuriickliegenden Anfalljahr,
i = 1, sind bereits k = I Abwicklungsjahre bekannt. Das erste Anfalljahr wird, wenn
moglich, so gewdhlt, dass es nach fachméannischer Einschdtzung nahezu vollstindig
abgewickelt ist, so dass die zukiinftigen Betrdge Si i1, S11+2,..., vermutlich alle
gleich Null sind.

Im Abwicklungsdreieck (Tabelle 1) sind nur die Betrdge S;x miti + k < I + 1 bekannt,
wobei die Zeilen die Anfalljahre i und die Spalten die Abwicklungsjahre k darstellen.

Abwicklungsjahre k
S11 S12 S1k Si,141—i - S11-1 SiI
o Su S» Sok Sot41—i -+ Spi-1
c . . . .
B
:2 Sin Si2 Sik Si1+1—i
<

Si+1-k1 Si41-k2 .- Si+1—kk

Si-11 Si-12

Tabelle 1: Das Abwicklungsdreieck

Die Parallelen zur Hypotenuse des Dreiecks entsprechen den einzelnen Kalenderjah-
ren (Sjx mit konstantem i + k). Zur entsprechenden Situation vor einem Jahr sind nur
die Werte Sp1, Sr—12, ..., Sr4+1-kk, ---, S11 der Hypotenuse (Diagonale) dazugekom-
men, die das letze Kalenderjahr betreffen.

Nach einem moglichen kurzen Anstieg zu Beginn der Schadenabwicklung nehmen
die Betrdge S fiir jedes Anfalljahr i mit wachsendem k tendenziell ab und werden
schlussendlich gleich Null sein, da Anderungen im Schadenstand nach langer Ab-
wicklungsdauer immer unwahrscheinlicher werden.

Unter der Annahme, dass nach I Abwicklungsjahren alle Schdden eines Anfalljahres
bekannt und vollstindig reguliert sind, bezeichnet

Si+ = Sin+Sp+...+5i
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den Gesamtschaden fiir Schadenanfalljahr i. Von S;, ist bis jetzt jedoch nur der Betrag
Sit +Sip + ...+ S; 1+1-; bekannt, der noch unbekannte Teil ist

I
Ri=S;110-i+Sijy3—i+...+S1= Z Sik fuir i=2,...,1.
k=I+2—i
Ziel der mathematischen Verfahren ist die Reserve R; fiir jedes Anfalljahr zu schitzen.
Die Reserve fiir das Kalenderjahr p ergibt sich durch folgende Formel:
I
Ry= Y Sipp1-i fir p=1I+41,...,2I—-1
i=p—I+1

Somit ist die gesamte Schadenreserve gegeben durch:

I I I 21-1
R=) ) Sk=)R=) R
i=2 k=I+2—i i=2 p=I+1

2.1.3 Die Daten*

Es gibt verschiedene Abwandlungen des Abwicklungsdreiecks, so steht hdufig an ei-
ner Stelle (i, k) der kumulierte Schadenstand C;x = S;1 + Sj» + ... + Sj; und nicht der
Zuwachs Sj. Die Zuwiéchse sind durch Sj = Cj — C;x_1 mit Cjp = 0 einfach zu be-
stimmen.

Datenarten

Aufierdem gibt es mehrere Arten von Daten, aus denen man ein Abwicklungsdreieck
bilden kann. Die zwei hdufigsten Datenarten sind:

e Schadenzahlung: Cj; beschreibt den bis einschliefslich Abwicklungsjahr k bezahl-
ten Schadenbetrag ohne Berticksichtigung der Einzelfallreserven. Dieser Betrag
kann als nichtnegativ angenommen werden (aufler bei Regressforderungen).

e Schadenaufwand: Cj stellt den bis einschliefslich Abwicklungsjahr k angefalle-
nen Schadenbetrag dar, d.h. die Summe aller Schadenzahlungen zuziiglich der
Einzelfallreserven. Negative Werte fiir Sj; sind moglich, zum Beispiel durch eine
Anderung der Einschitzung eines Schadenfalls.

Der Vorteil bei Verwendung der Schadenzahlungen als Eintrdge des Abwicklungsdrei-
ecks ist der, dass keine Schiatzungen getroffen werden miissen, wodurch die Daten zu-
verldssiger erscheinen. Ein Nachteil ist jedoch, dass sehr grofse Abwicklungsdreiecke

4 vgl. [9, Kap. 3.1.5,3.1.6,3.1.7], [13, S. 1-5]
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benotigt werden um den Endschaden schitzen zu konnen, da die endgiiltige Regulie-
rung mancher Schidden tiber 20 Jahre dauern kann.

Der Vorteil eines Abwicklungsdreiecks auf Basis des Schadenaufwands besteht darin,
dass durch die Einbeziehung der Einzelfallreserven die Grofienordnung der Jahres-
endschdden friiher erkannt werden kann.

Um jedoch zeitlich bestimmen zu kénnen, wann die Schadenzahlungen féllig sind,
gibt das Dreieck der Schadenzahlungen bessere Auskunft.

Es gibt noch viele weitere Moglichkeiten ein Abwicklungsdreieck zu bilden, etwa
aus Schadenzahlen, wie zum Beispiel ein Dreieck der gemeldeten oder der regulier-
ten Schdden. Um die Komplexitdt der Daten ausreichend gut darstellen zu kdnnen,
kénnen auch mehrere Abwicklungsdreiecke erforderlich sein.

Man sollte jedoch bedenken, dass die Wahl der Daten erheblichen Einfluss auf die Mo-
dellbildung und die Verfahrensauswahl hat.

Bestandsbildung

In der Schadenreservierung ist es wichtig, die Abwicklungsdreiecke fiir moglichst
grofle und homogene Teilbestdnde zu bilden, da einerseits Informationen, nach dem
Prinzip vom Ausgleich im Kollektiv, immer zuverldssiger werden, wenn sie auf mehr
Schidden beruhen. Andererseits kann es passieren, dass Informationen verloren ge-
hen, wenn Teilbestdnde zusammengefasst werden, die sich in ihrem Abwicklungsver-
halten unterscheiden. Mit einer Segmentierung werden Teilbestdnde so gebildet, dass
eine einheitliche Abwicklung der Schiden angenommen werden kann. Kriterien fiir
eine angemessene Trennung sind zum Beispiel Sparten, Untersparten oder Regionen.
Eine zu starke Segmentierung in zu kleine Teilbestdnde fiihrt jedoch zu einem sehr
volatilen Abwicklungsverhalten und daher auch zu Problemen bei der Anwendung
von Schitzverfahren.

Die Schatzung der Spatschadenreserve hdngt daher stark von der Wahl der Teilbestan-
de ab und ist keine rein mathematische Aufgabe.

Inflation

Bei der Bildung der Abwicklungsdreiecke spielen Kalenderjahreffekte wie die Inflati-
on eine wichtige Rolle. Selbst wenn wir annehmen, dass die Daten des Abwicklungs-
dreiecks bereits um die monetére Inflation bereinigt sind, ist das Problem der Inflation
dadurch nicht gelost. Oft wirkt eine sogenannte ,superimposed inflation”. Das heifst,
dass noch immer ein trendmaéfliiger Anstieg der jahrlichen Schadenzahlungen zu be-
obachten ist, der zum Beispiel durch Verdnderungen in der Rechtsprechung oder stei-

5vgl. [13,S. 4]
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gendes Anspruchdenken der Geschéddigten verursacht wird.

Reserveschitzverfahren nehmen eine Inflation, die in den Daten enthalten ist, als Spét-
schadeneffekt wahr und setzten diesen in nicht erkennbarer Hohe in die Zukunft fort.
Auf ein Abwicklungsdreieck wirkt auch ein Volumenmafi, das durch das Pramien-
volumen oder die Polizzenzahl gegeben sein kann. Da das Volumenmaf$ die einzel-
nen Anfalljahre betrifft und somit im Abwicklungsdreieck zeilenweise wirkt, kann
dadurch keine Inflationsbereinigung erreicht werden, da sich die Inflation kalender-
jahrweise, also in den Diagonalen auswirkt.

Wir nehmen im Weiteren an, dass die bis Abwicklungsjahr k bezahlten Schédden, al-
so die Schadenzahlen, die Basis der Abwicklungsdreiecke bilden. Aufierdem gehen
wir von einem homogenen Teilbestand mit inflationsbereinigten Daten aus und set-
zen die Unabhéngigkeit der Anfalljahre voraus.

Letztere Forderung kann problematisch sein, da sich Kalenderjahreffekte, wie zum
Beispiel Anderungen der Reservierungs- und Regulierungsmethoden, immer kalen-
derjahrweise, also diagonal, auswirken und somit jedes Anfalljahr beeinflussen. Man
sollte daher das Abwicklungsdreieck zu Beginn der Reserveschdtzung auf Kalender-
jahreffekte untersuchen und die Auswirkungen gegebenenfalls durch Weglassen oder

Gléatten der einzelnen Daten eliminieren.

2.1.4 Bedeutung der Schitzgenauigkeit®

Nicht zu vergessen ist, dass es sich bei der zu schdtzenden Spatschadenreserve um
eine Zufallsvariable handelt, bei der man sich natiirlich fiir ihren Erwartungswert in-
teressiert. Hier gilt jedoch nicht, wie bei der Pramienkalkulation, dass die Abweichung
des Gesamtschadens vom Erwartungswert relativ gering ist, da die Schaden mit lan-
ger Abwicklungsdauer nur einen kleinen Teil der Gesamtzahl aller Schdden bilden.
Da also die Schitzung des Erwartungswertes mit groflen Unsicherheiten verbunden
ist, ist neben der Punktschitzung fiir den Erwartungswert der Reserve eine Angabe
tiber die Genauigkeit dieser Schdtzung wichtig.

Auflerdem gilt, dass die Spatschadenreserve eine Prognose iiber mehrere Jahre bein-
haltet, was nochmals zu hoherer Unsicherheit fiihrt. Mit der Reserveschédtzung ist die
Bindung entsprechender Geldmittel verbunden, die spéter nicht einfach aus Pramien
des damaligen Portfolios aufgestockt werden kann, falls die Reserve zu nieder ange-
setzt wurde.

Ferner konnen zwei verschiedene Schatzverfahren nur dann verglichen werden, wenn
zumindest von einem die Genauigkeit der Punktschdtzung bekannt ist.

6 vel. [9, Kap. 3.1.8,3.2.5]
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Der Angabe der Schitzgenauigkeit kommt bei der Schadenreservierung also eine ho-
he Bedeutung zu. Sie sagt aus, welchen Informationswert die Punktschitzung hat.
Wir werden im Weiteren das Chain-Ladder-Verfahren zur Schitzung der Schadenre-
serve und auch eine Mdoglichkeit der Berechnung zur Schitzung und Genauigkeits-
messung der Spatschadenreserve kennenlernen.

Ziel ist, die Spédtschadenreserve R; fiir Anfalljahr i moglichst gut durch einen Schétzer
R; zu prognostizieren, wobei wir mit der (zur Varianz analogen) bedingten mittleren
quadratischen Abweichung als Genauigkeitsmaf’ arbeiten. Da die Unabhéngigkeit der
Abwicklungsjahre nicht gegeben ist, berechnen wir die bedingte mittlere quadratische
Abweichung, gegeben die Daten D des Abwicklungsdreiecks:

E((R; — R;)?|D)

Dagegen wiirde

E(R; - R;)* = E(E((R; - R))*|D))
die bisher bekannten Daten nicht berticksichtigen und somit noch iiber alle anderen
Datenmoglichkeiten mitteln. Zur genauen Berechnung siehe Kapitel 2.2.3.

2.2 Das Chain-Ladder-Verfahren

Das Chain-Ladder-Verfahren ist eines der dltesten und einfachsten mathematischen
Verfahren zur Schitzung der Schadenreserve, das heute noch eine wichtige Rolle spielt.
Das Verfahren ist verteilungsfrei’ und wird stochastisch modelliert. Dies erméglicht
die Angabe der Genauigkeit des Reserveschitzers.

2.21 Grundlagen®

Der Grundgedanke des Chain-Ladder-Verfahrens ist folgender: Wir lassen fiir jedes
Anfalljahr i einen individuellen Erwartungswert der Reserve zu, nehmen aber an, dass
die Aufteilung des Endschadens auf die einzelnen Abwicklungsjahre im Schnitt fiir
jedes Anfalljahr gleich ist.
Die in Kapitel 2.1.2 bereits kennengelernte additive Zerlegung des Endschaden des
Anfalljahres i

Cir=Sn+Sno+...+5i

schreiben wir nun in der multiplikativen Form

C:
Cil = Cil : Fi : Fiz Ceeet Fi,I—l/ wobei Fik = %:1
1

7 Verteilungsfreien Modellen liegt keine spezielle Verteilungsform zu Grunde.
8 vel. [9, Kap. 3.2.1,3.2.4]
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die multiplikative Zunahme des akkumulierten Schadenstandes Cj; von Abwicklungs-
jahr k zu Abwicklungsjahr k + 1 ist. Fiir diese Darstellung fordern wir, dass alle Scha-
denstdnde positiv sind, d.h. Cj; > 0, andernfalls wird die multiplikative Darstellung
statt C;; mit dem ersten Cj; > 0 geschrieben.

Wir haben, wie vorhin erwéhnt, die Annahme getroffen, dass die Aufteilung des End-
schadens auf die einzelnen Abwicklungsjahre im Schnitt fiir jedes Anfalljahr gleich
ist. Dies lasst sich so formalisieren, dass wir fiir die Zufallsvariablen F;; einen von
Anfalljahr i unabhédngigen Erwartungswert

E(Fy)=f, 1<i<I, 1<k<I-1

annehmen.

Die fi geben die durchschnittliche Erhéhung des Schadenstands von Abwicklungs-
jahr k auf Abwicklungsjahr k + 1 an und werden mittels des Cj-gewichteten arithme-
tischen Mittels

—k
Y Ciktt
= = 1<k<I-1 1)

I—k I—k
Y. Cik Y Cik
i—1 i—1

N

I—k I
121 CicFir
fk — 1= 1

aus den bis jetzt bekannten Schadenzahlungen, Cj; geschétzt. Das Chain-Ladder-Ver-
fahren wird durch die Eigenschaft, dass der Endschaden C;; durch

Ciir=Ciry1i frer-i--- fin, 2<i<I, )

bzw. die Reserve R; = C;j; — C; 141_; der einzelnen Anfalljahre i durch
Ri=Cirsr-i- (frgr—i- - frie1— 1) 3)

geschitzt werden kann, charakterisiert. Dass diese Darstellung moglich ist, wird spéter
gezeigt.

Die Prognose beruht lediglich auf dem aktuellen Schadenstand C; ;. 1_; des Anfalljah-
res i, wobei die vergangenen Schadenstidnde Cj, ..., C; j_; nicht beriicksichtigt wer-
den, was verwundernswert ist. Daher miissen einige, dem Chain-Ladder-Verfahren
zu Grunde liegenden Modellannahmen getroffen werden. Die erste Annahme besagt,
dass durch Ausnutzung friitherer Schadenstinde der Informationsgehalt der Scha-
denstinde nicht verbessert werden kann. Formal lautet diese Modellannahme:’

919, Kap. 3.2.4, S. 244]
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(CL1) Es gibt Abwicklungsfaktoren fi, ..., fi_1 mit
Cijet1 _ 2 : o .. ,
E(% [ Cu,o/Co) = fi 1<i<] 1<k<T-1, far Cy >0

oder gleichbedeutend E(C; 1 | Ci1, ..., Cik) = Ci fr-

Es ist also zu sehen, dass der bedingte Erwartungswert von C; ;1 nur von Cy, und
nicht von den vorigen Werten Cjy, . .., C; ;1 abhédngt.

Unter Verwendung des Satzes vom iterierten Erwartungswertm folgt aus (CL1)

C; G
£ (4) 2o 52 160))

was wieder unser eigentliches Modell [E(F) = f; darstellt.

Auflerdem verlangen wir:!!

(CL2) Die Anfalljahre {Cj1,...,Ci;}, 1<i<I, sind unabhingig.

Die Formulierung der Modellannahme (CL1) zeigt wieder, dass wir nicht [E(C;;) bzw.
E(R;), sondern vielmehr die bedingten Erwartungswerte [E(C;;|D) bzw. E(R;|D), ge-
geben die bisher bekannten Daten D = {Cj | i + k < I + 1}, schédtzen wollen. Die Be-
dingung auf die Daten D ist wesentlich, da einerseits die Unabhéngigkeit der Abwick-
lungsjahre nicht vorausgesetzt wird und andererseits die kumulierten Schadenstdnden
nattirlich immer voneinander abhéngig sind.

Dass die Chain-Ladder-Projektion (2) tatsdchlich auf dem Modell aus (CL1) und (CL2)
basiert, zeigt folgender Satz:!?

Satz. Unter den Annahmen (CL1) und (CL2) gilt

E(Ci1|D) = Ciy1—i - fie1—i----- fr-1, 2<i<L

10 Satz vom iterierten EW: E(X) = E(E(X|Z)) und E(E(X|Y, Z)|Y) = E(X|Y), [9, S. 192]
1119, Kap. 3.2.4, S. 244]
1219, Kap. 3.2.4, S. 245]
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Beweis. Mit der Abkiirzung D; = {Cjy,...,C;+1-i} gilt wegen (CL2) und durch wie-
derholte Anwendung von (CL1)
E(Ci|D) = E(Ci|D;)
E(E(Cif|Ci1,...,Ci1-1)|D;)

E(Ci-1f1-1|D;)
E(Ci1-1|Di) - fi—1

E(Cir41-iIDi) - fren—i----- fi1
= GCirv1-i frri-iv--- fr-1

O

Ein weiterer Satz zeigt, dass die benutzten Schétzer fiir f;,1-;-...- fj_1 verniinftig
sind:13

Satz. Unter den Annahmen (CL1) und (CL2) sind die gemif (1) berechneten Schiitzer fy
erwartungstreu* und unkorreliert mit

E(fre1—iv-- fio1) = fro1—i+ - fi-1.
Beweis. Wir zeigen zuerst die Erwartungstreue von f. Dazu sei
By ={Cjjlj <k i+j<I+1}, 1<k<IL
Dann ist wegen (CL2) und (CL1)
E(Cij+1|Bx) = Cicfr, 1<i<I—k,
und daher
B Y/ N E(Ciy1|Bx)

E(f|B,) = == = fi.
(fk| k) Z{;{(Clk fk

Das liefert

E(f¢) = E(E(fi|By)) = fi,
d.h. die f; sind erwartungstreu.
Weiter gilt fiir j < k

A A

Cov(fif) = Elfi —EF))(fk — E(f))]

E(fife) — fife
__—

13 ygl. [9, Kap. 3.2.4, S. 245f.]
14 £ ist erwartungstreu fiir f;, wenn E(f) = f gilt.
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weil

E(fifo) = E(E(fifx|By))
E(f; E(fi|Br))
= E(fi)fk
= Jif
gilt, d.h. die f; sind unkorreliert.

Der Beweis lisst sich analog auf beliebige Produkte paarweise verschiedener f; iiber-
tragen. O

Angesichts der Tatsache, dass f;_; und f; von denselben Daten Cyy,...,Cj_x ab-
hingen, ist die Unkorreliertheit der f; eher iiberraschend. Weiters gilt auch, dass die
Faktoren Fj fiir jedes feste Anfalljahr i unkorreliert sind, insbesondere sind also auch
aufeinander folgende Abwicklungsfaktoren F;;_; und Fj; unkorreliert. Deshalb soll-
te das Chain-Ladder-Verfahren nicht bei Portfolios angewandt werden, bei denen im
Allgemeinen auf einen eher hohen Abwicklungsfaktor ein niedriger folgt, oder umge-
kehrt.

Da Fj, = Cé'jk;l tiir Cjx = 0 undefiniert ist, wird hdufig

I—k
X [k . F,
o= BELE it By i=0 falls Gy =0
i—=1 “ik
an Stelle von I—k
f, = Lizt Cikit

I—k
Zizl Cik
verwendet, weil sonst f tiberschétzt wird, falls ein Paar (Cy, C; x4+1) mit Cj = 0 und
Cik+1 > 0 enthalten ist.

Nachdem man die Spatschadenreserve R; der einzelnen Anfalljahre berechnet hat,
kann die Gesamtreserve R mit

geschitzt werden.

Das Grundmodell des Chain-Ladder-Verfahren ist also leicht zu verstehen und auch
einfach zu implementieren. Das Verfahren wird hdufig benutzt, da es durch eine Ver-
danderung der Gewichte sehr flexibel ist und oft sinnvolle Ergebnisse erzielt werden.
Wenn allerdings zu wenige Daten vorhanden sind, das Abwicklungsdreieck also nicht
die volle Abwicklungsdauer enthélt, muss durch Extrapolation ein Tail-Faktor berech-
net werden um die Schadenreserven moglichst gut schdtzen zu konnen.
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2.2.2 Sensitivitit des Chain-Ladder-Verfahrens!®

Es gibt zwei heikle Stellen im Abwicklungsdreieck, die auch beim Chain-Ladder-Ver-
fahren zu beachten sind:

1. Das rechte obere Eck: Hier wird der Schitzer des letzten Abwicklungsfaktors f;_;
berechnet, der nur von einem Beobachtungswert S1; abhdngt. Mit
» G+ 51
Ji Ci1-1
wird die im &dltesten Anfalljahr beobachtete Verdnderung auf alle anderen An-
falljahre {ibertragen, selbst wenn der Wert untypisch ist.

2. Das linke untere Eck: Die Reserve fiir das jiingste Anfalljahr, R;, beruht nur auf
dem Wert aus einem Beobachtungsjahr, Cj;. In manchen Versicherungsbereichen
mit langer Abwicklungsdauer (vor allem bei Schadenexzedenten-Riickversich-
erungen) sagt der Zahlungsstand Cj; selbst am Ende des Anfalljahres noch we-
nig aus. Der Reserveschitzer R; = Cpy - (fi-...- fi1 — 1) fiir das jingste An-
talljahr beruht nun auf diesem unsicheren Wert. Im Extremfall C;; = 0, wird die
ganze Reserve R; zu R; = 0 geschitzt, was keinen Sinn macht.

Es ist moglich ein unplausibles Cj; zu korrigieren, indem man es durch den volums-
gewichteten Durchschnitt aller bisher beobachteten Anfalljahre

ersetzt, wobei v; das Volumen (d.h. die Anzahl der Risiken bzw. deren Gesamtversi-
cherungssumme oder das Pramienvolumen) von Anfalljahr i ist.
Sind mehrere der Erstjahresstinde C;; unplausibel, kann man sie durch Riickwarts-
projektion
Co = Ci,1+1—j

Jioooo i
aus den jeweils aktuellen Schadenstdnden schétzen.
Statt C;; kann man im Chain-Ladder-Reserveschitzer R; (3) durch v 141 ersetzen, wo-
bei 4; der Schétzer fiir die mittlere Erstjahresschadenquote ist:

6y = Y Cir1
YA i)

Diese Methode wird als Cape-Cod-Verfahren bezeichnet, mit dem auch die anderen

aktuellen Schadenstdande C;_15,C;_53, ... angepasst werden konnen.

15 vel. [9, Kap. 3.2.5]
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2.2.3 Genauigkeit des Chain-Ladder-Verfahrens'®

Auf Grund dieser Sensitivitdten wollen wir nun eine Formel fiir die Genauigkeit des
Reserveschitzers R; herleiten.
Ziel ist, die Spatschadenreserve R; fiir Anfalljahr i moglichst gut durch einen Schétzer

A

R; zu prognostizieren. Wir suchen nun den bedingten mittleren quadratischen Fehler
mse(R;) = E((R; — R;)* | D)
zwischen Schétzer und Prognoseziel, gegeben die Daten des Abwicklungsdreiecks

D={Cy|i+k<I+1}.

Wir benutzen den, fiir beliebige Skalare 4, giiltigen Verschiebungssatz zur Berechnung
der mittleren quadratischen Abweichung.

E(X —a)? = Var(X) + (E(X) — a)?
Die Verallgemeinerung auf bedingte Erwartungswerte lautet:
E((X —h(Y))*[Y) = Var(X|Y) + (E(X]Y) — h(Y))*.

Da die Reserve R; eine Funktion von D ist, R; = h;(D), weil sie aus den Daten berech-
net wird, gilt mit obiger Formel

mse(R;) = Var(R;|D) + (E(R;|D) — R;)*. 4)
Da wegen R; = Cjj — Cj 141-; und R; = Cif — Cj 11—
mse(R;) = E((R; — R;)*|D) = E((Cis — Ci1)?|D) = mse(Ciy)
gilt, ersetzen wir in obiger Gleichung R; durch C;; und erhalten:

mse(C;;) = Var(Cy|D) + (E(Ciy|D) — C;r)?
Zufallsfehler Schét;,fehler

Damit liefert der Verschiebungssatz die Zerlegung in die zwei Komponenten Zufalls-
und Schétzfehler.

Betrachtet man Gleichung (4), so kann man erkennen, dass [E(R;| D) die beste Prognose
von R; im Quadratmittel ist, da R; = IE(R;|D) den quadratischen Fehler minimiert.

Damit wir diese zwei Komponenten schitzen konnen, treffen wir eine weitere Modell-
annahme tiber die Varianz der Cj:!”

16 vgl. [9, Kap. 3.2.5]
1719, Kap. 3.2.5, S. 249]
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S g1 roportonalitatskonstanten o<, ...,07_, Imi
CL3) Es gibt Proportionalitdtskonstanten o7 2 | mit

. 2
Var(cgzl |ci1,...,cik) =&, 1<i< 1<k<I-1, fir Cg >0

oder gleichbedeutend Var(C; 11 | Ci1,...,Cix) = Cik 0']%.

Fiir eine genaue Berechnung benétigen wir Schétzer fiir o7

2 1 =k C] k+1 S ?
0f = ———— Cir | —4— — , 1<k<I-2
Ok I—k—1; L rem fr <k<
j=1 ]
Wie man sehen kann, erhélt man durch Minimierung von 67 bzgl. fr wieder den
Chain-Ladder Faktor f;. Wir bekommen durch die Formel jedoch keinen Schitzer fiir
oy—1. Falls fi_1 = 1 und unter der Annahme, dass nach I — 1 Abwicklungsjahren kei-
ne weiteren Schadenzahlungen mehr anfallen, kénnen wir 07_; = 0 setzen. Ansonsten
muss die Folge o4, . . ., 07_3, 07— um einen weiteren Term extrapoliert werden oder mit

Hilfe der Forderung

solange 07_3 > 07_» erfiillt ist, das heifst
A4
o
) . -2 A2
01_1 = Mmin _"2 ’ 0'173 ’
013

berechnet werden.

Dadurch kénnen wir nun einen Schitzer fiir mse(R;) herleiten:8

Satz. Unter den Annahmen (CL1), (CL2) und (CL3) kann der mittlere quadratische Fehler des
Reserveschiitzers R; des Chain-Ladder-Verfahrens durch

eR)P = T 6”3(1 . )
s.e.(R;))" = C; = | = T ==
Z S B e Z}j Cix

geschiitzt werden.

Beweis. Siehe [9, Kap. 3.2.5, S. 2501f.]

1819, Kap. 3.2.5, S. 249f ]
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Der Standardfehler s.e.(R;) ist die Quadratwurzel des Schitzers mse(R;), also gilt
(s..(R;))? = mse(R;).

Wir haben also jetzt in R; und s.e.(R;) Schitzer fiir Erwartungswert und Standardfeh-
ler der Schadenreserve R; fiir Anfalljahr i.

Die Gesamtreserve R = Ry + ...+ R; wird durch R = Ry + ... + R; geschitzt. Da
die R; nicht voneinander unabhéngig sind, weil sie tiber die Schitzer f;, 6y positiv
korreliert sind, konnen wir nicht einfach die quadrierten Standardfehler der einzelnen
Anfalljahre R; addieren, um den Standardfehler von R zu berechnen. Wir benotigen
folgenden Satz:'

Satz. Unter denselben Annahmen wie im vorigen Satz erhalten wir fiir den mittleren quadra-
tischen Fehler der Gesamtreserve R = Ry + ... + Ry den Schiitzer

(se.(R)* =) ((5-6-(Ri))2+ Cit ( i éjl) I_Zl 200/J¢ >

Tk
i—2 j=i+1 k=111-i 2p—1 Cnk

Beweis. Siehe [9, Kap. 3.2.5, S. 253ff.]

2.2.4 Beispiel?®

Um die Anwendung des Chain-Ladder-Verfahrens besser zu verstehen betrachten wir
folgendes Beispiel:

Bekannt sind die kumulierten Betrdge Cj fiir i +k < [ 4 1, wobei die Zeilen i =
1,...,6 die Anfalljahre und die Spalten k = 1, ..., 6 die Abwicklungsjahre darstellen:

Jahr1 Jahr2 Jahr3 Jahr4 Jahr5 Jahr6
2000 | 4370 6293 10292 12460 13660 14307
2001 | 2701 5291 7162 8945 9338

2002 | 4483 6729 10074 11142

2003 | 3254 5804 8351

2004 | 8010 12118

2005 | 5582

Tabelle 2: kumulierte Schadenstiande

Wir berechnen nun die Schétzer fk = 2{;{‘ Cik+1/ Zf;{‘ Cjx fiir die Ubergangsfaktoren:

1919, Kap. 3.2.5, S.253]
20 ygl. [9, Kap. 3.2.5]
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f1 2l fr | f5
1,588 | 1,488 | 1,182 | 1,074 | 1,047

Tabelle 3: Ubergangsfaktoren

Um die fehlenden Betrdge éi,k+1 tiir i + k > I + 1 zu berechnen, multiplizieren wir Cj
mit fk und erhalten:

Jahr1 Jahr2 Jahr3 Jahr4 Jahr5 Jahr6
2000 | 4370 6293 10292 12460 13660 14307
2001 | 2701 5291 7162 8945 9338 9780

2002 | 4483 6729 10074 11142 11971 12538
2003 | 3254 5804 8351 9874 10608 11111
2004 | 8010 12118 18028 21315 22901 23986
2005 | 5582 8864 13187 15592 16752 17546

Tabelle 4: kumulierte Schadenstiande fiir alle Zeiten

Schneller erhilt man die Endschiden mit C;; = Ciryi—i -flﬂ,i Cea -fl_l fur2 <i <1,

womit die Reserve fiir jedes Anfalljahr bestimmt werden kann durch

Ri=Cirpimi (freamiv oo fra—1):

Ri| Ry | Rs | Re | Rs | Re
0 | 442 | 1396 | 2760 | 11868 | 11964

Tabelle 5: Spatschadenreserven

Die Gesamtreserve R wird mit R = Ry + ...+ R; geschatzt:

A

R = 28430
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3 Das Duration-Konzept fiir Zahlungsstrome

Um einen Zahlungsstrom bewerten zu konnen, bendtigen wir das Barwertkonzept,
das im ersten Teil des Kapitels vorgestellt wird. Anschlieflend analysieren wir die
Verdnderungen des Barwertes bei Anderungen des Zinsniveaus. Dabei lernen wir,
dass es einen Zeitpunkt gibt, zu dem der Wert des Zahlungsstromes nach einer Zins-
dnderung mindestens so hoch ist, wie der urspriinglich geplante Wert. Dieser Zeit-
punkt wird als Macaulay-Duration bezeichnet. Der Zahlungsstrom ist dann also im-
mun gegen das Zinsdnderungsrisiko. Dieser Teil des Kapitels beruht grofiteils auf Uh-
lir und Steiners ,, Wertpapieranalyse” [14].

Die Duration wird nicht nur gerne als Immunisierungsinstrument verwendet (Kapi-
tel 3.3) sondern gibt auch Auskunft {iber die Hohe der Verdnderung des Barwertes
bei Zinsdnderungen, wie in Kapitel 3.4 ndher erklédrt wird. Diese Information stammt
hauptsédchlich aus Fabozzis ,Bond Markets, Analysis, and Strategies” [5].

3.1 Die Bewertung von Zahlungsstromen

Wir betrachten Zahlungsstrome c;, t = 1,...,n, deren Zahlungen nicht negativ sind
und in regelméafligen Abstanden erfolgen. Um einen Zahlungsstrom zu bewerten, miis-
sen alle Zahlungen zum gleichen Zeitpunkt betrachtet werden. Dazu nehmen wir an,
dass ihre Hohe zu Beginn des Betrachtungsraumes bekannt ist.

3.1.1 Das Barwertkonzept®!

Der Wert eines Zahlungsstromes zu t = 0 wird durch den Barwert aller Zahlungen
bestimmt. Mit dem Barwertansatz werden alle Zahlungen ¢;, t = 1,...,n durch Dis-
kontierung zum gleichen Zeitpunkt (t = 0) betrachtet. Hierfiir nehmen wir an, dass
bereits erfolgte Zahlungen wiederveranlagt werden. Fiir die Berechnung des Barwer-
tes spielt die Wahl der Zinsen eine wichtige Rolle. Es gibt zwei mogliche Zinsstruktu-

ren:

Flache Zinskurve

Von einer flachen Zinskurve spricht man, wenn alle Zahlungen mit unterschiedlichen
Laufzeiten dem gleichen Zinssatz r unterliegen. Der Barwert (engl. Present Value) des
Zahlungsstromes c; wird durch

PV — ct 5
Lt ®)

2l vgl. [14,S.7f., 19£.], [5, S.17f., 20f.]
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berechnet. Spitere Zahlungen werden stdrker abgezinst als frithere, wodurch sie kla-

rerweise einen niedrigeren Barwert haben (wenn die Auszahlungen c; gleich hoch
sind).
Zinst man den Barwert eines Zahlungsstromes auf T Perioden auf,

Ve=DPV-(1+1)T,

so erhdlt man den Wert des Zahlungsstromes zum Zeitpunkt 7. Zahlungen, die be-
reits vor T erfolgten miissen aufgezinst, Zahlungen nach dem Zeitpunkt 7, miissen
abgezinst werden:

Ct

Vi=) s

’ t_zl (1+r)t-7

Der Endwert (engl. Future Value) eines Zahlungsstromes ist
n

Ct

Nicht-flache Zinskurve

In der Realitdt hdngen Zinssdtze von Fristigkeiten der Zahlungsstrome ab. Eine Zins-
strukturkurve zeigt den Zusammenhang der Zinssitze r; und der Laufzeit der Zah-
lungsstrome t. Meistens ist der Zinssatz fiir Investitionen mit langerer Dauer hoher. Ist
das Gegenteil der Fall, spricht man von einer inversen Zinsstruktur. In beiden Fillen
stellen die Zinssétze eine gekriimmte Zinskurve dar.

Um den Barwert eines sicheren Zahlungsstromes zu berechnen, muss nun jede Zah-
lung mit einem anderen Zinssatz abgezinst werden. Bezeichne r; den Jahreszins (engl.
spot rate) fiir Zahlungsstrome mit Fristigkeit t. Unter der Annahme, dass alle Zinsséatze
bereits zur Zeit t = 0 bekannt sind, kann der Barwert wie folgt berechnet werden:

-y
= (1 -+ i’t)t

Stellt jedoch f; den Zins, der zwischen t und t + 1 bezahlt wird, dar (engl. forward

rate), muss jede Zahlung mit den passenden Zinssdtzen so lange abgezinst werden,

bis man den Wert zu t = 0 erhélt. Man erhailt folgende Gleichung fiir den Barwert:

n t—1 1
PV = Ct
B ey

Um den Zusammenhang erkennen zu konnen, betrachten wir ein einfaches Beispiel:
Sei der Zins fiir ein Jahr r; = 5% und der zwei-Jahres Zins r, = 6%. Nach einem Jahr
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ist 1 Euro (1 +r1) = 1,05 Euro wert. Hétten wir den einen Euro fiir 2 Jahre veranlagt,
hitten wir dann (1 + r,)? = 1,1236 Euro. Das ergibt ein Wachstum von 7,01% von
1,05 auf 1,1236 und stellt die forward rate f, dar. f, kann also durch

(1+1)?

L+ f2= (1+47r)

berechnet werden. Umgekehrt gilt:

(1+n)?=Q0+r)1+f)

Eine Investition fiir zwei Jahre wird also im ersten Jahr mit der spot rate r; und im

zweiten Jahr mit der forward rate f, verzinst.??

Der Einfachheit halber gehen wir im Folgenden immer von einer flachen Zinsstruk-
turkurve aus.

3.1.2 Stetige Verzinsung?®

Bis jetzt sind wir von jahrlichen Zinszahlungen ausgegangen. Wird ein Zahlungsstrom

Vo=PV- |14 —
m

fiir dem Wert zur Zeit n. r(") ist der jahrliche Zinssatz fiir eine Auszahlung jedes m-tel

m-mal im Jahr verzinst, gilt

Jahr. Fiir eine kontinuierliche Verzinsung, also m — oo, gilt

r(m) nm
Iim 14+ — =",
m—o0 m

My on
nm 1\’

lim <1 + r_c> = lim (1 + W) = e’

m—00 m m—00 =

Tc

da

Der Wert zur Zeit n ist also
V, = PV .¢'",

Damit die Verzinsung durch 7, r"™) und r, dquivalent sind, muss

(m)\ "
(147) = (1+r—> = e

m

22 vel. [3,S. 691.]
2 vgl. [14,S. 10£.], [10, S. 57]
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erfullt sein, was durch
rm = . ((1+r)%)—1> und  re=In(1+7)

gegeben ist. Weiters gilt
0<r<r™ <r<oo.

3.1.3 Eigenschaften des Barwerts?*

Der Barwert eines Zahlungsstromes hiangt von der Laufzeit, der Zahlungen und dem
Zinssatz ab.

Der Zusammenhang zwischen Barwert und Zahlungshohe ist eindeutig: Je hoher die
Zahlungen desto hoher auch ihr Barwert oder ihr Preis.

Eine wichtige Eigenschaft tiber den Zusammenhang von Barwert und Laufzeit ist:

Je weiter eine Zahlung in der Zukunft liegt, desto geringer ist ihr Barwert. Um den
Wert in der Zukunft erreichen zu kénnen muss heute weniger Geld investiert werden,
da der Wert durch Zinsertrége tiber eine lange Laufzeit stiarker steigt als iiber eine
kiirzere Laufzeit.

Ein Investor profitiert nicht nur durch die laufenden Zahlungen c; zut = 1,...,n,
er kann durch Wiederanlage (zum Zinssatz r) dieser Betrdge auch Zinsertrdge erwirt-
schaften. Dabei spielt die Hohe des Zinssatzes eine entscheidende Rolle:

o Bei einem hoheren Zinssatz, verbessern sich die Anlagebedingungen. Es muss we-
niger Kapital zu Beginn investiert werden, um einen bestimmten Endwert zu er-
reichen. Der (Bar-)Wert des Zahlungsstromes sinkt also auf Grund der starkeren
Diskontierung. Hingegen konnen hohere Zinseszinsen erwirtschaftet werden.

o Gegenteiliges ist bei einem kleineren Zins zu beobachten: Der Barwert steigt we-
gen einer schwécheren Diskontierung. Auflerdem ist mit niedrigeren Zinseszins-

ertrdgen zu rechnen, da sich die Reinvestitionsbedingungen verschlechtern.

Verdanderungen des Zinsniveaus wirken sich also gegenldufig auf den Barwert aus.
Diese Eigenschaft analysieren wir in Kapitel 3.2.2 genauer.

3.1.4 Nominal- und Realzins?®

Bis jetzt haben wir Zahlungsstrome mit dem Nominalzins bewertet, der die Wertstei-
gerung durch Zinsgewinne fiir ein Zeitintervall angibt (Nominalwert).

2 vel. [14, S. 16£.], [5, S.24f]
% vgl. [3, 5.72-75]
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Jedoch steigt der Wert nicht nur durch die Verzinsung, er verdndert sich auch wegen
der Inflation. Der Realwert berticksichtigt sowohl den Einfluss der Verzinsung, als
auch den der Inflation.

Der Zusammenhang zwischen Nominal- und Realwert zur Zeit t ist durch

Nominalwert;
(1+ Inflationsrate)!

Realwert; =

gegeben.
Wir kénnen auch zwischen dem Nominal- und Realzins unterscheiden. Es besteht fol-
gender Zusammenhang zwischen Inflationsrate i , Real- und Nominalzins:

1+r
1+rreaZ:Tn;mr
also )
eIt rtom o Teom—t
real 1+ 111 nom .

Der Realzins ist also der Nominalzins, der um die Wirkung der Inflation bereinigt
wurde. Mit ihm wird der tatsdchliche Wert des Kapitals berechnet.

Fiir die stetige Verzinsung gilt:

e'mom
elreal —

= pl'nom —i (6)

o
3.2 Die Duration von Zahlungsstromen

Ein Investor ist dem Zinsdnderungsrisiko immer ausgesetzt. Eine Zinsdnderung ver-
dndert nicht nur den Preis (Barwert) einer Investition, auch die Wiederveranlagungs-
bedingungen dndern sich. Wir interessieren uns nun fiir die Auswirkungen von sich
andernden Reinvestitionsbedingungen auf die zukiinftigen Werte und fragen uns, ob
es einen Zeitpunkt gibt, in dem der tatsdchliche Wert eines Zahlungsstromes mindes-
tens so grof ist wie der geplante Wert vor der Zinsanderung?2°

In diesem Kapitel werden wir uns mit dem Einfluss von Zinsdnderungen auf Zah-
lungsstrome beschéftigen und das Duration-Konzept kennenlernen.

3.2.1 Voraussetzungen?’

Fiir die Herleitung und Verwendung des Duration-Konzeptes miissen wir einige An-
nahmen treffen:

26 vel. [14, S. 70]
27 vgl. [14,S. 70, 81]
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e Es existiert eine flache Zinskurve.

e Es findet nur ein einmaliger Zinssprung unmittelbar nach Beginn der Investition
(t = 0") statt, der

e eine Parallelverschiebung der Zinskurve bewirkt (von r auf r + A).
e Investoren haben einen festen Planungshorizont.

e Zwischenzeitlich anfallende Zahlungen werden bis zum Laufzeitende wieder-
veranlagt.

e Es werden keine Betrdge vor Ablauf der Dauer enthommen.

e Es existieren weder Steuern noch Transaktionskosten.

Wir wollen die Duration allgemein fiir Zahlungsstrome herleiten und ihre Anwen-
dungsmoglichkeiten untersuchen. Um das Prinzip der Duration jedoch anschaulich
erkldaren zu konnen, wird uns der Begriff der Anleihe hdufig begleiten. Eine Anleihe
mit Nominalwert N, Kuponrate k und n Jahren Laufzeit hat folgenden Zahlungsstrom:

k-N t=1,---,n—1
Cy =
k-N+N t=mn

3.2.2 Der kompensatorische Effekt?

Wie wir bereits aus Kapitel 3.1.3 wissen, wirkt sich eine Zinsdnderung auf den heuti-
gen Preis (1) und die zukiinftigen Wiederveranlagungsbedinungen und damit auf den
Endwert (2) eines Zahlungsstromes aus. Wichtig dabei ist, dass eine Zinsdnderung ge-
genldufige Verdnderungen von (1) und (2) bewirkt.

Wir wollen nun untersuchen, ob sich die schlechteren Wiederveranlagungsbedingun-
gen bei einer Zinssenkung durch den steigenden Preis bzw. der niedrigere Preis bei
einem Zinsanstieg durch die besseren Reinvestitionsbedingungen bis zum Laufzei-
tende ausgleichen.

Wir nehmen dafiir an, dass sich unmittelbar nach Beginn einer Investition, der Zins-
satz von r auf r + A dndert. Fiir den Bar- bzw. Endwert des Zahlungsstromes gilt nach
der Zinsdnderung;:

n n

Ct Ct
PV =Y ——— bzw. FV*=
E(1+r+)\)f z t_zi(l+r+)\)f—”

28 vel. [14, S. 70-74]
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Fiir die Differenz der Bar- bzw. Endwerte vor und nach der Anderung gilt:
z 1 1
APV = Ct - -
Lo (e o)

n 1 1
AFV = Ct - —
L (o= o)

Diese Formeln verdeutlichen die gegenldufigen Auswirkungen einer Zinsdnderung
auf den Bar- bzw. Endwert. Steigt der Zins (A > 0), so ist APV negativ — der Barwert
(Preis) des Zahlungsstromes sinkt. Fiir eine Zinssenkung (A < 0) ist APV positiv — der
Preis steigt.

Fiir den Endwert eines Zahlungsstromes gilt hingegen: Mit einer Erh6hung des Zinses
steigt der Endwert, da AFV > 0 und umgekehrt. Folgende Abbildung verdeutlicht
dies:

160

140 A

120 A 120 +

100 - 100 -

B0 T T T T > BO 1 1 1 1 >

Abbildung 1: Wertverlauf bei Zinssteigung und Zinssenkung

Abbildung 1 zeigt eine Zinserhhung von 7% auf 12% (links) und eine Zinssenkung
von 7% auf 2% (rechts) fiir eine 10%-Kupon-Anleihe mit 5 Jahren Laufzeit.

Es gilt immer
sgn(APV) # sgn(AFV)

und somit gilt, dass eine Erh6hung bzw. Senkung des Preises bei einer Verdnderung
des Zinssatzes, durch die schlechteren bzw. besseren Wiederanlagebedingungen nicht
nur ausgeglichen, sondern sogar tiberkompensiert wird. Diese Eigenschaft ist unab-
hédngig von der Hohe der Zinsdnderung.

Betrachten wir noch einmal Abbildung 1, sehen wir, dass es einen (noch unbekann-
ten) Zeitpunkt (fp) gibt, zu dem der Wert des Zahlungsstromes vor der Zinsdnderung
gleich dem Wert nach der Zinsdnderung ist. Die Auswirkung der Zinsdnderung auf
den Bar- und den Endwert heben sich in tp also auf.
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Sei V; der Wert des Zahlungsstroms zur Zeit ¢ vor der Zinsdanderung und V;* der Wert
zur Zeit t nach der Zinsdnderung. Dann gilt zum Zeitpunkt tp

_ k
‘/tD - Vi’D/

also
n

= (1+7r)t-tp = (I+r+A)-ip

Durch umformen und logarithmieren erhalten wir:

n

n
Ct
(1+7) A+r+A)p. Yy —
i= ( t:Z{ (1+r+A)
h’l tgl (1+tr)t
o \h T ) In (B )
b= In <1+r+A> n <1+r+/\>
1+r 1+4+r

Auf Grund der Eigenschaft, dass bei einer Zinsdnderung eine Preisverdnderung durch
die Verdnderung der Wiederveranlagungsbedingung tiberkompensiert wird, miissen
sich die Wertfunktionen innerhalb der Laufzeit schneiden, unabhéngig von der Rich-
tung der Zinsdnderung. Es existiert also immer ein Zeitpunkt fp, in dem der ge-
plante Wert der Zahlungsstromes gleich dem tatsdchlichen Wert ist (=kompensatori-
scher Effekt). Der Zahlungsstrom ist zu tp unabhédngig vom Zinssatz, er ist also gegen
Zinsdanderungen geschiitzt.

Beispiel

Fiir eine Anleihe mit 10% Kupon, 5 Jahren Laufzeit, r = 7% und A = +1% erhalten wir
tiir den immunisierenden Zeitpunkt tp = 4,2121. Fiir A = —1% liegt der Zeitpunkt,
in dem geplanter und tatsdchlicher Wert iibereinstimmen, bei 4, 2288. Wir erkennen,
dass fiir A = £1% die Zeitpunkte nicht gleich sind.

Im néchsten Kapitel wollen wir die Berechnung dieses Zeitpunktes und die Auswir-

kung der Hohe der Zinsdnderung genauer untersuchen und eine Formel fiir {p herlei-
ten, die unabhéngig von der Hohe der Zinsdanderung ist.
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3.2.3 Herleitung der Duration-Formel?’

Aus Formel (7) erkennen wir, dass tp vom Barwert des Zahlungsstromes, des Zinssat-

zes und der Hohe der Zinsdnderung abhdngt, d.h. der kompensatorische Zeitpunkt

tp ist nicht fiir alle Zinsdnderungen gleich. Nun stellt sich die Frage, ob es einen Zeit-

punkt fp gibt, fiir den, unabhéngig von der Hohe der Zinsénderung, V;, = V; gilt.

Um erkennen zu koénnen, wie weit die Zeitpunkte tp fiir verschiedene Zinsander-

ungen variieren, untersuchen wir obige Anleihe mit r = 7% und zwei extremen Zins-
dnderungen (A = £5%). Mit Formel (7) erhalten wir folgende Werte fiir die Schnitt-

punkte der Kurven:

A tp
+5% | 4,1786
+1% | 42121
—1% | 4,2288
—5% | 4,2618

Tabelle 6: tp fiir unterschiedliche Zinsdnderungen

Abbildung 2 zeigt den Wertverlauf fiir die verschiedenen Zinsniveaus.

Vi &

140

120 A

100

Abbildung 2: Wertverlauf fiir unterschiedliche Zinssétze

Es fallt auf, dass der kompensierende Zeitpunkt tp fiir grofSere Zinsanstiege friither

eintritt bzw. immer spéter eintritt, je stirker der Zinssatz féllt. Diese Eigenschaft wol-

len wir weiter untersuchen:

2 vel. [14, Kap. 2, S. 75-80]
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Fiir den Zeitpunkt t = 4,2288 gilt V; = V;* nur bei einer Zinssenkung von 1%.

Bei einem Zinsanstieg gilt V; = V,* schon friiher. Also muss zu t = 4,2288 V;* bereits
grofser sein als V;.

Fiir den Fall, dass der Zinssatz in t = 0" mehr als 1% sinkt, gilt V; = V/* erst zu einem
spateren Zeitpunkt. Das heift, dass zu t = 4,2288 V" noch grofser als V; ist.

Wir erhalten also, dass V" > V, fiir t = 4, 2288 gilt. V; ist nur dann kleiner als V;*, wenn
der Zinssatz um weniger als 1% fllt. Dann gilt ndmlich V; = V;* schon vor t = 4,2288
und zu t wird ein schlechteres Ergebnis erzielt: V" < V;.

Abbildung 3 zeigt den Ausschnitt der Schnittpunkte aus Abbildung 2 vergrofiert und
verdeutlicht obige Gedankengénge.

149,85

3 K4 /
£ ="
149,8 e =

-7 X4 /,"
149,75 - - L

149,7 = -
' K4 /a
149,65 :/ -
.I t"
A
149,6 -
A . _,/"
L

149,55

149,5 -

149,45 5
7
149,4 /
.
.
.
149,35 :;’(
149,3 ' ' ' ' ' ' >

421 4,22 4,23 4,24 4,25 4,26 4,27
t

Abbildung 3: Schnittpunkte

Wir hdtten als Ausgangspunkt auch tp fiir eine Zinssenkung von nur 0, 1% wéhlen
konnen. Dann wiirden wir nur mehr fir A € (—0,1%,0%) ein negatives Ergebnis
erhalten. Wir wollen dieses Intervall immer weiter verkleinern und bilden daher den

Grenziibergang fiir A — 0:
In £V

lim —2V*
1+r4+A
A—0 In S

Fiur A — 0 ist wegen In(1) = 0 sowohl Zihler, als auch Nenner gleich 0, es ergibt
sich der unbestimmte Ausdruck 8. Da die Ableitungen von Zihler und Nenner exis-
tieren und die Ableitung des Nenners ungleich Null ist, konnen wir die Regel von De
I'Hospital anwenden, die besagt, dass

/

PV PV
t5(0) = lim 1“1_ PV _ Jim (Inpyr) W)/
A0 In A A0 <ln 1+r+/\>

1+r

gilt. Wir erhalten nun
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PV TRVIE

tp(0) = lim - - = lim -,
U v o e A0 TEE
mit ;
1 Ct
; 1+r+A)f+1 1+r+A£ (1+r+A)
Also gilt mit A — 0
n
1 1
) it (e o)
tD(O) = — 0 — t- .
& 1 —|—r pPv

Damit haben wir also einen Zeitpunkt gefunden, zu dem der Wert des Zahlungsstro-
mes nach einer beliebigen Zinsénderung (in = 07) mindestens so hoch wie der zu
t = 0 geplante Endwert ist:

Vi, = Vi

Fiir unser Beispiel mit der 10%-Kupon-Anleihe, 5 Jahre Laufzeit und r = 7% erhalten
wir tp(0) = 4,2205. Wie Tabelle 7 zeigt, gilt stets Vi > Vj,,.

A —5% —1% —0,5% +0% +0,5% +1% +5%
Vi, | 149,7114 | 1494271 | 149,4184 | V;, = 149,4155 | 149,4184 | 149,4270 | 149,7017

Tabelle 7: Werte im Zeitpunkt fp

Dieser besondere Zeitpunkt wird als Macaulay-Duration bezeichnet.> ,Im deutschen
Sprachraum findet man dafiir auch Bezeichnungen wie ,durchschnittliche Fristig-
keit”, ,,6konomische Laufzeit eines Zahlungsstromes”, , mittlere Selbstliquidierungs-
periode” etc.”3! Im Weiteren wird die Duration mit D abgekiirzt und wir schreiben D
statt tP:

(Zt 1+r )%

Die Duration ist also die Summe der gewichteten Zahlungszeitpunkte eines Zahlungs-

stromes. Dabei bilden die Barwertanteile der einzelnen zukiinftigen Zahlungen am

Gesamtbarwert,
et (147"t
PV ’
30 wurde 1938 von Frederick R. Macaulay entwickelt
31114, S. 78]

34



die Gewichte. Dies erklédrt auch die Bezeichnung , durchschnittliche Kapitalbindungs-
dauer”.

Ein Zahlungsstrom ist im Zeitpunkt D gegen Zinsdnderungen geschiitzt, da der Wert
nach einer Zinsdnderung mindestens so groff wie der geplante Wert (vor der Zins-
dnderung) ist. Das heifit, dass die Duration den Zeitpunkt der Immunisierung ge-
geniiber dem Zinsdnderungsrisiko darstellt.

Bevor wir auf diese wertvolle Eigenschaft der Immunisierung niher eingehen, unter-
suchen wir die Duration-Formel genauer.

3.2.4 Einflussfaktoren?

Wir wollen nun die Duration-Formel und ihre Abhédngigkeit von Zinsniveau und Dau-
er des Zahlungsstromes untersuchen.

Da die Duration als Summe der gewichteten Zahlungszeitpunkte eines Zahlungsstro-
mes dargestellt wird, und somit als mittlere Kapitalbindungsdauer interpretiert wer-
den kann, muss die Duration immer kleiner als die Laufzeit n des Zahlungsstromes
sein. Im Falle einer einmaligen Zahlung im Zeitpunkt T < n, tritt der immunisierende
Zeitpunkt genau dann ein, also D = T. Es gilt also D < n.

Wie wir bereits in Kapitel 3.2.3 gesehen haben, triff die Duration bei einem grofien
Zinsanstieg friiher ein. Es ldsst sich vermuten: Je grofier der Zinssatz, desto kleiner die
Duration. Wir priifen diese Aussage durch die 1. Ableitung der Duration nach r nach:

2
1 — 1 L —
——1r't 2 Ct(1—|—1’) t~PV—|——1r(t§1t'Ct(1—|—1’) t)

dr (PV)2

T
X

1

— ATEVE (Zt et (147) f) th (147)" th (1+7)"

dD :
t ; lmmer ne-

Da der zweite Term in der Klammer fiir n > 1 grofer als der erste ist, is
gativ. Daraus folgt, dass die Duration eines Zahlungsstromes fiir einen hoheren Zins-

satz kleiner wird und umgekehrt und somit wird obige Aussage bestétigt.

Eine zweite Eigenschaft, die bereits in Tabelle (6) aufgefallen ist, ist dass sich die Unter-
schiede der kompensatorischen Zeitpunkte D, selbst fiir relativ grofie Zinsspriinge, als
gering erweisen. Der Grund dafiir ist die relativ kurze Laufzeit des Zahlungsstromes.

32 vel. [14,S. 77,94, 96f.]
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Zinsdnderungen bei Zahlungsstromen mit ldngeren Laufzeiten wirken sich starker auf
die Duration aus, wie Tabelle (8) anhand einer Anleihe mit 10% Kupon verdeutlicht.

Duration | r 1% 5%  10%  20%
n
5 4,318 4,253 4,170 3,993
10 7,657 7270 6,759 5,722
15 10,568 9,600 8,367 6,183

Tabelle 8: Duration in Abhédngigkeit von Zins und Laufzeit

Bei kurzen Laufzeiten bewirken selbst sehr grofse Zinsspriinge kaum eine Verdnderung
der Duration. Im Gegensatz dazu fiihrt eine Zinsdnderung von 5% auf 10% fiir die An-
leihe mit 15 Jahren Laufzeit zu einer Verdnderung um 1,23 Jahre.

3.3 Duration als Zeitmaf3

Wie wir aus dem vorigen Kapitel wissen, kann fiir jeden Zahlungsstrom der Zeitpunkt
berechnet werden zu dem der Wert des Zahlungsstromes nach einer Verdnderung der
flachen Zinsstruktur nicht kleiner als der zu Beginn erwartete Wert ist. Diese Eigen-
schaft eignet sich als Instrument zur Inmunisierung von Zahlungsstromen gegen das
Zinsdnderungsrisiko.

Ob Immunisierung zu jedem Zeitpunkt erreicht werden kann, hiangt von der Verfiig-
barkeit am Markt ab. Da jedoch durch Portfoliobildung viele verschiedene Zahlungs-
stomstrukturen gebildet werden kénnen, kann so das Zinsdnderungsrisiko zu (fast)
jedem beliebigen Zeitpunkt ausgeschaltet werden.

3.3.1 Duration eines Portfolios>®

Wir betrachten ein Portfolio aus zwei Zahlungsstromen C! und C? mit unterschiedli-
chen Durations D; und D, und wollen die Duration des gesamten Portfolios berech-
nen.

Als Barwerte der beiden Zahlungsstrome erhalten wir

PV =Y o d Pr=Y G _
1= un 2 = ’
= (1+r)t = (1+r)t

3B vgl. [14,S. 81f]
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mit einer Duration von

n C} m C%
D Elt (1+r)f 4 D tglt (1+7)
T un A (8)
Der Barwert des Portfolios ist
max(n,m) Cl + C2
PVpr = Lt — PV, + PV,
t:Zl (1+7r)t
und die Duration
max(n,m) cl + 2 1
Dpr = gt SRt S : 9
PE ( t; (147 ] PVpr ®)
Aus den Formeln der Duration der einzelnen Zahlungsstrome (8) folgt
max(n,m) cl + n m 2
t L
5l = St ity
—D,-PV; —D,.PVs
und mit Formel (9) erhalten wir schliefslich:
PV; PV,
Dopr = .D -D 10
PE= By D1 + PV, D2 (10)

Wir erkennen, dass somit jede Duration zwischen D; und D; erreicht werden kann, es
reichen also zwei Zahlungsstréme aus, um zu jedem Zeitpunkt zwischen D; und D,
Immunisierung erzielen zu kénnen.

Die Duration eines Portfolios ldsst sich als Linearkombination der Durations der ein-
zelnen Zahlungsstrome darstellen. Dabei bilden die prozentualen Portfolioanteile der
Barwerte der einzelnen Zahlungsstrome die Gewichte.

3.3.2 Immunisierung®

Wenn ein Investor iiber sein Vermogen zu einem fixen Planungshorizont T verfiigen
will, kann er mit Hilfe der Duration, den Wert der Investition zum Zeitpunkt T gegen
Wertverluste aus Zinsanderungen schiitzen. So erhélt er am Ende des Planungshori-
zonts einen mindestens genauso hohen Wert wie den am Anfang erwarteten.

3 vel. [14, S. 82f.]
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Dafiir muss er sein Portfolio so wihlen, dass dessen Duration mit dem Planungshori-

zont iibereinstimmt. Die Inmunisierungsbedingung lautet also:
T=D

Wenn keine Anleihe mit D = T am Markt verfiigbar ist, muss er sein Geld in mindes-
tens zwei Anleihen mit D; < T < D, veranlagen. Aus Formel (10) erhalten wir die
Beziehung der Duration des Portfolios mit D; und D;:

DpF:ZU-D1+(1—ZU)'D2

w stellt den prozentualen Anteil von Anleihe 1 am Gesamtvermogen dar. (1 — w)%
wird in Anleihe 2 veranlagt. Durch diese variablen Gewichtsfaktoren kann die ge-
wiinschte Duration Dpr = T erreicht werden. Der bisher unbekannte Anteil w kann
durch

Dy — Dpr

= 11

berechnet werden. Es gilt: 0 < w < 1

Will der Investor in mehrere Anleihen investieren, ist w nicht mehr eindeutig be-
stimmt. Es gibt daher mehrere Moglichkeiten das Kapital zu veranlagen.

Das eben berechnete Portfolio ist im gewtiinschten Zeitpunkt T gegen eine Zinsdnder-
ung zu t = 0T geschiitzt. In der Realitét ist jedoch nicht sicher, wann und wie vie-
le Zinsdnderungen eintreten. Um auch hier den immunisierenden Effekt beibehalten
zu kdonnen, muss das Portfolio nach jeder Zinsdnderung entsprechend umgeschichtet
werden, sodass die Immunisierungsbedingung stets erftillt ist. Eine genaue Ausfiihr-
ung findet sich in Uhlir/Steiner, S. 85-90.

3.3.3 Beispiel fiir eine einmalige Zinsinderung>

Ein Investor besitzt 10 Stiick der Anleihe A mit folgenden Merkmalen:

Nominalwert: 100 Euro
Restlaufzeit: 8 Jahre
Kupon: 10%
Duration: 5,87

Der Zinssatz liegt bei 10%. Der Preis (Barwert) der Anleihe A ist 100 Euro, d.h. der
Wert seines Portfolios betrdgt 1.000 Euro. Dem Investor stehen weitere 3.000 Euro zur

% vel. [15,S.35-37 ]
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Verfiigung, die er veranlagen will. Er benétigt jedoch sein gesamtes Vermogen in 5 Jah-
ren und will das Portfolio fiir diesen Zeitpunkt gegen Zinsdnderungsrisiken absichern.
Er muss die 3.000 Euro also so anlegen, dass die Duration des gesamten Portfolios 5
ist.

Da nun 25% des Vermogens (1.000 von 4.000 Euro) in Anleihe A mit einer Duration
von 5,87 angelegt sind und wir eine Gesamtduration von 5 erreichen wollen, erhalten

wir mit Formel (10)
5=0,25-5,874+0,75-x

und somit x = 4,71. Das bedeutet, dass die 3.000 Euro so veranlagt werden, dass
der Zahlungsstrom die Duration 4,71 hat. Eine Anleihe mit genau der gewiinschten
Duration wird schwer zu finden sein, also muss ein Subportfolio gebildet werden.
Dazu stehen folgende Anleihen zur Verfiigung;:

Anleihe B Anleihe C
Nominalwert: 100 Euro 100 Euro
Restlaufzeit: 3 Jahre 6 Jahre

Kupon: 11% 5%
Marktpreis: 102,49 78,22
Duration: 2,72 5,23

Die Aufteilung der 3.000 Euro in Anleihe B und C lédsst sich mit Formel (11) berechnen:

5,23-4,71

Der Investor muss also 6,02 Stiick (= 20, 6% - 3.000/102,49) von Anleihe B und 30,46
Stiick (=79,4% - 3.000/78,22) von Anleihe C kaufen, dann hat die Duration des Port-
folios mit Anleihe A, B und C den gewiinschten Wert 5. Der Investor ist somit gegen
das Zinsdnderungsrisiko geschiitzt und muss mit keinen Wertverlusten rechnen.

3.4 Duration als Risikomaf3

Die Duration eines Zahlungsstromes wird nicht nur als Immunisierungsinstrument
verwendet, sie wird hdufig als Risikomafs interpretiert und dient als Mafsstab fiir Preis-
schwankungen.

Wir werden im folgenden Kapitel untersuchen, wie sich der Barwert eines Zahlungs-
stromes bei einer kleinen Anderung des Zinssatzes verdndert. Eine wichtige Aussage
dartiber kann mit Hilfe der modifizierten Duration (engl. modified duration) getroffen
werden.
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3.4.1 Preisschwankungen

Der Preis eines Zahlungsstromes (Barwert) verdndert sich in die entgegengesetzte
Richtung der Zinsdnderung. Die Preis-Zins-Kurve hat also folgende Form:

Preis

Zinssatz

Abbildung 4: Preis-Zins-Kurve

Tabelle 9 zeigt die Preise einer 10%- und einer 5%-Kupon-Anleihe fiir 5 und 15 Jahre
Laufzeit fiir verschiedene Zinssétze.

Preise der Anleihen mit
unterschiedlicher Kuponhohe und Laufzeit
Zins (%) | 10%, 5] 10%, 15] 5%, 5] 5%, 15]
5,00 121,65 151,90 100,00 100,00
6,00 116,85 138,85 9579 90,29
6,90 112,74 128,41 92,19 82,59
6,99 112,34 12743 91,84 81,86
7,00 112,30 127,32 91,80 81,78
7,01 112,26 127,22 91,76 81,70
7,10 111,86 126,25 91,41 80,99
8,00 107,99 117,12 88,02 74,32
9,00 103,89 108,06 84,44 67,76

Tabelle 9: Zusammenhang zwischen Preis und Zinssatz

Tabelle 10 gibt die prozentuale Verdnderung fiir die Anleihen aus Tabelle 9 fiir ver-
schiedene Zinsdnderungen, ausgehend von r = 7%, an. Auffallend dabei ist, dass:

1. Je grofler der Zinssprung, desto grofer sind die Preisschwankungen.

2. Fiir kleine Zinsdnderungen ist die prozentuale Verdnderung fiir steigenden und
fallenden Zinssatz ungefdhr gleich grofs.

36 vgl. [5, S. 59-62]
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Verdanderung der Preise (in %)

neuer | Anderung

Zins | in% | 10%,5] 10%,15] 5%,5] 5%, 15]
5,00 -2 8,33 19,31 8,93 22,28
6,00 -1 4,05 9,06 4,35 10,41
6,90 -0,1 0,39 0,86 0,42 0,99
6,99 -0,01 0,04 0,09 0,04 0,1
7,01 +0,01 -0,04 -0,08 -0,04 -0,1
7,10 +0,1 -0,39 -0,84 -0,42 -0,97
8,00 +1 -3,84 -8,01 -4,12 9,12
9,00 +2 -7,49 -15,13 -8,02 -17,14

Tabelle 10: prozentuale Verdnderung des Preises

3. Fiir grofle Zinsspriinge gilt obige Aussage nicht mehr. Bei einer gegebenen Hohe
der Zinsdnderung ist die prozentuale Verdnderung bei einem Zinsabfall grofier
als bei einem Zinsanstieg.

4. Die Hohe der prozentualen Verdnderung des Preises ist nicht fiir alle Zahlungs-
strome gleich. Es gilt: Je langer die Laufzeit, desto grofer ist die Preisvolatilitit.
Die prozentualen Verdnderungen steigen mit fallendem Kupon.

Die Giiltigkeit der Aussagen 2.-3. hiangt mit der Konvexitit der Preis-Zins-Kurve (Abb.
4) zusammen.

Um den Zusammenhang zwischen Hohe des Zinssatzes und Preisschwankungen ge-
nauer zu untersuchen, betrachten wir Tabelle 11. Spalte 2 zeigt den Preis einer 10%-
Kupon Anleihe mit 15 Jahren Laufzeit bei verschiedenen Zinssitzen. Der Preis nach
einem Zinsanstieg von 1% (=100 Basispunkte) steht in Spalte 3. Spalten 4 und 5 geben
die absolute und die prozentuale Verdnderung an.

Zins | Anfangs- neuer | Preis- Abfall
(%) preis Preis! | abfall in %
7 127,32 117,12 | 10,2 8,01
8 117,12 108,06 | 9,06 7,74
9 108,06 100,00 | 8,06 7,46
10 100,00 9281 | 719 7,19
11 92,81 86,38 | 643 6,93

! nach einer Zinserhthung um 1%

Tabelle 11: Preisverdnderungen fiir verschiedene Zinsniveaus
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Es wird deutlich, dass die Preisvolatilitit umso hoher ist, je kleiner der Zinssatz ist
und umgekehrt.

3.4.2 Modifizierte Duration®”

Wir wollen nun ein Maf fiir die Preisvolatilitdt eines Zahlungsstromes herleiten. Dazu
betrachten wir die erste Ableitung des Preises (PV) nach dem Zinssatz r:

n
PV =

; 1+r
dPVv ! 1 “oteg
dr ; 1-|—rt+1__1+r<t221(1+r)t>

Diese Gleichung gibt die ungefdhre Verdnderung des Preises bei einer kleinen Ver-
dnderung der Zinskurve an. Der Ausdruck in der Klammer stellt den gewichteten
Durchschnitt der Zeitpunkte des Zahlungsstromes mit den Barwerten der einzelnen
Zahlungen als Gewichte dar.

Wir erhalten die prozentuale Verdnderung des Preises, indem wir obige Gleichung
durch PV dividieren. Hier finden wir die, uns bereits bekannte, Macaulay-Duration D
wieder:

apv.1 1 it-ct 1
dr PV~ 14+r\=QQ+nr!) PV

Macaulay Duration

Wir erhalten somit

arv 1 1
dr PV 1+r b (12
Die Duration durch 1 + r dividiert ist als modifizierte Duration (M D) bekannt:
MD = b
1+7r

Daraus folgt

arv 1

TPV = —MD. (13)

Gleichung (13) zeigt den inversen Zusammenhang zwischen der modifizierten Dura-
tion und der ungefdhren prozentualen Preisverdnderung bei einer Zinsdnderung, der
auf die Form der Preis-Zins-Kurve zurtickzufiihren ist.

% vel. [5,S. 64-72]
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Prozentuale Preisverdnderung

Mutiplizieren wir beide Seiten von Gleichung (13) mit dr, erhalten wir folgende Be-
ziehung:

dPv

— _MD - 14
2% MD - dr (14)
Damit konnen wir die ungefdhre prozentuale Preisverdnderung bei gegebener Zins-

verdnderung berechnen.

Folgendes Beispiel soll dies verdeutlichen: Der Preis einer Anleihe mit 10% Kupon
und 15 Jahren Laufzeit ist 127,32 fiir ¥ = 7% (siehe Tab. 9). Die modifizierte Duration
ist % = 8,5088. Steigt der Zins auf 7, 10% (+10 BP), erhalten wir mit Formel (14) als
ungefdhre prozentuale Verdnderung —8,5088 - 0,001 = —0, 0085088 = —0, 85088%.
Aus Tabelle 9 konnen wir den neuen Preis (126,25) und aus Tabelle 10 die tatsdchliche
prozentuale Verdnderung von —0, 84% ablesen.

Analog erhalten wir —8,5088 - (—0,001) = 0,85088% aus Formel (14) und 0, 86% aus
Tabelle 10 fiir einen Zinsabfall von 10 BP auf r = 6,9%.

Fiir kleine Zinsdnderungen ergibt die modifizierte Duration also eine gute Approxi-
mation der prozentualen Preisinderung. Was passiert bei grofieren Zinsspriingen?
Nehmen wir eine Zinsdnderung von £2% an. Die approximierten Preisschwankun-
gen sind —8,5088 - (—0,02) = 0,17018 = 17,017606% fiir 5% und —17,017606% fiir
9%. Aus Tabelle 10 lesen wir 19,31% und —15, 13% fiir die tatsdchlichen Werte ab.
Vergleichen wir diese mit den approximierten Werten, sehen wir, dass sich bereits fiir
einen Zinsdnderung von 2% grofsere Unterschiede ergeben.

Auflerdem ldsst sich erkennen, dass die modifizierte Duration eine symmetrische Ver-
dnderung angibt. Wie wir jedoch aus Kapitel 3.4.1 wissen, ist dies nicht der Fall.

Die modifizierte Duration kann als approximierte prozentuale Preisverdnderung fiir
eine Zinsdnderung um 1% (100 BP) interpretiert werden, da

APV
—— =-MD=-MD 1%
PV

gilt.

Da zwischen der prozentualen Verdnderung des Preises bei einer Zinsanderung und
der modifizierten Duration ein enger Zusammenhang besteht, gelten die Eigenschaf-
ten (1.-4.) aus Kapitel 3.4.1 auch fiir die modifizierte Duration.

Nattirlich ist die Preisvolatilitdt (und die Zinssensitivitdt) umso grofier, je grofier die
modifizierte Duration ist.
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Absolute Preisverdnderung

Multiplizieren wir Gleichung (13) mit PV, erhalten wir
dPVv
dr
MD - PV wird als ,,Dollar Duration” (DD) bezeichnet und gibt die absolute Veranderung
des Barwerts bei einer Zinsdanderung um 1% (100 BP) an:

= —MD - PV.

DD = MD - PV (15)

Durch
dPV = —MD - PV -dr = —DD -dr (16)
konnen wir die absolute Preisverdnderung bei einer Zinsdnderung von dr berechnen.

Um die Genauigkeit der Approximation durch Formel (16) zu untersuchen, betrachten
wir die Anleihe aus obigem Beispiel. Die DD ist 8,5088 - 127,32 = 1083, 3726. Fiir eine
Zinserhohung auf 7,01% (1 BP) erhalten wir als Approximation:

dPV = —1083,3726 - (0,0001) = —0,1083373

Analog erhalten wir 0,1083373 fiir einen Zinsabfall um 1 BP. Aus Tabelle 9 kénnen wir
die tatsdchlichen Verdnderungen berechnen: —0, 10 (= 127,22 — 127, 32) fiir +1BP und
+0,11 (= 127,43 — 127,32) fir —1BP.

Fiir eine grofiere Zinsanderung erhalten wir 321, 6675 (—1083, 3726 - +0, 02) fiir £ 200
BP als Approximationen fiir die Preisverdnderung und —19,26 (+200BP) und +24, 58
(—200BP) aus Tabelle 9.

Dieses Ergebnis stimmt mit vorigem {iiberein, Gleichung (16) liefert eine gute Appro-
ximation fiir kleine Zinsdnderungen, fiir grofie ist die Anndherung jedoch zu ungenau.

Die Duration tiberschitzt die Preisverdnderung bei steigendem Zinssatz, der neue
Preis wird also unterschéatzt. Bei fallendem Zinssatz unterschéatzt die Duration die
Preisverdnderung, der neue Preis wird aber auch unterschétzt.

Der Grund fiir die ungenaue Approximation bei grofieren Zinsanderungen ist die kon-
vexe Form der Preis-Zins-Kurve. Die modifizierte und die Dollar Duration berticksich-
tigen diese Konvexitdt nicht.

3.4.3 Genauigkeit der Duration: die Konvexitit®®

Damit wir die Genauigkeit der Approximation der Preisverdnderung fiir grofie Zins-
dnderungen verbessern kdnnen, untersuchen wir die Konvexitdt der Preis-Zins-Kurve

B vel. [5,S. 72-81], [15, S. 48-55]
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genauer. Dazu zeichnen wir eine Tangente im Punkt r* ein. Diese Tangente stellt die
geschédtzte Preiskurve dar und ist durch die modifizierte Duration gegeben. Wir erin-

nern uns an
drPv 1

“dr PV
d.h. die Steigung der Tangente an die Preis-Zins-Kurve ist —-MD - PV.

—MD,

Preis &

tatsdchlicher
Preis

PV*

Abbildung 5: tatsdachlicher und geschétzter Preisverlauf

Abbildung 5 bestétigt unser Ergebnis aus dem vorigen Kapitel: Fiir kleine Zinsédnder-
ungen (12 und r3) liefert die Approximation durch die modifizierte Duration gute Wer-
te, fiir grofiere Zinsspriinge (1 und r4) wird die Anndherung jedoch immer ungenauer.
Auflerdem zeigt die Abbildung, dass die, mittels der modifizierten Duration, geschétz-
ten Barwerte immer unterschétzt werden.

Um die Approximation des neuen Preises mit Hilfe der modifizierten Duration zu ver-
bessern, miissen wir also die Konvexitdt der Preis-Zins-Kurve berticksichtigen. Dazu
betrachten wir die ersten zwei Terme der Taylorreihe:

dPV 1 d?PVv

_ v - 4 v 2
dPV = P dr + 5 e (dr) (17)
und erhalten durch Division durch PV
2
dPV dPV 1 gy l'dPV 1 (dr)2 (18)

PV dr PV 2 dr2 PV

Im ersten Teil dieser Gleichung erkennen wir die modifizierte Duration wieder. Wir
nutzen nun den 2. Term um die Approximation fiir die prozentuale Preisverdnderung

zu verbessern. Dabei wird
_d’PV 1

dr2 PV
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als Konvexitdtsmafs bezeichnet. Es gilt:

1 Dott+ 1) 1 Ht+1)e 1
dr? _V_; 1+rt+2 PV 1+r22 (147)t W

Wie wir sehen, wird in obiger Summe die Duration D mit (f 4+ 1) multipliziert. Daraus
folgt, dass mit zunehmender Duration auch die Konvexitét (sogar tiberproportional)
steigt.

Zusammengesetzt gilt:

drv

_ 1 2

Mit Hilfe der Konvexitidt konnen wir die prozentuale Verdnderung des Barwertes we-
sentlich genauer schitzen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Fiir unsere Anleihe aus dem vorigen Beispiel (10% Kupon, 15 Jahren Laufzeit und
r = 7%) erhalten wir folgende Werte:

Das Konvexitdtsmafs ist C = 103,5665, die modifizierte Duration kennen wir bereits:
MD = 8,5088.

Bei einer Zinsdnderung von 200 BP, von 7% auf 9%, erhalten wir nun als approximier-
te prozentuale Verdnderung —8,5088 - 0,02 + % -103,5665 - (0,02)> = —0,14947 =
—14,947%, im Vergleich zum Ergebnis aus dem vorigen Kapitel (—17,0176%) ist dies
eine deutliche Verbesserung der Approximation zum tatsdchlichen Wert von —15, 13%.
Auch im Fall einer Zinssenkung sehen wir, dass Formel (18) ein deutlich besseres Er-
gebnis liefert:

Bei einer Zinssenkung von -200 BP, von 7% auf 5%, erhalten wir als approximierte pro-
zentuale Verdnderung —8,5088 - (—0,02) + % -103,5665 - (—0,02)? = 19,088%. Dies
ist eine deutlich bessere Anndherung an den tatsdchlichen Wert, 19,31%, im Vergleich
zum Ergebnis nur aus der modifizierten Duration (+17,0176%).

Die Approximation der prozentualen Preisverdnderung durch die modifizierte Du-
ration liefert symmetrische Werte fiir Zinssteigungen und Senkungen. Fiir kleine An-
derungen im Zinsniveau lieferte sie gute Anndherungen.

Fiir groflere Zinsspriinge bemerkten wir allerdings, dass die Hohe des Preisverlustes
bei einer Zinserhthung kleiner war als der Gewinn bei einer Zinssenkung der glei-
chen Hohe - die Symmetrie ging verloren.

Durch Multiplikation des Konvexitdtsmafles mit (dr)? erhalten wir auch hier symme-
trische Werte, der entscheidende Unterschied ist jedoch, dass nun alle Werte, selbst bei
einer negativen Zinsverschiebung, positiv sind.

Durch Addition der zwei Terme aus Gleichung (19) wird der Preisverlust fiir einen
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Zinsanstieg vermindert und der Gewinn bei einer Zinssenkung verstarkt - die Sym-
metrie ist nun aufgehoben und die prozentuale Verdnderung des Barwertes kann we-
sentlich genauer geschitzt werden.

Gleichung (17) gibt die absolute Preisverdnderung an. Auch hier kann durch die Be-
riicksichtigung des sogenannten Dollar-Konvexitdtsmafies

d’Pv
dr?

eine bessere Anndherung an den tatsdchlichen Preis erreicht werden.

Abschliefiend betrachten wir Abbildung 6, die drei Tangenten an die Preis-Zins-Kurve
zeigt.

Preis

Zinssatz

Abbildung 6: Anderung der Duration bei Zinsinderungen
(Quelle: [5, S. 81])

Wir erkennen, dass der Anstieg der Tangente fiir grofsere Zinssétze flacher ist. Eine
Zinserhohung bedeutet eine kleinere Duration und auch eine kleinere Konvexitit, was
wiederum zu einer kleineren prozentualen Preisdnderung fiihrt (vgl. auch Tab. 11).
Fiir eine Zinssenkung, wird die Tangente steiler - Konvexitdt, Duration und damit
auch die prozentuale Preisverdnderung werden grofier.
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4 Die Duration der Spatschadenreserve

Nachdem wir uns in Kapitel 2 mit der Problematik der Spatschadenregulierung und
dem Chain-Ladder-Verfahren zur Schiatzung der zukiinftigen Schadenzahlungen be-
schiftigt haben und in Kapitel 3 die Duration-Formel und deren Anwendung kennen-
gelernt haben, wollen wir nun die Duration fiir Schadenzahlungsstréme berechnen
und ihre Besonderheiten in Kapitel 5 untersuchen.

Bevor wir die Berechnungen in ein Modell umsetzten, miissen wir einige Vorbereitun-
gen iiber das Abwicklungsdreieck, die Abwicklungsfaktoren und die Diskontierung
der Schadenzahlungen treffen.

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir die Duration-Formel aus Kapitel 3.2.3 den
Schadenzahlungen anpassen und eine Vereinfachung finden.

Doch zu aller erst beschéftigen wir uns mit der Frage, inwiefern die Duration in Ver-
sicherungsunternehmen eine Rolle spielt.

4.1 Duration-Matching

Das Duration-Konzept wird bei Versicherungen und Banken haufig im Asset-Liability-
Management angewandt. Unter ALM ist eine Aktiv-Passiv-Steuerung zu verstehen,
bei der es darum geht, Aktiondre und Versicherer gegen Zinsdnderungsrisiken ab-
zusichern. Mit dem sogenannten Duration-Matching soll erreicht werden, dass die
Wertdnderung des Vermogens bei einer Zinsdnderung der Wertschwankungen der
Verbindlichkeiten entsprechen, damit der Wert des Eigenkapitals unverandert bleibt
und immun gegen Zinsinderungen ist.>

Wir erhalten also folgende Forderung:

dPV,  dPV;
dr dr

Mit der modifizierten Duration ergibt sich:

MD, - PVy = MDy - PVp,
Durch Multiplikation mit 1 + r erhalten wir:
Dy -PVy = Dy - PV,

Wegen der Duration-Formel fiir Portfolios erhalten wir auch

PV; PVrk
Dy=—7—-D
A % L+ %

- Dk,

% vel. [4],[7,S. 10£]
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mit Gesamtvermdogen der Passiv-Seite V. Da PV, =V, gilt
Dgk = 0.

Das Eigenkapital ist also gegen Zinsdnderungen immun.

4.2 Abwicklungsdreieck und Schadenzahlungsstrom

Das Abwicklungsdreieck wird aus den tatsdchlichen Schadenzahlungen eines Versi-
cherungsunternehmens gebildet. Da uns keine echten Daten zur Verfiigung stehen,
miissen wir unser Abwicklungsdreieck der Schadenzuwaéchse Sjx nach einer Formel

konstruieren.

Die Schadenzahlung im ersten Abwicklungsjahr fiir das erste Anfalljahr, Sq;, bildet
unseren Anfangswert, der beliebig gewéhlt werden kann. Alle anderen Werte des
Schadendreiecks bauen auf ihm auf.

Wir nehmen an, dass die Schadenzahlungen jdhrlich wachsen (oder sinken) konnen,
was zum Beispiel auf eine steigende (oder fallende) Anzahl an Schdden zurtickzu-
fiithren ist. Mit dem Volumsfaktor v; fiiri = 1,...,I — 1 wird diese Verdnderung der
Schadenzahlungen der Anfalljahre beriicksichtigt. Wir erhalten die erste Spalte unse-
res Abwicklungsdreiecks durch:

Sﬂ:Sn-vi,l, i:2,...,1

Die Abwicklungsfaktoren fi, k = 1,...,I — 1 bestimmen die Hohe der kumulierten
Schadenzahlungen ab dem zweiten Abwicklungsjahr:

Co=Sn-fAfor- o fi-1s k>2

Die Schadenzuwichse konnen durch

Sk =Cik—Cixrc1=San-fifor- o fiea (fie1 —1), k>2
berechnet werden.

Wir konnen nun die Formeln zur Berechnung des Abwicklungsdreiecks der Schaden-
zuwdchse fiir i + k < I 4+ 1 aufstellen:

(511'7)1'_1 k:1,l:2,,I
Sy 1 1 =1, k=2,...,1
: o (feq — i=1,k=2,...,
S, = {51 ]131f] (fr—1—1) (20)
k—2
S1i-vier- I fj- (ko1 —1) i k=2,...,1
\ =
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Das Abwicklungsdreieck der kumulierten Schadenzahlungen Cj; fiir I Abwicklungs-
jahre ldsst sich wie folgt darstellen:

Abwicklungsjahre k
k=1 I-1
S11 Sufi ~ Sufifz2 - Sn Hlf] . S Hlf]
= =

Suvr Suvifi Suvifife

Anfalljahre i

S11v2 Suvefi Suvafife
S110i-1

511011

Tabelle 12: Das Abwicklungsdreieck der Schadenstdnde Cj

Wie wir aus Kapitel 2.2.1 (Formel (1)) wissen, lassen sich die Chain-Ladder-Faktoren
durch

Ik
_21 Cijet1
fo_=r _
fo =1 1<k<I-1
Y Ci
i=1

berechnen. Da wir annehmen, dass die Abwicklungsfaktoren f; fiir jedes Anfalljahr
i gleich sind, was bedeutet, dass jedes Anfalljahr das gleiche Abwicklungsverhalten
hat, erhalten wir

Ik k kK Ik
Y SnviaIlfi Sullfi- X via
| =1 | =

fe =

Ik 1 Ik = fi
YSuvia IIfi Sullfi- X via
i=1 j=1 1 i=1

Somit gilt Formel (20) nicht nur fiir S;; miti 4k < I +1 sondern auch fiir die geschitzten

zukiinftigen Schadenzahlungen Sj mit i + k > I + 1. Das vollstindige Abwicklungs-
quadrat der jahrlichen Schadenzahlungen sieht wie folgt aus:
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Abwicklungsjahre k
k=2
Sn Hlfj'(fkfl_l) o Sn I—[lfj'(flfl_l)
]: =

wn
—
—_

Anfalljahre i

S11vicr oo Suvia ITfi- (ki —1) - Suvig H1f] (fr-1—1)

k-2 1-2
S1191-1 ... S1101-1 H1f] (friea—1) ... Snora H1f] (fre1—1)
j= j=

Tabelle 13: Das Abwicklungsquadrat der Schadenzuwichse S

Mit Tabelle 13 konnen wir nun die Zahlungsstrome, die fiir die Berechnung der Dura-
tion der Schadenzahlungen benétigt werden, leicht ablesen.

Da die Nebendiagonale im Abwicklungsquadrat die Schadenzahlungen fiir das ak-
tuelle Jahr angibt, bildet die Summe der Zahlungen fiir das nédchste Kalenderjahr c;
des Zahlungsstromes. c; ist dann die Summe der Zahlungen fiir das iibernédchste Jahr,
usw. Es gilt:

I
ct= Y, Sipry1-kx t=1,...,1-1 (21)
k=t+1

Wie zu erkennen ist, gilt fiir alle Zahlungen Sz im Jahr ti +k =1+ 14t
Die Spitschadenreserve R kann durch

. I-1
R = Z Ct
t=1

berechnet werden.

Wir nehmen an, dass alle Schadenzahlungen die wihrend eines Jahres anfallen, erst
am Ende dieses Jahres ausbezahlt werden.

Die Konstruktion des Abwicklungsdreiecks mit Formel (20) liefert homogene Scha-
denzahlungen, die keine Inflation enthalten. Wir kénnen die Inflation jedoch bei der
Berechnung der Duration beriicksichtigen, wenn wir statt dem Nominal- den Realzins
als Diskontierungsfaktor verwenden (vgl. Kapitel 3.1.4).

4.3 Diskontierte Spatschadenreserve

Im Abwicklungsquadrat der Schadenzuwéchse aus Kapitel 4.2 sind die nichtdiskon-
tierten Schadenzahlungen dargestellt. Um die diskontierte Reserve R’ zu erhalten,
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miissen die jahrlichen Zahlungen ¢; mit dem Diskontierungsfaktor v' abgezinst wer-
den. Mit

I

/ t

ci= Y, Siiti1-kk 0 t=1,...,1—1
k=t+1

gilt
. I-1
R'=) c.
t=1

Wenn wir jedoch die bisherigen Schadenzahlungen auf das aktuelle Kalenderjahr mit
dem Aufzinsungsfaktor r aufzinsen, erhalten wir mit dem Chain-Ladder-Verfahren
die diskontierten zukiinftigen Schadenzahlungen und somit auch die diskontierte Re-
serve. Tabelle 14 zeigt die, auf das aktuelle Kalenderjahr, aufgezinsten Schadenzah-

lungen.
Abwicklungsjahre k
511 . 1”1_1 512 . 1’1_2 - Slk . T’I_k Sl,k—H . Vl_k_l 51’1_1 - r 51[
Spp - 1172 Sy - 1173 Sop - IR Sy g o rITR2 Sa1-1
Si—k1- 7 Sik2 ™1 Spgk-r S1-kk+1
Siv1k1 1 Sk 7™ Sk
Sp-11°7 S1-12
Sn
Tabelle 14: Das aufgezinste Abwicklungsdreieck
Mit den Modellannahmen aus dem vorigen Kapitel gilt:
k=2 o
S =Suvi1-[[fi- fema —1)- 77 g k<TI+1
j=1

Die kalenderjahrweise Diskontierung verdndert die Daten diagonalweise und wirkt
wie eine Anderung der Abwicklungsfaktoren. Es besteht folgender Zusammenhang
zwischen den Chain-Ladder-Faktoren des aufgezinsten Abwicklungsdreiecks f;, und
den bisherigen Chain-Ladder-Faktoren fy:
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S (ﬂ-l (A= D24 T Ger = D+ T (- 1>r1-k—1)
fi = = =

—2

511 . <1’1_1 + (fl — 1)1’1_2 + ...+ kH f] (fk,1 — 1)7’1_k>
]

2

+5110 - (1’12 + (fl - 1)1’173 +...+ kl:[1f] (fkfl _ 1)1’171{71 + kI:[if] (fk _ 1)7’1k2>
= j=

+511Z7 . (7’[2 + (f1 — 1)7’173 +...+ kI:[ij (fk—l — 1)1’1k1>
j=1

k—2 k—1
4+ .+ S1107 -1 - <7’k—|— (f1 —1)7’k_1—|—---+ rllf] (fk—l —1)1’—{— l—llfj (fk_1)>
J= J=

k=2
+.. 5101 (rk +(A-Drt+ o+ H1f] (fe-1— 1)7>
]:

kﬁlf] (fk - 1) : (rl_k_l +0o T’I_k_z + Uy rl_k_?’ + ...+ UI—k—l)
. +1
k—2
rk~(...)—|—(f1—1)rk—1-(...)+...—|—j131fj (fror —Dr- (..

mit (...) = (T o2 g bR )

k-1

]I:Tlf] (fr —1)
Tk k=i ,+1
X £I1 fi (fx—i=1) -7

1

1

Die Formel der Chain-Ladder-Faktoren f; gilt nur fiir unsere Annahmen an das Ab-
wicklungsdreieck. Wenn das Abwicklungsmuster nicht fiir jedes Schadenanfalljahr i
gleich ist, 14sst sich der Zusammenhang zwischen f; und f] nicht so einfach darstellen.

Wir erhalten den geschétzten diskontierten Endschaden durch Multiplikation der ak-
tuellen Schadenstinde mit den Faktoren f;:

A

-1
Cir=Ciryimi- ] fi, 2<i<I
k=I+1—i

Die diskontierte Reserve der einzelnen Anfalljahre i ist (vgl. Formel (3))
A -1
Ri=Cipmai-| JI f—-1)-
k=I+1—i
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Die Summe der Jahresreserven R/ ergibt die diskontierte Gesamtreserve R’.

Fiir die Berechnung der diskontierten Reserve miissen also die einzelnen Schaden-
zahlungen Sj fiir i + k > I + 1 nicht mehr berechnet werden. Wir benétigen nur die
aktuellen Schadenstinde und die neuen Chain-Ladder-Faktoren f;.

Da wir fiir die Duration-Formel jedoch die jahrlichen Zahlungsstrome bendtigen, fiih-
ren wir das Chain-Ladder-Verfahren wie gewohnt durch und zinsen die zukiinftigen
Zahlungsstrome erst fiir die Berechnung der Duration ab. Somit geht die zeitliche Ver-
gleichbarkeit der Schadenzahlungen durch die kalenderjahrweise Diskontierung auch

nicht verloren.4°

Die Wahl der Zinsen hat einen grofien Einfluss auf den Barwert der zukiinftigen Zah-
lungsstrome und somit auch auf die Duration.

Nach dem Unternehmensgesetzbuch durften Schadenriickstellungen nicht abgezinst
werden, sondern mussten in Hohe der endgiiltig erwarteten Verpflichtungen gebildet
werden.*!

Unter Solvency II werden Versicherungsunternehmen zu einer marktwertnahen Be-
wertung ihrer Vermogensgegenstidnde und Verbindlichkeiten aufgefordert. Fiir die
Bewertung der versicherungstechnischen Riickstellungen gilt nun, im Gegensatz zu
den bisherigen UGB-Regelungen, dass die zukiinftigen Zahlungsstrome mit einer ri-
sikolosen (zeitabhdngigen) Zinsstrukturkurve zu diskontieren sind. Dieser Zins wird
von EIOPA (europdische Aufsichtsbehorde fiir das Versicherungswesen und die be-
triebliche Altersversorgung) vorgegeben.42

Der risikolose Zinssatz spiegelt nur den Zeitwert des Geldes wider, das Ausfallrisiko

wird nicht mit einbezogen.*?

4.4 Besonderheiten der Abwicklungsfaktoren

Die Abwicklungsfaktoren f; bestimmen die Hohe der Schadenzahlungen der einzel-
nen Abwicklungsjahre und somit auch die Dauer der Regulierungszeit. Im Folgenden
werden wir 3 unterschiedliche Abwicklungsverhalten untersuchen.

Um aus den Abwicklungsfaktoren mehr Information ablesen zu koénnen, wollen wir
zuerst den Abwicklungsprozentsatz herleiten und erkléaren.

40 vgl. [11]

41¢211 Abs. 1 UGB
2yl [11],[12], [2]
Byel. [1,S.2]
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4.4.1 Abwicklungsprozentsatz

Sei py der Abwicklungsprozentsatz fiir das k-te Abwicklungsjahr, der angibt, welcher
Anteil des Gesamtschadens nach k Jahren bereits abgewickelt ist. Fiir das i-te Scha-
denanfalljahr gilt

Pk =~ (22)

also auch c
Cii-pr=Cyx und Cy=—%.
Pk

Fiir den aktuellen Schadenstand C; j41_; gilt:

Co Cirr1i
i=——:
Pr+1—i

Aus Kapitel 2.2.1 wissen wir, dass

I—i
Ci=Ciryi-i- |[ fi

j=I+1—i
gilt. Daraus folgt
1
Pre1i—i = —7p4/ (23)
L
j=I+1—i
Aus Gleichung (22) und (23) erhalten wir
Cik 1
= = Pr = s
C: -1
il 1—[ f]
j=k

diese Beziehung gilt fiir alle i, da wir fiir jedes Anfalljahr das gleiche Abwicklungsver-
halten annehmen.
Da wir annehmen, dass nach I Jahren alle Schdaden vollstindig abgewickelt sind, muss
p1 = 100% gelten.

4.4.2 Das Abwicklungsverhalten

Das Abwicklungsverhalten der einzelnen Versicherungssparten unterscheidet sich deut-
lich.

In der Analyse der Duration fiir Schadenzahlungsstrome (Kapitel 5) werden wir drei
Abwicklungsmerkmale genauer untersuchen: Die Abwicklungsdauer, die Hohe des
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Abwicklungsprozentsatzes nach dem ersten Abwicklungsjahr und die Abwicklungs-
geschwindigkeit, also die Kriimmung der Kurve der Abwicklungsfaktoren.

Abwicklungsdauer

Fiir unterschiedliche Versicherungssparten variiert die Dauer der Regulierungszeit.
Abbildung 7 zeigt drei Kurven fiir unterschiedlich lange Abwicklungsdauern. Sie ha-
ben jedoch gemein, dass sie zu Beginn ungefahr 40% des Gesamtschadens abgewickelt
haben. Links sind die Abwicklungsfaktoren f; und rechts der Abwicklungsprozent-
satz abgebildet.

Abwicklungsfaktoren Abwicklungsprozentsatz

b 4
20 4 100%

1
15 1 80% -

60%
P

40%

20%

Abbildung 7: unterschiedliche Abwicklungsdauer

Wie aus der Abbildung zu erkennen ist, ist die Abwicklungsdauer umso kiirzer, je
schneller die Abwicklungsfaktoren f; gegen 1 gehen. Fiir eine lange Regulierungs-
dauer bilden die f; eine flache Kurve, die langsamer gegen 1 konvergiert.

Wiéhrend Schdden in der Haushalts- und Gebdudeversicherung oder Kfz-Kasko-Ver-
sicherung meisten schon nach kurzer Zeit (2 — 4 Jahre) vollstindig abgewickelt sind,
kann die Regulierung von Schidden in der Kfz- oder Privathaftpflichtversicherung

mehrere Jahrzehnte betragen.*

Abwicklungshohe

Auch wenn verschiedene Sparten die gleiche Regulierungsdauer haben, kann die Hohe
der Schadenzahlungen stark variieren. Abbildung 8 zeigt unterschiedlich hohe Ab-
wicklungsfaktoren und deren Auswirkungen auf den Abwicklungsanteil zu Beginn
der Abwicklung.

4 yel. [8,S. 25]
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Abwicklungsfaktoren Abwicklungsprozentsatz
Pk

100% 7

BO%

60%

I 40%
20% A

Abbildung 8: Abwicklungshohe zu Beginn

Fiir die kleinsten Abwicklungsfaktoren in unserem Beispiel startet die Kurve des Ab-
wicklungsprozentsatzes weiter oben, d.h. dass bereits im ersten Abwicklungsjahr ca.
60% des Gesamtschadens bezahlt wurden.

Bei grofien Abwicklungsfaktoren istjedoch mit hohen Schadenzahlungen fiir die ndchs-
ten Jahre zu rechnen, der Abwicklungsprozentsatz ist also niedrig. Allgemein gilt:

Je kleiner die Abwicklungsfaktoren, desto niedriger die zukiinftigen Schadenzahlun-
gen aber desto hoher die Abwicklungsprozentsitze und umgekehrt.

Abwicklungskrimmung

Selbst wenn die Dauer und der Abwicklungsanteil zu Beginn zweier Kurven gleich
sind, muss das Abwicklungsmuster nicht dasselbe sein. Wie Abbildung 9 zeigt, sehen
wir rechts drei Kurven, die im gleichen Punkt anfangen und enden, sie unterscheiden
sich jedoch in der Kriimmung der Kurve.

Abwicklungsfaktoren Abwicklungsprozentsatz
Pk

20 1 100% 3

BO%

60%

40%

20% -

Abbildung 9: Kriimmung

Hier ist zu erkennen, dass der Grofiteil an Schadenzahlungen friiher bezahlt wird,
wenn sich die Kurve der Abwicklungsfaktoren schneller an 1 anndhert und somit stei-
ler ist. Die Schadenzahlungen sind in den ersten Jahren grofier, in den letzten Abwick-
lungsjahren werden nur mehr kleine Betrdge auszubezahlen sein.
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Wenn hingegen die Kurve der f; flacher ist, dann werden bis zum Ende der Abwick-
lungsdauer grofiere Betrdge auszubezahlen sein, die Abwicklungskurve ist weniger
gekrimmt und geht somit langsamer gegen 100%.

In der Unfallversicherung ist der erste Abwicklungsfaktor f; oft viel hoher als die
folgenden Faktoren. Die Zahlungen im zweiten Abwicklungsjahr sind somit hoher als
die der anderen Abwicklungsjahre. Der Grund liegt darin, dass der endgiiltige Invali-
ditdtsgrad und damit die Hohe der Schadenzahlung zu Beginn noch nicht feststellbar
ist.

Nach der hohen Schadenzahlung im zweiten Abwicklungsjahr ist in der Unfallversi-
cherung der Grofsteil der Schdden abgewickelt, es ist nur noch mit sehr kleinen Zah-
lungen zu rechnen.*®

In der Haftpflichtversicherung nehmen die Abwicklungsfaktoren hingegen nur sehr
schwach ab, weshalb mit einer langsamen Abwicklungsgeschwindigkeit zu rechnen

ist.46

4.4.3 Formel fiir die Abwicklungsfaktoren

Die Abwicklungsfaktoren Fj; wie auch die Chain-Ladder-Faktoren fk werden norma-
lerweise aus den bekannten Schadenstdnde berechnet. Fiir unser Modell benétigen wir
jedoch eine Formel fiir die Abwicklungsfaktoren f, (die, wie wir annehmen, fiir jedes
Anfalljahr i gleich sind) um das Schadendreieck nach Formel (20) zu bilden. Dafiir gibt
es mehrere Moglichkeiten:*”

e Exponentialfunktion: fy =1+ b-exp(—ak)
e Inverse Potenzfunktion: fy=1+0b-(c+k)™*

e Weibull-Funktion: f; = w

e Potenzfunktion: f; = at*

Wir werden uns im Weiteren hauptsdchlich auf die Exponentialfunktion konzentrie-
ren.

Die Abwicklungsfaktoren bestimmen den Schadenverlauf der nidchsten Jahre. Je gro-
3er die Abwicklungsfaktoren sind, desto grofSer sind klarerweise die zukiinftigen Zah-
lungen und somit auch der Endschaden.

4 vgl. [8,S. 108, 110]
46 vgl. [8, S. 108]
4718, S. 55]
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Mit f; < 1 erhalten wir negative Zahlungen, die aus Storno- oder Regressféllen folgen
wiirden. Wir wollen diesen Fall ausschlieflen und nehmen deshalb f; > 1 an.
Die Abwicklungsfaktoren nehmen im Lauf der Zeit ab, bis sie schlieslich eins errei-
chen und somit alle Schdden eines Anfalljahres vollstindig abgewickelt sind.

Um im néchsten Kapitel die Duration fiir verschiedene Abwicklungsmuster zu ana-
lysieren, wollen wir die Funktion der Abwicklungsfaktoren f; und der Abwicklungs-
prozentsitze pj und ihren Zusammenhang mit den Koeffizienten a und b untersuchen.
Betrachten wir

fkx =14+0b-exp(—ak), (24)

so ist zu erkennen:

e Je grofer a ist, desto kleiner sind die Faktoren f; und desto schneller konvergie-
ren sie gegen eins, d.h. desto schneller sind die Schdden vollstandig abgewickelt.

e Mit einem grofleren b werden auch die Abwicklungsfaktoren grofier, d.h. es ist
mit hoheren zukiinftigen Zahlungen zu rechnen. Also gilt: Je grofier b ist, desto
grofer sind die f; aber desto kleiner ist der bereits abgewickelte Anteil im ersten
Abwicklungsjahr. Eine Verdnderung von b wirkt sich jedoch nur minimal auf die
Abwicklungsdauer aus.

Abbildung 10 verdeutlicht dieses Ergebnis.

Abwicklungsprozentsatz

Abwicklungsfaktoren P 2 £
i k a groBer a kleiner

'Y
50 100%

b gr.

a ki b kI.T
a gr.

b kI

agr b gr.l

a ki

1,0 Ld 0% >
a groker a kleiner k k

Abbildung 10: Verdnderung der Koeffizienten

Um die Kriimmung zu untersuchen, werden wir die Exponentialfunktion und die in-

verse Potenzfunktion
fk:1+b'(C+k)_a (25)

tiir die Berechnung der Abwicklungsfaktoren verwenden und diese dann vergleichen.
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4.5 Darstellung des Modells in Excel

Mit den Annahmen, die wir bis jetzt getroffen haben, kénnen wir nun ein Modell
tiir die Abwicklungsdreiecke in Excel konstruieren, das die Duration des zukiinftigen
Schadenzahlungsstromes berechnet. Zur Wiederholung;:
S11 kann beliebig gewdhlt werden. Mit Formel (20) werden die Eintrdge des Abwick-
lungsdreiecks der Inkremente berechnet, aus denen die kumulierten Betrdge durch
Addition ermittelt werden konnen. Wir verwenden Formel (24) und (25) fiir die Be-
rechnung der Abwicklungsfaktoren, wobei a,b, c € R beliebig gewdhlt werden kon-
nen.
Fiir die Zu- oder Abnahme der Schadenzahlungen tiiber die einzelnen Anfalljahre
durch den Volumsfaktor und die Abzinsungsfunktion verwenden wir die Exponen-
tialfunktion mit

v; = exp(vi) und exp(—rt).

r stellt den risikofreien Zins (bei flacher Zinskurve) dar und wir als ,Nominalzins”, v
als ,, Volumen” beliebig eingegeben. Abbildung 11 zeigt die Tabelle der Eingabewerte.

Eingabewerte Formel
Bit £ 100,00
Volumen v 2% vi=e"
Abwicklungsfaktoren fj
Typ a 1300 1 f,=1+be™
1 b 1,60 2 f,=1+b(c+k)®
c 0,00
Zinssatz
nominal 5,0% gt
real 2.0%
Inflation u 3,0% Ty

Abbildung 11: Eingabewerte

Zu sehen sind noch zwei weitere Felder, die noch nicht erwdhnt wurden: die Inflation
und der Realzins. Da wir von einem inflationsbereinigten Schadendreieck ausgehen,
wird auch keine Inflation auf die zukiinftigen Schadenzahlungen tibertragen. Wir wol-
len spéter jedoch die Duration des Zahlungsstromes mit und ohne Inflation berechnen.
Wir nehmen eine konstante Inflation u an, die beliebig gewé&hlt werden kann. Der Real-
zins berechnet sich durch Nominalzins — Inflation.

Mit den Werten wird das Abwicklungsdreieck der Schadenzuwéchse und der Scha-
denstdnde gebildet. Abbildung 12 zeigt diese fiir I = 5.
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Zuwiachse 1 2 3 4 5

2007 100,00 43 61 17,07 5,20 1,4641
2008 102,02
2009 104,08
2010 106,18
2011 108,33

kumulierte Werte 1 2 3 4 5| Reserve
2007 100,00 143,61 160,67 165,87 167,3385 0,00
2008 102,02 146,51 163,92 170,7190 1,49
2009 104,08 174 1677 5,94

2010 106,18
2011 108,33

177 6862 2520
1812757| 7295

Abbildung 12: Abwicklungsdreiecke

Unter der Annahme, dass nach 5 Jahren alle Schidden vollstindig abgewickelt sind,
steht im Dreieck der kumulierten Werte im 5. Abwicklungsjahr der Endschaden des
jeweiligen Schadenanfalljahres. Die Differenz aus Endschaden und aktuellen Schaden-
stand ergibt die Reserve.

Wir kénnen nun die zukiinftigen Zahlungsstrome ablesen und deren Duration berech-
nen. Wie oben erwidhnt, sind diese Daten von der Inflation bereinigt und werden mit
dem Nominalzins abgezinst.

Wollen wir die Inflation in den Zahlungsstrémen c; berticksichtigen, miissen wir die-
se erst mit exp(ut) multiplizieren und dann mit exp(—rt) diskontieren. Das heift, wir
zinsen den urspriinglichen Zahlungsstrom mit dem Realzins r — u ab.

Abbildung 13 zeigt den Zahlungsstrom mit und ohne Beriicksichtigung der Inflation,
dessen Barwert und Duration.

Jahr 2012 2013 2014 2015 b Duration
ohne Inflation
g4 7227 2554 7,19 1,59 106,58 1,3964
BW 68,74 2311 6,19 1,30 99,34
mit Inflation
GE 74 47 2712 7,87 1,79 11124 1,4099
BW 70,84 24 54 6,77 1,46] 10361

Abbildung 13: Berechnung der Duration

In Kapitel 5 wollen wir die Auswirkungen von Anderungen der Eingabewerte auf die
Duration anhand dieses Modells analysieren.
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4.6 Anpassung der Formel fiir Schadenzahlungen
4.6.1 Macaulay-Duration

In Kapitel 3.2.3 haben wir die Formel fiir die Berechnung der Duration kennengelernt.
Diese lautet:

n
th~ct (1+7r)""
D=E

n
Yoo (14r)7t
t=1

Wir wollen diese Formel nun den zukiinftigen Schadenzahlungen anpassen und wenn
moglich vereinfachen. Wir erinnern uns an Formel (20) und (21) aus Kapitel 4.2:

I
Ct = Z SI+t+1—k,k t=1,...,1—-1
k=t+1

k—2
Sik = Su-via-[[fi-(frier—1)  iLk=2,...,1
=1

Setzen wie diese Gleichungen erstmals nur in den Zdhler der Duration-Formel ein,
erhalten wir:

-1 i
Dz = Y t-(1+n)7" Y Siri-kk

=1 k=t+1
-1 i k—2

= Y t-(+r)" Y Sucvg- [ (e — 1)
=1 k=t+1 =1
-1 It kit—2

= Y t-(A+r)" Y Suoks ] fi (fesemr—1)
=1 k=1 =1

-1 e ktt—2
tilf' (1+7)” ‘k21511 “U[_k- 1—[1 fi* (frpt—1—1)
(1) — = - =
DY = -1 I—t kt—2 (26)
YA+t Y Sucorg I1 fi- (frre1— 1)
t=1 k=1 j=1

Mit dem Wissen iiber den Zusammenhang von Abwicklungsfaktoren f; und Abwick-
lungsanteile pj aus Kapitel 4.4.1 konnen wir Gleichung (26) umschreiben. Aus

k—1
Siu-vik-[1fi = Crorrike = Crokins- Pr (27)
=1
k4t—2
H fi = Prk+t—1 (28)
j=k Pk
fer1—1 = Pk+t ~1, da fk:PkH
Pk+t-1 Pk
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folgt

v P = Pk+t — Pk+t—1
Dz = t-(1+7)" ) Crpyppr
t=1 — Pk
-1 | L
= t-(T+7r)"- Z Croks1,1 - (Prst — Prst—1)
=1 k=1

Die Duration kann also mit

-1 I—t
Y-+t 1;1 Crokt1,1 - (Prtt — Prst—1)

=
D= -1 I—t
El (1+7r)-t- k¥1 Croks1,1* (Pt — Prtt—1)

berechnet werden. Dieses Ergebnis ist nicht verwunderswert, da wir durch die Mul-
tiplikation von C;_gy1 ; mit (pxs+ — Pr++—1) den gewiinschten Zuwachs Cj_jq g1t —
Clk+1k+t—1 = S1—k4+1k++ erhalten.

Wir werden in Zukunft jedoch eine Formel verwenden, die auf S1; und nicht auf dem
Endschaden aufbaut. Mit Formel (27) und (28) erhalten wir:

I-1
Yot-(147)t Z Sy opg - B (Pkth_Pkthfl)

D@ = =L * n h 29)
— t
Y (1 + r)ft Y Sy vk Pk, (pk+t_Pk+t71>
t=1 k=1 P Pk

Setzten wir nun die Faktoren unseres Modells (Kapitel 4.5) in die neuen Duration-
Formeln (26) und (29) ein,

v; = e’ fi=14be ™" und e als Diskontierungsfaktor,

erhalten wir:

I-1 [t k-t—2 ,
Yotee ™ ¥ Sy e U T (14 bem ) - (e~ (kD)
p _ =t k=1 =i
1= It ktt—2 ,
Yoe Y Syp-ev U=k TT (14 be=@7) - (be—o (ktt-1))
=1 k=1 ]'f
=1 k-2 ,
Sll . b . e'Z)I"‘a . Z t e T"‘a Z e~ U+ﬂ . H (1 + be_u])
— = j=1
N k-+t—2 .
Sll .b- ev[-‘rll . Z e~ I’-Hl Z e~ v—l—a . H (1 + be_a.])
j=1
=1 k-2 ,
Z t . e T+ﬂ Z e U+ll . (1 + be_a])
- i=1
N = — (30)
Z e~ t(r+a) Z e—k(zH—a) . H (1 + be*”']')
k=1 j=1
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und

=r It (I-k) . 1
Yot-e7" Y 511067 'a'(pk-l-t_pk"’t_l)
p@ — =l =l
I-1 I-t
Z et Z Sll . gU(I_k) . N (Pk+t - pk+t71)
t=1 k=1 4

I—t
e Y e (Pt — Prgi—1)

Si1 el pl
! k=1

-1

Yt

=1
-1 I—t

1 _ _

S1q - e?l- o tzl et kzle K (Pht — Prti—1)

S
El t-e 'kzle (Prtt — Prre—1)

- 14 1; (31)
Yoe ey ek (prpy — Prer—1)
=1 k=1

Diese Darstellungen (Formel (30) und (31)) der Duration-Formel gelten nur fiir unsere
Modellannahmen und nicht fiir den allgemeinen Fall.

Die neuen Formeln vereinfachen die Berechnungen, da weder das Abwicklungsdrei-
eck der Zuwichse noch das der kumulierten Werte berechnet werden muss.

4.6.2 Konvexitat

Aus Kapitel 3.4.3 kennen wir die Formel fiir das Konvexitdatsmaf3:
_d*PV 1
~ dr2 PV

Aus den obigen Formeln fiir die Duration kénnen wir den Barwert des Zahlungsstro-
mes ablesen:

-1 It k+t-2 ,
Sy-b- eVl ta . Z p—tlr+a) Z p—k(o+a) H (14 be™ )
t=1 k=1 j=1
und
| 1 I-1 o I—t ok
Spp-e -} ey e ™ (Pt — Pre-1)
P13 k=1

fiir die Darstellung mit Hilfe der py. Wir erhalten somit
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. vI—l—a'I_l _1\2. —t(r—l—a).l_t —k(v—i—a)_k—i_t_2 —a-j
Si1-b-e Y. (—t)"-e Y. e [T (1+be )

C(l) o t=1 k=1 j=1
o k-+t—2 ,
S11-b-evlta. Z e t(r+a) Z e~k@+a) . TT (14 be=*7)
j=1

— +t—2

I-1 .
Z 2., t(r+a) E k(v+a) | H (1 + be—a-])

k-+t—2 ,
2 e—t(r+a) . Z e~k(wta) . TT (1 + be=/)
j=1

und

I-1 I—t
Su-e’- o L (—f)z'e_”'kgle_vk'(Pk+t—Pk+t—1)

@ _ =
¢ = A =
Sip-ette - Y et Y e Pyt — Prge—1)
- k=1

I-1 I—t
El 2. e kzl e (Prrt — Prrt1)

-1 I—t
21 et kzl e~ (Phst — Prtt—1)
t= =

tiir die Berechnung des Konvexitdtsmafies fiir den Schadenszahlungsstrom.
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5 Analyse der Duration der Spiatschadenreserve

In diesem Kapitel wollen wir die Macaulay-Duration der zukiinftigen (geschétzten)
Schadenzahlungen und ihre Abhédngigkeiten der einzelnen Faktoren analysieren.

Wir verwenden dafiir das in Kapitel 4.5 vorgestellte Excel-Modell fiir 10 Jahre. Wir
nehmen also an, dass nach spétestens 10 Jahren alle Schdden vollstindig abgewickelt
sind.

Die Duration hingt allgemein von dem Zinssatz r, der Laufzeit I und dem Zahlungs-
strom c; ab. Der Zahlungsstrom hingt von dem Anfangswert S1;, dem Volumsfaktor v;
und den Abwicklungsfaktoren f; ab (siehe Kap. 4.2). Die Laufzeit I entspricht klarer-
weise der Abwicklungsdauer und wird durch die Abwicklungsfaktoren mitbestimmt.
Wir gliedern die Analyse in die verschiedenen Abwicklungsmuster und konzentrieren
uns dann auf Zins- und Volumsidnderungen und ihre Auswirkung auf die Duration.

5.1 Einfluss des Anfangswertes Sq;

Bevor wir jedoch mit der Analyse beginnen, erinnern wir uns an die in Kapitel 3.2.3
hergeleitete Duration-Formel und erhalten unsere erste interessante Aussage:

Die Duration ist unabhéngig von der Schadenzahlung im ersten Anfalljahr nach dem
ersten Abwicklungsjahr, Sq;.

Natiirlich hat der Anfangswert Einfluss auf die Hohe der restlichen Zahlungen und
somit auch auf Endschaden und Reserve. Je grofier die Schadenzahlung im ersten An-
falljahr, desto grofier sind auch Endschaden und Reserve. Sie sind proportional zuein-
ander.

Die Unabhéngigkeit der Duration von Sq; ldsst sich durch die multiplikative Dar-
stellung des Schadendreiecks erkldren, sodass sich S1; im Zdhler und Nenner der
Duration-Formel herausheben ldsst und gekiirzt werden kann (siehe Formel (30)).

5.2 Abwicklungsdauer

Wir betrachten drei unterschiedlich lange Abwicklungsmuster, die nach dem ersten
Abwicklungsjahr alle ca. 50% ihres Gesamtschadens abgewickelt haben:
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Abwicklungsfaktoren Abwicklungsprozentsatz
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Abbildung 14: unterschiedliche Abwicklungsdauer

Alle drei Abwicklungskurven wurden mit der Exponentialfunktion f; = 1+ be~* be-
rechnet. Folgende Werte wurden fiir 2 und b verwendet:

Linienart ‘ Abwicklungsdauer ‘ a ‘ b
---- 4 Jahre 4 | 524
— 7 Jahre 1,8 | 4,455
-—- 10 Jahre 0,9 | 1,162

Tabelle 15: Koeffizienten

Abbildung 15 zeigt die Duration der zukiinftigen Schadenzahlungsstrome fiir die obi-
gen drei Abwicklungsmuster in Abhdngigkeit vom Zinssatz r. Wir nehmen vorerst

v = 0% an.
19 4
T T
= I
1,6 -
1,5
D 1,4
1,3 A
1,2
1,1
R Ty
0,9 T 1 1 T T T T 1 T —
0% 1% 2% 3% 4% 5% r 6% 7% 8% 9%  10%
Abbildung 15: Duration fiir verschiedene Zinssitze
Auffallend dabei ist:

1. Die Duration ist fiir das Abwicklungsmuster mit 10 Jahren Abwicklungsdauer
am grofiten und fiir 4 Jahre am kleinsten. Dies ist wenig verwunderlich, da die
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Duration bekanntlich als ,,durchschnittlich gewichtete Filligkeit eines kiinftigen

Zahlungsstromes” 8

interpretiert werden kann, die natiirlich fiir eine kiirzer Ab-
wicklungsdauer auch kleiner ist.
Also gilt: Je kiirzer die Abwicklungsdauer, desto kleiner die Duration (bei glei-

chem py).

2. Die Duration ist iiberraschend klein. Selbst bei 10 Jahren Abwicklungsdauer
nimmt die Duration nur einen Wert um 1,8 herum an. Dieses - anfangs uner-
wartete - Ergebnis ldsst sich jedoch schnell erkldren: Die Hauptzahlungen finden
in den ersten Jahren statt, in den spéateren Jahren erfolgen nur mehr niedrige
Zahlungen. Dadurch fliefit das meiste Geld in den ersten Jahren.

3. Fiir alle drei Abwicklungsmuster nimmt die Duration mit steigendem Zinssatz
ab. Diese Eigenschaft der Duration kennen wir bereits aus Kapitel 3.2.4.

4. Die Duration nimmt jedoch nicht fiir alle drei Abwicklungsmuster gleich stark
ab. Die Kurve der Duration fiir eine lange Abwicklungsdauer ist steiler, die Du-
ration fallt hier am stirksten. Fiir eine kurze Regulierungsdauer zeigt die sehr
flache Kurve, dass sich die Duration nur wenig verdndert. Wir beobachten fol-

gende Werte:
Dauer ‘ r=0% | r =10% | Differenz
10 Jahre | 1,843 1,724 0,119
4 Jahre 1,035 1,032 0,003

Tabelle 16: Anfangs- und Endwerte

5. Es hat sich zwar herausgestellt, dass die Duration eines Zahlungsstromes mit

langerer Abwicklungsdauer stiarker auf Zinsanderungen reagiert als die eines
Zahlungsstromes mit kiirzerer Laufzeit. In beiden Féllen verdndert sich die Du-
ration trotz der grofien Spannweite von 0% auf 10% jedoch nur minimal.
Der Grund dafiir ist, dass sich der Zinssatz auf spater anfallende Zahlungen
durch die langere Diskontierung viel starker auswirkt als auf frithere Zahlungen.
Da die Schadenzahlungen jedoch mit der Zeit stark abnehmen, ist die Auswir-
kung einer Zinsdnderung eher gering.

6. Abbildung 16 zeigt die Duration des Zahlungsstromes mit 10 Jahren Abwick-
lungsdauer zu verschiedenen Zinssitzen und die daraus resultierende Differenz.

48 ygl. [16, Stichwort: Duration]
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r Differenz| Duration abs. Diff. proz. Diff.
1,0% 3% 1,8299 0,0376 210%
3,0% 1% 1,8046 0,0123 0,69%
4,0% 1,7924
5,0% 1% 1,7803 -0,0120 -0,67%
7,0% 3% 1,7569 -0,0354 -1,98%

Abbildung 16: Verdnderung der Duration bei Zinsdnderungen

Wir sehen, dass sich die Duration nicht symmetrisch in beide Richtungen ver-

andert. Sinkt der Zins z.B. um 3% so steigt die Duration mehr als sie bei einer

Zinserhohung um 3% abnehmen wiirde. Diese Aussage lédsst sich, genau wie bei

den Anderungen des Barwertes aus Kapitel 3.4.1, durch die konvexe Form des

Graphen erkléren.

. Betrachten wir zusétzlich Abbildung 17, so erkennen wir, dass sich die Durati-

on, ausgehend von kleineren Zinssdtzen, starker verdndert, als bei der gleichen

Zinsverschiebung bei hoheren Zinssidtzen. Auch dieses Ergebnis folgt aus der

Konvexitit.
r Differenz| Duration abs. Diff. proz. Diff.
4,0% -3% 1,7924 0,0354 2,02%
6,0% 1% 1,7685 0,0116 0,66%
7,0% 1,7569
8,0% 1% 1,7456 -0,0114 -0,65%
10,0% 3% 1,7235 -0,0334 -1,90%

Abbildung 17: Veranderung der Duration bei Zinsdnderungen

Abbildung 18 zeigt die schwache Konvexitdt der Duration-Kurve mit 7 Jahren

Abwicklungsdauer.

1,29

1,28

1,27

1,26

Abbildung 18: Konvexitdt der Duration
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8. Obwohl sich die Abwicklungsdauern 4, 7 und 10 Jahre jeweils um 3 unterschei-
den, ist in Abbildung 15 deutlich erkennbar, dass der Unterschied der Duration
der Kurven nicht gleich ist. Auflerdem variiert er mit unterschiedlichem Zins-
satz.

9. Nachstehende Abbildung zeigt die Hohe der Endschaden und der Reserve fiir
alle drei Abwicklungsmuster.

Abwicklungsdauer Endschaden Reserve
4 Jahre 1.994 84 103,06
7 Jahre 1.994 89 131,00
10 Jahre 1.994 67 19278

Abbildung 19: Endschaden und Reserve

Auffallend ist, dass die Hohe des Endschadens fiir unsere drei Abwicklungsdau-
ern ungefdhr gleich hoch ist. Dieses Ergebnis ist jedoch nicht iiberraschend. Fiir
den Endschaden eines Anfalljahres gilt:

1
Cir =511~ o

Da alle drei Abwicklungsmuster das gleiche p; haben und wir fiir alle S;; = 100
angenommen haben, miissen die Endschdden jedes Anfalljahres und somit auch
der Gesamtendschaden gleich sein.

Fiir die Reserve gilt: Je langer die Abwicklungsdauer, desto héher die Reserve.
Bei einer schnelleren Abwicklung sind mehrere vergangene Schadenanfalljahre
bereits vollstindig abgewickelt, bei einer langen Abwicklungsdauer sind jedoch
noch mit Schadenzahlungen zu rechnen.

Da der Realzins bei positiver Inflation kleiner als der Nominalzins ist, ist die Durati-
on grofler, wenn wir den Realzins zur Diskontierung verwenden (vgl. Abb. 13). Der
Graph der Duration hat dieselbe Form, ist jedoch nur um die Inflation verschoben.

Wir werden im Weiteren nur den Nominalzins verwenden.

Einfluss des Volumsfaktors

Wir wollen nun den Einfluss des Volumsfaktors analysieren. Abbildung 20 zeigt die
Duration fiir obigen Zahlungsstrom mit 7 Jahren Abwicklungsdauer und die Auswir-
kungen eines zu- bzw. abnehmenden Volumen auf die Kurve.
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Abbildung 20: Duration mit —10%, 0% und 10% Volumen

Die linke Abbildung zeigt eine deutliche Verdnderung der Duration bei steigendem
und fallendem Volumen. Diese Differenz ist jedoch nicht zu iiberschétzen. Die rechte
Abbildung zeigt die gleichen Kurven bei anderer Skalierung - eine Verdnderung der
Schadenzahlungshéhe um £10% hat viel kleineren Einfluss auf die Duration als eine
Verdanderung der Abwicklungsdauer um +3 Jahre (vgl. Abb. 15).

Wir beobachten:

1. Mit steigendem Volumen nimmt die Duration (minimal) zu (vgl. auch Abb. 25)

2. Abbildung 21 zeigt Duration, Endschaden und Reserve fiir die 7-jahrige Abwick-

lungsdauer und r = 4%.

v Duration abs. Diff. proz. Diff. |[Endschaden abs. Diff. proz.Diff. | Reserve abs.Diff. proz. Diff.
-10% 12772 -0,0023 -0,183% 132511 -669,78 -33,57% 5494 76,06 -58,06%
2% 1,2790 -0,0005 -0,035% 1826,20 -168,69 -8,46% 110,07 -20,93 -15,98%

0% 1,2795 1994 89 131,00
2% 1,2799 0,0004 0,035% 218636 191,47 9,60% 155,93 2493 19,03%
10% 1,2816 0,0021 0,167% 325925 1264 36 63,38% 31341 182,42 139,25%

Abbildung 21: Duration, Endschaden und Reserve bei unterschiedlichem Volumen fiir

7-jahrige Abwicklungsdauer, r = 4%

Wir sehen, dass sich die Duration nicht symmetrisch verdndert. Die Abnahme

der Duration bei sinkendem Volumen ist grofier als die Zunahme bei wachsen-

dem Volumen.

3. Mit steigendem Volumen nehmen auch Endschaden und Reserve zu. Dabei nimmt
der Endschaden bei einem Wachstum von 10% fast doppelt so viel zu, wie er bei
einem Verlust von 10% abnimmt. Der Grund dafiir liegt in der Berechnung mit

der Exponentialfunktion (S;; = S11 - e%).



v Duration abs.Diff. proz. Diff. |[Endschaden abs. Diff. proz. Diff. | Reserve abs.Diff. proz. Diff.
-10% 1,2650 -0,0023 0,178% 132511 669,78 -33,57% 5494 -76,06 -58,06%
-2% 1,2668 -0,0004 -0,034% 1826,20 -168,69 -8,46% 110,07 -20,93 -15,98%
0% 1,2672 1994 89 131,00
2% 1,2676 0,0004 0,034% 2186,36 191,47 9,60% 155,93 2493 19,03%
10% 1,2693 0,0021 0,163% 325925 1264, 36 63,38% 313,41 182,42 139,25%

Abbildung 22: Duration, Endschaden und Reserve bei unterschiedlichem Volumen fiir

7-jahrige Abwicklungsdauer, r = 8%

4. Abbildung 22 zeigt nun Duration, Endschaden und Reserve fiir die 7-jahrige

Abwicklungsdauer fiir r = 8%.

Vergleichen wir Abbildungen 21 und 22, so erkennen wir wieder, dass die Ver-

dnderungen bei kleinerem Zinsniveau grofier sind.
Endschaden und Reserve sind unabhédngig vom Zinssatz und bleiben unveran-

dert.
Auch die ndchsten Abbildungen (fiir 10-jahrige Abwicklungsdauer mit r = 4%

und 8%) bestétigt diese Aussage.

v Duration abs.Diff. proz. Diff. |[Endschaden abs. Diff. proz. Diff. | Reserve abs.Diff. proz. Diff.
-10% 1,7803 -0,0121 -0,67% 1324,96 -669,70 -33,57% 85,87 -106,90 -55,45%
2% 1,7901 -0,0023 -0,13% 1826,00 -168,67 -8,46% 163,80 -28,97 -15,03%
0% 1,7924 1994 67 192,78

2% 1,7945 0,0022 0,12% 2186,36 191,69 9,61% 227,00 3422 17,75%
10% 1,8027 0,0103 0,57% 3258,88 126422 63,38% 438,52 24574 127,48%

Abbildung 23: Duration, Endschaden und Reserve bei unterschiedlichem Volumen fiir

10-jahrige Abwicklungsdauer, r = 4%

v Duration abs. Diff. proz. Diff. |[Endschaden abs.Diff. proz.Diff. | Reserve abs.Diff. proz. Diff.
-10% 1,7342 -0,0113 -0,65% 132496 669,70 -3357% 85,687 -106,90 -55 45%
-2% 1,7435 -0,0021 -0,12% 1826,00 -168,67 -8,46% 163,80 -28,97 -15,03%

0% 1,7456 1994 67 192,78

2% 1,7476 0,0021 0,12% 2186,36 191,69 961% 227,00 34,22 17,75%
10% 1,7553 0,0097 0,56% 325888 126422 63,38% 438,52 24574 127 48%

Abbildung 24: Duration, Endschaden und Reserve bei unterschiedlichem Volumen fiir

10-jahrige Abwicklungsdauer, r = 8%

5. Vergleichen wir Abbildung 21 mit 23 und 22 mit 24, erkennen wir wieder, dass
eine kiirzere Abwicklungsdauer eine kleinere Duration hat.
Die Duration bei einer kiirzeren Dauer verdndert sich weniger als die bei langerer
Dauer, wie auch an der flachen Kurve in folgender Abbildung zu sehen ist:
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Abbildung 25: Duration in Abhédngigkeit vom Volumen

Abbildung 25 zeigt die Duration fiir die Schadenzahlungsstrome fiir drei unter-
schiedliche Abwicklungsdauern (4, 7 und 10 Jahre) bei r = 4% in Abhédngigkeit
vom Volumen. Wir beobachten folgende minimale Steigerung:

Dauer ‘ v =—10% | v = 10% | Differenz
4 Jahre 1,03392 1,03403 | 0,00011
7 Jahre 1,27716 1,28164 | 0,00448
10 Jahre | 1,78027 1,80266 | 0,02239

Tabelle 17: Anfangs- und Endwerte

Abwicklungshdhe

Wir analysieren in diesem Kapitel die Duration fiir verschiedene Abwicklungspro-

zentsdtze nach dem ersten Abwicklungsjahr, aber gleicher Abwicklungsdauer (7 Jah-

re). Dazu verwenden wir folgende Abwicklungsfaktoren:

Abwicklungsfaktoren Abwicklungsprozentsatz

2,0 1 100% 3

18 1 80% -

60% -
% !’
40%

20%

Abbildung 26: unterschiedliche Abwicklungshohe
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Linienart ‘ p1 ‘ a ‘ b
---- 40% | 1,8 | 6,25
—_ 60% |18 | 3
-——- 80% | 1,8 | 1,162

Tabelle 18: Koeffizienten

Abbildung 27 zeigt die Duration der drei verschiedenen Abwicklungsmuster fiir ver-
schiedene Zinssédtze (bei unterschiedlicher Skalierung).

19 4 1,32 —‘! __________
18 T T s PO
i o4 e
1,29 - T
L 1,28
1,5 1,27
S p 126
1,25 -
B e T R s e el 1,24 -
I Tt e B e 123 4 _
1,1 4 o T
12 1 (e
1,0 1 woeds T T s -
0,9 . . . y y . y . y — 1,19 . . . . . . . y . —
0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10% 0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10%

r r

Abbildung 27: Duration fiir verschiedene Zinssitze

Diese Abbildung zeigt:

1. Die Duration fillt mit steigendem Zinssatz.

2. Das Abwicklungsmuster, das das kleinste p; hat, also den kleinsten Anteil am
Gesamtschaden nach einem Jahr abgewickelt hat, hat die grofste Duration. Die
zukiinftigen Zahlungen sind hoher, immerhin miissen noch (1 — p1) % des Ge-
samtschadens bezahlt werden.

3. Wenn wir fiir alle drei Abwicklungsmuster den gleichen Anfangswert S1; wih-
len, hat der Abwicklungstyp, der nach einem Jahr am wenigsten abgewickelt
hat, klarerweise den grofsten Endschaden und Reserve.

4. Abbildung 28 zeigt die Verdnderung der Duration bei Zinsdnderungen fiir das
Abwicklungsmuster mit niedrigstem p;.
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r Differenz| Duration abs.Diff. proz. Diff.
1,0% 4% 1,3198 0,0139 1,063%
4,0% 1% 1,3093 0,0034 0,261%
5,0% 1,3059
6,0% 1% 1,3025 -0,0034 -0,258%
9,0% 4% 1,2927 -0,0132 -1,012%

Abbildung 28: Verdnderung der Duration bei Zinsdnderungen

Es ist zu erkennen, dass die Verdnderungen nicht symmetrisch sind, was sich
wieder durch die leicht konvexe Form der Kurve erklédren ldsst.

. Im Vergleich zu Abbildung 15, wo klar ersichtlich war, welche Kurve sich am
starksten verdndert, sind die Kurven in Abbildung 27 fast parallel zueinander.
Betrachten wir die Differenz zwischen Anfangs- und Endwert der drei Muster,
Abbildungen 28 und 29, erkennen wir, dass die Duration-Kurve des niedrigsten
p1 ein wenig steiler ist als die anderen und somit am starksten auf Zinsanderun-
gen reagiert.

p1 ‘ r =0% | r = 10% | Differenz
40% | 1,3233 | 1,2895 0,034
60% | 1,2647 | 1,2361 0,029
80% | 1,2256 | 1,2007 0,025

Tabelle 19: Anfangs- und Endwerte

r Differenz| Duration abs.Diff. proz. Diff.
1,0% 4%, 1,2617 0,0117 0,938%
4,0% 1% 1,2528 0,0029 0,230%
5,0% 1,2500
6,0% 1% 1,2471 -0,0028 -0,227%
9,0% 4% 1,2388 -0,0111 -0,891%

pr = 60%

r Differenz| Duration abs.Diff. proz. Diff.
1,0% 4% 1,2229 0,0102 0,842%

4,0% -1% 1,2152 0,0025 0,206%

5,0% 1,2127

6,0% 1% 1,2103 -0,0025 -0,204%

9,0% 4% 1,2031 -0,0097 -0,798%
pi=80%

Abbildung 29: Verdnderung der Duration bei Zinsdnderungen
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Einfluss des Volumsfaktors

Da wir die Auswirkungen des Volumsfaktors im letzten Kapitel sehr ausfiihrlich ana-
lysiert haben und die Aussagen auch fiir die Analyse der Abwicklungshohe gelten,
betrachten wir nur die Duration in Abhédngigkeit des Volumens fiir r = 4%:

F 3 F 3
1,90 4 1,32

131 4 o emmmmmmmemmmm————=mmmmm—=m==mssoss
1,70 - 1,30 7
1,29 -
1,28 -
1,50 - 1,27 -
B p 126
1,25 -
1,24 -
1,23 -
1,10 - 122
1,21 -
1,20 -
0,90 . , . . ; . : : : — 1,19 . . . . ; . : : : —
10% 8% 6% 4% 2% 0% 2% 4% 6% 8% 10% 10% 8% 6% -4% 2% 0% 2% 4% 6% 8% 10%

v v

1,30 H---

Abbildung 30: Duration in Abhédngigkeit vom Volumen

Wir erkennen wieder:

Das Abwicklungsmuster, das nach einem Jahr den kleinsten Anteil abgewickelt hat,
hat die grofste Duration. Diese Kurve ist minimal steiler als die anderen Duration-
Kurven, d.h. die Verdnderungen sind hier am grofiten, wie auch folgende Tabelle zeigt:

p1 | v=—10% | v = 10% | Differenz
40% | 1,3059 1,3124 0,0065
60% | 1,2513 1,2542 0,0029
80% | 11,2147 1,2157 0,0010

Tabelle 20: Anfangs- und Endwerte

5.4 Abwicklungskriimmung

Zum Schluss wollen wir die Kriimmung der Abwicklungsprozentkurve untersuchen.
Dazu betrachten wir die folgenden drei Abwicklungskurven:
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Abwicklungsfaktoren Abwicklungsprozentsatz

2,0 1 100%
80%

60% /¢
Pr

40%

20% -

Abbildung 31: unterschiedliche Krimmung

Tabelle 21 zeigt welche Formel zur Berechnung der Abwicklungsfaktoren benutzt wor-
den ist. Bisher haben wir mit der Exponentialfunktion (Typ 1) gearbeitet, nun verwen-
den wir zusitzlich fy =1+b- (c + k)% (Typ 2).

Linienart ‘ Krimmung ‘ Typ ‘ a ‘ b ‘ C
---- leicht 1 1 | 151 |-
— mittel 2 1651000 |2
-——— stark 2 4 109 |0

Tabelle 21: Koeffizienten

Abbildung 32 zeigt die Duration fiir die drei unterschiedlichen Abwicklungsmuster.
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Abbildung 32: Duration fiir verschiedene Zinssitze

Fiir Anfangs- und Endwerte gilt:
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Kriimmung ‘ r = 0% | r = 10% | Differenz
leicht 1,7457 | 1,6450 0,1007
mittel 1,4333 | 1,3690 0,0643
stark 1,2510 | 1,2084 0,0427

Tabelle 22: Anfangs- und Endwerte

Da einige Punkte aus der Analyse der vorigen Kapitel iibernommen werden kénnen,
wird nur das Wesentliche erwéhnt:

1. Mit steigendem Zins fillt die Duration.

2. Das Abwicklungsmuster mit der kleinsten Kriimmung in der Abwicklungspro-
zentkurve hat die grofite Duration. In Abbildung 31 sehen wir, dass die Abwick-
lungsfaktoren in diesem Fall langsamer gegen eins gehen, die zukiinftigen Zah-
lungen sind hoher, weshalb die Duration grofSer wird.

3. Nach Punkt 2. mochte man nun meinen, dass das Abwicklungsmuster mit der
kleinsten Kriimmung den grofiten Endschaden hat.
Dies ist jedoch nicht moglich, da alle drei Abwicklungsmuster (ungefdhr) das
gleiche p; und S1; haben.
Wir betrachten die drei Abwicklungsquadrate der Schadenzuwéchse. Es reicht
jedoch, wenn wir uns die Schadenzahlungen nur fiir eine Zeile (ein beliebiges
Anfalljahr i) des Abwicklungsquadrates anschauen, da die restlichen Zeilen we-
gen der Annahme v = 0% identisch sind.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Summe

i 100,00 5555 3179 1408 557 2.11 078 0,29 0,11 004 | 2103
leichte Krimmung

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Summe

i 100,00 7920 2187 576 1,31 0,67 0,28 0,13 0,07 004 | 2098

mittlere Krimmung

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Summe

i 100,00 95,00 11,58 2,42 0,78 0,32 0,15 0,08 0,05 0,03 2104
starke Krimmung

Abbildung 33: Schadenzuwichse fiir ein Anfalljahr

Wir erkennen, dass die drei Abwicklungsmuster die gleiche Abwicklungsdauer,
die gleiche Anfangszahlung sowie den gleichen Anfalljahresendschaden haben.
Sie unterscheiden sich nur in der Aufteilung der Schadenzahlungen iiber die Jah-
re. Im ersten Fall nehmen die Schadenzahlungen nur langsam ab. Dagegen ist im
dritten Fall der Grofsteil der Schdden schon nach wenigen Jahren fast vollstandig
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abgewickelt, weshalb hier der zukiinftige Zahlungsstrom, also die Reserve klei-
ner ist.

4. Die Graphen aus Abbildung 32 sind nicht parallel, die Kurve fiir die kleinste
Kriimmung (grofste Duration) ist steiler als die anderen zwei. In diesem Fall
andert sich die Duration bei Zinsdnderungen am stédrksten.

5. Abbildung 34 zeigt die Duration fiir verschiedene Zinssédtze fiir das Abwick-
lungsmuster mit mittlerer Kriimmung. Wir sehen, dass die Differenzen auch fiir
Abwicklungsformel 2 nicht symmetrisch sind. Bei einer Zinsabnahme nimmt die
Duration mehr zu als sie bei einer Zinserh6hung abnimmt.

r Differenz| Duration abs. Diff. proz. Diff.
1,0% 4%, 1,4261 0,0269 1,919%
4,0% 1% 1,4058 0,0065 0,463%
5,0% 1,3993
6,0% 1% 1,3930 -0,0063 -0,453%
9,0% 4% 1,3748 -0,0245 -1,750%

Abbildung 34: Verdnderung der Duration bei Zinsdnderungen

Einfluss des Volumsfaktors

Fiir eine Zu- oder Abnahme der Schadenhdhen durch einen Volumsfaktor ldsst sich er-
staunliches beobachten. Abbildung 35 zeigt die Duration fiir das Abwicklungsmuster
der mittleren Kriimmung in Abhédngigkeit von r fiir v = +10%.
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Abbildung 35: Duration mit —10%, 0% und 10% Volumen

Interessanterweise nimmt die Duration mit steigendem Volumen ab.
Abbildung 36 zeigt die Duration in Abhédngigkeit vom Volumen fiir alle drei Abwick-
lungsmuster bei r = 4%. Die Duration féllt fiir steigendes Volumen jedoch nur fiir das
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Abwicklungsmuster der mittleren und starken Kriimmung (die beide mit Formeltyp
2 berechnet wurden), wie folgende Tabelle zeigt:

Kriimmung | v = —10% | v = 10% | Differenz
leicht 1,6932 1,7119 0,0188
mittel 1,4109 1,4016 | -0,0093
stark 1,2416 1,2252 | -0,0163

Tabelle 23: Anfangs- und Endwerte
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Abbildung 36: Duration in Abhédngigkeit vom Volumen

Dies lasst sich moglicherweise durch die eher hohen Zahlungen am Anfang erkldren,
die durch ein Wachstum die Duration noch kleiner machen, da mehr Geld am Anfang
flief3t.

Da diese Abnahme der Duration jedoch so gering ist, wollen wir diese Fille nicht
weiter untersuchen. Wir konnen auch nicht verallgemeinern, dass die Duration fiir
Formeltyp 2 immer fillt, wenn das Volumen steigt. Zum Beispiel steigt die Duration
mit steigendem Volumen fiir 1+ 1000 - (2 + k) ~>.

Wichtig ist, dass die Duration stidrker durch die unterschiedliche Kriimmung der Ab-
wicklungsprozentkurve als durch den Volumsfaktor beeinflusst wird.

5.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Wir wollen nun die wichtigsten Erkenntnisse tiber Duration, Endschaden und Reserve
zusammenfassen:

1. Die Duration ist unabhéngig von der Schadenzahlung im ersten Abwicklungs-
jahr im ersten Schadenanfalljahr, Sq;.
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10.

11.

12.

13.

Je kleiner der Zinssatz, desto grofier die Duration.

. Die Zins-Duration-Kurve ist konvex. Die Duration verdndert sich nicht symme-

trisch bei Zinsdnderungen.

Je kiirzer die Abwicklungsdauer, desto kleiner die Duration.

. Die Duration reagiert bei langer Abwicklungsdauer sensibler auf Zinsdnderungen

als bei kiirzerer Dauer.
Je kleiner pq, desto grofier die Duration.

Je schwécher die Kriimmung der Abwicklungsprozentkurve, desto grofier die
Duration.

. Die Abwicklungsfaktoren beeinflussen die Duration am stiarksten. Zins- und Vo-

lumsdnderungen haben nur minimale Auswirkung auf die Duration.

. Je groBier das Volumen, desto groier die Duration. (i.A. nur fiir Formeltyp 1)

Je grofer das Volumen, desto grofler sind Endschaden und Reserve.
S11 ist proportional zum Endschaden und zur Reserve.

Haben verschiedene Abwicklungsmuster das gleiche p; und Sy3, so ist der End-
schaden gleich hoch.

Je kleiner pq, desto grofier der Endschaden.
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Duration-Konzept erkldrt und die Macaulay-Duration fiir
die Spatschadenreserve berechnet und analysiert.

Dazu haben wir im zweiten Kapitel die Problematik und Ursachen der Spatschaden-
reservierung behandelt. In Abwicklungsdreiecken, die fiir moglichst grofie und homo-
gene Teilbestdnde gebildet werden, konnen die bereits bekannten Schadenzahlungen
dargestellt werden.

Das wohl wichtigste Reserveschétzverfahren ist das Chain-Ladder-Verfahren, fiir das
angenommen wird, dass die Aufteilung des Endschadens auf die einzelnen Abwick-
lungsjahre fiir jedes Anfalljahr gleich ist. Der Endschaden und die Reserve kénnen
durch Multiplikation der aktuellen Schadenstidnde mit den passenden Chain-Ladder-
Faktoren geschitzt werden.

Im dritten Kapitel wurde das Duration-Konzept und dessen Anwendung vorgestellt.
Dafiir haben wir das Barwertkonzept zur Bewertung von Zahlungsstromen kennen-
gelernt. Ausgehend von einer flachen Zinskurve haben wir die Auswirkungen ei-
ner einmaligen Zinsdnderung untersucht. Bei einer Zinserhohung fillt der Barwert,
der Endwert steigt weil sich die Anlagebedingungen verbessern. Der Verlust im Bar-
wert wird jedoch durch die besseren Anlagebedingungen ausgeglichen und sogar
tiberkompensiert. Fiir einen Zinsabfall gilt umgekehrtes.
Die Macaulay-Duration bezeichnet nun jenen Zeitpunkt, zu dem der Wert eines Zah-
lungsstromes nach einer Zinsianderung mit dem geplanten Wert iibereinstimmt und
wird wie folgt berechnet:
1 Ct 1

o= (L)
Die Duration kann als mittlere Kapitalbindungsdauer einer Kapitalanlage interpretiert
werden. Ein Zahlungsstrom ist im Zeitpunkt der Duration gegen das Zinsdnderungs-
risiko geschiitzt.
Mit dieser immunisierenden Eigenschaft konnen Investoren ihr Kapital bewusst so
veranlagen, dass ihr Portfolio zu einem gewtiinschten Zeitpunkt keinen Zinsschwan-
kungen unterliegt und sie keinen Verlust machen.
Die modifizierte Duration ist ein Mafistab fiir die Preisvolatilitdit und die Zinssen-
sitivitdt. Sie wird mit der Macaulay-Duration berechnet, und gibt die absolute und
die prozentuale Preisverdnderung einer Investition beziiglich einer Zinsdnderung an.
Fiir kleine Zinsschwankungen ist die Approximation der tatsdchlichen Verdnderung
durch die modifizierte Duration sehr gut, fiir grofSere Zinsspriinge wird sie jedoch un-
genau. Diese Abweichung folgt aus der Konvexitidt der Preis-Zins-Kurve und kann
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durch Beriicksichtigung des Konvexitdtsmafies verbessert werden.
Je grofier die Duration ist, desto grofler sind auch das Konvexitdtsmafs und die Preis-
volatilitat.

In Kapitel 4 haben wir die Duration auf die Spatschadenreserve umgelegt und eini-
ge Vorbereitungen fiir die Analyse in Kapitel 5 getroffen.

Wir haben das Abwicklungsdreieck der Schadenzuwéchse durch folgende Modellan-
nahme gebildet:

k—2
Sik =S11-vic1- [ [ fi- (fier — 1)
=1

Die Werte Sj; werden mit einem Volumsfaktor v;, der anfalljahrweise wirkt und den
Abwicklungsfaktoren fi, aufbauend auf dem Anfangswert S1; berechnet. Dieses Mo-
dell ist einfach im Excel-Programm umzusetzen, wodurch auch die Duration der zu-
kiinftigen Schadenzahlungsstrome leicht berechnet werden kann.

Weiters haben wir verschiedene Abwicklungsmuster betrachtet und den Zusammen-
hang zum Abwicklungsprozentsatz py hergeleitet. p; gibt an, wie viel Prozent des
Gesamtschadens nach k Abwicklungsjahren bezahlt wurde.

Die Duration-Formel fiir Schadenzahlungsstrome ldsst sich mit unseren Modellannah-
men des Abwicklungsdreiecks umlegen und vereinfachen:

I I—t
toe . kE e (Prrs — Prat1)
—1

1

t

—| T
|| = [any

D=

I—t
et kzl e~ - (Phst — Prtt—1)

t=1

Im letzten Kapitel haben wir die Auswirkungen von Zins- und Volumsdnderungen
auf die Macaulay-Duration der Schadenreserve untersucht. Die Analyse wurde in
drei verschiedene Merkmale des Abwicklungsverhaltens unterteilt: die Abwicklungs-
dauer, die Hohe des bezahlten Anteils am Gesamtschaden nach dem ersten Abwick-
lungsjahr und die Kriimmung der Abwicklungsprozentkurve. Es hat sich gezeigt,
dass die Duration mit steigendem Zinssatz fallt. Sie steigt jedoch mit wachsender
Abwicklungsdauer und schwicherer Kriimmung der Abwicklungsprozentkurve. Je
grofler der Anteil der bereits abgewickelten Schdaden am Gesamtschaden nach dem
ersten Abwicklungsjahr (pp) ist, desto kleiner ist die Duration und der Endschaden.
Mit steigendem Volumen steigt auch die Duration, wenn die Abwicklungsfaktoren
durch die Exponentialfunktion berechnet werden. Es hat sich herausgestellt, dass eine
Verdanderung der Abwicklungsfaktoren grofleren Einfluss auf die Duration hat als ei-
ne Zins- oder Volumsdnderung. Aufierdem gilt: Je grofler die Duration, desto sensibler
reagiert sie auf Zinsanderungen.
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Das Duration-Konzept bietet eine Moglichkeit, das Zinsdnderungsrisiko von Geldan-
lagen zu beschrdanken. Auch in Versicherungsunternehmen wird oft Gebrauch davon
gemacht, zum Beispiel wird es hdufig im Asset-Liability-Management zur Immunisie-
rung des Eigenkapitals gegen Zinsdnderungen verwendet.

Nicht zu vergessen ist jedoch, dass die Annahmen fiir die Herleitung der Duration
nicht immer der Realitdt entsprechen. Problematisch sind vor allem die Annahme
einer flachen Zinskurve, sowie die einmalige Zinsdnderung in Form einer Parallel-
verschiebung der Zinsstrukturkurve. Die sogenannte Key-Rate-Duration ldsst diese
Annahmen fallen, so dass die Eigenschaft der Begrenzung des Zinsdnderungsrisikos
auch fiir eine nicht-flache Zinskurve erhalten bleibt.
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