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1 Riickversicherung

Eine Versicherung wird abgeschlossen, um sich gegen ein Risiko abzusichern,
das man selbst nicht tragen kann oder will. Ein analoges Prinzip existiert
fiir Versicherer. Falls diese ein Risiko tibernommen haben, oder ein Risiko
entstanden ist, das sich die Versicherer nicht leisten konnen oder mochten,
gibt es auch fiir Versicherer Arten der Risikoteilung. Zum Einen gibt es die
Mitversicherung, bei der sich mehrere Versicherer ein Risiko, aber auch die
Pramien zu den gleichen Verhaltnissen teilen. Die zweite Moglichkeit ist die
Rickversicherung, bei der ein Versicherer sich wiederum gegen Risiken ver-
sichern 1483t. Dies tut er bei einem so genannten Riickversicherer, mit dem er
einen Riickversicherungsvertrag abschlieft. Die Gegenleistung fiir das tiber-
nommene Risiko ist die sogenannte Riickversicherungspramie.

Ein Riickversicherer kann nun, sofern er dies mochte, Teile des iibernom-
menen Risikos seinerseits an andere Riickversicherer abgeben. Nehmen wir
nun an, dass eine Versicherung ein grofles Risiko iibernimmt, oder ein solches
entsteht, welches den Ruin des Versicherungsunternehmens bedeuten wiirde.
Um sich vor dem Ruin bei Eintreten des versicherten Ereignisses zu schiit-
zen, schlieBt die Versicherung nun einen oder mehrere Riickversicherungsver-
trage ab, in denen sie den grofiten Teil des Risikos an einen oder mehrere
Riickversicherer abgibt. Doch auch nicht alle Riickversicherer mochten das
iibernommene Risiko alleine tragen. Daher geben auch sie wieder einen Teil
an andere Riickversicherer weiter. Und so passiert es, dass ein urspriinglich
grofes Risiko in viele kleine Risiken geteilt wird.



1.1 Notwendigkeit der Riickversicherung

Die Riickversicherung ist ein Instrument, Verluste, die den Ruin bedeuten
konnten, zu verringern oder gar zu vermeiden. Daher ist sie ein wichtiger
wirtschaftlicher Aspekt fiir Versicherungsunternehmen. Im Folgenden wollen
wir die wichtigsten Griinde anfithren, warum Riickversicherung notwendig
ist.

e Sehr grofle Einzelrisiken:
Hier hat das Versicherungsunternehmen ein einzelnes grofies Risiko im
Bestand, dessen Eintreten eine massive Schadenszahlung zur Folge hét-
te. So ein Risiko kénnen Gegenstéinde von grofiem Wert sein. Ein Ol-
tanker oder grofle Bauwerke wéren solche Beispiele.

e Gefahr der Schadenkumulierung;:
Hier kénnen viele (nicht notwendigerweise hohe) Anspriiche durch ein
Ereignis entstehen. Hier besteht die Gefahr fiir das Versicherungsunter-
nehmen darin, dass die Summe dieser Einzelschiden sehr groff werden
kann. Beispiele wéren versicherte Hauser entlang eines Flusses. Im Falle
eines Hochwassers wéaren alle Hauser betroffen. Weitere Beispiele wéren
Hurrikans oder Erdbeben.

e Ein inhomogenes Portfolio:
Versicherung basiert auf dem Prinzip vieler gleichartiger Risiken. Riick-
versicherung ist nun eine Mdéglichkeit, das Portfolio zu homogenisieren.
Dadurch entstehen gleichartige Risiken. Fin Beispiel waren einzelne,
deutlich hohere Versicherungssummen in einem Lebensversicherungs-
portfolio.

e Erhohung der Zeichnungskapazitét:
Riickversicherung kann dazu dienen, die Zeichnungskapazitat zu erho-
hen, ohne das iibernommene Risiko zu erhéhen. Auch kénnen Unter-
nehmen somit ihren Kunden Produkte anbieten, die sie ohne Riickver-
sicherung nicht tibernehmen koénnten.

e Service Leistungen:
Mit dem Abschluss von Riickversicherungsvertragen hat man oft auch
Zugriff auf Statistiken und Know How des Riickversicherers. Dies kann
fiir Unternehmen, die noch keine Daten aus ihrem Bestand sammeln
konnten, weil das Unternehmen oder die Versicherungssparte neu ist,
ein immenser Vorteil sein.



Moglichkeiten, um diese Risiken zu verringern, ware auch eine restriktive
Zeichnungspolitik. Mogliche Grofischdden und Risiken mit hoher Schaden-
seintrittswahrscheinlichkeit werden nicht iibernommen. Da solche Mafinah-
men jedoch die Wettbewerbsfdhigkeit stark einschrinken, ist die Riickversi-
cherung oft das Mittel der Wahl, um Risiken zu verringern.



1.2 Arten der Riickversicherung

Da - wie wir gesehen haben - die Bediirfnisse nach Riickversicherung, recht
unterschiedlich sind, ist es nicht verwunderlich, dass es auch verschiedene
Arten der Riickversicherung gibt. Es gibt verschiedene Parameter, die Arten
der Riickversicherung einzuteilen; diese konnen nach Geschéftsrichtung, Art
der Riickversicherungsabgabe oder juristisch sein. Das von groffitem mathe-
matischen Interesse ist jedoch die Einteilung nach ihrer technischen Form.

e Proportionale Riickversicherung

1. Quoten

2. Summenexzedent
e Nicht proportionale Riickversicherung

1. Schadenexzedent (Excess of Loss)

2. Jahrestiberschadenexzedent (Stop Loss)

Bevor wir uns der technischen Einteilung genauer widmen, wollen wir uns
auch kurz die Einteilung nach der juristischen Form etwas genauer ansehen.
Hier wird nach fakultativer und obligatorischer Riickversicherung unterschie-
den.

Obligatorische Riickversicherung bedeutet, dass das Versicherungsunterneh-
men jede Police, die unter den Riickversicherungsvertrag fillt auch riickver-
sichern muss. Im Gegenzug darf der Riickversicherer keine der im Riickver-
sicherungsvertrag enthaltenen Policen ablehnen. Vertrége dieser Art werden
fiir gewohnlich fiir Portfolios oder ganze Sparten abgeschlossen.
Proportionale Riickversicherungsvertréige sind meifit obligatorische Versiche-
rungsvertrage.

Die Fakultative Riickversicherung ist - wie der Name schon sagt - freiwilli-
ger Natur. Das Versicherungsunternehmen kann sich entscheiden, ein Risiko
riickversichern zu lassen, oder auch nicht. Voraussetzung dafiir ist allerdings,
dass sich das Unternehmen mit einem Riickversicherer tiber die Konditionen
einig wird. Diese Art der Riickversicherung wird oft genutzt, um Risikospit-
zen zu entschérfen.



1.2.1 Quoten Riickversicherung

Bei dieser Art der Riickversicherung erhélt der Riickversicherer einen pro-
zentuellen Anteil der Pramie, der dem im Vorhinein vereinbarten Beteili-
gungsausmaf entspricht. Im Schadensfall tragt der Riickversicherer den ent-
sprechenden Anteil der Schiaden. Dies bedeutet, dass bei einer vereinbarten
Quote von 70% der Riickversicherer 70% der Pramien erhélt, im Schadensfall
jedoch auch 70% der Leistungen bezahlt.

Folgende Grafik stellt ein Portfolio von 100 Policen da. Die héchste vorkom-
mende Deckungssumme ist 1000. Dieses Portfolio wird mit einer Quote von
70% ruckversichert. Dar schwarze Teil jeder Saule entspricht dem Anteil, den
das Versicherungsunternehmen an jeder einzelnen Police zu tragen hat. Der
graue Teil entspricht dem Anteil des Riickversicherers. Sollte der eintretende
Schaden niedriger als die maximale Deckungssumme sein, so wird auch der
niedrigere Schaden im vereinbarten Verhéltnis geteilt. Das heifit: tritt ein
Schaden bei dem Vertrag mit Deckungssumme 1000 ein, der nur 800 aus-
macht, so zahlt der Versicherer nur 240, obwohl 300 der Eigenbehalt ware.
Den Rest der Summe begleicht der Riickversicherer.
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Grafik 1.1.:Quotenr’ckversicherung



Hier erreicht man durch die Quote von 70% eine Zeichnungskapazitat von
1000. Ohne Riickversicherung konnten nur Vertrage bis zu einer Hohe von
300 abgeschlossen werden.

Vor-/Nachteile: Diese Form der Riickversicherung ist schnell und einfach,
da alles mit der entsprechenden Quote zwischen Versicherer und Riickver-
sicherer geteilt wird. Die Berechnung von abgeschnittenen Verteilungen zur
Pramienberechnung, wie in der nicht proportionalen Riickversicherung, ist
nicht notig.

Allerdings gibt das Versicherungsunternehmen auch niedrige Risiken und da-
mit auch einen Teil der dazugehorigen Pramien ab. Diese konnten zwar im
Eigenbehalt finanziert werden, miissen aber auf Grund der Vertragsart auch
abgegeben werden. Ein weiterer Nachteil dieser Art der Versicherung ist, dass
sie keine Risikospitzen abdeckt. Daher wird sie oft auch mit anderen Riick-
versicherungsvertragen kombiniert.

1.2.2 Summenexzedenten Riickversicherung

Die zweite proportionale Art der Riickverischerung ist der Summenexzeden-
tenvertrag. Er funktioniert ahnlich der Quoten Riickversicherung. Jedoch
wird hier der Eigenbehalt festgelegt, der Riickversicherer triagt das Verblei-
bende Risiko der Vertrage. Dadurch entsteht fiir jede einzelne Police eine
eigene Quote.

Folgende Grafik enthélt die selben Policen wie in Abschnitt 1.2.1. Hier sieht
man deutlich den Eigenbehalt von 300. Alles was dartiber hinaus geht, ent-
spricht dem Anteil des Riickversicherers. Der schwarze Teil der Balken ent-
spricht dem Anteil des Versicherungsunternehmens.
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Grafik 1.2.:Summenexzedentenriickversicherung

Vor-/Nachteile: Der Summenexzedenten-Vertrag deckt jetzt im Gegensatz
zum Quoten-Vertrag auch Risikospitzen ab. Dies hat eine homogenisierende
Wirkung auf das Portfolio.

Des Weiteren findet eine Art Risikoselektion zu Gunsten des Versicherungs-
unternehmens statt.

Beispiel: In diesem Beispiel wollen wir den homogenisierenden Effekt der
Summenexzedentenvericherung etwas genauer erortern.

Gegeben sei ein Bestand von 1.000 Polizzen. Die Pramie sei 1% der Versi-
cherungssumme. Weiters nehmen wir an, dass ein Schaden pro Jahr eintritt.

1.

Homogener Bestand:

Alle Policen haben eine Versicherungssumme von 250.000. Das bedeu-
tet, dass die Jahresgesamtpramie 250.000 ausmacht. Der Jahresschaden
hat die gleiche Hohe, also ist das Aquivalenzprinzip erfiillt.

. Inhomogener Bestand:

In diesem Bestand haben wir nun 800 Vertriage der Hohe 250.000, 100
der Hohe 500.000 und 100 Vertrédge der Hohe 1.000.000. Dies ergibt
eine Pramie von 350.000.



Tritt der Schaden nun in der ersten Kategorie auf, macht das Versi-
cherungsunternehmen 100.000 Gewinn. In den beiden anderen Féllen
erleidet es einen Verlust.

Schliefit das Versicherungsunternehmen nun einen Summenexzedenten-
Vertrag mit Eigenbehalt gleich 250.000 ab, so andert sich das Ergebnis

wie folgt:
Eigenbehalt Riickversicherung
Policen Vers.Summe | Haftung Pramie | Haftung Pramie
800 250.000 250.000 200.000 | O 0
100 500.000 250.000 25.000 250.000 25.000
100 1.000.000 250.000 25.000 750.000 75.000

max. Hftg. Pramie | max. Hftg. Pramie
250.000 250.000 | 750.000 100.000

Fir das Versicherungsunternehmen ist dieses Portfolio nun gleich dem
homogenen Bestand aus Punkt 1. Das Risiko wurde auf den Riickver-
sicherer transferiert.

Das Versicherungsunternehmen erleidet nun nur noch Schaden in der
Hohe der Préamie. Der Riickversicherer hingegen hat nun einen Gewinn
von 100.000, sollte der Schaden bei einer Police mit Versicherungssum-
me 250000 auftreten. In den beiden anderen Féllen erleidet der Riick-
versicherer nun den Verlust, der zuvor das Versicherungsunternehmen
getroffen hatte.

1.2.3 Schadenexzedenten (Excess of Loss) Riickversicherung

Bei dieser Art der Riickversicherung trégt der Riickversicherer den Anteil des
Schadens, der die sogenannte Prioritét iibersteigt. Die Prioritit wird fiir jeden
Vertrag neu festgelegt. Der Riickversicherer haftet allerdings auch wieder nur
bis zu einer gewissen Schadenshéhe. Den Teil des Schadens der dariiber liegt,
tragt wieder das Versicherungsunternehmen. Der Bereich zwischen Prioritat
und der Hohe bis zu der der Riickversicherer haftet, nennt man Haftstrecke
oder Layer. Der Abschluss von mehreren Riickversicherungen deren Haftstre-
cken iibereinander liegen, um sich besser abzusichern, ist moglich.

Im Gegensatz zur proportionalen Summenexzedentenversicherung zahlt nun
das Versicherungsunternehmen den vollen Eigenbehalt, auch wenn der Scha-
den niedriger als die maximale Deckungssumme ist.
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Folgende Grafik soll die Wirkungsweise einer Schadenexzedenten Versiche-
rung veranschaulichen:
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Grafik 1.3.:XL-Riickversicherung

Die einzelnen Séulen der Grafik entsprechen den aufgetretenen Schaden. Die
maximale Deckungssumme der Policen betragt 200. In diesem Fall hat das
Versicherungsunternehmen zwei Riickversicherungen abgeschlossen. Die Prio-
ritdt fiir die Erste liegt bei 50, dies ist zugleich der Eigenbehalt des Versi-
cherungsunternehmens. Die Haftstrecke betragt ebenfalls 50. Das bedeutet,
dass der Riickversicherer fiir den Teil der Schéden haftet, der zwischen 50
und 100 liegt. In dieser Grafik ist das der dunkelgraue Teil der Saulen. Die
zweite Riickversicherung haftet fiir den hellgrauen Teil der Schiaden.

Die Schéden zwei und finf iiberstiegen die Riickversicherung und treffen so-
mit wieder das Versicherungsunternehmen.

Vor-/Nachteile: Mit dieser Versicherung kann man sich gut gegen einzelne
Risikospitzen absichern. Die Riickversicherungspramie ist jedoch nicht mehr
proportional zu der Pramie die das Versicherungsunternehmen erhélt. Die
Berechnung kann daher recht aufwéndig sein.
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1.2.4 Stop Loss Riickversicherung

Die Stop Loss Riickversicherung ist die Letzte, die wir hier behandeln wol-
len. Bei dieser Art der Riickversicherung tibernimmt der Riickversicherer den
Teil des Schadens der die Prioritat tibersteigen. Diese Versicherung wird fiir
gewohnlich fiir einzelne Policen oder etwa sogar fiir das Jahresergebniss einer
ganzen Sparte abgeschlossen. Deswegen wird sie manchmal auch Jahrestiber-
schadenexzedenten Riickversicherung genannt.

Vor-/Nachteile: Der Vorteil dieser Art der Riickversicherung ist, dass der
maximale Verlust durch die Prioritat plus der Riickversicherungspramie be-
schrankt ist. Daher eignet sie sich gut, um Risikospitzen abzudecken. Aller-
dings kann auch beispielsweise das Jahresergebnis der Schadensquote (Sché-
den /Préamien) stabilisiert werden.

Auch hier kann die Pramie nicht mehr proportional von der Versicherungs-
pramie abgeleitet werden, sondern muss gesondert berechnet werden.

12



1.3 Mathematische Eigenschaften der Riickversicherung

Da wir nun die verschiedenen Arten der Riickversicherung kennen gelernt ha-
ben, wollen wir uns noch ein wenig mit ihren mathematischen Eigenschaften
beschaftigen.

Fiir unsere weiteren Uberlegungen sei gegeben ein Risiko X . Dieses wird nun
zwischen Versicherer und Riickversicherer so aufgeteilt, dass gilt:

X=X +X,

wobei X; der Anteil des Versicherungsunternehmens am Risiko X und X,
der Anteil des Ruckversicherers ist.

Xy ist fiir gewohnlich eine Funktion von X. Fiir unsere Riickversicherungs-
vertrage gilt:

e Quoten: X, = aX mit a konstant.

e Summenexzedent: Xy = aX wobei a von der Versicherungssumme ab-
héngt.

e Excess of Loss: Xy = min(h; max(0; X — p)) wobei p die Prioritdt und
h die Haftstrecke ist.

e Stop Loss: Xy = max(0; X — p) wobei p die Prioritat ist.

1.3.1 Die varianzreduzierende Wirkung der Riickversicherung

Es gilt:

Var(X) = Var(X;) + Var(Xs) + 2Cov( X1, X)

Da X7 und X5 aber Anteile des gleichen Risikos sind, sind X; und X, positiv
korreliert. Daher ist Cov(X7, X5) groBer 0 und es folgt:

Var(X) > Var(X;) + Var(Xy) (1.1)

Bei dem Abschluss eines Riickversicherungsvertrages gilt es also den Aus-
druck Var(X;) + Var(X;) in (1.1) zu minimieren.
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1.3.2 Varianzminimierung durch Stop Loss Riickversicherung

Wie wir bereits gesehen haben, ist die Stop Loss Riickversicherung fiir ein
Risiko X definiert als:

(X = p)4 == max(X —p,0)

mit Prioritat p, die zugleich den maximalen Schaden darstellt, den das Ver-
sicherungsunternehmen erleiden kann.

Berechnet man nun die Pramie fiir diese Riickversicherung nach dem Aquiva-
lenzprinzip, so erhélt man eine Pramie in Abhéngigkeit der Prioritét:

7, := E [max(X — p,0)]

Im Fall einer stetigen Verteilung von X folgt somit:

o0

T = 7@ ~p)f (@) de = [(1 = F(x)) do

p

Da 7r;3 = F(z) — 1 folgt, dass die Pramie fiir die Stop Loss Riickversicherung
mit steigender Prioritét sinkt, so lange F'(x) < 1 ist.

Sei nun die Prioritét gleich 0, sprich der Riickversicherer iibernimmt das gan-
ze Risiko. In diesem Fall erhélt der Riickversicherer mit myp = E[X] allerdings
auch die gesamte Pramie. Setzt man die Prioritit gleich undendlich, so erhéat
man eine Riickversicherungspréamie von 0, da in diesem Fall der Riickversi-
cherer keine Leistung zu erbringen hat.

Satz 1.1: Sei nun /(X) eine beliebige Zahlung die der Riickversicherer im
Schadensfall zu zahlen hat. (X — p), sei die Zahlung im Falle der Stop Loss
Riickversicherung. Ist der Erwartungswert dieser beiden Zahlungen und da-
mit die Riickversicherungspramie gleich so gilt:

Var[lX —I(X)] > Var[X — (X — p)4]
Dies bedeuted, dass die Stop Loss Riickversicherung bei fixierter Riickversich-
erungspramie die Varianz des Schadens fiir das Versicherungsunternehmen

minimiert.

Beweis: Sei V(X) = X — I(X) und W(X) = X — (X — p)+. Nach dem
Steinerschen Verschiebungssatz gilt:

14



Var(Z) = E[Z%] — E[Z)?

Da gilt, dass EV(X) = EW(X) ist, und p konstant ist, gentigt es zu zeigen,
dass:

Var[(V(X) = p)*] = Var[(W(X) — p)’] (1.2)
Eine Bedingung die hinreichend ist damit (1.2) erfiillt ist, ist dass:
(V(X) —p)| > |(W(X) —p)] mit Wahrscheinlichkeit 1

Nun unterscheiden wir zwei Falle:

1. Fall: X >p
W(X)=p)=X-(X-p)—p=X-p—-(X-p =0
(VX)=p)=X—-p—-I(X)#0 dal(X)#(X—p)

2. Fall: X <p

Bemerkung: In diesem Abschnitt haben wir angenommen, dass alle Arten
der Riickversicherung die im Erwartungswert den gleichen Betrag leisten,
auch gleich teuer sind. In der Realitit wird ein risikoscheuer Riickversicherer
allerdings fiir die Stopp Loss Riickversicherung eine hohere Pramie verlan-
gen, als fiir jede andere Riickversicherung.

1.3.3 Optimale Riickversicherung

In diesem Abschnitt wollen wir uns nun kurz mit der Frage beschéaftigen, wel-
che Versicherung unter gewissen Umstanden optimal ist. Dazu nehmen wir
an, ein Versicherer verlangt fir ein Risiko X eine Pramie nx = (1 + 0)E[X].
6 ist der Sicherheitszuschlag. Das Versicherungsunternehmen sucht nun nach
einer Riickversicherung I(X), mit 0 < I(X) < X, die den Profit des Versi-
cherungsunternehmens maximiert. Die Riickversicherung soll so abgeschlos-
sen werden, dass Var[X — I(X)] gleich einem vorgegebenen V' (X) ist.

Fir den Riickversicherer wollen wir zwei mogliche Pramienkalkulationsprin-
zipien annehmen:
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1. 1+ ME[I(X)] (Erwartungswertprinzip)
2. EI(X)]+aVar[l(X)] (Varianzprinzip)

Unter diesen Vorraussetzungen erhalt man folgenden Profit fiir das Versiche-
rungsunternehmen:

1. Riickversicherungspréamie nach dem Erwartungswertprinzip:

(1+ OE[X] - E[X — I(X)] — (1 + ME[[(X)] =
— OE[X] — AE[I(X))] (1.3)

2. Riickversicherungspramie nach dem Varianzprinzip:

(1+0E[X]—E[X — I(X)] — (E[I(X)] + aVar[I(X)]) =
= 0E[X] — aVar[l(X)] (1.4)

Um den Profit zu maximieren, muss man nun die beiden Ausdriicke (2.3)
und (2.4) maximieren. Um dies zu erreichen, minimieren wir E[/(X)] und

Var[I(X)].

1. Minimiere E[I(X)]:

Aus Satz 1.1 wissen wir, dass unter allen Riickversicherungen I(X),
welche die gleiche erwartete Leistung E[/(X)] haben, die Stop Loss
Riickversicherung (X —p). die geringste Varianz fiir das Versicherungs-
unternehmen liefert.

Dies bedeutet aber, das bei fixer Varianz Var[X — I(X)] die Stop Loss
Versicherung den niedrigsten Erwartungswert E[/(X)] liefert.

Daher gilt, dass im Fall der Berechnung der Riickversicherungspréa-
mie mittels Erwartungswertprinzip die Stop Loss Riickversicherung den
Profit des Versicherungsunternehmens optimiert.

2. Minimiere Var[I(X)]:

Varll(X)] = Var[X]+ Var[I(X) — X] — 2Cov[X, I(X) — X]

Der Term Cov[ X, I(X) — X] wird am groften, wenn X und [(X) — X
linear von einander abhangen. Daher wéhlen wir eine Riickversicherung
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der Form I(X) = v + fz.
Aus 0 < I(X) < X folgt nun, dass y =0 und 0 < 5 < 1.

V(X)=Var[X — I(X)] = Var[(l — B)X] = (1 — B)*Var[X]

V(X)

=p=1- Var[X]

Das heifit fiir den Fall, dass der Riickversicherer seine Pridmie nach
dem Varianzprinzip berechnet, optimiert die proportionale Riickversi-
cherung den Profit des Versicherungsunternehmens.

Bemerkung: Fir gewohnlich ist dem Versicherungsunternehmen das Pra-
mienkalkulationsprinzip der Riickversicherer nicht bekannt.
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2 Kontrolltheorie

2.1 Stochastische Prozesse und Martingale

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst einige wichtige finanzmathematische
Grundlagen, wie stochastische Prozesse oder Martingale, sowie Filtrationen
definieren, die wir im weiteren Verlauf benotigen. Es werden auch einige
Satze genannt werden. Da wir allerdings nur die Aussage der Satze bendtigen,
werden flir die meisten keine Beweise angegeben werden.

2.1.1 Stochastische Prozesse
Sei I eine Indexmenge, hier: I := N, [0, 7] oder R

Def 2.1: Ein stochastischer Prozess X ist eine Familie von Zufallsvariablen
(X | t € I) auf dem Tripel (2, F,P)

Def 2.2: Ein Pfad eines Prozesses ist die Funktion ¢ — X;(w) bei Fixem w.
Ein Prozess heifit cadlag, falls fast alle Pfade rechtsstetig mit existierendem
Limes von links sind.

Ein Prozess heifit stetig, wenn fast alle Pfade stetig sind.

2.1.2 Filtration
Def 2.3: Eine Filtration F = (F;);es ist eine wachsende Familie von o-

Algebren in F, d.h. F;,Cc F/; C F, s<t.

Heuristische Erklarung: Eine Filtration beschreibt das Anwachsen der Infor-
mation mit der Zeit.

Technische Voraussetzungen:

1. T soll rechtsstetig sein, das heift Fi+ = N Fs = F;

s<t

2. TF soll vollstandig sein, das heifit alle P-Nullmengen von F sind bereits
in Fo enthalten.

Def 2.4: Ein Prozess heifit adaptiert, falls X; F;-messbar ist Vi € 1.
Bedeutung: Der Prozess schaut nicht in die Zukunft; oder die Information,
die durch Beobachtung des Prozesses gewonnen wird, kann nicht grofler sein,
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als die Information der Filtration.

Def 2.5: Fx heiit natiirliche Filtration (manchmal auch o(X;, s < t))
Fx ist die kleinste rechtsstetige Filtration beziiglich der X adaptiert ist.

Def 2.6: Eine Zufallsvariable 7 heifit Stoppzeit (7 : Q2 — RT N {+o0}), falls
{T < t} e F t

Bedeutung: tiiblicherweise benutzt man Stoppzeiten, um Prozesse zu stoppen.
{r <t} € F; bedeutet, dass man erst zum Zeitpunkt t weif}, ob der Prozess
gestoppt wird.

Bemerkung:
e jeder deterministische Zeitpunkt s ist Stoppzeit,{s < t} C {9, F}
e falls X (¢) adaptiert = Xy, ist auch adaptiert, mit t A 7 = min(t, 7)

e Beispiel fiir eine Stoppzeit ware die ,Hitting Time": sei X ein stetiger
Prozess, Xy = 0:
r=inf{t >0/ X, =2}, x>0

Def 2.7: F, ={Ac FIAn{r <t} e F}
F. ist die Filtration zum Stoppzeitpunkt, und beschreibt die Information,
die bis zum Zeitpunkt 7 vorhanden ist.

2.1.3 Martingale
Def 2.8: M, heifit F;-Martingal, falls:

1. M, ist adaptiert
2. My € L'(P) Vt d.h. E{|M;|} < oo Vt
3. E[M|Fs] = M s<t

Bemerkung: Das Vermogen eines Spielers in einem fairen Spiel wird durch
ein Martingal beschrieben, da er im Mittel weder einen Gewinn noch einen
Verlust zu erwarten hat.

Def 2.9: falls man oben Punkt 3 in Definition 2.9 durch E[M|F] < M;

ersetzt, so sprich man von einem Supermartingal
Ersetzt man Punkt 3 in Definition 2.9 durch E [M;|F,] > M;, so spricht man
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von einem Submartingal.

Satz 2.1: (Supermartingal-Konvergenzsatz)
Es sei X; ein L'-beschranktes Supermartingal, d.h. sup E [|X;|] < oo, dann

t—o0
gilt: tli)m existiert fast sicher, und ist gleich X

Bemerkung: Ohne Zusatzvoraussetzungen gilt die obige Aussage nicht im
L'-Sinn. Das heifit im Allgemeinen ist Jim | X: — Xoollpr # 0
Eine Zusatzvorraussetzung die L!-konvergenz garantieren wiirde, ist die
gleichméfBige Integrabilitét ( lim sup [ | fi|dP — 0).

Tt filza
Hinreichend fiir gleichméBige Integrabilitit wéire L2-beschrinktheit

(sup [|Xe|z2 < o0)
Satz 2.2: (Stoppsatz)

Seien 71, 7o Stoppzeiten und M; ein Martingal, dann gilt:
]E [MTl/\t‘FTl] = MTl/\Tl/\t
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2.2 Brownsche Bewegung

Def 2.10: Ein Prozess W; heifit Brownsche Bewegung, falls gilt:
1. Wy =0 fast sicher

2. Seit0<t1<t2< ...... tn
= Wiy, Wiy, = Wiy, Wo, = Wey, W, = W, |
sind unabhéngige Zufallsvariablen

3. W, —W,=2N0,t—s5) s<t

4. Die Pfade von W, sind stetig

Bemerkung:
o W, ist Martingal
e Als Filtration wahlt man iiblicherweise die natiirliche Filtration von W

e Die Pfade von W haben fast sicher unendliche Totalvariation, aber end-
liche Quadratische Variation. Insbesondere gilt: Sei 0 < t; < ... < t, =
t und die Feinheit des Gitters "= 0 dann folgt

(W), = lim 3 (W, —W,_,)> 2t
o0 =1

Beispiel 2.1: Exponentielles Martingal:
Sei X; = pt + oW, p,0 > 0, dann gilt:
M, = et X ist exponentielles Martingal
Beweis der Martingaleigenschaft:

1. M, ist adaptiert, weil W; adaptiert ist

2
—2u
2 t—

2. M, = e HHeWe) — o TE W qany folgt E[|My]] < oo,
weil [ et p(x) dz < oo wenn ¢...Dichte von N (0, t)
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3. Bleibt noch Punkt (3) aus Definition 2.8 zu zeigen:

—2

22, —2 2 —2u
E[M,|F,] = Ele =t =W |F,] = e % E[e =W |F,]

—2u2 —2
e‘;fftﬂz[e‘if£WQA*WG

Fs]e_TZMWS

—2u?, —2u
5 =W

G%Wt_Ws], da W, — W, unabh. von F;

= € o
22y gy e Z2

=e o2 o "Elee 9] g=N(0,1)

) )

o2 o2

et W T ()
—2u?2 2 —2u?  —2 —2u?

R - e AN
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2.3 Stochastische Integration beziiglich einer Brown-
schen Bewegung

Da der Pfad einer Browschen Bewegung fast sicher unendliche Totalvariati-
on besitzt, ist eine pfadweise Integration nicht moglich. Aus diesem Grund
werden wir nun im Folgenden das Ito-Integral definieren, mit dem eine In-
tegration nach einer Brownschen Bewegung moglich ist. Diese Konstruktion
erfolgt in drei Schritten, in denen man den Integralbegriff erst einmal fir
yeinfache Integranden® definiert, und dann zu Grenzwerten tibergeht, dhn-
lich dem Aufbau des Lebesque Integrals.

Schritt 1: Konstuktion fiir ,,einfache Integranden*
Def 2.11: Sei SO = {H | Ht = Ho(t)¢1 + E ¢Z : H}ti—l,ti](t)7 }
i=1

wobei 0 =ty <ty < ..<t, =T und ¢Z € Loo(ftifl)
Dann heifit H € Sy ,einfacher Integrant*.

Fur H € Sy definiert man:
t n
Ost AW, = (H : W)t = ;@(tht - Wti_l/\t)

angenommen t = t:

(H ' W)t = én:l (bl(Wtz - Wtifl)

angenommen tp <t < tgy1:
(H : W)t = ;I_ (bZ(th - WtZ;l) + ¢k+1(Wt - VV’Lk)

o (H-W), ist Martingal

¢ ¢

e Ito-Isometrie: E <(f H, dWs)2> =E [f H? ds}
0 0
Ist Isometrie von L?(ds x dP) — L*(P)

Schritt 2: L?-adaptierte Integranden

T
Betrachte: H = {H | H adaptiert und E lf H? ds < o0
0

}
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Um das Integral fir die Integranden dieses Typs zu definieren, benutze fol-
gende Tatsachen:

t
1. VH ¢ H IH™ € S, sodass E [f |H — H(")\st] — 0
0

2. Ang Xt(") sei eine Folge stetiger Martingale, sodass Xt(n) eine Cauchy-
Folge in L?(P)
= 3 genau ein stetiger Prozess X;, sodass ||X; — Xt™|| 2 =5 0
vVt € [0,T]
0 Lsometrie (pr(m) L 117), ist Cauchyfolge in L2(P)
Definiere nun mit Hilfe von (2): (H - W), = lim (H™ - W), in L*(P)

n—o0

Lemma 2.1: Eigenschaften des It6-Integrals:

t t
1. E [(f o, dWS)Ql ~F [(f 2 ds)} vt € (0,7
0 0
t t t
2. fiir A\, p € R gilt: [ (N + pHy) dW, = A\ [ Hy dW, + pu [ Hy dW,
0 0 0

TAL t
3. [ HydW, = [ H, Tp(s) dW,
0 0

Beweis: Fiir H € S, nachrechnen, danach geht man zum Grenzwert iiber.
O

Schritt 3: Lokalisation
— T
Betrachte: (H) :={ H | H adaptiert und P(f H? ds < 00) = 1}
0

t

Definiere 7, := inf {t >0 [H?ds= n}
0

Weiters sei H™ = H, - Ii0,7.1(5) e H

]?eﬁniere nunt fir H € H:
[HdW,:= [H™ dW, firt<r,
0 0
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Dies ist eine konsistente Definition, da fir t < 7, < 7, gilt:
t t

[H™ dW, = [ H™ dW,

0 0

Bemerkung:
e fir H € H ist (H - W), ein L*-beschrinktes Martingal

o fir H € H gilt (H - W), ist nicht notwendigerweise ein Martingal,
sondern nur ein lokales Martingal, wobei folgendes gilt:
Definition: M ist lokales Martingal, falls eine Folge von Stoppzeiten T;,
existiert fur die gilt, dass T, /" oo f.s., und M,,,, ist ein Martingal.
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2.4 It0-Prozesse und die Ito-Formel

Def 2.12: X, heifit [t6-Prozess , falls sich Xt folgendermaflen darstellen 1a83t:
t t

Xi = Xo + /Ks ds + /Hs W, (2.5)
0 0

wobei Xy Fo-messbar ist, K, und H, adaptiert sind.
Weiters setzen wir voraus:

L) P([ K| ds < 00) = 1
0

—)]P’(ftHfds<oo):1
0

Die obige Darstellung ist in folgendem Sinne eindeutig:
Angenommen: X;, X] sind It6-Prozesse mit X; = X fast sicher.

t t
wobei X; = Xo+ [ K, ds+ [ H; dW, Dann folgt:
0 0

1. Xy = X{) P-fast sicher
2. K; = K| ds x dP-fast sicher
3. Hy = H! ds x dP-fast sicher

2.4.1 Die Ito-Formel

Satz 2.3: Angenommen X ist ein [t6-Prozess mit Darstellung wie (2.1), und
sei f € C?(R), dann folgt, dass f(X;) ist auch It6-Prozess und es gilt:

F(X) = Xo/tf’ ) K, ds + ;/t H2ds+/f ) H, dW,
0 0

(2.6)
Bemerkung: Man kann die Formel auch kiirzer schreiben. Es gilt:

dXt = Kt dt + Kt th
t
:/Hg ds
0

Nun kann man Formel (2.2) umschreiben zu:
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FX) = F(X) [ X axor g [rxa, @)

Beweisidee fiir die [t6-Formel:
Laut der Taylorformel gilt:

F) — F@) = F'(0)- (4 — 2) + 1"(2) - (y — 2)* + Rzy)

2
v (y —x)?

=0

Nun sei: 0 = 5" < 11" < ... <t = ¢ mit t; = L¢, dann gilt:

2 R X0 = Xyw)

=1
TL—)OOO
t |
[ F00) X+ [ 100) dUX), O
0 0
Verallgemeinerung: Sei f(¢,z), sodass
fo=%
fri= §—£ } stetig sind, dann gilt:
S = 275

t t t
£ X0 = FO, X0+ [ Fols, X ds [ Fals, X Xt [ fnls, X0) d(X0)
0 0 0

2.4.2 Die Ito6-Formel in n Dimensionen

Def 2.13: W heifit m-dimensionale Brownsche Bewegung, falls gilt:
W, = (W}, ..., W™), wobei W}, ..., W/™ m unabhéngige eindimensionale Brown-
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sche Bewegungen sind, die alle beziiglich einer Filtration F adaptiert sind.

Nun kann man das stochastische Integral beziiglich der mehrdimensionalen
Brownschen Bewegung W komponentenweise definieren:

Def 2.14: Sei A eine n x m-dimensionale Matrix bestehend aus n x m adap-
tierten Prozessen, dann definiere:

13

AL qwk
A

ol
Mz
N

O . O —

)
[ Ag dWy :

Il
Eon
I

L

ATk qWk

IR
o

x>
I
—_

Def 2.15: X, ist ein n-dimensionaler [t6-Prozess , falls gilt:
t t
Xi=Xo+ [bsds+ [o, AW, | wobei
0 0
- X ist Fp-messbar,
- b; ein R™-wertiger adaptierter Prozess ,

- 0y ein R™*-wertiger adaptierter Prozess ,
- W ist m-dimensionale Brownsche Bewegung

Satz 2.4: (Die n-dimensionale It6-Formel)
Sei f(t,X): Ry x R" = R, so dass gilt: fi, i, fi; stetig fir Vi, =1,...,n
dann gilt:

t

fro(s —I—Zn:/fflsX dX'+

=1

f(taXt) = f(Oa XO) +

DO = O~

0
Xn:zn:f/” (s, X,) d (X', X7)

i=1j=1

_|_

wobei

. . t .
(X7, X7), = (00T} ds
0

(007), = 3 oot
k=1
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Satz 2.5: Partielle Integration (Eindimensionaler Fall)
Seien X; und Y; zwei 1t6-Prozesse, dann gilt:

t t
Xi Y= XoYo+ [ X dYs + [V, dX, +(X,Y),
0 0

t
mit: (X,Y), = [o@o® ds
0
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2.5 Stochastische Differentialgleichungen (SDE)
Def 2.16: Eine Gleichung der Form:

X, :§+/b(s,Xs) ds+/a(s,Xs) dw, (2.8)
0 0

heiflt Stochastische Differentialgleichung, falls gilt:

¢ st Fp-messbar
b:Ry xR* - R" ist messbare Funktion
o: Ry xR* — R"™™ st messbare Funktion

Alternativ kann man auch schreiben:
dXt = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) th
dies sind eigentlich n Gleichungen der Form:

dXi = V(t, X,) dt + 5 o*(t, X,) AW}

k=1

Def 2.17: X, heifit Losung von (2.4), falls gilt:
o X, erfillt (2.4)
e X, ist adaptiert
o
o P([|b'(t, Xy)| dt < o0) =1 Vi
0
t ..
P(f o (t, X,)|* dt <oo)=1 Vi,j
0
Bemerkung: Man unterscheidet zwischen starken und schwachen Losungen
von Stochastischen Differentialgleichungen:
starke Losung: gegeben ist die Brownsche Bewegung W mit der natiirlichen

Filtration "V, gesucht ist die adaptierte Losung von (2.4)
schwache Losung:(W, F) ist Teil des Losungstriples(W;, Fi, X;)
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Satz 2.6: (Eindeutigkeit) Es gilt:
Ib(t, 2) = b(t, y)|[ + [lo(t, 2) —o(t, Y|l < K[z —y[| vVEe€[0,T] K >0
= falls X, und X, Loésungen von (2.4) sind, dann folgt:

P(X, =X, Vte[0,T]) =1

e man nennt solche Prozesse ununterscheidbar

e im Gegensatz dazu nennt man X, modifikation von X, falls gilt:
P(X, =W,)=1 Vt€|0,T]

e falls X; und Xt/ rechtsstetig sind, dann folgt:
X, ist Modifikation von X; = X, ist ununterscheidbar von X,
die andere Implikation gilt immer.

Um , Explosion,, in endlicher Zeit zu verhindern (auszuschlieBen), stellt man
zusatzlich noch Wachstumsbedingungen an b und o.

Satz 2.7:Falls:

[1b(t, ) = b(t, )| + [lo(t, 2) — o(t,y)l| < K[|z —yl|  und
16, 2)|1” + o (t, 2)|* < K1+ [|]]*), E[¢%] < o0

= es existiert eine eindeutige, stetige, starke Losung von (2.4) mit

T 2
E[g’HXtH dt] < oo

Satz 2.8: Gegeben sei die stochastische Differentialgleichung:
dXt = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) th XO = f

Erfillen b und o Lipschitz und Wachstumsbedingungen dann folgt:
Es existiert eine eindeutige Losung.
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2.6 Einfiihrung und ein motivierendes Beispiel

In diesem Abschnitt wollen wir nun Folgendes als gegeben erachten:
e cin Wahrscheinlichkeitstrippel (€2, F,P)

e eine m-dimensionale Brownsche Bewegung I/ mit ihrer natiirlichen Fil-
tration F

e cinen endlichen Zeithorizont
e Kontrollprozess (u;)I_,

e Zustandsprozess der gegeben ist durch:
dX; = b(t, Xy, uy) dt + o(t, Xy, ug) dW; Xo=1
b:[0,T] x RxU — R” messbar
b:[0,7] x RxU — R™™  messbar
(oft sind noch zusatzliche Bedingungen an b und o gestellt), oft schreibt
man auch X' statt X;.

Def 2.18: Ein Kontrollprozess (u;)l_ ist ein F-adversibler U < R-wertiger
stochastischer Prozess.
Das Zielfunktional ist definiert durch:

T
Jt,x,u) =E | [o(t, Xy u) dt + (T Xy) | Xy = x|.
t

T
Wobei [ o(t, Xi,us) dt den Nutzen iiber die Zeit und W(7’; X;) den Endnut-
t

zen darstellt.

Die adversiblen (zulédssigen) Kontrollprozesse A(t, z) sind jene, fiir die (2.4)
eine eindeutige starke Losung hat, und fiir die das Zielfunktional wohl defi-
niert ist.

Des Weiteren sei die Wertfunktion gegeben durch:

V(t,z) = sup J(t,z,u)
ucA(t,x)

Unser Ziel ist es nun, zu diesem Grundproblem ein V' (0,x) und ein u* zu
finden, so dass V(0,z) = J(0,x,u*). Das heiit, wir versuchen unser Verhal-
ten (den optimalen Kontrollprozess u*) bis zum Zeitpunkt 7" im vorhinein so
festzulegen, dass unser erwarteter Nutzen im Zeitpunkt 0 maximiert wird.
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Dies Vorgehen wollen wir uns nun anhand eines Beispiels etwas genauer an-
sehen.

Beispiel 2.2: Marktmodell:

e Bond (Anleihe) B; : %B: =rdt

also B, = B, - e"

o Aktie S; : ds—stt:(pdt—i—a dwy)

Ito-Lemma = S; = S - 6(“_§)t+” aw
e NB ... Anzahl der Bonds im Portfolio
e NP ... Anzahl der Aktien im Portfolio
e Zustandsprozess X; ... Vermogen des Investors
X,=NP.B,+N}.5,
e Wir setzen voraus, dass das Portfolio selbsfinanzierend sein soll
dX, = NP -dB, + N7 - ds,

e u,; ... Anteil des Vermogens in Aktien, das heif3t:

Nts'St S Ut'Xt
TR 7
1—U)Xt
NB_( t
t Bt
(1_Ut)'Xt U’t'Xt
t B, t + S, t
:<1—ut>Xt(T'dt)"‘UtXt(lUdt‘i‘O_th)
=X;-(r4+u-(p—r))dt+Xe-0-u dWy (2.9)
ftgs ds—i—jhs dW
Ansatz: X; = X, - e° 0 = X, et

(dZt = G dt + ht th R d<Z>t = h? dt)
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6-Lemma 1
kg AX = X, dZ, + 5 X, d(2)

t

1
= X+ (g0 dt + hy dW3) + S Xy dt

dX;

1
= (o0t Shi) dt + hy AW, (2.10)
t

Vergleicht man nun (2.5) und (2.6) folgt:

ht:O"Ut
1 2
gt+§ht:r+ut-(,u—r)

1
gt:r—i-ut-(,u—r)—§a2u?

t t
f(r-l—ur(u—r)—%ozuf) ds-l—f o-uy dWs
= Xt = XO - €0 0

Nun wollen wir den logarithmierten Endnutzen maximieren. Dazu setze man
0 =0,9Y(T, Xr) = In X¥. Wir erhalten das Zielfunktional:

J(O,x,U) :E[IHX% ‘ XO = 512'0]

Als Néchstes wollen wir nun die Menge der adversiblen Kontrollprozesse be-
stimmen:

A(u, zo) | uist progressiv messbar;
T
]EL[T%—US- —r) — 30°u?
T
E |[o%u? ds| < oo}
0
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Damit folgt nun:
t ] t
In Xr :lnX0+/<T+Ut (p—r)— iazuf) ds+/o-ut dW,
0 0

t
ue A0,zg) = /0 ~uy dWy st Martingal
0

t
/a-utdWsl =0

0

= E

E [ln XT] =In XO +

t t
1
/(r+ut-(u—r)—502uf) ds~|—/a-ut dWS]
0 0

um nun E [In X7| zu maximieren, geniigt es, den Integranden fir jedes feste
S zZUu maximieren:

J
S (p—71)—c*us =0
US
52
W t—o <0
= u; = (i _2 r) ... Merton Strategie
o

SEX:=InX,+E

t 2
(p=r)3 1 ,(u—r)
/(7"*0—2—2" 2 )"

0
1
zlnX0+T-<r—|—

Bemerkungen:

e An der Form des optimalen Kontrollprozesses u* = (“(%) kann man

leicht erkennen, dass der Anteil des Vermdgens in Aktien mit dem
Drift (u) zunimmt. Steigt hingegen der Zinssatz des Bonds oder die
Volatilitat, so wird der Anteil der Aktien kleiner.

e u konstant erfordert dauerhaftes Umschichten des Portfolios, da sich .S;
und B; mit der Zeit &ndern. Um ein realistischeres Ergebnis zu erhalten,
miifite man die Transaktionskosten beriicksichtigen.
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e Analoge Vorgehensweise in hheren Dimensionen moglich

dSy =Diag(S;) - (p dt + o dWy)
Wi ...n — dimensionale Brownsche Bewegung
S
Diag(Sy) =
St
nweR"
u e R" ... Anteil des Vermogens in i-ter Aktie
o€ R™™ | reguldr
= dS} =S, - (,ui dt+> o, de)
k=1
= u" =(o0")"" - (u—r-1)
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2.7 Dynamische Programmierung
2.7.1 Diffusion und ihr Generator

Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form:
dXt = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) th

wobei F die natiirliche Filtration einer m-dimensionalen Brownschen Bewe-
gung ist.
b, o seien so, dass eine eindeutige starke Losung existiert.

Def 2.19: Eine Diffusionsmatrix hat die Form:
a(t,r) = o(t,z)o'(t, )
Notation: Fiur eine Zufallsvariable Y definiere:

E..[Y] :=E[Y|X; = 7]
E,[Y]:=E[Y|X, = 4]

Satz 2.9: (ohne Beweis)
Sei f eine beschrinkte messbare reellwertige Funktion und X, die Losung
einer zeithomogenen stochastischen Differentialgleichung wie oben, dann gilt:

1. E[f(Xis)|Ft) = Ex,[f(Xs)] fast sicher
2. Elf(X,49)|Fr]) =Ex, [f(X,)] fast sicher fiir alle Stoppzeiten

Punkt 1. heiit Markoveigenschaft. Das zukiinftige Verhalten des Prozesses
hingt nur von der Gegenwart und nicht von der gesamten Vergangenheit
(beschrieben durch F) ab.

Punkt 2. heifit starke Markoveigenschaft

Def 2.20: Der Operator Lf(t,x) = li{‘r% E:.[f(s, Xs)] = f(t,x) heiBt Genera-

tor des Prozesses X.
Der Definitionsbereich des Operators ist:

Dy, = {f | obiger limes 3Vt € [0,T], Vx € R}

Sei jetzt:
2

) “ o 1& 4]
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dieser Operator ist definiert auf

0 f L
] stetlg und stetig Vi,j =1,...,n
dz;0x;
Sf( " f(t,x) 1 " 52f( x)
L e haAN Ry
= Lf= z; 5:102 2 z; 5:1; 0T
1
=fo+b(t,z)D.f + §tr(a(t, x) - Dy f)
Bemerkung:

e Das [t6-Lemma kann man nun folgendermaflen schreiben:

df(t, X,) = LF(t, X,) dt + Dof(t, X,) - ot, X,) dW, (2.11)

e cinfacher Fall: n =1 und b,o .. konstant = a =o¢

2

Satz 2.10: Sei f € C''? und es gelte:

Et,a}

Et,a}

u

[ 1505, X0)] ds

Lt

< 00,

/||Dxf(s,Xs) o (s, X,)|? ds] < oo, Yue€eltT]

Dann folgt: f € Dy und Lf = Lf.

Beweisidee: Setze [to-Lemma in die Definition des Generators ein und be-
nutze, dass die obigen Bedingungen garantieren, dass die dort auftretenden
Integrale existieren und, dass das Stochastische Integral ein Martingal ist.

O

Bemerkung: Fiir Funktionen f € C'2, die einen kompakten Triger haben,
sind die obigen Bedingungen automatisch erfiillt.

Satz 2.11: (Dynkin-Lemma) Sei f € C''? mit kompakten Triger und 7
sei Stoppseit mit E,; ,[7] < oo

= E[f (1, X)) = f(0,2) + E

/Tﬁf(s, Xs) ds]

0
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Beweisidee: Wende [to-Lemma bis 7 An an und gehe zum Limes li_>m iber.
n—oo
TAN

Zu zeigen ist noch, dass [ Lf(s, X,) ds gleichméBig integrierbar ist.

0
Da es sich um Zufallsvariablen handelt, ist das Vertauschen von Limes und
Erwartungswert moglich. -
Bemerkung: falls 7 Austrittszeit aus einer beschrankten Menge A ist, folgt
dass das Dynkin-Lemma fiir alle f € C%? gilt.
Grund dafiir ist, dass man f; 4 glatt zu einer Funktion mit kompakten Trager
fortsetzen kann.

Beispiel 2.3: Sei X; = x¢ + W, weiters sei a < xq < b sowie
T = inf{t|z, ¢ [a,b]}
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P[X, = b | X = zo] = po

e Aus dem Martingalkonvergenzsatz fiir X;», und der Tatsache, dass
Xi+s — X Normalverteilt nach N (0, 0) ist, folgt dass P(7 < c0) =1

= Ef(Xrt) = pof(b) + (1 —po)f(b) (2.12)
e Bestimme zunéchst alle fj, sodass gilt: Lfy =0
Es gilt: L£f, = ;fg' 20
= fo(x) = cox + dy fir ¢g,dy € R
e Mit dem Dynkin-Lemma folgt:

Elfo(X7)] = fo(Xo) + /O ds (2.13)

Vergleicht man nun die beiden Formeln (2.8) und (2.9), folgt:
cox + do = po(cob + do) + (1 — po)(coa + do) Veg, do

Ein Koeffizientenvergleich in ¢q liefert nun folgendes Ergebnis:

zo = pob + (1 — po)a
ro=po(b—a)+a
To— a

b—a

= Po =

Fir o — b folgt, dass py 1
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2.7.2 Motivation der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

Das Bellman-Prinzip:

V(tu .I') = S8up Et,x
u€A(t,x)

t1
/()0(87 X87 US) ds + V<t17 th)
t

Bedeutung: Falls man sich im Intervall[¢, ¢;] optimal verhéalt, so ist dieses
Verhalten auch global optimal, falls wir uns auch nach ¢; optimal verhalten.

Wir nehmen an: V € C%2. Wendet man nun das It6-Lemma (2.7) auf
V(t1, X3,) an, so folgt:

V(t,l’): Sup Et,:p
ucA(t,x)

t1 t1
/(p(s,XS,uS) ds +V(t,z)+ /V/O(S,XS) ds+
t t

t1
+ /b(s,XS,uS)DxV(s,XS) ds+

t
t1

1
+ 5 /tT’(a((S?Xs, us) ’ Dsz(S,Xs)) ds+

t

t1
+/D$V(3,XS) (s, X5, 115 dW5]
t

V(t, z) kann man nun auf beiden Seiten kiirzen. Nimmt man weiters an, dass
das dW Integral ein Martingal ist, folgt, dass der Erwartungswert davon 0
ist und auch dieses gekiirzt werden kann.

0= sup E,,
ucA(t,x)

t1 t1
/go(s,Xs,us) ds+/V/0(s,Xs) ds+
t t
t1
+/b(s,Xs,us)DxV(s,XS) ds+
t 5
—i—;/tr(a(s,Xs,us) - DV (s, Xy)) ds]

t

Dividiert man nun durch (¢; —¢) und bildet anschlieBend den Grenzwert tlgg
1
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erhalten wir:
0= sup {¢(s,Xs, us) ds+ Vig(s, Xs) ds+
u€A(t,z)
+ b(s, X5, us) D,V (s, Xs) ds+

1
+ 5“”(@(3’ X87us) : DIxV(S’ XS)) dS}

Def 2.21: Lf := fig+ b- D, f + 5tr(a- Dy, f)

= 0 =sup{o(t,z,u) + LV (t,x)} (2.14)

ueU

(2.10) heiit Hamilton-Jakobi-Bellman-Gleichung.

Wir haben nun gesehen, dass unter bestimmten Vorraussetzungen die Giiltig-
keit der Hamilton-Jakobi-Bellman-Gleichung notwendig fiir die Wertfunktion
V ist.

Umgekehrt kann man jedoch auch fragen, ob eine Losung der Hamilton-
Jakobi-Bellman-Gleichung die Wertfunktion beschreibt. Ist dies der Fall,
kann man die Hamilton-Jakobi-Bellman-Gleichung l6sen, um die Wertfunk-
tion zu erhalten.

41



Algorithmus HJB — Wertfunktion
1. Lése Extremalproblem in HIB-Gleichung — u = (¢, )
2. Falls u 3 hangte es von V (t,z), D,V (t,z) und D,V (t,x) ab.
u(t,x) =u(t,z,V(t,x), D,V (t,x), Dy, V(t,x))
3. Setze dieses u in die HJB-Gleichung ein, um eine partielle Differential-
gleichung fiir V' mit Randbedingung V (T, x) = V(T z) zu erhalten.

4. Kann man dieses Randwertproblem losen, erhélt man einen Losungs-
kandidaten ®(t, ).

5. Unter bestimmten Bedingungen an ¢ und wenn u; = 4(t, X;) zuldssig
ist, ist ® die gesuchte Wertfunktion, wobei dann X; die Losung der
stochastischen Differentialgleichung mit optimaler Kontrolle ist.

Bemerkung: Sétze, die Bedingungen angeben, unter denen die Losung der
Hamilton-Jakobi-Bellman-Gleichung die Wertfunktion ist, heiflen Verifikations-
Theoreme.
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2.8 Ein Verifikationssatz

dl’t = b(t,Xt,Ut) dt -+ O'(t,Xt,Ut) th (215)

‘](ta x, U) = sup Et,z
u€A

T

/gp(s, X, us) ds + (T, X7)| Xy = x]
¢

Bedingungen an A(t, z):

T
e a...progressiv messbar und E lf ||us||* ds| < oo
¢

e (2.11) hat eine eindeutige starke Losung mit E [ sup || X,|*] < oo

s€[t,T)

e J(t,z,u) ist wohldefiniert

Satz 2.12: Sei o (¢, z,u) so, dass ||o(t, z,u)||* < Co(1 + ||z]]?||u]|?), ¢ stetig
und ||o(t, z,u)|] < Cu(1+ [|z|}|ul|?) Vte€[0,T], Va € R, YVu U

1. Falls ®(¢t,z) € C? und |®(t, z)| < Cp(1+||z||?) und die HIB-Gleichung
erfiillt:

ueU

sup p(t,x,u) + L *P(t,x) =0
O(T,x) =W(T,x)

=&(t,z) > V(t,x)
2. Falls uj = u(t, X;) € A(t, z)
= ¢(t,x) =V (t,x) und J(t,z,u*) = V(t,2)

Beweis: Zunichst wollen wir einmal den ersten Punkt des Satzes zeigen.

Dazu sei 7, := inf{s > ¢t| ||Xs — X|| = n} und u eine beliebige Kontrolle
aus A(t, z), dann folgt:

O(10, X, ) = D(t, ) + /.c“sq)(s,xs) ds+/Dx<I>(s,Xs)a(s,XS) AW,
t t

Da X, bei 7, gestoppt wird und D,® beschrankt ist, folgt, dass das Integral
beziiglich der Brownschen Bewegung ein Martingal ist.
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r

Et,z /@(37X57u8) dS + (I)(TTL?XTn)] =

E: . /@(S,Xs,us) ds + ®(t, z) +/EUScI)(3,XS) ds] =
t

e | [ lp(s, Xo ) + £0(s, X)) ds| +0(1,)
t

L <0 wegen der HJB-Gleichung

< O(t,2) (2.16)

=E; . /@(S,Xs,us) ds + ®(1,, X;,)
¢

Tn

[ els Xo) ds| + [@(r, X,)| <

Tn

Co(L+ | X7 + [Jus] *) ds + Co (1 + [1X, []7) <

Co(L+ [|X[[7 + [Jus][*) ds + Co(1+ sup [|X,][*) € LY(P)

p s€o,t]

Aus dem Satz iiber die Dominierte Konvergenz sowie den Tatsachen, dass
lim 7,, =T und ® stetig ist, folgt nun:

n—o0

—_————
:\P(Tth)

=E;, /gp(s,Xs,us) ds +O(T, Xr)| < O(t,x)
=J(t,x,u) < O(t,x) Vue A
=V(t,z) < O, x)

Der Beweis fiir Teil zwei des Satzes erfolgt analog mit u* statt u. Als Folge
erhélt man in der Gleichung (2.12) statt einer Ungleichung Gleichheit. Damit
folgt, dass:



Bemerkungen:
e unter den Bedingungen des Satzes 2.12 gilt das verallgemeinerte Bell-

man Prinzip:

V(t,z) =supE,,
ucA

[ ols. X u) ds + (7, X;)
t

fir alle Stoppzeiten 7.

o [st die Wertfunktion eindeutig, dann folgt, dass die Losung der HJB-
Gleichung, in der Klasse der C*?-Funktionen mit quadratischer Wachs-
tumsbedingung eindeutig ist.

e Fiir die Existenz einer Losung der HJB-Gleichung benotigt man im
Allgemeinen sehr starke Bedingungen.

z.B.: —U ist kompakt
—V¥ € C® in « und beschrinkt
—b,0,¢ € C*? und beschrinkt
—a ist gleichméafBig positiv definit,
d.h. yla(t,z,u)y > S||y||* Vte[0,T); z € R uel
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3 Optimale proportionale Riickversicherung
und Investition basierend auf der Hamilton-
Jacobi-Bellman Gleichung

Riickversicherung und Investment sind wichtige Fragen fiir ein Versicherungs-
unternehmen. Daher sind auch Modelle zur Berechnung und Optimierung der
Gleichen sehr gefragt. Genau mit dieser Fragestellung beschéftigt sich auch
der Artikel von Cao und Wan, dem wir uns nun genauer widmen wollen.
Genauer gesagt, widmet sich der Artikel der Optimierung des Verhéltnisses
von Aktien und Bonds sowie der optimalen Riickversicherungsquote, um den
Endnutzen zu maximieren.

Die Ausgangssituation ist eine Versicherung, die die Moglichkeit hat, in eine
Aktie und einen Bond zu investieren, wobei Leerverkdufe nicht zugelassen
werden. Dariiber hinaus besteht fiir die Versicherung die Mdoglichkeit, eine
proportionale Riickversicherung abzuschlielen.

Es wird die Hamilton-Jacobi-Bellman Theorie, deren Grundziige wir in Kapi-
tel 2 erortert haben, genutzt werden, um aus dem Vermogensprozess, der mit
Brownschen Bewegungen modelliert wird, mit den Hamilton-Jacobi-Bellman
Gleichungen eine optimale Strategie, wie investiert und riickversichert werden
soll, abzuleiten.

3.1 Das Modell

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst einmal die entsprechenden Prozes-
se modellieren, die wir in dem nun folgenden Abschnitt benotigen. Ziel ist
es, die Dynamik eines Prozesses X (¢) zu modellieren, welcher uns das Ver-
mogen des Unternehmens widerspiegelt. Diese Modellierung werden wir in
zwei Schritten durchfithren. Zuerst werden wir die versicherungstechnischen
Komponenten modellieren, und diese anschlielend um einen Prozess, der die
Moglichkeit in ein Asset und einen Bond zu investieren wiederspiegelt, erwei-
tern. Die treibenden Komponenten dieses Vermogensprozesses X; sind:

Schiden

Erhaltene Pramien

Riickversicherungspramien

Investitionen in den Markt
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3.1.1 Modellierung der versicherungstechnischen Zahlungsfliisse

Zunachst wollen wir die Zahlungen fiir Schaden definieren. Entsprechend
Promislow und Young (2005) modellieren wir diese Zahlungen durch einen
Prozess C(t) mit Drift und einer Brownschen Bewegung.

dO(t) = a dt — b dW°(t) (3.1)

a und b sind hier positive Konstanten und W0(¢) eine Standard Brownsche
Bewegung.

Weiter wollen wir annehmen, dass die Pramien mit einer konstanten Rate
co = (1+460)a gezahlt werden, wobei § > 0 einen Sicherheitszuschlag darstellt.

Nun wollen wir als letzten versicherungstechnischen Faktor auch noch den
Einfluss der Riickversicherung modellieren. Dazu sei B : BT — B* die Riick-
versicherungsfunktion. Da wir nur den Fall der proportionalen Riickversiche-
rung behandeln wollen, gilt: sei Y der Gesamtschaden, dann ist B(Y) = ¢Y,
wobei q der Prozentsatz des Schadens der vom Riickversicherer getragen wird.
Damit éndert sich der Schadensprozess des Versicherers bei proportionaler
Rickversicherung von dC'(t) zu (1 — q) dC(t).

Die Riickversicherungspréamie definieren wir wie die Pramie zuvor durch eine
konstante Zahlung ¢; = (1 4 p)aq. p ist wieder ein Sicherheitszuschlag, der
in der Regel hoher ist als jener des Erstversicherers. Daher wollen wir anneh-
men: g > 6 >0

Nun haben wir alles was wir brauchen, um einen vorlaufigen Vermogenspro-
zess zu definieren:

dR(t) = co dt — (1 — q)dC(t) — ¢y dt
=(1+0adt—(1—q)(adt—bdW°t) — (1+ p)ag dt
=[(1+0)—(1—q) — (1 +p)gla+bl—q) dW'(t)
= (0 — pq)a dt +b(1 — q) dW°(t) (3.2)
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3.1.2 Modellierung des Investments

Zusatzlich zur Riickversicherung hat der Versicherer die Mdoglichkeit, in zwei
Assets zu investieren, ein risikoloses Asset(Bond oder Bank Konto) und ein
riskantes Asset (Aktie). Das risikolose Asset Sy(t) sei modelliert durch

dSO(t) = TQSO(t) dt (33)
mit tiber die Zeit konstanten Zinssatzen ry > 0

Der Aktienpreis am Markt ist ein diskreter Prozess. Da wir fiir unsere Zwe-
cke allerdings einen stetigen stochastischen Prozess brauchen, wéhlen wir
eine fir die Modellierung von Finanzmarkten iibliche Approximation. Die
geometrische Brownsche Bewegung hat sich in den letzten Jahren als gute
Modellannahme etabliert, und ist mittlerweile zum Herzstiick der modernen
Kapitalmarkttheorie geworden. Sei also S (t) der Aktienpreis zum Zeitpunkt
t:

dSi(t) = Si(t)ry dt +aS*(t)

mit iiber die Zeit konstanten Drift 1 > ro, der Brownschen Bewegung S*(t)
und deren Volatilitat o ebenfalls konstant iiber die Zeit.

Nun haben wir alles, um den Prozess X(¢) des Vermégens eines Unterneh-
mens zu modellieren. Ausgehend von den Gleichungen (3.1),(3.2) und (3.3)
erhélt man nun:

AX (1) = [ro(1 — 1) X () + ril ()X (1)) dt + ol(t)X (t) AW () + dR(¢)
= [ro(1 — I(£)) X (t) + (0 — pg)a] + rl(t) X (t) dt+
+b(1 —q) dW°(t) + ol(t) X (t) dW*(t)

Die letzte Gleichung wollen wir nun noch fiir die weiteren Berechnungen so
umformen, dass je ein Teil unabhéngig von ¢(t) bzw. I(t) ist.

dX(t) = [roX (t) + (0 — pq)a] dt + b(1 — q) dW°(¢)+ (3.4)
+ (r1 —ro)l(t) X (t) dt + ol(t) X (t) dW*(t)

Abschliefend wollen wir noch definieren, welche Stategien dem Versiche-
rungsunternhemen zur Verfiigung stehen.
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Def 3.1: Eine Strategie « ist ein stochastischer Prozess (q(t),[(t)), wobei
q(t) der ruckversicherte Anteil zum Zeitpunkt ¢, und /(¢) der Anteil des Ver-
mogens ist, der in das riskante Asset investiert wird.

Def 3.2: o heiit zuléssige Strategie, falls 0 < ¢(¢) <1und 0 <[(t) <1
Die Menge aller zuldssigen Strategien sei A.
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3.2 Maximierung des erwarteten Endnutzens

In Abschnitt (3.1) haben wir eine Differentialgleichung fiir den Vermogen-
sprozess X; des Versicherungsunternehmens hergeleitet. Jetzt konnen wir
diese wie in Kapitel 2 nutzen, um unser Zielfunktional

T
/QO(S,XS, us) ds + ®(T, Xr)

t

J(t,z,u) =E;

mittels der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung zu maximieren.

Da wir nur den erwarteten Endnutzen berechnen wollen, ist die Funktion
o(t, Xs; ug, die den laufend akquirierten Nutzen darstellt, in unserem Fall
identisch 0. Der Endnutzen wird mittels einer Nutzenfunktion u(x), die typi-
scherweise wachsend und konkav (u”(z) < 0) ist, berechnet. Damit erhalten
wir nun das fiir eine Strategie a unser Zielfunktional, die folgende einfache
Form hat:

Juo(t, 7) = E[u(X7)| X} = 2]
Ziel ist es nun

V(t,x) = sup Ju(t, x)
acA

und die dazugehorige Strategie a* = (¢*(t),*(t)) zu finden, so dass gilt:
Vor(t,z) = V(t, x)

Dieses Problem werden wir im Folgenden fiir zwei spezielle Nutzenfunktionen,
namlich die Exponentielle Nutzenfunktion und die ,,Power“ Nutzenfunktion
l6sen.

3.2.1 Exponentielle Nutzenfunktion

Wir wollen annehmen, dass der Versicherer seinen Uberlegungen die Expo-
nentielle Nutzenfuntkion

u(z) = N — %e‘mx

zu Grunde legt. Diese Nutzenfunktion spielt in der Versicherungsmathematik
eine wichtige Rolle, da sie die einzige Nutzenfunktion ist, welche unter dem
Nullnutzenprinzip zur Berechnung der Pramien, eine Pramie liefert, die nicht
vom Vermogen des Versicherers abhéngt (siehe Gerber/1979).
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Um nun das Problem des erwarteten Endnutzens zu losen, nutzen wir die
Dynamische Programmierung wie in Abschnitt (2.7).

Sind nun also die Wertfunktion V' sowie ihre partiellen Ableitungen V;, V., V.,
stetig auf Ry x R, und nutzt man die Gleichung (3.4) sowie (2.10) dann folgt,
dass V' die folgende HJB-Gleichung, fiir alle Paare (¢, z) € [0,7") x R mit der
Randbedingung V (T, x) = u(x), erfiillt:

0 =sup{LV(t,x)}
acA

—V, + sup {[rox + (0= pg)a] Valt, ) + ;(1 - q)2b2Vm(t,x)} (3.5)

0<q<1

+ sup { (= eVl ) + 3005V 6 2) ) = 0
0<I<1 2

Nun wollen wir die Gleichung (3.5) mit der dazugehérenden Randbedingung
losen. Dazu nehmen wir an, dass das Maximum im Kontrollbereich ange-
nommen wird. Das heifit, dass die optimale Riickversicherungsquote ¢*(t, ),
fir alle Paare (t,z) € [0,7) x R, im Intervall [0, 1] liegt. Analog gilt, dass
[*(t,z) im Intervall [0,1] liegt. Um die Maxima zu bestimmen, differenzie-
ren wir zunéchst (3.5) nach ¢ und [ und setzen anschlieflend die erhaltenen
Ausdriicke gleich 0. Hier erweist sich nun unsere Formulierung der Gleichung
(3.4) als praktisch, zumal beim Differenzieren nach ¢ und [ jeweils nur der
Inhalt einer der beiden Klammern in (3.5) zu berechnen ist, da der jeweilige
Rest der Gleichung nicht von ¢ oder [ abhéngt.

0 1 272
& { o+ 0 = pg)al Ve + 51— Ve

= —auVy+ (¢ — 1)b*Vye =0

ap Vi

= (t,z) =1+ o (3.6)
) 1
= T —To)lTVy + N xr T
54 12V, 5 21222V
(r1 — ro)zVy
= 1°(t,2) = W (3.7)
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Zur Vergewisserung, dass es sich bei den beiden erhaltenen Ergebnissen auch
tatsdchlich um Maxima handelt, tiberpriifen wir noch die zweiten Ableitun-
gen:

)

oq
)
—(r — o)V, + 0212V, = 0222V,
oq

Da V,, < 0 folgt, dass auch die beiden obigen Ausdriicke kleiner 0 sind und
somit (3.6) und (3.7) tatsichlich Maxima sind.

Da a, b, u sowie V, positiv sind, V,, jedoch negativ ist, folgt dass ¢°(¢,z) < 1
ist. Gilt dariiber hinaus, dass ¢°(¢,z) > 0, so folgt dass ¢*(¢,z) mit ¢°(¢, z)
iibereinstimmt. Ist jedoch ¢°(,z) < 0, was in der Realitét nicht moglich ist
und daher auch nicht in der Menge der zuléssigen Strategien mathcal A ent-
halten ist , dann setzen wir ¢*(¢,z) = 0.

Analog folgt, dass [°(t,z) > 0 ist. Gilt ebenfalls, dass I°(t,z) < 1 so folgt,
dass I*(¢,z) mit {°(¢, z) iibereinstimmt. Sollte I°(¢,z) > 1 sein, so setzen wir
wieder [*(t,z) = 0, da wir Leerverkaufe nicht zugelassen haben, und somit
1°(t,x) > 1 keine zuliissige Strategie ist.

Obige Argumentation fithrt zu folgenden vier Lemmata, die wir spater fiir
die Analyse der Losung von (3.5) brauchen werden:

Lemma 3.1: Sei A; = {(¢t,2) € [0,T) xR : 0 < ¢*(t,z) <1, 0 <I*(t,x) < 1}.
Angenommen V (¢, z) ist Losung von

(@2 (=10 V2
Vi + (rox + a — pa)V, — 5 < 2 + = V.o 0 (3.8)
wobei (t,z) € Ay, V(T,z) = u(z), und V(¢,x) ist eine konkave und wach-
sende Funktion in x.
Dann gilt, dass V(¢,z) die HJB-Gleichung (3.5) mit der dazugehorenden
Randbedingung V (T, x) = u(z) erfiillt.

Beweis: Man sieht leicht, dass das Supremum im Bereich A; in der Gleichung
(3.5) erreicht wird, wenn man fiir ¢ ¢° = 1455 7= und fiir 1 1°(t, ) = %
wahlt. Diese wurden ja genau so gewéhlt, dass sie den Ausdruck (3.5) ma-
ximieren. Setzt man nun ¢° und [° in die Gleichung (3.5) ein, so erhélt man

die linke Seite der Gleichung (3.8).
UJ
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Lemma 3.2: Sei Ay = {(t,z) € [0,T) x R: ¢*(t,z) <0, 0 <I*(t,z) < 1}.
Angenommen V (¢, z) ist Losung von

Ll =) Vil _

1 2
Vi (ro + 0a)Va + 51 Vay — 5220

0 (3.9)
wobei (t,z) € Ay, V(T,z) = u(z), und V(¢,x) ist eine konkave und wach-
sende Funktion in x.

Dann gilt, dass V(¢,z) die HJB-Gleichung (3.5) mit der dazugehorenden
Randbedingung V (T, x) = u(z) erfiillt.

Beweis: Analog zu dem Beweis von Lemma 3.1 kann man zeigen, dass die
Gleichung (3.5) ihr Maximum im Bereich A, bei ¢°(¢,x) = 0 und (¢, z) wie
in (3.7) annimmt. Setzt man diese wiederum in (3.5) ein, erhélt man die linke
Seite der obigen Gleichung.

O

Lemma 3.3: Sei A3 = {(t,2) € [0,T) x R: 0 < ¢*(t,z) < 1, 1 < I*(t,z)}.
Angenommen V (¢, z) ist Losung von

122 V2 1
CE s L2622, =0 (3.10)

V}—I—(rox—irea—ua)\/;—i ERT

wobei (t,z) € Ag, V(T,z) = u(z), und V(¢,x) ist eine konkave und wach-
sende Funktion in z.

Dann gilt, dass V(¢,z) die HIB-Gleichung (3.5) mit der dazugehorenden
Randbedingung V(7' z) = u(z) erfiillt.

Beweis: Analog zu dem Beweis von Lemma 3.1 kann man zeigen, dass die
Gleichung (3.5) ihr Maximum im Bereich A3 bei I°(¢,z) = 1 und ¢°(¢, z) wie
in (3.6) annimmt. Setzt man diese wiederum in (3.5) ein, erhélt man die linke
Seite der obigen Gleichung.

0
Lemma 3.4: Sei Ay = {(t,z) € [0,T) x R: ¢*(t,z) <0, 1 <I*(t,x)}.
Angenommen V (¢, z) ist Losung von
Ly L oo
Vt—l—(rox—l—ea)vxjtib Vm+§0 2V =0 (3.11)

wobei (t,z) € Ay, V(T,z) = u(x), und V(t,z) ist eine konkave und wach-
sende Funktion in .
Dann gilt, dass V(t,z) die HJB-Gleichung (3.5) mit der dazugehorenden
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Randbedingung V (T, x) = u(x) erfiillt.

Beweis: Analog zu dem Beweis von Lemma 3.1 kann man zeigen, dass die
Gleichung (3.5) ihr Maximum im Bereich A4 bei ¢°(t,z) = 0 und (¢, z) = 1
annimmt. Setzt man diese wiederum in (3.5) ein, erhélt man die linke Seite

der obigen Gleichung.
O

Nun wollen wir die Gleichung (3.5) mit der dazugehorigen Randbedingung
V(T,z) = u(x) losen. Dazu sei (¢*(t,z),l*(t,x)) der Ausdruck der die linke
Seite der Gleichung (3.5)

Vi + sup {[Tox + (0 — pq)a] Va(t, z) + ;(1 - q)QbQVM(tw)}

0<q<1

1
+ sup {(1"1 —ro)laVy(t, z) + 50%@)%2%(@ a:)}

0<i<1
maximiert.

Das bedeutet: es gibt vier moglichen Félle fir (¢*(t,x),*(t, x)), die wir im
Folgenden einzeln behandeln werden:
1. Fall (0 <q¢*(t,z) <1, 0<l*(t,x) <1)
2. Fall (¢*(t,x) <0, 0 <l*(t,z) < 1)
3. Fall (0 < q*(t,z) <1, 1 <I*(t,z))
4. Fall (¢*(t,z) <0, 1 <I*(t,z))
1. Fall (0 < q*(t,z) <1, 0 <I*(t,x) <1)
Aus den bisherigen Uberlegungen wissen wir, dass in diesem Fall ¢*(¢, )
gleich ¢°(t,z) aus (3.6) ist, und I*(¢,z) gleich °(¢,x) aus (3.7). Setzt man
diese in die Gleichung (3.5) ein, erhélt man die Gleichung (3.7) aus Lemma
3.1. Diese erhaltene Differentialgleichung wollen wir nun lésen. Dazu wéhlen
wir einen analogen Ansatz zur Gleichung (79) in Browne (1995):

1 /a2 Y
V(t,xz) = /\o—lexp {—mxem(T_t) 1 <a L N (r1 — ro) )
m

2\ b2 02
><(T—t)+h(T—t)} (3.12)

wobei h(z) noch so zu bestimmen ist, dass der Ausdruck (3.12) auch tatséch-
lich Losung der HJB-Gleichung (3.7) ist. Setzen man die Ableitungen V;, V,
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und V,, von (3.12) in die Gleichung (3.7) ein, so erhélt man, dass b’ folgende
Form hat:

W(T —t) = ma(pu — 0)e T
integrieren wir diesen Ausdruck erhalten wir:
T 67’0(T7t) -1
WT — 1) z/h’(T—t) —ma(p— )"~ 1k
t

To

Die Konstante k brauchen wir vorerst nicht, da sie in sémtlichen Ableitungen
wegfillt. Daher werden wir k£ zu einem spéter Zeitpunkt so wahlen, dass die
Losungen der vier Falle stetig zusammenpassen.

Setzen wir nun das erhaltene h(7 — t) in unseren Losungskandidaten (3.12)
ein, so erhalten wir:

1
V(t,z) = )\O—lexp {—mxeTO(Tt) - - (
m

2 a2 . (r1 — r0)2>

b2 o?
67“0(T725) -1
x(T—t)+ma(u—6)+k} (3.13)
To

Nun kénnen wir die Ableitungen V, und V., die wir fiir die Bestimmung von
¢°(t,z) und [°(¢, ) brauchen, berechnen und sie anschliefiend in die Glei-
chungen (3.6) und (3.7) einsetzen, um unser Losungspaar (0 < ¢*(t,x) <
1, 0 < I*(t,x) < 1) zu erhalten:

Vi = —ye" T Deqp(—maeroT D)
Vo = 70T cqp(—maeT—)
ap —ye" T Vexp(—mazeroT—1)

0 — _
q(tz)=1+ b2 e (M=) exp(—maero(T-1)
CLILL e*’r‘Q(Tft)

:qo(t>x> =1- mb2

0 (T,t) exp( _mxeTo (T,t) )

lo(t I) o (7"1 - TO) —Ye
YT T2 7@(ro(T—t))Qem(_mxero(ir—t))
(rs = 70) o)

:>lo(t, x) = p—
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Somit erhalten wir unser Losungspaar

(¢"(t,z) , I"(t,x)) = <1 — %e‘m”_“ : (r;l;UZO)e‘TO(T‘tO (3.14)

Bemerkung: Da = das Vermogen des Versicherungsunternehmens darstellt,
wollen wir aus Griinden der Plausibilitdt annehmen, dass x > M, wobei M
eine positive Konstante ist. Ein negatives x wiirde den Ruin des Unterneh-
mens bedeuten.

Nun kénnen wir aus der Form unseres Losungspaares (3.13) folgende Aussa-
gen ableiten:

ap < mb?,  or

0<g(te)<1l: { mb? <ap<mbe®” and (3.15)
{ < T — (nlap)—lnm?))

To

ap > mb®,  or
q(t,z) <0: mb® < ap < mb*e™’  and (3.16)
b o (ol -In(mi?)

o

rr—ro < Mmo?, or
0<l*(t,z) <1: { Mmo®<r—ro<Mmo?e™T and (3.17)
t<T — (In(r1—70)—In(Mmo?))

To

7’1—T0>Mm02, or
Ft,x)>1: { Mmo® <ry—rg<Mmo®T and (3.18)
t> T — (n(ri=ro)=In(Mma?))

70

Mit den obigen Informationen kénnen wir nun iiberpriifuen, unter welcher Pa-
rameterkonstellation die Voraussetzungen 0 < ¢*(t,z) < 1 und 0 < ¢*(¢,x) <
0 von Lemma 3.1 erfiillt sind. Die Voraussetzungen sind unter folgenden vier
Fallen erfiillt:
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(I): ap <mb* 714 —ry< Mmo?
(IT) : ap < mb?,
Mmo? < ry —rg < Mmo?et,
t< T — (In(r1—ro)—In(Mma?))

o
(ITT): mb* < ap < mb?e™T,
{ o (nla)—nm?)
0 ?
re—ro < Mmo?
(IV): mb* < ap < mb*e™T,
b o 7 (nap)—In(mi?)
To
Mmo? < ry —ry < Mmo?e™T,
t<T — (In(r1—7ro)—In(Mmao?))

To

Sei nun V' (¢, ) wie in (3.13) die Losung der HJB-Gleichung (3.5) mit der da-
zugehorigen Randwertbedingung, dann wéhlen wir & gleich 0 im Fall (7). Fir
die iibrigen Félle (I1), (/1) und (IV') werden wir k etwas spater bestimmen.

2. Fall (¢*(t,z) <0, 0 <I*(t,x) < 1)

Lemma 3.2 liefert (3.9)
Lin =) Vil _
2 02 Vi o

als zu losende Differentialgleichung. Analog zum ersten Fall erhilt man wie-
der durch die Methode von Browne(1995) eine Losung :

1
Vi + (rox + 0a)V,, + iszm — 0

1 _ 2
V(t,z) = )\o—lewp {—mxem(T_t) Gt )
m

2 o2
><(T—t)+h2(T—t)} (3.19)
mit
ho(T — 1) = —mQaem(T;: i j‘m%?e%(zt) (320

Durch einsetzen der Ableitungen von (3.19) in die Gleichung (3.7), und der
Tatsache dass ¢*(¢, x) < 0 und somit gleich 0 gesetzt wird, erhilt man wieder
ein Losungspaar:

(¢*(t,2), I'(t,2)) = (o n-n) _TO)er(J(Tt)) (3.21)

mo?
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Auch hier kobnnen wir nun wieder analog zum ersten Fall vier Parameterkon-
stellationen unterscheiden, unter welchen die Vorraussetzugen ¢*(¢,x) < 0
und 0 < I*(t,x) < 1 des Lemmas (3.2) erfiillt sind:

(I):  ap>mb%e™’, ri —rg < Mmo?
(IT): ap > mb*e™T,
Mmo? < r; —ry < Mmo?er?,
t<T— (In(r1—7ro)—In(Mma?))

o
(IIT): mb* < ap < mb?e™T,
t> T — (n(ap)—In(mb?))
T0
r—ro < Mmo?
(IV): mb? < ap < mb*e™T,
+> T — (n(ap)—In(mb?))
T0
Mmo? < ry —ry < Mmo?e™T,
t<T— (In(r1—7r9)—In(Mma?))

L]

Y

Da wir nun Bedingungen gefunden haben, unter denen unsere Félle 1 und 2
eintreten, wollen wir uns nun der Bestimmung von k£ naher widmen.

Wenn gilt, dass ap > mb?e™’ und Mmo? < r; — ry < Mmo?e™?, dann
wahlen wir k so, dass die Losungen (3.13) und (3.19) an der Selle ¢ =

T — (ln(rl—ro);Oln(MmUQ)) stetig zusammenpassen. Man erhalt:

2,2 2

v ro(T—t) 1 (fa"p (r1—10)
Ao — — — 0 - = x (T"—1
0 me:cp{ maxe 2( b2 + 72 ( )

ro(T—t) __ 1
tmalp — 0)———— +k} =

To
2
Y ro(m—ty 1 (r1—ro)
Xy — Leap{ —maero @ — LUy
0 mexp{ mxe S ( )
ro(T—t) _ 1 1 2ro(T—t) __ 1
e~ 4 m2b26}
To 4 To
Kirzen liefert:

1 [a®u? ero(T=t) _ 1

_ lm2b2 e2r0(T7t) -1

To
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(In(r1—79)—In(Mmao?
0

) Jiefert:

Einsetzen von t =T —

o <a2u2> y (In(ry — o) — In(Mmo?))

_2 b2 To
| — —In(Mmao?)} — 1
_ ma,uexp{ n(ry — ro) - n(Mmo*)}
N imsz exp {2(In(ry —ro) — In(Mmo?))} — 1
To

1 (a*u? (In(ry — o) — In(Mmo?))
k== X
2 b2 To

mag (7“1 -7 1) N 1m2b2 (7“1 — r0)2 .
ro \Mmo? 4 7o Mmo?

Wenn gilt, dass mb? < ap < mb®e™7 | erhilt man dquivalent zu den vorange-
gangenen Uberlegungen:

L (u) . (In(ap) — In(mi?))

N 5 b2 To

R Lm0’ (W)Q _1
ro \mb? 4 7o mb?

Diese Ergebnisse weichen jedoch von jenen von (Cao,Wan/2009) ab.

Nun wollen wir uns noch kurz mit der Relevanz, der von uns berechneten
Losungen befassen. Zunéchst sei erwahnt, dass in der Realitat fiir die Zins-
rate der risikolosen Anlagen rq gilt, dass sie grofler Null ist. Also: rg > 0.
Fir den Drift von Aktien r; wiederum gilt, dass es meist unter Eins liegt.
Daher: r; < 1.

In den Bedingungen (1I) und (1V) der beiden Félle 1 und 2 kam der Aus-
druck Mmo? < r; —rog < Mmo?e™! vor. Da r < 1, ry > 0 nach unseren
realistischen Annahmen und r; > 7y folgt nun: 0 < r; —ry < 1.

Im Allgemeinen werden sich auch r; und r¢ nicht zu sehr voneinander unter-
scheiden, wodurch die Differenz klein wird und der Ausdruck r; — rg gegen
Null geht.

Da aber M so gewahlt war, dass das Vermogen x des Versicherers grofler als
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M ist, kann man davon ausgehen, dass M grof} ist. Auch m und o waren
positive Konstanten. Daher folgt, dass Mmo? < r; — ro unter realistischen
Marktbedingungen nicht gelten wird, und somit die Bedingungen (II) und
(IV) im Allgemeinen nicht erfiillt sind.

Aus den gleichen Griinden folgt, dass (°(¢, z) > 1 nicht eintreten wird, da auch
hierfiir die Bedingung Mmo? < 1| — 19 < Mmo?e™? erfiillt sein miisste. Da-
her kénnen wir annehmen, dass unter Verwendung der Exponentiellen Nut-
zenfunktion die Falle (0 < ¢*(t,z) <1, 1 < I*(¢t,z)) und (¢*(t,x) < 0, 1 <
I*(t,x)) ohne Signifikanz sind. Daher vereinfacht sich unser Prozess und le-
diglich die hier bereits behandelten Félle (0 < ¢*(t,z) <1, 0 < I*(¢t,z) < 1)
und (¢*(¢t,x) < 0, 0 < I*(¢t,x) < 1) sind von wirtschaftlicher Bedeutung.

Die in diesem Kapitel erhaltenen Ergebnisse wollen wir nun noch in folgen-
dem Satz kompakt formulieren:

Satz 3.1: Unter Verwendung der Exponentiellen Nutzenfunktion
u(r) = Ao — Le™™ existiert fiir die Differentialgleichung (3.5)

Vit sup {[roz+ (6~ pg)al Va(t,2) + (1~ 0¥ Vi(1,2)

0<q<1

1
+ sup {(rl — ro)lxVy(t, z) + 502l(t)2x2Vm(t, x)} =0

0<I<1
mit der Randwertbedingung V (T, x) = u(x) eine Lésung V (¢, x).
Die Losung V(t,x) und das dazugehorige Paar (¢*(t,x),l*(t,z)) sehen wie
folgt aus:

1. Sei ap < mb? und 7 — 19 < Mmo?:

1 [ a2u> 2
V(t,z) = Ao = ;exp{—mxeTo(T—t) _ = (a 12 I (r1 —ro) )

erg(T—t) -1
x(T—t)—l—ma(,u—@)TO—l—k:}

(¢*(t,2), 1" (1, 2)) = (1 U ) <—>(>>

mxo?
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2. Sei ap < mb® und Mmo? < r —rg < Mmo?erl:

2,,2 2
V = v ro(T—t) I fap (7“1 — 7’0)
t = \n — — _ 0 +
( ,:v) 0 mexp{ mxe — 5 < 72 4 o

(In(ry — o) — In(Mmo?))

eTo(T—t) -1
X(T—t)+ma(u—9)_|_/€}’

wenn t <1 —

gL <a2u2) . (In(ry = ro) = In(Mmo?))

To
_ma'l’t (TI_TO_1)+1m2b2 (Tl—’r‘o)2_1
ro \Mmo? 4 1 Mmo?2

(¢*(t,2), 1" (1, 2)) = (1 UL 0“1—7"o>6m<m>>

mb? ' mzo?

3. Sei mb? < ap < mb*e™T und ry — ro < Mmo?:

2,,2 2
= i ro(T—t) I fap (rl—ro)
Vt,z) =N — — 0 1
( ,:v) 0 mexp{ mxe 5 ( 72 4 =

eTo(T—t) -1
X(T—t)+ma(u—9)m+k:},

(In(ry — 70) — In(mb?))

To

wenn 0 <t < T —

R <a2u2> y (In(ap) — In(mb?))

To
_mau(w_1)+1m2b2 (W)Q_l
ro \mb? 4 g mb?

(¢*(t,2), 1" (1, 2)) = (1 U ) <—><>>

mxo?
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4. Sei mb? < ap < mb%e™T und Mmo? < ry —ro < Mmo?e™T:

2,,2 2
. Yy r ( t) ]. a (Tl — TO)
t A — — — 0 - -
V(t,x) 0 exp{ mae™ 5 < 72 + 5

ero(T—t) -1
><(T—t)+ma(p—9)—|—k},

To
| — — In(Mmo?
wenn 0 < t < min [T o ( H(T’l T[)) Il( mo ))7
To
T _ (In(ry —ro) — ln(me))]
To

(In(ry — ro) — In(Mmo?)) (In(ry — ro) — In(mb?)) :

ist T' — >T —
To To
1 (a?p? (In(ry — ro) — In(Mmo?))
k=— X
2 b2 To

_ map (7“1—7"0 _1>+1m2b2 (7’1—7"0)2_1
ro \Mmo? 4 ry Mmo?

(In(ry — 1) — In(Mma?)) T (In(ry — 70) — In(mb?)) :
L 1 <a2u2> y (In(ap) — In(md?))
2 b2 To

212 2
_mau<au_1>+1mb (au) _1
ro \mb? 4 7y mb?

ist T —

(q*(t, ]})7 l*(t’x>) — (1 — ﬂe*TO(Tft) , (Tl_ro)e?”o(Tt)>

mb? mao?
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5. Sei ap > mb*e™’ und r — rg < Mmo?:

1 )2
V(t,2) = Ao — —eap{ —mae T — 1(r—ro)®
m 2 0,2

>4T—w+th—@}

(" (t,z), I*(t,x)) = <() ’ (Tl_ro)ero(Tt)>

mao?

6. Sei ap > mb*e™T und Mmo? < r; —rg < Mmo?e™’:
1 _ 2
m 5 g2
MT—ﬂ+m@—o}

(In(ry — ro) — In(Mmo?))

wenn 0 <t <T —

mao?

(" (t,z), I*(t,7)) = (() , (Tl_ro)ero(Tt)>

7. Sei mb? < apu < mb*e™T und r; —ro < Mmo?:

— A“ —e l"l) O( ) 7(

(In(ap) — In(mb?))

To

wenn t > 1T —

mao?

(q*(t, ), " (t,x)) = (0 7 Mem(Tt)>
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8. Sei mb? < ap < mb%e™T und mo? < r; —ry < Mmo?e™7:

ro(r—ty _ L (r1—10)?
2 o2

V(t,z) = Ao — lexp {—mxe
m

><(T—t)+h2(T—t)}

wenn 1" — (In(ap) ; In(mb?)) <t
(In(ry — ro) — In(Mmo?))

To

t<T —

(q*(t,x), I*(t,z)) = (o, (T’l—m)em(M>

mxo?

Bemerkung: Wie wir bereits angemerkt haben, sind die Bedingungen in
den Punkten 2., 4., 6. und 8. des Satzes 3.1 im Allgemeinen jedoch nicht
erfiillt.

Nun wollen wir noch annehmen, dass das Versicherungsunternehmen ledig-
lich in Aktien investiert, und das restliche Vermogen unverzinst ruht. Dies
bedeutet, dass ry gleich 0 ware. Dies vereinfacht das Ergebnis, da nun vie-
le Exponentialausdriicke wegfallen. Auch die Funktionen h; und hy fallen
beispielsweise komplett weg. Die Auswirkungen finden sich in folgendem Ko-
rollar:

Korollar 3.1: Sei 7y = 0, dann sind die optimale Wertefunktion V (¢, ) und
die optimale Strategie (¢*(t,x),l*(t,z)) gegeben durch:

1. Sei ap < mb? und 7 < Mmo?:

o

1 /a2 2
V(t,z) =X — ;exp{—mx ~3 (ab/; + Té) x (T — t)}

(¢"(t,2), I (t, 2)) = (1_.;3;’F1)

mzxo?
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2. Sei ap > mb*e™? und r, < Mmo?:
2

1
V(t,x) = Ao — ;;exp{—mx - 5% x (T — t)}

(@ (ta). ) = (0, —15)

mo?
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3.2.2 Power Nutzenfunktion

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir uns mit der Exponentiellen Nut-
zenfunktion und einem allgemeineren Setting auseinander gesetzt. In diesem
Abschnitt wollen wir nun etwas einfachere Annahmen treffen, um den erwar-
teten Endnutzen zu bestimmen.

Den Uberlegungen des Versicherungsunternehmens wollen wir nun eine ,, Power*
Nutzenfunktion der follgenden Form zu Grunde legen:

u(z) =x

Dariiber hinaus wollen wir annehmen, dass sowohl das Versicherungsunter-
nehmen als auch dessen Riickversicherer keinen Sicherheitszuschlag verlan-
gen. Dies bedeutet: § = 0 und g = 0. Damit dndert sich allerdings auch
die Dynamik unseres Prozesses X (t) der das Vermogen des Unternehmens
darstellt. Wir erhalten:

dX(t) = [roX (t)] dt + b(1 — q) dWO(t)+ (3.22)
+ (ry — ro)l() X (t) dt + al(t) X (t) dW°(t)

Des Weiteren fordern wir, analog zu Abschnitt 3.2.1, wieder die iiblichen
Stetigkeitsvoraussetzungen. Sei also die Wertfunktion V' sowie ihre partiellen
Ableitungen V;, V., V.. stetig auf R, x R.

Mit dem Veranderten Vermogensprozess (3.22) und der HJB-Gleichung (2.10)
kommt man nun zu folgender Differentialgleichung.

0 =sup{LV(t,x)}

acA

1
—V; + sup {rom(t, w)+ 5 (1 - q)262Vm(t,x)} (3.23)

0<q<1

+ sup {(r1 o)z Vi(t x) + ;UZZ(t)szvm(t,x)} _0

0<I<1
mit der dazugehérigen Randbedingung V(T z) = u(x).

Wir gehen wieder analog zur Losung der Gleichung (3.5) vor. Es werden erst
die Ableitungen nach ¢ und [ gebildet. Anschliefend wird durch Nullsetzen
dieser Ableitungen das Maximum ermittelt.
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Vag? QPt,x)=1 (3.24)

0 L 5 9
50 {(rl — ro)lzV, + 50 I“x Vm}

(7”1 - TO)IVz

= °(t,2) = Y

(3.25)

Es gilt wieder, dass beide Losungen ein Maximum sind, da V,, < 0.

Bemerkung: Da ¢°(t,z) = 1 gilt, existieren die Fille aus Lemma 3.2 und
Lemma 3.4 nicht. Das heifit, wir haben nur noch zwei statt der bisherigen
vier Falle.

Der Teil der Differentialgleichung (3.23) der den Anteil des Vermogens [, das
in Aktien investiert wird, darstellt, unterscheidet sich nicht vom Teil der Dif-
ferentialgleichung (3.5). Daher ist [°(¢,x) gleich dem Ergebnis (3.7)

Folgende zwei Lemmata sind die analogen Aussagen zu den Lemmata 3.1
und 3.3:

Lemma 3.5: Sei A} = {(¢t,z) €[0,T) xR:¢(t,z) =1, 0 < °(t,z) < 1}.
Angenommen V (¢, z) ist Losung von

1(ry —r)* V2
Vi +roxVy, — 5 o2 @ =0 (3.26)

wobei (t,z) € A, V(T,z) = u(z), und V(¢,x) ist eine konkave und wach-
sende Funktion in z.

Dann gilt, dass V(¢,z) die HIB-Gleichung (3.23) mit der dazugehorenden
Randbedingung V(7' z) = u(z) erfiillt.
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Beweis: Man sieht leicht, dass das Supremum im Bereich Aj in der Gleichung
(3.23) erreicht wird, wenn man fir ¢ ¢° = 1 und fiir [ I°(¢,z) = %
wahlt. Diese wurden ja genau so gewéhlt, dass sie den Ausdruck (3.23) ma-
ximieren. Setzt man nun ¢ und /° in die Gleichung (3.23) ein, so erhélt man
die linke Seite der Gleichung (3.26).

O

Lemma 3.6: Sei A5 = {(¢t,7) €[0,T) xR:0<q¢"t,z)=1, I°t,z) > 1}.
Angenommen V (¢, z) ist Losung von

1
Vi +raV, + 502952‘/9;90 =0 (3.27)

wobei (t,z) € A%, V(T,z) = u(x), und V(t,z) ist eine konkave und wach-
sende Funktion in x.

Dann gilt, dass V(t,x) die HIB-Gleichung (3.23) mit der dazugehérenden
Randbedingung V (T, x) = u(x) erfiillt.

Beweis: Man sieht leicht, dass das Supremum im Bereich A7 in der Gleichung
(3.23) erreicht wird, wenn man fiir ¢ ¢° = 1 und fiir [ [°(t,z) = @70
wahlt. Diese wurden ja genau so gewahlt, dass sie den Ausdruck (3.23) ma-
ximieren. Setzt man nun ¢ und [° in die Gleichung (3.23) ein, so erhélt man
die linke Seite der Gleichung (3.26).

O

Nun wollen wir dquivalent zum Fall der Exponentiellen Nutzenfunktion die
Lemmata 3.5 und 3.6 nutzen, um die Losungen fir unsere Gleichung (3.23)
und der dazugehorigen Randbedingung V (T, z) = u(z) zu finden.

Sei nun (¢*(t,z),*(t,z)) so das es

1
Vit sup fraVilt ) + 51— 0Viult,)}

0<¢<1

1
+ sup {(7“1 —ro)laV,(t, x) + 502l(t)2x2‘/;x(t, x)}

0<I<1

maximiert. Dann gibt es zwei Moglichkeiten fiir ein optimales Paar (¢*(¢, z), [*(t, x)).
Diese waren:

1. Fall (¢*(t,x) =1,0 <l*(t,x) < 1)

2. Fall (¢*(t,z) =1,1 <I*(t,x))
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1. Fall (¢*(t,z) =1, 0 <I*(t,z) < 1)

Die bisherigen Uberlegungen haben gezeigt, dass [*(¢, x) gleich dem °(¢, x)
aus Gleichung (3.25) ist. Setzt man nun dieses [° und ¢*(¢t,z) = 1 in die
Gleichung (3.23) ein, so erhilt man die Gleichung (3.26) aus Lemma 3.5.
Diese erhaltene Differentialgleichung wollen wir nun lésen. Dazu wahlen wir
einen analogen Ansatz zur Gleichung (79) in Browne (1995). Das heift, wir
suchen eine Losung der Form:

V(t,x) = h(t)z®

Setzt man diese Losung nun in Gleichung (3.26) ein erhilt man die Losung:

=0 =GR
V(t,x) = exp (M(T . t)) 2 (3.28)

Nun konnen wir die Ableitungen V, und V,,, die wir fiir die Bestimmung
von [°(¢, z) brauchen, berechnen und sie anschliefiend in die Gleichung (3.25)
einsetzen, um unser Losungspaar (¢*(t,z) =1, 0 < [*(t,x) < 1) zu erhalten:

a(ri —ro)” a—1
2(a—1)0? (T - t)> ‘

a(ry —ro)?
2(a — 1)0?

Vw:ozexp<

Ve = a(a— 1) exp ( (T — t)) o2

a(ri—rg)? a—
(ri—ro)  @EXP (ﬁ(T—t))x 1

%, z) =
> afa—1)exp (‘;E;l:f)‘;)j (T — t)) o2

To

(r1 = 10)

=1t 1) = m
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Somit erhalten wir unser Losungspaar

(" (t,2), () = (1 , H) (3.29)

(v —1)o2

2. Fall (¢*(t,z) =1, 1 <I*(t,2))

dquivalent zum 1.Fall gilt, dass I* (¢, z) gleich dem [°(¢, ) aus Gleichung (3.25)
ist. Setzt man nun dieses [° und ¢*(¢,z) = 1 in die Gleichung (3.23) ein, so
erhdlt man die Gleichung (3.27) aus Lemma 3.6. Diese erhaltene Differential-
gleichung 16sen wir wieder mit dem gleichen Ansatz von Browne (1995). Das
heift, wir suchen eine Losung der Form:

V(t,x) = h(t)z®

Setzt man diese Losung nun in Gleichung (3.27) ein, erhélt man die Losung:

1
h(t) = MY, A=—r; — 504(04 —1)0?

Vitr) =esp ((r - ;04(04 —1)0?) (T = 1)) 2" (3.30)

Da jedoch 1 < I*(¢,z) wéhlen wir {*(¢,2) = lund erhalten somit unser opti-
male Strategie:

(¢"(t,x), I"(t,x)) = (1, 1) (3.31)

Bemerkung: In diesem Abschnitt haben wir nun immer ¢*(¢,z) = 1 erhal-
ten. Dies bedeutet, dass der Versicherer die gesamte Police riickversichert.
Damit gibt er auch das gesamte Risko aber auch die Pramie an den Riick-
versicherer ab, der Versicherer agiert lediglich als Mittelsmann. Dies ist im
Versicherungsgeschaft durchaus tiblich, da man so die guten Kontakte mit
einem Kunden halten kann, auch wenn man sein Risiko eigentlich gar nicht
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versichern mochte oder kann. Ein weiterer Vorteil ist, dass das Pramienvo-
lumen des Unternehmens wéchst.

Zum Abschluss wollen wir auch hier wieder einen Satz formulieren, der die
erhaltenen Ergebnisse enthalt.

Satz 3.2: Unter Verwendung der ,Power” Nutzenfunktion u(z) = 2 exis-
tiert fiir die Differentialgleichung (3.23)

1
Vit sup {roaVi(t,a) + (1= W Vault,r)}

0<q<1
1
+ sup {(7“1 — 1)V (t, z) + =0?1(t)*2* Va1, x)} =0
0<i<1 2

mit der Randwertbedingung V(7' x) = u(x) eine Lésung V' (¢, x).
Die Losung V(t,x) und das dazugehorige Paar (¢*(t,x),*(t,z)) sehen wie
folgt aus:

1. Sei Ugl(;ﬁol) <1:

V(t,x) = exp <(;((21__13(22 (T — t)) z®

(¢"(t, 2), I (t, ) = (1 , (7"1—7“0)>

2. Sei 021(;101) > 1:

V(t,x) = exp ((rl - ;a(a - 1)02) (T — t)> z®

(q*(t,:v),l*(t,x)) = (1 ) 1)
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4 Zusammenfassung und Schlussfolgerung

Wir haben in diesem Kapitel abgehandelt wie man optimal investiert und
riickversichert. Ausgehend von einer Brownschen Bewegung, die den Scha-
densprozess modelliert, haben wir durch sukzessive Erweiterung einen Pro-
zess (3.4) hergeleitet, der das Vermogen des Versicherers widerspiegelt. Dieses
kénnen wir mit den beiden Kontrollvariablen [ (=Anteil des Vermégens in
Aktien) und ¢ (=Riickversicherungsquote) beeinflussen.

Ziel war es [ und ¢ so zu bestimmen, dass der erwartete Endnutzen opti-
mal wird. Dies erreicht man, indem man die Extrema der Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung (3.5) berechnet. Das Einsetzen dieser optimalen Strate-
gien hat uns Differentialgleichungen geliefert, die wir mit dem Ansatz von
Brown (1995) explizit 16sen konnten.

Mit dieser Vorgehensweise konnten wir die optimalen Kontrollen fiir die Ex-
ponentielle und die Power Nutzenfunktion erhalten. Die Ergebnisse sind je-
doch von der Zeit abhangig. Dies bedeutet, dass man zu jedem Zeitpunkt die
Riickversicherungsquote und die Investmentstrategie &ndern miisste, wenn
man sich optimal verhalten will. Dieses Vorgehen ist schon alleine aus Kos-
tengriinden in der Realitit nicht moglich. Jedoch liefern diese Berechnungen,
wie wir auch noch im folgenden Kapitel sehen werden, auch im Falle einer
Diskreditierung noch gute Ergebnisse. Daher kann man die berechnete opti-
male Strategie durchaus als Hilfe fiir die Entscheidung tiber Riickversicherung
und Investment nutzen.

72



5 Simulation

In diesem Kapitel wollen wir nun die bisher erhaltenen Ergebnisse durch
Simulation tiberpriifen. Fiir die Simulationen wird das Programm Maple ver-
wendet werden.

Simulieren werden wir den Verlauf der in Kapitel 3 erhaltenen optimalen
Strategie. Des Weiteren wollen wir dieses Ergebnis im Anschluss mit ande-
ren Strategien vergleichen. Um diese Berechnungen durchfiithren zu kénnen
bendtigen wir zundchst gewisse Grundbausteine, die wir uns zunachst einmal
herleiten wollen.

5.1 Simulation des Vermogensprozesses

Um den Endnutzen bestimmen zu kénnen, brauchen wir eine Simulation des
Vermoégensprozesses (3.4):

dX(t) = [roX (t) + (0 — pq)al dt + b(1 — q) dW°(t)+
4+ (ry — ro)l() X (t) dt + al(t) X (t) dW*(t)

Diesen Prozess werden wir fiir unsere Simutaion diskretisieren. Dies macht
durchaus Sinn, da ja auch in der Realitdt schon allein aus Kostengriinden
nicht zu jedem Zeitpunkt gehandelt werden kann. Man erhalt:

AX(t) =[roX (t) + (0 — uq)a] At + b(1 — q) AW (t)+
+ (ry — ro)l() X () At +ol(t) X (1) AW (t)

Es gilt, dass AW (t) ~ N(0,t). Daher kénnen wir nun die Brownschen Bewe-
gungen W% und W* durch zwei unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen
simulieren. At ist die Anderung der Zeit und somit entspricht dies einer Mul-
tiplikation mit ¢, — t,.

Wir wollen fiir unsere Simulation annehmen, dass wir eine Zeitspanne von
20 Jahren in Jahresschritten betrachten. Wir erhalten:

X(tn) =[roX (tn-1) + (0 — pq)a) (tn — tn—1) +b(1 — q) 27+
+ (11 — ro)l(t) X (tn-1) (tn — tu1) + ol(t) X (t) 2% (5.32)

wobei n = 1...20 und Z7 sowie Z§ verteilt nach N(0,¢). Das bedeuted
wir brauchen in Summe 40 unabhéangig gleichverteilte Zufallsvariablen. Diese
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werden mit dem in Maple vorhandenen Befehl (stats[random, normald|0, 1]](1))
erzeugt werden.

Der Algorithmus der nun (4.1) berechnet, sieht wie folgt aus:

Algorithmus 4.1:

q=1— (axp)/(mx*b*)xexp(—ro* (T —t))
I = (r1 —10)/(m * Vermogen  02) x exp(—ry * (T — t))

21 = (stats[random,normald|0, 1]](1))
29 = (stats[random,normald[0, 1]](1))

Vermogen = (14 rg) x Vermogen + (6 — u+* q) x a+ b(1 — q) * z1

+ ((r1 —19)) * L x Vermogen + o * | * Vermogen * z,

Ergebnis[l] = q
Ergebnis[2] =1
Ergebnis[3] = Vermogen

Der Algorithmus liefert als Ergebnis einen Vektor, der die verwendete opti-
male Strategie sowie das Vermogen zum Zeitpunkt ¢ + 1 enthélt. Zusatzlich
zu den Variablen aus (4.1) brauchen wir nun noch eine weitere, den End-
zeitpunkt 7. ¢ und [ sind wie in Satz 3.1 Punkt 1, da wir die Parameter
entsprechend wéhlen werden.

Nun haben wir alles was wir brauchen, um uns einen Verlauf des Vermogens
von 20 Jahren zu simulieren. Doch zuerst wollen wir noch die Variablen fiir
die folgenden Berechnungen festlegen.

e 15 =0.03
e ;1 =0.08
e 0 =0.02
e 1 =0.03
e 0 =0.02
e a =100
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e hb=3

e Vermogen = 1000

o T'=20

Wendet man nun Algorithmus wiederholt an, erhélt man folgende 20 Ergeb-
nisvektoren:

(0.817 , 0.0686 , 1030)
(0.811, 0.0684 , 1060)
(0.806 , 0.0685 , 1090)
(0.800 , 0.0686 , 1130)
(0.794 , 0.0682 , 1170)
(0.787 , 0.0679 , 1210)
(0.781, 0.0678 , 1250)
(0.774 , 0.0675 , 1290)
(0.767 , 0.0674 , 1340)
0.760 , 0.0673 , 1380)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

Ergebnis;—,

Ergebnisi—o

Ergebnis;—s3

Ergebnisi—y

Ergebnis;—s

Ergebnisi—g

Ergebnis;—;

Ergebnis;—g

Ergebnisi—g

Ergebnis;—,

Ergebnis;—, 0.753 , 0.0670 , 1430

Ergebnis;—, 0.746 , 0.0668 , 1480

Ergebnis;—; 0.738 , 0.0666 , 1520

0.730 , 0.0667 , 1570

(
(
(
(
Ergebnis;—14 =(
(0.722 , 0.0667 , 1620
(
(
(
(
(

0.713 , 0.0664 , 1670
0.704 , 0.0662 , 1730
0.695 , 0.0660 , 1780
0.686 , 0.0661 , 1830
0.677, 0.0662 , 1900

Ergebnis;—,

Ergebnis;—,

Ergebnis;—,

0
1
2
3
4
Ergebnisi—is
6
7
8
Ergebnisi—i9

0

Ergebnis;—o

Man sieht hier nun gut, dass sowohl der Anteil der Riickversicherung ¢ als
auch der Anteil des Vermogens [ der in Aktien investiert wird, im Laufe der
Zeit sinkt. Folgende Grafiken sollen das Ergebnis veranschaulichen.
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Grafik 4.2.

Hier sieht man nun gut, dass der Verlauf von [ wesentlich volatiler ist als
jener von q. Dies resultiert aus der Tatsache, dass | im Gegensatz zu ¢ nicht
nur von ¢t sondern auch von dem stochastischen Prozess des Vermogens x
abhangt.
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5.2 Berechnung des erwarteten Endnutzens

Die bisherigen Berechnungen liefern uns jedoch nur das Vermogen zum Zeit-
punkt 7. Wir wollten aber den Endnutzen unter Annahme einer Exponenti-
ellen Nutzenfunktion u(z) = Ao — ;Le™™* bestimen. Um dies tun zu kénnen,
brauchen wir noch weitere Parameter:

e \=10
o v=1
e m=1

Nun konnen wir in unsere Nutzenfunktion u(x) = 10 — e~* unser Endvermo-
gen von 1900 einsetzen und erhalten einen Nutzen von 10 — (0.69¢78%).

Dies war nun ein moglicher Ausgang. Wir interessieren uns allerdings nicht
nur fiir einen moglichen Pfad, sondern fiir den erwarteten Endnutzen Efu(x)].
Diesen wollen wir mittels Monte-Carlo Simulation berechnen. Dazu fithren
wir die bisherigen Berechnungen des Endnutzens 10000 mal durch. Folgender
Algorithmus bewerkstelligt diese Aufgabe.

Algorithmus 4.2:
MC =0

for i from 1 to 10000 do

temp = Vermogen

for 7 from 0 to 4 do
Algorithmus4.1
temp = f(Ergebnis[3])

MC = (MC (i — 1) + temp) /i

Die zweite Schleife berechnet mittels Algorithmus 4.1 einen Pfad. Die erste
Schleife mittelt die erhaltenen Ergebnisse und bildet so den Monte-Carlo
Schétzer. Die hier verwendeten 10000 Durchldufe sind eine vergleichsweise
geringe Zahl fiir eine Monte-Carlo Simulation, sie ist fiir die hier benotigten
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Ergebnisse aber vollig ausreichend.

Algorithmus 4.2 liefert nun einen erwarteten Endnutzen von 9.999962959.
Die beiden Algorithmen 4.1 und 4.2 versetzen einen nun auch in die Lage,
die Optimalitat der in Kapitel 3 erhaltenen Strategien (3.6) und (3.7) mittels
Simulation zu tiberpriifen. Dies wollen wir nun auch im Folgenden tun.
Zunéchst wollen wir sehen was passiert, wenn man den Anteil des Vermogens
[, das in Aktien investiert wird verdndert. Um unsere Vergleichswerte zu
erhalten, fithren wir unsere Berechnungen mit Algorithmus 4.2 erneut durch,
wobei wir in Algorithmus 4.1 1 = (ry — ro)/(m * Vermogen * a%) * exp(—rq *
(T'—t)) durch eine beliebige andere Strategie ersetzten.

Wir interessieren uns konkret fiir die einfacheren Strategien [ = Tio mit ¢ =
0...10. Folgende Grafik enthélt die Ergebnisse dieser Berechnung. Der z-
Werte entsprechen den Strategie [ = ”31—_01. Der Wert fiir x = 12 entspricht
dem Ergebnis bei Verwendung der optimalen Strategie.

Aufgrund der gewédhlten Parameter liegen die Ergebnisse nahe bei einander.
Was aber auffillt ist, dass der erwartete Nutzen der optimalen Strategie doch

deutlich iiber den anderen liegt.

Mutzen
104 "

9.9995—5
9.999—5
9.9955—5 .
9.998-5 " .
9.99?5—3

9,997

[
.
o
oo
—_—
=
J——
g

Grafik 4.4.

Da wir jetzt die Auswirkungen einer Anderung der Investmentstrategie ken-

nen, wollen wir auch noch untersuchen, wie sich eine Anderung der Riick-

versicherungsquote auswirkt. Als Vergleichswerte wahlen wir, dquivalent zu
i

unserer Wahl von den alternativen Strategien fir I, ¢ = {5 mit ¢ = 0...10.
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Um die gewiinschten Ergebnisse zu erhalten, ersetzen wir diesmal in Algo-
rithmus 4.1 ¢ = 1 — (a*u)/(m*b?)xexp(—ro* (T —t)) durch die gewiinschten
Strategien. Folgende Grafik enthélt die Ergebnisse.

Mutzen
1|:|'_ n

99995

5.099- . .
99985 ]

9998 .

9.9975 s — . A m

Grafik 4.5.

Damit hatten wir auch durch Simulation gezeigt, dass die in Kapitel 3 erhal-
tenen Ergebnisse auch tatséchlich einen optimalen Endnutzen liefern.
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