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Kurzfassung

Diese Arbeit handelt von der numerischen Berechnung des magnetischen Streufelds, welche in vielen Bereichen
zur Anwendung kommt. Beispielsweise tritt das Streufeld inder Landau-Lifschitz-Gilbert Gleichung auf, die im
Themengebiet Mikromagnetismus eine tragende Rolle spielt. Diese Gleichung wird unter anderem dazu benützt,
um Simulationen von magnetischen Bauteilen, wie etwa magnetischen Speichermedien oder magnetischen Sen-
soren, durchzuführen.

Wir werden in dieser Arbeit vier verschiedene Methoden vorstellen, wie das Streufeld berechnet werden kann.
Diese Verfahren unterteilen sich dabei in zwei unterschiedliche Typen. Auf der einen Seite stehen die Ansätze
von FREDKIN / KOEHLER1990 [8] bzw. GARCÍA-CERVERA / ROMA 2005 [10], welche auch hybride FEM /BEM
Kopplungen genannt werden, auf der anderen Seite stehen diesymmetrische (COSTABEL 1988 [5]) und direkte
(JOHNSON / NÉDÉLEC 1980 [14]) FEM/BEM - Kopplungsmethode. Wir werden diese Verfahren analysieren
und auch die numerische Umsetzung betrachten. Die getroffenen Aussagen gelten sowohl für den zwei- als auch
für den dreidimensionalen Fall. Zum Abschluss führen wir noch einige numerische Experimente durch, welche
die Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren zum Vorschein bringen sollen. Hierbei werden wir uns auf den
zweidimensionalen Fall beschränken.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

• Zunächst werden wir inKapitel 1die zur Berechnung des Streufelds zu Grunde liegenden Gleichungen auf-
stellen und diese auf die Bestimmung des magnetostatischenPotentials zurückführen. Als Ausgangspunkt
dienen dabei die Maxwell’schen Gleichungen.

• In Kapitel 2legen wir das mathematische Fundament um die zu lösenden Gleichungen, damit wir Aussagen
über die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen treffen können.

• Kapitel 3beschäftigt sich dann mit der Finiten Elemente Methode. Weiters führen wir Interpolationsopera-
toren ein, die im späteren Verlauf für die Analysis Bedeutung finden.

• Die zuvor erwähnten Ansätze werden inKapitel 4 untersucht. Wir behandeln dabei sowohl Aspekte zur
Implementierung, als auch die a priori Analysis.

• Im Allgemeinen können die Gleichungen, welche das magnetostatische Potential bestimmen, nicht exakt
gelöst werden. Für spezielle Geometrien können jedoch analytische Lösungen berechnet werden. InKapitel
5 lösen wir die Gleichungen auf einer Kreisscheibe bzw. Kugel. Diese Lösungen verwenden wir später dazu,
um die Implementierung zu verifizieren.

• In Kapitel 6beschreiben wir die Implementierung der verschiedenen Ansätze in Matlab für den zweidimen-
sionalen Fall.

• Zuletzt führen wir inKapitel 7verschiedene Experimente mit den einzelnen Methoden durch.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Magnetostatische Maxwellgleichungen

Ausgangspunkt zur Herleitung der Gleichungen des magnetostatischen Potentials stellen die Maxwell’schen Glei-
chungen der Magnetostatik dar. Diese Gleichungen lauten inSI-Einheiten

divB = 0, (1.1)

rotB = µ0J, (1.2)

wobei wir mitB die magnetische Flussdichte (bzw. Induktion, inT ), mit µ0 = 4π10−7V s/Am die Permeabilität
von Vakuum und mitJ (in A/m2) die Stromdichte bezeichnen.

Bei Anwesenheit von Materie muss noch zwischen freien und gebundenen Strömen im Körper unterschieden
werden. Dazu benötigen wir die GrößeJfrei, welche die Stromdichte beschreibt die von freien Ladungsträgern
im Material herrührt. Des weiteren führen wir noch die StromdichteJgeb der im Material gebundenen Ströme ein.
Diese gemittelte Größe erzeugt die Magnetisierung des Materials gemäß

rotM = Jgeb. (1.3)

Außerhalb des Körpers verschwindet die MagnetisierungM. Nach JACKSON 2006 [13, Abschnitt 5.8] ist die
Magnetisierung die mittlere magnetische Momentdichte, d.h.

M(x) =
∑

i

Ni〈mi〉, (1.4)

wobeiNi die mittlere Anzahl von Atomen bzw. Molekülen der Sortei pro Volumen, und〈mi〉 das mittlere
magnetische Moment in einem Volumen um die Stellex ist.

Das GesamtfeldB erfüllt die Gleichungen

divB = 0,

rotB = µ0(Jfrei + Jgeb). (1.5)

Üblicherweise definiert man ein zusätzliches FeldH, welches magnetische Feldstärke bzw. magnetische Erregung
genannt wird, über

B = µ0(H+M). (1.6)

Durch Einsetzen in Gleichung 1.5 erhält man zunächst

rotH+ rotM = Jfrei + Jgeb, (1.7)

1



KAPITEL 1. EINLEITUNG 2

und nach Ausnützen von (1.3) bekommt man das Gleichungssystem

divB = 0,

rotH = Jfrei.
(1.8)

Betrachtet man nun zwei Materialien mit verschiedenen magnetischen Eigenschaften, so lassen sich aus den Max-
well’schen Gleichungen Übergangsbedingungen an der Grenzfläche beider Medien herleiten. SeienΩ1, Ω2 zwei
Gebiete undΓ die Grenzfläche. Mitn bezeichnen wir den vonΩ1 nachΩ2 gerichteten Normalenvektor aufΓ.
Dann lauten die Übergangsbedingungen nach JACKSON 2006 [13, Abschnitt I.5]

(B2 −B1) · n = 0,

(H2 −H1)× n = k,

auf der GrenzflächeΓ, wobei k eine Flächenstromdichte beschreibt und die FelderBi,Hi mit i = 1, 2 die
Einschränkung der Felder vonΩi aufΓ sind. Mit (1.6) ergibt sich nun

(H2 −H1) · n = (M1 −M2) · n,
(H2 −H1)× n = k.

(1.9)

1.2 Streufeld und skalares Potential

Wir betrachten nun einen Körper, der durch das beschränkte GebietΩ beschrieben wird und nehmen an, die
Magnetisierung ist stetig differenzierbar auf diesem Gebiet und verschwindet außerhalb. Zusätzlich nehmen wir
Jfrei = 0 an, d.h. es fließt kein Strom, der von freien Ladungsträgern erzeugt wird. Dann folgt aus dem Glei-
chungssystem (1.8) und Gleichung (1.6), für das FeldH in Ω

divH = − divM,

rotH = 0.
(1.10)

Außerhalb des Körpers gilt, da die Magnetisierung verschwindet,

divH = 0,

rotH = 0.
(1.11)

Wir fügen dem FeldH den Index(·)s hinzu und nennenHs das Streufeld oder Demagnetisierungsfeld. Aus
den Übergangsbedingungen (1.9) lässt sich folgern, dass die Normalkomponente vonHs am Rand einen Sprung
besitzt und die Tangentialkomponente stetig ist, d.h. es gilt

(Hext
s −H

int
s ) · n = M · n,

(Hext
s −H

int
s )× n = 0

(1.12)

aufΓ.

Aus rotHs = 0 folgt, dass man das StreufeldHs als Gradienten eines Potentials darstellen kann, d.h.

Hs = −∇u, (1.13)

und man nenntu auch skalares magnetostatisches Potential. Die Bedingung, dass das Streufeld stetig in der Tan-
gentialkomponente am Rand ist, wird sichergestellt durch die Forderung der Stetigkeit des Potentials am Rand.
Um u bestimmen zu können benötigen wir noch Informationen über das Abklingverhalten des Potentials im Un-
endlichen. Auf die Abklingbedingungen wird im nächsten Kapitel näher eingegangen.

Wir bezeichnen im Folgenden mitΩ ein beschränktes Gebiet inRd mit d = 2, 3, mit Ωext := Rd\Ω den Außen-
raum und mitn den Normalenvektor aufΓ := ∂Ω (siehe Abbildung 1.1). Die Normalenableitung einer Funktion
u wird als∂u/∂n =

∑
i ∂u/∂xini geschrieben.
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Ω

Ωext
n

Abbildung 1.1: Aufteilung desR2 in das beschränkte GebietΩ und in den AußenraumΩext. Der Normalenvektor
n zeigt vonΩ nachΩext.

Um die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung zu gewährleisten, muss man noch das asymptotische Verhalten der
Lösung im Unendlichen angeben. Im zweidimensionalen Fall setzen wir

u(x) = a+ b log‖x‖ +O(1/‖x‖) für ‖x‖ → ∞

voraus. Man kann entwedera ∈ R oderb ∈ R frei wählen und den anderen Wert bestimmen. In dieser Arbeit
wählen wira = 0. In Kapitel 4 werden wir den Wertb bestimmen. Im dreidimensionalen Fall nehmen wir für die
Abklingbedingung, i.e. das asymptotische Verhalten der Lösung,

u(x) = c+O(1/‖x‖) für ‖x‖ → ∞.

Hierbei kann die Konstantec ∈ R frei gewählt werden. Wir wählen in dieser Arbeitc = 0.

Die Abklingbedingungen geben also gewissermaßen an, dass sich u asymptotisch wie die Fundamentallösung des
Laplace Operators verhält. Es sei weiters angemerkt, dass man sich üblicherweise für das Streufeld, also dem
negativen Gradienten vonu, interessiert, weshalb die Wahl vona undc im Grunde genommen keine Rolle spielt.

Die das Potential bestimmenden Gleichungen können nun folgendermaßen zusammengefasst werden.

Definition 1.1 (Klassische Formulierung). SeiΩ ∈ Rd ein beschränktes Gebiet mitd = 2 oderd = 3 undΓ = ∂Ω
dessen Rand. Mit der Magnetisierung des GebietesM ∈ (C1(Ω))d ∩ (C0(Ω))d ist dann das magnetostatische
Potentialu ∈ C2(Rd) die Lösung des folgenden Transmissionsproblems:

∆u = divM in Ω,

∆u = 0 in Ωext,

[u] = 0 aufΓ,
[
∂u

∂n

]
= −M · n aufΓ,

u(x) =




b log‖x‖ +O

(
1

‖x‖

)
falls d = 2,

O
(

1
‖x‖

)
falls d = 3,

für ‖x‖ −→ ∞.

(1.14)

Dabei ist‖x‖ :=

√∑d
i=1 x

2
i die Länge vonx und[u] := uext − uint der Sprung der Funktionu am Rand.
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Abbildung 1.2: Das linke Bild zeigt die Magnetisierung einer homogen magnetisierten KreisscheibeΩ ={
x ∈ R2

∣∣ ‖x‖ < 1
}

mit M = (0, 1)T . Die schwarze Umrandung stellt die Begrenzung des magnetischen Kör-
pers dar. Die weißen Linien im rechten Bild skizzieren die Feldlinien des Streufelds. Der Hintergrund wurde mit
Bezug auf das Potential eingefärbt, d.h, dass Flächen gleicher Farbe, gleichen Potentialwerten entsprechen.
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Abbildung 1.3: Die beiden Bilder zeigen jeweils die Feldlinien des Streufelds eines homogen magnetisierten
rechteckigen KörpersΩ =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ 0 < x < 1, 0 < y < 10
}

. Für die Magnetisierung im linken Bild gilt
M = (0, 1)T für die im rechtenM = (1, 0)T .
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Die Gleichungen in Definition 1.1 sind ähnlich der Potentialgleichungen in der Elektrostatik und man kann da-
her den Term(− divM) als magnetische Ladungsdichte interpretieren. Dies bedeutet, dass die Divergenz der
Magnetisierung die Quelle des Streufelds darstellt. Weiters kann man die NormalkomponenteM ·n der Magneti-
sierung am Rand als magnetische Flächenladungsdichte deuten. Angenommen die Divergenz der Magnetisierung
verschwindet im Inneren, dann wird das Demagnetisierungsfeld durch die Werte vonM · n am Rand bestimmt.

Das Streufeld lässt sich für gewisse Gebiete, z.B. eine Kreisscheibe oder eine Kugel, exakt berechnen (eine ge-
nauere Auseinandersetzung folgt in Kapitel 5). Das linke Bild in Abbildung 1.2 zeigt eine Kreisscheibe die ho-
mogen magnetisiert ist. Die Magnetisierung wird durch den konstanten VektorM = (0, 1)T beschrieben und das
Potential des Streufelds im Inneren der Kugel ist dann gegeben durch

u(x, y, z) =
1

2
y in Ω.

Im rechten Bild von Abbildung 1.2 sind die Feldlinien des Streufelds durch weiße Linien visualisiert. Man er-
kennt, dass das Streufeld im Inneren entgegengesetzt zur Magnetisierung ist. Das Gesamtfeld im Inneren der
Kreisscheibe ergibt sich nun zu

B = µ0(H+M) = µ0




0
− 1

2 + 1
0


 = µ0



0
1
2
0


 .

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel. Abbildung 1.3 zeigt zwei rechteckige Körper, die homogen magnetisiert
sind. Für die Magnetisierung des Körpers im linken Bild wurdeM = (0, 1)T gewählt, für die Magnetisierung im
rechten BildM = (1, 0)T . Man sieht, dass das Streufeld im Inneren nicht homogen ist,wie das z.B. im Fall der
Kreisscheibe ist.



Kapitel 2

Analytische Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir für diese Arbeit grundlegendeErgebnisse aus der Analysis vor. Der erste Ab-
schnitt beschäftigt sich mit den für die Lösungstheorie partieller Differentialgleichungen wichtigen Sobolev-
Räumen, wobei wir uns an die Arbeiten von EVANS 2002 [6] und SAUTER / SCHWAB 2004 [18] halten. Da-
nach stellen wir die schwache Formulierung des Transmissionsproblems bereit. Im dritten Abschnitt behandeln
wir dann Integraloperatoren und deren Eigenschaften, dabei werden die wichtigsten Resultate aus SAUTER /
SCHWAB 2004 [18], PRAETORIUS 2007 [16] und STEINBACH 2003 [20] entnommen. Zuletzt fassen wir noch
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen zusammen, die wir inspäterer Folge noch verwenden werden. Hierbei sei
auf die Arbeit von CARSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4] verwiesen.

2.1 Sobolev-Räume

In diesem Abschnitt führen wir den Begriff der Sobolev-Räume ein und werden fundamentale Ergebnisse aus der
oben erwähnten Literatur zitieren. Diese Räume sind essentiell für die Lösungstheorie von partiellen Differential-
gleichungen, da mit ihnen Resultate über Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen erzielt werden können.

Konvention 2.1. Im Folgenden bezeichnen wir mitΩ ⊆ Rd (d = 2, 3) ein beschränktes Lipschitz-Gebiet mit Rand
Γ := ∂Ω. Das Komplement vonΩ bezeichnen wir mitΩext := Rd\Ω.

Konvention 2.2. SeiU ⊆ Rd eine offene Menge. SeiC∞(U) der Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen aufU , dann bezeichnet

C∞
0 (U) := {v ∈ C∞(U) | supp(v) ist kompakt inU}

den Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionenmit kompakten Träger inU , wobei der Träger einer
stetigen Funktionv ∈ C0(U) definiert ist als

supp(v) := {x ∈ U | v(x) 6= 0}.

Definition 2.3. SeiU ⊆ Rd eine offene Menge. Mit

L1
lok(U) :=

{
v : U → R Lebesgue-messbar

∣∣∣∣
∫

K

|v(x)| dx <∞ für alleK ⊆ U mitK kompakt

}
(2.1)

bezeichnen wir den Raum aller lokal integrierbaren Funktionen.

Definition 2.4. SeiU ⊆ Rd eine offene Menge,α ein Multiindex undu ∈ L1
lok(U). Existiert einv ∈ L1

lok(U) mit
∫

U

u∂αφdx = (−1)|α|
∫

U

vφ dx für alle φ ∈ C∞
0 (U), (2.2)

dann heißtv dieα-te schwache Ableitung vonu und wir schreiben auch∂αu := v.

6



KAPITEL 2. ANALYTISCHE GRUNDLAGEN 7

Lemma 2.1 (EVANS 2002 [6, Abschnitt 5.2, Lemma]). SeiU ⊆ Rd eine offene Menge. Existiert die schwache
Ableitung einer Funktionu ∈ L1

lok(U), dann ist sie eindeutig bestimmt bis auf eine Menge mit Maß 0.

Bemerkung 2.1. Für stetig differenzierbare Funktionen stimmt die schwache Ableitung mit der starken Ableitung
(fast überall) überein.

Definition 2.5. Für ℓ ∈ N0 ist der Sobolev-RaumHℓ(Ω) definiert als

Hℓ(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | ∂αv ∈ L2(Ω) für alle Multiindizesα mit |α| ≤ ℓ}. (2.3)

Der RaumHℓ(Ω) wird mit dem Skalarprodukt

(u, v)Hℓ(Ω) :=
∑

|α|≤ℓ

(∂αu, ∂αv)L2(Ω) (2.4)

versehen. Die assoziierte Norm ist dann gegeben durch‖u‖Hℓ(Ω) :=
√
(u, u)Hℓ(Ω).

Satz 2.2(EVANS 2002 [6, Abschnitt 5.2, Satz 2]). Hℓ(Ω) ist für ℓ ∈ N0 ein Hilbertraum.

Durch|u|Hℓ(Ω) :=
∑

|α|=ℓ(∂
αu, ∂αv)L2(Ω) wird der Sobolev-RaumHℓ(Ω) mit einer Seminorm versehen.

Definition 2.6. Hℓ
0(Ω) wird als Abschluss vonC∞

0 (Ω) bezüglich der‖·‖Hℓ(Ω)-Norm definiert, d.h.

Hℓ
0(Ω) := C∞

0 (Ω)
‖·‖

Hℓ(Ω) .

Definition 2.7. SeiU ⊆ R
d ein Gebiet. Der Raum

Hℓ
lok(U) :=

{
u : U → R Lebesgue-messbar| u ∈ Hℓ(K) für alleK ⊆ U mitK kompakt

}
(2.5)

bezeichnet den Raum aller messbaren Funktionen die auf jedem Kompaktum inHℓ liegen.

Des weiteren wollen wir noch einen speziellen Sobolev-Raumauf dem RandΓ des Gebiets einführen. Dieser lässt
sich mit Hilfe der Sobolev-Slobodeckij-Seminorm

|u|H1/2(Γ) :=

(∫

Γ

∫

Γ

|u(x)− u(y)|2
‖x− y‖d dsydsx

)1/2

,

als Sobolev-Raum mit halbzahligem Exponenten definieren.

Definition 2.8. Mit der Norm‖u‖H1/2(Γ) :=
(
‖u‖2L2(Γ) + |u|2

H1/2(Γ)

)1/2
ist der RaumH1/2(Γ) definiert als

H1/2(Γ) :=
{
u ∈ L2(Γ) | ‖u‖H1/2(Γ) <∞

}
.

Im Allgemeinen sind Funktionen ausH1(Ω) nicht stetig und auch nicht auf dem Rand des Gebiets definiert. Es
existiert aber ein Operator der jeder Funktion ausH1(Ω) eine Funktion ausH1/2(Γ) zuordnet, wie folgender Satz
zeigt.

Satz 2.3(SAUTER / SCHWAB 2004 [18, Satz 2.6.8]). Es existieren stetige, lineare Spuroperatoren
γint0 : H1(Ω) −→ H1/2(Γ) mit

γint0 u = u|Γ für alle u ∈ C0(Ω) ∩H1(Ω), (2.6)

und
γext0 : H1

lok(Ω
ext) −→ H1/2(Γ) mit

γext0 u = u|Γ für alle u ∈ C0(Ωext) ∩H1(Ωext). (2.7)

Dabei wirdγint0 u als innere Spur vonu undγext0 u als äußere Spur vonu bezeichnet.
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Nach Definition ist daher der Spuroperator angewandt auf eine stetige Funktionu nichts weiter als die Restriktion
vonu auf den Rand. Füru ∈ H1

0 (Ω) gilt γint0 u = 0 im Sinne vonH1/2(Γ).

Umgekehrt kann man sich auch fragen, ob Funktionen ausH1/2(Γ) aufH1(Ω) fortgesetzt werden können. Dazu
zitieren wir den folgenden Satz aus PRAETORIUS2007 [16].

Satz 2.4(PRAETORIUS2007 [16, Satz 2.5]). Es existiert ein stetiger, linearer OperatorL : H1/2(Γ) −→ H1(Ω),
so dass

γ0(Lv) = v für alle v ∈ H1/2(Γ)

gilt. Wir nennenL auch Fortsetzungsoperator.

Man beachte, dass der FortsetzungsoperatorL nicht eindeutig ist.

Definition 2.9. Für ℓ ∈ N bezeichneHℓ
∗(Ω) den Raum

Hℓ
∗(Ω) :=

{
u ∈ Hℓ(Ω)

∣∣∣∣
∫

Ω

u dx = 0

}
.

Analog bezeichnen wir mitH1/2
∗ (Γ) den Raum

H
1/2
∗ (Γ) :=

{
v ∈ H1/2(Γ)

∣∣∣∣
∫

Γ

v dsx = 0

}
.

Funktionen aus Sobolev-Räumen lassen sich durch gewisse glatte Funktionen approximieren, wie nachfolgender
Satz besagt.

Satz 2.5(Meyers-Serrin, EVANS 2002 [6, Abschnitt 5.3, Satz 3]). Für ℓ ∈ N0 liegt der RaumC∞(Ω) dicht in
Hℓ(Ω) bezüglich derHℓ-Norm.

Satz 2.6(Sobolev’scher Einbettungssatz, SAUTER / SCHWAB 2004 [18, Satz 2.5.4]). SeiΩ ein beschränktesCk-
Gebiet (beschränktes Gebiet mitk-mal stetig differenzierbarem Rand). Fürk > ℓ undm < ℓ − d/2 besitzen
Funktionen ausHℓ(Ω) einenm-mal stetig differenzierbaren Repräsentanten. Die Einbettung

Hℓ(Ω) →֒ Cm(Ω)

ist stetig, d.h.

‖u‖Cm(Ω) ≤ C‖u‖Hℓ(Ω) für alle u ∈ Hℓ(Ω),

mit einer positiven KonstanteC.

Um Funktionen aus dem Dualraum eines Sobolev-Raumes zu charakterisieren benötigen wir noch folgendes Lem-
ma.

Lemma 2.7 (PRAETORIUS 2007 [16, Lemma 4]). SeienX undY reelle Hilberträume mit stetiger Einbettung
X ⊆ Y , dann ist die Riesz-AbbildungJY : Y −→ Y ∗, JY y := (y, ·)Y ein wohldefinierter, stetiger, linearer
OperatorJY : Y −→ X∗. Des weiteren istJY (Y ) ein dichter Unterraum vonX∗.

Wir wenden das Lemma an aufX = Hℓ(Ω) undY = L2(Ω). Der RaumL2(Ω) liegt daher dicht inHℓ(Ω)∗.
Füru ∈ L2(Ω) undv ∈ Hℓ(Ω) stimmt die duale Klammer〈u, v〉 mit demL2-Skalarprodukt(u, v)L2(Ω) überein.
Analog wenden wir das Lemma aufX = H1/2(Γ) und Y = L2(Γ) an. Fürv ∈ H1/2(Γ) stimmt die duale
Klammer〈u, v〉 dann mit demL2-Skalarprodukt(u, v)L2(Γ) überein, fallsu ∈ L2(Γ).

Definition 2.10. Für ℓ ∈ N bezeichnen wir mit

H̃−ℓ(Ω) := Hℓ(Ω)∗

den Dualraum vonHℓ(Ω) bezüglich des erweitertenL2-Skalarproduktes und mit

H−1/2(Γ) := H1/2(Γ)∗

den Dualraum vonH1/2(Γ) bezüglich des erweitertenL2-Skalarproduktes.
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2.2 Schwache Formulierung

Wir betrachten für gegebenesf ∈ C0(Ω) die partielle Differentialgleichung

−∆u = f in Ω. (2.8)

Existiert eine Lösungu ∈ C2(Ω), so nennt manu eine klassische Lösung der Differentialgleichung. Im Allge-
meinen jedoch lassen sich keine Aussagen über die eindeutige Existenz einer Lösung tätigen. Man geht daher
zur so genannten schwachen bzw. distributionellen Formulierung über. Um dies zu motivieren gehen wir davon
aus, dassu eine klassische Lösung ist und multiplizieren Gleichung (2.8) mit einer Testfunktionv ∈ C∞(Ω) und
integrieren über das GebietΩ. Nach partieller Integration der linken Seite erhält man

(∇u,∇v)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω) + (∂u/∂n, γint0 v)L2(Γ) für allev ∈ C∞(Ω). (2.9)

Mit n bezeichnen wir dabei den vonΩ nachΩext zeigenden Normalenvektor. Klarerweise sind klassische Lösun-
gen von (2.8) auch Lösungen von (2.9).

Definition 2.11. Wir nennen eine Funktionu ∈ L1
lok(Ω) eine schwache Lösung von−∆u = f , falls sie−∆u = f

im distributionellen Sinne erfüllt, d.h. es gilt

〈−∆u, v〉 = 〈f, v〉 für alle v ∈ C∞
0 (Ω).

Die Distribution−∆u kann füru ∈ H1(Ω) dabei über

〈−∆u, v〉 = (∇u,∇v)L2(Ω) für alle v ∈ C∞
0 (Ω)

definiert werden.

Lemma 2.8(MCLEAN 2000 [15, Lemma 4.3]). Seif ∈ H̃−1(Ω), undu ∈ H1(Ω) erfülle

−∆u = f

im distributionellen Sinne. Dann existiert ein eindeutiges lineares Funktionalγ1u ∈ H−1/2(Γ) mit

(∇u,∇v)L2(Ω) = 〈f, v〉+ 〈γ1u, γint0 v〉Γ für alle v ∈ H1(Ω). (2.10)

Des weiteren istγ1u eindeutig durchu undf bestimmt, und es gilt die Abschätzung

‖γ1u‖H−1/2(Γ) ≤ C
(
‖u‖H1(Ω) + ‖f‖H̃−1(Ω)

)
. (2.11)

Dabei istC die Stetigkeitskonstante des FortsetzungsoperatorsL. Das Funktionalγ1u wird auch als Konorma-
lenableitung bezeichnet.

Die Variationsformulierung (2.10) in Lemma 2.8 bezeichnetman als schwache Formulierung der Differenti-
algleichung (2.8). Gelten für die Lösung der schwachen Formulierung zusätzliche Regularitätsannahmen, d.h.
u ∈ C2(Ω), dann ist die schwache Lösung auch eine klassische Lösung und das Funktionalγ1u stimmt mit
∂u/∂n überein. Jede klassische Lösung ist wiederum eine Lösung der distributionellen Formulierung.

Wir bezeichnen mitγext1 u die äußere Konormalenableitung und halten fest, dass für genügend glatte Funktionen
γext1 u = ∂u/∂n gilt. Der Normalenvektorn zeigt dabei vonΩ nachΩext.

Als nächstes wollen wir uns der schwachen Formulierung des Transmissionsproblems widmen. Dazu betrachten
wir Funktionenu auf dem AußenraumΩext, die der Abklingbedingungu = b log‖x‖+O(1/‖x‖) fallsd = 2 bzw.
u = O(1/‖x‖) falls d = 3 für ‖x‖ → ∞ genügen. Der Sobolev-RaumH1(Ωext) enthält nicht alle Funktionen
die der Abklingbedingung genügen, wie aus nachfolgendem Beispiel ersichtlich ist.

Beispiel 2.1. SeiΩ := {x ∈ Rd | ‖x‖ < R} eine Kugel mit RadiusR > 0, u(x) = 1/‖x‖ undv(x) = log‖x‖,
dann giltu, v /∈ H1(Ωext).
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Beweis.Es gilt ‖u‖H1(Ωext) ≥ ‖u‖L2(Ωext). Wir bezeichnen mit|Sd| das Maß der Einheitssphäre inRd. Damit
ergibt sich

‖u‖2L2(Ωext) =

∫

Ωext

1

‖x‖2 dx = |Sd|
∫ ∞

R

rd−3 dr = ∞.

Fürv gilt analog

‖v‖2L2(Ωext) =

∫

Ωext

(log‖x‖)2 dx = |Sd|
∫ ∞

R

rd−1(log r)2 dr = ∞.

Somit wäre die Aussage bewiesen.

Der RaumH1(Ωext) ist daher nicht günstig, um die magnetostatischen Gleichungen im schwachen Sinne zu
definieren. Für die Lösung im Außenraum benutzen wir den RaumH1

lok(Ω
ext), der Funktionen, die die Abkling-

bedingung erfüllen, enthält. Des weiteren lassen sich im RaumH1
lok(Ω

ext) Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
zeigen. Um ein Transmissionsproblem aufzustellen, benötigt man noch Informationen über das Verhalten der
Funktionen am Rand. Gibt man die Sprünge der Spuren und Konormalenableitungen vor, so lässt sich das Trans-
missionsproblem im schwachen Sinne anschreiben.

Definition 2.12 (Transmissionsproblem (TP)). Seienf ∈ L2(Ω), g0 ∈ H1/2(Γ) undg1 ∈ H−1/2(Γ) gegeben.
Wir suchen eine Funktionu := (uint, uext) ∈ H1(Ω)×H1

lok(Ω
ext), welche

−∆uint = f in Ω,

−∆uext = 0 in Ωext,

[γ0u] = g0 aufΓ,

[γ1u] = g1 aufΓ,

uext(x) =




b log‖x‖ +O

(
1

‖x‖

)
falls d = 2,

O
(

1
‖x‖

)
falls d = 3,

für ‖x‖ −→ ∞.

(2.12)

erfüllt. Die Gleichungen sind dabei im distributionellen Sinne zu verstehen. Die eckigen Klammern bezeichnen
die Sprünge der Spuren bzw. Konormalenableitungen vonu, d.h. [γ0u] := γext0 uext − γint0 uint bzw. [γ1u] :=
γext1 uext − γint1 uint.

Wir wollen jetzt noch den AusdruckM · n definieren. Die Abbildungγn welchev aufv · n abbildet ist für glatte
Funktionenv mit kompakten Träger inRd definiert. Nach GIRAULT / RAVIART 1986 [11, Satz 2.5] kannγn
zu einer stetigen, linearen Abbildung vonH(div; Ω) aufH−1/2(Γ) erweitert werden. Dabei ist der Hilbertraum
H(div; Ω) definiert als

H(div; Ω) :=
{
v ∈ (L2(Ω))d

∣∣ div v ∈ L2(Ω)
}
.

Nach Definition ist daher(H1(Ω))d ein Teilraum vonH(div,Ω).

Konvention 2.13. Für M ∈ (H1(Ω))d ist der AusdruckM · n definiert als

M · n := γn(M)

Daher giltM · n ∈ H−1/2(Γ).

Bemerkung 2.2. In den nachfolgenden Resultaten kann die VoraussetzungM ∈ (H1(Ω))d durch die schwächere
AnnahmeM ∈ H(div,Ω) ersetzt werden.
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Um nun unser Modellproblem (siehe Definition 1.1) neu zu formulieren, setzen wir in Definition 2.12f =
− divM, g0 = 0 undg1 = −M ·n ein wobeiM ∈ (H1(Ω))d. Das magnetostatische Potentialu = (uint, uext) ∈
H1(Ω)×H1

lok(Ω
ext) ist daher Lösung der Gleichungen

−∆uint = − divM in Ω,

−∆uext = 0 in Ωext,

[γ0u] = 0 aufΓ,

[γ1u] = −M · n aufΓ,

uext(x) =




b log‖x‖ +O

(
1

‖x‖

)
falls d = 2,

O
(

1
‖x‖

)
falls d = 3,

für ‖x‖ −→ ∞.

(2.13)

In Abschnitt 2.4 werden wir uns mit der eindeutigen Lösbarkeit des Transmissionsproblems beschäftigen.

2.3 Integraloperatoren

Zunächst betrachten wir die partielle Differentialgleichung

−∆u = f aufΩ ⊆ R
d. (2.14)

Die Fundamentallösung des Laplaceoperators−∆ ist durch die Green’sche Funktion

G(x, y) :=





− 1

2π
log(‖x− y‖) falls d = 2,

1

4π

1

‖x− y‖ falls d = 3

(2.15)

gegeben.

Das folgende Resultat besagt, dass man Funktionenu ∈ C2(Ω), die die Poisson-Gleichung (2.14) erfüllen, durch
ihre Werte am Rand, ihre Normalenableitungen am Rand undf darstellen kann.

Satz 2.9(Darstellungsformel, PRAETORIUS 2007 [16, Proposition 2]). SeiΩ ⊆ Rd ein beschränktes Gebiet mit
glattem RandΓ := ∂Ω undu ∈ C2(Ω). Mit f := −∆u ∈ C(Ω) gilt die Darstellungsformel

u(x) =

∫

Ω

G(x, y)f(y)dy +

∫

Γ

G(x, y)γint1 u(y)dsy −
∫

Γ

γint1,yG(x, y)γ0u(y)dsy für alle x ∈ Ω. (2.16)

Der zusätzliche Index beiγint1,y gibt an, dass die Ableitung nachy erfolgt.

Die Terme in (2.16) definieren Integraloperatoren. Mit

(Ñ f)(x) :=

∫

Ω

G(x, y)f(y)dy für x ∈ R
d\Γ (2.17)

bezeichnen wir das Newton-Potential. Weiters wird durch

(Ṽφ)(x) :=
∫

Γ

G(x, y)φ(y)dsy für x ∈ R
d\Γ (2.18)

das Einfachschichtpotential gegeben, während

(K̃φ)(x) :=
∫

Γ

γint1,yG(x, y)φ(y)dsy für x ∈ R
d\Γ (2.19)

das Doppelschichtpotential definiert.
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Satz 2.10(SAUTER / SCHWAB 2004 [18, Satz 3.1.1]). Seiφ ∈ L1(Γ). Dann istṼφ ∈ C∞(Rd\Γ) und K̃φ ∈
C∞(Rd\Γ). Es gilt

(∆Ṽφ)(x) = (∆K̃φ)(x) = 0 für alle x ∈ R
d\Γ. (2.20)

Satz 2.11.Falls φ ∈ L∞(Γ), dann giltṼφ ∈ C(Rd).

Wir befassen uns im Folgenden mit den wichtigsten Eigenschaften des Einfach- und Doppelschichtpotentials. Das
Einfachschichtpotential lässt sich zu einem stetigen linearen Operator vonH−1/2(Γ) nachH1(Ω) erweitern.

Satz 2.12(STEINBACH 2003 [20, Lemma 6.3]). Der OperatorṼ : H−1/2(Γ) → H1(Ω) ist stetig und linear, und
Ṽφ ist Lösung der homogenen partiellen Differentialgleichung

∆Ṽφ = 0 in Ω.

Des weiteren ist̃Vφ ∈ H1
lok(Ω

ext), und es gilt

∆Ṽφ = 0 in Ωext.

Wendet man die innere Spurγint0 auf Ṽφ ∈ H1(Ω) an, so lässt sich der Operator

V := γint0 Ṽ : H−1/2(Γ) → H1/2(Γ) (2.21)

definieren.

Durch Anwenden der äußeren Spur anṼ kann man folgende Sprungbedingung für das Einfachschichtpotential am
Rand zeigen.

Satz 2.13(Sprungbedingung Einfachschichtpotential, STEINBACH 2003 [20, Abschnitt 6.2]). Seiφ ∈ H−1/2(Γ).
Das Einfachschichtpotential erfüllt

[γ0Ṽφ] := γext0 (Ṽφ)− γint0 (Ṽφ) = 0.

Satz 2.14(STEINBACH 2003 [20, Satz 6.5, Satz 6.6]). Seiφ ∈ H−1/2(Γ). Für d = 3 ist der OperatorV elliptisch,
d.h. es gilt

〈φ,Vφ〉Γ ≥ C‖φ‖2H−1/2(Γ) für alle φ ∈ H−1/2(Γ),

mit einer positiven KonstantenC. Für d = 2 ist V elliptisch, fallsdiam(Ω) < 1.

Als Nächstes betrachten wir das DoppelschichtpotentialK̃ und geben analoge Eigenschaften an.

Satz 2.15(STEINBACH 2003 [20, Lemma 6.7]). Der OperatorK̃ : H1/2(Γ) → H1(Ω) ist stetig und linear.̃Kφ
ist Lösung der homogenen partiellen Differentialgleichung

∆K̃φ = 0 in Ω.

Des weiteren ist̃Kφ ∈ H1
lok(Ω

ext), und es gilt

∆K̃φ = 0 in Ωext.

Fürφ ∈ H1/2(Γ) lässt sich daher nach Satz 2.3 die innere Spur vonK̃φ bilden. Im Gegensatz zum Einfachschicht-
potential besitzt das Doppelschichtpotential jedoch einen Sprung am Rand. Dazu definieren wir den stetigen li-
nearen OperatorK : H1/2(Γ) −→ H1/2(Γ) durch

K := γint0 K̃ + (1− σ). (2.22)
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x1

α1

x2

α2
Γ

Abbildung 2.1: Für den Punktx1 ∈ Γ ist der zugehörige Innenwinkelα1 eingezeichnet. Der RandΓ ist in einer
Umgebung um den Punktx2 glatt, besitzt daher eine Tangente (rote strichlierte Linie) und somit ergibt sich für
den Innenwinkelα2 = π.

Die Größeσ(x) ist wie in [20, Lemma 6.5] definiert als

σ(x) := lim
ε→0

1

2(d− 1)π

1

εd−1

∫

∂Kint
ε (x)

dsy für x ∈ Γ, (2.23)

wobeiKint
ε (x) := {y ∈ Ω | ‖x − y‖ < ε} der Teil einer Kugel um den Punktx ∈ Γ mit Radiusε ist, welcher

im GebietΩ liegt. Für einen Punktx ∈ Γ ist die Größeσ(x) proportional zum Innenwinkel. Beispiele von
verschiedenen Innenwinkeln sind etwa in Abbildung 2.1 zu finden.

Bemerkung 2.3. BesitztΓ in einem Punktx ∈ Γ eine Tangente, dann ist nach Definition(2.23)σ(x) = 1
2 . Für

Lipschitz-Gebiete existiert die Tangente für fast allex ∈ Γ, daher gilt

σ(x) =
1

2
für fast allex ∈ Γ.

Satz 2.16(Sprungbedingung Doppelschichtpotential, STEINBACH 2003 [20, Lemma 6.8]). Seiφ ∈ H1/2(Γ). Für
das Doppelschichtpotential̃K gilt

γext0 K̃ = σ +K.

Das Doppelschichtpotential besitzt daher am Rand den Sprung

[γ0K̃φ] = γext0 (K̃φ)− γint0 (K̃φ) = φ.

Nach Satz 2.12 bzw. Satz 2.15 und Lemma 2.8 sindγint1 Ṽ : H−1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ) undγint1 K̃ : H1/2(Γ) −→
H−1/2(Γ) wohldefinierte stetige lineare Operatoren.
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Satz 2.17(STEINBACH 2003 [20, Lemma 6.6, Lemma 6.9]). Die Sprünge der Konormalenableitungen vonṼ und
K̃ lauten

[γ1Ṽφ] = γext1 (Ṽφ)− γint1 (Ṽφ) = −φ für φ ∈ H−1/2(Γ)

und

[γ1K̃φ] = γext1 (K̃φ)− γint1 (K̃φ) = 0 für φ ∈ H1/2(Γ).

Mit den Konormalenableitungen des Einfach- und Doppelschichtpotentials lassen sich weitere lineare stetige In-
tegraloperatoren erklären. Das adjungierte DoppelschichtpotentialK′ : H−1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ) ist definiert
als

K′ := γint1 Ṽ − σ (2.24)

während der hypersinguläre IntegraloperatorW : H1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ) definiert ist als

W := −γint1 K̃. (2.25)

Bemerkung 2.4. In der Literatur werden sowohlV als auchṼ als Einfachschichtpotential und sowohlK als auch
K̃ als Doppelschichtpotential bezeichnet.

Man kann den Stetigkeitsbereich der Integraloperatoren noch erweitern. Dazu sei etwa auf das Buch von SAUTER

/ SCHWAB 2004 [18, Satz 3.1.16, Bemerkung 3.1.18] verwiesen.

Satz 2.18.Die OperatoreñV , V , K̃ undK sind stetig für|s| ≤ 1/2:

• Ṽ : H−1/2+s(Γ) −→ H1+s(Ω),

• V : H−1/2+s(Γ) −→ H1/2+s(Γ),

• K̃ : H1/2+s(Γ) −→ H1+s(Ω),

• K : H1/2+s(Γ) −→ H1/2+s(Γ).

Mit zusätzlichen Voraussetzungen an den Rand können diese Stetigkeitsbereiche noch erweitert werden: Der
Lipschitz-RandΓ sei global glatt, d.h.Γ ∈ C∞, dann gelten obige Aussagen für alles > −1/2.

Satz 2.19(Abklingverhalten voñV undK̃). Für φ ∈ H1/2(Γ) undd = 2 gilt

K̃φ(x) = O
(

1

‖x‖

)
für ‖x‖ −→ ∞,

und fallsd = 3 dann gilt fürK̃ das Abklingverhalten

K̃φ(x) = O
(

1

‖x‖2
)

für ‖x‖ −→ ∞.

Für φ ∈ H−1/2(Γ) erfüllt das Einfachschichtpotential im Falld = 2

Ṽφ(x) = − 1

2π
〈φ, 1〉Γ log‖x‖ +O

(
1

‖x‖

)
für ‖x‖ −→ ∞

fast überall inΩext und wennd = 3, dann gilt

Ṽφ(x) = O
(

1

‖x‖

)
für ‖x‖ −→ ∞.



KAPITEL 2. ANALYTISCHE GRUNDLAGEN 15

Für einen Beweis des Abklingverhaltens der Integraloperatoren fürd = 2 sei auf die Arbeit von FEISCHL 2010 [7,
Satz 3.9 und 3.10] verwiesen. Im Falld = 3 findet sich das Abklingverhalten in SAUTER / SCHWAB 2004 [18,
Beweis von Satz 3.1.12].

Wir geben noch die Darstellungsformel für das Außenraumproblem an, die auch unter der dritten Green’schen
Identität bekannt ist. Essentiell dafür sind die Abklingbedingungen, welche an die Lösungsfunktion gestellt wer-
den, dazu sei auf MCLEAN 2000 [15, Kapitel 8] verwiesen. Ein Beweis dieser Formel istetwa in [15, Satz 7.12]
zu finden.

Satz 2.20(Darstellungsformel im Außenraum). Erfüllt u ∈ H1
lok(Ω

ext)

∆u = 0,

u(x) =




b log‖x‖ +O

(
1

‖x‖

)
falls d = 2,

O
(

1
‖x‖

)
falls d = 3,

für ‖x‖ −→ ∞,

dann gilt die Darstellungsformel

u = K̃γext0 u− Ṽγext1 u.

2.4 Eindeutige Lösbarkeit

Zum Abschluss dieses Kapitels listen wir in diesem Abschnitt noch einige Existenz- und Eindeutigkeitsaussa-
gen auf. Zunächst schreiben wir wichtige Sätze über die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der schwachen
Formulierung des Dirichlet und Neumann Problems zusammen.Danach präsentieren wir Ergebnisse der Arbeit
von CARSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4], die die eindeutige Lösbarkeit des Transmissionsproblems beweisen.

Konvention 2.14. Im Folgenden werden wir den Index(.)int beiγint0 weglassen, d.h. die innere Spur wird mitγ0
bezeichnet. Analoges gilt auch für die innere Konormalenableitungγint1 , welche dann durchγ1 ersetzt wird.

Für einen Beweis der folgenden aufgelisteten Resultate seiauf SAUTER / SCHWAB 2004 [18] bzw. PRAETORI-
US 2008 [17] verwiesen. Wir betrachten das Dirichlet Problem

−∆u = f in Ω,

u = gD aufΓ.
(2.26)

Satz 2.21. • Seif ∈ C0(Ω) undgD ∈ C0(Γ) gegeben. Istu ∈ C2(Ω) eine Lösung von(2.26), dann erfülltu
die Variationsformulierung (schwache Formulierung)

(∇u,∇v)L2(Ω) = 〈f, v〉 für alle v ∈ H1
0 (Ω),

γ0u = gD.
(2.27)

• Seienf ∈ L2(Ω) undgD ∈ H1/2(Γ) gegeben, dann existiert für die Variationsformulierung(2.27)genau
eine Lösungu ∈ H1(Ω). Die schwache Lösungu hängt stetig von den Daten ab, d.h.

‖u‖H1(Ω) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖gD‖H1/2(Γ)

)
, (2.28)

dabei hängt die KonstanteC nur vom GebietΩ ab. Die stetige Abhängigkeit der Lösung von den Daten
wird auch Stabilität der schwachen Lösung genannt.

• Gelten noch die zusätzlichen Regularitätsannahmenu ∈ C2(Ω), f ∈ C0(Ω) undgD ∈ C0(Γ), dann löstu
auch die starke Formulierung(2.26).
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Als Nächstes gehen wir über zum Neumann Problem, welches in der starken Formulierung lautet

−∆u = f in Ω,

∂u

∂n
= gN aufΓ.

(2.29)

Damit eine Lösung des Neumann Problems existieren kann, müssen die Datenf undgN
∫

Ω

f dx+

∫

Γ

gN dsy = 0 (2.30)

erfüllen, wie man aus der Beziehung
∫

Ω

f dx = −
∫

Ω

∆u dx = −
∫

Γ

∇u · n dsy = −
∫

Γ

gN dsy

sehen kann.

Des weiteren ist mit einer Lösungu des Neumann Problems auchu + c mit c ∈ R eine Lösung. Diese Konstante
wird beispielsweise mit der Bedingung

∫

Ω

u dx = 0

festgesetzt.

Satz 2.22. • Erfüllen f ∈ C0(Ω) undgN ∈ C0(Γ) die Bedingung(2.30)und istu ∈ C2(Ω) eine Lösung
von(2.29), dann istu ∈ H1(Ω) und erfüllt die Variationsformulierung (schwache Formulierung)

(∇u,∇v)L2(Ω) = 〈f, v〉+ 〈gN , γ0v〉Γ für alle v ∈ H1(Ω). (2.31)

• Seienf ∈ L2(Ω) undgN ∈ H−1/2(Γ), dann besitzt die Variationsformulierung

(∇u,∇v)L2(Ω) = 〈f, v〉 + 〈gN , γ0v〉Γ für alle v ∈ H1
∗ (Ω) (2.32)

genau eine Lösungu ∈ H1
∗ (Ω).

• Erfüllen die Datenf ∈ L2(Ω) und gN ∈ H−1/2(Γ) die Bedingung〈f, 1〉 + 〈gN , 1〉Γ = 0, dann ist
die eindeutige Lösung von(2.32) auch eine Lösung der schwachen Formulierung(2.31) und es gilt die
Stabilitätsabschätzung

‖u‖H1(Ω) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖gN‖H−1/2(Γ)

)
, (2.33)

wobei die KonstanteC nur vom GebietΩ abhängt.

• Seienf ∈ C0(Ω) und gN ∈ C0(Γ) und es gelte zusätzlich die Bedingung(2.30). Des weiteren gelte
für die schwache Lösungu ∈ H1

∗ (Ω) von (2.31) bzw. (2.32)u ∈ C2(Ω), dann löstu auch die starke
Formulierung(2.29).

Kommen wir nun zum Transmissionsproblem. In CARSTENSEN / STEPHAN 1995 [4] wird gezeigt, dass das
Transmissionsproblem (TP), siehe Definition 2.12, äquivalent zu einem FEM/BEM-Kopplungsproblem ist. Das
Kopplungsproblem (KP) ist dabei wie folgt definiert.

Definition 2.15 (Kopplungsproblem (KP)). Seienf ∈ L2(Ω), g0 ∈ H1/2(Γ) undg1 ∈ H−1/2(Γ) gegeben. Das
Kopplungsproblem lautet: Suche(u, φ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ), so dass

(∇u,∇v)L2(Ω) + 〈Wγ0u+ (K′ − 1

2
)φ, γ0v〉Γ = 〈f, v〉 − 〈g1 +Wg0, γ0v〉Γ, (2.34)

〈ψ,Vφ− (K − 1

2
)γ0u〉Γ = 〈ψ, (K − 1

2
)g0〉Γ, (2.35)

für alle (v, ψ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ) gilt.
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Für den Falld = 2 skalieren wir das GebietΩ so, dassdiam(Ω) < 1, damit der OperatorV nach Lemma 2.14
positiv definit ist. Mit dieser Voraussetzung gilt die Äquivalenz von (KP) und (TP), wie nachfolgender Satz besagt.

Satz 2.23(CARSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4, Satz 1]). Seienf ∈ L2(Ω), g0 ∈ H1/2(Γ) undg1 ∈ H−1/2(Γ)
gegeben, dann ist (KP) und (TP) äquivalent in folgendem Sinne.

Ist (uint, uext) ∈ H1(Ω)×H1
lok(Ω

ext) eine Lösung von (TP), dann löst das Paar(uint, φ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ)
(KP) mitφ := γext1 uext.

Gilt umgekehrt dass(uint, φ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ) eine Lösung von (KP) ist, dann ist(uint, uext) ∈ H1(Ω)×
H1

lok(Ω
ext) eine Lösung von (TP) mit

uext(x) := K̃(γ0u+ g0)(x)− Ṽφ(x) für x ∈ Ωext. (2.36)

Dabei ist (2.36) die dritte Green’sche Formel, wie sie bereits in Abschnitt 2.3 angeführt wurde.

Satz 2.24(CARSTENSEN / STEPHAN 1995 [4, Korollar 2]). (KP) ist eindeutig lösbar. Aus der Äquivalenz von
(KP) und (TP) folgt daher auch, dass (TP) eindeutig lösbar ist.

Das magnetostatische Problem in der schwachen Formulierung, siehe Gleichungssystem (2.13), besitzt diesem
Resultat zufolge genau eine Lösung.



Kapitel 3

Numerische Verfahren

In diesem Kapitel behandeln wir die für das numerische Lösender magnetostatischen Gleichungen wichtige Me-
thode der Finiten Elemente. Zunächst werden wir im ersten Abschnitt die wichtigsten Resultate aus der Theorie
zitieren. Dabei werden wir uns im Speziellen an das Vorlesungsskript von PRAETORIUS 2008 [17] bzw. an das
Buch von BRAESS2007 [3] halten. Der letzte Abschnitt handelt dann von Interpolationsoperatoren, allen voran
werden wir hier den Scott-Zhang Operator aus SCOTT/ZHANG 1990 [19] näher untersuchen.

3.1 Finite Elemente Methode

3.1.1 Galerkin Verfahren

Die Finite Elemente Methode ist ein spezielles Galerkin Verfahren. Im Folgenden werden wir die wichtigsten
Eigenschaften von Galerkin Verfahren vorstellen. Zunächst betrachten wir folgendes abstraktes Setting. Es seiH
ein Hilbertraum mit Skalarprodukt〈· , ·〉 und induzierter Norm‖·‖H :=

√
〈· , ·〉. Des weiteren notieren wir mit

〈〈· , ·〉〉 ein äquivalentes Skalarprodukt aufH, d.h. es existieren Konstantenα, β > 0, so dass

α‖v‖H ≤ |||v||| ≤ β‖v‖H für allev ∈ H (3.1)

gilt, wobei |||v||| :=
√
〈〈v , v〉〉 die durch〈〈· , ·〉〉 induzierte Norm ist. Üblicherweise wird||| · ||| als Energienorm und

〈〈· , ·〉〉 als Energieskalarprodukt bezeichnet.

Ein abstraktes Variationsproblem liest sich wie folgt: FürgegebenesF ∈ H∗ findeu ∈ H mit

〈〈u , v〉〉 = F (v) für allev ∈ H. (3.2)

Der Satz von Riesz (ALT 2006 [1, Satz 4.1]) zeigt eindeutige Lösbarkeit dieses Problems. Das Grundprinzip von
Galerkin Verfahren besteht nun darin, den unendlichdimensionalen HilbertraumH in (3.2) durch einen endlichdi-
mensionalen UnterraumXh ⊆ H zu ersetzen. Somit lautet das diskretisierte Problem: Findeuh ∈ Xh mit

〈〈uh , vh〉〉 = F (vh) für allevh ∈ Xh. (3.3)

Bemerkung 3.1.DaXh ein endlicher Teilraum des HilbertraumsH ist, gilt insbesondere, dassXh abgeschlossen
und somit wieder ein Hilbertraum ist. Der Satz von Riesz zeigt damit wieder eindeutige Lösbarkeit von(3.3).

Für den Rest dieses Abschnitts bezeichneu die eindeutige Lösung von (3.2) unduh die eindeutige Lösung
von (3.3).

Man nenntuh auch Galerkin Lösung. Die Funktionuh ist durch die wichtige Galerkin Orthogonalität

〈〈u − uh , vh〉〉 = 0 für allevh ∈ Xh (3.4)

18
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charakterisiert, welche aus (3.2) und (3.3) folgt.

Mit Hilfe der Galerkin Orthogonalität lässt sich das Céa-Lemma zeigen. Dieses Lemma sagt aus, dass der Ga-
lerkin Fehler‖u − uh‖H quasi-optimal ist, d.h. der Fehler sich wie die Bestapproximation bis auf multiplikative
Konstanten verhält.

Lemma 3.1(Céa-Lemma, PRAETORIUS 2008 [17, Lemma 1.6]). Der Galerkin Fehler ist quasi-optimal, d.h. er
erfüllt

‖u− uh‖H ≤ β

α
min

vh∈Xh

‖u− vh‖H für alle u ∈ H,

wobeiα, β > 0 die Normäquivalenzkonstanten aus(3.1)sind.

Die Galerkin Lösunguh ist die Bestapproximation der exakten Lösungu in Bezug auf die Energienorm, d.h. es
gilt

|||u− vh||| = min
vh∈Xh

|||u− vh||| für alle u ∈ H.

Die Galerkin Methode hat den Vorteil, dass man Konvergenz für jede exakte Lösungu ∈ H zeigen kann.

Satz 3.2(PRAETORIUS2008 [17, Proposition 1.7]). SeiD ein dichter Teilraum vonH mit Approximationseigen-
schaft, d.h. es gilt

lim
h→0

min
vh∈Xh

‖v − vh‖H = 0 für alle v ∈ D.

Dann konvergiert die Folge der Galerkin Lösungen gegen die exakte Lösungu, d.h. es gilt

lim
h→0

‖u− uh‖H = 0.

Der letzte Satz sagt jedoch noch nicht aus, wie schnell der Galerkin Fehler gegen Null strebt. Um Aussagen über
die Konvergenzgeschwindigkeit zu erhalten, müssen spezielle Galerkin Methoden betrachtet werden. Wir werden
im Folgenden die Theorie der Finiten Elemente Methode (FEM)behandeln.

Zuvor zitieren wir noch ein allgemeines Resultat über Galerkin Verfahren.

Satz 3.3(PRAETORIUS2008 [17, Satz 1.4]). SeiN ∈ N die Dimension vonXh und{φ1, φ2, . . . , φN} eine Basis
vonXh. Wir definieren die so genannte Galerkin MatrixA ∈ RN×N über

Aij := 〈〈φj , φi〉〉,

und den Vektorb ∈ RN über

bi := F (φi).

Dann istA symmetrisch und positiv definit, daher auch regulär. Des weiteren giltuh =
∑N

i=1 xiφi, wobei der
Vektorx ∈ RN die Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b darstellt.

Bemerkung 3.2. Die MatrixA wird auch Steifigkeitsmatrix genannt, der Vektorb Lastvektor.

3.1.2 P1-Finite Elemente Methode

Eine MengeT ⊆ R2 wird nicht entartetes Dreieck genannt, falls es KnotenxT , yT , zT ∈ R2 gibt, mit T =
conv {xT , yT , zT } und |T | > 0. Eine MengeT ⊆ R3 wird nicht entarteter Tetraeder genannt, falls Knoten
aT , bT , cT , dT ∈ R3 existieren, mitT = conv {aT , bT , cT , dT } und|T | > 0. Wir bezeichnen mit

MT :=

{
{xT , yT , zT } falls d = 2,

{aT , bT , cT , dT } falls d = 3
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zT

hT yTxT

̺T

Abbildung 3.1: Ein DreieckT wird durch seine drei KnotenxT , yT , zT ∈ R3 beschrieben. Die GrößehT bezeich-
net die längste Kante und̺T die Höhe darauf.

Abbildung 3.2: Ein TetraederT wird durch seine vier KnotenaT , bT , cT , dT ∈ R3 beschrieben. Die GrößehT
bezeichnet dabei den Durchmesser vonT , d.h. die längste Kante vonT .
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die Menge der Knoten vonT und mit

ET :=





{conv {xT , yT } , conv {yT , zT } , conv {xT , zT }} falls d = 2,

{conv {aT , bT } , conv {aT , cT } , conv {aT , dT } ,
conv {bT , cT } , conv {bT , dT } , conv {cT , dT }} falls d = 3

die Menge der Kanten vonT . Der Durchmesser vonT wird mit

hT := diam(T )

bezeichnet und stimmt mit der Länge der längsten Kante vonT überein. Des weiteren definieren wir noch die
Kantenlänge über

hE := diam(E)

für alle KantenE ∈ ET .

Die Höhe über die längste Seite eines DreiecksT wird mit ̺T bezeichnet. Damit ergibt für das Volumen|T | eines
Dreiecks

|T | = hT̺T
2

. (3.5)

Im Fall d = 3 bezeichnen wir mit

FT := {conv {aT , bT , cT } , conv {aT , bT , dT } , conv {aT , cT , dT } , conv {bT , cT , dT }}

die Menge der Seitenflächen vonT . Das Volumen eines Tetraeders lässt sich über

|T | = 1

6
|((bT − aT )× (cT − aT )) · (dT − aT )| (3.6)

berechnen.

Ein wichtiges Beispiel für ein Dreieck bzw. einen Tetraederist das Referenzelement

Tref :=

{
conv {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} falls d = 2,

conv {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} falls d = 3.

Das Volumen des Referenzelements ergibt sich nach (3.5) und(3.6) zu

|Tref | =
{

1
2 falls d = 2,
1
6 falls d = 3.

Wir kommen jetzt zum fundamentalen Begriff der Triangulierung.

Definition 3.1 (Triangulierung). Eine MengeT ist eine Triangulierung des GebietsΩ, genau dann wenn gilt:

• T ist entweder eine endliche Menge von Dreiecken (d = 2) oder eine endliche Menge von Tetraedern
(d = 3),

• der Abschluss vonΩ wird durchT überdeckt, d.h.Ω =
⋃ T :=

⋃
T∈T

T ,

• für alle T, T ′ ∈ T mit T 6= T ′ gilt |T ∩ T ′| = 0, d.h. die Schnittmenge besitzt Maß0.

In dieser Arbeit werden wir uns ausschließlich mit regulären Triangulierungen auseinandersetzen.
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Definition 3.2 (Reguläre Triangulierung). Eine TriangulierungT von Ω wird regulär (im Sinne von Ciarlet)
genannt, falls die Schnittmenge zweier ElementeT, T ′ ∈ T mit T 6= T ′ entweder

• leer, oder

• ein gemeinsamer Knoten, d.h.T ∩ T ′ = {z} undz ∈ MT ∩MT ′ , oder

• eine gemeinsame Kante, d.h.E := T ∩ T ′ ∈ ET ∩ ET ′ , oder

• (im Falled = 3) eine gemeinsame Seitenfläche, d.h.F := T ∩ T ′ ∈ FT ∩ FT ′

ist.

Wir bezeichnen mitM :=
⋃ {z ∈ MT |T ∈ T } die Menge der Knoten, mitE :=

⋃ {E ∈ ET |T ∈ T } die
Menge der Kanten, und mitF :=

⋃ {F ∈ FT |T ∈ T } die Menge der Seitenflächen der TriangulierungT . Des
weiteren definieren wir die lokale Netzweitenfunktionh ∈ L∞(Ω) und die VolumensfunktionV ∈ L∞(Ω) über

h|T := hT

und

V |T := |T |

für alleT ∈ T .

Wir benötigen den Raum der stückweise polynomialen Funktionen.

Definition 3.3. SeiT eine reguläre Triangulierung. Fürn ∈ N definieren wir den RaumPn(T ) über

Pn(T ) :=
{
v ∈ L2(Ω)

∣∣ v|T ist Polynom vom Grad≤ n für alle T ∈ T
}

Definition 3.4. Die L2-Orthogonalprojektion auf den Raum derT -stückweise konstanten Funktionen wird defi-
niert als

Π0
h : L2(Ω) −→ P0(T )

v 7−→ vT

mit

vT |T :=
1

|T |

∫

T

v dx für alle T ∈ T .

Mit obiger Definition gilt fürv ∈ L2(Ω) undp ∈ P0(T )

(v − vT , p)L2(Ω) =
∑

T∈T

(
v − 1

|T |

∫

T

v dx, p

)

L2(T )

=
∑

T∈T

(∫

T

v dx−
∫

T

v dx

)
p|T = 0.

Eine Basis vonP0(T ) ist durch die MengeX := {χT |T ∈ T } mit

χT (x) :=

{
1 für x ∈ T

0 sonst

gegeben. Ein Beispiel solch einer Funktion ist Abbildung 3.3 zu sehen.

Definition 3.5. Für eine reguläre TriangulierungT definieren wir den endlichdimensionalen Raum

S1(T ) :=
{
vh ∈ C(Ω)

∣∣ vh|T ∈ P1(T ) für alle T ∈ T
}

aller T -stückweise affinen und global stetigen Funktionen.
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Abbildung 3.3: Beispiel einer stückweisen konstanten BasisfunktionχT .

Satz 3.4(PRAETORIUS2008 [17, Proposition 3.1]). SeiT eine reguläre Triangulierung, dann gilt

• S1(T ) ist einN -dimensionaler Unterraum vonH1(Ω) undN = #M bezeichnet die Anzahl der Knoten.

• Für jeden Knotenz ∈ M existiert eine eindeutige Hutfunktion

ηz ∈ S1(T ) mit ηz(z
′) = δzz′ für alle z′ ∈ M.

• Die MengeB := {ηz | z ∈ M} ist eine Basis vonS1(T ). Wir nennen diese Basis auch nodale Basis von
S1(T ).

Um die diskreten Variationsformulierungen von (2.27) bzw.(2.32) aufzustellen, benötigen wir noch die Räume
S1
0 (T ) undS1

∗(T ).

Satz 3.5(PRAETORIUS 2008 [17, Korollar 3.2, Korollar 3.3]). SeiT eine reguläre Triangulierung vonΩ. Dann
ist der Raum

S1
0 (T ) :=

{
vh ∈ S1(T )

∣∣∀z ∈ M∩ Γ : vh(z) = 0
}

ein endlichdimensionaler Teilraum vonH1
0 (Ω) mit der Dimension# {z ∈ M| z /∈ Γ}.

Der Raum

S1
∗ (T ) :=

{
vh ∈ S1(T )

∣∣∣∣
∫

Ω

vh dx = 0

}

ist ein endlichdimensionaler Teilraum vonH1
∗ (Ω) mit Dimension#M− 1.
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Abbildung 3.4: Beispiel einer Hutfunktion. Im linken Bild ist der Träger der Hutfunktion in rot eingefärbt. Das
rechte Bild zeigt die Hutfunktion zum mittleren Knoten der Triangulierung.

Konvention 3.6. Wir werden in dieser Arbeit durchgehend mitT eine reguläre Triangulierung vonΩ bezeichnen.

Die TriangulierungT des GebietsΩ induziert in natürlicher Weise eine TriangulierungTΓ des RandesΓ. Wir
bezeichnen mit

MΓ := {z ∈ M|{z} ∩ Γ = {z}}

die Menge aller Knoten, die auf dem Rand liegen, mit

EΓ := {E ∈ E |E ∩ Γ = E}

die Menge aller Kanten, die auf dem Rand liegen und mit

FΓ := {F ∈ F |F ∩ Γ = F}

die Menge aller Seitenflächen, die auf dem Rand liegen. Es gilt

TΓ =

{
EΓ falls d = 2,

FΓ falls d = 3.

Die Definitionen der FunktionenräumeS1(T ),Pn(T ) etc. für die TriangulierungT des GebietsΩ können für die
TriangulierungTΓ des RandesΓ übernommen werden. Die Definition des RaumesS1

0 (TΓ) macht dabei keinen
Sinn.

Bemerkung 3.3. Seiz ∈ MΓ, dann existiert für jede Hutfunktion̂ηz ∈ S1(TΓ) genau eine Basisfunktionηz ∈
S1(T ) mit

γ0(ηz) = η̂z.

Die P1-Finite Elemente Methode besteht nun darin, die unendlichdimensionalenRäumeH1
0 (Ω), H

1
∗ (Ω) in den Va-

riationsformulierungen (2.27) und (2.32), durch die eben vorgestellten RäumeS1
0 (T ) undS1

∗ (T ) zu ersetzen. Be-
zeichnet〈· , ·〉 das Skalarprodukt aufH1

0 (Ω) bzw.H1
∗ (Ω), dann ist nach der Friedrich’schen bzw. Poincaré’schen

Ungleichung (siehe PRAETORIUS 2008 [17, Korollar 2.15 bzw. Korollar 2.10]) die Bilinearform (∇u,∇v)L2(Ω)

ein aufH1
0 (Ω) bzw.H1

∗ (Ω) äquivalentes Skalarprodukt.
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Wir wollen nun die diskreten Variationsformulierungen von(2.27) und (2.32) aufstellen. Zuerst betrachten wir das
Neumann Problem wie es in Satz 2.22 beschrieben wird. Sei also f ∈ H̃−1(Ω) undgN ∈ H−1/2(Γ). Wir suchen
eine Funktionu ∈ H1

∗ (Ω), welche

(∇u,∇v)L2(Ω) = 〈f , v〉 für allev ∈ H1
∗ (Ω)

erfüllt. Die P1-FEM dieser Variationsformulierung lautet: FindeU ∈ S1
∗(T ) mit

(∇U,∇V )L2(Ω) = 〈f , V 〉 für alleV ∈ S1
∗ (T ). (3.7)

Die schwache Formulierung des Dirichlet Problem (vgl. Satz2.21) lautet bei gegebenemf ∈ H̃−1(Ω) und
gD ∈ H1/2(Γ) wie folgt: Findeu ∈ H1(Ω) mit

γ0u = uD,

(∇u,∇v)L2(Ω) = 〈f , v〉 für allev ∈ H1
0 (Ω).

(3.8)

Satz 3.6(PRAETORIUS 2008 [17, Proposition 3.19]). SeiĝD ∈ H1(Ω) eine beliebige Fortsetzung der Dirichlet
DatengD ∈ H1/2(Γ). Bei gegebenemf ∈ H̃−1(Ω) existiert ein eindeutigesu0 ∈ H1

0 (Ω), so dass

(∇u0,∇v)L2(Ω) = 〈f , v〉 − (∇ĝD,∇v)L2(Ω) für alle v ∈ H1
0 (Ω) (3.9)

gilt. Eine Funktionu ∈ H1(Ω) mit γ0u = gD ist genau dann eine Lösung der schwachen Formulierung(3.8),
falls u0 := u − ĝD ∈ H1

0 (Ω) eine Lösung von(3.9) ist. Die Funktionu hängt dabei nicht von der Wahl von̂gD
ab.

Um die P1-FEM des Dirichlet Problems zu erhalten, ersetzt man den RaumH1
0 (Ω) in (3.9) durch den endlichdi-

mensionalen RaumS1
0 (T ) undu0 durchU0. Man beachte jedoch, dass im Allgemeinen die LösungU = U0+ ĝD

nicht inS1(T ) liegt, da die FortsetzunĝgD der Dirichlet Daten im Allgemeinen nicht inS1(T ) liegt. Wir werden
daher die Vorgangsweise wie folgt modifizieren.

• Diskretisiere die Dirichlet DatengD ∈ H1/2(Γ) mit GD ∈ S1(TΓ).

• Konstruiere eine ErweiterunĝGD ∈ S1(T ) vonGD = γ0(ĜD).

• FindeU0 ∈ S1
0 (T ) mit

(∇U0,∇V )L2(Ω) = 〈f , V 〉 − (∇ĜD,∇V )L2(Ω) für alleV ∈ S1
0 (T ). (3.10)

• U := U0 + ĜD ∈ S1(T ) definieren wir als die Approximationslösung vonu.

Die oben beschriebene Vorgangsweise nennen wir auch die P1-FEM der schwachen Formulierung (3.8). Wir
zitieren noch ein wichtiges Resultat, dass ähnlich zum bereits angeführten Céa Lemma ist.

Lemma 3.7(Céa, PRAETORIUS2008 [17, Lemma 3.20]). Seiu ∈ H1(Ω) die Lösung von(3.8)undĜD ∈ S1(T )

die Fortsetzung der approximierten DirichletdatenGD = γ0(ĜD) ∈ S1(TΓ). Sei weitersU die eindeutige Lösung
von (3.10), dann gilt, dassU quasi-optimal ist und zwar in dem Sinne, dass eine KonstanteC > 0 existiert, für
die gilt

‖u− U‖H1(Ω) ≤ C min
V ∈S1

0(T )
‖u− (V + ĜD)‖H1(Ω).

Dabei hängt die KonstanteC nur vonΩ undΓ ab.
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Die Formregularitätskonstante

σ(T ) := ‖hd/V ‖L∞(Ω) = max
T∈T

hdT
|T | (3.11)

beeinflusst alle Fehlerabschätzungen, weshalb man Verfeinerungen des Netzes so wählt, dassσ(T ) konstant ist
oder zumindest uniform beschränkt bleibt.

In dieser Arbeit werden wir uns nur mit uniformen Verfeinerungen (Rot-Verfeinerungen) beschäftigen. SeiT alt

eine reguläre Triangulierung vonΩ. Fürd = 2 erhält man eine uniform verfeinerte TriangulierungT neu, indem
man jedes DreieckT in vier ähnliche DreieckeT1, T2, T3, T4 ∈ T neu unterteilt (vgl. Abbildung 3.5). Für jeden
Knotenz ∈ Mneu gilt dann entwederz ∈ Malt oderz ist Mittelpunkt einer KanteE ∈ Ealt. Für die neue
Triangulierung gilt dann:

• T neu ist wieder regulär.

• Die lokale Netzweitenfunktion erfüllthneu = halt/2 und die Volumensfunktion erfüllt

V neu =
V alt

4
.

• Eine wichtige Beobachtung ist, dass

σ(T neu) = σ(T alt)

gilt.

Wir betrachten nun eine reguläre Verfeinerung eines TetraedersT , wobei zu beachten ist, dass nicht alle aus der
Verfeinerung entstandenen Tetraeder ähnlich zuT sind (vgl. Abbildung 3.6). Wir identifizieren das Tetraeder
T ∈ T alt durch die geordnete Liste[z1, z2, z3, z4] seiner vier Knoten. Mitzij = 1

2 (zi + zj) für 1 ≤ i < j ≤ 4
bezeichnen wir den Mittelpunkt der Kante, die die zwei Knoten zi, zj verbindet. Nach VERFÜRTH 1996 [22,
Abschnitt 4.1] wirdT ∈ T alt in 8 TetraederT1, T2, T3, T4, T5, T6, T7, T8 ∈ T neu mit

T1 := [z1, z12, z13, z14], T2 := [z12, z2, z23, z24],

T3 := [z13, z23, z3, z34], T4 := [z14, z24, z34, z4],

T5 := [z12, z13, z14, z24], T6 := [z12, z13, z23, z24],

T7 := [z13, z23, z24, z34], T8 := [z13, z14, z24, z34],

unterteilt. Dabei sindT1, T2, T3, T4 im Gegensatz zuT5, T6, T7, T8 ähnlich zum AusgangstetraederT . Die Form-
regularität bleibt bei dieser regulären Verfeinerung erhalten.

Nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz (Satz 2.6) besitzen Funktionenu ∈ H2(Ω) einen stetigen Repräsentan-
ten ausC(Ω). Die Auswertung vonu ∈ H2(Ω) an den Knotenz ∈ M ist also wohldefiniert.

Definition 3.7 (Nodaler Interpolant). Seiu ∈ H2(Ω), dann wird der nodale InterpolantIh : H2(Ω) −→ S1(T )
über

Ihu :=
∑

z∈M
u(z)ηz ∈ S1(T )

definiert.

Die Beweise der beiden folgenden Aussagen sind in [17] zu finden.
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T

T1 T2

T3

T4

Abbildung 3.5: Rot-Verfeinerung: Ein DreieckT ∈ T alt wird in 4 ähnliche DreieckeT1, T2, T3, T4 ∈ T neu

verfeinert. Für die verfeinerten Dreiecke gilthneuT = haltT /2 und|T neu| = |T alt|/4. Insbesondere giltσ(T neu) =
σ(T alt).

Satz 3.8(Approximationssatz, PRAETORIUS2008 [17, Satz 3.7]). Seiu ∈ H2(Ω), dann gelten für jedesα ∈ R

die Fehlerabschätzungen

‖hα(u− Ih(u))‖L2(Ω) ≤ C‖h2+αD2u‖L2(Ω)

und

‖hα∇(u − Ih(u))‖L2(Ω) ≤ Cσ(T )‖h1+αD2u‖L2(Ω),

wobei die KonstanteC > 0 unabhängig vonu, T undΩ ist.

Mit dem Approximationssatz lässt sich eine Aussage über dieKonvergenzgeschwindigkeit der P1-FEM treffen.

Korollar 3.9. Für u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) gilt Ihu ∈ S1

0 (T ) und daher

min
V ∈S1

0 (T )
‖u− V ‖H1(Ω) ≤ ‖u− Ihu‖H1(Ω) ≤ Cσ(T )‖hD2u‖L2(Ω).

Für u ∈ H2(Ω) ∩H1
∗ (Ω) gilt

min
V ∈S1

∗(T )
‖u− V ‖H1(Ω) ≤ ‖u− Ihu‖H1(Ω) ≤ Cσ(T )‖hD2u‖L2(Ω).

Dabei hängt die KonstanteC > 0 jeweils nur vondiam(Ω) ab.

Bemerkung 3.4. Mit dem Céa Lemma und Korollar 3.9 folgt, dass für eine glatteexakte Lösungu ∈ H2(Ω) des
homogenen Dirichlet Problems bzw. Neumann Problems die P1-Finite Elemente Methode die Konvergenzordnung
O(h) besitzt.

Bemerkung 3.5. Ein großer Vorteil der FEM besteht darin, dass die Galerkinmatrix A (siehe Satz 3.3) dünn
besetzt ist, da jede nodale Basisfunktion nur lokalen Träger besitzt. Die Einträge der MatrixA ergeben sich zu

Aij = (∇ηj ,∇ηi)L2(Ω) =

∫

Ω

∇ηj · ∇ηi dx =

∫

S

∇ηj · ∇ηi dx,

mit S := supp(ηi) ∩ supp(ηj).
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Abbildung 3.6: Rot-Verfeinerung: Ein TetraederT einer TriangulierungT alt wird in 8 Tetraeder verfeinert. Die
Formregularität bleibt bei dieser Verfeinerung dabei erhalten.
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3.2 Interpolationsoperatoren

Für die numerische Implementierung benötigt man noch zusätzliche Approximationsoperatoren, die Funktionen
aus Sobolev-Räumen auf affine, global stetige Funktionen abbilden. Ein Beispiel für solch einen Operator ist der
nodale Interpolant. Der Nachteil dieses Operators ist, dass dieser nur aufH2(Ω) definiert ist. Man kann aber auch
Interpolationsoperatoren aufH1(Ω) definieren. Dies sind Operatoren, bei denen man die Werte an den Knoten der
affinen, global stetigen Funktion durch Mitteln bzw. gewichtetes Mitteln der zu approximierenden Funktion über
lokale Bereiche definiert. Als Beispiele solcher Operatoren werden wir in diesem Abschnitt den Clément-Operator
und den Scott-Zhang Operator aus SCOTT / ZHANG 1990 [19] definieren und deren wichtigsten Eigenschaften
anführen.

Zunächst benötigen wir noch den Begriff des Patches.

Definition 3.8. Für jeden Knotenz ∈ M definiert man:

Ω̃z := {T ∈ T | z ∈ MT } , Ωz :=
{
x ∈ R

d
∣∣∣ ∃T ∈ Ω̃z : x ∈ T

}
. (3.12)

Ωz wird als Patch zum Knotenz bezeichnet. In Abbildung 3.7 istΩz für einen Knoten veranschaulicht.

Abbildung 3.7: Der grau eingefärbte Bereich im linken Bild ist der PatchΩz zum grün eingezeichneten Knoten
z. Das rechte Bild zeigt die Wahl der Kanten beim Scott-Zhang Operator: Für Knoten im Inneren (grün) kann
man eine beliebige anliegende Kante wählen (schwarz), für Knoten die am Rand liegen (rot) darf man nur eine
anliegende Kante wählen die auch am Rand liegt (blau).

Bei der Definition des Clément-Operators halten wir uns an PRAETORIUS2008 [17].

Definition 3.9 (Clément-Operator). SeiT eine Triangulierung vonΩ undMF := M\Γ. Der Clément-Operator
Jh : H1

0 (Ω) −→ S1
0 (T ) wird definiert durch

Jhv :=
∑

z∈MF

vzηz mit vz :=
1

|Ωz|

∫

Ωz

v dx, (3.13)

wobeiΩz der oben definierte Patch ist und die Menge der Funktionen{ηz}z∈M stellt die nodale Basis vonS1(T )
dar.

Bemerkung 3.6. Erweitert man den Definitionsbereich des Clément-Operators aufL2(Ω) Funktionen, dann gilt
für v ∈ L2(Ω) und mit derL2-OrthogonalprojektionΠ0

h : L2(Ω) −→ P0(T ) auf den Raum der stückweise
konstanten FunktionenP0(T )

∫

Ωz

v dx =
∑

T∈Ω̃z

∫

T

v dx =
∑

T∈Ω̃z

|T |(Π0
hv)|T =

∑

T∈Ω̃z

∫

T

(Π0
hv)|T dx =

∫

Ωz

Π0
hv dx. (3.14)

Aus (3.13) folgt daher fürv ∈ L2(Ω)

Jhv = JhΠ
0
hv. (3.15)



KAPITEL 3. NUMERISCHE VERFAHREN 30

Als nächstes beschäftigen wir uns mit dem Scott-Zhang Operator. Es bezeichne im Folgendenσi eine Kante
(d = 2) bzw. eine Seitenfläche (d = 3) eines ElementsT ∈ T . Nun wählt man zu jedem Knotenzi ∈ M eine
Kante bzw. eine Seitenflächeσi so, dass

zi ∈ σi. (3.16)

Gilt zusätzlich nochzi ∈ Γ, dann wählt manσi so, dass

zi ∈ σi ⊂ Γ. (3.17)

Man beachte, dass die Wahl derσi nicht eindeutig ist! In Abbildung 3.7 ist die Wahl derσi im Fall d = 2
veranschaulicht. Die Menge der Funktionen{φij}dj=1 sei die nodale Basis vonσi und {ψik}dk=1 eineL2(σi)-
duale Basis mit

∫

σi

ψikφij dx = δkj , (3.18)

wobeiδkj das Kronecker Symbol ist. Die Funktionen{φij}dj=1 bilden also eine Basis vonP1(σi) und die Funk-
tionen{ψij}dj=1 eine Basis von(P1(σi))

∗. Man kann die Funktionφij auch als Linearkombination

ψij =

d∑

k=1

akijφik (3.19)

mit akij ∈ R darstellen. Diese Eigenschaft werden wir später benützen um die duale Basis auszurechnen.

Wir ordnen die Funktionenφij und damit auch die Funktionenψij so an, dassφij(zi) = δ1j , d.h.φi1(zi) = 1.
Wir definierenφi := φi1 undψi := ψi1. Sei{ηi}Ni=1 die nodale Basis vonS1(T ). Für eine Basisfunktionηi gilt

ηi|σi = φi. (3.20)

Daraus folgt
∫

σi

ψiηj dx = δij für alle (i, j) ∈ {1, 2, . . .N}2. (3.21)

In (3.21) geht auch ein, dassηj genau dann Träger inσi hat, wennzj ein Knoten vonσi ist.

Definition 3.10(Scott-Zhang Operator). Zu jedem Knotenzi ∈ M wählt man eine Kante (d = 2) bzw. Seitenflä-
che (d = 3) so wie oben beschrieben. Der OperatorSh : H1(Ω) −→ S1(T ) wird definiert durch

Shv :=

N∑

i=1

viηi, (3.22)

mit

vi :=

∫

σi

ψiv dx. (3.23)

Satz 3.10(SCOTT / ZHANG 1990 [19, Satz 2.1]). Der in Definition 3.10 definierte OperatorSh ist eine Projektion
vonH1(Ω) nachS1(T ) und erhält homogene Randbedingungen, d.h.H1

0 (Ω) wird aufS1
0 (T ) abgebildet.

Beweis.Mit (3.21) folgt für v ∈ S1(T ) wegenv =
∑N

j=1 v(zj)ηj

Shv =

N∑

i=1

ηi

∫

σi

ψi

N∑

j=1

v(zj)ηjdx =

N∑

i=1

ηi

N∑

j=1

v(zj)

∫

σi

ψiηjdx =

N∑

i=1

ηi

N∑

j=1

v(zj)δij

=
N∑

i=1

ηiv(zi) = v,
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und wir schließen daraus, dass der OperatorSh eine Projektion vonH1(Ω) aufS1(T ) ist.

Mit der Wahl vonσi (siehe (3.16) bzw. (3.17)) erhält man die Implikation

v ∈ H1
0 (Ω) ⇒ Shv(zi) = 0

für alle zi ∈ MΓ und daher insbesondereSh(H
1
0 (Ω)) ⊆ S1

0 (T ). Aufgrund vonSh(S1
0 (T )) = S1

0 (T ) folgt sogar
Sh(H

1
0 (Ω)) = S1

0 (T ).

Nachfolgender Satz sagt aus, dass der Scott-Zhang-Operator von optimaler Ordnung ist.

Satz 3.11(SCOTT / ZHANG 1990 [19]). Seiv ∈ Hm(Ω) undm = 1, 2, dann gilt für den Scott-Zhang-Operator

‖v − Shv‖H1(Ω) ≤ CSh
‖hm−1Dmv‖L2(Ω). (3.24)

Die KonstanteCSh
hängt nur von der Formregularitätskonstanteσ(T ) und der Dimensiond ab.

Beweis.Ein Beweis ist etwa in SCOTT / ZHANG 1990 [19, Abschnitt 4] zu finden.

Aus dem letzten Satz folgt mitm = 1, dass1− Sh und daher auchSh stetig ist.

Bemerkung 3.7.Gilt für v ∈ H1(Ω), dassv|σi = c ∈ R, dann vereinfacht sich die Berechnung des Knotenwertes
vi, vgl. (3.23), zu

vi =

∫

σi

ψiv dx = c

∫

σi

ψi1 dx = c

∫

σi

ψi




N∑

j=1

ηj


 dx = c

N∑

j=1

δij = c,

wobei hier die Gleichheit(3.21)und die Tatsache, dass die Funktionenηj eine Zerlegung der1 darstellen, d.h.∑N
j=1 ηj(x) = 1 für x ∈ Ω, verwendet wurden.

Für v ∈ H1(Ω), vh ∈ S1(T ) mit γ0v = γ0vh gilt sogar

γ0Shv = γ0vh.

Dies folgt ausv − vh ∈ H1
0 (Ω) und Satz 3.10.

Definition 3.11. Zu jedem Knotenzi ∈ MΓ wählt man eine Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche (d = 3) so wie oben
beschrieben. Wir definieren den OperatorSΓ

h : H1/2(Γ) −→ S1(TΓ) durch

SΓ
hv :=

∑

zi∈MΓ

viηi|Γ. (3.25)

Dabei seivi der in Definition 3.10 erklärte Wert zum Knotenzi. Insbesondere folgt aus dieser Definition, dass bei
gegebenem OperatorSh und daher auch einer Wahl der Kanten bzw. Seitenflächen

γ0(Shv) = SΓ
h (γ0v) für alle v ∈ H1(Ω)

gilt.

Für die spätere Implementierung müssen wir noch dieL2(σi)-duale Basis mit der Eigenschaft (3.18) bestimmen.
Mit der Eigenschaft (3.19) beläuft sich somit die Bestimmung der dualen Basisfunktionψik auf die Bestimmung
der Koeffizientenaℓik in

∫

σi

(
d∑

ℓ=1

aℓikφiℓ

)
φij dx = δkj (3.26)
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für alle (j, k) ∈ {1, . . . , d}2.

Zunächst beschäftigen wir uns mit dem Falld = 2. Wir bezeichnen mitzi1, zi2 die zwei Endknoten der Kanteσi.
Zusätzlich geltezi1 = zi undφi1(zi) = 1. Wir definieren den Wegγi als

γi : [0, 1] −→ σi

t 7−→ zi1 + (zi2 − zi1)t,

und erhalten somit
∫

σi

φiℓφij dx = |σi|
∫ 1

0

φiℓ(γi(t))φij(γi(t)) dt.

Wir definieren noch die Funktionen̂φ1, φ̂2 auf dem Intervall[0, 1] als

φ̂1(t) := φi1(γi(t)),

φ̂2(t) := φi2(γi(t)).

Es gilt

φ̂1(t) = 1− t,

φ̂2(t) = t.

Man beachte, dasŝφ1 undφ̂2 nicht von der Kanteσi abhängen. Mit

((
2∑

ℓ=1

aℓikφiℓ

)
, φij

)

L2(σi)

= |σi|
2∑

ℓ=1

aℓik

(
φ̂ℓ, φ̂j

)
L2([0,1])

können nun die Gleichungen (3.26) folgendermaßen umgeschrieben werden:

|σi|
2∑

ℓ=1

aℓik

(
φ̂ℓ, φ̂j

)
L2([0,1])

= δkj ,

für alle (k, j) ∈ {1, 2}2. In Matrixschreibweise lautet dieses Gleichungssystem

|σi|AM =

(
1 0
0 1

)
,

wobei für die Einträge der2× 2 - Matrizen

Akℓ := aℓik,

Mkℓ :=
(
φ̂k, φ̂ℓ

)
L2([0,1])

gilt. Mit

M =

(
1
3

1
6

1
6

1
3

)
,

ergibt sich die KoeffizientenmatrixA zu

A =
1

|σi|

(
4 −2
−2 4

)
,



KAPITEL 3. NUMERISCHE VERFAHREN 33

und somit besitzt die duale Basis die Darstellung

ψi1 =
1

|σi|
(4φi1 − 2φi2) ,

ψi2 =
1

|σi|
(−2φi1 + 4φi2) .

(3.27)

Um die duale Basis fürd = 3 zu bestimmen, kann man analog wie fürd = 2 vorgehen. Es seienzi1, zi2, zi3 die
drei Knoten der Seitenflächeσi. Außerdem geltezi1 = zi, undφi1(zi1) = 1. Wir definieren den Wegγi über

γi : Tref −→ σi

(t, s) 7−→ zi1 + (zi2 − zi1)t+ (zi3 − zi1)s.

Analoge Vorgehensweise wie im Falld = 2 führt nun auf die Koeffizientenmatrix

A =
1

|σi|




18 −6 −6
−6 18 −6
−6 −6 18


 ,

und damit auf die duale Basis

ψi1 =
1

|σi|
(18φi1 − 6φi2 − 6φi3),

ψi2 =
1

|σi|
(−6φi1 + 18φi2 − 6φi3),

ψi3 =
1

|σi|
(−6φi1 − 6φi2 + 18φi3).

(3.28)

Mit den Beziehungen (3.27) und (3.28) lassen sich nun die Knotenwerte (3.23) des Scott-Zhang Operators bestim-
men.



Kapitel 4

Ansätze zur Lösung des
magnetostatischen Problems

In diesem Kapitel werden wir uns mit verschiedenen Ansätzenzur Lösung des magnetostatischen Problems
auseinandersetzen. Zum einen handelt es sich dabei um die Ansätze von FREDKIN / KOEHLER 1990 [8] bzw.
GARCÍA-CERVERA / ROMA 2005 [10], zum anderen um verschiedene FEM/BEM-Kopplungsstrategien. Da es
sich beim magnetostatischen Problem um ein Transmissionsproblem handelt (siehe Definition 1.1), muss man
das Potential im ganzen RaumRd bestimmen. Ein wesentlicher Vorteil aller in dieser Arbeitvorgestellten Me-
thoden besteht darin, dass die Lösungu nur mehr auf dem beschränkten GebietΩ bestimmt wird, was in vielen
Anwendungen genügt. Beispielsweise tritt bei der Landau-Lifschitz-Gilbert Gleichung der Streufeldenergieterm

ES =
1

2

∫

Rd

|∇u|2 =
1

2

∫

Ω

∇u ·M

auf, wobei aus der letzten Identität ersichtlich ist, dass das Potential nur mehr im Innenraum berechnet werden
muss. Daher brauchen auch keine zusätzlichen Techniken verwendet werden, um das Potential im Außenbereich
zu bestimmen.

Die Ansätze von Fredkin & Koehler und García-Cervera & Roma verwenden das Superpositionsprinzip mit dem
die Gesamtlösungu = u1+u2 als Überlagerung von Funktionenu1 undu2 dargestellt wird, welche Lösungen von
verschiedenen Teilproblemen sind. Des weiteren benötigenwir zur Darstellung der Lösung noch das Einfach- und
Doppelschichtpotential, welche in Abschnitt 2.3 beschrieben wurden. Die numerische Implementierung erfordert
die Lösung von FEM Problemen sowie die Auswertung des Einfach- oder Doppelschichtpotentials auf dem Rand.
Beide Ansätze werden auch hybride FEM/BEM Methoden genannt.

Im Gegensatz zu diesen stehen die FEM/BEM-Ansätze, die direkt über ein Gleichungssystem gelöst werden kön-
nen. Dabei müssen verschiedenste Randintegraloperatorenausgewertet werden. Die Approximationslösungen der
hier vorgestellten FEM/BEM-Kopplungsstrategien sind Quasi-Bestapproximationen der exakten Lösung im Sinne
des Céa-Lemmas.

Jedem Ansatz in diesem Kapitel ist ein eigener Abschnitt gewidmet. Der erste behandelt den Ansatz von García-
Cervera & Roma, der zweite jenen von Fredkin & Koehler. Im dritten und vierten Teil des Kapitels erläutern wir
einerseits die symmetrische und andererseits die direkte FEM/BEM-Kopplungsmethode. In jedem Abschnitt stel-
len wir die starke und schwache Formulierung der jeweiligenMethode auf. Danach beschäftigen wir uns mit der
numerischen Umsetzung. Am Ende jedes Abschnitts wird dann noch auf die a priori Fehleranalysis eingegangen,
um Aussagen über die Konvergenz der Verfahren treffen zu können.

In diesem Kapitel benötigen wir die magnetostatischen Gleichungen in der schwachen Formulierung, siehe dazu
Abschnitt 2.2. Zur Wiederholung und wegen der besseren Übersichtlichkeit führen wir sie hier noch einmal an:

34
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Für eine gegebene MagnetisierungM ∈ (H1(Ω))d ist das magnetostatische Potentialu = (uint, uext) ∈
H1(Ω)×H1

lok(Ω
ext) Lösung der Gleichungen

−∆uint = − divM in Ω,

−∆uext = 0 in Ωext,

[γ0u] = 0 aufΓ,

[γ1u] = −M · n aufΓ,

uext(x) =




b log‖x‖ +O

(
1

‖x‖

)
falls d = 2,

O
(

1
‖x‖

)
falls d = 3,

für ‖x‖ −→ ∞.

(4.1)

Weiters ist zu bemerken, dass füru ∈ C2(Rd\Γ) ∩ C0(Rd) und gegebenesM ∈ (C1(Ω))d, obige Gleichungen
die klassische Formulierung beschreiben.

4.1 Ansatz von García-Cervera & Roma

In diesem Abschnitt stellen wir den Ansatz von García-Cervera & Roma vor und betrachten sowohl die schwache
Formulierung als auch die numerische Umsetzung sowie die a priori Fehleranalyse.

4.1.1 Schwache Formulierung

In diesem Unterabschnitt werden wir die schwache Formulierung des Ansatzes von García-Cervera & Roma
aufstellen. Zunächst betrachten wir die magnetostatischen Differentialgleichungen (siehe Gleichungssystem (4.1))
in der schwachen Form, wie sie am Ende von Abschnitt 2.2 beschrieben wurden.

Wir teilen die Lösungu auf in die Funktionenu1 und u2. Sei nunM ∈ (H1(Ω))d gegeben. Wir führen die
Funktionu1 = (uint1 , uext1 ) ∈ H1

0 (Ω)×H1
lok(Ω

ext) ein, welche Lösung von

∆uint1 = divM in Ω,

γint0 uint1 = 0 aufΓ
(4.2)

ist. Definiert manuext1 := 0, so führt dies auf die Sprünge

[γ0u1] = 0,

[γ1u1] = −γint1 uint1 .

Damit nunu1 + u2 das Gesamtproblem lösen kann, mussu2 = (uint2 , uext2 ) ∈ H1(Ω) × H1
lok(Ω

ext) die Glei-
chungen

∆uint2 = 0 in Ω,

∆uext2 = 0 in Ωext,

[γ0u2] = 0 aufΓ,

[γ1u2] = −M · n+ γint1 uint1 aufΓ,

uext2 (x) =




b log‖x‖ +O

(
1

‖x‖

)
falls d = 2,

O
(

1
‖x‖

)
falls d = 3,

für ‖x‖ −→ ∞

(4.3)

erfüllen. Die Funktionenu1 undu2 sind nach Kapitel 2 eindeutig bestimmt. Aus Satz 2.12 und ausden Sprung-
bedingungen des Einfachschichtpotentials (siehe Satz 2.13 und Satz 2.17) folgt, dassu2 die Darstellung

u2 = Ṽ(M · n− γint1 uint1 ), (4.4)
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besitzt. Aus dieser Darstellung lässt sich ein interessantes Resultat über das Abklingverhalten vonu2 und daher
auch vonu im Fall d = 2 ableiten.

Satz 4.1. SeiM ∈ (H1(Ω))d gegeben undu1 die Lösung von(4.2), dann erfülltu2 im Fall d = 2 die Abklingbe-
dingung

u2 = O
(

1

‖x‖

)
für ‖x‖ −→ ∞. (4.5)

Insbesondere gilt dann auch für das Potentialu = u1 + u2

u = O
(

1

‖x‖

)
für ‖x‖ −→ ∞,

und daher stimmen die Abklingbedingungen für den zwei- und dreidimensionalen Fall überein.

Beweis.Nach Lemma 2.8 gilt für die innere Konormalenableitung vonu1 mit v ∈ H1(Ω)

〈γint1 uint1 , γ0v〉Γ = (∇u,∇v)L2(Ω) + (divM, v)L2(Ω)

= (∇u,∇v)L2(Ω) − (M,∇v)L2(Ω) + 〈M · n, γ0v〉Γ.

Dabei wurde bei obiger Umformung die erste Green’sche Identität verwendet. Wählt man als Testfunktionv = 1,
dann ergibt sich nach Umformen

〈γint1 uint1 −M · n, 1〉Γ = 0.

Mit der Darstellung (4.4) und Satz 2.19 erhält man dann füru2 im Fall d = 2 das behauptete Abklingverhal-
ten (4.5).

Konvention 4.1. Wir werden im Folgenden keine Unterscheidung bei der Abklingbedingung im zwei- bzw. drei-
dimensionalen Fall mehr vornehmen, da diese nach Satz 4.1 übereinstimmen.

Aus der Darstellung 4.4 könnte man theoretischu2 in Rd\Γ bestimmen und daher auch das Potentialu = u1+u2.
Stattdessen bilden wir die innere Spur vonu2, was uns auf das folgende inhomogene Dirichlet Problem führt

∆uint2 = 0 in Ω,

γ0u
int
2 = V(M · n− γint1 uint1 ) aufΓ,

(4.6)

wobei die Randdaten fast überall aufΓ gelten. Würde manu2 direkt über (4.4) bestimmen, so müsste man beim
diskretisierten Problem in jedem Punktx das Einfachschichtpotential auswerten. Das Auswerten desEinfach-
schichtpotentials an einem Punkt entspricht einer numerischen Berechnung eines Integrals. In der Praxis rechnet
sich dieser Zugang nicht, da er zu einem erhöhten Rechenaufwand führt.

Die Methode von García-Cervera & Roma besteht nun darin, diezwei Dirichlet Probleme (4.2) und (4.6) zu lösen.

Wir haben jetzt für die Funktionenuint1 unduint2 jeweils eine partielle Differentialgleichung (siehe Gleichung (4.2)
und (4.6)) aufgestellt, die nur noch im InnenraumΩ zu lösen ist. Die Lösung des Ausgangsproblems muss jedoch
aufRd bestimmt werden. Es bleibt also noch zu zeigen, dass durchuint1 unduint2 die Lösung des Ausgangspro-
blems bereits eindeutig bestimmt wird.

Satz 4.2. SeiM ∈ (H1(Ω))d gegeben. Die Gleichungen(4.2) bzw. (4.6) besitzen jeweils eine eindeutige Lö-
sunguint1 ∈ H1

0 (Ω) bzw.uint2 ∈ H1(Ω). Definiert manu1 := (uint1 , 0) ∈ H1
0 (Ω) × H1

lok(Ω
ext) und u2 :=

(uint2 , uext2 ) ∈ H1(Ω)×H1
lok(Ω

ext)mituext2 := Ṽ(M·n−γint1 uint1 ), dann istu = u1+u2 ∈ H1(Ω)×H1
lok(Ω

ext)
die eindeutige Lösung der magnetostatischen Gleichungen(4.1).
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Beweis.Zunächst sei bemerkt, dass das magnetostatische Problem (4.1) nach Satz 2.24 eine eindeutige Lösung
u ∈ H1(Ω)×H1

lok(Ω
ext) besitzt. Nach Abschnitt 2.4 besitzen die Probleme (4.2) und(4.6) eindeutig bestimmte

Lösungenuint1 ∈ H1
0 (Ω) unduint2 ∈ H1(Ω).

Sei also nunu2 := (uint2 , uext2 ) mit uext2 := Ṽ(M · n − γint1 uint1 ), dann istu2 Lösung von (4.3) und daher ist
u1+u2 mit u1 := (uint1 , 0) nach Konstruktion eine und daher auch die eindeutig bestimmte Lösung von (4.1).

Da wir uns ab jetzt nur mehr mit Innenraumproblemen beschäftigen müssen, werden wir im restlichen Abschnitt
den Index(.)int weglassen.

Für eine numerische Umsetzung betrachten wir noch die Variationsformulierung der Gleichungen (4.2) und (4.6).
Dazu benötigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.3. SeiM ∈ (H1(Ω))d gegeben, dann ist die Variationsformulierung: Findeu1 ∈ H1
0 (Ω) mit

(∇u1,∇v)L2(Ω) = (− divM, v)L2(Ω) für alle v ∈ H1
0 (Ω),

äquivalent zu: Findeu1 ∈ H1
0 (Ω) mit

(∇u1,∇v)L2(Ω) = (M,∇v)L2(Ω) für alle v ∈ H1
0 (Ω). (4.7)

Beweis.Es gilt

(− divM, v)L2(Ω) =

∫

Ω

− divMv dx =

∫

Ω

M · ∇v dx+ 〈M · n, γ0v〉Γ︸ ︷︷ ︸
=0, dav∈H1

0 (Ω)

= (M,∇v)L2(Ω).

Hierbei wurde die erste Green’sche Identität benützt.

Die Variationsformulierungen von (4.2) und (4.6) lauten bei gegebenemM ∈ (H1(Ω))d somit: Findeu1 ∈
H1

0 (Ω) mit
(∇u1,∇v)L2(Ω) = (M,∇v)L2(Ω) für allev ∈ H1

0 (Ω), (4.8)

und: Findeu2 ∈ H1(Ω) mit

(∇u2,∇v)L2(Ω) = 0 für allev ∈ H1
0 (Ω),

γ0u2 = V(M · n− γint1 uint1 ).
(4.9)

4.1.2 Numerische Umsetzung

Das Ermitteln einer Lösung mit Hilfe des Ansatzes von García-Cervera & Roma benötigt die Lösung eines ho-
mogenen und eines inhomogenen Dirichlet Problems. Die Randdaten, die zur Lösung des zweiten Problems nötig
sind, werden dabei mit Hilfe des Einfachschichtpotentialsaus der Lösung des homogenen Dirichlet Problems und
der Magnetisierung bestimmt.

Die Lösungsschritte lassen sich in folgendem Algorithmus zusammenfassen, wobei wir mitΠ0
h : L2(Γ) →

P0(TΓ) die L2-Orthogonalprojektion auf den Raum der stückweise konstanten FunktionenP0(TΓ)bezeichnen.
Für eine FunktionV ausS1

0 (T ) gilt, da der Normalenvektorn konstant auf jedem Randelement ist, dass die
Normalenableitung∇V · n in P0(TΓ) liegt. Weiters gilt auchM · n ∈ L2(Γ).

Der OperatorAh : H1/2(Γ) −→ S1(TΓ) soll dabei in gewissem Sinne die Spur eines Approximationsoperators
sein, d.h. er soll

γ0A
Ω
h v = Ahγ0v für allev ∈ H1(Ω) (4.10)

erfüllen, wobeiAΩ
h : H1(Ω) −→ S1(T ) einen Interpolationsoperator notiert. Diese Eigenschaftwird in der später

folgenden Konvergenzanalyse benötigt. Wählt man fürAΩ
h den Scott-Zhang-OperatorSh und fürAh den Operator
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SΓ
h , dann gilt nach Definition beider Operatoren die Eigenschaft (4.10). Schwächt man Bedingung (4.10) so ab,

dass sie nur noch für allev ∈ H2(Ω) gilt, so kann auch der nodale Interpolant fürAΩ
h bzw.Ah gewählt werden.

Algorithmus 4.1. Input: MagnetisierungM und TriangulierungT .

Schritt 1: BestimmeU1 ∈ S1
0 (T ) mit

(∇U1,∇V )L2(Ω) = (M,∇V )L2(Ω) für alle V ∈ S1
0 (T ).

Schritt 2: Berechne mitwh = Π0
h(M ·n)−∇U1 ·n ∈ P0(TΓ) die Randdatengh ∈ S1(TΓ) durch Auswerten

von

gh = AhVwh.

Schritt 3: BestimmeU2 ∈ S1(T ) mit

γ0U2 = gh,

(∇U2,∇V )L2(Ω) = 0 für alle V ∈ S1
0 (T ).

Schritt 4: Berechne eine ApproximationslösungU = U1 + U2 ∈ S1(T ) für das magnetostatische Potential.

Output: ApproximationslösungU ∈ S1(T ).

Aus Algorithmus 4.1 ergibt sich die Approximation für das magnetische Streufeld zuHh = −∇U ∈ (P0(T ))d.

4.1.3 A priori Fehleranalysis

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine Abschätzung des Fehlers zwischen der analytischen und numerischen
Lösung aufstellen.

Satz 4.4. Seiu = u1 + u2 die schwache Lösung des Ansatzes von García-Cervera & Roma undU die Approxi-
mationslösung (siehe Algorithmus 4.1). Mit der zusätzlichen Annahmeu1, u2 ∈ H2(Ω) gilt

‖u− U‖H1(Ω) = O(h) +O(‖γ1u1 −∇U1 · n‖H−1/2(Γ)).

Beweis.Es giltu = u1+u2, wobeiu1 bzw.u2 die eindeutigen Lösungen der Variationsformulierungen von (4.8)
bzw. (4.9) undU1 bzw.U2 die eindeutigen Lösungen der Variationsformulierungen inAlgorithmus 4.1 sind.

Aus der Dreiecksungleichung erhält man sofort

‖u− U‖H1(Ω) ≤ ‖u1 − U1‖H1(Ω) + ‖u2 − U2‖H1(Ω). (4.11)

Aus der Zusatzannahmeu1 ∈ H2(Ω) folgt aus dem Céa-Lemma (Lemma 3.1) und Korollar 3.9

‖u1 − U1‖H1(Ω) = O(h).

Um den zweiten Term in (4.11) abschätzen zu können, benötigen wir das Céa-Lemma in der Form von Lemma 3.7.
Dazu definieren wir eine Fortsetzung vongh als

Ĝ := AΩ
h Ṽwh ∈ S1(T ).

Die OperatorenAh undAΩ
h sind gerade so gewählt, dass sie die Eigenschaft (4.10) erfüllen, es folgt daherγ0Ĝ =

gh. Weiters bemerken wir, dass die schwache Lösungu2 nach Unterabschnitt 4.1.1 die Darstellung

u2 = Ṽ(M · n− γ1u1)
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besitzt. Das Céa-Lemma besagt nun

‖u2 − U2‖H1(Ω) . min
V∈S1

0(T )
‖u2 − (V + Ĝ)‖H1(Ω) ≤ ‖u2 − Ĝ‖H1(Ω) = ‖Ṽw −AΩ

h Ṽwh‖H1(Ω)

≤ ‖Ṽw −AΩ
h Ṽw‖H1(Ω) + ‖AΩ

h Ṽw −AΩ
h Ṽwh‖H1(Ω). (4.12)

Wir wählen fürAΩ
h den Scott-Zhang-OperatorSh. Für den zweiten Term ergibt sich mit der Stetigkeit der Opera-

torenSh undṼ

‖ShṼw − ShṼwh‖H1(Ω) . ‖Ṽw − Ṽwh‖H1(Ω) . ‖w − wh‖H−1/2(Γ)

= ‖M · n− γ1u1 − (Π0
h(M · n)−∇U1 · n)‖H−1/2(Γ)

≤ ‖M · n−Π0
h(M · n)‖H−1/2(Γ) + ‖γ1u1 −∇U1 · n‖H−1/2(Γ) (4.13)

Nach PRAETORIUS2007 [16, Satz 19] gilt

‖(1−Π0
h)M · n‖H−1/2(Γ) = O(h3/2). (4.14)

Der erste Term in (4.12) lässt sich mit Satz 3.11 abschätzen durch

‖Ṽw −AΩ
h Ṽw‖H1(Ω) . ‖hD2Ṽw‖L2(Ω). (4.15)

Nach Voraussetzung giltu2 = Ṽw ∈ H2(Ω).

Mit (4.13), (4.14) und (4.15) folgt aus (4.12)

‖u2 − U2‖H1(Ω) = O(h) +O(‖γ1u1 −∇U1 · n‖H−1/2(Γ)),

und damit das behauptete Resultat.

4.2 Ansatz von Fredkin & Koehler

In diesem Abschnitt stellen wir den Ansatz von Fredkin & Koehler vor und betrachten sowohl die schwache
Formulierung, als auch die numerische Umsetzung sowie die apriori Fehleranalyse.

4.2.1 Schwache Formulierung

In diesem Unterabschnitt werden wir die schwache Formulierung des Ansatzes von Fredkin & Koehler aufstellen.
Zunächst betrachten wir die magnetostatischen Differentialgleichungen in der schwachen Form, wie sie am Ende
von Abschnitt 2.2 beschrieben wurden. Wir teilen die Lösungu auf in die Funktionenu1 und u2. SeiM ∈
(H1(Ω))d gegeben. Wir führen die Funktionu1 = (uint1 , uext1 ) ∈ H1

∗ (Ω)×H1
lok(Ω

ext) ein, welche Lösung von

∆uint1 = divM in Ω,

γint1 uint1 = M · n aufΓ
(4.16)

ist. Definiert manuext1 := 0, so führt dies auf die Sprünge

[γ0u1] = −γint0 uint1 ,

[γ1u1] = 0.
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Damit nunu1 + u2 das Gesamtproblem lösen kann, mussu2 = (uint2 , uext2 ) ∈ H1(Ω) × H1
lok(Ω

ext) die Glei-
chungen

∆uint2 = 0 in Ω,

∆uext2 = 0 in Ωext,

[γ0u2] = γint0 uint1 aufΓ,

[γ1u2] = 0 aufΓ,

u2 = O
(

1

‖x‖

)
für ‖x‖ −→ ∞

(4.17)

erfüllen. Die Funktionenu1 undu2 sind nach Kapitel 2 eindeutig bestimmt. Aus Satz 2.15 und ausden Sprung-
bedingungen des Doppelschichtpotentials (siehe Satz 2.16und Satz 2.17) folgt, dassu2 die Darstellung

u2 = K̃(γint0 uint1 ) (4.18)

besitzt. Aus (4.18) könnte man theoretischu2 in Rd\Γ bestimmen und daher auch das Potentialu = u1 + u2.
Stattdessen bilden wir die innere Spur vonu2, was uns auf das folgende inhomogene Dirichlet Problem führt

∆uint2 = 0 in Ω,

γ0u
int
2 = (K − 1/2)γint0 uint1 aufΓ,

(4.19)

wobei die Randdaten fast überall aufΓ gelten. Würde manu2 direkt über (4.18) bestimmen, so müsste man beim
diskretisierten Problem in jedem Punktx das Doppelschichtpotential auswerten. Das Auswerten des Doppel-
schichtpotentials an einem Punkt entspricht einer numerischen Berechnung eines Integrals. In der Praxis rechnet
sich dieser Zugang nicht, da er zu einem erhöhten Rechenaufwand führt.

Die Methode von Fredkin & Koehler besteht nun darin, das Neumann Problem (4.16) und das Dirichlet Pro-
blem (4.19) zu lösen.

Wir haben jetzt für die Funktionenuint1 unduint2 jeweils ein Gleichungssystem (siehe Gleichung (4.16) und (4.19))
aufgestellt, das nur noch im InnenraumΩ zu lösen ist. Die Lösung des Ausgangsproblems muss jedoch auf Rd

bestimmt werden. Es bleibt also noch zu zeigen, dass durchuint1 unduint2 die Lösung des Ausgangsproblems
bereits eindeutig bestimmt wird.

Satz 4.5. SeiM ∈ (H1(Ω))d gegeben. Die Gleichungen(4.16) bzw. (4.19) besitzen jeweils eine eindeutige
Lösunguint1 ∈ H1

∗ (Ω) bzw.uint2 ∈ H1(Ω). Definiert manu1 := (uint1 , 0) ∈ H1
∗ (Ω) × H1

lok(Ω
ext) undu2 :=

(uint2 , uext2 ) ∈ H1(Ω)×H1
lok(Ω

ext) mit uext2 := K̃(γint0 uint1 ), dann istu = u1 + u2 ∈ H1(Ω)×H1
lok(Ω

ext) die
eindeutige Lösung der magnetostatischen Gleichungen(4.1).

Beweis.Nach Abschnitt 2.4 besitzen die Probleme (4.16) und (4.19) eindeutig bestimmte Lösungenuint1 ∈
H1

0 (Ω) unduint2 ∈ H1(Ω).

Sei alsou2 := (uint2 , uext2 ) mit uext2 := K̃(γint0 uint1 ), dann istu2 die Lösung von (4.17) und daher istu1 + u2 mit
u1 := (uint1 , 0) nach Konstruktion eine und daher auch die eindeutig bestimmte Lösung von (4.1).

Das Neumann Problem (4.16) ist im Allgemeinen eindeutig bestimmt bis auf eine Konstante. Die Forderung
uint1 ∈ H1

∗ (Ω) setzt diese Konstante fest. Wir wollen kurz zeigen, dass diese Festlegung sich nicht auf die Gesamt-
lösung auswirkt. Dazu seĩu1 := (ũint1 , ũext1 ) ∈ H1(Ω) ×H1

lok(Ω
ext) eine — bis auf eine Konstante eindeutige

— Lösung der Differentialgleichung (4.16) mit̃uext1 = 0. Es gilt daher̃uint1 = uint1 + c mit c ∈ R. Analoge
Abhandlungen wie zu Beginn dieses Abschnitts führen auf eine Funktionũ2 ∈ H1(Ω) × H1

lok(Ω
ext) mit der

Darstellung

ũ2 = K̃γint0 ũint1 .

Wir wollen nun zeigen, dass̃u1 + ũ2 = u1 + u2 gilt. Nach PRAETORIUS2007 [16, Lemma 14] gilt

K̃1(x) =

{
−1 falls x ∈ Ω,

0 falls x ∈ Ωext.
(4.20)
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Daher gilt mit der charakteristischen FunktionχΩ

ũ = ũ1 + ũ2 = u1 + cχΩ + K̃γint0 ũint1 = u1 + cχΩ + K̃γint0 uint1 + K̃c = u1 + u2 + cχΩ − cχΩ

= u1 + u2 = u.

Da wir uns ab jetzt nur mehr mit Innenraumproblemen beschäftigen müssen, werden wir im restlichen Abschnitt
den Index(.)int weglassen.

Für eine numerische Umsetzung betrachten wir die Variationsformulierung von (4.16) und (4.19). Dazu benötigen
wir noch folgendes Lemma.

Lemma 4.6. SeiM ∈ (H1(Ω))d gegeben, dann ist die Variationsformulierung: Findeu1 ∈ H1
∗ (Ω) mit

(∇u1,∇v)L2(Ω) = (− divM, v)L2(Ω) + 〈M · n, γ0v〉Γ für alle v ∈ H1
∗ (Ω), (4.21)

äquivalent zu: Findeu1 ∈ H1
∗ (Ω) mit

(∇u1,∇v)L2(Ω) = (M,∇v)L2(Ω) für alle v ∈ H1
∗ (Ω). (4.22)

Beweis.Mit Hilfe der ersten Green’schen Identität ergibt sich

(− divM, v)L2(Ω) = (M,∇v)L2(Ω) − 〈M · n, γ0v〉Γ für allev ∈ H1(Ω). (4.23)

Daher ergibt sich für die rechte Seite von Gleichung (4.21)

(− divM, v)L2(Ω) + 〈M · n, γ0v〉Γ = (M,∇v)L2(Ω) für allev ∈ H1
∗ (Ω),

womit die Aussage des Lemmas bewiesen ist.

Die Variationsformulierung des Ansatzes von Fredkin & Koehler lautet nun: Für gegebenesM ∈ (H1(Ω))d finde
u1 ∈ H1

∗ (Ω) mit
(∇u1,∇v)L2(Ω) = (M,∇v)L2(Ω) für allev ∈ H1

∗ (Ω), (4.24)

und: Findeu2 ∈ H1(Ω) mit

(∇u2,∇v)L2(Ω) = 0 für allev ∈ H1
0 (Ω),

γ0u2 = (K − 1/2)γ0u1.
(4.25)

4.2.2 Numerische Umsetzung

Das Ermitteln einer Lösung mit Hilfe des Ansatzes von Fredkin & Koehler erfordert die Lösung eines Neumann
und eines inhomogenen Dirichlet Problems. Die Randdaten die zur Lösung des inhomogenen Dirichlet Problems
nötig sind, werden dabei mit Hilfe des Doppelschichtpotentials aus der Lösung des Neumann Problems bestimmt.

Die Lösungsschritte lassen sich in folgendem Algorithmus zusammenfassen, wobei wir zur Wahl des Operators
Ah : H1/2(Γ) −→ S1(TΓ) auf den Abschnitt 4.1.2 verweisen.
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Algorithmus 4.2. Input: MagnetisierungM und TriangulierungT .

Schritt 1: BestimmeU1 ∈ S1
∗ (T ) mit

(∇U1,∇V )L2(Ω) = (M,∇V )L2(Ω) für alle V ∈ S1
∗ (T ).

Schritt 2: Berechne die Randdatengh ∈ S1(TΓ) durch Auswerten von

gh = Ah(K − 1/2)γ0U1.

Schritt 3: BestimmeU2 ∈ S1(T ) mit

γ0U2 = gh,

(∇U2,∇V )L2(Ω) = 0 für alle V ∈ S1
0 (T ).

Schritt 4: Berechne eine Approximationslösung

U = U1 + U2 ∈ S1(T )

für das magnetostatische Potential.

Output: ApproximationslösungU ∈ S1(T ).

Aus Algorithmus 4.2 ergibt sich die Approximation für das magnetische Streufeld zuHh = −∇U ∈ (P0(T ))d.

4.2.3 A priori Fehleranalysis

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine Abschätzung des Fehlers zwischen der analytischen und numerischen
Lösung aufstellen.

Satz 4.7.Seiu = u1 + u2 die schwache Lösung des Ansatzes von Fredkin & Koehler undU die Approximations-
lösung (siehe Algorithmus 4.2). Mit der zusätzlichen Annahmeu1, u2 ∈ H2(Ω) gilt

‖u− U‖H1(Ω) = O(h).

Beweis.Es giltu = u1 + u2 undU = U1 + U2, wobeiu1 bzw.u2 die eindeutigen Lösungen der Variationsfor-
mulierungen von (4.24) bzw. (4.25) undU1 bzw.U2 die eindeutigen Lösungen der Variationsformulierungen in
Algorithmus 4.2 sind.

Aus der Dreiecksungleichung erhält man sofort

‖u− U‖H1(Ω) ≤ ‖u1 − U1‖H1(Ω) + ‖u2 − U2‖H1(Ω). (4.26)

Aus der Zusatzannahmeu1 ∈ H2(Ω) folgt mit dem Céa-Lemma (Lemma 3.1) und Korollar 3.9 für den ersten
Term

‖u1 − U1‖H1(Ω) = O(h).

Um den zweiten Term in (4.26) abschätzen zu können, benötigen wir das Céa-Lemma in der Form von Lemma 3.7.
Dazu definieren wir eine Fortsetzung vongh als

Ĝ := AΩ
h K̃γ0U1 ∈ S1(T ).

Aus den Eigenschaften vonAh undAΩ
h — siehe Gleichheit (4.10) — folgtγ0Ĝ = gh. Weiters bemerken wir, dass

die schwache Lösungu2 nach Unterabschnitt 4.2.1 die Darstellung

u2 = K̃γ0u1
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besitzt. Das Céa-Lemma besagt nun

‖u2 − U2‖H1(Ω) . min
V ∈S1

0(T )
‖u2 − (V + Ĝ)‖H1(Ω) . ‖u2 − Ĝ‖H1(Ω) = ‖K̃γ0u1 −AΩ

h K̃γ0U1‖H1(Ω)

≤ ‖K̃γ0u1 −AΩ
h K̃γ0u1‖H1(Ω) + ‖AΩ

h K̃γ0u1 −AΩ
h K̃γ0U1‖H1(Ω). (4.27)

Wir wählenAΩ
h = Sh, dann gilt für den zweiten Term in (4.27) aufgrund der Stetigkeit der OperatorenSh, K̃ und

γ0

‖ShK̃γ0u1 − ShK̃γ0U1‖H1(Ω) . ‖K̃(γ0u1 − γ0U1)‖H1(Ω) . ‖γ0(u1 − U1)‖H1/2(Γ)

. ‖u1 − U1‖H1(Ω) = O(h).
(4.28)

Mit der Approximationseigenschaft vonSh (siehe Satz 3.11) kann man den ersten Term in (4.27) abschätzen durch

‖K̃γ0u1 − ShK̃γ0u1‖H1(Ω) . ‖hD2K̃γ0u1‖L2(Ω). (4.29)

Man beachte, dass nach Voraussetzungu2 = Kγ0u1 ∈ H2(Ω) gilt. Mit (4.28) und (4.29) folgt aus (4.27)

‖u2 − U2‖H1(Ω) = O(h) (4.30)

und daher das behauptete Resultat.

Bemerkung 4.1. Die Voraussetzungu2 ∈ H2(Ω) in Satz 4.7 wird im zugehörigen Beweis in(4.29)benötigt.
Diese zusätzliche Voraussetzung kann unter der Annahme, dass der RandΓ glatt ist, wegfallen, da aus Satz 2.18
K̃γ0u1 ∈ H2(Ω) folgt, fallsγ0u1 ∈ H3/2(Γ).

4.3 Symmetrische FEM/BEM-Kopplungsmethode

In diesem Abschnitt der Arbeit werden wir die bereits in Kapitel 2 angeführte FEM/BEM-Kopplungsmethode
behandeln. Dabei betrachten wir die Variationsformulierung, die numerische Umsetzung und die a priori Analysis.

Die hier angeführten Resultate sind dabei aus CARSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4] entnommen. Die symmetrische
Kopplung erschien zuerst in COSTABEL 1988 [5].

4.3.1 Formulierung

Das symmetrische FEM/BEM-Kopplungsproblem wurde bereitsin Definition 2.15 aufgestellt. Zur Wiederholung
sei es hier nochmals angeführt: Seienf ∈ L2(Ω), g0 ∈ H1/2(Γ) undg1 ∈ H−1/2(Γ) gegeben. Finde(u, φ) ∈
H1(Ω)×H−1/2(Γ), so dass

(∇u,∇v)L2(Ω) + 〈Wγ0u+ (K′ − 1/2)φ, γ0v〉Γ = 〈f, v〉 − 〈g1 +Wg0, γ0v〉Γ,
〈ψ,Vφ− (K − 1/2)γ0u〉Γ = 〈ψ, (K − 1/2)g0〉Γ

(4.31)

für alle (v, ψ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ) gilt. Für den Falld = 2 skalieren wir das GebietΩ so, dassdiam(Ω) < 1,
damit der OperatorV positiv definit ist.

Um nun das Kopplungsproblem speziell für die magnetostatischen Gleichungen zu formulieren, setzen wir, bei
gegebenemM ∈ (H1(Ω))d, f = − divM, g0 = 0 undg1 = −M ·n. Mit der ersten Green’schen Identität (4.23)
können wir noch die rechte Seite der ersten Gleichung von (4.31) umschreiben:

(− divM, v)L2(Ω) + 〈M · n, γ0v〉Γ = (M,∇v)L2(Ω) für allev ∈ H1(Ω).
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Somit ergibt sich das Kopplungsproblem für die magnetostatischen Gleichungen zu: Finde(u, φ) ∈ H1(Ω) ×
H−1/2(Γ), so dass

(∇u,∇v)L2(Ω) + 〈Wγ0u+ (K′ − 1/2)φ, γ0v〉Γ = (M,∇v)L2(Ω),

〈ψ,Vφ− (K − 1/2)γ0u〉Γ = 0
(4.32)

für alle (v, ψ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ) gilt.

Wie bereits in Abschnitt 2.4 erwähnt wird, ist das symmetrische Kopplungsproblem eindeutig lösbar und äquiva-
lent mit dem Ausgangsproblem.

4.3.2 Numerische Umsetzung

Als Ansatzraum für die Approximationslösung wählen wirS1(T ) ⊂ H1(Ω) undP0(TΓ) ⊂ H−1/2(Γ). Dabei
bezeichnetP0(TΓ) wieder den Raum der stückweisen konstanten Funktionen. DieVorgangsweise beim Lösen des
Problems lässt sich in folgendem Algorithmus zusammenfassen.

Algorithmus 4.3. Input: MagnetisierungM und TriangulierungT .

Schritt 1: Bestimme(U,Φ) ∈ S1(T )× P0(TΓ) mit

(∇U,∇V )L2(Ω) + 〈WU + (K′ − 1/2)Φ, V 〉Γ = (M,∇V )L2(Ω),

(Ψ,VΦ− (K − 1/2)U)L2(Γ) = 0

für alle (V,Ψ) ∈ S1(T )× P0(TΓ).

Output: ApproximationslösungU ∈ S1(T ).

Aus Algorithmus 4.3 ergibt sich die Approximation für das magnetische Streufeld zuHh = −∇U ∈ (P0(T ))d.

Bemerkung 4.2. Es existiert eine eindeutige Lösung der Variationsformulierung in Schritt 1 in Algorithmus 4.3.
Ein Beweis ist etwa inFEISCHL 2010 [7] zu finden.

4.3.3 A priori Analysis

Die Approximationslösung aus Algorithmus 4.3 ist eine Quasi-Bestapproximation der exakten Lösung im Sinne
des Céa-Lemmas.

Satz 4.8. SeiM ∈ (H1(Ω))d gegeben. Des weiteren sei(u, φ) ∈ H1(Ω) ×H−1/2(Γ) die eindeutig bestimmte
Lösung von(4.32)und(U,Φ) ∈ S1(T )× P0(TΓ) die Lösung von Algorithmus 4.3, dann gilt

‖u− U‖H1(Ω) + ‖φ− Φ‖H−1/2(Γ) ≤ C inf
(V,Ψ)∈X×Y

(
‖u− V ‖H1(Ω) + ‖φ−Ψ‖H−1/2(Γ)

)

mit einer KonstantenC > 0 undX := S1(T ) bzw.Y := P0(TΓ).

4.4 Direkte FEM/BEM - Kopplungsmethode

Als nächsten Ansatz behandeln wir die direkte FEM/BEM-Kopplung, welche auch JOHNSON/NÉDÉLEC Kopp-
lung genannt wird. Wir werden die wichtigsten Resultate über eindeutige Lösbarkeit und Konvergenz aus der
Arbeit von JOHNSON / NÉDÉLEC 1980 [14] zitieren.

Eine Analyse der symmetrischen und direkten FEM/BEM - Kopplungsmethode ist etwa auch in FEISCHL 2010 [7]
zu finden.
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4.4.1 Formulierung

Seienf ∈ L2(Ω), g0 ∈ H1/2(Γ) undg1 ∈ H−1/2(Γ) gegeben. Dann lautet der Ansatz: Finde(u, φ) ∈ H1(Ω)×
H−1/2(Γ) mit

(∇u,∇v)L2(Ω) − 〈φ, γ0v〉Γ = 〈f, v〉 − 〈g1, γ0v〉Γ,
〈ψ,Vφ− (K − 1/2)γ0u〉Γ = 〈ψ, (K − 1/2)g0〉

(4.33)

für alle(v, ψ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ). Für den Falld = 2 skalieren wir das GebietΩ so, dassdiam(Ω) < 1, damit
der OperatorV positiv definit ist und somit eine eindeutige Lösung gewährleistet ist.

Es existiert eine eindeutige Lösung von (4.33). Ein Beweis dieser Aussage ist in JOHNSON / NÉDÉLEC1980 [14]
zu finden.

Satz 4.9. Seienf ∈ L2(Ω), g0 ∈ H1/2(Γ) undg1 ∈ H−1/2(Γ) gegeben, dann ist(4.33)und das Transmissions-
problem (TP) — siehe Definition 2.12 — äquivalent in folgendem Sinne.

Ist (uint, uext) ∈ H1(Ω)×H1
lok(Ω

ext) eine Lösung von (TP), dann löst das Paar(uint, φ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ)
das Problem(4.33)mit u := uint undφ := γext1 uext.

Gilt umgekehrt, dass(uint, φ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ) eine Lösung von(4.33)ist, dann ist(uint, uext) ∈ H1(Ω)×
H1

lok(Ω
ext) eine Lösung von (TP) mituint := u und

uext(x) := K̃(γ0u+ g0)(x)− Ṽφ(x) für x ∈ Ωext. (4.34)

Stellen wir also nun das Kopplungsproblem für die magnetostatischen Gleichungen auf. Bei gegebenemM ∈
(H1(Ω))d f = − divM setzen wirg0 = 0 undg1 = −M ·n. Mit der ersten Green’schen Identität (4.23) können
wir die rechte Seite der ersten Gleichung von (4.33) umschreiben:

(− divM, v)L2(Ω) + 〈M · n, γ0v〉Γ = (M,∇v)L2(Ω) für allev ∈ H1(Ω).

Somit ergibt sich das Kopplungsproblem für die magnetostatischen Gleichungen zu: Finde(u, φ) ∈ H1(Ω) ×
H−1/2(Γ), so dass

(∇u,∇v)L2(Ω) − 〈φ, γ0v〉Γ = (M,∇v)L2(Ω),

〈ψ,Vφ− (K − 1/2)γ0u〉Γ = 0,
(4.35)

für alle (v, ψ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ) gilt.

4.4.2 Numerische Umsetzung

Als Ansatzraum für die Approximationslösung wählen wirS1(T ) ⊂ H1(Ω) und P0(TΓ) ⊂ H−1/2(Γ). Die
Vorgangsweise beim Lösen des Problems lässt sich in folgendem Algorithmus zusammenfassen.

Algorithmus 4.4. Input: MagnetisierungM und TriangulierungT .

Schritt 1: Bestimme(U,Φ) ∈ S1(T )× P0(TΓ) mit

(∇U,∇V )L2(Ω) − (Φ, V )L2(Γ) = (M,∇V )L2(Ω),

(Ψ,VΦ− (K − 1/2)U)L2(Γ) = 0

für alle (V,Ψ) ∈ S1(T )× P0(TΓ).

Output: ApproximationslösungU ∈ S1(T ).

Aus Algorithmus 4.4 ergibt sich die Approximation für das magnetische Streufeld zuHh = −∇U ∈ (P0(T ))d.

Bemerkung 4.3. Es existiert eine eindeutige Lösung der Variationsformulierung in Schritt 1 in Algorithmus 4.4.
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4.4.3 A priori Analysis

Die Approximationslösung aus Algorithmus 4.4 ist eine quasi-Bestapproximation der exakten Lösung im Sinne
des Céa-Lemmas.

Satz 4.10.SeiM ∈ (H1(Ω))d gegeben. Des weiteren sei(u, φ) ∈ H1(Ω) ×H−1/2(Γ) die eindeutig bestimmte
Lösung von(4.35)und(U,Φ) ∈ S1(T )× P0(TΓ) die Lösung von Algorithmus 4.4, dann gilt

‖u− U‖H1(Ω) + ‖φ− Φ‖H−1/2(Γ) ≤ C inf
(V,Ψ)∈X×Y

(
‖u− V ‖H1(Ω) + ‖φ−Ψ‖H−1/2(Γ)

)

mit einer KonstantenC > 0 undX := S1(T ) bzwY := P0(TΓ).



Kapitel 5

Analytische Lösung

Die Lösungen der magnetostatischen Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nur für spezielle Geometrien ana-
lytisch darstellen. Ein Beispiel für solch ein Gebiet ist etwa eine Kreisscheibe bzw. eine Kugel. Zunächst setzen
wir voraus, dassdivM = 0 in Ω gilt und daher vereinfachen sich die zu lösenden Gleichungen zu

−∆uint = 0 in Ω,

−∆uext = 0 in Ωext,

[γ0u] = 0 aufΓ,

[γ1u] = −M · n aufΓ,

uext(x) = O
(

1

‖x‖

)
für ‖x‖ −→ ∞.

(5.1)

Aus den Eigenschaften des Einfachschichtpotentials ergibt sich als Lösung

u = Ṽ(M · n).

Man könnte nun versuchen dieses Integral zu berechnen, um auf eine Lösung zu kommen. Wir wählen jedoch
einen anderen Ansatz, bei dem wir die Lösung im Innen- bzw. Außenraum als Überlagerung von Funktionen, die
die Laplace-Gleichung erfüllen, darstellen, d.h.

uint =
∑

i

αifi,

uext =
∑

j

βigj ,

mit

∆fi = 0 in Ω,

∆gj = 0 in Ωext.

Die Koeffizienten im Superpositionsansatz werden dabei so gewählt, dass die Randbedingungen in (5.1) erfüllt
werden.

Für spezielle Magnetisierungen mitdivM 6= 0 können ebenso Lösungen gefunden werden. Dazu überlagert man
eine Lösung von (5.1) mit einer partikulären Lösung, also einer Lösungupar, die∆upar = divM in Ω erfüllt.

Die im Folgenden angegeben Beispiele werden in Kapitel 7 dazu benützt, um die numerische Implementierung zu
testen.

47



KAPITEL 5. ANALYTISCHE LÖSUNG 48

5.1 Zweidimensionaler Fall

Als GebietΩ wählen wir eine offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt(0, 0) und RadiusR > 0,

Ω := KR(0, 0) =
{
(x, y) ∈ R

2 | x2 + y2 < R2
}
.

Der Außenraum ergibt sich daher zu

Ωext := R
2\Ω.

Wir wollen das Laplace-Problem

−∆u = 0 (5.2)

lösen. Aufgrund der gewählten Geometrie, liegt es nahe das Problem in Polarkoordinaten(r, ϕ) zu beschreiben.
Zwischen Polarkoordinaten und kartesischen Koordinaten(x, y) gelten die Beziehungen

x = r cosϕ,

y = r sinϕ

mit (x, y) ∈ R2 und(r, ϕ) ∈ [0,∞)× [0, 2π). Dabei wird der Polarwinkel des Punktes(x, y) = (0, 0) alsϕ = 0
gewählt, damit die obigen Beziehungen eindeutig sind.

Nun gehen wir analog wie in HEUSER2004 [12, Nr. 146] vor und stellen den Laplace-Operator in Polarkoordina-
ten dar. Für eine Funktionu(r, ϕ)lautet die Laplace-Gleichung (5.2)

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
= 0 für r 6= 0. (5.3)

Wir betrachten nun zum einen Lösungen die unabhängig vonϕ und zum anderen Lösungen die vonϕ abhängig
sind. Eine Lösungu die unabhängig vonϕ ist, erfüllt die Differentialgleichung

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
= 0.

Nach Umformung erhält man die Gleichung

d

dr

(
r
du

dr

)
= 0,

welche durch zweimaliges Integrieren auf die Lösung

u(r, ϕ) = α+ β ln r (5.4)

führt, wobeiα, β ∈ R beliebige Konstanten sind.

Um nun Lösungen von (5.3) zu erhalten, die auch vonϕ abhängen, benutzen wir den Separationsansatzu(r, ϕ) =
v(r)w(ϕ) und setzen in die Laplace-Gleichung ein. Dies führt auf

r2
v′′(r)

v(r)
+ r

v′(r)

v(r)
= − ẅ(ϕ)

w(ϕ)
,

wobei die Differentiation nachr mit einem Strich und die Differentiation nachϕ mit einem Punkt bezeichnet
wird. Da die linke Seite nur vonr und die rechte Seite nur vonϕ abhängt und obige Beziehung für alle(r, ϕ) ∈
(0,∞)× [0, 2π) gilt, muss die linke bzw. rechte Seite konstant sein. Als Konstante wählen wirλ ∈ R mit

λ := r2
v′′(r)

v(r)
+ r

v′(r)

v(r)
= − ẅ(ϕ)

w(ϕ)
.
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Dies führt uns daher auf folgende zwei Gleichungen:

r2v′′(r) + rv′(r) − λv(r) = 0, (5.5)

ẅ(ϕ) + λw(ϕ) = 0. (5.6)

Zu beachten ist, dass die Gleichung (5.6) für alleϕ ∈ R bei beliebigemλ Lösungen besitzt. Wir interessieren uns
jedoch nur für Lösungen, die2π periodisch und stetig differenzierbar sind, es gilt also

w(0) = w(2π) und ẇ(0) = ẇ(2π). (5.7)

Des weiteren gilt

ẇ(ϕ) 6= 0 für fast alleϕ,

da ansonsten bereits (5.4) die Lösung der Laplace-Gleichung darstellt. Aus den letzten Bedingungen können wir
noch die Werte vonλ einschränken, denn es gilt

λ

∫ 2π

0

w2 dϕ = −
∫ 2π

0

wẅ dϕ = −wẇ
∣∣2π
0︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ 2π

0

ẇ2 dϕ > 0,

und daher mussλ > 0 sein.

Eine allgemeine Lösung von Gleichung (5.6) ist durch

(ϕ) = αei
√
λϕ + βe−i

√
λϕ

gegeben, wobeiα, β beliebige komplexe Konstanten sind. Einsetzen der allgemeinen Lösung in die Beziehun-
gen (5.7) führt auf

α+ β = αei
√
λ2π + βe−i

√
λ2π ,

αi
√
λ− βi

√
λ = αi

√
λei

√
λ2π − βi

√
λe−i

√
λ2π,

(5.8)

wodurch sich sich weitere Einschränkungen anλ erzielen lassen. Zunächst geben wir die Gleichungen (5.8) in
Matrixschreibweise an

(
1− ei

√
λ2π 1− e−i

√
λ2π

i
√
λ2π

(
1− ei

√
λ2π
)

i
√
λ
(
e−i

√
λ2π − 1

)
)(

α
β

)
=

(
0
0

)
. (5.9)

Die Gleichungen (5.8) können daher nur gelten, falls die Matrix in (5.9) nicht regulär ist, d.h. falls die Determi-
nante dieser Matrix verschwindet. Nach Berechnen der Determinante und Nullsetzen derselbigen erhält man die
Bedingung

4i
√
λ
(
cos(

√
λ2π)− 1

)
= 0,

und nach kurzer Rechnung bekommt man fürλ die Einschränkung
√
λ ∈ N und somit

λ = n2 mit n ∈ N.

Wir müssen nun die Differentialgleichungen

r2v′′(r) + rv′(r) − n2v(r) = 0 und ẅ(ϕ) + n2w(ϕ) = 0 mit n ∈ N

für r 6= 0 lösen. Die erste Gleichung wird auch Euler’sche Differentialgleichung genannt. Nach HEUSER2004 [12,
Nr. 146, Aufgabe 2] lassen sich alle Lösungen der Gleichung in der Form

v(r) = Arn +Br−n
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mit beliebigen KonstantenA,B schreiben.

Somit ist fürr 6= 0 mit

un(r, ϕ) := (αne
inϕ+βn + βne

−inϕ)rn + (α−ne
−inϕ + β−ne

inϕ)r−n

eine Lösung der Laplace-Gleichung−∆un = 0 gegeben.

Mit (5.4) undun ist daher

u(r, ϕ) = α+ β ln r +
∑

m∈Z\{0}
rm(αme

imϕ + βme
−imϕ) (5.10)

formal eine Lösung der Laplace-Gleichung.

Wir betrachten nun diesen Lösungsansatz füruint bzw. uext. Damit uext die Abklingbedingung erfüllen kann,
müssen die Koeffizientenα, β, αm, βm mit m > 0 in (5.10) allesamt verschwinden. Des weiteren haben wir
vorausgesetzt, dassdivM(x, y) = 0 für alle (x, y) ∈ KR(0, 0), weshalbuint keine Singularität am Nullpunkt
besitzen darf. Daher müssen füruint die Koeffizientenβ, αm, βm mit m < 0 verschwinden. Da das magnetosta-
tische Potential eine reelle Funktion ist, muss auchuint = uint unduext = uext gelten.

Insgesamt ergibt sich daher füruint bzw.uext der Ansatz

uint(r, ϕ) = u0 +
∞∑

m=1

rm(αme
imϕ + αme

−imϕ), (5.11)

bzw.

uext(r, ϕ) =

∞∑

m=1

r−m(βme
imϕ + βme

−imϕ). (5.12)

Die Koeffizientenu0 ∈ R undαm, βm ∈ C ergeben sich aus den Übergangsbedingungen am Rand. Dazu setzen
wir noch zusätzlich voraus, dassM · n = M · n(ϕ) ∈ L2([0, 2π]) gilt.

Satz 5.1(TESCHL2009 [21, Satz 10.5]). Die Funktionenfm(ϕ) := 1√
2π
eimϕ mitm ∈ Z bilden ein vollständiges

Orthonormalsystem inL2([0, 2π]). Es gilt daher

(fn, fm)L2([0,2π]) =

∫ 2π

0

fnfm dϕ =
1

2π

∫ 2π

0

ei(n−m)ϕ dϕ =

{
1 falls n = m,

0 sonst.

Wir können also die RandfunktionM · n in die Reihe (Fourierreihe)

M · n =M0 +

∞∑

m=1

Mme
imϕ +Mme

−imϕ (5.13)

zerlegen, wobei der KoeffizientM0 reell und die KoeffizientenMm komplex sind, da die Magnetisierung eine
reelle Funktion ist.

Die Koeffizienten vonM · n ergeben sich zu

Mm =
1

2π

∫ 2π

0

e−imϕ
M · n(ϕ) dϕ für m ∈ N0.

DadivM = 0 und
∫

Ω

divM dx =

∫

Γ

M · n dsy = R

∫ 2π

0

M · n(ϕ) dϕ
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gilt, folgt M0 = 0.

Bevor wir noch zu diversen Beispielen kommen, möchten wir für eine weitreichendere Analysis des Problems
noch auf HEUSER2004 [12, Nr. 146] verweisen. Die Theorie von Fourierreihenwird etwa in HEUSER2004 [12,
Kapitel 17] behandelt.

Wir benötigen noch einige Konventionen. Mit∂if bezeichnen wir die Ableitung einer Funktionf nach deri-ten
Komponente. Diei-te Komponente des VektorfeldsF notieren wir mitFi.

Als Richtungsvektor zum Punkt(x, y) = (r cosϕ, r sinϕ) ∈ R2 bezeichnen wir den Vektor

er =

(
cosϕ
sinϕ

)
,

mit den Eigenschaften‖er‖2 =
2∑

i=1

eire
i
r = 1. Wir definieren den dazu orthogonalen Vektor

eϕ :=

(
− sinϕ
cosϕ

)
,

mit ‖eϕ‖2 =
2∑

i=1

eiϕe
i
ϕ = 1 und

2∑
i=1

eiϕe
i
r = 0. Man kann die Vektorener bzw.eϕ auch durch Ableiten vonr bzw.

ϕ erhalten

eir = ∂ir,

1

r
eiϕ = ∂iϕ.

Wir können jetzt in die Übergangsbedingungen des Gleichungssystems (5.1) einsetzen. Die erste Bedingung be-
sagt, dass das Potential stetig ist, daher müssenuint unduext

[γ0u] = lim
r→R+

uext − lim
r→R−

uint = 0 (5.14)

erfüllen. Einsetzen unserer Ansätze füruint bzw.uext liefert

−u0 +
∞∑

m=1

(
R−m(βme

imϕ + βme
−imϕ)−Rm(αme

imϕ + αme
−imϕ)

)
= 0.

Wir multiplizieren die letzte Gleichung mite−inϕ und integrieren über das Intervall[0, 2π]. Anwendung von
Satz 5.1 bedingt für die Koeffizienten

u0 = 0,

βn = αnR
2n für n ∈ N.

(5.15)

Bei dem Sprung der Normalenableitungen am Rand kommt nun auch die Magnetisierung ins Spiel. Daher gilt

[γ1u] = lim
r→R+

∇uext · n− lim
r→R−

∇uint · n = −M · n. (5.16)

Wir setzen wiederum unsere Ansätze füruint, uext undM·n ein und benutzen, dass
2∑

i=1

(∂iϕ)e
i
r =

2∑
i=1

1
r e

i
ϕe

i
r = 0

und
2∑

i=1

eire
i
r = 1 gilt und erhalten daher

2∑

i=1

(∂i(u
ext − uint)eir)|r=R =

∞∑

m=1

(
(−m)R−m−1(βme

imϕ + βme
−imϕ)−mRm−1(αme

imϕ + αme
−imϕ)

)

= −M0 −
∞∑

m=1

(
Mme

imϕ +Mme
−imϕ

)
.
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Multiplikation der letzten Gleichung mite−inϕ und integrieren über das Intervall[0, 2π] ergibt für die Koeffizien-
ten die Gleichung

−nR−n−1βn − nRm−1αn = −Mn, (5.17)

für n ∈ N. Setzen wir nun (5.15) in (5.17) ein, so ergibt sich

αn =
Mn

2nRn−1
,

βn =
Mn

2n
Rn+1,

mit n ∈ N.

Wir wollen uns nun mit einigen Beispielen beschäftigen, anhand derer wir dann in Kapitel 7 die numerische
Implementierung testen können.

Beispiel 1

Das Gebiet sei die Einheitskreisscheibe und als Magnetisierung wählen wir

M =

(
Mx

My

)
∈ R

2.

Der Normalenvektor auf dem Rand ist durch

n =

(
cosϕ
sinϕ

)

gegeben. Die KoeffizientenMn ergeben sich zu

Mn =
1

2π

∫ 2π

0

e−inϕ(Mx cosϕ+My sinϕ) dϕ =

{
1
2 (Mx − iMy) n = 1,

0 n > 1,

und daher gilt

αn =

{
1
4 (Mx − iMy) n = 1,

0 n > 1,

bzw.

βn =

{
1
4 (Mx − iMy) n = 1,

0 n > 1.

Somit können wir die Lösungen füruint unduext anschreiben:

uint(r, ϕ) =
r

2
(Mx cosϕ+My sinϕ), (5.18)

uext(r, ϕ) =
1

2r
(Mx cosϕ+My sinϕ). (5.19)

Die Funktionuint hat in kartesischen Koordinaten die Darstellung

uint(x, y) =
1

2
(Mxx+Myy),

welche auch in Abbildung 5.1 mitM = (1, 0)T visualisiert wird.
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Abbildung 5.1: Lösung der magnetostatischen Gleichungen im Innenraum bei konstanter MagnetisierungM =
(1, 0)T (vgl. Beispiel 1).

Beispiel 2

Es sei wiederumΩ die Einheitskreisscheibe. Wir wählen als Magnetisierung

M(x, y) =

(
x
−y

)
,

und daher istM · n = cos2 ϕ− sin2 ϕ. Nach kurzer Rechnung ergibt sich

Mn =

{
1
2 falls n = 2,

0 sonst,

und daher

αn = βn =

{
1
8 falls n = 2,

0 sonst.
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Die Lösungenuint unduext ergeben sich mitr
2

8 (e
i2ϕ + e−i2ϕ) = r2

4 cos 2ϕ somit zu

uint(r, ϕ) =
r2

4
cos(2ϕ),

uext(r, ϕ) =
1

4r2
cos(2ϕ).

Wir können die Funktionuint auch in kartesischen Koordinaten darstellen

uint(x, y) =
1

4
(x2 − y2), (5.20)

welche auch in Abbildung 5.2 visualisiert ist.
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Abbildung 5.2: Lösung der magnetostatischen Gleichungen im Innenraum mit MagnetisierungM = (x,−y)T
(vgl. Beispiel 2).

Beispiel 3

Wir betrachten noch ein Beispiel, wo der QuellentermdivM nicht verschwindet, d.h. es giltdivM 6= 0. Dazu
wählen wir den Superpositionsansatzuint = uhom + upar, wobeiuhom eine Lösung der Laplace-Gleichung
∆uhom = 0 undupar eine Lösung der Poisson-Gleichung∆uhom = divM ist. Für die Funktionuhom wählen
wir den Ansatz wie in (5.11).
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Als Magnetisierung benützen wir in diesem Beispiel

M =

(
x
y

)
.

Das GebietΩ sei wiederum die Einheitskreisscheibe. Mit dieser Annahmeerhalten wir

M · n =

(
cosϕ
sinϕ

)
·
(
cosϕ
sinϕ

)
= (cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = 1.

Die Divergenz der Magnetisierung ergibt sich zu

divM = 2.

Wir suchen nun eine partikuläre Lösungupar die der Differentialgleichung

−∆upar = −2 in Ω (5.21)

genügt. Durch Einsetzen von

upar =
1

2
(x2 + y2)

in (5.21) erkennt man, dass es sich um eine Lösung handelt.

Für die Lösung im Außenraum kann wiederum der Ansatz (5.12) gewählt werden. Somit sind unsere Lösungsan-
sätze für Innen- und Außenraum durch

uint(r, ϕ) = upar(r, ϕ) + uhom(r, ϕ) =
1

2
r2 + u0 +

∞∑

m=1

rm(αme
imϕ + αme

−imϕ),

uext(r, ϕ) =
∞∑

m=1

r−m(βme
imϕ + βme

−imϕ)

gegeben. Die Koeffizientenu0, αm, βm können nun wieder durch die Übergangsbedingungen bestimmtwerden.
Die Vorgangsweise ist dabei die gleiche wie zu Beginn diesesAbschnitts. Es ergeben sich die Koeffizienten zu

u0 = −1

2
,

αm = βm = 0 für m ∈ N.

Somit ist die Lösung der magnetostatischen Gleichungen gegeben durch

uint(r, ϕ) =
1

2
(r2 − 1),

uext(r, ϕ) = 0.

Wir können die Funktionuint auch in kartesischen Koordinaten anschreiben:

uint(x, y) =
1

2
(x2 + y2 − 1). (5.22)

Bemerkung 5.1. Normalerweise ist bei der Berechnung des magnetostatischen Potentials die Magnetisierung
gegeben. Da wir die analytische Lösung des Problems später dazu benutzen wollen, um die in Kapitel 4 beschrie-
benen Ansätze zu testen, können wir auch eine beliebige Funktion ũ vorgeben. Die Magnetisierung definieren wir
dann als

M := ∇ũ.
Da∆ũ = div(∇ũ) ist, gilt dann für die Funktioñu

−∆ũ = − divM in Ω.

Wir führen dann den oben beschriebenen Lösungsweg durch undbenützen dabeĩu als partikuläre Lösung.
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Beispiel 4

Als Gebiet verwenden wir eine Kreisscheibe mit RadiusR > 0. Man kann auch Magnetisierungen betrachten, die
nicht im Sobolevraum(H1(Ω))2 liegen. Dazu wählen wir als Magnetisierung

M(x, y) :=

(
x
y

)

‖(x, y)‖ ,

wobei wir mit den zu Beginn dieses Abschnitts getroffenen Konventionen auch

M
i := eir

schreiben können. Die Magnetisierung an einem Punkt(x, y) stimmt also mit dem Richtungsvektor in diesem
Punkt überein. Zu beachten ist, dass diese Magnetisierung im Punkt(0, 0) nicht stetig definiert werden kann.

Lemma 5.2. Das VektorfeldM = er liegt in (L2(Ω))2 aber nicht in(H1(Ω))2.

Beweis.Es gilt
∑2

i=1 e
i
re

i
r = 1 und daher

‖Mi‖2L2(Ω) =

∫

Ω

(eir)
2 dx ≤

∫

Ω

2∑

i=1

(eir)
2 dx = |Ω|.

Somit folgt die erste Behauptung.

Wir bezeichnen nun mitxi die i-te Komponente des Vektors
(
x
y

)
,

und mitr die Länge von(x, y), dann gilt

∂i
x1

r
= δi1

1

r
− x1

r2
xi

r
.

Es ist

2∑

i=1

(
δi1

1

r
− x1

r2
xi

r

)(
δi1

1

r
− x1

r2
xi

r

)
=

2∑

i=1

(
δi1δi1

1

r2
− 2

x1δi1x
i

r4
+

(x1)2xixi

r6

)

=
1

r2
− 2

(x1)2

r4
+

(x1)2r2

r6
=

1

r2
− 2

cos2ϕ

r2
+
cos2ϕ

r2
=
sin2ϕ

r2

und daher

‖∇(M1)‖2L2(Ω) =

∫ 2π

0

∫ R

0

r
sin2ϕ

r2
drdϕ = ∞.

Die Divergenz der Magnetisierung ergibt sich fürr 6= 0 zu

2∑

i=1

∂ie
i
r =

2∑

i=1

∂i
xi

r
=

2∑

i=1

(
∂ix

i

r
− xi

r2
xi

r

)
=

1

r
.

Wir gehen nun wie in Beispiel 3 vor. Mit∂ir = eir und obiger Umformung erhält man, dass

−∆r = −1

r
in Ω
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für r 6= 0 gilt und wir wählen daher als Partikulärlösungupar = r. Die Ansätze für die Lösung im Innen- und
Außenraum ergeben sich zu

uint(r, ϕ) = upar(r, ϕ) + uhom(r, ϕ) = r + u0 +

∞∑

m=1

rm(αme
imϕ + αme

−imϕ),

uext(r, ϕ) =

∞∑

m=1

r−m(βme
imϕ + βme

−imϕ).

Wir wählen nun den Radius der Kreisscheibe zuR = 1, damit giltM · n = 1. Einsetzen in die Übergangsbedin-
gungen (5.14) und (5.16) liefert für die Koeffizienten

u0 = −1,

αm = βm = 0 für m ∈ N,

und somit ist

uint(r, ϕ) = r − 1,

uext(r, ϕ) = 0

für r 6= 0.

In kartesischen Koordinaten ist dann

uint(x, y) =
√
x2 + y2 − 1.

Die Funktion kann an der Stelle(x, y) = (0, 0) stetig fortgesetzt werden.

5.2 Dreidimensionaler Fall

Als Gebiet wählen wir eine Kugel mit RadiusR > 0 und Mittelpunkt(x, y, z) = (0, 0, 0)

Ω := KR(0, 0, 0) =
{
(x, y, z) ∈ R

3
∣∣ x2 + y2 + z2 < R2

}
.

Nach Definition gilt dannΩext = R3\Ω. Wir werden jetzt ähnlich wie im vorigen Abschnitt vorgehen. Zunächst
werden wir aufgrund der Geometrie unser Problem in Kugelkoordinaten beschreiben. Es gelten die Beziehungen

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ,

mit (r, θ, ϕ) ∈ [0,∞)× [0, π)× [0, 2π). Der Laplace-Operator lautet in Kugelkoordinaten fürr 6= 0

∆u =
1

r

∂2

r2
(ru) +

1

r2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
u

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
u

)
.

Um eine Lösungu von−∆u = 0 zu bestimmen, wählt man einen Separationsansatz der Form

u(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ).

Wir wollen uns im Folgenden kurz fassen (eine ausführlichere Behandlung dieses Problems ist z.B. in JACK-
SON 2006 [13, Kapitel 3] zu finden) und bemerken nur, dass dieser Ansatz auf Lösungen der Form

uℓm(r, θ, ϕ) =

(
αℓmr

ℓ + βℓm
1

rℓ+1

)
Y m
ℓ (θ, ϕ),
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mit ℓ ∈ N0 und|m| ≤ ℓ führt. Dabei wird die Funktion

Y m
ℓ (θ, ϕ) :=

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ −m)!

(ℓ +m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ

als Kugelflächenfunktion bezeichnet undPm
ℓ heißt assoziierte Legendre-Funktion, welche beispielsweise über

Pm
ℓ (x) :=

(−1)m

2ℓℓ!
(1 − x2)m/2 d

ℓ+m

dxℓ+m
(x2 − 1)ℓ

für x ∈ [−1, 1] mit ℓ ∈ N0 und|m| ≤ ℓ definiert werden kann.

Wir können Lösungen des Laplace-Problems formal anschreiben als

u(r, θ, ϕ) =

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

(αℓmr
ℓ + βℓmr

−ℓ−1)Y m
ℓ (θ, ϕ),

mit beliebigen Konstantenαℓm undβℓm.

Um nun einen Ansatz für die Lösung im Außenraum anzuschreiben, bemerken wir, dass die Koeffizienten vorrℓ

mit ℓ ≥ 0 verschwinden müssen, damit die Abklingbedingungen erfüllt werden können. WegendivM(x, y, z) =
0, darf die Lösung im Innenraum keine Singularitäten an der Stelle (x, y, z) = (0, 0, 0) aufweisen, daher müssen
die Koeffizienten vorr−ℓ−1 im obigen Ansatz wegfallen. Somit ergeben sich die Ansätze für die Lösung im Innen-
bzw. Außenraum zu

uint(r, θ, ϕ) =
∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

αℓmr
ℓY m

ℓ (θ, ϕ), (5.23)

bzw.

uext(r, θ, ϕ) =
∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

βℓmr
−ℓ−1Y m

ℓ (θ, ϕ). (5.24)

Die Koeffizienten in (5.23) und (5.24) ergeben sich aus den Randbedingungen.

Im Folgenden bezeichnen wir mitL2([0, π], sin θ dθ)⊗L2([0, 2π]) den Raum aller messbaren Funktionenf(θ, ϕ)
mit

∫ 2π

0

∫ π

0

|f(θ, ϕ)|2 sin θ dθdϕ <∞.

Satz 5.3(TESCHL2009 [21, Satz 10.7]). Die Kugelflächenfunktionenbilden ein vollständiges Orthonormalsystem
in L2([0, π], sin θ dθ)⊗ L2([0, 2π]). Sie erfüllen die Beziehung

∫ 2π

0

∫ π

0

Y n
k (θ, ϕ)Y m

ℓ (θ, ϕ) sin θ dθdϕ = δkℓδnm,

für k, ℓ ∈ N0 mit |n| ≤ k und|m| ≤ ℓ.

Wir setzenM · n(θ, ϕ) ∈ L2([0, π], sin θ dθ)⊗ L2([0, 2π]) voraus und können die Funktion daher in die Reihe

M · n =

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

MℓmY
m
ℓ (θ, ϕ)
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entwickeln. Die KoeffizientenMℓm können dabei folgendermaßen bestimmt werden

Mℓm =

∫ 2π

0

∫ π

0

Y n
k (θ, ϕ)M · n(θ, ϕ) sin θ dθdϕ.

FallsdivM = 0, wie bei uns vorausgesetzt, folgt aus
∫

Ω

divM dx =

∫

Γ

M · n dsx = R2

∫ 2π

0

∫ π

0

M · n sin θ dθdϕ,

undY 0
0 = 1√

4π
, dassM0

0 = 0 gilt.

Um die KoeffizientenMℓm zu bestimmen benötigt man im Allgemeinen die explizite Darstellung der Kugelflä-
chenfunktionen. Eine kurze Auflistung dieser Funktionen (bis ℓ = 3) ist zum Beispiel in JACKSON 2006 [13,
Abschnitt 3.5] zu finden.

Wie bereits erwähnt, können wir aus den Randbedingungen dieKoeffizienten unserer Lösungsansätze für Innen-
raumproblem (5.23) und Außenraumproblem (5.24) bestimmen. Zunächst setzen wir diese Ansätze in die erste
Randbedingung ein (Stetigkeit des Potentials am Rand), wasuns auf

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

(
βℓmR

−ℓ−1 − αℓmR
ℓ
)
Y m
ℓ (θ, ϕ) = 0

führt. Ausnützen der Orthogonalitätsbeziehungen der Kugelflächenfunktionen aus Satz 5.3 liefert die Beziehung

βℓm = αℓmR
2ℓ+1 (5.25)

zwischen den Koeffizienten. Nun setzen wir in die Bedingung[γ1u] = −M · n ein

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

(
βℓm(−ℓ− 1)R−ℓ−2 − αℓmℓR

ℓ−1
)
Y m
ℓ (θ, ϕ) = −

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

MℓmY
m
ℓ (θ, ϕ).

Nützen wir wieder die Orthogonalitätsbeziehungen der Kugelflächenfunktionen aus, dann kommen wir auf

βℓm(−ℓ− 1)R−ℓ−2 − αℓmℓR
ℓ−1 = −Mℓm.

Mit (5.25) ergibt sich somit insgesamt

αℓm =
Mℓm

2ℓ+ 1
Rℓ−l, (5.26)

und

βℓm =
Mℓm

2ℓ+ 1
Rℓ+2. (5.27)

Beispiel 1

Für den Radius der Kugel wählen wirR = 1. Die Magnetisierung sei gegeben durch

M =



Mx

My

Mz


 ∈ R

3,

und daher gilt mit dem Normalenvektor

n =



cos θ sinϕ
sin θ sinϕ

cos θ



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aufΓ,

M · n =Mx sin θ cosϕ+My sin θ sinϕ+Mz cos θ.

Mit Hilfe der Kugelflächenfunktionen können wir auch schreiben

M · n =Mz

√
4π

3
Y 0
1 − 1

2

√
3

8π
(Mx − iMy)Y

1
1 − 1

2

√
3

8π
(Mx + iMy)Y

−1
1 .

Die Koeffizientenαℓm undβℓm unserer Lösungsansätze (5.23) und (5.24) ergeben sich somit zu

αℓm =





1
3

√
4π
3 Mz für ℓ = 1,m = 0,

− 1
6

√
3
8π (Mx − iMy) für ℓ = 1,m = 1,

− 1
6

√
3
8π (Mx + iMy) für ℓ = 1,m = −1,

0 sonst,

und

βℓm =





1
3

√
4π
3 Mz für ℓ = 1,m = 0,

− 1
6

√
3
8π (Mx − iMy) für ℓ = 1,m = 1,

− 1
6

√
3
8π (Mx + iMy) für ℓ = 1,m = −1,

0 sonst.

Daher lauten die Lösungen für den Innen- und Außenraum

uint(r, θ, ϕ) =

1∑

m=−1

α1mrY
m
1 (θ, ϕ),

uext(r, θ, ϕ) =

1∑

m=−1

β1mrY
m
1 (θ, ϕ).

Gilt nun speziellMx = 0,My = 0 so vereinfachen sich die Lösungen zu

uint(r, θ, ϕ) =
1

3
Mzr cos θ,

uext(r, θ, ϕ) =
1

3
Mz

1

r2
cos θ.

Beispiel 2

Wir wählen nun eine Magnetisierung, deren Divergenz nicht verschwindet

M(x, y, z) =



x
y
z


 .

Daher giltdivM = 3. Als Gebiet wählen wir die Einheitskugel. Nun gehen wir wie im ersten Abschnitt dieses
Kapitels vor und suchen eine partikuläre Lösung des Problems∆u = divM, die wir mit einer homogenen Lösung
überlagern. Es lässt sich schnell überprüfen, dass

upar =
x2 + y2 + z2

2
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eine Partikulärlösung darstellt. Für die homogene Lösung wählen wir den Ansatz (5.23). Mit den Kugelflächen-
funktionen können wir auchupar = r2

2

√
4πY 0

0 schreiben. FürM · n ergibt sich

M · n(θ, ϕ) =



sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ


 ·



sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ


 = 1 =

√
4πY 0

0 .

Somit ergeben sich für unsere Ansätze

uint(r, θ, ϕ) =
r2

2

√
4πY 0

0 +

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

αℓmr
ℓY m

ℓ (θ, ϕ),

bzw.

uext(r, θ, ϕ) =

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

βℓmr
−ℓ−1Y m

ℓ (θ, ϕ).

Analog wie am Beginn dieses Abschnitts können wir nun die Koeffizientenαℓm undβℓm aus den Übergangsbe-
dingungen bestimmen. Dies führt auf

α00 = −
√
4π

2
,

β00 = 0,

αℓm = βℓm = 0 für ℓ ≥ 1, |m| ≤ ℓ.

Die Lösungen für Innen- und Außenraum lauten daher

uint(r, θ, ϕ) =
1

2
(r2 − 1),

uext(r, θ, ϕ) = 0.

Beispiel 3

Wir wählen jetzt

M(x, y, z) :=



x
y
z




‖(x, y, z)‖ ,

oder kurzMi := eir. Für die Divergenz der Magnetisierung gilt

divM =
3∑

i=1

∂iM
i =

3∑

i=1

(
∂ix

i

r
− xi

r2
xi

r

)
=

2

r
,

und kurzes Nachrechnen zeigt, dassupar = r eine partikuläre Lösung fürr 6= 0 ist. Als Gebiet verwenden wir
wiederum die Einheitskugel und es gilt

M · n =

3∑

i=1

eire
i
r = 1.
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Die Ansätze für die Lösung im Innen- und Außenraum ergeben sich nun zu

uint(r, θ, ϕ) = r
√
4πY 0

0 +

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

αℓmr
ℓY m

ℓ (θ, ϕ),

uext(r, θ, ϕ) =

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−ℓ

βℓmr
−ℓ−1Y m

ℓ (θ, ϕ).

Einsetzen in die Übergangsbedingungen liefert für die Koeffizienten

α00 = −
√
4π,

β00 = 0,

αℓm = βℓm = 0 für ℓ ≥ 1, |m| ≤ ℓ.

Somit ergeben sich die Lösungen

uint(r, θ, ϕ) = r − 1

uext(r, θ, ϕ) = 0.



Kapitel 6

Implementierung in 2D

Im Folgenden werden die in Matlab erstellten Programme zur Berechnung des magnetostatischen Potentials mit
den verschiedensten in Kapitel 4 vorgestellten Methoden imzweidimensionalen Fall beschrieben. Der Aufbau
der Steifigkeitsmatrizen für die P1-FEM wurde von [9] übernommen. Die Matrizen, die zur Implementierung
der Randintegraloperatoren nötig sind, wurden mit Hilfe von Funktionen aus dem ProgrammpaketHILBERT [2]
berechnet.

6.1 Datenstrukturen

Bevor wir uns den Matlab Programmen im Speziellen widmen, treffen wir noch einige Konventionen bezüglich
der Datenstrukturen.

Die TriangulierungT bzw. TΓ von Ω bzw. Γ wird durch die drei Feldercoordinates , elements und
boundary beschrieben. Dabei istcoordinates ein nC × 2, elements ein nE × 3 und boundary ein
nB × 2 Feld. Der SkalarnC bezeichnet die Anzahl der Knoten der Triangulierung,nE die Anzahl der Elemente
undnB die Anzahl der Randelemente.

Die Koordinaten der einzelnen Knoten werden im Arraycoordinates gespeichert,

coordinates(i,:) = [x y]

gibt an, dass deri-te Knoten die Koordinaten(x, y) ∈ R2 besitzt. Durch das Feldcoordinates wird automa-
tisch eine Nummerierung der Knoten durchgeführt. Wir legenfest, dass die erstennB Koordinaten den Knoten
am RandΓ entsprechen.

Ein Element wird durch seine drei Knotenzp, zq, zr ∈ M beschrieben. Dasi-te Element wird abgespeichert als

elements(i,:) = [p q r],

hierbei sindp,q,r die Indizes der Knoten im Feldcoordinates . Weiters legen wir fest, dass die Knoten der
Elemente im mathematisch positiven Sinn gespeichert sind.Dies hat den Vorteil, dass man den äußeren Norma-
lenvektor auf den Rand eines ElementsT mit einer geschlossenen Formel bestimmen kann. In Abbildung 6.1 wird
dargestellt, in welcher Reihenfolge die Knoten eines Elements gespeichert werden.

Das Arrayboundary beschreibt die Triangulierung des Randes. Es beinhaltet die Indizes der Knotenzp, zq ∈
MΓ eines RandelementsEi ∈ TΓ bezüglich dem Feldcoordinates ,

boundary(i,:) = [p q].

63
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T

zp zq

zr

z1 z2

z3z4

Ω

Abbildung 6.1: Die Knoten eines ElementsT werden in mathematisch positiver Richtung abgespeichert.Die Kno-
ten eines Randelements (vgl. rechtes Bild) werden so gespeichert, dass der Tangentialvektor in die mathematisch
positive Richtung in Bezug auf den Rand zeigt.

Wir legen fest, dass die Knoten so abgespeichert sind, dass der Tangentialvektor vom ersten zum zweiten Knoten
in mathematisch positiver Richtung in Bezug auf den RandΓ zeigt. Dies wird auch in Abbildung 6.1 visualisiert.

Im Vektor boundary2elements steckt die Information, welche Randkante auf welchem Element liegt, d.h.
boundary2elements(i)=j bedeutet dass diei-te Kante auf demj-ten Element liegt.

Zusätzlich werden wir noch öfters das Feldnode2edges benötigen, wobei

node2edges(i,j)=[k m]

angibt, dass der Knotenzi der erste Knoten derk-ten Kante ist und der Knotenzj ist der zweite Knoten derm-ten
Kante. Dien-te Kante ist gegeben durchboundary(n,:)=[p q] . Der Knotenzp wird als erster undzq als
zweiter Knoten der Kante bezeichnet.

6.2 García-Cervera & Roma

Dieser Abschnitt behandelt die Implementierung von Algorithmus 4.1 im Falld = 2.

Listing 6.1: GCR2D.m

1 function [x x1 x2] = ...
2 GCR2D(coordinates,elements,boundary,boundary2elements,M, interpV)
3

4 %*** Number of nodes, elements and boundary elements
5 nC = size (coordinates,1);
6 nE = size (elements,1);
7 nB = size (boundary,1);
8

9 %*************************************************** *******************
10 %*** STEP 1, compute -laplace(u1) = -div(M)
11 %*** u1 = 0 on Gamma
12 %*************************************************** *******************
13

14 %*** First vertex of elements and corresponding edge vectors
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15 c1 = coordinates(elements(:,1),:);
16 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
17 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
18

19 %*** Vector of element areas 4 * |T|
20 area4 = 2 * (d21(:,1). * d31(:,2)-d21(:,2). * d31(:,1));
21

22 %*** Assembly of stiffness matrix
23 a = ( sum(d21. * d31,2)./area4)';
24 b = ( sum(d31. * d31,2)./area4)';
25 c = ( sum(d21. * d21,2)./area4)';
26 A = [-2 * a+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];
27 I = reshape (elements(:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])',9 * nE,1);
28 J = reshape (elements(:,[1 1 1 2 2 2 3 3 3])',9 * nE,1);
29 A = sparse (I,J,A(:));
30

31 %*** |T| * grad(Vj) where Vj is hat function on T
32 grad1 = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(:,1)]/2;
33 grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;
34 grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;
35

36 %*** Compute M(sT)
37 MsT = feval (M, c1+(d21+d31)/3);
38

39 %*** Assembly of right-hand side
40 b = [ sum(grad1. * MsT,2) sum(grad2. * MsT,2) sum(grad3. * MsT,2)];
41 b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1]);
42

43 %*** Computation of P1-FEM approximation
44 boundaryNodes = 1:nB;
45 freenodes = nB+1:nC;
46 x1 = zeros (nC,1);
47 x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
48

49 %*** Free memory
50 clear I J a b c
51

52 %*************************************************** *******************
53 %*** STEP 2, compute Dirichlet data g_h = J_h V_h w_h
54 %*** w_h = M_h.n - nabla(U1).n
55 %*************************************************** *******************
56

57 %*** Vector of element volumes 2 * |T|
58 area2 = area4(boundary2elements)/2;
59

60 %*** Elementwise gradient of uh
61 u21 = repmat ( (x1(elements(boundary2elements,2)) ...
62 -x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);
63 u31 = repmat ( (x1(elements(boundary2elements,3)) ...
64 -x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);
65

66 %*** Compute grad(u1_h)
67 gradh = (d31(boundary2elements,:). * u21 ...
68 - d21(boundary2elements,:). * u31) * [0 -1 ; 1 0];
69

70 %*** Compute projection of M on P^0
71 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
72 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
73

74 M_h = feval (M,(cb1+cb2)./2);
75

76 %*** Outer normal vector
77 nVec = [cb2(:,2)-cb1(:,2), cb1(:,1)-cb2(:,1)];
78 edgeLength = sqrt ( sum(nVec.^2,2));
79 nVec = nVec./ repmat (edgeLength,1,2);
80
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81 %*** Compute g_h = J_h(V * w_h)
82 w_h = sum( (M_h - gradh). * nVec, 2);
83 g_h = feval (interpV, coordinates(1:nB,:),boundary,w_h);
84

85 %*************************************************** *******************
86 %*** STEP 3, compute -laplace(u2) = 0
87 %*** u2 = g_h on Gamma
88 %*************************************************** *******************
89

90 %*** Prescribe values at boundary nodes
91 x2 = zeros (nC,1);
92 x2(boundaryNodes) = g_h;
93

94 %*** Assembly of right-hand side
95 b = - A * x2;
96

97 %*** Computation of P1-FEM approximation
98 x2(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
99

100 %*************************************************** *******************
101 %*** STEP 4, obtain discrete solution u = u1 + u2
102 %*************************************************** *******************
103 x = x1 + x2;

• Zeile 1-2: Die FunktionGCR2Derwartet als Eingabe die Triangulierung, welche durchcoordinates ,
elements undboundary beschrieben wird, den Vektorboundary2elements und die Magnetisie-
rungM. Mit interpV wird der Name der Funktion übergeben, mit der die Randdaten approximiert werden
(siehe Schritt 2 in Algorithmus 4.1). Zurückgegeben wird die Gesamtlösungx und die Teillösungen von
Schritt 1 bzw. Schritt 3,x1 bzw.x2 .

• Zeile 4-7: Bestimmung der Anzahl der KnotennC, ElementenE und RandelementenB.

• Zeile 9-50: Schritt 1: Bestimme die Lösung der schwachen Formulierung: FindeU1 ∈ S1
0 (T ) mit

(∇U1,∇Vj)L2(Ω) = (M,∇Vj)L2(Ω) für j = 1 . . .N. (6.1)

N = #MF ist die Anzahl der Knoten im Inneren und{Vj}Nj=1 bezeichnen die Basisfunktionen (Hutfunk-
tionen) vonS1

0 (T ).

– Zeile 14-29: Aufbau der SteifigkeitsmatrixA wie in [9].

– Zeile 31-34: Berechnung der stückweise konstanten Gradienten∇Vj der Basisfunktionen, gewichtet
mit der Fläche eines Elements.

– Zeile 36-37: Berechnung vonM(sT ), sT bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines Elements
T .

– Zeile 39-41: Aufbau der rechten Seite von 6.1. Es gilt

(M,∇Vj)L2(Ω) =
∑

T∈T
(M,∇Vj)L2(T ),

und das Integral(M,∇Vj)L2(T ) wird durch eine 1-Punkt Quadratur approximiert:

∫

T

M · ∇Vjdx = ∇Vj ·
∫

T

Mdx ≈ |T |M(sT ) · ∇Vj .

Die Matlab Funktionaccumarray dient zum schnellen Aufbau von dichten Matrizen.

– Zeile 43-47: Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b.

– Zeile 49-50: Freigabe des Speichers von nicht mehr benötigten Arrays.
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• Zeile 52-83: Schritt 2: Berechnung vongh = AhVwh ∈ S1(TΓ), wobeiAh ein Interpolationsoperator
ist, der durch das Function HandleinterpV spezifiziert wird. Als Operator können hierbei der Clément-
Operator, der Scott-Zhang-Operator oder der nodale Interpolant gewählt werden. Der Ausdruckwh :=
Mh · n−∇U1 · n ist dieL2 Orthogonalprojektion vonM · n−∇U1 · n aufP0(TΓ).

– Zeile 57-68: Berechnung von∇U1|Γ. Da U1 stückweise affin ist, gilt daher, dass∇U1 stückweise
konstant ist. Mit dem Vektorboundary2elements lassen sich die Werte von∇U1 am Rand be-
stimmen. Dazu sei bemerkt dass eine Kante am Rand nur auf einem Element liegen kann, was für
Kanten im Inneren nicht der Fall ist.

– Zeile 70-74: Es wird dieL2-Orthogonalprojektion vonM auf (P0(TΓ))2 approximiert:

Π0
h(M)|E =

1

|E|

∫

E

M dx ≈ 1

|E| |E|M(sE) = M(sE).

Dabei istsE der Mittelpunkt der KanteE.

– Zeile 76-79: Bestimmung des Normalenvektors.

– Zeile 81-83: Aufbau vongh = AhVwh ∈ S1(T ). Da der Normalenvektor auf jeder Kante konstant
ist, gilt Π0

h(M · n) = Π0
h(M) · n. FürAh kann dann einer der weiter unten angeführten Interpolati-

onsoperatoren verwendet werden.

• Zeile 85-98: Schritt 3: Bestimmung der Lösung der schwachen Formulierung. FindeU2 ∈ S1(Ω) mit

(∇U2,∇Vj)L2(Ω) = 0 für j = 1 . . . N,

γ0U2 = gh,

dabei gibtN = #M die Anzahl der Knoten an.

– Zeile 90-95: Aufbau der Randwertegh.

– Zeile 97-98: Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b.

• Zeile 100-103: Schritt 4: Es werden die Knotenwerte der GesamtlösungU = U1 + U2 berechnet.

Wir betrachten jetzt noch die Interpolationsoperatoren, die in Schritt 2 in Listing 6.1 gewählt werden können.

Zunächst werden wir den Clément-Operator behandeln (sieheDefinition 3.9).

Listing 6.2: interpVCL.m
1 function g_h = interpVCL(coordinates,boundary,w_h)
2

3 %*** Number of boundary elements
4 nB = size (boundary,1);
5

6 %*** Compute edge length
7 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
8 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
9 edgeLength = sqrt ( sum( (cb1-cb2).^2,2) );

10

11 %*** Build V-Matrix V_ij = (\chi_i,V\chi_j)
12 V = buildV(coordinates,boundary);
13 w_h = V* w_h;
14

15 %*** Compute node2edges
16 node2edges = zeros (nB,2);
17 node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB)';
18 node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB)';
19

20 %*** Return J_h V w_h
21 g_h = sum(w_h(node2edges),2)./( sum(edgeLength(node2edges),2) );
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• Zeile 1: Die FunktioninterpVCL erwartet als Eingabe dasnB × 2 Feld coordinates , in welchem
die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind, dasnB × 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt undw_h (siehe Schritt 2 in Listing 6.1). Zurückgegeben wird das Feld g_h welches
die Knotenwerte vongh = JhVwh enthält. BeiJh handelt es sich um den Clément-Operator.

• Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.

• Zeile 6-9: Berechnung der Kantenlängen.

• Zeile 11-12: Mit Hilfe der FunktionbuildV von [2] wird eine MatrixV ∈ R
M×M aufgebaut, wobei wir

mit M die Anzahl der Knoten inTΓ bezeichnen. Die Einträge ergeben sich zu

Vij = (Vχj , χi)L2(Γ),

wobei die Funktionenχi eine Basis vonP0(TΓ) bilden mit

χi =

{
1 aufEi,

0 sonst,

undV : H−1/2(Γ) → H1/2(Γ) der Einfachschichtpotentialoperator ist.

• Zeile 13: Berechnung von(Vwh, χi)L2(Γ).

• Zeile 15-18: Berechnung vonnode2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

• Zeile 20-21: Seiz ein Knoten, welcher auf den KantenEℓ undEm liegt und seik ein Vektor mit den
Einträgenki = Π0

h(Vwh)|Ei . Dann folgt

vz =
kℓ|Eℓ|+ km|Em|

|Eℓ|+ |Em| ,

hierbei istvz der in Definition 3.9 definierte Knotenwert des Clément-OperatorsJh =
∑

z∈MΓ
vzηz . Wei-

ters sei auf die hier verwendete Bemerkung 3.6 verwiesen.

Als Nächstes behandeln wir die Implementierung des Scott-Zhang-Operators (siehe Definition 3.10).

Listing 6.3: interpVSZ.m
1 function g_h = interpVSZ(coordinates,boundary,w_h)
2

3 %*** Number of boundary elements
4 nB = size (boundary,1);
5

6 %*** Coordinates of boundary nodes
7 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
8 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
9

10 %*** Determine for every boundary node the related boundary edge s
11 node2edges = zeros (nB,2);
12 node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB)';
13 node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB)';
14

15 %*** Choose edge for every boundary node
16 %*** Remaining code is independent of that choice!
17 edgesSZ = zeros (nB,1);
18 edgesSZ = node2edges(:,1);
19

20 %*** Coordinates of the endpoints of the chosen edges
21 cedgesSZ1 = cb1(edgesSZ,:);
22 cedgesSZ2 = cb2(edgesSZ,:);
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23

24 %*** Choose quadrature nodes and weights on [-1 1]
25 %*** Remaining code is independent of that choice!
26 quadN = [-1 1]/ sqrt (3);
27 quadW = [1; 1];
28 nN = length (quadN);
29

30 %*** Evaluation points
31 sx = reshape (cedgesSZ1,2 * nB,1) * (1-quadN) ...
32 + reshape (cedgesSZ2,2 * nB,1) * (1+quadN);
33 sx = 0.5 * reshape (sx',nB * nN,2);
34

35 %*** Compute V at evaluation points (V_q ... nB x nN -matrix)
36 V_q = evaluateV(coordinates,boundary,w_h,sx);
37 V_q = reshape (V_q,nN,nB)';
38

39 %*** Compute hat functions at quadrature nodes
40 sx1 = 0.5 * (1-quadN);
41 sx2 = 0.5 * (1+quadN);
42

43 %*** Decide whether a node is "left" or "right" endpoint of the cho sen edge
44 idx = (node2edges(:,1)==edgesSZ);
45

46 %*** Compute L^2 dual basis functions at quadrature nodes
47 P_q = zeros (nB,nN);
48 P_q(idx,:) = repmat (2 * sx1-sx2, nnz (idx),1);
49 P_q( ¬idx,:) = repmat (2 * sx2-sx1, nnz ( ¬idx),1);
50

51 %*** Integral Approximation
52 g_h = (V_q. * P_q) * quadW;

Im Folgenden werden die Bezeichnungen und Definitionen aus Abschnitt 3.2 übernommen.

• Zeile 1: Die FunktioninterpVSZ erwartet als Eingabe dasnB × 2 Feld coordinates , in welchem
die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind, dasnB × 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt undw_h (siehe Schritt 2 in Listing 6.1). Zurückgegeben wird das Feld g_h welches
die Knotenwerte vongh = SΓ

hVwh enthält. BeiSΓ
h handelt es sich um den in (3.11) definierten Operator.

• Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.

• Zeile 6-8: Bestimmung der Koordinaten der Randknoten.

• Zeile 10-13: Berechnung vonnode2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

• Zeile 15-18: Zu jedem Knotenzi ∈ MΓ wird eine Kanteσi gewählt mitzi ∈ σi. Der restliche Programm-
code ist unabhängig von der Wahl der Kanten!

• Zeile 20-22: Bestimmung der Koordinaten der Eckpunkte dergewählten Kanten.

• Zeile 24-28: Wahl der Quadraturknotenqj und -gewichtewj auf dem Referenzintervall[−1, 1]. Es wird das

Integral
∫ 1

−1
f dx approximiert durch

∑

j

f(qj)wj .

Die Knoten werden im FeldquadN und die Gewichte inquadWgespeichert.

Der restliche Code ist unabhängig von der gewählten Quadraturregel. In dem hier abgebildeten wird eine
2-Punkt Gauß-Quadratur verwendet.

• Zeile 30-33: Transformation der Quadraturknoten vom Referenzintervall auf die Kanteσi.

• Zeile 35-37: WerteVwh an den transformierten Knoten aus.
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• Zeile 39-41: Werte die Hutfunktionen auf dem Referenzintervall [−1, 1] an den Quadraturknoten aus. Dies
entspricht einer Auswertung der Hutfunktionen aufσi an den transformierten Quadraturknoten.

• Zeile 43-44: Bestimme obzi linker oder rechter Eckpunkt der gewählten Kanteσi ist.

• Zeile 46-52: Berechne die Knotenwerte vongh = SΓ
hVwh. Für deni-ten Knotenwert ergibt sich

∫

σi

ψiVwh dx ≈ |σi|
2

∑

j

wjψi(xj)(Vwh)(xj),

wobei wir mit xj die transformierten Quadraturknoten bezeichnen. Mit der Darstellung (3.27) der dualen
Basis ergibt sich somit

|σi|
2

∑

j

wjψi(xj)(Vwh)(xj) =
|σi|
2

∑

j

wj
1

|σi|
(4φ1 − 2φ2)(xj)(Vwh)(xj)

=
∑

j

wj(2φ1 − φ2)(xj)(Vwh)(xj),

dabei ist nach Konventionφ1(zi) = 1.

Als Interpolationsoperator kann man auch den nodalen Interpolanten wählen.

Listing 6.4: interpVNI.m

1 function g_h = interpVNI(coordinates,boundary,w_h)
2

3 %*** Return (V w_h)(coordinates)
4 g_h = evaluateV(coordinates,boundary,w_h,coordinates);

• Zeile 1: Die FunktioninterpVNI erwartet als Eingabe dasnB × 2 Feld coordinates , in welchem
die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind, dasnB × 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt undw_h (siehe Schritt 2 in Listing 6.1). Zurückgegeben wird das Feld g_h welches
die Knotenwerte vongh = IhVwh enthält. BeiIh handelt es sich um den nodalen Interpolanten.

• Zeile 3-4: Mit Hilfe der FunktionevaluateV aus [2] wirdVwh an den Knoten am Rand ausgewertet.

6.3 Fredkin & Koehler

Wir betrachten die Implementierung von Algorithmus 4.2 im Falled = 2.

Listing 6.5: FK2D.m
1 function [x x1 x2] = FK2D(coordinates,elements,boundary,M,interpK)
2

3 %*** Number of nodes, elements and boundary elements
4 nC = size (coordinates,1);
5 nE = size (elements,1);
6 nB = size (boundary,1);
7

8 %*************************************************** *******************
9 %*** STEP 1, compute -laplace(u1) = -div(M)

10 %*** du1/dn = M.n on Gamma
11 %*************************************************** *******************
12

13 %*** First vertex of elements and corresponding edge vectors
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14 c1 = coordinates(elements(:,1),:);
15 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
16 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
17

18 %*** Vector of element areas 4 * |T|
19 area4 = 2 * (d21(:,1). * d31(:,2)-d21(:,2). * d31(:,1));
20

21 %*** Assembly of stiffness matrix
22 a = ( sum(d21. * d31,2)./area4)';
23 b = ( sum(d31. * d31,2)./area4)';
24 c = ( sum(d21. * d21,2)./area4)';
25 A = [-2 * a+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];
26 I = reshape (elements(:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])',9 * nE,1);
27 J = reshape (elements(:,[1 1 1 2 2 2 3 3 3])',9 * nE,1);
28 A = sparse (I,J,A(:));
29

30 %*** |T| * grad(Vj) where Vj is hat function on T
31 grad1 = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(:,1)]/2;
32 grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;
33 grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;
34

35 %*** Compute M(sT)
36 MsT = feval (M, c1+(d21+d31)/3);
37

38 %*** Assembly of right-hand side
39 b = [ sum(grad1. * MsT,2) sum(grad2. * MsT,2) sum(grad3. * MsT,2)];
40 b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1]);
41

42 %*** Computation of P1-FEM approximation, Neumann problem
43 freenodes = 1:nC-1; % solve restricted system
44 x1 = zeros (nC,1);
45 x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
46

47 %*** Free memory
48 clear I J a b c
49

50 %*************************************************** *******************
51 %*** STEP 2, compute Dirichlet data g_h = J_h w_h
52 %*************************************************** *******************
53 g_h = feval (interpK, coordinates(1:nB,:),boundary,x1(1:nB));
54

55 %*************************************************** *******************
56 %*** STEP 3, compute -laplace(u2) = 0
57 %*** u2 = g_h on Gamma
58 %*************************************************** *******************
59

60 %*** Prescribe values at boundary nodes
61 boundaryNodes = 1:nB;
62 x2 = zeros (nC,1);
63 x2(boundaryNodes) = g_h;
64

65 %*** Assembly of right-hand side
66 b = -A * x2;
67

68 %*** Computation of P1-FEM approximation
69 freenodes = nB+1:nC;
70 x2(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
71

72 %*************************************************** *******************
73 %*** STEP 4, obtain discrete solution u = u1 + u2
74 %*************************************************** *******************
75 x = x1 + x2;

• Zeile 1: Die FunktionFK2D erwartet als Eingabe die MagnetisierungMund die Triangulierung, welche
durchcoordinates , elements undboundary beschrieben wird. MitinterpK wird der Name der
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Funktion übergeben, mit der die Randdaten approximiert werden (siehe Schritt 2 in Algorithmus 4.2). Zu-
rückgegeben wird die Gesamtlösungx und die Teillösungen von Schritt 1 bzw. Schritt 3,x1 bzw.x2 .

• Zeile 3-6: Bestimmung der Anzahl der KnotennC, ElementenE und RandelementenB.

• Zeile 8-48: Schritt 1: Bestimme Lösung von der schwachen Formulierung: FindeU1 ∈ S1
∗ (T ), mit

(∇U1,∇V )L2(Ω) = (M,∇V )L2(Ω) für alleV ∈ S1
∗ (T ). (6.2)

– Zeile 13-28: Aufbau der SteifigkeitsmatrixA wie in [9].

– Zeile 30-33: Berechnung der stückweise konstanten Gradienten∇Vj der Basisfunktionen, gewichtet
mit der Fläche eines Elements.

– Zeile 35-36: Berechnung vonM(sT ), sT bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines Elements
T .

– Zeile 38-40: Aufbau der rechten Seite von 6.2. Es gilt

(M,∇Vj)L2(Ω) =
∑

T∈T
(M,∇Vj)L2(T ),

und das Integral(M,∇Vj)L2(T ) wird durch eine 1-Punkt Quadratur approximiert:

∫

T

M · ∇Vjdx = ∇Vj ·
∫

T

Mdx ≈ |T |M(sT ) · ∇Vj .

Die Matlab Funktionaccumarray dient zum schnellen Aufbau von dichten Matrizen.

– Zeile 42-45: Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b. Da es sich um ein Neumann Problem
handelt, löst man nicht das volle Gleichungssystem, sondern ein restringiertes (dies liegt daran, dass
der Kern der Matrix eindimensional ist, daher löst man ein umdie Dimension1 verringertes System)
und zieht dann das Integralmittel von der Lösung dieses restringierten Problems ab. Man reduziert das
Gleichungssystem indem man eine zu einem beliebigen Knotengehörende Zeile und Spalte aus der
Steifigkeitsmatrix entfernt. In unserem Problem aber ist die GesamtlösungU = U1 + U2 eindeutig,
daher muss man nicht verlangen dass das Integralmittel vonU1 Null wird. Man beachte jedoch, dass
die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix stark davon abhängig ist, welcher Freiheitsgrad, also Knoten,
herausgenommen wird.

– Zeile 47-48: Freigabe des Speichers von nicht mehr benötigten Arrays.

• Zeile 50-53: Schritt 2: Berechnung vongh = Ah(K − 1/2)U1 ∈ S1(TΓ), wobeiAh ein Interpolations-
operator ist, der durch das Function HandleinterpK spezifiziert wird. Als Operator können hierbei der
Clément-Operator, der Scott-Zhang-Operator oder der nodale Interpolant gewählt werden. Verwenden wir
den nodalen Interpolanten, so müssen die Innenwinkel an Eckpunkten berücksichtigt werden, d.h. es muss
gh = Ah(K − 1 + σ)U1 ∈ S1(TΓ) bestimmt werden, wobeiσ die in (2.23) definierte Größe ist. Die
Interpolationsoperatoren werden weiter unten vorgestellt.

• Zeile 55-70: Schritt 3: Bestimmung der Lösung der schwachen Formulierung. FindeU2 ∈ S1(Ω) mit

(∇U2,∇Vj)L2(Ω) = 0 für j = 1 . . . N,

γ0U2 = gh,

dabei gibtN = #M die Anzahl der Knoten an.

– Zeile 60-66: Aufbau der Randwertegh.

– Zeile 68-70: Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b.

• Zeile 72-75: Schritt 4: Es wird die GesamtlösungU = U1 + U2 berechnet.
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Wir betrachten jetzt noch die Interpolationsoperatoren die in Schritt 2 in Listing 6.5 gewählt werden können.

Zunächst werden wir den Clément-Operator behandeln (sieheDefinition 3.9).

Listing 6.6: interpKCL.m
1 function g_h = interpKCL(coordinates,boundary,x1)
2

3 %*** Number of boundary elements
4 nB = size (boundary,1);
5

6 % L^2 projection of U1|_Gamma on P^0
7 x1_h = 1/2 * ( x1(boundary(:,1)) + x1(boundary(:,2)) );
8

9 %*** Compute edge length
10 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
11 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
12 edgeLength = sqrt ( sum( (cb1-cb2).^2,2) );
13

14 %*** Build (K-1/2)
15 K = buildK(coordinates,boundary);
16 w_h = K* (x1(1:nB))./edgeLength-1/2 * x1_h;
17

18 %*** Compute node2edges
19 node2edges = zeros (nB,2);
20 node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB)';
21 node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB)';
22

23 %*** Return J_h (K-1/2)x1
24 w_h = w_h. * edgeLength;
25 g_h = sum(w_h(node2edges),2)./( sum(edgeLength(node2edges),2) );

• Zeile 1: Die FunktioninterpKCL erwartet als Eingabe dasnB × 2 Feld coordinates , in welchem
die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind, dasnB × 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt und das Feldx1 , welches die Werte vonU1 auf den Kanten beinhaltet. Zurückgegeben
wird der Wertg_h welcher sich alsgh = Ah(K − 1/2)U1 berechnet. BeiAh handelt es sich um den
Clément-Operator.

• Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.

• Zeile 6-7: Berechnung derL2-Orthogonalprojektion vonU1|Γ aufP0(TΓ). SeiE eine Kante dann gilt

(Π0
hU1)|E =

1

|E|

∫

E

U1 dx =
1

2
(U1(z1) + U1(z2)),

wobeiz1, z2 die zwei Knoten der KanteE sind.

• Zeile 9-12: Berechnung der Kantenlängen.

• Zeile 14-15: Mit Hilfe der FunktionbuildK von [2] wird eine MatrixK ∈ RM×M aufgebaut, wobei wir
mit M die Anzahl der Knoten inTΓ bezeichnen. Die Einträge ergeben sich zu

Kij = (Kφj , χi)L2(Γ),

wobei die Funktionenχi eine Basis vonP0(TΓ) bilden, mit

χi =

{
1 aufEi,

0 sonst,
(6.3)

und die Funktionenφj bilden eine Basis vonS1(TΓ). K : H1/2(Γ) → H1/2(Γ) ist der Doppelschichtpo-
tentialoperator.
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• Zeile 16: Berechnung vonΠ0
h((K − 1/2)U1).

• Zeile 18-21: Berechnung vonnode2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

• Zeile 23-25: Seiz ein Knoten, welcher auf den KantenEℓ undEm liegt und seik ein Vektor mit den
Einträgenki = Π0

h((K − 1/2)U1)|Ei . Dann gilt

vz =
kℓ|Eℓ|+ km|Em|

|Eℓ|+ |Em| ,

wobeivz der in Definition 3.9 definierte Knotenwert des Clément-OperatorsJh =
∑

z∈MΓ
vzηz ist. Weiters

sei auf die hier verwendete Bemerkung 3.6 verwiesen.

Als Nächstes behandeln wir die Implementierung des Scott-Zhang-Operators (siehe Definition 3.10).

Listing 6.7: interpKSZ.m

1 function g_h = interpKSZ(coordinates,boundary,x1)
2

3 %*** Number of boundary elements
4 nB = size (boundary,1);
5

6 %*** coordinates of boundary nodes
7 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
8 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
9

10 %*** Determine for every boundary node the related boundary edge s
11 node2edges = zeros (nB,2);
12 node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB)';
13 node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB)';
14

15 %*** Choose edge for every boundary node
16 %*** Remaining code is independent of that choice!
17 edgesSZ = zeros (nB,1);
18 edgesSZ = node2edges(:,1);
19

20 %*** Coordinates of the endpoints of the chosen edges
21 cedgesSZ1 = cb1(edgesSZ,:);
22 cedgesSZ2 = cb2(edgesSZ,:);
23

24 %*** Choose quadrature nodes and weights on [-1 1]
25 %*** Remaining code is independent of that choice!
26 quadN = [-1 1]/ sqrt (3);
27 quadW = [1; 1];
28 nN = length (quadN);
29

30 %*** Evaluation points
31 sx = reshape (cedgesSZ1,2 * nB,1) * (1-quadN) ...
32 + reshape (cedgesSZ2,2 * nB,1) * (1+quadN);
33 sx = 0.5 * reshape (sx',nB * nN,2);
34

35 %*** Compute K at evaluation points (K_q ... nB x nN -matrix)
36 K_q = evaluateK(coordinates,boundary,x1,sx);
37 K_q = reshape (K_q,nN,nB)';
38

39 %*** Compute hat functions at quadrature nodes
40 sx1 = 0.5 * (1-quadN);
41 sx2 = 0.5 * (1+quadN);
42

43 %*** Decide whether a node is "left" or "right" endpoint of the cho sen edge
44 idx = (node2edges(:,1)==edgesSZ);
45

46 %*** Compute L^2 dual basis functions at quadrature nodes
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47 P_q = zeros (nB,nN);
48 P_q(idx,:) = repmat (2 * sx1-sx2, nnz (idx),1);
49 P_q( ¬idx,:) = repmat (2 * sx2-sx1, nnz ( ¬idx),1);
50

51 %*** Integral Approximation
52 g_h = (K_q. * P_q) * quadW;
53 g_h = g_h-0.5. * x1;

Im Folgenden werden die Bezeichnungen und Definitionen aus Abschnitt 3.2 übernommen.

• Zeile 1: Die FunktioninterpKSZ erwartet als Eingabe dasnB× 2 Feldcoordinates , in welchem die
Koordinaten der Randknoten gespeichert sind, dasnB×2 Feldboundary , das die Randelemente (Kanten)
beschreibt und das Feldx1 , welches die Werte vonU1 auf den Kanten beinhaltet. Zurückgegeben wird das
Feld g_h welches die Knotenwerte vongh = SΓ

h (K − 1/2)U1 enthält. BeiSΓ
h handelt es sich um den

in (3.11) definierten Operator.

• Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.

• Zeile 6-8: Bestimmung der Koordinaten der Randknoten.

• Zeile 10-13: Berechnung vonnode2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

• Zeile 15-18: Zu jedem Knotenzi ∈ MΓ wird eine Kanteσi gewählt mitzi ∈ σi. Der restliche Programm-
code ist unabhängig von der Wahl der Kanten.

• Zeile 20-22: Bestimmung der Koordinaten der Eckpunkte dergewählten Kanten.

• Zeile 24-28: Wahl der Quadraturknotenqj und -gewichtewj auf dem Referenzintervall[−1, 1]. Es wird das

Integral
∫ 1

−1
f dx approximiert durch

∑

j

f(qj)wj .

Die Knoten werden im FeldquadN und die Gewichte inquadWgespeichert.

Der restliche Code ist unabhängig von der gewählten Quadraturregel. In dem hier abgebildeten wird eine
2-Punkt Gauß-Quadratur verwendet.

• Zeile 30-33: Transformation der Quadraturknoten vom Referenzintervall auf die Kanteσi.

• Zeile 35-37: WerteKU1 an den transformierten Knoten aus.

• Zeile 39-41: Werte die Hutfunktionen auf dem Referenzintervall [−1, 1] an den Quadraturknoten aus. Dies
entspricht einer Auswertung der Hutfunktionen aufσi an den transformierten Quadraturknoten.

• Zeile 43-44: Bestimme obzi linker oder rechter Eckpunkt der gewählten Kanteσi ist.

• Zeile 46-53: Berechne die Knotenwerte vongh = SΓ
h (K − 1/2)U1. Für deni-ten Knotenwert ergibt sich

∫

σi

ψi(K − 1/2)U1dx ≈ |σi|
2

∑

j

wjψi(xj)((K − 1/2)U1)(xj),

wobei wir mit xj die transformierten Quadraturknoten bezeichnen. Mit der Darstellung (3.27) der dualen
Basis ergibt sich somit

|σi|
2

∑

j

wjψi(xj)(KU1)(xj) =
|σi|
2

∑

j

wj
1

|σi|
(4φ1 − 2φ2)(xj)(KU1)(xj)

=
∑

j

wj(2φ1 − φ2)(xj)(KU1)(xj),



KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG IN 2D 76

dabei ist nach Konventionφ1(zi) = 1. Wir nutzen hier noch zusätzlich die Projektionseigenschaften des
OperatorsSΓ

h aus. Es gilt, daU1|Γ ∈ S1(TΓ),

SΓ
hU1|Γ = U1|Γ.

Als Interpolationsoperator kann man auch den nodalen Interpolanten wählen

Listing 6.8: interpKNI.m

1 function g_h = interpKNI(coordinates,boundary,x1)
2

3 %*** Number of boundary elements
4 nB = size (boundary,1);
5

6 %*** Compute edge length
7 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
8 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
9 edgeLength = sqrt ( sum( (cb1-cb2).^2,2) );

10

11 %*** Compute node2edges
12 node2edges = zeros (nB,2);
13 node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB)';
14 node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB)';
15

16 %*** Direction vectors
17 t = (cb2-cb1)./ repmat (edgeLength,1,2);
18 r1 = t(node2edges(:,2),:);
19 r2 = t(node2edges(:,1),:);
20

21 %*** Orientation, if det(x,y)>0 => positive rotational directi on
22 orient = (r1(:,1). * r2(:,2)-r1(:,2). * r2(:,1));
23

24 tmp = sum(r1. * r2,2);
25

26 %*** To avoid imaginary values
27 tmp(tmp>1) = 1;
28 tmp(tmp<-1) = -1;
29

30 alpha = zeros (nB,1);
31 alpha(orient ≤0) = pi+acos( tmp(orient ≤0) );
32 alpha(orient>0) = pi-acos( tmp(orient>0) );
33

34 %*** Nodal evaluation
35 g_h = evaluateK(coordinates,boundary,x1,coordinates);
36 g_h = g_h + (-1+alpha/(2 * pi)). * x1;

• Zeile 1: Die FunktioninterpKNI erwartet als Eingabe dasnB× 2 Feldcoordinates , in welchem die
Koordinaten der Randknoten gespeichert sind, dasnB×2 Feldboundary , das die Randelemente (Kanten)
beschreibt und das Feldx1 , welches die Werte vonU1 auf den Kanten beinhaltet. Zurückgegeben wird der
Wert g_h welcher die Knotenwerte vongh = Ih(K − 1 + α/(2π))U1 enthält. BeiIh handelt es sich um
den nodalen Interpolanten. Dabei istα/(2π) die in Gleichung (2.23) definierte Größeσ.

• Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.

• Zeile 6-9: Berechnung der Kantenlängen.

• Zeile 11-14: Berechnung vonnode2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

• Zeile 16-19: Richtungsvektorenr1 und r2 der Kanten bestimmen. Jeder Knoten liegt an zwei Kanten.
r1(i,:) ist dabei der Richtungsvektor der Kante, wozi der rechte Endpunkt ist undr2 ist der Richtungs-
vektor der Kante, wozi linker Endpunkt ist.
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• Zeile 21-32: Bestimmung des Winkelsα zwischen zwei Kanten. Der Vektororient = det(r1 , r2 ) bein-
haltet die Information über die Drehrichtung zwischen den Vektorenr1 und r2 . Seienr1 ∈ R2, r2 ∈ R2

zwei Vektoren mit‖r1‖2 = ‖r2‖2 = 1 und seiβ ∈ [0, π] der Winkel zwischen diesen beiden, dann bedeutet
det(r1, r2) > 0, dass wenn man den Vektorr1 um den Winkelβ in mathematisch positiver Richtung dreht,
man den Vektorr2 erhält. Giltdet(r1, r2) ≤ 0, dann muss man den Vektorr1 in mathematisch negativer
Richtung um den Winkelβ drehen um den Vektorr2 zu erhalten. Der Winkelβ lässt sich durch die Formel
cosβ = r1 · r2 bestimmen.

• Zeile 24-28: In dem Vektortmp wird das Skalarprodukt der Richtungsvektoren gespeichert. Die Funktion
arccos besitzt den Definitionsbereich[−1, 1]. Um bei der Berechnung des Winkelsβ imaginäre Werte zu
vermeiden, werden alle Zahlenwerte des Skalarprodukts diegrößer als1 sind auf1 gesetzt und alle jene die
kleiner als−1 sind auf−1 gesetzt.

Sei z ∈ MΓ undE1, E2 die linke bzw. die rechte Kante des Knotensz. Mit r1, r2 bezeichnen wir die
Richtungsvektoren der beiden Kanten. Dann gilt für den Winkelα zwischen den Kanten:

α =

{
π − arccos(r1 · r2) falls det(r1, r2) > 0,

π + arccos(r1 · r2) sonst.
(6.4)

• Zeile 20-32: Inalpha werden die Winkel an jedem Knoten gespeichert.alpha(i) gibt dabei den Winkel
zwischen den beiden im Knotenzi anliegenden Kanten an.

• Zeile 34-36: Mit Hilfe der FunktionevaluateK aus [2] wird die punktweise Auswertung des Doppel-
schichtpotentials bestimmt und in Zeile 35 wird dann(K − 1 + α/(2π))U1, mit den zuvor berechneten
Winkelα bestimmt.

6.4 Symmetrische FEM/BEM-Kopplung

In diesem Abschnitt betrachten wir die numerische Implementierung von Algorithmus 4.3, also die Realisierung
der symmetrischen FEM/BEM-Kopplung.

Listing 6.9: FEMBEMsymm.m

1 function x = FEMBEMsymm(coordinates,elements,boundary,M)
2

3 %*** Number of nodes, elements and boundary elements
4 nC = size (coordinates,1);
5 nE = size (elements,1);
6 nB = size (boundary,1);
7

8 %*** First boundary node
9 first_b_n = nC-nB+1;

10

11 %*** Renumber boundary nodes
12 boundary_new = boundary-first_b_n+1;
13

14 %*** Build K,V,W matrices
15 K = buildK(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
16 V = buildV(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
17 W = buildW(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
18

19 %*** Length of boundary edges
20 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
21 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
22 edgeLength = sqrt ( sum((cb2-cb1).^2,2));
23

24 %*** Build Matrix L, L_ij = (\chi_i, \eta_j)_L^2(\Gamma)
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25 I = reshape ( repmat (1:nB,2,1),2 * nB,1);
26 J = reshape (boundary_new', 2 * nB,1);
27 L = reshape ( repmat (0.5 * edgeLength',2,1),2 * nB,1);
28 L = sparse (I,J,L);
29

30 %*** First vertex of elements and corresponding edge vectors
31 c1 = coordinates(elements(:,1),:);
32 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
33 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
34

35 %*** Vector of element areas 4 * |T|
36 area4 = 2 * (d21(:,1). * d31(:,2)-d21(:,2). * d31(:,1));
37

38 %*** Build matrix for the FEM part
39 I = reshape (elements(:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])',9 * nE,1);
40 J = reshape (elements(:,[1 1 1 2 2 2 3 3 3])',9 * nE,1);
41 a = ( sum(d21. * d31,2)./area4)';
42 b = ( sum(d31. * d31,2)./area4)';
43 c = ( sum(d21. * d21,2)./area4)';
44 A = [-2 * a+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];
45

46 %*** Assembly of stiffness matrix
47 I = [I; repmat (first_b_n:nC,1,2 * nB)'; repmat (nC+1:nC+nB,1,2 * nB)'];
48 J = [J; reshape ( repmat (first_b_n:nC,nB,1),nB * nB,1); ...
49 reshape ( repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB * nB,1); ...
50 reshape ( repmat (first_b_n:nC,nB,1),nB * nB,1); ...
51 reshape ( repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB * nB,1)];
52 A = [A(:); W(:); reshape (K',nB * nB,1)-0.5 * reshape (L',nB * nB,1); ...
53 -K(:)+0.5 * L(:); V(:)];
54 A = sparse (I,J,A);
55

56 %*** Free memory
57 clear I J a c K V L W
58

59 %*** Assemble right hand side ***
60 %*** |T| * grad(Vj) where Vj is hat function on T
61 grad1 = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(:,1)]/2;
62 grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;
63 grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;
64

65 %*** Compute M(sT)
66 MsT = feval (M, c1+(d21+d31)/3);
67

68 %*** Assembly of right-hand side
69 b = zeros (nC+nB,1);
70 bdata = [ sum(grad1. * MsT,2) sum(grad2. * MsT,2) sum(grad3. * MsT,2)];
71 b(1:nC) = accumarray (elements(:), bdata(:), [nC, 1]);
72

73 %*** Computation of P1-FEM Approximation
74 x = A\b;

• Zeile 1: Die FunktionFEMBEMsymmerwartet als Eingabe die Triangulierung, welche durch die Felder
coordinates ,elements undboundary beschrieben wird, und die MagnetisierungM. Zurückgegeben
wird das Feldx , welches die Einträge des Lösungsvektorsx ∈ RN+M beinhaltet, wobeiN die Anzahl der
Knoten inT undM die Anzahl der Knoten inTΓ ist. Es gilt dann für die LösungenU ∈ S1(T ) und
Ψ ∈ P0(TΓ) von Algorithmus 4.3

U =

N∑

i=1

xiηi, Ψ =

N+M∑

i=N+1

xiχ(i−N).

Wir setzen weiters noch voraus, dass die Randknoten den letzten Knoten im Arraycoordinates entspre-
chen.
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Abbildung 6.2: Besetzungsstruktur der MatrixA aus Abschnitt 6.4. Der rote Block entspricht den Einträgen der
EinfachschichtpotentialmatrixV, der rosa Block den Einträgen der MatrixW. Der blaue Bereich visualisiert die
Matrix 1

2L −K, der grüne Bereich deren Adjungierte(12L − K)T . Die türkisen Markierungen entsprechen der
dünn besetzten MatrixB. Mit den schwarzen Linien wird die Grenze zwischen den Freiheitsgraden vonS1(T )
undP0(TΓ) dargestellt.
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• Zeile 3-6: Bestimmung der Anzahl der KnotennC, ElementenE und RandelementenB.

• Zeile 8-9: Bestimmung des ersten Randknotens im Feldcoordinates .

• Zeile 11-12: Reindizierung der Randelemente.

• Zeile 14-17: Aufbau der diskreten Randintegraloperatoren. Dabei sindK,V,W ∈ RM×M Matrizen mit
den Einträgen

Kij = (Kηj+N−M , χi)L2(Γ),

Vij = (Vχj , χi)L2(Γ),

Wij = (Wηj+N−M , ηi+N−M )L2(Γ)

welche mit Hilfe der Programmbibliothek HILBERT aufgebaut werden. Nähere Informationen zum Aufbau
dieser Matrizen ist in HILBERT 2009 [2] zu finden.

• Zeile 19-22: Berechnung der Kantenlängen.

• Zeile 24-28: Berechnung der MassenmatrixL mit Einträgen

Lij = (ηj+N−M , χi)L2(Γ).

• Zeile 30-54: Aufbau der SteifigkeitsmatrixA ∈ R(N+M)×(N+M). Diese Matrix besitzt eine spezielle Struk-
tur: Wir schreibenA = B+C, wobeiB,C ∈ R(N+M)×(N+M) Matrizen mit den Einträgen

Bij =

{
(∇ηj ,∇ηi)L2(Ω) für (i, j) ∈ {1, 2, . . . , N}2,
0 sonst,

und

Cij =





W(i−N+M)(j−N+M) für (i, j) ∈ {N −M + 1, N −M + 2, . . . , N}2,
K

T
(i−N+M)(j−N) − 1

2L
T
(i−N+M)(j−N) fürN −M + 1 ≤ i ≤ N,N + 1 ≤ j ≤ N +M,

−(K(i−N)(j−N+M) − 1
2L(i−N)(j−N+M)) fürN + 1 ≤ i ≤ N +M,N −M + 1 ≤ j ≤ N,

V(i−N)(j−N) für (i, j) ∈ {N + 1, N + 2, . . . , N +M}2,
0 sonst,

sind. Die Besetzungsstruktur der MatrixA wird in Abbildung 6.2 dargestellt.

• Zeile 56-57: Freigabe des von den MatrizenK,V,W,L benutzten Speichers. Zusätzlich wird Speicher von
temporär benutzten Variablen freigegeben.

• Zeile 59-63: Berechnung der stückweise konstanten Gradienten∇Vj der Basisfunktionen, gewichtet mit
der Fläche eines Elements.

• Zeile 65-66: Berechnung vonM(sT ), sT bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines ElementsT .

• Zeile 68-71: Aufbau des Vektorsb ∈ RN+M der rechten Seite, mit den Einträgen

bi =

{
(M,∇ηi)L2(Ω) für 1 ≤ i ≤ N,

0 sonst.

Die Werte(M,∇ηi)L2(Ω) werden dabei wie in Listing 6.1 Zeile 39-41 aufgebaut.

• Zeile 73-74: Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b.
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6.5 Direkte FEM/BEM-Kopplung

Wir betrachten die Implementierung von Algorithmus 4.4, also die Realisierung der direkten FEM/BEM-Kopp-
lung.

Listing 6.10: FEMBEMJohNed.m

1 function x = FEMBEMJohNed(coordinates,elements,boundary,M)
2

3 %*** Number of nodes, elements and boundary elements
4 nC = size (coordinates,1);
5 nE = size (elements,1);
6 nB = size (boundary,1);
7

8 %*** First boundary node
9 first_b_n = nC-nB+1;

10

11 %*** Renumber boundary nodes
12 boundary_new = boundary-first_b_n+1;
13

14 %*** Build K,V,W matrices
15 K = buildK(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
16 V = buildV(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
17

18 %*** Length of boundary edges
19 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
20 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
21 edgeLength = sqrt ( sum((cb2-cb1).^2,2));
22

23 %*** Build Matrix L, L_ij = (chi_i, eta_j)_L^2(\Gamma)
24 I = reshape ( repmat (1:nB,2,1),2 * nB,1);
25 J = reshape (boundary_new', 2 * nB,1);
26 L = reshape ( repmat (0.5 * edgeLength',2,1),2 * nB,1);
27 L = sparse (I,J,L);
28

29 %*** First vertex of elements and corresponding edge vectors
30 c1 = coordinates(elements(:,1),:);
31 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
32 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
33

34 %*** Vector of element areas 4 * |T|
35 area4 = 2 * (d21(:,1). * d31(:,2)-d21(:,2). * d31(:,1));
36

37 %*** Build matrix for the FEM part
38 I = reshape (elements(:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])',9 * nE,1);
39 J = reshape (elements(:,[1 1 1 2 2 2 3 3 3])',9 * nE,1);
40 a = ( sum(d21. * d31,2)./area4)';
41 b = ( sum(d31. * d31,2)./area4)';
42 c = ( sum(d21. * d21,2)./area4)';
43 A = [-2 * a+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];
44

45 %*** Assembly of stiffness matrix
46 I = [I; repmat (first_b_n:nC,1,nB)'; repmat (nC+1:nC+nB,1,2 * nB)'];
47 J = [J; reshape ( repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB * nB,1); ...
48 reshape ( repmat (first_b_n:nC,nB,1),nB * nB,1); ...
49 reshape ( repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB * nB,1)];
50 A = [A(:); reshape (-L',nB * nB,1); -K(:)+0.5 * L(:); V(:)];
51 A = sparse (I,J,A);
52

53 %*** Free memory
54 clear I J a c K V L
55

56 %*** |T| * grad(Vj) where Vj is hat function on T
57 grad1 = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(:,1)]/2;
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58 grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;
59 grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;
60

61 %*** Compute M(sT)
62 MsT = feval (M, c1+(d21+d31)/3);
63

64 %*** Assembly of right-hand side
65 b = zeros (nB+nC,1);
66 bdata = [ sum(grad1. * MsT,2) sum(grad2. * MsT,2) sum(grad3. * MsT,2)];
67 b(1:nC) = accumarray (elements(:), bdata(:), [nC, 1]);
68

69 %*** Computation of P1-FEM Approximation
70 x = A\b;

• Zeile 1: Die FunktionFEMBEMJohNederwartet als Eingabe die Triangulierung, welche durch die Felder
coordinates ,elements undboundary beschrieben wird, und die MagnetisierungM. Zurückgegeben
wird das Feldx , welches die Einträge des Lösungsvektorsx ∈ RN+M beinhaltet, wobeiN die Anzahl der
Knoten inT undM die Anzahl der Knoten inTΓ ist. Es gilt dann für die LösungenU ∈ S1(T ) und
Ψ ∈ P0(TΓ) von Algorithmus 4.4

U =

N∑

i=1

xiηi, Ψ =

N+M∑

i=N+1

xiχ(i−N).

Wir setzen weiters noch voraus, dass die Randknoten den letzten Knoten im Arraycoordinates entspre-
chen.

• Zeile 3-6: Bestimmung der Anzahl der KnotennC, ElementenE und RandelementenB.

• Zeile 8-9: Bestimmung des ersten Randknotens im Feldcoordinates .

• Zeile 11-12: Reindizierung der Randelemente.

• Zeile 14-16: Aufbau der diskreten Randintegraloperatoren. Dabei sindK,V ∈ RM×M Matrizen mit den
Einträgen

Kij = (Kηj+N−M , χi)L2(Γ),

Vij = (Vχj, χi)L2(Γ)

welche mit Hilfe der Programmbibliothek HILBERT aufgebaut werden. Nähere Informationen zum Aufbau
dieser Matrizen ist in HILBERT 2009 [2] zu finden.

• Zeile 18-21: Berechnung der Kantenlängen.

• Zeile 23-27: Berechnung der MassenmatrixL mit den Einträgen

Lij = (ηj+N−M , χi)L2(Γ).

• Zeile 29-51: Aufbau der SteifigkeitsmatrixA ∈ R(N+M)×(N+M). Diese Matrix besitzt eine spezielle Struk-
tur: Wir schreibenA = B+C, wobeiB,C ∈ R(N+M)×(N+M) Matrizen mit den Einträgen

Bij =

{
(∇ηj ,∇ηi)L2(Ω) für (i, j) ∈ {1, 2, . . . , N}2,
0 sonst,

und

Cij =





−L
T
(i−N+M)(j−N) fürN −M + 1 ≤ i ≤ N,N + 1 ≤ j ≤ N +M,

−(K(i−N)(j−N+M) − 1
2L(i−M)j) fürN + 1 ≤ i ≤ N +M,N −M + 1 ≤ j ≤ N,

V(i−N)(j−N) für (i, j) ∈ {N + 1, N + 2, . . . , N +M}2,
0 sonst,

sind. Die Besetzungsstruktur der MatrixA wird in Abbildung 6.3 dargestellt.
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• Zeile 53-54: Freigabe des von den MatrizenK,V,L benutzten Speichers. Zusätzlich wird Speicher von
temporär benutzten Variablen freigegeben.

• Zeile 56-59: Berechnung der stückweise konstanten Gradienten∇Vj der Basisfunktionen, gewichtet mit
der Fläche eines Elements.

• Zeile 61-62: Berechnung vonM(sT ), sT bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines ElementsT .

• Zeile 64-67: Aufbau des Vektorsb ∈ R
N+M der rechten Seite, mit den Einträgen

bi =

{
(M,∇ηi)L2(Ω) für 1 ≤ i ≤ N,

0 sonst.

Die Werte(M,∇ηi)L2(Ω) werden dabei wie in Listing 6.1 Zeile 39-41 aufgebaut.

• Zeile 69-70: Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b.
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Abbildung 6.3: Besetzungsstruktur der MatrixA aus Abschnitt 6.5. Der rote Block entspricht den Einträgen
der EinfachschichtpotentialmatrixV. Der blaue Bereich visualisiert die Matrix12L − K. Die grünen Einträge
entsprechen der dünn besetzten Matrix(−L

T ) und die türkisen Markierungen entsprechen der dünn besetzten
Matrix B. Mit den schwarzen Linien wird die Grenze zwischen den Freiheitsgraden vonS1(T ) und P0(TΓ)
dargestellt.



Kapitel 7

Numerische Resultate in 2D

In diesem Kapitel betrachten wir verschiedenste numerische Experimente in 2D. Die erhaltenen Resultate wurden
allesamt auf einem 64-Bit Linux System mit 32 GB RAM und Matlab Version 2009b gerechnet. Wir befassen uns
unter anderem mit den Konvergenzraten der in Kapitel 4 behandelten Verfahren. Zu Beginn bemerken wir noch,
dass die schwarz strichlierten Linien in den hier angeführten Graphen als Orientierungshilfe dienen. Darüber
hinaus sei noch darauf hingewiesen, dass die Größen in den Abbildungen, jeweils über der Anzahl der Elemente
geplottet werden. Weiters bezeichnen wir mit

UMET ∈ S1(T )

die numerisch berechnete Lösung des magnetostatischen Problems mit Hilfe des VerfahrensMET . Dabei kann
MET folgende Werte annehmen:

• GCR, Verfahren von García-Cervera & Roma,

• FK, Verfahren von Fredkin & Koehler,

• SYM , Symmetrische FEM/BEM-Kopplung,

• JN , Johnson-Nédélec FEM/BEM-Kopplung.

Bei den hybriden VerfahrenGCR undFK muss noch zusätzlich ein Interpolationsoperatorgewählt werden (siehe
Schritt 2 in Algorithmus 4.1 bzw. Algorithmus 4.2).

Im ersten Abschnitt untersuchen wir die Konvergenzraten auf der Kreisscheibe bei verschiedenen Magnetisierun-
gen. Der zweite Abschnitt behandelt die Konvergenz der vorgestellten Verfahren und weitere Experimente auf
unterschiedlichen Gebieten.

7.1 Kreisscheibe

Wie bereits in Kapitel 5 behandelt, können auf Kreisscheiben analytische Lösungen der magnetostatischen Glei-
chungen gefunden werden. In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Magnetisierungen betrachten und mit
den analytischen Lösungen vergleichen. Zunächst benötigen wir jedoch noch eine Routine die eine Triangulie-
rung auf Kreisscheiben erzeugt. Im Zuge dieser Arbeit sind dazu zwei Matlab-Programme entwickelt worden,
um dies zu bewerkstelligen. Zum einen wird mit Hilfe des Matlab-Befehlsdelaunay und zum anderen wird mit
NETGENüber dieMEXSchnittstelle von Matlab ein Netz erzeugt. Das Programm, welches den Delaunay Algo-
rithmus zur Generierung des Netzes verwendet lautetgenMeshC. Die RoutinebuildMeshIN2D benütztNETGEN.
Beide Funktionen sind im Anhang aufgelistet. In diesem Abschnitt werden wir meistens die zuletzt genannte Rou-
tine verwenden um eine Triangulierung zu erzeugen. Für das letzte Experiment benützen wir dann das Programm

85
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Abbildung 7.1: Das linke Bild zeigt die Starttriangulierung des Einheitskreises mitN = 66 Elementen. Wird
dieses Netz uniform verfeinert, so ergibt sich die rechte Triangulierung mitN = 264 Elementen. Der Rand wird
dabei feiner aufgelöst.

genMeshC, welches gewährleistet, dass der Punkt(0, 0) ein Knoten des Netzes ist. Ein Beispiel für eine Triangu-
lierung liefert etwa Abbildung 7.1. Die dort abgebildeten Netze wurden mit der FunktionbuildMeshIN2D erstellt.
Das zweite Netz geht dabei aus uniformer Verfeinerung des ersten Netzes hervor.

Im Folgenden werden wir Kreisscheiben mit RadiusR = 1 betrachten. Dabei muss man beachten, dass der Opera-
tor V nur fürD := diam(Ω) < 1 elliptisch ist und damit eine eindeutige Lösung der beiden Kopplungsmethoden
garantiert ist. FürR = 1 gilt D = 2 > 1 und somit ist die Elliptizität vonV nicht gewährleistet. In den numeri-
schen Experimenten zeigte sich jedoch, dass es keinen Unterschied macht, ob manΩ so skaliert, dassD < 1 gilt
oder nicht.

Konvergenzraten bei verschiedenen Magnetisierungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Konvergenzraten bei verschiedenen Magnetisierungen auf der Kreis-
scheibe. Weiters wollen wir kurz die Zeiten zum Lösen mit denverschiedenen Verfahren betrachten. Wir bemerken
zuvor noch:

Bemerkung 7.1. Für die Bestimmung der Lösung mit Hilfe der Verfahren von García-Cervera & Roma und Fred-
kin & Koehler muss noch ein Interpolationsoperator gewähltwerden, vgl. Algorithmus 4.1 und Algorithmus 4.2.
In diesem Abschnitt wurde durchgehend der Scott-Zhang Operator verwendet, wobei mit dem nodalen Interpolan-
ten analoge Ergebnisse erzielt werden. Mit dem Clément Operator erhält man für konstante Magnetisierung die
gleichen Konvergenzraten wie bei den anderen beiden Interpolationsoperatoren. Bei nicht konstanten Magnetisie-
rungen wird die Konvergenzgeschwindigkeit etwas schlechter, ist aber nochh und daher a priori optimal.

Im linken Bild von Abbildung 7.2 sind die Fehler der verschiedenen Verfahren im Vergleich zur analytischen
Lösung angeführt. Die Magnetisierung wurde in diesem Beispiel konstant zuM = (1, 0)T gewählt und daher gilt
für die exakte Lösung nach Kapitel 5

u(x, y) =
1

2
x.

Die schwarz strichlierte Linie in dieser Abbildung ist proportional zuh1.85. Bei uniformer Verfeinerung wirdh
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Abbildung 7.2: Das linke Bild zeigt den Fehler zwischen der mit verschiedenen numerischen Methoden berech-
neten Lösung und der exakten Lösung. Dabei wurde als MagnetisierungM = (1, 0)T gewählt. Das rechte Bild
vergleicht die Zeiten zum Lösen mit Hilfe der einzelnen Verfahren.

halbiert. Die Fehler

‖u− UMET ‖H1(Ω)

der einzelnen Verfahren sind über die Anzahl der Elemente aufgetragen. Erstaunlicherweise fallen die Fehler in
mit Ordnungh1.85, obwohl man a priori nur die Ordnungh erwartet. Die absoluten Fehler der beiden Kopplungs-
methoden liegen dabei deutlich unter den absoluten Fehlernder hybriden Methoden. Füru ∈ S1(T ) würde man
auch erwarten, dass‖u − UMET ‖H1(Ω) = 0 erfüllt ist, fallsMET = SYM bzw.MET = JN gilt. Dies gilt
aber nur dann, wenn man die genaue Geometrie nimmt und alle Daten exakt berechnet. Da wir den Kreis durch
einen Polygonzug approximieren, stören wir die Daten.
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Abbildung 7.3: Fehler zwischen der mit verschiedenen numerischen Methoden berechneten Lösung und der ex-
akten Lösung. Im linken Bild wurdeM = (x,−y)T und im rechten BildM = (x, y)T gewählt.

Das rechte Bild von Abbildung 7.2 zeigt die Zeiten die zum Lösen des magnetostatischen Problems mit den
verschiedenen Ansätzen benötigt wurde. Dabei ist die schwarz strichlierte Linie proportional zu der Anzahl der
Elemente. Es ist zu erkennen, dass alle Lösungsmethoden etwa die gleiche Steigung besitzen. Absolut gesehen
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sind jedoch die hybriden Methoden schneller beim Lösen als die Kopplungsmethoden. Dies liegt unter anderem
an dem Umstand, dass bei den hybriden Methoden nur ein diskretisierter Randintegraloperator zu berechnen ist,
während bei den Kopplungsverfahren zwei bzw. drei diskretisierte Randintegraloperatoren aufgebaut werden. Ein
weiterer Grund ist, dass bei den Kopplungsmethoden ein größeres Gleichungssystem gelöst werden muss.
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Abbildung 7.4: Fehler zwischen der mit verschiedenen numerischen Methoden berechneten Lösung und der ex-
akten Lösung. Für die Magnetisierung giltM = x/‖x‖.

Wir wollen nun ein weiteres Beispiel untersuchen. Als Magnetisierung wählen wir hierbei

M =

(
x
−y

)
,

und somit ergibt sich für die exakte Lösung

u(x, y) =
1

4
(x2 − y2).

Die Berechnung derH1(Ω)-Norm wurde in dieser Arbeit nur fürS1(T ) Funktionen implementiert. Zu beachten
ist, dassu(x, y) /∈ S1(T ) gilt. Wir können aber den Fehler

‖u− UMET ‖H1(Ω)

durch

‖Ihu− UMET ‖H1(Ω)

abschätzen, da aus der Dreiecksungleichung

‖u− UMET ‖H1(Ω) ≤ ‖Ihu− UMET ‖H1(Ω) + ‖u− Ihu‖H1(Ω)

folgt und nach dem Approximationssatz 3.8 erfülltu ∈ H2(Ω)

‖u− Ihu‖H1(Ω) = O(h).

Die Werte

‖Ihu− UMET ‖H1(Ω)

sind im linken Bild der Abbildung 7.3 über die Anzahl der Elemente aufgetragen. Dabei wird analog zum ersten
Beispiel eine Konvergenzrate vonh2 festgestellt.
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Im nächsten Beispiel wählen wir

M =

(
x
y

)

und somit gilt für die exakte Lösung

u(x, y) =
1

2
(x2 + y2 − 1).

Die Werte

‖Ihu− UMET ‖H1(Ω),

welche als Schätzung für die Fehler benutzt werden, sind im rechten Bild der Abbildung 7.3 über die Anzahl der
Elemente aufgetragen. Dabei fallen die Fehler der Lösungen, welche mit den Kopplungsmethoden bzw. mit dem
Ansatz von Fredkin & Koehler bestimmt wurden, mit der Ordnungh1.85. Der Fehler der Lösung, welcher mit dem
Ansatz von García-Cervera & Roma bestimmt wurde, fällt bisN = 1.056 mit Ordnungh1.85, danach stellt sich
eine Rate vonh1.15 ein.

In diesem Abschnitt wollen wir noch ein letztes Beispiel anführen. Dabei ist

M =
x

‖x‖

und für die analytische Lösung ergibt sich nach Kapitel 5

u(x, y) =
1

2
(
√
x2 + y2 − 1).

Die Fehler der einzelnen Verfahren sind in Abbildung 7.4 illustriert. Man beachte, dass in diesem Fall das Netz
nicht mit der eingangs erwähnten FunktionbuildMeshIN2D erzeugt wurde (so wie in den vorher betrachteten Bei-
spielen), sondern mit dem BefehlgenMeshC. Weiters sei angeführt, dassM nicht am Punkt(0, 0) ausgewertet
werden kann. In Kapitel 6 wurde bereits beschrieben, dassM nur am Schwerpunkt eines Elements der Triangu-
lierung ausgewertet wird. Mit dem ProgrammgenMeshC werden Netze erzeugt, welche auch den Punkt(0, 0) als
Knoten enthalten und somit kann dieser Knoten nie ein Schwerpunkt eines Elements sein. Bei dem Programm
buildMeshIN2D kann dies a priori nicht gewährleistet werden. Wie in Abbildung 7.4 erkennbar, stellt sich eine
Konvergenzrate vonh ein.

7.2 Weitere Gebiete

In diesem Abschnitt werden wir die Approximationslösungenauf verschiedenen Gebieten betrachten. Dabei ver-
wenden wir durchgehend uniforme Verfeinerungen des Startnetzes.

Im Allgemeinen kann für eine beliebige Geometrie keine analytische Lösung bestimmt werden. Um dennoch den
Fehler abschätzen zu können, sei Folgendes bemerkt.

Bemerkung 7.2. Nach Kapitel 4 wissen wir, dass die Kopplungsmethoden quasi-Bestapproximationen im Sinne
des Céa Lemmas sind. Um eine Abschätzung für den Fehler einernumerisch berechneten Lösung zu bestimmen,
gehen wir wie folgt vor. Sei{T (ℓ)}nℓ=0 mit n ∈ N eine Folge von Triangulierungen, die durch uniforme Verfeine-
rungen des StartnetzesT (0) entstehen.

• Bestimme die Lösung mit Hilfe einer Kopplungsmethode auf dem feinsten NetzT (n) , welche wir mitU (n)

bezeichnen.

• Bestimme die Lösung mit Hilfe eines beliebigen Verfahrensauf einem gröberen NetzT (ℓ) (0 ≤ ℓ ≤ n− 1).
Diese Lösung bezeichnen wir kurz mitU (ℓ).
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• Prolongiere diese Lösung auf das feinste NetzT (n).

• Bestimme den Fehler zwischenU (ℓ) undU (n) in derH1(Ω)-Norm.

Wir wollen nun experimentell die Konvergenzraten der verschieden Verfahren bestimmen. Unter der Annahme,
dass‖U (n) − U

(ℓ)
MET ‖H1(Ω) = ChαMET mit einer KonstantenC > 0 gilt, kann man die RateαMET über

log‖U (n) − U
(ℓ)
MET ‖H1(Ω) = logC + αMET log hℓ

bestimmen. Mitfℓ := ‖U (n) − U
(ℓ)
MET ‖H1(Ω) definieren wir

α
(ℓ)
MET :=

log fℓ
fℓ−1

log hℓ

hℓ−1

für 0 < ℓ < n.

Konvergenzraten auf dem Quadrat

Als erstes Gebiet betrachten wir ein QuadratΩQ = (0, 0.25) × (0, 0.25), welches in Abbildung 7.5 illustriert
ist. Für den Durchmesser dieses Gebiets gilt die BedingungdiamΩQ < 1, welche Elliptizität des OperatorsV
impliziert.

N αGCR,NI αGCR,CL αGCR,SZ αFK,NI αFK,CL αFK,SZ αSYM αJN

16 0.79 0.79 0.50 0.51 0.79 0.79 0.50 0.51
64 0.85 0.85 0.76 0.73 0.85 0.85 0.76 0.73

256 0.88 0.88 0.83 0.83 0.88 0.88 0.83 0.83
1024 0.89 0.89 0.87 0.88 0.89 0.89 0.87 0.88
4096 0.91 0.91 0.90 0.90 0.91 0.91 0.90 0.90

16384 0.95 0.95 0.94 0.95 0.95 0.95 0.94 0.95
65536 1.08 1.08 1.08 1.08 1.08 1.08 1.08 1.08

Tabelle 7.1: Numerisch berechnete Konvergenzratenα
(ℓ)
MET auf dem GebietΩQ mit konstanter Magnetisierung

M = (1, 0)T . Der zusätzliche Index bei den Konvergenzratenα
(ℓ)
MET der hybriden Verfahren gibt den jeweils

verwendeten Interpolationsoperator an.

N αGCR,NI αGCR,CL αGCR,SZ αFK,NI αFK,CL αFK,SZ αSYM αJN

16 0.58 0.74 0.53 0.67 0.48 0.62 0.66 0.83
64 0.75 0.79 0.75 0.77 0.78 0.76 0.72 0.72

256 0.77 0.79 0.75 0.83 0.82 0.83 0.81 0.82
1024 0.77 0.77 0.75 0.87 0.84 0.86 0.86 0.87
4096 0.77 0.77 0.76 0.90 0.86 0.90 0.89 0.90

16384 0.79 0.78 0.78 0.95 0.89 0.94 0.94 0.95
65536 0.82 0.81 0.82 1.09 0.93 1.09 1.09 1.09

Tabelle 7.2: Numerisch berechnete Konvergenzratenα
(ℓ)
MET auf dem GebietΩQ mit MagnetisierungM = x/‖x‖.

Der zusätzliche Index bei den Konvergenzratenα
(ℓ)
MET der hybriden Verfahren gibt den jeweils verwendeten In-

terpolationsoperator an.

In Abbildung 7.8 sind die Fehler der zu vergleichenden Verfahren bei verschiedenen Magnetisierungen geplottet.
Für das linke Bild giltM = (1, 0)T , während für das rechte BildM = x/‖x‖ als Magnetisierung gewählt wurde.
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Abbildung 7.5: Startnetz und uniform verfeinerte Netze.N gibt die Anzahl der Elemente der jeweiligen Triangu-
lierung an.
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Abbildung 7.6: Startnetz und uniform verfeinerte Netze.N gibt die Anzahl der Elemente der jeweiligen Triangu-
lierung an.



KAPITEL 7. NUMERISCHE RESULTATE IN 2D 93

−0.25 −0.2 −0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

y

N=12

−0.25 −0.2 −0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

y

N=56

−0.25 −0.2 −0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

y

N=224

−0.25 −0.2 −0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

y

N=896

Abbildung 7.7: Startnetz und uniform verfeinerte Netze.N gibt die Anzahl der Elemente der jeweiligen Triangu-
lierung an.
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Abbildung 7.8: Fehler zwischen der mit verschiedenen numerischen Methoden berechneten Lösung und der Lö-
sung der symmetrischen FEM/BEM-Kopplung am feinsten Netz auf dem GebietΩQ. Für die Magnetisierung im
linken Bild gilt M = (1, 0)T , für die im rechtenM = x/‖x‖. Als Interpolationsoperator wurde bei den hybriden
Verfahren der nodale InterpolantIh benützt.

Als Interpolationsoperator bei den hybriden Verfahren wurde der nodale Interpolant verwendet. In Tabelle 7.1 und
Tabelle 7.2 sind die experimentell ermittelten Konvergenzratenα(ℓ)

MET eingetragen. Dabei gibt der zusätzliche
Index bei den hybriden Verfahren den jeweils verwendeten Interpolationsoperator an. Der nodale Interpolant wird
hierbei mitNI, der Scott-Zhang Operator mitSZ und der Clément Operator mitCL abgekürzt. Bei der konstanten
MagnetisierungM = (1, 0)T stellt sich bei jedem Verfahren experimentell die Konvergenzrateh ein. Wählt man
jedochM = x/‖x‖, so ist bei der Lösung, welche mit dem Ansatz von García-Cervera & Roma bestimmt wurde,
nur mehr die Ordnung0.8 zu erkennen und zwar unabhängig vom gewählten Interpolationsoperator. Dies liegt
an dem Umstand, dass bereits die TeillösungU1 aus dem Ansatz von García-Cervera & Roma nur mehr mit
der Geschwindigkeith0.8 konvergiert. Wir werden diese Situation im nächsten Unterabschnitt an einem speziell
gewählten Beispiel näher untersuchen. Auch beim Fredkin & Koehler Ansatz ist eine schlechtere Ordnung zu
erkennen, wenn man den Clément Operator verwendet. In der Analysis braucht man verschwindende Momente
für OrdnungO(h). Der Clément Operator erfüllt diese Eigenschaft jedoch nicht.

Konvergenzraten auf Gebieten mit einspringender Ecke

Gebiet M αGCR,NI αGCR,CL αGCR,SZ αFK,NI αFK,CL αFK,SZ αSYM αJN

L-shape
const. 1.08 0.96 1.08 1.08 0.94 1.08 1.09 1.08
x/‖x‖ 0.62 0.63 0.62 1.09 0.96 1.09 1.09 1.09
jump 0.64 0.68 0.64 1.08 0.92 1.04 1.08 1.07

Z-shape
const. 1.09 0.94 1.08 1.09 0.94 1.08 1.09 1.09
x/‖x‖ 0.51 0.43 0.51 1.09 0.98 1.09 1.09 1.09
jump 0.51 0.43 0.50 1.08 0.76 1.04 1.09 1.08

Tabelle 7.3: Experimentell bestimmte Konvergenzraten aufdem L-shapeΩL und Z-shapeΩZ bei verschiedenen
Magnetisierungen. Der zusätzliche Index bei den KonvergenzratenαMET der hybriden Verfahren gibt dabei den
verwendeten Interpolationsoperator an.

Als nächstes beschäftigen wir uns mit dem in Abbildung 7.6 geplotteten L-förmigen Gebiet, welches sowohl
in der Literatur als auch hier häufig als L-shape bezeichnet wird. Es gilt ΩL = (−0.25, 0) × (−0.25, 0.25) ∪
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[0, 0.25) × (0, 0.25) unddiamΩL < 1, weshalb Elliptizität des OperatorsV gewährleistet ist. Darüber hinaus
werden wir auch Konvergenzraten auf dem in Abbildung 7.7 geplotteten Z-förmigen Gebiet bestimmen. Dieses
GebietΩZ = (−0.25, 0.25)×(−0.25, 0.25)\ {(x, y) ∈ [−0.25, 0]× [−0.25, 0] |y ≥ x} nennen wir im Folgenden
auch Z-shape. Das GebietΩZ erfüllt diamΩZ < 1.

Wir werden die experimentell ermittelten Konvergenzratenin Tabelle 7.3 für das L-shape und das Z-shape zu-
sammenfassen. Dabei werden wir drei verschiedene Magnetisierungen betrachten. Die konstante Magnetisierung
M = (1, 0)T wird in der Tabelle mit “const.” abgekürzt. Die Magnetisierung

M(x, y) =

{
(1, 0)T x > 0,

(0, 1)T sonst

werden wir im Folgenden mit “jump” bezeichnen. Als dritte Magnetisierung werden wirM = x/‖x‖ benüt-
zen. Um die Konvergenzrate zu bestimmen, wählen wir wiederum die Lösung der symmetrischen FEM/BEM-
Kopplung am feinsten Gitter. In Tabelle 7.3 ist zu erkennen,dass die beiden Kopplungsmethoden und der Ansatz
von Fredkin & Koehler, mit nodalen Interpolanten bzw. Scott-Zhang Operator als Interpolationsoperator, opti-
male Ordnung besitzen. Beim Verfahren von García-Cervera &Roma sieht man eine deutlich schlechtere Rate
für nicht konstante Magnetisierungen und zwar liegt beim L-shape die experimentell bestimmte Konvergenzrate
zwischen0.62 und0.68, während sie beim Z-shape nur zwischen0.43 und0.51 liegt. Im Folgenden geben wir
einen Grund für dieses Verhalten an. Bekanntlich besteht die LösungU des García-Cervera & Roma Ansatzes aus
zwei TeillösungenU1 undU2. Man kann sich daher auch die Frage stellen, welche Konvergenzraten die einzelnen
Teillösungen besitzen. Da die Randwerte vonU2 abhängig vonU1 sind, ist die Bestimmung einer Konvergenzrate
für U2 nicht aussagekräftig. Wir können aber die Konvergenzgeschwindigkeit vonU1 bestimmen. Als Vergleichs-
lösung werden wir dabei die LösungU (n)

1 am feinsten Gitter verwenden und aus den Differenzen

‖U (ℓ)
1 − U

(n)
1 ‖H1(Ω)

die Konvergenzraten berechnen. Wir wählen als Beispiel dasL-shape mitM = x/‖x‖ aus, wobei die folgenden
Aussagen auch für die Magnetisierung “jump“ gültig sind. Imlinken Bild in Abbildung 7.9 sind die Fehler über
der Anzahl der Elemente aufgetragen und zum Vergleich ist die Konvergenzrate0.6 eingetragen. Wie aus dem
Plot ersichtlich, fällt der Fehler ungefähr mith0.6, was wiederum mit der experimentell bestimmten Konvergenz-
geschwindigkeit fürU = U1+U2 aus Tabelle 7.3 übereinstimmt. Weiters sieht man (rechtes Bild), dass der Fehler
zur einspringenden Ecke hin, größer wird.

Das rechte Bild in Abbildung 7.9 zeigt die Differenz zwischen U (4)
1 undU (f)

1 . Dabei besitzt das feinste Netz
T (f) 786.432 Elemente und das NetzT (4) 3.072 Elemente. Das L-shape besitzt am Punkt(0, 0) eine generische
Eckensingularität. Der Innenwinkel an dieser einspringenden Ecke beträgt32π. Man erwartetu ∈ H1+2/3−ε(Ω)

mit ε > 0 und deshalb Konvergenzraten mitO(h2/3).

Beim Z-shape beträgt der Innenwinkel an der einspringendenEcke 7
4π. Man erwartetu ∈ H1+4/7−ε(Ω) mit

ε > 0, was sich auch in Tabelle 7.3 widerspiegelt. Bei dem Ansatz von García-Cervera & Roma hat sich heraus-
kristallisiert, dass die Konvergenzrate vonU mit jener vonU1 zusammenfällt.

Auch bei dem Ansatz von Fredkin & Koehler hat sich gezeigt, dass die Konvergenzgeschwindigkeit vonU1 mit
der vonU übereinstimmt.

In Abbildung 7.10 sind die Gesamtlösung und die Teillösungen aus dem Ansatz von García-Cervera & Roma auf
dem L-shape mit MagnetisierungM = x/‖x‖ geplottet. Zum Vergleich dazu sind in Abbildung 7.11 die Ge-
samtlösung und die Teillösungen aus dem Ansatz von Fredkin &Koehler visualisiert. Als Interpolationsoperator
wurde bei beiden Abbildungen der nodale Interpolant verwendet.

Vergleich der verschiedenen Ansätze

In einem weiteren Experiment vergleichen wir die verschiedenen Ansätze miteinander. Dazu sind in Tabelle 7.4
die experimentell beobachteten Konvergenzraten der Differenzen

‖U (ℓ)
MET1

− U
(ℓ)
MET2

‖H1(Ω)
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Abbildung 7.9: Im linken Bild ist die Differenz zwischen derTeillösungU (ℓ)
1 undU (f)

1 des Verfahrens von García-

Cervera & Roma aufgetragen. Es gilt̺ := ‖U (ℓ)
1 − U

(f)
1 ‖H1(ΩL). Dabei wurde auf dem L-shape gerechnet und

als Magnetisierung wurdeM = x/‖x‖ verwendet. Im rechten Bild sind die Werte|U (4)
1 −U

(f)
1 | zu sehen. Es gilt

#T (4) = 3.072. Der Fehler steigt zur einspringenden Ecke hin stark an.

Gebiet M αFK/GCR αFK/SYM αFK/JN αGCR/SYM αGCR/JN αSYM/JN

L-shape
const. -2.11 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
x/‖x‖ 0.62 1.01 1.01 0.62 0.62 1.01
jump 0.60 1.00 1.00 0.61 0.61 1.00

Z-shape
const. -0.05 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
x/‖x‖ 0.51 1.01 1.01 0.51 0.51 1.02
jump 0.50 0.97 0.99 0.50 0.50 1.00

Tabelle 7.4: Konvergenzraten der in derH1(Ω)-Norm gemessenen Differenzen zwischen den einzelnen Verfahren
auf dem L-shape und Z-shape mit verschiedenen Magnetisierungen. Als Interpolationsoperator wurde bei den
hybriden Verfahren stets der nodale InterpolantIh benutzt.

aufgelistet. Bei dem Interpolationsoperator, welcher beiden hybriden Verfahren verwendet wurde, handelt es
sich um den nodalen Interpolanten. In der Tabelle werden dieKonvergenzraten mitαMET1/MET2

bezeichnet,
wobeiMET1 undMET2 zwei verschiedene Lösungsmethoden bezeichnen. Aus der Tabelle erkennt man, dass
die Differenz zwischen den beiden Kopplungsmethoden und zwischen dem Ansatz von Fredkin & Koehler und
den Kopplungsmethoden gemessen in derH1(Ω)-Norm mit der Rateh gegen Null strebt. Dies spiegelt auch die
bereits erlangte Erkenntnis wider, dass das Verfahren von Fredkin & Koehler und die Kopplungsstrategien mit
optimaler Rate konvergieren, das Verfahren von García-Cervera & Roma jedoch eine schlechtere Konvergenzrate
besitzt. Aus der Dreiecksungleichung

‖UMET1 − U (n)‖H1(Ω) ≤ ‖UMET2 − U (n)‖H1(Ω) + ‖UMET1 − UMET2‖H1(Ω)

schließen wir

αMET1 ≥ min
{
αMET1/MET2

, αMET2

}
.

Mit Tabelle 7.3 und Tabelle 7.4 lässt sich dieser Sachverhalt bestätigen. Auf dem L-shapeΩL sind in Abbil-
dung 7.12 die Fehler mit den MagnetisierungenM = (1, 0)T undM = x/‖x‖ geplottet. Abbildung 7.13 zeigt
die Differenz zwischen der symmetrischen Kopplungsmethode und den anderen Verfahren. Man sieht, dass der
FehlerUGCR − USYM an der einspringenden Ecke am Größten ist.
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Abbildung 7.10: Vergleich der Gesamtlösung und der Teillösungen aus dem Ansatz von García-Cervera & Roma
auf dem L-shape mit einer Triangulierung bestehend aus3.072 Elementen. Als Magnetisierung wurdeM =
x/‖x‖ gewählt und als Interpolationsoperator der nodale InterpolantIh.
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Abbildung 7.11: Vergleich der Gesamtlösung und der Teillösungen aus dem Ansatz von Fredkin & Koehler auf
dem L-shape mit einer Triangulierung bestehend aus3.072 Elementen. Als Magnetisierung wurdeM = x/‖x‖
gewählt und als Interpolationsoperator der nodale InterpolantIh.
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Abbildung 7.12: Differenz der verschiedenen Verfahren aufdem L-shapeΩL gemessen in derH1(ΩL)-Norm. Für
die Magnetisierung im linken Bild giltM = (1, 0)T , für die im rechtenM = x/‖x‖. Als Interpolationsoperator
bei den hybriden Verfahren wurde jeweils der nodale InterpolantIh verwendet.
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Abbildung 7.13: Vergleich der numerischen Lösungen auf demL-shape mit einer Triangulierung bestehend aus
N = 768 Elementen. Als Magnetisierung wurdeM = x/‖x‖ verwendet. Als Interpolationsoperator bei den
hybriden Verfahren wurde der nodale InterpolantIh benützt.

Vergleich der hybriden Verfahren mit verschiedenen Interpolationsoperatoren

Wir wollen nun die Lösungen der hybriden Verfahren, welche mit verschiedenen Interpolationsoperatoren berech-
net wurden, miteinander vergleichen. Dazu sind in Tabelle 7.5 die ermittelten Konvergenzraten auf dem L-shape
und dem Z-shape mit verschiedenen Magnetisierungen zusammengefasst. In Abbildung 7.14 sind für das Fredkin
& Koehler Verfahren die Beträge der Differenzen|UINT1 − UINT2 | illustriert, wobeiINT1 und INT2 jeweils
zwei verschiedene Interpolationsoperatoren bezeichnen.Die Differenz der Gesamtlösungen, welche mit verschie-
denen Interpolationsoperatoren berechnet werden, hängt nur von den Werten vonU2,INT am Rand ab. Es gilt
nämlich

‖UINT1 − UINT2‖H1(Ω) = ‖U2,INT1 − U2,INT2‖H1(Ω).
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Abbildung 7.14: Differenzen|UINT1 − UINT2 |, bei Berechnung vonUINTi mit dem Ansatz von Fredkin &
Koehler. Bei dem verwendeten Gebiet handelt es sich um das L-shape, wobei die Triangulierung756 Elemente
enthält. Als Magnetisierung wurdeM = x/‖x‖ gewählt.
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Gebiet M FK, NI/CL FK, NI/SZ FK, CL/SZ GCR, NI/CL GCR, NI/SZ GCR, CL/SZ

L-shape
const. 0.90 1.00 0.90 0.81 1.00 0.78
x/‖x‖ 0.86 1.00 0.84 0.49 0.61 0.42
jump 0.87 0.86 0.81 0.72 0.79 0.73

Z-shape
const. 0.92 1.00 0.92 0.86 1.00 0.85
x/‖x‖ 0.87 1.00 0.87 0.45 0.53 0.43
jump 0.68 0.64 0.61 0.47 0.66 0.43

Tabelle 7.5: Konvergenzraten der in derH1(Ω)-Norm gemessenen Differenzen zwischen den mit verschiedenen
Interpolationsoperatoren berechneten Lösungen der hybriden Verfahren auf dem L-shape und Z-shape mit ver-
schiedenen Magnetisierungen.
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Abbildung 7.15: Das linke Bild zeigt den Fehler‖U−Û‖H1(Ω) auf dem L-shape mit MagnetisierungM = x/‖x‖.

Im rechten Bild sind die Zeiten, die zum Berechnen vonU (blau) undÛ (grün) benötigt wurden, eingetragen.U
ist dabei die Lösung des Ansatzes von Fredkin & Koehler und für Û gilt Û = U1+ Û2, wobeiÛ2 in (7.1) definiert
wird. Als Interpolationsoperator wurde der nodale Interpolant verwendet.

Direkte Bestimmung der TeillösungU2 der hybriden Verfahren mit Hilfe des nodalen Interpolanten

Zum Abschluss werden wir noch ein weiteres Experiment mit den beiden hybriden Ansätzen betrachten. Zuerst
behandeln wir den Ansatz von Fredkin & Koehler. Dazu sei bemerkt, dass manu2 anstatt das Problem

∆u2 = 0 in Ω,

γ0u2 = (K − 1/2)γ0u1 aufΓ

zu lösen, auch über

u2 = K̃γ0u1
berechnen kann (vgl. Abschnitt 4.2). In der numerischen Umsetzung wirdU2 in Algorithmus 4.2 ersetzt durch
Û2 ∈ S1(T ) mit

Û2(z) =

{
(K̃γ0U1)(z) für z ∈ MF ,

(K − α
2π )(z) für z ∈ MΓ,

(7.1)

wobei α
2π die in (2.23) definierte Größe ist. Die Gesamtlösung wird mitÛ bezeichnet und ergibt sich auŝU :=

U1 + Û2. Mit U1 notieren wir die Lösung aus Schritt 1 von Algorithmus 4.2 undmit U die Gesamtlösung aus
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Algorithmus 4.2. Der DoppelschichtpotentialoperatorK̃ wird dabei mit Hilfe der FunktionevaluateK aus der
Programmbibliothek HILBERT 2009 [2] an den Knoten ausgewertet. In Abbildung 7.15 ist zumeinen der Fehler
zwischenU2 und Û2 auf verschiedenen Triangulierungen illustriert (linkes Bild) und zum anderen die Zeit die
benötigt wurde umU bzw. Û zu bestimmen (rechtes Bild). Als Gebiet wurde hier das L-shape gewählt und als
MagnetisierungM = x/‖x‖. Der Fehler

‖U − Û‖H1(Ω) = ‖U1 + U2 − (U1 + Û2)‖H1(Ω) = ‖U2 − Û2‖H1(Ω)

fällt mit der Ordnungh. In der praktischen Anwendung sind die Zeiten, die zum Lösenaufgewandt wurden,
interessant. Wie in Abbildung 7.15 zu sehen, ist der Aufwandzum Berechnen vonU in der Größenordnung von
N logN während der Aufwand für̂U in der Größenordnung vonN3/2 ist, wobei wir mitN wiederum die Anzahl
der Elemente bezeichnen. Beispielsweise benötigt man bei dem feinsten Netz (N = 786.432) 10.22 Sekunden
zum Berechnen vonU und151.47 Sekunden zum Berechnen von̂U . Weiters ist in Abbildung 7.16 der absolute
Fehler|U2(x) − Û2(x)| zu sehen, wobei hier auffällt, dass der Fehler zum Rand hin größer wird. Man beachte
auch, dass der Fehler am Rand selbst verschwindet, also

|U2(x) − Û2(x)| = 0

für x ∈ Γ gilt, da für die Bestimmung vonU2 der nodale Interpolant verwendet wurde.
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Abbildung 7.16: Absoluter Fehler|U(x) − Û(x)| = |U2(x) − Û2(x)| auf dem L-shape mitN = 768 Elementen
und mit MagnetisierungM = x/‖x‖. U wurde dabei mit dem Fredkin & Koehler Ansatz bestimmt. Es gilt
Û = U1+Û2. Dabei wirdÛ2 in (7.1) definiert. Als Interpolationsoperator wurde der nodale Interpolant verwendet.

Bei dem Ansatz von García-Cervera & Roma werden wir nun ähnlich wie zuvor vorgehen. Dazu ersetzen wirU2

in Algorithmus 4.1 durch

Û2(z) =

{
Ṽ(Π0

h(M · n)− γ1U1)(z) für z ∈ MF ,

V(Π0
h(M · n)− γ1U1)(z) für z ∈ MΓ,

(7.2)

wobei Û2 ∈ S1(T ) gilt. Sei U1 die Lösung aus Schritt 1 von Algorithmus 4.1 undU die Gesamtlösung aus
Algorithmus 4.1. MitÛ bezeichnen wir̂U := U1 + Û2. In Abbildung 7.17 sind die Fehler

‖U − Û‖H1(Ω) = ‖U1 + U2 − (U1 + Û2)‖H1(Ω) = ‖U2 − Û2‖H1(Ω)
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Û

Abbildung 7.17: Das linke Bild zeigt den Fehler‖U−Û‖H1(Ω) auf dem L-shape mit MagnetisierungM = x/‖x‖
aufgetragen über der Anzahl der Elemente. Im rechten Bild sind die Zeiten, die zum Berechnen vonU (blau) und
Û (grün) benötigt wurden, eingetragen.U ist dabei die Lösung des Ansatzes von García-Cervera & Roma und für
Û gilt Û = U1 + Û2, wobeiÛ2 in (7.2) definiert wird. Als Interpolationsoperator wurde der nodale Interpolant
verwendet.

über der Anzahl der Elemente aufgetragen. Im rechten Bild sind dabei wiederum die Zeiten angeführt, die zum
Berechnen vonU und Û benötigt wurden. Hierbei ist wieder zu erkennen, dass der Fehler ‖U2 − Û2‖H1(Ω) die
Konvergenzgeschwindigkeith besitzt. Die Zeiten zum Berechnen vonU besitzen einen AufwandO(N logN),
während die Zeiten zum Bestimmen vonÛ mit N3/2 steigen.

7.3 Zusammenfassung

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir die Konvergenzgeschwindigkeiten der verschiedenen Verfahren auf der
Kreisscheibe untersucht und festgestellt, dass sich bei allen Methoden eine optimale Konvergenzrate einstellt.
Man beobachtet sogar schnellere Raten als man a priori erwartet. Und zwar liegt die Ordnung zwischenh und
h1.85. Weiters haben wir gesehen, dass die Konvergenzrate auf demL-shape bzw. Z-shape bei den beiden Kopp-
lungsmethoden und dem Ansatz von Fredkin & Koehler optimal ist. Das Verfahren von García-Cervera & Roma
zeigt dabei jedoch schlechtere Raten bei bestimmten Magnetisierungen. Für die hybriden Verfahren ist es noch
notwendig einen Interpolationsoperator zu wählen. Dabei hat sich gezeigt, dass sich die besten Ergebnisse mit
dem nodalen Interpolanten und dem Scott-Zhang Operator erzielen lassen.

Des weiteren wurde auch der Zeitaufwand beim Berechnen mit den verschiedenen Verfahren untersucht. Wie sich
herausgestellt hat, benötigen die hybriden Verfahren im Vergleich zu den beiden FEM/BEM - Kopplungsmethoden
am wenigsten Zeit.

Von diesen Ergebnissen ausgehend besteht daher beim Ansatzvon Fredkin & Koehler das beste Mittelmaß aus
Genauigkeit und Zeitaufwand.



Anhang A

Notationen

d = 2, 3 Dimension.
Ω Beschränktes Lipschitz Gebiet inRd.
Ωext := Rd\Ω Außenraum.
Γ Rand vonΩ.
diam(U) Durchmesser der beschränkten MengeU ⊆ Rd.
|U | Lebesgue Maß der MengeU .
n Normalenvektor aufΓ. Zeigt vonΩ nachΩext.
B Magnetische Flussdichte / Magnetisches Feld.
H, Hs Magnetische Feldstärke, Streufeld.
M Magnetiesierung.
divF Divergenz eines VektorfeldsF.
rotF Rotation eines VektorfeldsF.
‖x‖ Euklidische Norm vonx ∈ Rd.
Cn(U) Menge dern-mal stetig differenzierbaren Funktionen aufU .
C∞(U) Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen aufU .
C∞

0 (U) Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompakten Träger inU .
supp(f) Träger einer Funktionf .
δij Kronecker Delta.
L2(U) Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen aufU .
‖·‖H Norm auf HilbertraumH.
〈· , ·〉H Skalarprodukt auf HilbertraumH.
||| · ||| Energienorm.
〈〈· , ·〉〉 Energieskalarprodukt.
Hℓ(U) Sobolevraum derℓ-ten Ordnung aufU .
Hℓ

lok(U) Raum aller Funktionen, die auf jedem KompaktumK in Hℓ(K) liegen.
Hℓ

∗(U) Raum aller Funktionen ausHℓ(U) mit verschwindendem Integralmittel.
Hℓ

0(U) Raum aller Funktionen ausHℓ(U) mit Nullrand.
H̃−ℓ(Ω) Dualraum vonHℓ(Ω) bezüglich des erweitertenL2-Skalarprodukts.
H1/2(Γ) Sobolevraum der Ordnung1/2 aufΓ, Spurraum vonH1(Ω).
H−1/2(Γ) Dualraum vonH1/2(Γ) bezüglich des erweitertenL2-Skalarprodukts.
γ0, γ

int
0 Innere Spur.

γext0 Äußerer Spur.
γ1, γ

int
1 Innere Konormalenableitung.
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γext1 Äußere Konormalenableitung.
M · n Normalenkomponente vonM auf dem Rand.
K̃ Doppelschichtpotentialoperator.
γ0K̃ = K − 1/2 Spur des Doppelschichtpotentialoperators.
Ṽ Einfachschichtpotentialoperator.
γ0Ṽ = V Spur des Einfachschichtpotentialoperators.
W̃ Hypersingulärer Integraloperator.
γ0W̃ = W Spur des hypersingulären Integraloperators.
Ωz Knotenpatch.
Ih Nodaler Interpolant.
Jh Clément Operator.
Sh Scott-Zhang Operator.
Π0

h L2-Orthogonalprojektion auf den Raum der stückweise konstanten Funktionen.
T Triangulierung vonΩ.
TΓ Triangulierung des Rands.
T Element vonT .
M Menge der Knoten einer Triangulierung.
MΓ Knoten am Rand.
E Kanten einer Triangulierung.
EΓ Kanten am Rand.
hT Durchmesser vonT .
h Lokale Netzweitenfunktion, mith|T = hT .
VT Volumen vonT .
V Lokale Volumsfunktion, mitV |T = VT .
S1(T ) bzw.S1(TΓ) Raum der stückweise affinen, global stetigen Funktionen aufT bzw.TΓ.
S1
0 (T ) Raum aller Funktionen ausS1(T ) mit Nullrand.

S1
∗ (T ) Raum aller Funktionen ausS1(T ) mit verschwindendem Integralmittel.
ηz Nodale Basisfunktion von Knotenz ∈ M.
Pn(T ) bzw.Pn(TΓ) Raum der stückweise polynomialen Funktionen mit Grad≤ n aufT bzw.TΓ.
χT Basisfunktion vonP0(T ) mit χT |T ′ = δT,T ′ .
σ(T ) Formregularitätskonstante.
u Skalares magnetostatisches Potential.
uint Potential im Innenraum.
uext Potential im Außenraum.
U Approximationslösung inS1(T ).
Hh Approximationslösung des Streufelds.



Anhang B

Quellcodes

Listing B.1: sortMesh.m

1 function [coordinates,elements,boundary,boundary2elements] = ...
2 sortMesh(coordinates,elements,boundary)
3

4 %[COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY,BOUNDARY2ELEMENTS] =...
5 % SORTMESH(COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY)
6 % Sorts FEM-Mesh such that boundary nodes are the first nodes in the
7 % coordinates field and computes the boundary2elements arr ay.
8 %
9 % INPUT:

10 % COORDINATES ... field describing nodes
11 % ELEMENTS ... elements described by their indices
12 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices
13 %
14 % OUTPUT:
15 % COORDINATES ... sorted coordinates field
16 % ELEMENTS ... sorted elements field
17 % BOUNDARY ... sorted boundary field
18 % BOUNDARY2ELEMENTS ... contains the indices of the element s that
19 % share a boundary element, i.e.
20 % BOUNDARY2ELEMNTS(I)=J means, that the I-th boundary elem ent
21 % lays on the J-th volume element.
22

23 %*** Number of nodes and elements
24 nC = size (coordinates,1);
25 nE = size (elements,1);
26

27 %*** Determine nodes on boundary and interior nodes (freenodes)
28 nodes_boundary = unique (boundary);
29 freenodes = setdiff ((1:nC)',nodes_boundary);
30

31 %*** Build permutation such that boundary nodes are first
32 nodes = [nodes_boundary;freenodes];
33 [foo,permutation] = sort (nodes);
34

35 %*** Permute indices of nodes
36 coordinates(permutation,:) = coordinates;
37 elements = permutation(elements);
38 boundary = permutation(boundary);
39

40 %*** Determine which element contains a boundary edge
41 [edge2nodes,element2edges,boundary2edges] ...
42 = provideGeometricData(elements,boundary);
43 edge2elements = zeros ( size (edge2nodes,1),1);
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44 edge2elements(element2edges(:)) = repmat ( reshape (1:nE,nE,1), 3, 1);
45 boundary2elements = edge2elements(boundary2edges);

Listing B.2: h1norm.m

1 function [h1n l2n sh1n] = h1norm(coordinates,elements,x)
2 %[H1N[,L2N,SH1N]] = H1NORM(COORDINATES,ELMENTS,X)
3 % Computes the H^1-Norm of a S^1 function
4 %
5 % INPUT:
6 % COORDINATES ... field describing nodes
7 % ELEMENTS ... elements described by their indices
8 % X ... S^1 function given nodewise
9 %

10 % OUTPUT:
11 % H1N ... H^1 Norm
12 % OPTIONAL OUTPUT:
13 % L2N ... L^2 Norm
14 % SH1N ... H^1 Seminorm
15

16 %*** First vertex of elements and corresponding edge vectors
17 c1 = coordinates(elements(:,1),:);
18 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
19 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
20

21 %*** Vector of element volumes 2 * |T|
22 area2 = d21(:,1). * d31(:,2)-d21(:,2). * d31(:,1);
23

24 %*** L2-Norm
25 norml2 = sum( 1/24 * ( sum(x(elements(:,1)).^2+x(elements(:,2)).^2+x(elements (:,3)).^2,2) ...
26 +sum(x(elements(:,1))+x(elements(:,2))+x(elements(:,3)) ,2).^2). * area2);
27 l2n = sqrt (norml2);
28

29 %*** Elementwise gradient of u_h
30 u21 = repmat ( (x(elements(:,2))-x(elements(:,1)))./area2, 1,2);
31 u31 = repmat ( (x(elements(:,3))-x(elements(:,1)))./area2, 1,2);
32 gradh = (d31. * u21 - d21. * u31) * [0 -1 ; 1 0];
33

34 %*** H1-Seminorm
35 snorm2 = sum(gradh.^2,2);
36 snorm2 = sum( snorm2. * area2 )/2;
37 sh1n = sqrt (snorm2);
38

39 %*** H1-Norm
40 h1n = sqrt ( norml2 + snorm2);

Listing B.3: genMeshC.m
1 function [coordinates, elements, boundary] = ...
2 genMeshC(R,nK,nR)
3 %[COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY] = GENMESHC(R,NK,NR)
4 % Creates a tringulation of a disc with built-in Matlab funct ion
5 % delaunay.
6 %
7 % INPUT:
8 % R ... radius of disc
9 % NK ... number of nodes on boundary

10 % NR ... number of "inner" rings
11 %
12 % OUTPUT:
13 % COORDINATES ... field describing nodes
14 % ELEMENTS ... elements described by their indices
15 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices
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16 %
17 % ALGORITHM:
18 % -) Create nodes on boundary.
19 % -) Create nodes on inner circles. Number of nodes
20 % on an inner circle decreases as the radius of
21 % the circle decreases.
22 % -) Create triangulation with delaunay algorithm
23 % -) Determine boundary elements
24

25 %*** Nodes on boundary
26 x = R* cos((1:nK)/nK * 2* pi)';
27 y = R* sin((1:nK)/nK * 2* pi)';
28

29 %*** Inner rings
30 for i = 1:nR
31 nN = round(i/(nR+1) * nK);
32 x = [x; i/(nR+1) * R* cos((1:nN)/nN * 2* pi)'];
33 y = [y; i/(nR+1) * R* sin((1:nN)/nN * 2* pi)'];
34 end
35

36 %*** Add node (0,0) to mesh
37 x = [x; 0];
38 y = [y; 0];
39

40 %*** Create mesh with delaunay algorithm
41 elements = delaunay (x,y);
42 coordinates = [x y];
43

44 %*** Sort elements such that longest edge of an element
45 %*** is the first one. Conserves math. pos. direction of
46 %*** the nodes.
47 l1 = sqrt ( sum( (coordinates(elements(:,1),:)- ...
48 coordinates(elements(:,2),:)).^2,2));
49 l2 = sqrt ( sum( (coordinates(elements(:,2),:)- ...
50 coordinates(elements(:,3),:)).^2,2));
51 l3 = sqrt ( sum( (coordinates(elements(:,3),:)- ...
52 coordinates(elements(:,1),:)).^2,2));
53

54 for i = 1: size (elements,1)
55 if l1(i) < l2(i)
56 if l2(i) < l3(i)
57 elements(i,:) = elements(i,[3 1 2]);
58 else %*** l1 < l2 && l2 ≥ l3
59 elements(i,:) = elements(i,[2 3 1]);
60 end
61 else %*** l1 > l2
62 if l1(i) < l3(i)
63 elements(i,:) = elements(i,[3 1 2]);
64 end
65 end
66 end
67

68 %*** Determine boundary elements
69 boundary = determineBoundary(coordinates,elements);
70

71 %*** Sort Mesh, such that boundary nodes are first
72 %*** Not necessary at all, due to the architecture of the program
73 [coordinates, elements, boundary] = ...
74 sortMesh(coordinates,elements,boundary);

Listing B.4: determineBoundary.m
1 function boundary = determineBoundary(coordinates,elements)
2

3 %BOUNDARY = DETERMINEBOUNDARY(COORDINATES,ELEMENTS)
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4 % Determines the boundary elements from the given triangula tion
5 %
6 % INPUT:
7 % COORDINATES ... field describing nodes
8 % ELEMENTS ... elements described by their indices
9 %

10 % OUTPUT:
11 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices
12 % BOUNDARY is a nBx2 field, where nB denotes the number of
13 % boundary elements. The nodes are stored in the usual
14 % math.pos. sense.
15

16 %*** All the edges
17 edges = [elements(:,[1 2]); elements(:,[2 3]); elements(: ,[3 1])];
18 edges = sort (edges,2);
19

20 %*** Find unique edges
21 [foo, idx, jdx] = unique (edges, 'rows' );
22 jdx = sort (jdx);
23

24 %*** Determine edges that appear only once, i.e. the boundary edg es
25 kdx = find (jdx(1: end -1)==jdx(2: end ));
26 kdx = [kdx; kdx+1];
27 elldx = setdiff ( (1: length (jdx))',kdx);
28 jdx = jdx(elldx);
29 boundary = foo(jdx,:);
30

31 %*** Are the Boundary elements in math. pos. sense?
32 points = [elements(:,3); elements(:,1); elements(:,2)];
33 cp = coordinates(points,:);
34 cp = cp(idx(jdx),:);
35 r1 = coordinates(boundary(:,1),:)-cp;
36 r2 = coordinates(boundary(:,2),:)-coordinates(boundar y(:,1),:);
37 idx = find (r1(:,1). * r2(:,2)-r1(:,2). * r2(:,1) < 0);
38 boundary(idx,:) = boundary(idx,[2 1]);

Listing B.5: buildMeshIN2D.cpp
1 / / buildMeshIN2D . cpp
2 / / Uses NETGEN to c r e a t e a t r i a n g u l a t i o n on a domain .
3
4 # i n c l u d e "mex.h"
5
6 namespacen g l i b {
7 # i n c l u d e < n g l i b . h>
8 }
9

10 us ing namespaces t d ;
11 us ing namespacen g l i b ;
12
13 vo id g e t C o o r d i n a t e s ( Ng_Mesh* mesh , doub le * c o o r d i n a t e s , i n t nC ) ;
14 vo id ge tE lem en ts ( Ng_Mesh* mesh , doub le * e lements , i n t nE ) ;
15 vo id getBoundary ( Ng_Mesh* mesh , doub le * boundary , i n t nB ) ;
16 vo id s o r t E l e m e n t s L o n g e s t (doub le * e lements , i n t nE , doub le * c o o r d i n a t e s , i n t nC ) ;
17 doub le square (doub le x ) ;
18
19 vo id mexFunct ion (i n t n lhs , mxArray * p l h s [ ] , i n t nrhs ,c o n s t mxArray * p rhs [ ] )
20 {
21 / / Geomety f i l e
22 char * g e o f i l e ;
23 g e o f i l e = mxArrayToStr ing ( p rhs [ 0 ] ) ;
24
25 / / I n i t i a l i z e NG
26 Ng_ In i t ( ) ;
27
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28 / / Load geometry from * . in2d f i l e
29 Ng_Geometry_2D* geom2d ;
30 geom2d = Ng_LoadGeometry_2D( g e o f i l e ) ;
31
32 / / Se t meshing p a r a m e t e r s
33 Ng_Meshing_Parameters mp ;
34 i n t f i e l d _ n ;
35 i f ( n rhs ==3) {
36 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"uselocalh" ) ;
37 i f ( f i e l d _ n≥0)
38 mp . u s e l o c a l h = (i n t ) mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) );
39
40 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"maxh" ) ;
41 i f ( f i e l d _ n≥0)
42 mp . maxh = mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 ,f i e l d _ n ) ) ;
43
44 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"minh" ) ;
45 i f ( f i e l d _ n≥0)
46 mp . minh = mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 ,f i e l d _ n ) ) ;
47
48 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"fineness" ) ;
49 i f ( f i e l d _ n≥0)
50 mp . f i n e n e s s = mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2] , 0 , f i e l d _ n ) ) ;
51
52 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"grading" ) ;
53 i f ( f i e l d _ n≥0)
54 mp . g r a d i n g = mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ], 0 , f i e l d _ n ) ) ;
55
56 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"elementsperedge" ) ;
57 i f ( f i e l d _ n≥0)
58 mp . e lem en tspe r e d ge = mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) ) ;
59
60 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"elementspercurve" ) ;
61 i f ( f i e l d _ n≥0)
62 mp . e l e m e n t s p e r c u r v e = mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) ) ;
63
64 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"closeedgeenable" ) ;
65 i f ( f i e l d _ n≥0)
66 mp . c l o s e e d g e e n a b l e = (i n t ) mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) );
67
68 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"closeedgefact" ) ;
69 i f ( f i e l d _ n≥0)
70 mp . c l o s e e d g e f a c t = mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( prhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) ) ;
71
72 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"secondorder" ) ;
73 i f ( f i e l d _ n≥0)
74 mp . secondorde r = (i n t ) mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) );
75
76 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"quad_dominated" ) ;
77 i f ( f i e l d _ n≥0)
78 mp . quad_dominated = (i n t ) mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) );
79
80 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"meshsize_filename" ) ;
81 i f ( f i e l d _ n≥0)
82 mp . m eshs ize_ f i l e na m e = mxArrayToStr ing ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) ) ;
83
84 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"optsurfmeshenable" ) ;
85 i f ( f i e l d _ n≥0)
86 mp . o p t s u r f m e s h e n a b l e = (i n t ) mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) );
87
88 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"optvolmeshenable" ) ;
89 i f ( f i e l d _ n≥0)
90 mp . op tvo lm eshenab le = (i n t ) mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) );
91
92 f i e l d _ n = mxGetFieldNumber ( p rhs [ 2 ] ,"optsteps_2d" ) ;
93 i f ( f i e l d _ n≥0)
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94 mp . o p t s t e p s _ 2 d = (i n t ) mxGetScalar ( mxGetFieldByNumber ( p rhs [ 2 ] , 0 , f i e l d _ n ) );
95 }
96
97 / / Genera te Mesh
98 Ng_Mesh * mesh ;
99 Ng_GenerateMesh_2D ( geom2d , &mesh , &mp) ;

100
101 / / Uniform r e f i n e m e n t ( second param ete r )
102 i f ( n rhs ==2 | | n rhs ==3) {
103 i n t nURef = ( i n t ) mxGetScalar ( p rhs [ 1 ] ) ;
104 i n t i ;
105 f o r ( i =0 ; i <nURef ; i ++) {
106 Ng_2D_Uniform_Ref inement ( geom2d , mesh ) ;
107 }
108 }
109
110 / / Get c o o r d i n a t e s f i e l d
111 i n t nC ;
112 nC = Ng_GetNP_2D ( mesh ) ;
113 p l h s [ 0 ] = mxCreateDoubleMatr ix (nC , 2 ,mxREAL) ;
114 doub le * c o o r d i n a t e s = mxGetPr ( p l h s [ 0 ] ) ;
115
116 g e t C o o r d i n a t e s ( mesh , c o o r d i n a t e s , nC ) ;
117
118 / / Get e lem en ts f i e l d
119 i n t nE ;
120 nE = Ng_GetNE_2D ( mesh ) ;
121 p l h s [ 1 ] = mxCreateDoubleMatr ix ( nE , 3 ,mxREAL) ;
122 doub le * e lem en ts = mxGetPr ( p l h s [ 1 ] ) ;
123
124 ge tE lem en ts ( mesh , e lements , nE ) ;
125
126 / / S o r t e lem en ts f i e l d such t h a t l o n g e s t edge i s t h e f i r s t
127 s o r t E l e m e n t s L o n g e s t ( e lements , nE , c o o r d i n a t e s , nC ) ;
128
129 / / Get boundary f i e l d
130 i n t nB ;
131 nB = Ng_GetNSeg_2D ( mesh ) ;
132 p l h s [ 2 ] = mxCreateDoubleMatr ix (nB , 2 ,mxREAL) ;
133 doub le * boundary = mxGetPr ( p l h s [ 2 ] ) ;
134
135 getBoundary ( mesh , boundary , nB ) ;
136
137 / / Save mesh on d isk ,
138 / / j u s t f o r t e s t i n g i s s u e s
139 Ng_SaveMesh ( mesh ,"test.vol" ) ;
140 Ng_DeleteMesh ( mesh ) ;
141
142 / / E x i t NG
143 Ng_Exit ( ) ;
144 }
145
146 / / C o o r d i n a t e s of nodes
147 vo id g e t C o o r d i n a t e s ( Ng_Mesh* mesh , doub le * c o o r d i n a t e s , i n t nC )
148 {
149 i n t i ;
150 doub le p o i n t [ 2 ] ;
151
152 f o r ( i =0 ; i <nC ; i ++) {
153 Ng_GetPoint_2D ( mesh , i +1 , p o i n t ) ;
154 c o o r d i n a t e s [ i ] = p o i n t [ 0 ] ;
155 c o o r d i n a t e s [ i +nC ] = p o i n t [ 1 ] ;
156 }
157 }
158
159 / / E lements
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160 vo id ge tE lem en ts ( Ng_Mesh* mesh , doub le * e lements , i n t nE )
161 {
162 i n t i ;
163 i n t nodes [ 3 ] ;
164
165 f o r ( i =0 ; i <nE ; i ++) {
166 Ng_GetElement_2D ( mesh , i +1 , nodes ) ;
167 e lem en ts [ i ] = nodes [ 0 ] ;
168 e lem en ts [ i +nE ] = nodes [ 1 ] ;
169 e lem en ts [ i +2* nE ] = nodes [ 2 ] ;
170 }
171 }
172
173 / / Boundary e lem en ts
174 vo id getBoundary ( Ng_Mesh* mesh , doub le * boundary , i n t nB )
175 {
176 i n t i ;
177 i n t nodes [ 2 ] ;
178
179 f o r ( i =0 ; i <nB ; i ++) {
180 Ng_GetSegment_2D ( mesh , i +1 , nodes ) ;
181 boundary [ i ] = nodes [ 0 ] ;
182 boundary [ i +nB ] = nodes [ 1 ] ;
183 }
184 }
185
186 / / S o r t e lem en ts f i e l d , such t h a t l o n g e s t edge i s f i r s t edge
187 vo id s o r t E l e m e n t s L o n g e s t (doub le * e lements , i n t nE , doub le * c o o r d i n a t e s , i n t nC )
188 {
189 i n t i , j ;
190 doub le l1 , l2 , l 3 ;
191 doub le coord [ 3 ] [ 2 ] ;
192 i n t tmp [ 3 ] ;
193
194 f o r ( i =0 ; i <nE ; i ++) {
195 f o r ( j =0 ; j <3 ; j ++) {
196 coord [ j ] [ 0 ] = c o o r d i n a t e s [ (i n t ) e lem en ts [ i + j* nE ] ] ;
197 coord [ j ] [ 1 ] = c o o r d i n a t e s [ (i n t ) e lem en ts [ i + j* nE ] + nC ] ;
198 }
199
200 l1 = square ( coord [0 ] [0 ]− coord [ 1 ] [ 0 ] ) + square ( coord [0 ] [1 ]− coord [ 1 ] [ 1 ] ) ;
201 l2 = square ( coord [1 ] [0 ]− coord [ 2 ] [ 0 ] ) + square ( coord [1 ] [1 ]− coord [ 2 ] [ 1 ] ) ;
202 l3 = square ( coord [2 ] [0 ]− coord [ 0 ] [ 0 ] ) + square ( coord [2 ] [1 ]− coord [ 0 ] [ 1 ] ) ;
203
204 tmp [ 0 ] = e lem en ts [ i ] ;
205 tmp [ 1 ] = e lem en ts [ i +nE ] ;
206 tmp [ 2 ] = e lem en ts [ i +2* nE ] ;
207
208 i f ( l1 < l2 ) {
209 i f ( l2 < l3 ) {
210 e lem en ts [ i ] = tmp [ 2 ] ;
211 e lem en ts [ i +nE ] = tmp [ 0 ] ;
212 e lem en ts [ i +2* nE ] = tmp [ 1 ] ;
213 }
214 / / l 1 < l2 && l2 > l3
215 e l s e {
216 e lem en ts [ i ] = tmp [ 1 ] ;
217 e lem en ts [ i +nE ] = tmp [ 2 ] ;
218 e lem en ts [ i +2* nE ] = tmp [ 0 ] ;
219 }
220 }
221 / / l 1≥ l 2
222 e l s e {
223 i f ( l1 < l3 ) {
224 e lem en ts [ i ] = tmp [ 2 ] ;
225 e lem en ts [ i +nE ] = tmp [ 0 ] ;
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226 e lem en ts [ i +2* nE ] = tmp [ 1 ] ;
227 }
228 }
229 }
230 }
231
232 doub le square (doub le x ) {
233 r e t u r n x* x ;
234 }

Listing B.6: GCRNI.m
1 function [x x1 x2] = ...
2 GCRNI(coordinates,elements,boundary,boundary2elements,M)
3 %[X[,X1,X2]]=GCRNI(COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY,BOUNDARY2ELEMENTS,M)
4 % Solves the magnetostatic problem using the ansatz of
5 % Garcia-Cervera & Roma, but computes the partial solution
6 % U2 with the nodal interpolant.
7 %
8 % INPUT:
9 % COORDINATES ... field describing nodes

10 % ELEMENTS ... elements described by their indices
11 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices
12 % BOUNDARY2ELEMENTS ... contains the indices of the element s that
13 % share a boundary element, i.e.
14 % BOUNDARY2ELEMNTS(I)=J means, that the I-th boundary elem ent
15 % lays on the J-th volume element.
16 % M ... magnetization (function handle)
17 %
18 % OUTPUT:
19 % X ... solution U = U1 + U2
20 % OPTIONAL OUTPUT:
21 % X1 ... partial solution U1
22 % X2 ... partial solution U2
23

24 %*** Number of nodes, elements and boundary elements
25 nC = size (coordinates,1);
26 nE = size (elements,1);
27 nB = size (boundary,1);
28

29 %*************************************************** *******************
30 %*** STEP 1, compute -laplace(U1) = -div(M)
31 %*** U1 = 0 on Gamma
32 %*************************************************** *******************
33

34 %*** First vertex of elements and corresponding edge vectors
35 c1 = coordinates(elements(:,1),:);
36 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
37 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
38

39 %*** Vector of element areas 4 * |T|
40 area4 = 2 * (d21(:,1). * d31(:,2)-d21(:,2). * d31(:,1));
41

42 %*** Assembly of stiffness matrix
43 a = ( sum(d21. * d31,2)./area4)';
44 b = ( sum(d31. * d31,2)./area4)';
45 c = ( sum(d21. * d21,2)./area4)';
46 A = [-2 * a+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];
47 I = reshape (elements(:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])',9 * nE,1);
48 J = reshape (elements(:,[1 1 1 2 2 2 3 3 3])',9 * nE,1);
49 A = sparse (I,J,A(:));
50

51 %*** |T| * grad(Vj) where Vj is hat function on T
52 grad1 = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(:,1)]/2;
53 grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;
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54 grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;
55

56 %*** Compute M(sT)
57 MsT = feval (M, c1+(d21+d31)/3);
58

59 %*** Assembly of right-hand side
60 b = [ sum(grad1. * MsT,2) sum(grad2. * MsT,2) sum(grad3. * MsT,2)];
61 b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1]);
62

63 %*** Computation of P1-FEM approximation
64 freenodes = nB+1:nC;
65 x1 = zeros (nC,1);
66 x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
67

68 %*** Free memory
69 clear I J a b c A
70

71 %*************************************************** *******************
72 %*** STEP 2, compute
73 %*** w_h = M_h.n - nabla(U1).n
74 %*************************************************** *******************
75

76 %*** Vector of element volumes 2 * |T|
77 area2 = area4(boundary2elements)/2;
78

79 %*** Elementwise gradient of U1
80 u21 = repmat ( (x1(elements(boundary2elements,2)) ...
81 -x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);
82 u31 = repmat ( (x1(elements(boundary2elements,3)) ...
83 -x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);
84

85 %*** Compute grad(U1)
86 gradh = (d31(boundary2elements,:). * u21 ...
87 - d21(boundary2elements,:). * u31) * [0 -1 ; 1 0];
88

89 %*** Compute projection of M on P^0
90 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
91 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
92 M_h = feval (M,(cb1+cb2)./2);
93

94 %*** Outer normal vector
95 nVec = [cb2(:,2)-cb1(:,2), cb1(:,1)-cb2(:,1)];
96 edgeLength = sqrt ( sum(nVec.^2,2));
97 nVec = nVec./ repmat (edgeLength,1,2);
98

99 %*** Compute w_h
100 w_h = sum( (M_h - gradh). * nVec, 2);
101

102 %*************************************************** *******************
103 %*** STEP 3, compute (\widetilde V w_h)(z) z\in\KK
104 %*************************************************** *******************
105 x2 = evaluateV(coordinates(1:nB,:),boundary,w_h,coordinates);
106

107 %*************************************************** *******************
108 %*** STEP 4, obtain discrete solution u = u1 + u2
109 %*************************************************** *******************
110 x = x1 + x2;

Listing B.7: FKNI.m
1 function [x x1 x2] = FKNI(coordinates,elements,boundary,M)
2 %[X[,X1,X2]]=GCRNI(COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY,BOUNDARY2ELEMENTS,M)
3 % Solves the solution of the magnetostatic problem using the
4 % ansatz of Fredkin & Koehler, but computes the partial solut ion
5 % U2 with the nodal interpolant.
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6 %
7 % INPUT:
8 % COORDINATES ... field describing nodes
9 % ELEMENTS ... elements described by their indices

10 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices
11 % M ... magnetization (function handle)
12 %
13 % OUTPUT:
14 % X ... solution U = U1 + U2
15 % OPTIONAL OUTPUT:
16 % X1 ... partial solution U1
17 % X2 ... partial solution U2
18

19 %*** Number of nodes, elements and boundary elements
20 nC = size (coordinates,1);
21 nE = size (elements,1);
22 nB = size (boundary,1);
23

24 %*************************************************** *******************
25 %*** STEP 1, compute -laplace(U1) = -div(M)
26 %*** du1/dn = M.n on Gamma
27 %*************************************************** *******************
28

29 %*** First vertex of elements and corresponding edge vectors
30 c1 = coordinates(elements(:,1),:);
31 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
32 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
33

34 %*** Vector of element areas 4 * |T|
35 area4 = 2 * (d21(:,1). * d31(:,2)-d21(:,2). * d31(:,1));
36

37 %*** Assembly of stiffness matrix
38 a = ( sum(d21. * d31,2)./area4)';
39 b = ( sum(d31. * d31,2)./area4)';
40 c = ( sum(d21. * d21,2)./area4)';
41 A = [-2 * a+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];
42 I = reshape (elements(:,[1 2 3 1 2 3 1 2 3])',9 * nE,1);
43 J = reshape (elements(:,[1 1 1 2 2 2 3 3 3])',9 * nE,1);
44 A = sparse (I,J,A(:));
45

46 %*** |T| * grad(Vj) where Vj is hat function on T
47 grad1 = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(:,1)]/2;
48 grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;
49 grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;
50

51 %*** Compute M(sT)
52 MsT = feval (M, c1+(d21+d31)/3);
53

54 %*** Assembly of right-hand side
55 b = [ sum(grad1. * MsT,2) sum(grad2. * MsT,2) sum(grad3. * MsT,2)];
56 b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1]);
57

58 %*** Computation of P1-FEM approximation, Neumann problem
59 freenodes = 2:nC; % solve restricted system
60 x1 = zeros (nC,1);
61 x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
62

63 %*** Free memory
64 clear I J a b c A
65

66 %*************************************************** *******************
67 %*** STEP 3, compute (\widetilde K U1)(z) z\in\KK
68 %*************************************************** *******************
69 x2 = evaluateK(coordinates(1:nB,:),boundary,x1(1:nB),coordinates) ;
70

71 %*** Compute edge length
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72 cb1 = coordinates(boundary(:,1),:);
73 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
74 edgeLength = sqrt ( sum( (cb1-cb2).^2,2) );
75

76 %*** Compute node2edges
77 node2edges = zeros (nB,2);
78 node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB)';
79 node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB)';
80

81 %*** Direction vectors
82 t = (cb2-cb1)./ repmat (edgeLength,1,2);
83 r1 = t(node2edges(:,2),:);
84 r2 = t(node2edges(:,1),:);
85

86 %*** Orientation, if det(x,y)>0 => positive rotational directi on
87 orient = (r1(:,1). * r2(:,2)-r1(:,2). * r2(:,1));
88 tmp = sum(r1. * r2,2);
89

90 %*** To avoid imaginary values
91 tmp(tmp>1) = 1;
92 tmp(tmp<-1) = -1;
93

94 %*** Inner angle
95 alpha = zeros (nB,1);
96 alpha(orient ≤0) = pi+acos( tmp(orient ≤0) );
97 alpha(orient>0) = pi-acos( tmp(orient>0) );
98

99 %*** Compute U2
100 x2(1:nB) = x2(1:nB) + (-1+alpha/(2 * pi)). * x1(1:nB);
101

102 %*************************************************** *******************
103 %*** STEP 4, obtain discrete solution U = U1 + U2
104 %*************************************************** *******************
105 x = x1 + x2;
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