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Kurzfassung

Diese Arbeit handelt von der numerischen Berechnung desi@iiaghen Streufelds, welche in vielen Bereichen
zur Anwendung kommt. Beispielsweise tritt das Streufelden Landau-Lifschitz-Gilbert Gleichung auf, die im
Themengebiet Mikromagnetismus eine tragende Rolle spiase Gleichung wird unter anderem dazu benditzt,
um Simulationen von magnetischen Bauteilen, wie etwa niégpteen Speichermedien oder magnetischen Sen-
soren, durchzufuihren.

Wir werden in dieser Arbeit vier verschiedene Methoden tetlen, wie das Streufeld berechnet werden kann.
Diese Verfahren unterteilen sich dabei in zwei untersdiuled Typen. Auf der einen Seite stehen die Ansatze
von FREDKIN / KOEHLER 1990 [8] bzw. ®RCIA-CERVERA/ ROMA 2005 [10], welche auch hybride FEM /BEM
Kopplungen genannt werden, auf der anderen Seite stehesyrimetrische (GsTABEL 1988 [5]) und direkte
(JoHNSON/ NEDELEC 1980 [14]) FEM/BEM - Kopplungsmethode. Wir werden diesefabren analysieren
und auch die numerische Umsetzung betrachten. Die getmffAussagen gelten sowohl fiir den zwei- als auch
fur den dreidimensionalen Fall. Zum Abschluss flihren wicmeinige numerische Experimente durch, welche
die Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren zum Vorseheingen sollen. Hierbei werden wir uns auf den
zweidimensionalen Fall beschranken.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

» Zunachst werden wir iKapitel 1die zur Berechnung des Streufelds zu Grunde liegendentGileien auf-
stellen und diese auf die Bestimmung des magnetostatigetiemtials zurtickfuhren. Als Ausgangspunkt
dienen dabei die Maxwell’'schen Gleichungen.

* In Kapitel 2legen wir das mathematische Fundament um die zu I6send@hGhgen, damit wir Aussagen
Uber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen treffenrign.

» Kapitel 3beschéftigt sich dann mit der Finiten Elemente Methodetéfgfihren wir Interpolationsopera-
toren ein, die im spateren Verlauf fir die Analysis Bedegtfinden.

» Die zuvor erwahnten Ansatze werdenKapitel 4 untersucht. Wir behandeln dabei sowohl Aspekte zur
Implementierung, als auch die a priori Analysis.

e Im Allgemeinen kdnnen die Gleichungen, welche das magtatieche Potential bestimmen, nicht exakt
gelodst werden. Fir spezielle Geometrien kdnnen jedoclytisiie Losungen berechnet werdenkKhmpitel
516sen wir die Gleichungen auf einer Kreisscheibe bzw. Kugidse Losungen verwenden wir spéater dazu,
um die Implementierung zu verifizieren.

* In Kapitel 6 beschreiben wir die Implementierung der verschiedene@#asn Matlab fur den zweidimen-
sionalen Fall.

 Zuletzt fuhren wir inKapitel 7 verschiedene Experimente mit den einzelnen Methoden durch
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Magnetostatische Maxwellgleichungen

Ausgangspunkt zur Herleitung der Gleichungen des magtatisshen Potentials stellen die Maxwell'schen Glei-
chungen der Magnetostatik dar. Diese Gleichungen laut8i-Einheiten

divB =0, (1.1)
rot B = pod, (1.2)

wobei wir mit B die magnetische Flussdichte (bzw. Induktion7ip mit yo = 4710~7V s/Am die Permeabilitat
von Vakuum und miff (in A/m?) die Stromdichte bezeichnen.

Bei Anwesenheit von Materie muss noch zwischen freien urmiiggenen Strémen im Korper unterschieden
werden. Dazu bendtigen wir die Grofke,.;, welche die Stromdichte beschreibt die von freien Laduégsin

im Material herriihrt. Des weiteren flhren wir noch die StdichteJ ., der im Material gebundenen Stréme ein.
Diese gemittelte GroR3e erzeugt die Magnetisierung desridiggemar

rot M = Jgep. (1.3)

AulRerhalb des Kérpers verschwindet die MagnetisielvbigNach AcksoN 2006 [13, Abschnitt 5.8] ist die
Magnetisierung die mittlere magnetische Momentdichte, d.

M(x) = ZNi<mi>, (1.4)

wobei N; die mittlere Anzahl von Atomen bzw. Molekilen der Softero Volumen, und(m;) das mittlere
magnetische Moment in einem Volumen um die Stelist.

Das Gesamtfel@ erfillt die Gleichungen
divB =0,
rot B = po(J frei + Jgen)- (1.5)

Ublicherweise definiert man ein zusétzliches Adldvelches magnetische Feldstarke bzw. magnetische Egegun
genannt wird, Uber

B = po(H + M). (1.6)
Durch Einsetzen in Gleichung 1.5 erhalt man zunéchst

rot H + rot M = J frei + Jges, (1.7)
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und nach Ausnitzen von (1.3) bekommt man das Gleichungsayst

divB =0,

1.8
rot H = Jype;. (1.8)

Betrachtet man nun zwei Materialien mit verschiedenen reagghen Eigenschaften, so lassen sich aus den Max-
well'schen Gleichungen Ubergangsbedingungen an der @éehe beider Medien herleiten. Sei@n, Q, zwei
Gebiete und” die Grenzflache. Minh bezeichnen wir den vof?; nach(), gerichteten Normalenvektor alif
Dann lauten die Ubergangsbedingungen nactk3oN 2006 [13, Abschnitt |.5]

(]32—]31)-1’1:07
(Hy —Hi) xn =k,

auf der Grenzflach&', wobei k eine Flachenstromdichte beschreibt und die FeBegH; mit i = 1,2 die
Einschréankung der Felder vén aufI” sind. Mit (1.6) ergibt sich nun

(Hg—Hl)-l’l:(Ml—Mg)-l’l,

(Hg — Hl) xn = k. (19)

1.2 Streufeld und skalares Potential

Wir betrachten nun einen Koérper, der durch das beschran&®e®? beschrieben wird und nehmen an, die
Magnetisierung ist stetig differenzierbar auf diesem @&ebind verschwindet au3erhalb. Zusatzlich nehmen wir
Jtrei = 0 an, d.h. es flie3t kein Strom, der von freien Ladungstrageraugt wird. Dann folgt aus dem Glei-
chungssystem (1.8) und Gleichung (1.6), fir das F#lich 2

divH = — divM,

1.10
rot H=0. ( )
Aul3erhalb des Korpers gilt, da die Magnetisierung versobet,
divH =0,
(1.12)
rot H = 0.

Wir fligen dem FeldH den Index(-)s hinzu und nenneM, das Streufeld oder Demagnetisierungsfeld. Aus
den Ubergangsbedingungen (1.9) lasst sich folgern, daddatimalkomponente voH, am Rand einen Sprung
besitzt und die Tangentialkomponente stetig ist, d.h. kes gi

(H' —H™) . n=M - n,
(Hzxt _ HZnt) xn=>0 (112)
aufl’.

Ausrot H, = 0 folgt, dass man das Streufdll; als Gradienten eines Potentials darstellen kann, d.h.
H, = —Vu, (1.13)

und man nennt auch skalares magnetostatisches Potential. Die Bedinglasg das Streufeld stetig in der Tan-
gentialkomponente am Rand ist, wird sichergestellt duiehFdrderung der Stetigkeit des Potentials am Rand.
Um u bestimmen zu kénnen bendétigen wir noch Informationen GbsrAbklingverhalten des Potentials im Un-
endlichen. Auf die Abklingbedingungen wird im nachsten Kelmaher eingegangen.

Wir bezeichnen im Folgenden nfit ein beschranktes Gebiet Rf! mit d = 2,3, mit Q¢! := R4\ den AulRen-
raum und mita den Normalenvektor adf := 052 (siehe Abbildung 1.1). Die Normalenableitung einer Fuorkti
uwwird alsou/on = ). 0u/0z;n; geschrieben.
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n Qezt

Abbildung 1.1: Aufteilung de®? in das beschrankte Gebi@tund in den AuBenrau*?. Der Normalenvektor
n zeigt von{2 nachQet,

Um die Existenz und Eindeutigkeit der L6sung zu gewéhgaeigtnuss man noch das asymptotische Verhalten der
Ldsung im Unendlichen angeben. Im zweidimensionalen Ettle wir
u(x) = a+ blog||x|| + O(1/]|x]|) fur x| — oo

voraus. Man kann entwederc R oderb € R frei wahlen und den anderen Wert bestimmen. In dieser Arbeit
wahlen wira = 0. In Kapitel 4 werden wir den Wettbestimmen. Im dreidimensionalen Fall nehmen wir fir die
Abklingbedingung, i.e. das asymptotische Verhalten desulndj,

u(x) =c+ O(1/[|x]]) fir|x| — oco.
Hierbei kann die Konstante< R frei gewahlt werden. Wir wahlen in dieser Arbeit 0.

Die Abklingbedingungen geben also gewissermal3en an, ithss asymptotisch wie die Fundamentallésung des
Laplace Operators verhalt. Es sei weiters angemerkt, dasssich tblicherweise fur das Streufeld, also dem
negativen Gradienten van interessiert, weshalb die Wahl verundc im Grunde genommen keine Rolle spielt.

Die das Potential bestimmenden Gleichungen kdnnen nueridigrmalien zusammengefasst werden.
Definition 1.1 (Klassische FormulierungBeiQ2 € R? ein beschranktes Gebiet mit= 2 oderd = 3 undl’ = 9

dessen Rand. Mit der Magnetisierung des Gebidtes (C'(Q2))? N (C°(Q))¢ ist dann das magnetostatische
Potentialu € C%(R?) die Losung des folgenden Transmissionsproblems:

Au =divM in Q,
Au=0 in Qe
[u] =0 aufrl’,
{%] =—M:-n aufl’, (1.14)
on

bmﬂﬂ+o(4) fallsd = 2,

[

u(x) = fur [|x|| — oo.
( O(ﬁﬂ fallsd = 3, I

Dabei ist||x|| := /3%, 22 die Lange vorx und [u] := u°** — 4™t der Sprung der Funktion am Rand.

2
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Abbildung 1.2: Das linke Bild zeigt die Magnetisierung eirfeomogen magnetisierten Kreisscheifte =
{x e R?||x|| <1} mit M = (0,1)”. Die schwarze Umrandung stellt die Begrenzung des maghetisKor-
pers dar. Die weil3en Linien im rechten Bild skizzieren dilkaien des Streufelds. Der Hintergrund wurde mit
Bezug auf das Potential eingeférbt, d.h, dass Flacherglekarbe, gleichen Potentialwerten entsprechen.

12

g\‘%
1of J ///‘ \\\

Abbildung 1.3: Die beiden Bilder zeigen jeweils die Fel@im des Streufelds eines homogen magnetisierten
rechteckigen Korper® = {(z,y) € R* |0 <z < 1,0 <y < 10}. Fur die Magnetisierung im linken Bild gilt
M = (0,1)7 fur die im rechterM = (1,0)7.
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Die Gleichungen in Definition 1.1 sind ahnlich der Potewfiigichungen in der Elektrostatik und man kann da-
her den Term(— div M) als magnetische Ladungsdichte interpretieren. Dies lietlelass die Divergenz der
Magnetisierung die Quelle des Streufelds darstellt. Weitann man die Normalkomponem&- n der Magneti-
sierung am Rand als magnetische Flachenladungsdichterdéuatgenommen die Divergenz der Magnetisierung
verschwindet im Inneren, dann wird das Demagnetisier@hgsiurch die Werte voiM - n am Rand bestimmt.

Das Streufeld lasst sich fiir gewisse Gebiete, z.B. eineskcbieibe oder eine Kugel, exakt berechnen (eine ge-
nauere Auseinandersetzung folgt in Kapitel 5). Das linke Bi Abbildung 1.2 zeigt eine Kreisscheibe die ho-
mogen magnetisiert ist. Die Magnetisierung wird durch demskanten VektoM = (0, 1)7 beschrieben und das
Potential des Streufelds im Inneren der Kugel ist dann gegdorch

1 .
u(z,y,z) = 5y i Q.
Im rechten Bild von Abbildung 1.2 sind die Feldlinien deseBfelds durch weil3e Linien visualisiert. Man er-
kennt, dass das Streufeld im Inneren entgegengesetzt zgnd#lsierung ist. Das Gesamtfeld im Inneren der
Kreisscheibe ergibt sich nun zu

0 0
B=ypoH+M)=po|—-3+1|=po|3
0 0

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel. Abbildung 1i§tzavei rechteckige Korper, die homogen magnetisiert
sind. Fur die Magnetisierung des Kérpers im linken Bild waid = (0, 1)7 gewahlt, fir die Magnetisierung im
rechten BildM = (1,0)T. Man sieht, dass das Streufeld im Inneren nicht homogewistdas z.B. im Fall der
Kreisscheibe ist.



Kapitel 2

Analytische Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir fir diese Arbeit grundlegerigfgebnisse aus der Analysis vor. Der erste Ab-
schnitt beschéaftigt sich mit den fiur die Losungstheorigtipter Differentialgleichungen wichtigen Sobolev-
R&aumen, wobei wir uns an die Arbeiten vorvAais 2002 [6] und SQUTER / SCHWAB 2004 [18] halten. Da-
nach stellen wir die schwache Formulierung des Transnmispi@blems bereit. Im dritten Abschnitt behandeln
wir dann Integraloperatoren und deren Eigenschaften,idadelen die wichtigsten Resultate ausUSER /
SCHWAB 2004 [18], RAETORIUS 2007 [16] und SEINBACH 2003 [20] entnommen. Zuletzt fassen wir noch
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen zusammen, die spaterer Folge noch verwenden werden. Hierbei sei
auf die Arbeit von QRSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4] verwiesen.

2.1 Sobolev-Raume

In diesem Abschnitt fihren wir den Begriff der Sobolev-R&win und werden fundamentale Ergebnisse aus der
oben erwéhnten Literatur zitieren. Diese Raume sind eigdidiit die Losungstheorie von partiellen Differential-
gleichungen, da mit ihnen Resultate Uber Existenz und Hingleeit von Lésungen erzielt werden kénnen.

Konvention 2.1. Im Folgenden bezeichnen wir it C R¢ (d = 2, 3) ein beschrénktes Lipschitz-Gebiet mit Rand
I := 99. Das Komplement voft bezeichnen wir mi2¢** := R4\ Q.

Konvention 2.2. SeiU C R? eine offene Menge. S€I>(U) der Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen aut/, dann bezeichnet

Ce(U) :={v e C>®(U) | supp(v) ist kompakt inJ}

den Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionghkompakten Trager i/, wobei der Trager einer
stetigen Funktiow € C°(U) definiertist als

supp(v) := {z € U | v(x) # 0}.

Definition 2.3. SeiUU C R? eine offene Menge. Mit

Li(U) = {v :U—R Lebesgue—messba‘r/ |v(x)] dx < oo furalle K C U mit K kompak} (2.1)
K
bezeichnen wir den Raum aller lokal integrierbaren Funkéo.
Definition 2.4. SeiU C R? eine offene Mengey ein Multiindex undu € L}, (U). Existiert einv € L}, (U) mit

/u8a¢dm=(—1)|a‘/v¢dm fiir alle ¢ € C3°(U), (2.2)
U

U
dann heil3v die a-te schwache Ableitung vanund wir schreiben auch®u := v.
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Lemma 2.1 (EVANS 2002 [6, Abschnitt 5.2, Lemma])SeiU C R? eine offene Menge. Existiert die schwache
Ableitung einer Funktiom € L; , (U), dann ist sie eindeutig bestimmt bis auf eine Menge mit MaR 0.

Bemerkung 2.1. Fur stetig differenzierbare Funktionen stimmt die schvea&bleitung mit der starken Ableitung
(fast Uberall) Gberein.

Definition 2.5. Fiir ¢ € Ny ist der Sobolev-Rauri “($2) definiert als
HY Q) := {v e L*(Q) | 9" € L*(Q) fur alle Multindizesa mit |a| < £}. (2.3)

Der RaumH *(€2) wird mit dem Skalarprodukt

(,0) ey = Y (0%u,0°0) 120 (2.4)

lal<t

versehen. Die assoziierte Norm ist dann gegeben durgh ) := \/m
Satz 2.2(EVANS 2002 [6, Abschnitt 5.2, Satz 2])H* () ist furr £ € Ny ein Hilbertraum.
Durchlulge(q) = 324 = (0%u, 0%v) 12(o) Wird der Sobolev-Rauni’*(£2) mit einer Seminorm versehen.
Definition 2.6. H§(£2) wird als Abschluss vo@g° () beziiglich def|-|| ;¢ ()-Norm definiert, d.h.
Hy(Q) = T (@),

Definition 2.7. Sei/ C R? ein Gebiet. Der Raum

Hf,(U) := {u: U — R Lebesgue-messbar u € H(K) furalle K C U mit K kompak}  (2.5)
bezeichnet den Raum aller messbaren Funktionen die auhj&denpaktum iriZ* liegen.

Des weiteren wollen wir noch einen speziellen Sobolev-Raufilem Rand' des Gebiets einflhren. Dieser lasst
sich mit Hilfe der Sobolev-Slobodeckij-Seminorm

/2

Ju(z) — u(y)|? !
= — = ds,ds, ,

fulrmrreq (// To—gd v

als Sobolev-Raum mit halbzahligem Exponenten definieren.
_ : 12 -
Definition 2.8. Mit der Norm||ul| g1/ := (HuH%Z(F) + |“|§11/2(F)) ist der Raumi '/2(T") definiert als
H1/2(F) = {U€L2(F) | HUHHVZ(F) <OO}.

Im Allgemeinen sind Funktionen au$’ () nicht stetig und auch nicht auf dem Rand des Gebiets defiliert
existiert aber ein Operator der jeder Funktion &li§(2) eine Funktion au#/'/?(T") zuordnet, wie folgender Satz
zeigt.

Satz 2.3(SAUTER / SCHWAB 2004 [18, Satz 2.6.8])Es existieren stetige, lineare Spuroperatoren
yert s HY(Q) — HY2(T) mit

Aty = ulp forallew e CO(Q) N H'(), (2:6)

und
67 s Hiyy (26°F) — HY/2(T) mit

Nty = ulp firallew e CO(Qeet) 0 HY Q). (2.7)

Dabei wird{"*v als innere Spur vom und~§**u als &uBere Spur von bezeichnet.
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Nach Definition ist daher der Spuroperator angewandt aefstigtige Funktiom nichts weiter als die Restriktion
vonu auf den Rand. Fiw € H}(Q) gilt 7w = 0 im Sinne vonH /2(T").

Umgekehrt kann man sich auch fragen, ob FunktionenraU$ (I") auf /' (9) fortgesetzt werden kénnen. Dazu
zitieren wir den folgenden Satz aug ®&ETORIUS 2007 [16].

Satz 2.4PRAETORIUS2007 [16, Satz 2.5])Es existiert ein stetiger, linearer Operatdr: H'/%(I') — H'(Q),
so dass

Yo(Lv) =v firallev e HY*(I)
gilt. Wir nennen auch Fortsetzungsoperator.

Man beachte, dass der Fortsetzungsoperatacht eindeutig ist.
Definition 2.9. Firr ¢ € N bezeichné?! () den Raum

HYQ) = {u € H(Q) ‘ / udr = 0} .
Q
Analog bezeichnen wir mHi/Q(F) den Raum

HYA(T) = {v € H'/*(I) ‘/desz = 0}.

Funktionen aus Sobolev-Raumen lassen sich durch gewistie unktionen approximieren, wie nachfolgender
Satz besagt.

Satz 2.5(Meyers-Serrin, EANS 2002 [6, Abschnitt 5.3, Satz 3])Fur ¢ € Ny liegt der RaumC>°(©2) dicht in
H*(2) bezuglich der *-Norm.

Satz 2.6(Sobolev’scher Einbettungssata®ER / SCHWAB 2004 [18, Satz 2.5.4])Seif ein beschrankte§™*-
Gebiet (beschranktes Gebiet mimal stetig differenzierbarem Rand). Fiir> ¢ undm < ¢ — d/2 besitzen
Funktionen aus?’(Q) einenm-mal stetig differenzierbaren Repréasentanten. Die Eituimet

HYQ) — C™(Q)
ist stetig, d.h.
[ullcm@y < Cllullgeq) furallew e HY(Q),
mit einer positiven Konstanté.

Um Funktionen aus dem Dualraum eines Sobolev-Raumes zakthesieren benétigen wir noch folgendes Lem-
ma.

Lemma 2.7 (PRAETORIUS 2007 [16, Lemma 4]) SeienX undY reelle HilbertrAume mit stetiger Einbettung
X C Y, dann ist die Riesz-Abbildung : Y — Y™, Jyy := (y,-)y ein wohldefinierter, stetiger, linearer
OperatorJy : Y — X *. Des weiteren istly (Y") ein dichter Unterraum vork *.

Wir wenden das Lemma an asf = H*(Q) undY = L%(Q). Der RaumL?(Q) liegt daher dicht inHH*(Q)*.
Furu € L2(2) undv € H*(Q2) stimmt die duale Klammegu, v) mit dem L?-Skalarproduk{u, v) 12, tberein.
Analog wenden wir das Lemma aif = H'/?(I') undY = L) an. Firv € HY?(T) stimmt die duale
Klammer(u, v) dann mit demL?-Skalarproduktu, v) >y Uberein, fallsu € L*(T).

Definition 2.10. Fir ¢ € N bezeichnen wir mit
H(Q) = H' ()"
den Dualraum vorif*(2) beziiglich des erweitertelx’-Skalarproduktes und mit
Hﬁl/Q(F) — Hl/z(r)*

den Dualraum vorfl '/2(T") bezuglich des erweitertefir -Skalarproduktes.
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2.2 Schwache Formulierung

Wir betrachten fiir gegebengsc C°(Q) die partielle Differentialgleichung
—Au=f inQ. (2.8)

Existiert eine Losung: € C?(f2), so nennt mam eine klassische Losung der Differentialgleichung. Im A#lg
meinen jedoch lassen sich keine Aussagen Uber die eingeiigtenz einer Lésung tatigen. Man geht daher
zur so genannten schwachen bzw. distributionellen Foemurig Gber. Um dies zu motivieren gehen wir davon
aus, dass eine klassische Lésung ist und multiplizieren Gleichung) it einer Testfunktiom € C°*°(Q) und
integrieren Uber das Gebi@t Nach partieller Integration der linken Seite erhélt man

(VU, VU)LZ(Q) = (f, U)LZ(Q) + (8u/8n, 'yé"tv)Lz(p) furallev € C* (ﬁ) (29)

Mit n bezeichnen wir dabei den véhnachQ¢*t zeigenden Normalenvektor. Klarerweise sind klassiscrsihé
gen von (2.8) auch Lésungen von (2.9).

Definition 2.11. Wir nennen eine Funktiom € L}, (Q) eine schwache L6sung vem\u = f, falls sie—Au = f
im distributionellen Sinne erflllt, d.h. es gilt

(—Au,v) = (f,v) furallev e C5°(Q).
Die Distribution —Aw kann furu € H'(£2) dabei tiber
(—Au,v) = (Vu, Vu)r2q) flrallev e Cg°(Q)
definiert werden.

Lemma 2.8(MCLEAN 2000 [15, Lemma 4.3])Seif € H~1(Q), undu € H(Q) erfillle
—Au=f
im distributionellen Sinne. Dann existiert ein eindeusiieeares Funktional,u € H~/2(T") mit
(Vu, Vo) r2(0) = (f,v) + (yiu, " v)r  furallev € H'(Q). (2.10)

Des weiteren ist; u eindeutig durch: und f bestimmt, und es gilt die Abschatzung

Il ar-vzey < C (Il + 1 7-gey ) - (2.11)

Dabei istC die Stetigkeitskonstante des Fortsetzungsoperatoi3as Funktionah; v wird auch als Konorma-
lenableitung bezeichnet.

Die Variationsformulierung (2.10) in Lemma 2.8 bezeichman als schwache Formulierung der Differenti-
algleichung (2.8). Gelten fiir die Lésung der schwachen ktiemung zusatzliche Regularitditsannahmen, d.h.
u € C?(Q), dann ist die schwache Lésung auch eine klassische Losuhglas Funktional;u stimmt mit
Ou/On Uberein. Jede klassische Losung ist wiederum eine Lésungjstebutionellen Formulierung.

Wir bezeichnen mity{**« die auBere Konormalenableitung und halten fest, dass fiitggmnd glatte Funktionen
¢ty = du/On gilt. Der Normalenvekton zeigt dabei vorf2 nachQe*".

Als néchstes wollen wir uns der schwachen Formulierung dassmissionsproblems widmen. Dazu betrachten
wir Funktionenu auf dem AuRenrauf¢*t, die der Abklingbedingung = b log||z||+O(1/||z||) fallsd = 2 bzw.

u = O(1/|z|) falls d = 3 fur ||z|] — oo genligen. Der Sobolev-Raumi! (Q2¢*t) enthalt nicht alle Funktionen
die der Abklingbedingung gentigen, wie aus nachfolgendeispigs ersichtlich ist.

Beispiel 2.1. Sei(2 := {x € R? | ||z|| < R} eine Kugel mit Radiu® > 0, u(z) = 1/|z| undv(x) = log|z|,
dann giltu, v ¢ H(Qet).
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Beweis.Es gilt ||ul| g1 (qest) > [Jul| p2(qest). Wir bezeichnen mitS,| das MaR der Einheitssphareltf. Damit
ergibt sich

n 1 OO
Huﬂiz(gem) :/Q —=dzr = |94] /R =3 dr = oo.

eat [|]|?

Furwv gilt analog

0112 geer) = / (log2]))? dz = |4 /R r4=(log r)? dr = oo,

Qext

Somit ware die Aussage bewiesen. O

Der RaumH*(Q¢*t) ist daher nicht giinstig, um die magnetostatischen Gleigenrim schwachen Sinne zu
definieren. Fur die Losung im AuRenraum benutzen wir den RE@m(Q**), der Funktionen, die die Abkling-
bedingung erfullen, enthalt. Des weiteren lassen sich iomiR& ., (Q2**) Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
zeigen. Um ein Transmissionsproblem aufzustellen, bgnhétan noch Informationen Uber das Verhalten der
Funktionen am Rand. Gibt man die Spriinge der Spuren und Kaalenableitungen vor, so lasst sich das Trans-
missionsproblem im schwachen Sinne anschreiben.

Definition 2.12 (Transmissionsproblem (TR)Beienf € L?(2), go € HY/?(T) undg, € H~'/?(I") gegeben.
Wir suchen eine Funktion := (u'*, u**) € H'(Q) x H},(Q2°"), welche

—Au=f in €,
—Au =0 in Qe*t,
[oul = g0 aufr’,
nul =0 aufT, (2.12)
cat,_+ ) loglx[[+0O (ﬁ) fallsd =2,
U (x) = fiir ||| —s oo.

o (ﬁ) falls d = 3,

erfullt. Die Gleichungen sind dabei im distributionellem&e zu verstehen. Die eckigen Klammern bezeichnen

die Springe der Spuren bzw. Konormalenableitungenuahh. [you] = 7§ uc®t — y¢nty™™t bzw. [yu] =
,y{:wtuewt _ ,ﬁntuint_

Wir wollen jetzt noch den Ausdrudki - n definieren. Die Abbildung,, welchev aufv - n abbildet ist fir glatte
Funktionenv mit kompakten Trager ifiR¢ definiert. Nach GRAULT / RAVIART 1986 [11, Satz 2.5] kanw,,
zu einer stetigen, linearen Abbildung véh(div; Q) auf H—1/2(I") erweitert werden. Dabei ist der Hilbertraum
H (div; Q) definiert als

H(div; Q) := {v € (L*(Q))*|divv € L*(Q)} .
Nach Definition ist dahefH*(£2))? ein Teilraum vonH (div, 2).
Konvention 2.13. Fur M € (H*(9))¢ ist der AusdruckM - n definiert als
M- n:=v,(M)
Daher giltM -n € H~Y/2(T).

Bemerkung 2.2. In den nachfolgenden Resultaten kann die Voraussefximg(H* (£2))? durch die schwachere
AnnahmeéM e H (div, 2) ersetzt werden.
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Um nun unser Modellproblem (siehe Definition 1.1) neu zu falieren, setzen wir in Definition 2.12 =
—divM, go = 0undg; = —M-n einwobeiM € (H'(2))¢. Das magnetostatische Potentiak (u™™, u**) €
H'(Q) x H}, (") ist daher Losung der Gleichungen

—Au™ = —divM inQ,
Ayt =0 in Qeet,
[vou] =0 aufl’,
[viu] = -M-n aufr, (2.13)
blog||x|| + O (ﬁ) falls d = 2,
ueTt (x) = fir [|x|| — oco.
o (ﬁ) falls d = 3,

In Abschnitt 2.4 werden wir uns mit der eindeutigen Losbartes Transmissionsproblems beschéftigen.

2.3 Integraloperatoren

Zunachst betrachten wir die partielle Differentialglaicly
—Au=f aufQCR? (2.14)

Die Fundamentalldsung des Laplaceoperatafsist durch die Green’sche Funktion

1
—5-log(llz —yl)  fallsd =2,
G(z,y) == (2.15)
11 falls d = 3
Ar [z — y||
gegeben.

Das folgende Resultat besagt, dass man Funktionerw? (1), die die Poisson-Gleichung (2.14) erfiillen, durch
ihre Werte am Rand, ihre Normalenableitungen am Randfuwtatstellen kann.

Satz 2.9(Darstellungsformel, RAETORIUS 2007 [16, Proposition 2])Sei2 C R? ein beschranktes Gebiet mit
glattem Rand” := 9Q undu € C?(Q). Mit f := —Au € C(Q) gilt die Darstellungsformel

u(z) = /( Gl W)+ /F Gl y)yi™uly)ds, — /F MG youly)ds, firaler e Q. (2.16)
Der zusatzliche Index baﬁfgj gibt an, dass die Ableitung nagherfolgt.
Die Terme in (2.16) definieren Integraloperatoren. Mit
WN)(@) = | Gla,y)f(y)dy fire e RAT (2.17)

Q
bezeichnen wir das Newton-Potential. Weiters wird durch

(Vo)(z) := / G(x,y)p(y)ds, furz € RAT (2.18)
r
das Einfachschichtpotential gegeben, wahrend
Eo)w)i= [ Gl p)olwds, fire e RAT (2.19)
N

das Doppelschichtpotential definiert.
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Satz 2.10(SAUTER / SCHWAB 2004 [18, Satz 3.1.1])Sei¢ € L(I'). Dann istV¢ € C>°(R\I) undK¢ €
C>(RI\T). Es gilt - -

(AV§)(z) = (AK¢)(z) =0 furallex € RN\T. (2.20)
Satz 2.11.Falls ¢ € L>=(T), dann giltV¢ € C(R?).

Wir befassen uns im Folgenden mit den wichtigsten Eigerfsmmdes Einfach- und Doppelschichtpotentials. Das
Einfachschichtpotential lasst sich zu einem stetigeraliae Operator voiil ~'/?(T") nachH ' (Q2) erweitern.

Satz 2.1(STEINBACH 2003 [20, Lemma 6.3])Der Operator) : H~1/2(I") — H(Q) ist stetig und linear, und
V¢ ist Losung der homogenen partiellen Differentialgleicgun

AVp =0 in.
Des weiteren isV¢ € H,, ("), und es gilt

AVé =0 in Qe

Wendet man die innere Spy§™t aufVe e H(Q) an, so lasst sich der Operator
Y=~y H-VY2() — HY2(I) (2.21)

definieren.

Durch Anwenden der &ul3eren Spun}ahann man folgende Sprungbedingung fiir das Einfachsclotdtpial am
Rand zeigen.

Satz 2.13Sprungbedingung EinfachschichtpotentialeBuBAcH 2003 [20, Abschnitt 6.2])Sei¢ € H~/?(T).
Das Einfachschichtpotential erfillt

ho0Vé] = 6" (Vg) — 7§ (Ve) = 0.

Satz 2.14STEINBACH 2003 [20, Satz 6.5, Satz 6.6}pei¢p ¢ H~'/?(T"). Furd = 3 istder Operato) elliptisch,
d.h. es gilt

(6. Vo)r = Cl¢ll3-1/2(ry furalleg e H/3(I),
mit einer positiven Konstantefi. Fir d = 2 ist V elliptisch, fallsdiam(Q) < 1.

Als N&chstes betrachten wir das Doppelschichtpoteﬁmmd geben analoge Eigenschaften an.

Satz 2.15(STEINBACH 2003 [20, Lemma 6.7])Der Operatork : H'/2(I") — H' (1) ist stetig und lineark¢
ist Losung der homogenen partiellen Differentialgleichun

AK¢=0 inQ.
Des weiteren iskCo € HL , (2°*), und es gilt

AKp =0 inQet.

Fiir¢ € H/2(T") lasst sich daher nach Satz 2.3 die innere Spuvemilden. Im Gegensatz zum Einfachschicht-
potential besitzt das Doppelschichtpotential jedochrei@prung am Rand. Dazu definieren wir den stetigen li-
nearen Operatd¢ : H'/?(T') — H'/?(T) durch

K :=~"K + (1 - o). (2.22)
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Abbildung 2.1: Fur den Punkt; € T'ist der zugehdrige Innenwinkel, eingezeichnet. Der Raridist in einer
Umgebung um den Punkt, glatt, besitzt daher eine Tangente (rote strichlierted)inind somit ergibt sich fur
den Innenwinketyy = .

Die Gro3es(x) ist wie in [20, Lemma 6.5] definiert als
=i ! ! ds, fur r 2.23
7() = I S Dyr w firo el (229

wobei K"t (z) := {y € Q| ||z — y|| < &} der Teil einer Kugel um den Punkte T' mit Radiuse ist, welcher
im Gebiet( liegt. Fur einen Punkt: € T ist die GréRes(x) proportional zum Innenwinkel. Beispiele von
verschiedenen Innenwinkeln sind etwa in Abbildung 2.1 zddim

Bemerkung 2.3. BesitztI' in einem Punkt: € I eine Tangente, dann ist nach Definiti¢h23)s(x) = 1. Fur
Lipschitz-Gebiete existiert die Tangente fir fast alle I", daher gilt

1
o(x) = 5 fur fast allez € T.

Satz 2.16(Sprungbedingung Doppelschichtpotential EBvBACH 2003 [20, Lemma 6.8])Sei¢ € HY2(T). Fir
das Doppelschichtpotentil gilt

VMK = o + K.
Das Doppelschichtpotential besitzt daher am Rand den $prun

oK) = 7§ (Ko) — v (Ko) = 6.

Nach Satz 2.12 bzw. Satz 2.15 und Lemma 2.8 sifiél)) : H—~1/2(I') — H~1/%(I') und~i"t K : HY/2(T') —
H~'/2(T") wohldefinierte stetige lineare Operatoren.
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Satz 2.17(STEINBACH 2003 [20, Lemma 6.6, Lemma 6.9]pie Spriinge der Konormalenableitungen wonnd
K lauten

V] = 71" (Vo) — 71" (Vo) = —¢ furg e H/*(T)
und

1K) = 157 (Kg) — v (Kp) =0 fur ¢ € HY/?(T).

Mit den Konormalenableitungen des Einfach- und Doppetdthbtentials lassen sich weitere lineare stetige In-
tegraloperatoren erklaren. Das adjungierte DoppelstpatentiallC’ : H—/2(I') — H~/2(I) ist definiert
als

K="ty — o (2.24)
wahrend der hypersingulére Integraloperator H'/2(T') — H~/2(T") definiert ist als
W = —yintKC. (2.25)

Bemerkung 2.4. In der Literatur werden sowol¥ als auchy als Einfachschichtpotential und sowdtlals auch
K als Doppelschichtpotential bezeichnet.

Man kann den Stetigkeitsbereich der Integraloperatoreh roveitern. Dazu sei etwa auf das Buch vorUSER
/ SCHwWAB 2004 [18, Satz 3.1.16, Bemerkung 3.1.18] verwiesen.

Satz 2.18.Die Operatoren), V, K undk sind stetig firs| < 1/2:

V: H-Y2s(1) — HT5(Q),
VR H_1/2+S(F) . H1/2+s(F),
o K- H1/2+5(F) — H'F5(Q),
o K: HY?HS(T) — HY2H5(T).

Mit zusatzlichen Voraussetzungen an den Rand kdnnen diesgk8itsbereiche noch erweitert werden: Der
Lipschitz-Rand" sei global glatt, d.hI" € C°°, dann gelten obige Aussagen fiur afle- —1/2.

Satz 2.19Abklingverhalten vorv undK). Fiir ¢ € H/2(T') undd = 2 gilt
Rox) =0 () forlx] — .
und fallsd = 3 dann gilt fiir € das Abklingverhalten
Rotx) =0 (1) forll — .

Fir ¢ € H~'/?(T") erfllt das Einfachschichtpotential im Fall= 2

o) = 5(0. Detoglel + 0 () o x| — o0

fast tiberall inQ¢** und wennd = 3, dann gilt

Vo =0 () fur ] —» .
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Fur einen Beweis des Abklingverhaltens der Integralopeeatfird = 2 sei auf die Arbeit von EiIscHL 2010 [7,
Satz 3.9 und 3.10] verwiesen. Im Fdll= 3 findet sich das Abklingverhalten inABTER / SCHwAB 2004 [18,
Beweis von Satz 3.1.12].

Wir geben noch die Darstellungsformel fir das AufRenrauimlpra an, die auch unter der dritten Green’schen
Identitat bekannt ist. Essentiell dafur sind die Abklindlmgungen, welche an die Lésungsfunktion gestellt wer-
den, dazu sei auf MLEAN 2000 [15, Kapitel 8] verwiesen. Ein Beweis dieser Formeétsta in [15, Satz 7.12]
zu finden.

Satz 2.20(Darstellungsformel im AuBenraumigrfullt u € H, (2°°%)
Au =0,
blog||x|| + O (L) fallsd = 2,

[l

e 0(1) fallsd = 3,

[l

far ||x|| — oo,

dann gilt die Darstellungsformel

ext ext

uzl%’yo ufljfyl Uu.

2.4 Eindeutige Ldsbarkeit

Zum Abschluss dieses Kapitels listen wir in diesem Abs¢hoch einige Existenz- und Eindeutigkeitsaussa-
gen auf. Zunéchst schreiben wir wichtige Sétze lUber dietéxisund Eindeutigkeit der Loésung der schwachen
Formulierung des Dirichlet und Neumann Problems zusamibanach présentieren wir Ergebnisse der Arbeit
von CARSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4], die die eindeutige Losbarkeit des Transmissimigpms beweisen.

Konvention 2.14. Im Folgenden werden wir den Indéx‘ bei~{"* weglassen, d.h. die innere Spur wird mit
bezeichnet. Analoges gilt auch fiir die innere Konormalégiaing~i", welche dann durch; ersetzt wird.

Fir einen Beweis der folgenden aufgelisteten ResultatatdesAUTER / SCHWAB 2004 [18] bzw. RAETORI-
US 2008 [17] verwiesen. Wir betrachten das Dirichlet Problem
—Au=f inQ,

(2.26)
u=gp aufl.

Satz2.21. - Seif € C°(Q)undgp € C°(T') gegeben. Ist € C%(Q) eine Losung vo(2.26) dann erfilltu
die Variationsformulierung (schwache Formulierung)

(Vu, V)2 = (f,v) firallev € Hy(Q),

YoU = gD-

(2.27)

* Seienf € L?(Q) undgp € H'Y?(T') gegeben, dann existiert fir die Variationsformulier(@8g7)genau
eine Losung: € H'(9). Die schwache Losunghangt stetig von den Daten ab, d.h.

lullgr) < C (1 flz2) + lgnllarzr) (2.28)

dabei hangt die Konstant€' nur vom Gebief? ab. Die stetige Abhangigkeit der Losung von den Daten
wird auch Stabilitat der schwachen Lésung genannt.

+ Gelten noch die zusatzlichen RegularitatsannahmenC?(Q), f € C°(Q) undgp € C°(T), dann Iéstu
auch die starke Formulierun@.26)
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Als Nachstes gehen wir tber zum Neumann Problem, welchesrigstdrken Formulierung lautet

—Au=f inQ,
(2.29)
@ =gy aufl.
on
Damit eine L6sung des Neumann Problems existieren kanrsenigie Daterf undgy
/ fdx +/ gndsy =0 (2.30)
Q r

erfullen, wie man aus der Beziehung
/ fdx:f/ Audz:—/Vu~ndsy:—/gNdsy
Q Q r r

Des weiteren ist mit einer Losungdes Neumann Problems aueht ¢ mit ¢ € R eine Lésung. Diese Konstante
wird beispielsweise mit der Bedingung
/ udr =0
Q
festgesetzt.

Satz2.22. -« Effillen f € C°(Q) undgy € C°(T) die Bedingund2.30)und istu € C%(Q) eine Losung
von(2.29) dannistu € H(Q) und erfllt die Variationsformulierung (schwache Fornauling)

sehen kann.

(Vu, Vo) r2(0) = (f,v) + (gn,yov)r furallev e H'(Q). (2.31)

+ Seienf € L?(Q) undgy € H~'/?(T), dann besitzt die Variationsformulierung
(Vu, Vv)r2) = (f,v) + (gn,vov)r flrallev € HI(Q) (2.32)
genau eine Losung € H1(Q).

« Erfullen die Datenf € L?(Q) undgy € H~'/?(T') die Bedingung(f,1) + (gn,1)r = 0, dann ist
die eindeutige Losung vof2.32) auch eine Losung der schwachen Formuliery@d1)und es gilt die
Stabilitatsabschatzung

lull ) < C (If 2@ + lgn lar-1/2r)) 5 (2.33)
wobei die Konstanté’ nur vom Gebief2 abhangt.

« Seienf € C°(Q) undgy € C°T) und es gelte zusétzlich die Bedingu{@30) Des weiteren gelte
fur die schwache Losung € H!(Q) von(2.31)bzw.(2.32)u € C?(f2), dann I6stu auch die starke
Formulierung(2.29)

Kommen wir nun zum Transmissionsproblem. IAKSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4] wird gezeigt, dass das
Transmissionsproblem (TP), siehe Definition 2.12, aqeiveku einem FEM/BEM-Kopplungsproblem ist. Das
Kopplungsproblem (KP) ist dabei wie folgt definiert.

Definition 2.15 (Kopplungsproblem (KP))Seienf € L?(2), go € H'/?(T') undg, € H~'/?(I') gegeben. Das
Kopplungsproblem lautet: Suclie, ¢) € H'(Q) x H~/?(T), so dass

(Vu, Vo) sy + Whou+ (K — )6, 3000 = (£, ) — (g1 + Wao, o) (2:34)
(1, V6 — (€ — 3 roudr = (6, (K~ )b, (235)

fur alle (v,v) € HY(Q) x H-Y2(T) gilt.
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Fiir den Falld = 2 skalieren wir das Gebid? so, dassliam({2) < 1, damit der Operatoy nach Lemma 2.14
positiv definitist. Mit dieser Voraussetzung gilt die Aqaignz von (KP) und (TP), wie nachfolgender Satz besagt.

Satz 2.23(CARSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4, Satz 1]) Seienf € L?(Q), go € H'/?(I') undg, € H~/2(I)
gegeben, dannist (KP) und (TP) aquivalent in folgendemeSinn

Ist (u'™, ueet) € H1(Q) x H}, (2°"!) eine Lésung von (TP), dann I6st das Pgal™, ¢) € H* () x H~/2(T)
(KP) mit¢ := '}/fl'tuewt_

Gilt umgekehrt daSSui"t, ¢) S Hl(Q) X H_1/2(1") eine Lésung von (KP) ist, dann i@lmt, ue;vt) c H! (Q) «
H} , (Q¢*t) eine Losung von (TP) mit

u(z) == K(you + go)(z) — Vo(z) fiirz € Q. (2.36)

Dabei ist (2.36) die dritte Green’sche Formel, wie sie lisiiai Abschnitt 2.3 angefihrt wurde.

Satz 2.24(CARSTENSEN/ STEPHAN 1995 [4, Korollar 2]) (KP) ist eindeutig losbar. Aus der Aquivalenz von
(KP) und (TP) folgt daher auch, dass (TP) eindeutig l6sbar is

Das magnetostatische Problem in der schwachen Formuljesighe Gleichungssystem (2.13), besitzt diesem
Resultat zufolge genau eine Losung.



Kapitel 3

Numerische Verfahren

In diesem Kapitel behandeln wir die fiir das numerische Ldsmagnetostatischen Gleichungen wichtige Me-
thode der Finiten Elemente. Zun&achst werden wir im ersteschnitt die wichtigsten Resultate aus der Theorie
zitieren. Dabei werden wir uns im Speziellen an das Vorlgsskript von RAETORIUS 2008 [17] bzw. an das
Buch von BRAESS 2007 [3] halten. Der letzte Abschnitt handelt dann von Ipdéationsoperatoren, allen voran
werden wir hier den Scott-Zhang Operator a@®$T/ZHANG 1990 [19] n&her untersuchen.

3.1 Finite Elemente Methode

3.1.1 Galerkin Verfahren

Die Finite Elemente Methode ist ein spezielles GalerkinfAferen. Im Folgenden werden wir die wichtigsten
Eigenschaften von Galerkin Verfahren vorstellen. ZunBlbagrachten wir folgendes abstraktes Setting. ES{sei
ein Hilbertraum mit Skalarprodukt, -) und induzierter Normj|-||3; := \/(-, ). Des weiteren notieren wir mit
(-, -) ein &quivalentes Skalarprodukt adf d.h. es existieren Konstantens > 0, so dass

allvlg < vl < Bllv|lx  furallev € H (3.1)

gilt, wobei||v|| := /(v ,v) die durch{-,-) induzierte Norm ist. Ublicherweise wirfl- || als Energienorm und
(-, -) als Energieskalarprodukt bezeichnet.

Ein abstraktes Variationsproblem liest sich wie folgt: ggebenes’ € H* findeu € H mit
(u,v) = F(v) furallev e H. (3.2)

Der Satz von Riesz (& 2006 [1, Satz 4.1]) zeigt eindeutige Losbarkeit dieses lero. Das Grundprinzip von
Galerkin Verfahren besteht nun darin, den unendlichdimo@aden Hilbertraunt{ in (3.2) durch einen endlichdi-
mensionalen Unterraudd;, C H zu ersetzen. Somit lautet das diskretisierte Problem:erinds X;, mit

<<uh,vh>> = F(U}L) fur allevy, € Xj,. (33)

Bemerkung 3.1.Da X}, ein endlicher Teilraum des Hilbertraurisist, giltinsbesondere, das§;, abgeschlossen
und somit wieder ein Hilbertraum ist. Der Satz von Riesztztagit wieder eindeutige Ldsbarkeit v33).

Fir den Rest dieses Abschnitts bezeichindie eindeutige Losung von (3.2) ung, die eindeutige Losung
von (3.3).

Man nenntu;, auch Galerkin Losung. Die Funktiar, ist durch die wichtige Galerkin Orthogonalitat

<<u — uh,vh>> =0 forallev, € X, (34)

18
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charakterisiert, welche aus (3.2) und (3.3) folgt.

Mit Hilfe der Galerkin Orthogonalitat lasst sich das Céarimea zeigen. Dieses Lemma sagt aus, dass der Ga-
lerkin Fehler||u — uy||% quasi-optimal ist, d.h. der Fehler sich wie die Bestappnation bis auf multiplikative
Konstanten verhalt.

Lemma 3.1(Céa-Lemma, RAETORIUS 2008 [17, Lemma 1.6]) Der Galerkin Fehler ist quasi-optimal, d.h. er
erfallt

|lu—upl|y < 2 min [|u —vp|ly furallew € H,
o v EXp

wobeia, 8 > 0 die Normaquivalenzkonstanten g@sl)sind.

Die Galerkin Lésung.y, ist die Bestapproximation der exakten Lésungy Bezug auf die Energienorm, d.h. es
gilt

lu—vp|| = min |Ju—wvg| firalleu e H.
v EXp

Die Galerkin Methode hat den Vorteil, dass man Konvergenigfie exakte Losung € #H zeigen kann.

Satz 3.2(PRAETORIUS 2008 [17, Proposition 1.7])SeiD ein dichter Teilraum vor mit Approximationseigen-
schaft, d.h. es gilt

lim min ||lv —wvllx =0 flrallev € D.
h—0 vy, €Xp

Dann konvergiert die Folge der Galerkin Losungen gegen xléki Losung, d.h. es gilt

li — =0.
T [ — un 5

Der letzte Satz sagt jedoch noch nicht aus, wie schnell derkda Fehler gegen Null strebt. Um Aussagen Uber
die Konvergenzgeschwindigkeit zu erhalten, missen sie@alerkin Methoden betrachtet werden. Wir werden
im Folgenden die Theorie der Finiten Elemente Methode (FE&Mandeln.

Zuvor zitieren wir noch ein allgemeines Resultat Uber Géteverfahren.

Satz 3.3(PRAETORIUS2008 [17, Satz 1.4])SeiN < N die Dimension voiX;, und{¢1, ¢2, ..., dn} eine Basis
von X,. Wir definieren die so genannte Galerkin MatAxe RV >V tiber

Aij = <<¢j ’ ¢i>>7
und den Vektob € RY (iber

b; := F(¢:).

Dann ist A symmetrisch und positiv definit, daher auch regulér. Degexen giltu;, = Zf;l x;¢;, wobei der
Vektorx € R die Losung des linearen Gleichungssystefis= b darstellt.

Bemerkung 3.2. Die Matrix A wird auch Steifigkeitsmatrix genannt, der Veltorastvektor.

3.1.2 P1-Finite Elemente Methode

Eine Mengel' C R? wird nicht entartetes Dreieck genannt, falls es Knatenyr, zr € R? gibt, mit 7T =
conv {xr,yr, zr} und |T| > 0. Eine MengeT' C R? wird nicht entarteter Tetraeder genannt, falls Knoten
ar,br, cr,dr € R3 existieren, mitl’ = conv {ar, br, cr,dr} und|T| > 0. Wir bezeichnen mit

{er,yr, 21} fallsd = 2,
Mr =
{aT,bT,cT,dT} fallsd = 3
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Tr hr yr

Abbildung 3.1: Ein Dreieck wird durch seine drei Knotenr, yr, zr € R? beschrieben. Die Grof3g- bezeich-
net die langste Kante ung- die Hohe darauf.

h

cr

ar

br

Abbildung 3.2: Ein Tetraeder wird durch seine vier Knotear, by, cr, dr € R3 beschrieben. Die Groler
bezeichnet dabei den Durchmesser ¥gml.h. die langste Kante vdh.
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die Menge der Knoten voi und mit

{conv {xr,yr},conv{yr, zr},conv{zpr, 2r}} fallsd =2,
Er = < {conv{ar,br},conv{ar,cr},conv{ar,dr},
conv {br,cr},conv {by,dr},conv{cr,dr}} fallsd =3

die Menge der Kanten vdh. Der Durchmesser voR wird mit
hr = diam(T)

bezeichnet und stimmt mit der Lange der langsten Kante'Naiberein. Des weiteren definieren wir noch die
Kantenlange Uber

hg = diam(E)

fur alle KantenE € &r.

Die Hohe Uber die langste Seite eines Dreie€thkgird mit o bezeichnet. Damit ergibt fir das Volumgh| eines
Dreiecks

|T| = hT%. (3.5)
Im Fall d = 3 bezeichnen wir mit
Fr :={conv{ar,br,cr},conv{ar,br,dr},conv{ar,cr,dr},conv {br,cr,dr}}
die Menge der Seitenflachen v@dh Das Volumen eines Tetraeders lasst sich tUber
7] = £1((br — ar) % (er — ar)) - (dr — o) 36)

berechnen.

Ein wichtiges Beispiel fur ein Dreieck bzw. einen Tetraeidedas Referenzelement

r . Jeonv{(0,0),(1,0), (0, 1)} falls d = 2,
/"7 ) conv {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} fallsd = 3.

Das Wolumen des Referenzelements ergibt sich nach (3.5§u6pzu

Tresl = {

Wir kommen jetzt zum fundamentalen Begriff der Triangulieg.

fallsd = 2,
falls d = 3.

[Nl

Definition 3.1 (Triangulierung) Eine MengeT ist eine Triangulierung des Gebies genau dann wenn gilt:

» 7T ist entweder eine endliche Menge von Dreieckén= 2) oder eine endliche Menge von Tetraedern
(d = 3),

« der Abschluss vof? wird durch7 Uberdeckt, d.hQ =J7 := | 7,
TeT

e fUralleT, T € T mitT = T’ gilt |T' NT’| = 0, d.h. die Schnittmenge besitzt MaR

In dieser Arbeit werden wir uns ausschlief3lich mit regutaraangulierungen auseinandersetzen.
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Definition 3.2 (Regulére Triangulierung)Eine Triangulierung7 von 2 wird regulér (im Sinne von Ciarlet)
genannt, falls die Schnittmenge zweier Elemé@nté’ € T mitT # T" entweder

* leer, oder
 ein gemeinsamer Knoten, dAN T’ = {z} undz € My N My, oder

 eine gemeinsame Kante, di.= T NT’" € & N Ers, oder

(im Falle d = 3) eine gemeinsame Seitenflache, &h=TNT' € Fr N Fpr
ist.

Wir bezeichnen mitM := |J{z € Mr|T € T} die Menge der Knoten, mi := J{E € & |T € T} die
Menge der Kanten, und m& := | J{F € Fr |T € T} die Menge der Seitenflachen der TriangulierdngDes
weiteren definieren wir die lokale Netzweitenfunktibre L>°(€2) und die Volumensfunktioly € L>°(2) Uber

h|T = hT
und
Vir:=IT|

furalleT ¢ T.
Wir benétigen den Raum der stlickweise polynomialen Funktio

Definition 3.3. Sei7 eine regulare Triangulierung. Fin € N definieren wir den RaurR™(7") Uber
P™(T) := {v € L*(2) | v|1 ist Polynom vom Grack n fiiralle T € T }

Definition 3.4. Die L?-Orthogonalprojektion auf den Raum dgrstiickweise konstanten Funktionen wird defi-
niert als

9 : L2(Q) — PY(T)
V> UT

mit

1
vyl = W/Tvdw furalleT € T.

Mit obiger Definition gilt firv € L2(Q) undp € P°(T)

)
V—UT,D)L2(Q) = V= — vdm,p) = (/de—/vdx)p =0.
( o =Y (0= 177 | o= (vt [vac) o

TeT TeT

Eine Basis vorP?(T) ist durch die Menget’ := {x7 |T € T} mit

1 furzeT
xr(r) =

0 sonst

gegeben. Ein Beispiel solch einer Funktion ist Abbildur®A1 sehen.

Definition 3.5. Fur eine regulére Triangulierung™ definieren wir den endlichdimensionalen Raum
SYT) :=={vn € C(Q) |vp|r € PHT) furalleT € T}

aller 7-stiickweise affinen und global stetigen Funktionen.
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Abbildung 3.3: Beispiel einer stiickweisen konstanten asktiony .

Satz 3.4(PRAETORIUS 2008 [17, Proposition 3.1])Sei7 eine reguldre Triangulierung, dann gilt
« SY(T) ist ein N-dimensionaler Unterraum voH * (2) und N = # M bezeichnet die Anzahl der Knoten.
» Fur jeden Knoterr € M existiert eine eindeutige Hutfunktion

n. € SYT) mit 7.(2) =6... furallez’ € M.

« Die MengeB := {5, |z € M} ist eine Basis vos' (7). Wir nennen diese Basis auch nodale Basis von
SYT).

Um die diskreten Variationsformulierungen von (2.27) bgv32) aufzustellen, bendtigen wir noch die Raume
SHT) undSH(T).

Satz 3.5(PRAETORIUS 2008 [17, Korollar 3.2, Korollar 3.3])Sei7 eine regulare Triangulierung vof. Dann
ist der Raum

So(T) :={vn, € S (T)|Vz € MNT :vy(z) =0}

ein endlichdimensionaler Teilraum vd#! (Q2) mit der Dimensio {z € M |z ¢ T'}.
Der Raum

SHT) = {vh € S'(T) ‘ /QU,L do = o}

ist ein endlichdimensionaler Teilraum véfi (£2) mit Dimensionf#M — 1.



KAPITEL 3. NUMERISCHE VERFAHREN 24

Abbildung 3.4: Beispiel einer Hutfunktion. Im linken Bildtider Trager der Hutfunktion in rot eingefarbt. Das
rechte Bild zeigt die Hutfunktion zum mittleren Knoten deiahgulierung.

Konvention 3.6. Wir werden in dieser Arbeit durchgehend miiteine regulére Triangulierung vofl bezeichnen.

Die Triangulierung7 des Gebiet$) induziert in naturlicher Weise eine Triangulierufig des Rande§'. Wir
bezeichnen mit

Mr:={ze M|{z}NT ={z}}
die Menge aller Knoten, die auf dem Rand liegen, mit
Er={Ecé|ENT =FE}
die Menge aller Kanten, die auf dem Rand liegen und mit
JFr={FeF|FNnIl'=F}
die Menge aller Seitenflachen, die auf dem Rand liegen. Es gil

Er fallsd = 2,
7}‘ =
Jr fallsd = 3.

Die Definitionen der Funktionenraunsé (7°), P"(T) etc. fur die Triangulierung” des Gebiet§) konnen fur die
Triangulierung7r des Rande$ tbernommen werden. Die Definition des Raunsg$7r) macht dabei keinen
Sinn.

Bemerkung 3.3. Seiz € Mr, dann existiert fur jede Hutfunktiof, € S'(7r) genau eine Basisfunktiop €
SH(T) mit

’70(772) = ﬁz-

Die P1-Finite Elemente Methode besteht nun darin, die uf@mtimensionalen Raumi; (Q2), H!(Q2) in den Va-
riationsformulierungen (2.27) und (2.32), durch die eberyestellten Raum&; (7)) undS; (T) zu ersetzen. Be-
zeichnet(-, -) das Skalarprodukt auf/} (2) bzw. H!(Q), dann ist nach der Friedrich’schen bzw. Poincaré’schen
Ungleichung (siehe RAETORIUS 2008 [17, Korollar 2.15 bzw. Korollar 2.10]) die Bilinearfa (Vu, Vv)2(q)

ein aufH}(Q) bzw. H(Q) aquivalentes Skalarprodukt.
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Wir wollen nun die diskreten Variationsformulierungen \(@27) und (2.32) aufstellen. Zuerst betrachten wir das
Neumann Problem wie es in Satz 2.22 beschrieben wird. Sejfats H ' (Q) undgy € H~/2(T). Wir suchen
eine Funktioru € H} (), welche

(Vu, V’U)L2(Q) = <f s U> fur allev € Hi (Q)
erfullt. Die P1-FEM dieser Variationsformulierung lauteindeU € S} (7) mit

(VU,VV) 12 = (f,V) firalleV € S{(T). (3.7)

Die schwache Formulierung des Dirichlet Problem (vgl. Sal) lautet bei gegebeneih ﬁ*l(ﬂ) und
gp € H'/2(I') wie folgt: Findeu € H'(Q) mit
You = Up,

) (3.8)
(Vu, Vo) 20y = (f,v) furallev € Hj(Q).

Satz 3.6(PRAETORIUS 2008 [17, Proposition 3.19])Seigp € H'(Q) eine beliebige Fortsetzung der Dirichlet
Datengp € H'/?(T"). Bei gegebenenfi € H~1(Q) existiert ein eindeutiges, € H{ (), so dass
(VUQ, VU)LZ(Q) = <f , 1}> — (VEJ\D, VU)LZ(Q) furallev € Hol (Q) (39)

gilt. Eine Funktionu € H'(Q) mityou = gp ist genau dann eine Losung der schwachen Formulier(@g),
falls up := v — gp € H(Q) eine Losung voii3.9)ist. Die Funktionu hangt dabei nicht von der Wahl vai,
ab.

Um die P1-FEM des Dirichlet Problems zu erhalten, ersetzt dem Raun (€2) in (3.9) durch den endlichdi-
mensionalen Raud} (7)) unduo durchlUy. Man beachte jedoch, dass im Allgemeinen die Losling Uy + gp
nichtinS*(7) liegt, da die Fortsetzungy, der Dirichlet Daten im Allgemeinen nicht i§' (7)) liegt. Wir werden
daher die Vorgangsweise wie folgt modifizieren.

« Diskretisiere die Dirichlet Dategpp € H'/?(I') mit Gp € S'(7Tr).
« Konstruiere eine Erweiterungp € SYT)vonGp = 70(61)).
* FindeU, € S (T) mit

(YU, VV) 20y = (f, V) = (VGp,VV) 20y fiiralleV e 8¢ (7). (3.10)

cU:=Uy+Gpe SY(T) definieren wir als die Approximationslosung van

Die oben beschriebene Vorgangsweise nennen wir auch dieERLder schwachen Formulierung (3.8). Wir
zitieren noch ein wichtiges Resultat, dass ahnlich zumitsesagefuhrten Céa Lemma ist.

Lemma 3.7(Céa, RAETORIUS2008 [17, Lemma 3.20])Seiu € H' () die Lésung voif3.8)undGp € SYT)
die Fortsetzung der approximierten Dirichletdaté, = vo(Gp) € S'(7r). Sei weiterd/ die eindeutige Losung
von (3.10) dann gilt, dasd/ quasi-optimal ist und zwar in dem Sinne, dass eine Konstante 0 existiert, fur
die gilt

lu—=Ullgi <C mi (V +Gp)lm (o

in_|ju—
VeSH(T)

Dabei hangt die Konstant€ nur von§2 undI" ab.
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Die Formregularitatskonstante

d

h.
o(T) = ||hd/VHL°°(Q = max (3.11)

T

beeinflusst alle Fehlerabschatzungen, weshalb man Verteigen des Netzes so wéhlt, da$g ) konstant ist
oder zumindest uniform beschrankt bleibt.

In dieser Arbeit werden wir uns nur mit uniformen Verfeinegen (Rot-Verfeinerungen) beschéftigen. $éft
eine regulare Triangulierung vdl. Furd = 2 erhalt man eine uniform verfeinerte Triangulierung®*, indem
man jedes Dreiecll’ in vier &hnliche Dreieck&, T, T5, T, € T unterteilt (vgl. Abbildung 3.5). Fur jeden
Knotenz € M"ev gilt dann entweder € M2 oder z ist Mittelpunkt einer Kante? € £/, Fur die neue
Triangulierung gilt dann:

o Tmet st wieder regular.

« Die lokale Netzweitenfunktion erfilk™e* = h?'* /2 und die Volumensfunktion erfillt

Valt
4

V’IZG’U. —

» Eine wichtige Beobachtung ist, dass
O.(Tneu) _ O.(Talt)
gilt.

Wir betrachten nun eine reguléare Verfeinerung eines Teé&ad", wobei zu beachten ist, dass nicht alle aus der
Verfeinerung entstandenen Tetraeder @hnlici’zsind (vgl. Abbildung 3.6). Wir identifizieren das Tetraeder
T € T durch die geordnete Liste, zo, 23, 24 seiner vier Knoten. Mit;; = 2 (z; + 2z;) fir1 <i < j <4
bezeichnen wir den Mittelpunkt der Kante, die die zwei Kmoig z; verbindet. Nach ¥RFURTH 1996 [22,
Abschnitt 4.1] wirdT € 7 in 8 Tetraedefl}, Ty, Ts, Ty, Ts, Tg, T, Ty € T ™" mit

Ty = [z1, 212, 213, Z14) s T = [212, 22, 223, 224],
T3 := [213, 223, 23, 234) T4 = (214, 224, 234, 24],
Ts = [z12, 213, 214, Z24) = [z12, 213, 223, 224,
T7 = [213, 223, 224, 234, T8 = [213, 214, 224, 234],

unterteilt. Dabei sind™, Tb, T3, T4 im Gegensatz zl5, T, 17, T &hnlich zum AusgangstetraedérDie Form-
regularitat bleibt bei dieser reguléaren Verfeinerung keima

Nach dem Sobolev'schen Einbettungssatz (Satz 2.6) bedtzektionen: € H?(Q) einen stetigen Reprasentan-
ten aus”(92). Die Auswertung vor: € H?()) an den Knoten € M ist also wohldefiniert.

Definition 3.7 (Nodaler Interpolant) Seiu € H?(2), dann wird der nodale Interpolant, : H%(Q)) — SY(T)
tber

Iyu := Z u(z)n. € SYT)

zEM

definiert.

Die Beweise der beiden folgenden Aussagen sind in [17] zefind
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T3

T

T1 T2

Abbildung 3.5: Rot-Verfeinerung: Ein Dreieck € 7" wird in 4 ahnliche Dreieckd’, T, T3, T, € T
verfeinert. Fir die verfeinerten Dreiecke dilt** = h3'* /2 und|T"¢"| = |T*!*|/4. Insbesondere gitt(7"*) =
O.(Talt)_

Satz 3.8(Approximationssatz, RAETORIUS 2008 [17, Satz 3.7])Seiu € H?(2), dann gelten fur jedes € R
die Fehlerabschéatzungen

1% (u = In(w))| L2 () < ClIW*F*D?ul| 120
und
10V (u — ()| 2y < Co(T)IR'* Dl 12y,
wobei die Konstanté’ > 0 unabhéngig von, 7 und{2 ist.

Mit dem Approximationssatz lasst sich eine Aussage UbeKdierergenzgeschwindigkeit der P1-FEM treffen.

Korollar 3.9. Firu € H2(Q) N H(Q) gilt I,u € S}(T) und daher

i -V <lu-—1 < Co(T)||hD?ul| 120
VGIE:I)I(IT)”,U ||H1(Q)_Hu hUHHl(Q)_ a(Ml UHLZ(Q)

Furu € H*(Q) N HL(Q) gilt

VEH‘;iiI(lT)HU — Vg < llu—Inul g < Co(T)|[hD?ul| 20

Dabei hangt die Konstant€ > 0 jeweils nur vordiam(§2) ab.

Bemerkung 3.4. Mit dem Céa Lemma und Korollar 3.9 folgt, dass fur eine glatakte Losung € H?(2) des
homogenen Dirichlet Problems bzw. Neumann Problems dieiffe Elemente Methode die Konvergenzordnung
O(h) besitzt.

Bemerkung 3.5. Ein groRer Vorteil der FEM besteht darin, dass die Galerkatrix A (siehe Satz 3.3) dinn
besetzt ist, da jede nodale Basisfunktion nur lokalen Trégsitzt. Die Eintrage der MatriXA ergeben sich zu

Aij = (Vn5, Vi) 2 0) = / Vn; - Vnide = /Svnj - Vn; dz,
Q

mit.S := supp(n;) N supp(n; ).
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Abbildung 3.6: Rot-Verfeinerung: Ein TetraedEreiner Triangulierung ** wird in 8 Tetraeder verfeinert. Die
Formregularitat bleibt bei dieser Verfeinerung dabei kema



KAPITEL 3. NUMERISCHE VERFAHREN 29

3.2 Interpolationsoperatoren

Fir die numerische Implementierung bendtigt man noch zlisié Approximationsoperatoren, die Funktionen
aus Sobolev-Raumen auf affine, global stetige Funktionbiiddn. Ein Beispiel fir solch einen Operator ist der
nodale Interpolant. Der Nachteil dieses Operators iss da&ser nur auf/?(Q2) definiert ist. Man kann aber auch
Interpolationsoperatoren aéf! (2) definieren. Dies sind Operatoren, bei denen man die WertermkKdoten der
affinen, global stetigen Funktion durch Mitteln bzw. geweatks Mitteln der zu approximierenden Funktion Gber
lokale Bereiche definiert. Als Beispiele solcher Operataverden wir in diesem Abschnitt den Clément-Operator
und den Scott-Zhang Operator aus@B T/ ZHANG 1990 [19] definieren und deren wichtigsten Eigenschaften
anftihren.

Zunachst benétigen wir noch den Begriff des Patches.

Definition 3.8. Fur jeden Knoterr € M definiert man:
Q.= {TeT|zeMr}, Qz::{meRd‘ﬂTeﬁzzmeT}. (3.12)

Q. wird als Patch zum Knotenbezeichnet. In Abbildung 3.7 i€, flir einen Knoten veranschaulicht.

Abbildung 3.7: Der grau eingefarbte Bereich im linken Bidl der Patchi2, zum griin eingezeichneten Knoten
z. Das rechte Bild zeigt die Wahl der Kanten beim Scott-Zhapgr@tor: Fiur Knoten im Inneren (griin) kann
man eine beliebige anliegende Kante wéhlen (schwarz), fintéh die am Rand liegen (rot) darf man nur eine
anliegende Kante wéhlen die auch am Rand liegt (blau).

Bei der Definition des Clément-Operators halten wir uns RRETORIUS 2008 [17].
Definition 3.9 (Clément-Operator)Sei7T eine Triangulierung voi2 und M := M\T". Der Clément-Operator
Jp + H3 (2) — S (T) wird definiert durch
1
Jpv = v,m, Mmit v, = —/ vdr, (3.13)
P o Jo.

wobei(2, der oben definierte Patch ist und die Menge der Funktiopgn . o stellt die nodale Basis vafi! (7))
dar.

Bemerkung 3.6. Erweitert man den Definitionsbereich des Clément-Opesaaoif 2(§2) Funktionen, dann gilt
fur v € L?(2) und mit derL?-Orthogonalprojektionll) : L?(2) — P°(T) auf den Raum der stlickweise
konstanten FunktioneR°(T)

. _ . _ 0 _ 0 _ 0
/szdx Z /Tvdzf Z |T|(ITv)|r = Z /T(Hhv)|sz/Qz I v da. (3.14)

TEQ. Tef. TEQ.
Aus (3.13) folgt daher fiw € L?(Q)

Jpv = JpI00. (3.15)



KAPITEL 3. NUMERISCHE VERFAHREN 30

Als nachstes beschaftigen wir uns mit dem Scott-Zhang Q@meras bezeichne im Folgenden eine Kante
(d = 2) bzw. eine Seitenflachel (= 3) eines Element§’ € 7. Nun wahlt man zu jedem Knoten € M eine
Kante bzw. eine Seitenflaclae so, dass

zi € 0;. (3.16)
Gilt zusatzlich nochy; € T, dann wahlt mawr; so, dass
zi€0;CT. (3.17)

Man beachte, dass die Wahl der nicht eindeutig ist! In Abbildung 3.7 ist die Wahl det im Fall d = 2
veranschaulicht. Die Menge der Funktiongpy;}7_, sei die nodale Basis vom; und {¢;.}{_, eine L*(o;)-
duale Basis mit

/ Yik¢ij dr = O, (3.18)

wobeid; das Kronecker Symbol ist. Die Funktionéa;; }?:1 bilden also eine Basis voR' (o;) und die Funk-
tionen{wij}‘j:1 eine Basis vor{P!(a;))*. Man kann die Funktion;; auch als Linearkombination

d
Yij = Zai‘cj(bik (3.19)
k=1

mit afj € R darstellen. Diese Eigenschaft werden wir spater benitzedie duale Basis auszurechnen.

Wir ordnen die Funktiones,; und damit auch die Funktionen; so an, das®;;(z;) = d1;, d.h.¢;1(z;) = L.
Wir definiereng; := ¢;1 undv; := 1;1. Sei{n;} ¥, die nodale Basis vo&' (7). Fur eine Basisfunktion; gilt

Nilo: = ¢i. (3.20)
Daraus folgt

/ ’(/)177] dr = 51’]’ fur alle (Z,j) € {1,2,]\7}2 (321)

In (3.21) geht auch ein, dags genau dann Trager in; hat, wenre; ein Knoten vor; ist.

Definition 3.10(Scott-Zhang Operatar)Zu jedem Knoten,; € M wahlt man eine Kantel(= 2) bzw. Seitenfla-
che { = 3) so wie oben beschrieben. Der Operafty : H!(Q2) — S'(T) wird definiert durch

N
Spv = Zvim, (3.22)
i=1
mit
v; = / v de. (3.23)

Satz 3.10(ScoTT/ ZHANG 1990 [19, Satz 2.1])Der in Definition 3.10 definierte Operatdt, ist eine Projektion
von H'(Q) nachS* (T") und erhalt homogene Randbedingungen, #(Q) wird auf S} (T) abgebildet.

Beweis. Mit (3.21) folgt firv € S*(7) wegenw = =7, v(z;)n;

N

N
v(zj)/ Pinjdr = Znizv(zj)‘sij
Ti i=1

N N
— j=1

N N
Spv = Z;m/g. M;U(Zj)ﬁjdl’ = Z;mz
= K J= = J

=1
N
= va(zi) =,
1=1
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und wir schlieRen daraus, dass der Oper&toeine Projektion vorf () aufS*(T) ist.
Mit der Wahl vong; (siehe (3.16) bzw. (3.17)) erhélt man die Implikation

v € HY(Q) = Spv(z;) =0

fur alle z; € Mr und daher insbesondefi (H; (2)) € S§(T). Aufgrund vonS,,(S§(T)) = S§(T) folgt sogar
Sn(Hg () = 85(T). O

Nachfolgender Satz sagt aus, dass der Scott-Zhang-Opeoatoptimaler Ordnung ist.

Satz 3.11(ScoTT/ ZHANG 1990 [19]) Seiv € H™(Q) undm = 1,2, dann gilt fir den Scott-Zhang-Operator
v = Shollar ) < Cs, |W™ D™ || L2 (0. (3.24)

Die Konstante's, hangt nur von der Formregularittskonstanté7 ) und der Dimensiod ab.

Beweis. Ein Beweis ist etwa in §0TT/ ZHANG 1990 [19, Abschnitt 4] zu finden. O

Aus dem letzten Satz folgt mit = 1, dassl — S;, und daher aucly}, stetig ist.

Bemerkung 3.7.Gilt fur v € H'(Q2), das|,, = ¢ € R, dann vereinfacht sich die Berechnung des Knotenwertes
v, vgl. (3.23) zu

. N N
vi:/ wivdx:c/ wildz:c/ Vi (Zm) dz:cz&jzc,
[eF) g4 [ors j:l j:1

wobei hier die Gleichheif3.21)und die Tatsache, dass die Funktiongreine Zerlegung det darstellen, d.h.
ZL n;(z) = 1 fur z € Q, verwendet wurden.

Firv e HY(Q),v, € SY(T) mityov = oup, gilt sogar
Y0ShV = YoUh-
Dies folgt ausy — vy, € H{ () und Satz 3.10.

Definition 3.11. Zu jedem Knoten; € M wéahlt man eine Kanted(= 2) bzw. Seitenflachel (= 3) so wie oben
beschrieben. Wir definieren den Operafy : H'/2(T") — S*(7r) durch

S}IL‘U = Z Uinih“- (325)

zZi€EMr

Dabei seiv; der in Definition 3.10 erklarte Wert zum Knoten Insbesondere folgt aus dieser Definition, dass bei
gegebenem Operatdi, und daher auch einer Wahl der Kanten bzw. Seitenflachen

Y0(Spv) = S} (yov) furallev € H*(Q)
gilt.
Fur die spatere Implementierung missen wir noch/digr; )-duale Basis mit der Eigenschaft (3.18) bestimmen.

Mit der Eigenschaft (3.19) belauft sich somit die Bestimmdier dualen Basisfunktion;;, auf die Bestimmung
der Koeffizienter!,, in

./ d
/ (Z afkéf’w) ¢ij dx = O (3.26)
i \e=1
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furalle (j, k) € {1,...,d}>.

Zunachst beschaftigen wir uns mit dem Fal= 2. Wir bezeichnen mit;y, z;> die zwei Endknoten der Kantg.
Zusatzlich gelter;; = z; undg;; (z;) = 1. Wir definieren den Weg; als

Yi - [0, 1] — 0
t— zi1 + (252 — zi1)t,

und erhalten somit
1
/. ity do = |Ui|/0 Gie (7 (1)) i (i (1)) dt.

Wir definieren noch die Funktionef , ¢, auf dem Interval(0, 1] als

$1(t) == dir (Vi(t)),
$2(t) = iz (7i(t))-
Es gilt
1—1t
t.

1)
™0

)

Man beachte, das?Sl und$2 nicht von der Kanter; abhdngen. Mit

2 2
((; afkw) ’%) =l 2 e (@’@)N([OJJ)
= L2(03)

(=1

kénnen nun die Gleichungen (3.26) folgendermalRen umgesemrwerden:
2
) [~ o
A 1 s Pg = 0y, j 5
o |;azk (‘W ¢J)L2([071]) kj
fur alle (k, j) € {1,2}2. In Matrixschreibweise lautet dieses Gleichungssystem

1 0

wobei fur die Eintrage dex x 2 - Matrizen

Akg = afk,
My = (ng, @)

gilt. Mit

ergibt sich die Koeffizientenmatri&x zu
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und somit besitzt die duale Basis die Darstellung

wil - ﬁ (49251'1 - 2¢i2) )
! (3.27)

Pi2 (—2¢i1 + 4¢i2) .

il

Um die duale Basis fid = 3 zu bestimmen, kann man analog wie fli= 2 vorgehen. Es seiefy;, z;2, z;3 die
drei Knoten der Seitenflache. AuRerdem gelte;; = z;, unde;; (z;1) = 1. Wir definieren den Weg; tber

Vit Tref — 0;
(t, S) — Zi1 + (Zig — Zil)t =+ (Zig — Zil)S.
Analoge Vorgehensweise wie im Fall= 2 fiihrt nun auf die Koeffizientenmatrix
18 —6 —6

= -6 18 —6
il \ 6 6 18

1

)

und damit auf die duale Basis

it = (18611 — 6652 — 6643),

|oi|
Yo = ﬁ(_6¢i1 + 18¢i2 — 6¢43), (3.28)
! (—6¢i1 — 602 + 18¢;3).

il

Vi3

Mit den Beziehungen (3.27) und (3.28) lassen sich nun digdtweerte (3.23) des Scott-Zhang Operators bestim-
men.



Kapitel 4

Ansatze zur LO6sung des
magnetostatischen Problems

In diesem Kapitel werden wir uns mit verschiedenen AnsataenlLosung des magnetostatischen Problems
auseinandersetzen. Zum einen handelt es sich dabei um dégz&nvon REDKIN / KOEHLER 1990 [8] bzw.
GARCIA-CERVERA / ROMA 2005 [10], zum anderen um verschiedene FEM/BEM-Kopplungtegien. Da es
sich beim magnetostatischen Problem um ein Transmisgioblgm handelt (siehe Definition 1.1), muss man
das Potential im ganzen RauRf bestimmen. Ein wesentlicher Vorteil aller in dieser Arbaitgestellten Me-
thoden besteht darin, dass die Losungur mehr auf dem beschrankten Gelsiebestimmt wird, was in vielen
Anwendungen genugt. Beispielsweise tritt bei der Land#sechitz-Gilbert Gleichung der Streufeldenergieterm

1 1
Es = |Vu|2:—/Vu-M
2 Jpa 2 Jo
auf, wobei aus der letzten Identitat ersichtlich ist, dass [Hotential nur mehr im Innenraum berechnet werden
muss. Daher brauchen auch keine zusatzlichen Technikeremdet werden, um das Potential im AufRenbereich
Zu bestimmen.

Die Ansatze von Fredkin & Koehler und Garcia-Cervera & Romawenden das Superpositionsprinzip mit dem
die Gesamtlosung = u; +u; als Uberlagerung von Funktionen undu, dargestellt wird, welche Lésungen von
verschiedenen Teilproblemen sind. Des weiteren bendtigrezur Darstellung der L6sung noch das Einfach- und
Doppelschichtpotential, welche in Abschnitt 2.3 besdbegiewurden. Die numerische Implementierung erfordert
die Lésung von FEM Problemen sowie die Auswertung des Eimfader Doppelschichtpotentials auf dem Rand.
Beide Anséatze werden auch hybride FEM/BEM Methoden genannt

Im Gegensatz zu diesen stehen die FEM/BEM-Ansétze, diktditeer ein Gleichungssystem geldst werden kon-
nen. Dabei missen verschiedenste Randintegraloperatasgawertet werden. Die Approximationsldsungen der
hier vorgestellten FEM/BEM-Kopplungsstrategien sind tBestapproximationen der exakten Lésung im Sinne
des Céa-Lemmas.

Jedem Ansatz in diesem Kapitel ist ein eigener Abschnitidist. Der erste behandelt den Ansatz von Garcia-
Cervera & Roma, der zweite jenen von Fredkin & Koehler. Intten und vierten Teil des Kapitels erlautern wir
einerseits die symmetrische und andererseits die dirdkt&/BEM-Kopplungsmethode. In jedem Abschnitt stel-
len wir die starke und schwache Formulierung der jeweilijithode auf. Danach beschaftigen wir uns mit der
numerischen Umsetzung. Am Ende jedes Abschnitts wird dach auf die a priori Fehleranalysis eingegangen,
um Aussagen Uber die Konvergenz der Verfahren treffen zadun

In diesem Kapitel benétigen wir die magnetostatischendBlaigen in der schwachen Formulierung, siehe dazu
Abschnitt 2.2. Zur Wiederholung und wegen der besserenditiigtichkeit fiihren wir sie hier noch einmal an:

34
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Fir eine gegebene Magnetisierudy € (H'(Q))? ist das magnetostatische Potential= (u"*, u*t) €
H'(Q) x H},(Q°°") Losung der Gleichungen

—Aut = —divM in Q,
—Autt =0 in Q=
[You] = 0 aufT,
[viu] = —M-n aufT, (4.1)
blog||x|| + O (&) fallsd =2,
ueT(x) = I +0 () fiir [|x|| — oc.

o (L) fallsd = 3,

]

Weiters ist zu bemerken, dass fiire C?(RY\T") N C°(R?) und gegebenes! € (C1(Q))4, obige Gleichungen
die klassische Formulierung beschreiben.

4.1 Ansatz von Garcia-Cervera & Roma

In diesem Abschnitt stellen wir den Ansatz von Garcia-CergeRoma vor und betrachten sowohl die schwache
Formulierung als auch die numerische Umsetzung sowie dima pehleranalyse.

4.1.1 Schwache Formulierung

In diesem Unterabschnitt werden wir die schwache Formuligrdes Ansatzes von Garcia-Cervera & Roma
aufstellen. Zunachst betrachten wir die magnetostatisbiiféerentialgleichungen (siehe Gleichungssystem {4.1)
in der schwachen Form, wie sie am Ende von Abschnitt 2.2 biesen wurden.

Wir teilen die Losungu auf in die Funktionen;; und us. Sei nunM € (H'(€2))? gegeben. Wir fiihren die
Funktionu; = (u{™*, u§") € H3(Q) x HL,(92°"") ein, welche Lésung von
Aui" =divM  in Q,

4.2
'y(z)"tuzlnt 0 aufl’ (42)

ist. Definiert manu¢*t := 0, so fuihrt dies auf die Spriinge

0,

int, int

-7 U -

[Youi]
[Y1ua]

Damit nunu; + u, das Gesamtproblem I6sen kann, muss= (uy"*,u§™) € H'(Q) x H}, (Q**) die Glei-
chungen

Auit =0 inQ,
A ext __ 0 in Qeazt,
houz] 0 aufT,
[yrug] = =M - 0+ 4" ui™ aufr, (4.3)
» blog||x|| + O (ﬁ) fallsd =2,
us™(x) = fur ||x|| — oo

o (‘L) falls d = 3,

x|

erfullen. Die Funktionen; undus sind nach Kapitel 2 eindeutig bestimmt. Aus Satz 2.12 unddansSprung-
bedingungen des Einfachschichtpotentials (siehe Sagzuhd Satz 2.17) folgt, dass die Darstellung

= V(M- n —~{"ui™), (4.4)
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besitzt. Aus dieser Darstellung lasst sich ein interegsaResultat Uber das Abklingverhalten vonund daher
auch voru im Fall d = 2 ableiten.

Satz 4.1.SeiM € (H'(2))? gegeben und, die Losung vori4.2), dann erfiilltu, im Fall d = 2 die Abklingbe-
dingung

1
ug = O (M) far ||x|| — oc. (4.5)
Insbesondere gilt dann auch fir das Potentiak u; + us
1 .
u=0 (—> fir ||x|| — oo,
1
und daher stimmen die Abklingbedingungen fiir den zwei- widichensionalen Fall Gberein.

Beweis.Nach Lemma 2.8 gilt fir die innere Konormalenableitung wgrmit v € H'(£2)

(V" ul™, yov)r = (Vu, Vo) 12(q) + (div M, v) 20
= (VU, VU)L2(Q) — (M, VU)L2(Q) + <M . n,'yov>p.

Dabei wurde bei obiger Umformung die erste Green’sche idgnerwendet. Wahlt man als Testfunktion= 1,
dann ergibt sich nach Umformen

(v{™ui™ — M -, 1)p = 0.

Mit der Darstellung (4.4) und Satz 2.19 erhalt man danmfiiim Fall ¢ = 2 das behauptete Abklingverhal-
ten (4.5). O

Konvention 4.1. Wir werden im Folgenden keine Unterscheidung bei der Agkkaingung im zwei- bzw. drei-
dimensionalen Fall mehr vornehmen, da diese nach Satz 4reiglstimmen.

Aus der Darstellung 4.4 konnte man theoretisglin R%\I" bestimmen und daher auch das Potential 1, + ..
Stattdessen bilden wir die innere Spur wef) was uns auf das folgende inhomogene Dirichlet Problent fihr

Aui™ =0 in Q,

- i int (4.6)
ous™ = V(M- n — 73" ui™)  aufT,

wobei die Randdaten fast Uberall dufyelten. Wirde mam, direkt tiber (4.4) bestimmen, so misste man beim
diskretisierten Problem in jedem Punktdas Einfachschichtpotential auswerten. Das AuswerterEdgach-
schichtpotentials an einem Punkt entspricht einer nurciegis Berechnung eines Integrals. In der Praxis rechnet
sich dieser Zugang nicht, da er zu einem erhéhten Recheaadffiihrt.

Die Methode von Garcia-Cervera & Roma besteht nun darirgwi@ Dirichlet Probleme (4.2) und (4.6) zu l6sen.

Wir haben jetzt fur die Funktioneri™ undu$" jeweils eine partielle Differentialgleichung (siehe Gleiing (4.2)

und (4.6)) aufgestellt, die nur noch im Innenrafau l6sen ist. Die Losung des Ausgangsproblems muss jedoch
auf R? bestimmt werden. Es bleibt also noch zu zeigen, dass diféhund«3™ die Lésung des Ausgangspro-
blems bereits eindeutig bestimmt wird.

Satz 4.2.SeiM ¢ (H'(2))? gegeben. Die Gleichunged#.2) bzw. (4.6) besitzen jeweils eine eindeutige L6-
sungui™ € H}(Q) bzw.ui™ € H'(Q). Definiert manu, := (ui{",0) € H}(Q) x HL, (") undus =
(ud, ug™) € HY(Q)x HL , (Q°7) mitug® := V(M-n—~irtuint), dannistu = w,+uy € H' () x HL, (Q671)
die eindeutige Losung der magnetostatischen Gleichu(®én
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Beweis.Zunachst sei bemerkt, dass das magnetostatische Probleméth Satz 2.24 eine eindeutige Losung
u € HY(Q) x H}, (") besitzt. Nach Abschnitt 2.4 besitzen die Probleme (4.2)(ér8) eindeutig bestimmte
Losungenui™ € HE () undui™ € H ().

Sei also nunuy = (ui", us®) mit ug™ = V(M - n — yi"uint), dann istu; Lésung von (4.3) und daher ist
w1 +u Mituy == (ut™,0) nach Konstruktion eine und daher auch die eindeutig besinhdsung von (4.1). O

Da wir uns ab jetzt nur mehr mit Innenraumproblemen besiggiftmissen, werden wir im restlichen Abschnitt
den Index.)™* weglassen.

Fir eine numerische Umsetzung betrachten wir noch die tilansformulierung der Gleichungen (4.2) und (4.6).
Dazu bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.3. SeiM € (H'(Q2))? gegeben, dann ist die Variationsformulierung: Findec H{ (2) mit
(Vur, Vo) 2y = (= divM,v) 12 firallev € Hj(Q),
aquivalent zu: Findei; € Hg () mit
(Vui, Vo) r2iq) = (M, V)12 firallev € Hy (). 4.7

Beweis. Es gilt

(—divM,v)r2(q) = / —divMuvdr = [ M- Vudr+ (M- n,yv)r = (M, Vv)2(q).
Q Q —_—
=0, dave H(Q)

Hierbei wurde die erste Green’sche Identitat benitzt. O

Die Variationsformulierungen von (4.2) und (4.6) lauten gegebenenM < (H'(Q2))? somit: Findeu; €
H(£2) mit
(Vul, VU)Lz(Q) = (M, VU)LQ(Q) fur allev € Hol(Q), (48)

und: Findeus € H'(Q2) mit

(Vug, V)2 =0 furallev € Hy(Q),

o (4.9
Youz =V(M-n — ﬁntuﬁ"t).

4.1.2 Numerische Umsetzung

Das Ermitteln einer Lésung mit Hilfe des Ansatzes von Ga@xavera & Roma bendétigt die Losung eines ho-
mogenen und eines inhomogenen Dirichlet Problems. Die &ard, die zur Losung des zweiten Problems notig
sind, werden dabei mit Hilfe des Einfachschichtpotentals der Losung des homogenen Dirichlet Problems und
der Magnetisierung bestimmt.

Die Losungsschritte lassen sich in folgendem Algorithmusammenfassen, wobei wir niif) : L*(T") —
PO(Tr) die L?-Orthogonalprojektion auf den Raum der stiickweise konstaRunktionerP?(7Tr)bezeichnen.
Fur eine Funktion/ ausS}(7) gilt, da der Normalenvekton konstant auf jedem Randelement ist, dass die
Normalenableitung V' - n in P°(7r) liegt. Weiters gilt auchMl - n € L3(T).

Der Operatord;, : H'/?(I') — S'(7r) soll dabei in gewissem Sinne die Spur eines Approximatipesators
sein, d.h. er soll
ALy = Apyov  furallev e HY(Q) (4.10)

erfiillen, wobeiA$! : H(2) — S*(T) einen Interpolationsoperator notiert. Diese Eigenschiaét in der spater
folgenden Konvergenzanalyse benétigt. Wahit mamdfiden Scott-Zhang-Operatsy, und fiir A;, den Operator
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S}, dann gilt nach Definition beider Operatoren die Eigensofdat 0). Schwacht man Bedingung (4.10) so ab,
dass sie nur noch fur allee H?(9) gilt, so kann auch der nodale Interpolant ftif bzw. A;, gewahlt werden.

Algorithmus 4.1. Input: MagnetisierungV und Triangulierund’y .
Schritt 1: Bestimméd/, € S}(T) mit

(VUL VV)20) = (M,VV) 2 furalleV e Si(T).

Schritt 2: Berechne mity;, = I19 (M - n) — VU, - n € P°(7r) die Randdaten;, € S'(7r) durch Auswerten
von

gn = ApVwp,.
Schritt 3: Bestimmd/, € S*(7) mit

YUz = gn,
(VU2,VV) 20y =0 firalleV e S§(T).

Schritt 4: Berechne eine Approximationslosuig= U; + U, € S'(T) fur das magnetostatische Potentiall

Output: Approximationslosungy € S'(T).

Aus Algorithmus 4.1 ergibt sich die Approximation fiir dasgnatische Streufeld ZH; = —VU € (P°(T))%.

4.1.3 A priori Fehleranalysis

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine Abschétzung deddfs zwischen der analytischen und numerischen
Ldsung aufstellen.

Satz 4.4. Seiu = u; + us die schwache Losung des Ansatzes von Garcia-Cervera & Rothé die Approxi-
mationslosung (siehe Algorithmus 4.1). Mit der zusatelicAnnahme:;, us € H?(Q) gilt

|w—Ullz1(a) = O(h) + O([[y1ur — VUL -1 g-1/2(1y)-

Beweis.Es giltu = u; + u2, wobeiu; bzw.u, die eindeutigen Lésungen der Variationsformulierungen(o8)
bzw. (4.9) und/; bzw. U die eindeutigen Lésungen der Variationsformulierungeslgorithmus 4.1 sind.

Aus der Dreiecksungleichung erhalt man sofort
lu—=Ullg ) < llur = Utllar ) + luz = Uslla(0)- (4.11)
Aus der Zusatzannahme € H?(2) folgt aus dem Céa-Lemma (Lemma 3.1) und Korollar 3.9
[ur = Uil (o) = O(h).

Um den zweiten Termin (4.11) abschatzen zu kénnen, bemdtigalas Céa-Lemma in der Form von Lemma 3.7.
Dazu definieren wir eine Fortsetzung vgnals

G = A Vwy, € SY(T).

Die Operatoreni;, und AS! sind gerade so gewahlt, dass sie die Eigenschaft (4.10)eerfés folgt dahef/oé =
gn. Weiters bemerken wir, dass die schwache Loésungach Unterabschnitt 4.1.1 die Darstellung

Ug = V(M -n — ’}/111,1)
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besitzt. Das Céa-Lemma besagt nun
[uz = Usllmr(a) < Velgill(lT)||U2 —(V+O)mio) < llus = Gl @) = Vo — AVwnl i @)
0
< |[Vw — AVw (o) + ARV — AVwhl| 1 (0)- (4.12)

Wir wahlen fiir AS! den Scott-Zhang-Operatsy,. Fur den zweiten Term ergibt sich mit der Stetigkeit der @per
torenS;, undy

1Sk Vw — SpVwnllr @) S IV = Vwnlliey S lw = whll g-12(r)
= HM N — YU — (H(})L(M . n) — VUl . n)||H71/2(F)
<[M-n- H%(M ) n)HH*”(F) + [yur = VU - nHH*l/?(F) (4.13)
Nach RRAETORIUS2007 [16, Satz 19] gilt

(1 = TI)M - n| g-1/2r) = O(h3/?). (4.14)

Der erste Term in (4.12) lasst sich mit Satz 3.11 abschatezhd
Vw — AVw| 1) S |hD*Vw| L2y (4.15)
Nach Voraussetzung gilt; = Vuw e H?(Q).
Mit (4.13), (4.14) und (4.15) folgt aus (4.12)
luz — Us| 1) = O(h) + O(|[y1ur — VUL - 1| g-1/2(ry),

und damit das behauptete Resultat. O

4.2 Ansatz von Fredkin & Koehler

In diesem Abschnitt stellen wir den Ansatz von Fredkin & Kleehvor und betrachten sowohl die schwache
Formulierung, als auch die numerische Umsetzung sowie piee Fehleranalyse.

4.2.1 Schwache Formulierung

In diesem Unterabschnitt werden wir die schwache Formutigdes Ansatzes von Fredkin & Koehler aufstellen.
Zunachst betrachten wir die magnetostatischen Diffeatgiichungen in der schwachen Form, wie sie am Ende
von Abschnitt 2.2 beschrieben wurden. Wir teilen die Losunguf in die Funktionen:; undus. SeiM €
(H!(2))? gegeben. Wir fuhren die Funktian = (u{™, u$*') € H}(Q) x H., (Q2¢*) ein, welche Lésung von

Aui™ =divM  inQ,

o 4.16
YiMty™ =M-n  aufl ( )

ist. Definiert man:¢*t := 0, so fiihrt dies auf die Spriinge
[our] = =75 ui™,
[yiui] = 0.
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Damit nunu; + u, das Gesamtproblem I6sen kann, muss= (u%"*, us**) € H'(Q) x H}, () die Glei-
chungen

Aui™ =0 in €,

Au§*t =0 in Qert,

[Yous) = ~v§™ ui™ aufT, (4.17)
[71“2] =0 anra

1
uz =0 (|—) far ||x|| — oo

x|
erfullen. Die Funktionem; undus sind nach Kapitel 2 eindeutig bestimmt. Aus Satz 2.15 unddansSprung-
bedingungen des Doppelschichtpotentials (siehe Sata@d &atz 2.17) folgt, dass die Darstellung

up = K (5" ui™) (4.18)

besitzt. Aus (4.18) konnte man theoretisghin R%\I" bestimmen und daher auch das Potentiat u; + us.
Stattdessen bilden wir die innere Spur ey was uns auf das folgende inhomogene Dirichlet Problent fuhr

Auit =0 in Q,

) 4.19
Yous™ = (I — 1/2)yi"ui™  aufT, (4.19)

wobei die Randdaten fast Giberall dufjelten. Wiirde man,, direkt tiber (4.18) bestimmen, so misste man beim
diskretisierten Problem in jedem Punktdas Doppelschichtpotential auswerten. Das Auswerten agpé-
schichtpotentials an einem Punkt entspricht einer numcieeis Berechnung eines Integrals. In der Praxis rechnet
sich dieser Zugang nicht, da er zu einem erhéhten Recheaadffiihrt.

Die Methode von Fredkin & Koehler besteht nun darin, das NeumProblem (4.16) und das Dirichlet Pro-
blem (4.19) zu l6sen.

Wir haben jetzt fur die Funktioneri™ undui* jeweils ein Gleichungssystem (siehe Gleichung (4.16) i)
aufgestellt, das nur noch im Innenrairzu l6sen ist. Die Lésung des Ausgangsproblems muss jedddRau
bestimmt werden. Es bleibt also noch zu zeigen, dass duif¢hund 5! die Losung des Ausgangsproblems
bereits eindeutig bestimmt wird.

Satz 4.5.SeiM € (H'(Q))? gegeben. Die Gleichunge#.16) bzw. (4.19) besitzen jeweils eine eindeutige
Losungui™® € H(Q) bzw.ui" € H(Q). Definiert manu; = (ui™,0) € HX(Q) x HL, (Q) undus :=
(ud", us™) € HY(Q) x H}E, (Q2°°) mitus® := I%(vg)"t nt), dannistu = u; +us € H' () x HL, (Q%*") die
eindeutige Lésung der magnetostatischen Gleichuigdn

Beweis.Nach Abschnitt 2.4 besitzen die Probleme (4.16) und (4.1®)eitig bestimmte Losungew™ <
HY(Q) undui™ € HY(Q).

Sei alsouy := (ui™, ug*) mitug® := K(yi"uint), dann istu, die Lésung von (4.17) und daher ist + uy mit
uy = (ui"*,0) nach Konstruktlon eine und daher auch die eindeutig bed#nu@sung von (4.1). O

Das Neumann Problem (4.16) ist im Allgemeinen eindeutidilmest bis auf eine Konstante. Die Forderung
ui"t € HL(Q) setzt diese Konstante fest. Wir wollen kurz zeigen, dassediestlegung sich nicht auf die Gesamt-
l6sung auswirkt. Dazu sei; := (ui", uf*") € H'(Q) x H},(Q°"") eine — bis auf eine Konstante eindeutige
— Losung der Differentialgleichung (4.16) mit*! = 0. Es gilt daherzi** = u{" + ¢ mit ¢ € R. Analoge
Abhandlungen wie zu Beginn dieses Abschnitts fihren auf unktionu, € H'(Q) x H}, () mit der
Darstellung

~ >~ _int~int
Uy = Ky ul™.

Wir wollen nun zeigen, dass, + us = w1 + us gilt. Nach RAETORIUS2007 [16, Lemma 14] gilt

_ 1 fallsz e
Kl(z) = alsz €% (4.20)
0 falls © € Qe*t,
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Daher gilt mit der charakteristischen Funktign

int, int

u=1u; +uz = up +cxo + ’%’Yémﬂim =uy +cxo + /E% ui™ 4+ Ke = uy 4 ug + cxa — cxo

=UuUp + u2 = u.

Da wir uns ab jetzt nur mehr mit Innenraumproblemen besiggiftmissen, werden wir im restlichen Abschnitt
den Index.)™ weglassen.

Fir eine numerische Umsetzung betrachten wir die Variat@mulierung von (4.16) und (4.19). Dazu bendtigen
wir noch folgendes Lemma.

Lemma 4.6. SeiM € (H'(Q2))? gegeben, dann ist die Variationsformulierung: Findec H}! () mit

(Vur, Vo) 2y = (— div M, v)r2() + (M - n,yv)r  firallev € H(Q), (4.21)
aquivalent zu: Finde:; € H}(2) mit

(Vur, Vo) 2y = (M, V)12 firallev € H (). (4.22)

Beweis. Mit Hilfe der ersten Green’schen Identitat ergibt sich

(= divM,v)r2(0) = (M, Vo) r2(0) — (M- n,yuv)r firallev € H'(Q). (4.23)
Daher ergibt sich fur die rechte Seite von Gleichung (4.21)

(= divM,v)r2(0) + (M- n,90)r = (M, V)12 furallev € H} (),
womit die Aussage des Lemmas bewiesen ist. O

Die Variationsformulierung des Ansatzes von Fredkin & Keelautet nun: Fiir gegebends c (H'(Q))¢ finde
up € Hi (Q) mit
(V'LH, VU)LZ(Q) = (1\/I7 v’U)L2 (Q) fur allev € H}: (Q), (424)

und: Findeus € H'(Q2) mit

(VUQ, VU)L2(Q) =0 furallev € Hol(Q), (4.25)
YoU2 = (IC — 1/2)70111.

4.2.2 Numerische Umsetzung

Das Ermitteln einer Losung mit Hilfe des Ansatzes von Fre@kKoehler erfordert die Losung eines Neumann
und eines inhomogenen Dirichlet Problems. Die Randdateruti L6sung des inhomogenen Dirichlet Problems
ndétig sind, werden dabei mit Hilfe des Doppelschichtpatdatius der Lésung des Neumann Problems bestimmt.

Die Losungsschritte lassen sich in folgendem Algorithmusammenfassen, wobei wir zur Wahl des Operators
Ay, HY2(T') — S'(Tr) auf den Abschnitt 4.1.2 verweisen.
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Algorithmus 4.2. Input: MagnetisierungM und Triangulierund/ .
Schritt 1: Bestimmé/; € S!(7) mit

(VUL VV)2) = (M,VV) 2 furalleV e SH(T).
Schritt 2: Berechne die Randdaten € S*(7r) durch Auswerten von
gn = Ap(K — 1/2)vU;.
Schritt 3: Bestimmd/, € S*(7) mit

YoUz2 = gn,
(VU2,VV)20) =0 firalleV e S (7).

Schritt 4: Berechne eine Approximationslésung
U=U,+U, e SYT)

fur das magnetostatische Potential.

Output: Approximationslosung € S'(T).

Aus Algorithmus 4.2 ergibt sich die Approximation fiir dasgnatische Streufeld ZH; = —VU € (P°(T))%.

4.2.3 A priori Fehleranalysis

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine Abschétzung deddfs zwischen der analytischen und numerischen
Ldsung aufstellen.

Satz 4.7. Seiu = uy + us die schwache Losung des Ansatzes von Fredkin & Koehlet/udié Approximations-
l6sung (siehe Algorithmus 4.2). Mit der zusatzlichen Amned;, us € H?(Q) gilt

|u—Ullg (o) = O(h).
Beweis.Es giltu = u; + us undU = Uy + Us, wobeiu; bzw. us die eindeutigen Lésungen der Variationsfor-

mulierungen von (4.24) bzw. (4.25) uid bzw. U, die eindeutigen Losungen der Variationsformulierungen in
Algorithmus 4.2 sind.

Aus der Dreiecksungleichung erhélt man sofort
lu—=Ullm () < llur = Utllr ) + luz = Usllm () (4.26)

Aus der Zusatzannahmg € H?(2) folgt mit dem Céa-Lemma (Lemma 3.1) und Korollar 3.9 fiir desten
Term

Hu1 — UlHHl(Q) = O(h)

Um den zweiten Term in (4.26) abschatzen zu kdnnen, bemitigalas Céa-Lemma in der Form von Lemma 3.7.
Dazu definieren wir eine Fortsetzung vgnals

é = A;LZIE’YOUl S Sl(T)

Aus den Eigenschaften voty, und A? — siehe Gleichheit (4.10) — folg)toé = gn,. Weiters bemerken wir, dass
die schwache Ldsung, nach Unterabschnitt 4.2.1 die Darstellung

uz = Kyous
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besitzt. Das Céa-Lemma besagt nun

luz = Uzl 1) < Vé?gil?T)H“Q — (V4o S lluz = Gl o) = IKvour — AZKYoUL || 110
0

S ||’€’}/()U1 — A%E’Y()ulHHl(Q) + ||A2E’}/()’u,1 - A%E'YOUlHHl(Q). (427)
Wir wahlen A2 = Sy, dann gilt fiir den zweiten Term in (4.27) aufgrund der Stetigder Operatores},, K und
70

||S;ﬁ70u1 - ShIE'YOUlHHl(Q) S ||’E(70U1 - 'YOUI)HHl(Q) < lvo(ur — U1)||H1/2(F)

(4.28)
S llur = Uil ) = O(h).

Mit der Approximationseigenschaft v, (siehe Satz 3.11) kann man den ersten Term in (4.27) abschéizch
1 Kyour — Sh/E%mHHl(Q) S ||hD2IE’YOU1HL2(Q)- (4.29)

Man beachte, dass nach Voraussetzung: Kyou; € H?(2) gilt. Mit (4.28) und (4.29) folgt aus (4.27)
luz — Uz () = O(h) (4.30)

und daher das behauptete Resultat.
O
Bemerkung 4.1. Die Voraussetzung, € H?(Q) in Satz 4.7 wird im zugehdrigen Beweis(#29) benétigt.

Diese zusatzliche Voraussetzung kann unter der Annahreg dést Rand” glatt ist, wegfallen, da aus Satz 2.18
Kryour € H?(Q) folgt, fallsyou; € H3/2(T).

4.3 Symmetrische FEM/BEM-Kopplungsmethode

In diesem Abschnitt der Arbeit werden wir die bereits in KapR angefiihrte FEM/BEM-Kopplungsmethode
behandeln. Dabei betrachten wir die Variationsformuligrie numerische Umsetzung und die a priori Analysis.

Die hier angefiihrten Resultate sind dabei as® ETENSEN/ STEPHAN 1995 [4] enthommen. Die symmetrische
Kopplung erschien zuerst inGSTABEL 1988 [5].

4.3.1 Formulierung

Das symmetrische FEM/BEM-Kopplungsproblem wurde beieiBefinition 2.15 aufgestellt. Zur Wiederholung
sei es hier nochmals angefiihrt: Sejere L2(Q), go € H'/?(T') undg, € H~/?(T) gegeben. Findéu, ¢) €
H'(Q) x H-Y*(T"), so dass

(Vu, Vo) r2(0) + Wrou + (K" = 1/2)¢,v00)r = (f,v) — (91 + Wao, Y0v)r,
(¥, Vo — (K —1/2)v0u)r = (¢, (K — 1/2)go)r

fur alle (v,¢) € H'(Q) x H~/2(I") gilt. Fir den Falld = 2 skalieren wir das Gebié? so, dassliam(Q) < 1,
damit der Operatoy positiv definit ist.

(4.31)

Um nun das Kopplungsproblem speziell fir die magnetostatis Gleichungen zu formulieren, setzen wir, bei
gegebeneM € (H'(Q2))4, f = —divM, go = 0 undg; = —M - n. Mit der ersten Green’schen Identitat (4.23)
kénnen wir noch die rechte Seite der ersten Gleichung v@ijdimschreiben:

(= divM,v)r2(0) + (M- 1,700)r = (M, V)12 fiirallev € H'(Q).
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Somit ergibt sich das Kopplungsproblem furr die magnetissfaén Gleichungen zu: Finde, ¢) € H'(Q) x
H~Y2(I"), so dass

(VU, V’U)L2(Q) + <W’)/0U + (K:/ - 1/2)¢, ’}/QU>F = (M, V’U)LQ(Q),

(¥, Vo — (K — 1/2)you)r = 0 (4.32)

fur alle (v, 1) € H'(Q) x H~/2(I) gilt.

Wie bereits in Abschnitt 2.4 erwahnt wird, ist das symmehe&sKopplungsproblem eindeutig I6sbar und aquiva-
lent mit dem Ausgangsproblem.

4.3.2 Numerische Umsetzung

Als Ansatzraum fiir die Approximationslésung wéhlen Wir(7) ¢ H'(2) undP°(7r) ¢ H~'/?(T). Dabei
bezeichneP?(7r-) wieder den Raum der stiickweisen konstanten Funktionen/dgangsweise beim Losen des
Problems lasst sich in folgendem Algorithmus zusammeafass

Algorithmus 4.3. Input: MagnetisierungV und Triangulierund’ .
Schritt 1: BestimmeU, ®) € SY(T) x P°(Tr) mit

(VU,VV) 12() + WU + (K = 1/2)®,V)r = (M, VV) 12(0),
(W, VP — (K —1/2)U) 12(ry = 0

fur alle (V, ) € SY(T) x P°(Tr).

Output: Approximationslosungy € S'(T).

Aus Algorithmus 4.3 ergibt sich die Approximation fiir dasgnatische Streufeld ZH,;, = —VU € (P°(T))%.

Bemerkung 4.2. Es existiert eine eindeutige Losung der Variationsforerulng in Schritt 1 in Algorithmus 4.3.
Ein Beweis ist etwa iFEISCHL 2010 [7] zu finden.

4.3.3 A priori Analysis

Die Approximationslosung aus Algorithmus 4.3 ist eine QuBesstapproximation der exakten Losung im Sinne
des Céa-Lemmas.

Satz 4.8.SeiM ¢ (H'(Q))¢ gegeben. Des weiteren gei, ¢) € H'(Q2) x H~'/%(T") die eindeutig bestimmte
Losung vor(4.32)und (U, ®) € S*(T) x P°(Tr) die Losung von Algorithmus 4.3, dann gilt

= Ul + 16 = @llgavaey <€ ind (= Vil + 16 = )

mit einer Konstanted > 0 und X := S*(7) bzw.Y := PO(Tr).

4.4 Direkte FEM/BEM - Kopplungsmethode

Als nachsten Ansatz behandeln wir die direkte FEM/BEM-Koppg, welche auch@HNSONNEDELEC Kopp-
lung genannt wird. Wir werden die wichtigsten Resultaterigirdeutige Losbarkeit und Konvergenz aus der
Arbeit von DHNSON/ NEDELEC 1980 [14] zitieren.

Eine Analyse der symmetrischen und direkten FEM/BEM - Kapgkmethode ist etwa auch igiscHL 2010 [7]
zu finden.
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4.4.1 Formulierung

Seienf € L*(Q), go € H'/?(T) undg, € H~'/?(T") gegeben. Dann lautet der Ansatz: Firfdes) € H' () x
H~Y2(T) mit
(Vu, Vo) 2(0) — (¢, 70v)r = (f,v) — (91,7%v)r,
(1, Vo — (K —1/2)vou)r = (¢, (K —1/2)go)
fur alle (v,v) € H'(Q) x H~'/2(I"). Fiir den Fal = 2 skalieren wir das Gebié? so, dassliam(Q) < 1, damit
der Operatol’ positiv definit ist und somit eine eindeutige Lésung gewgibteét ist.

Es existiert eine eindeutige Lésung von (4.33). Ein Bewrisat Aussage ist incHNSON/ NEDELEC 1980 [14]
zu finden.

(4.33)

Satz 4.9. Seienf € L*(Q), go € HY?(T") undg, € H~'/?(T") gegeben, dann ig¢.33)und das Transmissions-
problem (TP) — siehe Definition 2.12 — &quivalent in folgen&nne.

Ist (u'™, uc*t) € H'(Q) x H}, (2°**) eine Losung von (TP), dann 16st das Pgai™t, ¢) € H'(Q) x H~Y/%(T")
das Problen(4.33)mit u := u®™* und¢ := y¢*tucet,

Gilt umgekehrt, das&:™™, ¢) € H'(2) x H~'/2(I") eine Lésung vo(#.33)ist, dann ist(u"*, u°*) € H'(Q) x
H}, (Q°*) eine Losung von (TP) mit™ := v und

ut(z) == K(you + go)(x) — Vo(z) fiirz € Q. (4.34)

Stellen wir also nun das Kopplungsproblem fir die magnatizssthen Gleichungen auf. Bei gegeben®ine
(H'(2))? f = — div M setzen wirgy = 0 undg; = —M - n. Mit der ersten Green’schen Identitat (4.23) kdnnen
wir die rechte Seite der ersten Gleichung von (4.33) umsoane

(7 div M,U)Lz(g) + <M . Il,’y(ﬂ)>p = (M, VU)Lz(Q) furallev € Hl(Q)

Somit ergibt sich das Kopplungsproblem fur die magnetissfaén Gleichungen zu: Finde, ¢) € H'(Q) x
H~Y2(I"), so dass

(Vu, Vo) 20y — (6, v0v)r = (M, Vo) 1200,
<¢7 V(b - (IC - 1/2)’}/0U>1" == 01

fir alle (v,v¢) € H(Q) x H~'/2(T") gilt.

(4.35)

4.4.2 Numerische Umsetzung

Als Ansatzraum fiir die Approximationslésung wahlen 8it(7) < H'(Q) und P°(7Tr) ¢ H~'/*(T). Die
Vorgangsweise beim Lésen des Problems lasst sich in folgadgorithmus zusammenfassen.

Algorithmus 4.4. Input: MagnetisierungM und Triangulierund/ .
Schritt 1: Bestimmé&U, ®) € S*(T) x P°(Tr) mit

(VU,VV)r20) = (2,V)r2r) = (M, VV) 2(q),
(U, V0 — (K —-1/2)U) 21y =0

fur alle (V, ¥) € SY(T) x P°(Tr).

Output: Approximationslosung € S'(T).

Aus Algorithmus 4.4 ergibt sich die Approximation fiir dasgnatische Streufeld ZH,;, = —VU € (P°(T))%.

Bemerkung 4.3. Es existiert eine eindeutige Losung der Variationsforemulng in Schritt 1 in Algorithmus 4.4,



KAPITEL 4. ANSATZE ZUR LOSUNG DES MAGNETOSTATISCHEN PROBIES 46

4.4.3 A priori Analysis

Die Approximationslosung aus Algorithmus 4.4 ist eine duBestapproximation der exakten Lésung im Sinne
des Céa-Lemmas.

Satz 4.10.SeiM ¢ (H'(2))¢ gegeben. Des weiteren sei, ¢) € H'(2) x H~/?(T) die eindeutig bestimmte
Losung vor(4.35)und (U, ®) € SY(T) x P°(Tr) die Losung von Algorithmus 4.4, dann gilt

lu=Ullmio) + ¢ = @l g-1/2) < C(V_’\Pi)leleXy (lu = Vllaio) + 16 = ¥lg-12r))

mit einer Konstante > 0 und X := S*(7) bzwY := P°(Tr).



Kapitel 5

Analytische Losung

Die Lésungen der magnetostatischen Gleichungen lasseimsialigemeinen nur fur spezielle Geometrien ana-
lytisch darstellen. Ein Beispiel fir solch ein Gebiet istateine Kreisscheibe bzw. eine Kugel. Zunachst setzen
wir voraus, dasdiv M = 0 in € gilt und daher vereinfachen sich die zu I6senden Gleichnizge

~ At =0 in 0,

— At = in Qe
[You] =0 aufT’, (5.1)
[viu] = =M n aufT,

1
ut(x) = O (—) fur ||x|| — oc.
( )l

Aus den Eigenschaften des Einfachschichtpotentialsesigib als Losung

u=VY(M - n).

Man kénnte nun versuchen dieses Integral zu berechnen, tigireuL6sung zu kommen. Wir wahlen jedoch
einen anderen Ansatz, bei dem wir die Losung im Innen- bzvéefwaum als Uberlagerung von Funktionen, die
die Laplace-Gleichung erfullen, darstellen, d.h.

u™ = "aif;,
ut =" Big;,
J
mit
Afi=0 inQ,
Ag; =0 in Qe

Die Koeffizienten im Superpositionsansatz werden dabeieseaglt, dass die Randbedingungen in (5.1) erfullt
werden.

Fir spezielle Magnetisierungen miitv M # 0 kénnen ebenso Losungen gefunden werden. Dazu Uberlagert ma
eine Losung von (5.1) mit einer partikularen Losung, alseeLosung:??", die AuP*" = div M in  erflllt.

Die im Folgenden angegeben Beispiele werden in Kapitel @ Baniitzt, um die numerische Implementierung zu
testen.

47
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5.1 Zweidimensionaler Fall

Als Gebiet(2 wahlen wir eine offene Kreisscheibe mit Mittelpur{kt 0) und Radiusk > 0,
Q= Kgr(0,0) = {(z,y) € R? | 2* + y* < R*}.
Der AulRenraum ergibt sich daher zu
Qert .= R\ Q.
Wir wollen das Laplace-Problem
—Au=0 (5.2)

[6sen. Aufgrund der gewéhlten Geometrie, liegt es nahe datséi in Polarkoordinatefr, ¢) zu beschreiben.
Zwischen Polarkoordinaten und kartesischen Koordinéten) gelten die Beziehungen

T =T COoS Y,

Yy =rsing
mit (x,y) € R? und(r,¢) € [0,00) x [0,27). Dabei wird der Polarwinkel des Punktes y) = (0,0) alsy =0
gewahlt, damit die obigen Beziehungen eindeutig sind.
Nun gehen wir analog wie in EUSER2004 [12, Nr. 146] vor und stellen den Laplace-Operator ilmfoordina-
ten dar. Fur eine Funktion(r, ¢)lautet die Laplace-Gleichung (5.2)

0%u  10u 1 9%u

e e fil . 5.3
8r2+r8r+r28@2 0 firr#0 (5-3)

Wir betrachten nun zum einen Losungen die unabhéangigsvand zum anderen Losungen die vprabhéngig
sind. Eine Losung die unabhéngig vom ist, erfullt die Differentialgleichung

o 1o,
or2  ror

Nach Umformung erhélt man die Gleichung

d du
a(ﬁﬁ)—“

welche durch zweimaliges Integrieren auf die Losung
u(r,p) =a+ Blar (5.4)

fuhrt, wobeia, 8 € R beliebige Konstanten sind.

Um nun Ldsungen von (5.3) zu erhalten, die auch y@abhangen, benutzen wir den Separationsangatz)) =
v(r)w(yp) und setzen in die Laplace-Gleichung ein. Dies fiihrt auf

20(r) V() tlp)

o(r) —u(r) w(p)

3

wobei die Differentiation nachr mit einem Strich und die Differentiation nach mit einem Punkt bezeichnet
wird. Da die linke Seite nur von und die rechte Seite nur vanabhéngt und obige Beziehung fir afle p) €
(0,00) x [0,27) gilt, muss die linke bzw. rechte Seite konstant sein. Alsdtante wéhlen wik € R mit

2t ) i)

v(r) — w(r) w(ep)
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Dies fuihrt uns daher auf folgende zwei Gleichungen:
20" (r) +rv'(r) — Mv(r) = 0, (5.5)
w(p) + Aw(p) = 0. (5.6)

Zu beachten ist, dass die Gleichung (5.6) fir glle R bei beliebigen\ Lésungen besitzt. Wir interessieren uns
jedoch nur fir Lésungen, dizr periodisch und stetig differenzierbar sind, es gilt also

w(0) = w(2m) und  w(0) = w(2m). (5.7)
Des weiteren gilt
w(p) # 0 furfast alleyp,

da ansonsten bereits (5.4) die Losung der Laplace-Glegctarstellt. Aus den letzten Bedingungen kdnnen wir
noch die Werte vor einschranken, denn es gilt

2m 2 9 2T
)\/ w2d<p:f/ wﬂ}d(p:—wu')‘oﬂqL/ W dp > 0,
0 0 —— Jo

=0
und daher musa > 0 sein.
Eine allgemeine Lésung von Gleichung (5.6) ist durch

() = ac™?? 4 e VA7

gegeben, wobei, 5 beliebige komplexe Konstanten sind. Einsetzen der allgeeneL6sung in die Beziehun-
gen (5.7) fuhrt auf

a+f= aetVA2T 4 ﬂe_i‘/b”,
iV A — BivA = aiv e VAT ﬂi\/X(f“/XQ’T7

wodurch sich sich weitere Einschrankungen)aerzielen lassen. Zunachst geben wir die Gleichungen (6.8) i
Matrixschreibweise an

1— ei\/XQT( 1— e—i\fAQTr
a) (0 5.9)
(l\/X27T (1 o ei\/XQﬂ) Z\/X (671’\/}271' o 1)) <6> = <0> . ( .
Die Gleichungen (5.8) kdnnen daher nur gelten, falls dierdat (5.9) nicht regulér ist, d.h. falls die Determi-

nante dieser Matrix verschwindet. Nach Berechnen der Batante und Nullsetzen derselbigen erhélt man die
Bedingung

(5.8)

42 (cos(\/XQw) - 1) —0,

und nach kurzer Rechnung bekommt manXiitie Einschrankung/\ € N und somit

A=n? mitneN.

Wir missen nun die Differentialgleichungen
r2"(r) + ' (r) = n*u(r) =0  und  W(p) +nfw(p) =0 mitn €N

furr # 016sen. Die erste Gleichung wird auch Euler'sche Differalgteichung genannt. Nachetser2004 [12,
Nr. 146, Aufgabe 2] lassen sich alle Losungen der Gleicharagr Form

v(r) = Ar"™ + Br="
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mit beliebigen KonstanteA, B schreiben.
Somit ist furr # 0 mit

Un(r, @) 1= (n €™ 1 B, ) 4 (e 4 B

eine Losung der Laplace-Gleichurg\u,, = 0 gegeben.
Mit (5.4) undu,, ist daher

u(r,p) =a+ Blnr+ Z rm(ameim“’ + ﬁme_im“’) (5.10)
meZ\{0}

formal eine Losung der Laplace-Gleichung.

Wir betrachten nun diesen Lésungsansatzfti bzw. . Damit u*** die Abklingbedingung erfiillen kann,
missen die Koeffizientea, 8, a,,, B Mit m > 0 in (5.10) allesamt verschwinden. Des weiteren haben wir
vorausgesetzt, dasv M(x,y) = 0 fur alle (z,y) € Kg(0,0), weshalbu keine Singularitat am Nullpunkt
besitzen darf. Daher mussen fiff" die Koeffizienten3, ., ,» mit m < 0 verschwinden. Da das magnetosta-
tische Potential eine reelle Funktion ist, muss au®h = vt undu®®! = uest gelten.

Insgesamt ergibt sich daher fiit" bzw.v*** der Ansatz

ur o) =g+ Y (€™ + U ), (5.11)
m=1
bzw.
ut (’I", (,0) = Z Tﬁm(ﬁmeimtp + B_meiimtp)- (512)
m=1

Die Koeffizientenuy € R unda,,,, B, € C ergeben sich aus den Ubergangsbedingungen am Rand. Dzgo set
wir noch zusatzlich voraus, daB4 - n = M - n(y) € L2([0, 27]) gilt.

Satz 5.1(TESCHL 2009 [21, Satz 10.5])Die Funktionery,,, () := \/%eim‘/’ mitm € Z bilden ein vollstandiges
Orthonormalsystem i?([0, 27]). Es gilt daher

1 fallsn =m,

2 2m
__ 1 .
Ve = . md _ 1(n7m)¢’d —
(fn> fm)L2((0,27]) | fnfmde _27T/o ¢ ¥ {0 sonst

Wir kénnen also die RandfunktiaMI - n in die Reihe (Fourierreihe)
M-n=M+ »  Mye™? +Mpue ™ (5.13)

m=1

zerlegen, wobei der Koeffizient/, reell und die Koeffizienterd/,, komplex sind, da die Magnetisierung eine
reelle Funktion ist.

Die Koeffizienten vorM - n ergeben sich zu

1

m:%

2
/ e ™M -n(p)dp furm € Ny.
0
DadivM = 0und

2m
/diVde:/l\/Lndsy:R/ M - n(p)dp
Q r 0
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gilt, folgt My = 0.

Bevor wir noch zu diversen Beispielen kommen, mdchten wirefile weitreichendere Analysis des Problems
noch auf HHUSER2004 [12, Nr. 146] verweisen. Die Theorie von Fourierreitnéml etwa in HHUSER2004 [12,
Kapitel 17] behandelt.

Wir bendtigen noch einige Konventionen. Mitf bezeichnen wir die Ableitung einer Funktigmach deri-ten
Komponente. Dig-te Komponente des Vektorfel@notieren wir mitF*.

Als Richtungsvektor zum Punkt, y) = (r cos ¢, 7sinp) € R? bezeichnen wir den Vektor
e = (28).
sin

2
mit den Eigenschaftefe, ||? = > elel = 1. Wir definieren den dazu orthogonalen Vektor
i=1

__[—singp
o= ( cos @ ) ’
2 o 2 o
mit [le,||* = > elel, = 1und Y el el = 0. Man kann die Vektoren, bzw.e,, auch durch Ableiten von bzw.
i=1 i=1
o erhalten
el = o,

1.

;eZD = 0;p.
Wir kénnen jetzt in die Ubergangsbedingung_en des Gleicbksygiems (5.1) einsetzen. Die erste Bedingung be-
sagt, dass das Potential stetig ist, daher mugg&nundv*t

[you] = 7-211% ut — 7_1_i>111[217 u™ =0 (5.14)

erfillen. Einsetzen unserer Ansétze it bzw.u*** liefert
o0
—ug + Z (R—m(ﬁmeimw +B_me—im<p) _ Rm(ameimcp +@€_im[’0)) = 0.
m=1
Wir multiplizieren die letzte Gleichung mit—¥ und integrieren Uber das Intervall, 27r]. Anwendung von

Satz 5.1 bedingt fur die Koeffizienten

UOZO,

5.15
Bn = oy R?™  fiirn e N. (5.15)

Bei dem Sprung der Normalenableitungen am Rand kommt num@ieadViagnetisierung ins Spiel. Daher gilt

[viu] = lim Vu®'-n— lim Vu™ . -n=-M-n. (5.16)

r—RT r—R~

2 2
Wir setzen wiederum unsere Ansétzediit’, u°** undM-n ein und benutzen, dass (9;p)el = Y +elel =0

i=1 1=1
2
und " elel = 1 gilt und erhalten daher
i=1
Z(ai(uezt o umt)e”“:R _ Z ((7m)Rfmfl(ﬂmezmtp + ﬂmefzmtp) _ mRmfl(amelmtp + %efzmtp))
i=1 m=1

=—My— Z (Mmeim*" +M—meﬂ'm“’) .

m=1
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Multiplikation der letzten Gleichung mit~“*% und integrieren tiber das Intervéil 27] ergibt fur die Koeffizien-
ten die Gleichung

—nR™" 18, —nR™ ‘o, = —M,, (5.17)

fur n € N. Setzen wir nun (5.15) in (5.17) ein, so ergibt sich

O SR
M

n — —an+17
p 2n

mitn € N.

Wir wollen uns nun mit einigen Beispielen beschaftigen,athderer wir dann in Kapitel 7 die numerische
Implementierung testen kdnnen.

Beispiel 1

Das Gebiet sei die Einheitskreisscheibe und als Magnetigievahlen wir

_ Mm 2
M= (3 e

- (32
sin

gegeben. Die Koeffizientel/,, ergeben sich zu

Der Normalenvektor auf dem Rand ist durch

1 (M, —iM,) n=1,

27
M, = — e~ M (M, cosp + M, sinp)dp = { 2
2m /0 ( 4 ysing)dg {0 n>1,

und daher gilt

o = (M, —iM,) n=1,
" 0 n>1,

bzw.

By = i(Mw_iMy) n=1,
"o n > 1.
Somit kénnen wir die Lésungen fir™* undu“ anschreiben:

u™(r, p) = g(M”” cos ¢ + My sinp), (5.18)

1
(M cos o + M, sin ). (5.19)

u(r, ) = o
r

Die Funktionu™™* hat in kartesischen Koordinaten die Darstellung
int 1

welche auch in Abbildung 5.1 mMI = (1,0)7 visualisiert wird.
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Abbildung 5.1: Losung der magnetostatischen Gleichungemnenraum bei konstanter Magnetisieruvg =
(1,0)T (vgl. Beispiel 1).

Beispiel 2

Es sei wiederunf2 die Einheitskreisscheibe. Wir wahlen als Magnetisierung

M(z,y) = (zy) :

und daher isM - n = cos? ¢ — sin® . Nach kurzer Rechnung ergibt sich

M, — i fallsn =2,
0 sonst

und daher

1 —
o, =, =5 fallsn = 2,
0 sonst
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. . . . 2 - . 2 .
Die Losungen:/* undu®** ergeben sich mlfg—(eﬂ‘/’ + e7"2%) = - cos 2 somit zu
7,2

u™(r, ) = 7 cos(2¢),

1
ext _
u(r,p) = 12 cos(2¢).

Wir kdnnen die Funktion'™* auch in kartesischen Koordinaten darstellen

W e,y) = 10— ) (520)

welche auch in Abbildung 5.2 visualisiert ist.

0.25
0.2

0.15

- 10.05

Abbildung 5.2: Lésung der magnetostatischen Gleichungemnenraum mit Magnetisierunyl = (z, —y)7
(vgl. Beispiel 2).

Beispiel 3

Wir betrachten noch ein Beispiel, wo der QuellentelimnM nicht verschwindet, d.h. es giliv M # 0. Dazu
wéhlen wir den Superpositionsansat#! = /™ + uP?", wobeiu"°™ eine Lésung der Laplace-Gleichung
Aulom = 0 unduP" eine Losung der Poisson-Gleichung:"™ = div M ist. Fir die Funktion.*™ wahlen
wir den Ansatz wie in (5.11).
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Als Magnetisierung benttzen wir in diesem Beispiel

M = ("””) .
Yy
Das Gebief) sei wiederum die Einheitskreisscheibe. Mit dieser Annakrhalten wir

L (cosp) [cosp) _ 2 Lo
M- n= (Sin(p) (Siﬂgﬁ) (cos® ¢ +sin” ) = 1.

Die Divergenz der Magnetisierung ergibt sich zu
divM = 2.
Wir suchen nun eine partikulare Losuntf” die der Differentialgleichung
—AuP" = -2 inQ (5.21)

genigt. Durch Einsetzen von

1
uP = 5(‘1,2 +y2)

in (5.21) erkennt man, dass es sich um eine Lésung handelt.
Fir die Losung im AuRenraum kann wiederum der Ansatz (5.@@dIt werden. Somit sind unsere Lésungsan-

satze fur Innen- und AuRenraum durch

) ) 1 i . )
w1, p) = uP (1, ) + w1, ) = §r2 + ug + Z " e™? 4 Qe M),
m=1

oo

W1, 0) = 3 T (B ™ 4 B )

m=1

gegeben. Die Koeffizientem, a,,,, 3., konnen nun wieder durch die Ubergangsbedingungen bestimenaten.
Die Vorgangsweise ist dabei die gleiche wie zu Beginn diddeshnitts. Es ergeben sich die Koeffizienten zu

Ay = PBin =0 furm € N.

Somit ist die Lésung der magnetostatischen Gleichungealgaygdurch

u (1, p) = —(r2 —1),

2
u®*(r, p) = 0.
Wir kbnnen die Funktion!™* auch in kartesischen Koordinaten anschreiben:
) 1
W, y) = S +y7 = 1), (5.22)

Bemerkung 5.1. Normalerweise ist bei der Berechnung des magnetostatisBbh&entials die Magnetisierung
gegeben. Da wir die analytische Lésung des Problems spatar denutzen wollen, um die in Kapitel 4 beschrie-
benen Ansatze zu testen, kdnnen wir auch eine beliebigeibnmkvorgeben. Die Magnetisierung definieren wir
dann als

M := V.
Da Au = div(Va) ist, gilt dann fur die Funktion:
—Au=—divM inQ.

Wir fiihren dann den oben beschriebenen Lésungsweg durchamitzen dabéi als partikulare Losung.
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Beispiel 4

Als Gebiet verwenden wir eine Kreisscheibe mit Radius 0. Man kann auch Magnetisierungen betrachten, die
nicht im SobolevrauniH'(Q2))? liegen. Dazu wahlen wir als Magnetisierung

.t

T @yl

wobei wir mit den zu Beginn dieses Abschnitts getroffenenémtionen auch
M .= ¢!

T

schreiben kdnnen. Die Magnetisierung an einem Pnky) stimmt also mit dem Richtungsvektor in diesem
Punkt Uberein. Zu beachten ist, dass diese Magnetisienufyinkt(0, 0) nicht stetig definiert werden kann.

Lemma 5.2. Das VektorfeldMI = e, liegtin (L?(©2))? aber nicht in(H(Q))?.

2 ¢iei =1 und daher

=1 "~r-r
HM%mffyﬁmsLZ@ﬁMﬂm
=1

Somit folgt die erste Behauptung.

Beweis.Es gilt>"

Wir bezeichnen nun mit? die i-te Komponente des Vektors

()

und mitr die Lange vor(z, y), dann gilt

x! 1 atat
R FE
roor2r
Es ist
2 . 2 .
1 a2tat 1 atat 1 xtopat (2h)2atat
Z <511— - r_27> <5i1T r_27> = Z (51'151'1 5 — 2 " ;G )
i=1 1=1
1 () (@)r? 1 20052@ cos’p  sin*o
T2 rd + ™ + r2 2

und daher

27 R )
sin“p
||V(M1)|%2(Q)/O /0 r202 drdp = oc.

Die Divergenz der Magnetisierung ergibt sich fiigZ 0 zu
2 2 i

; 2 At i i 1
Yo=Yt -3 (5-5T) -+

i=1 i=1 i=1

Wir gehen nun wie in Beispiel 3 vor. Mé;r = ¢! und obiger Umformung erhélt man, dass

1 .
—Ar=—— 1inQ

r
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fur r # 0 gilt und wir wahlen daher als Partikularlosung’” = r. Die Anséatze fir die Losung im Innen- und
AulRenraum ergeben sich zu

o0
u™(r, ) = uP(r,0) + ulM (1 0) = v+ ug+ Y 1" (ame™? + Tme” "),

m=1

ue:mﬁ(r7 (P) _ Z Tfm(ﬁmeimtp _’_ﬁ_mefimﬁp).

m=1

Wir wahlen nun den Radius der Kreisscheibefze= 1, damit gilt M - n = 1. Einsetzen in die Ubergangsbedin-
gungen (5.14) und (5.16) liefert fir die Koeffizienten

Uug = 71,
Q= Bm =0 furm € N,
und somit ist

u™t(r,p) =r — 1,

furr # 0.
In kartesischen Koordinaten ist dann

u™(x,y) = a2 +y? — 1.

Die Funktion kann an der Stelle;, y) = (0, 0) stetig fortgesetzt werden.

5.2 Dreidimensionaler Fall

Als Gebiet wéhlen wir eine Kugel mit Radiug > 0 und Mittelpunkt(z, y, z) = (0,0, 0)
Q:= Kz(0,0,0) = {(z,y,2) € R* | 2® + y* + 2> < R?}.

Nach Definition gilt danm2¢** = R\ Q. Wir werden jetzt ahnlich wie im vorigen Abschnitt vorgeh&nnachst
werden wir aufgrund der Geometrie unser Problem in Kugeltioaten beschreiben. Es gelten die Beziehungen

x = rsinf cos g,
y = rsinfsin p,

z =rcosf,

mit (r, 0, ¢) € [0,00) x [0,7) x [0,27). Der Laplace-Operator lautet in Kugelkoordinaten/fi£ 0

CEERETY T Gingag \MM 0" sin298g02u ’
Um eine Lésung: von —Aw = 0 zu bestimmen, wéhlt man einen Separationsansatz der Form
u(r,0, ) = R(r)0(0)®(p).

Wir wollen uns im Folgenden kurz fassen (eine ausfuhrlieig@ehandlung dieses Problems ist z.B. ATK-
SON 2006 [13, Kapitel 3] zu finden) und bemerken nur, dass diessatx auf Losungen der Form

1
’U/Zm('f"; 9; 90) == (Oéémré + Bémm> Yrgm (97 (P)a
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mit ¢ € Ny und|m| < ¢ fuhrt. Dabei wird die Funktion

2€+1(€— m)!
(£ +m)!

Vim0, ) = P (cos 0)e™

als Kugelflachenfunktion bezeichnet uigl* heillt assoziierte Legendre-Funktion, welche beispiataigber

m (_1)m m dé-’_m
P (x) = 5 (1—2?) /deum (2® —1)*

farz € [-1,1] mit £ € Ng und|m| < ¢ definiert werden kann.
Wir kdnnen Lésungen des Laplace-Problems formal ansotmeits

[e'S) 14

u(r,0,p) = Z Z QUmT 4 Bemr Y0, ),

=0 m=—1¢

mit beliebigen Konstanteny,,, und 3, .

Um nun einen Ansatz fiir die Lésung im AuRBenraum anzuschmelimerken wir, dass die Koeffizienten vér
mit ¢ > 0 verschwinden missen, damit die Abklingbedingungen ¢rfidrden kénnen. Wegetiv M(x, y, z) =

0, darf die Losung im Innenraum keine Singularitdten an delleStz, y, z) = (0,0, 0) aufweisen, daher missen
die Koeffizienten vor—*~! im obigen Ansatz wegfallen. Somit ergeben sich die Ansitedié Losung im Innen-
bzw. Aulzenraum zu

u'™ (r, 0, ) Z Z mr Y0, ), (5.23)
=0 m=—¢
bzw.
0o J4
u(r,0,0) =N Ber Y0, ). (5.24)
=0 m=—¢

Die Koeffizienten in (5.23) und (5.24) ergeben sich aus demdBadingungen.
Im Folgenden bezeichnen wir mi ([0, ], sin 6 df) @ L?([0, 27]) den Raum aller messbaren Funktiorféf, o)

mit
2m ™
/ / |£(0,¢)|?sinf dody < oco.
0 0

Satz 5.3(TESCcHL2009 [21, Satz 10.7])Die Kugelflachenfunktionen bilden ein vollsténdiges Onitranalsystem
in L2([0, 7], sin 0 df) ® L*([0, 2x]). Sie erfullen die Beziehung

27 T
/ / Y_k"(Q, ©)Y;" (0, ) sin 0 ddy = d1e0nm.,
o Jo

far k, £ € No mit|n| < kund|m| < £.

Wir setzenM - n(0, p) € L?([0, 7], sin 6 df) ® L?([0,2x]) voraus und kénnen die Funktion daher in die Reihe

o0 14
M-n=> > MuY"(0¢)

=0 m=—¢
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entwickeln. Die Koeffiziented/,,,, kénnen dabei folgendermalRen bestimmt werden

2m ™
My, = / / Y7 (0,0)M - n(0, ) sin 6 dfdep.
o Jo

Fallsdiv M = 0, wie bei uns vorausgesetzt, folgt aus

27 ™
/didex:/M-ndsz:RQ/ / M - nsin 6 dfde,
Q N 0 0

undYy = ——, dassMg = 0 gilt.

Um die Koeffizienten\,,,, zu bestimmen bendétigt man im Allgemeinen die explizite Bdhsng der Kugelfla-
chenfunktionen. Eine kurze Auflistung dieser Funktioneis (b= 3) ist zum Beispiel in ACKSON 2006 [13,
Abschnitt 3.5] zu finden.

Wie bereits erwahnt, kdnnen wir aus den Randbedingungeiatiffizienten unserer Losungsansatze fir Innen-
raumproblem (5.23) und AuRenraumproblem (5.24) bestimanachst setzen wir diese Ansétze in die erste
Randbedingung ein (Stetigkeit des Potentials am Rand)unsaauf

0o 14
S (BB = aumRY) YM(0,0) = 0
=0 m=—¢
fuhrt. Ausnitzen der Orthogonalitatsbeziehungen der Kidgbenfunktionen aus Satz 5.3 liefert die Beziehung
ﬁ[m = aémRQZ—i_l (525)

zwischen den Koeffizienten. Nun setzen wir in die Bedingung] = —M - n ein

[eS) 4 [eS) 4
SN Bun(—t — DR — apnl RT) Y (0,0) = =Y N MY (6, 0).

(=0 m=—¢ £=0 m=—¢
Nutzen wir wieder die Orthogonalitatsbeziehungen der Wigshenfunktionen aus, dann kommen wir auf
Bem(—0 —1)R™ 72 — b R = —Myyy,.
Mit (5.25) ergibt sich somit insgesamt
Mem_ 0

m = R, 5.26
m = o1 (5.26)
und
M, ‘
= m_ R+2 5.27
fem = 577 (5.27)
Beispiel 1

Fir den Radius der Kugel wahlen wir = 1. Die Magnetisierung sei gegeben durch

M,
M= |M,| cR?
M,
und daher gilt mit dem Normalenvektor
cos B sin @
n = | sinfsinyp

cosf
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aufT’,
M -n = M,sinfcosp + M,sinfsinp + M, cosf.

Mit Hilfe der Kugelflachenfunktionen kdnnen wir auch sclesi

[4m 1 /3 , 1 /3 . -
M-n =M, ?Ylo—a 8—7T(MI—1My)Y11—§ 87(M”“'+2M9)Y11

Die Koeffizientenxy,,, und Sy, unserer Lésungsansatze (5.23) und (5.24) ergeben sichzomi

4am i1 — —
3 ?Mz furgfl,mf(),
—t\/ (M —iM,) furt=1,m=1,

Qpm =
—t\/ (Mg +iM,) furl=1,m=—1,
0 sonst
und
M, fir{=1,m =0,
ﬁ[m =

(My —iM,) furé=1,m=1,
e (My +iMy) flarl=1,m = -1,
sonst

Chl»—t G:I

o

Daher lauten die Losungen fir den Innen- und AuRenraum

1nt

T 97@ Z almryi a )7

m=—1

elt T 9780 Z ﬂlmryl a )

m=—1

Gilt nun spezielld/,, = 0, M, = 0 so vereinfachen sich die Lésungen zu
znt 1
(r,0,p) = gMzrcose,

1.1
ut(r,0,p) = =M

3 M- 20059

Beispiel 2
Wir wahlen nun eine Magnetisierung, deren Divergenz niehsehwindet

T

M(ZE,y,Z) = Yy
z

Daher giltdiv M = 3. Als Gebiet wahlen wir die Einheitskugel. Nun gehen wir wieeérsten Abschnitt dieses
Kapitels vor und suchen eine partikuléare Loésung des Prabfem= div M, die wir mit einer homogenen Lésung
Uberlagern. Es lasst sich schnell Gberprtfen, dass

N
2
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eine Partikularldsung darstellt. Fir die homogene Losuaglen wir den Ansatz (5.23). Mit den Kugelflachen-
funktionen kénnen wir auch?*" = §\/47rY00 schreiben. FUM - n ergibt sich

sin 6 cos ¢ sin @ cos
M - n(0,¢) = | sinfsinp | - | sinfsing | =1 = V4arYy.
cos cosf

Somit ergeben sich fir unsere Ansatze

2 (o] é
u(r,0,0) = %V47TYOO 0D a0, 9),

=0 m=—4
bzw.
00 4
u Tt (r,0,0) = Y Bemr ™ TIY0, ).
=0 m=—¢

Analog wie am Beginn dieses Abschnitts kénnen wir nun dieff@entenca,,, und 3., aus den Ubergangsbe-
dingungen bestimmen. Dies fuhrt auf

Var

Qoo = — )

2
Boo = 0,
Qo = Bem =0 flre > 1,|m| < /.

Die Lésungen fur Innen- und Auf3enraum lauten daher

, 1
umt(r, 95 50) - §(T2 o 1)7

ut(r,0, ) = 0.
Beispiel 3

Wir wéhlen jetzt

M =
(ZE,y,Z) ||(§C,y72)||,

oder kurzM’ := ¢!. Fur die Divergenz der Magnetisierung gilt

3 ) (0t & o 2
de:ZaiMl:Z( . —T—27):;7

i=1 i=1

und kurzes Nachrechnen zeigt, dag$” = r eine partikulare Losung fur # 0 ist. Als Gebiet verwenden wir
wiederum die Einheitskugel und es gilt
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Die Ansatze fiur die Losung im Innen- und Auf3enraum ergebsmrain zu

(o'} 14
u(r,0,0) = rVATYS + > a0, ),

=0 m=—1¢

[eS) 4
utr0,0) = > Bemr Y0, ).
=0 m=—¢
Einsetzen in die Ubergangsbedingungen liefert fiir die fziehten
app = — V4,

Boo = 0,
Qpm = Bem =0 fUr€21,|m|§€.

Somit ergeben sich die Lésungen

u™(r,0,0) =1 —1
ut(r, 0, ) = 0.

62



Kapitel 6

Implementierung in 2D

Im Folgenden werden die in Matlab erstellten Programme aieéhnung des magnetostatischen Potentials mit
den verschiedensten in Kapitel 4 vorgestellten Methodemvreidimensionalen Fall beschrieben. Der Aufbau
der Steifigkeitsmatrizen fur die P1-FEM wurde von [9] Ubenmoen. Die Matrizen, die zur Implementierung
der Randintegraloperatoren nétig sind, wurden mit Hilfa #ainktionen aus dem Programmpalkét BERT [2]
berechnet.

6.1 Datenstrukturen

Bevor wir uns den Matlab Programmen im Speziellen widmezifen wir noch einige Konventionen beztiglich
der Datenstrukturen.

Die Triangulierung7 bzw. 7 von © bzw. I" wird durch die drei Feldecoordinates , elements und
boundary beschrieben. Dabei istoordinates  ein nC x 2, elements ein nE x 3 und boundary ein
nB x 2 Feld. Der SkalanC bezeichnet die Anzahl der Knoten der Triangulierumig die Anzahl der Elemente
undnB die Anzahl der Randelemente.

Die Koordinaten der einzelnen Knoten werden im Arcaprdinates  gespeichert,
coordinates(i,:) = [x V]

gibt an, dass derte Knoten die Koordinatefr, y) € R? besitzt. Durch das Feldoordinates ~ wird automa-
tisch eine Nummerierung der Knoten durchgefiihrt. Wir lefgst, dass die erstemB Koordinaten den Knoten
am Rand" entsprechen.

Ein Element wird durch seine drei Knotep, z,, 2, € M beschrieben. Daste Element wird abgespeichert als
elements(i,:)) = [p q 1],

hierbei sindp,q,r  die Indizes der Knoten im Felebordinates . Weiters legen wir fest, dass die Knoten der
Elemente im mathematisch positiven Sinn gespeichert 8iies hat den Vorteil, dass man den auf3eren Norma-
lenvektor auf den Rand eines Eleméfmtsiit einer geschlossenen Formel bestimmen kann. In Abbgduhwird
dargestellt, in welcher Reihenfolge die Knoten eines Elesgespeichert werden.

Das Arrayboundary beschreibt die Triangulierung des Randes. Es beinhakeindizes der Knoten,, z, €
Mr eines Randelements; € 71 bezuglich dem Feldoordinates

boundary(i,:) = [p ql.

63
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Zr 24 - 23

Zp Zq z — = 29

Abbildung 6.1: Die Knoten eines Elemeftsverden in mathematisch positiver Richtung abgespeidbart<no-
ten eines Randelements (vgl. rechtes Bild) werden so gasgréj dass der Tangentialvektor in die mathematisch
positive Richtung in Bezug auf den Rand zeigt.

Wir legen fest, dass die Knoten so abgespeichert sind, @askadgentialvektor vom ersten zum zweiten Knoten
in mathematisch positiver Richtung in Bezug auf den REzéigt. Dies wird auch in Abbildung 6.1 visualisiert.

Im Vektor boundary2elements  steckt die Information, welche Randkante auf welchem Efdrtiegt, d.h.
boundary2elements(i)=j bedeutet dass diete Kante auf demj-ten Element liegt.

Zusatzlich werden wir noch ofters das Felode2edges bendtigen, wobei
node2edges(i,j)=[k m]
angibt, dass der Knoten der erste Knoten dér-ten Kante ist und der Knotery ist der zweite Knoten dern-ten

Kante. Dien-te Kante ist gegeben durddoundary(n,:)=[p q] . Der Knotenz, wird als erster unc, als
zweiter Knoten der Kante bezeichnet.

6.2 Garcia-Cervera & Roma

Dieser Abschnitt behandelt die Implementierung von Algomius 4.1 im Falll = 2.

Listing 6.1: GCR2D.m

function [x x1 x2] = ..
GCR2D(coordinates,elements,boundary,boundary2elements,M, interpV)

%+ Number of nodes, elements and boundary elements

© ® N o g A w N e

nC = size (coordinates,1);

nE = size (elements,1);

nB = size (boundary,1);

0, (03 kkkkkkkkkkkkkkkkkkk
10 % STEP 1, compute -laplace(ul) = -div(M)
11 Yorx ul = 0 on Gamma
12 0, (.3 *kkkkkkkkkkkkkkkkkk

i
w

%=+ First vertex of elements and corresponding edge vectors

i
I
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15 ¢l = coordinates(elements(:,1),:);

16 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;
17 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - cl;
18

19 %+ Vector of element areas 4 *|T|
20 aread = 2 *(d21(;,1). *d31(:,2)-d21(:,2). *d31(;,1));
21

22 % Assembly of stiffness matrix

23 (sum(d21. =d31,2)./aread)’
(sum(d31. *d31,2)./aread)’
(sum(d21. =d21,2)./aread)’

a

24 b

25 C

26 A = [-2 xat+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a
| = reshape (elements(:;,[1 2 3 1 2
J = reshape (elements(;,[1 1 1 2 2
A = sparse (1,J,A());

icl;
27 3123)9 *nE,1);
28 233 3)9 *nE,1);
29
30

a1 % |T| »grad(Vj) where Vj is hat function on T

32 gradl = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(;,1)])/2;
33 grad2 = [d31(;,2) -d31(:;,1)]/2;
34 grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;

35

36 Y%+ Compute M(sT)

37 MsT = feval (M, cl1+(d21+d31)/3);

38

39 %+ Assembly of right-hand side

20 b = [sum(gradl. *MsT,2) sum(grad2. *=MsT,2) sum(grad3. =MsT,2)];
41 b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1]);

42

43 %+ Computation of P1-FEM approximation

44 boundaryNodes = 1:nB;

45 freenodes = nB+1:nC;

46 X1 = zeros (nC,1);

47 x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
48

49 Y+ Free memory

so clear 1 Jabc

51

52 0, (.3 *kkkkkkkkkkkkkkkkkk
s3 9%+ STEP 2, compute Dirichlet data g_h = J_h V_h w_h

54 Yprx w_h = M_h.n - nabla(Ul).n

55 0, (03 kkkkkkkkkkkkkkkkkkk
56

s7 %+ Vector of element volumes 2 *|T|

s area2 = area4(boundary2elements)/2;

59

60 9%+ Elementwise gradient of uh

61 U21 = repmat ( (xl(elements(boundary2elements,2))

62 -x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);
63 U31 = repmat ( (xl(elements(boundary2elements,3))
64 -x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);

65

66 9%+ Compute grad(ul_h)

e7 gradh = (d31(boundary2elements,:). *u21 ..
68 - d21(boundary2elements,:). *u3l) x[0 -1 ; 1 0];
69

70 Y%+ Compute projection of M on P"0

71 cbl = coordinates(boundary(:,1),:);

72 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);

73

74 M_h = feval (M,(cbl+cb2)./2);

75

76 % Outer normal vector

77 nVec = [cb2(;,2)-cbl1(;,2), cbl(:,1)-cb2(:,1)];

7s edgelLength = sqrt (sum(nVec.”2,2));

79 nVec = nVec./ repmat (edgelLength,1,2);

80

65
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st %+ Compute g_h = J h(V *w_h)

g2 W_h = sum( (M_h - gradh). =*nVec, 2);

ss g_h = feval (interpV, coordinates(1:nB,:),boundary,w_h);
84

85 0, (03 *kkkkkkkkkkkkkkkkkk
s %+ STEP 3, compute -laplace(u2) = 0

87 Yorx u2 = g_h on Gamma

88 0, (03 *kkkkkkkkkkkkkkkkkk

89

90 9+ Prescribe values at boundary nodes
91 X2 = zeros (nC,1);

92 Xx2(boundaryNodes) = g_h;

93

s Y%+ Assembly of right-hand side

5 b = - Axx2;

96

97 % Computation of P1-FEM approximation
s X2(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);
99

100 Y% Fokkkkokdokkkkkkkkkkkok
101 %+ STEP 4, obtain discrete solution u = ul + u2
102 % FRIKKKIIKRKKKKKIKIKK*K

103 X = x1 + Xx2;

» Zeile 1-2: Die FunktionGCR2Derwartet als Eingabe die Triangulierung, welche dwobrdinates
elements undboundary beschrieben wird, den Vekttwoundary2elements  und die Magnetisie-
rungM Mit interpV  wird der Name der Funktion Ubergeben, mit der die Randdatproaimiert werden
(siehe Schritt 2 in Algorithmus 4.1). Zuriickgegeben wird @Gesamtlésung und die Teilldsungen von
Schritt 1 bzw. Schritt 3x1 bzw.x2.

 Zeile 4-7: Bestimmung der Anzahl der Knote@, ElementenE und RandelementeB.

« Zeile 9-50: Schritt 1: Bestimme die Losung der schwachemitierung: Findd/; € S (7) mit
(VUl,VVJ)LZ(Q) = (M,VVj)L2(Q) furj =1...N. (61)

N = #Mp ist die Anzahl der Knoten im Inneren uﬁd’j}?’zl bezeichnen die Basisfunktionen (Hutfunk-
tionen) vonSE (7).
— Zeile 14-29: Aufbau der Steifigkeitsmatrikwie in [9].

— Zeile 31-34: Berechnung der stlickweise konstanten Greatiénl; der Basisfunktionen, gewichtet
mit der Flache eines Elements.

— Zeile 36-37: Berechnung voNI(sr), st bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines Elements
T.

— Zeile 39-41: Aufbau der rechten Seite von 6.1. Es gilt

(M, VV)r2) = Z(M,V‘/j)Lz(T),
TeT

und das IntegralM, V'V;) .21y wird durch eine 1-Punkt Quadratur approximiert:
/ M. VVdx =VVj- / Mdz ~ |T'|M(st) - VVj.
T T

Die Matlab Funktioraccumarray dient zum schnellen Aufbau von dichten Matrizen.
— Zeile 43-47: Losung des linearen Gleichungssystdms= b.
— Zeile 49-50: Freigabe des Speichers von nicht mehr beedtigytrays.
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« Zeile 52-83: Schritt 2: Berechnung van, = A,Vw, € S'(Tr), wobei A, ein Interpolationsoperator
ist, der durch das Function HandtgerpV  spezifiziert wird. Als Operator kénnen hierbei der Clément-
Operator, der Scott-Zhang-Operator oder der nodale lokanp gewahlt werden. Der Ausdrualy, :=
M, - n — VU - n ist die L? Orthogonalprojektion voM - n — VU; - n auf P°(Tr).

— Zeile 57-68: Berechnung vowU; |r. Da U; stlickweise affin ist, gilt daher, da8&U; stiickweise
konstant ist. Mit dem Vektoboundary2elements  lassen sich die Werte vovil/; am Rand be-
stimmen. Dazu sei bemerkt dass eine Kante am Rand nur auhdihement liegen kann, was fur
Kanten im Inneren nicht der Fall ist.

— Zeile 70-74: Es wird did.2-Orthogonalprojektion voiM auf (P°(7r))? approximiert:

1 1
0 (M) = E[Ede ~ 1| FIM(s5) = Mss).

Dabei istsg der Mittelpunkt der Kantds.
— Zeile 76-79: Bestimmung des Normalenvektors.

— Zeile 81-83: Aufbau vory;, = Ay Vw, € S*(T). Da der Normalenvektor auf jeder Kante konstant
ist, gilt IIY (M - n) = 119 (M) - n. Fur A, kann dann einer der weiter unten angefuhrten Interpolati-
onsoperatoren verwendet werden.

* Zeile 85-98: Schritt 3: Bestimmung der Losung der schwadk@mulierung. Findé/; € S*(Q) mit
(VUQ,VVJ')Lz(Q) =0 firj=1...N,
YoU2 = g,
dabei gibtN = #M die Anzahl der Knoten an.

— Zeile 90-95: Aufbau der Randwerig.
— Zeile 97-98: Lésung des linearen Gleichungssystdms- b.

e Zeile 100-103: Schritt 4: Es werden die Knotenwerte dera@asung/ = U; + U, berechnet.

Wir betrachten jetzt noch die Interpolationsoperator@irdSchritt 2 in Listing 6.1 gewahlt werden kénnen.

Zunéchst werden wir den Clément-Operator behandeln (Sefiaition 3.9).

Listing 6.2: interpVCL.m

© ©® N e g A W NP

NN R R R R R LR R e
B S © ® N o o & ® N B O

function g_h = i nterpVCL(coordinates,boundary,w_h)

%+  Number of boundary elements
nB = size (boundary,1);

%+ Compute edge length

cbl = coordinates(boundary(:,1),:);

cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);

edgeLength = sqgrt ( sum( (cbl-ch2).72,2) );

%+ Build V-Matrix V_ij = (\chi_i,V\chi_j)
V = bui | dV(coordinates,boundary);
w_h = Vxw_h;

%=+ Compute node2edges
node2edges = zeros (nB,2);
node2edges(boundary(:,1),1)
node2edges(boundary(:,2),2)

= (1:nB)’;

= (1:nB)’;

%+ Return J_h V w_h

g_h = sum(w_h(node2edges),2)./( sum(edgeLength(node2edges),2) );




KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG IN 2D 68

 Zeile 1: Die FunktioninterpVCL erwartet als Eingabe das3 x 2 Feld coordinates , in welchem

die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind,mdas 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt uné_h (siehe Schritt 2 in Listing 6.1). Zuriickgegeben wird dasdkelh welches
die Knotenwerte vo, = J,Vw, enthélt. BeiJ;, handelt es sich um den Clément-Operator.

 Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.
 Zeile 6-9: Berechnung der Kantenlangen.

+ Zeile 11-12: Mit Hilfe der FunktiorbuildV von [2] wird eine MatrixV € RM*M aufgebaut, wobei wir

mit M die Anzahl der Knoten iffit bezeichnen. Die Eintrage ergeben sich zu
Vij = (Vx4 Xi) L2 (),

wobei die Funktionery; eine Basis vorP®(7r) bilden mit

1 aufk;,
Xi =
0 sonst

undV : H='/2(I") — H'/*(T") der Einfachschichtpotentialoperator ist.

* Zeile 13: Berechnung vofVwp, X;) r>(r)-
» Zeile 15-18: Berechnung vamde2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

« Zeile 20-21: Seiz ein Knoten, welcher auf den Kantdry und E,,, liegt und seik ein Vektor mit den

Eintragenk; = I19 (Vwy,)| g, . Dann folgt

_ ke|Ee| + km|Em|
- |Eo| + |Em|

hierbei istv, der in Definition 3.9 definierte Knotenwert des Clément-@pans.J;, = ZZGMF v,1,. Wei-
ters sei auf die hier verwendete Bemerkung 3.6 verwiesen.

Als Néchstes behandeln wir die Implementierung des Sduding-Operators (siehe Definition 3.10).

Listing 6.3: interpVSZ.m

© © N o g A W N e

NN N B R R R R B R e e e
N P SO ©® N o a s N P O

function g_h = i nterpVSZ(coordinates,boundary,w_h)

%++ Number of boundary elements
nB = size (boundary,1);

%+  Coordinates of boundary nodes
cbl = coordinates(boundary(:,1),:);

cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);

%++ Determine for every boundary node the related boundary edge S
node2edges = zeros (nB,2);

node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB)}

node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB);

%+ Choose edge for every boundary node

%+ Remaining code is independent of that choice!
edgesSZ = zeros (nB,1);

edgesSZ = node2edges(:,1);

%+  Coordinates of the endpoints of the chosen edges
cedgesSZ1 = cbl(edgesSZ,:);
cedgesSZ2 = ch2(edgesSZ,:);
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23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

%+ Choose quadrature nodes and weights on [-1 1]
%+ Remaining code is independent of that choice!
quadN = [-1 1)/ sqgrt (3);

quadwW = [1; 1];

nN = length (quadN);

%++  Evaluation points
sx = reshape (cedgesSZ1,2 *nB,1) *(1l-quadN)

sx = 0.5 xreshape (sx',nB *nN,2);

%+ Compute V at evaluation points (V_g ... nB x nN -matrix)
V_q
V_q

%+ Compute hat functions at quadrature nodes
sx1 = 0.5 *(1-quadN);
sx2 = 0.5 *(1+quadN);

%++ Decide whether a node is "left" or "right" endpoint of the cho sen edge
idx = (node2edges(:,1)==edgesSZ);

%+ Compute L"2 dual basis functions at quadrature nodes
_q = zeros (nB,nN);

P_q(idx,:) = repmat (2 *sx1-sx2, nnz(idx),1);

P_q(—idx,:) = repmat (2 *sx2-sx1, nnz(-idx),1);

P

Y%+ Integral Approximation
g_h = (V_g. *P_q)*quadW;

+ reshape (cedgesSZ2,2 %nB,1) *(1l+quadN);

eval uat eV(coordinates,boundary,w_h,sx);
reshape (V_g,nN,nB)';

Im Folgenden werden die Bezeichnungen und Definitionen dsstnitt 3.2 Gbernommen.

Zeile 1: Die FunktioninterpVSZ erwartet als Eingabe das3 x 2 Feld coordinates , in welchem
die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind,mdax 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt und_h (siehe Schritt 2 in Listing 6.1). Zuriickgegeben wird dasifgelh welches
die Knotenwerte vor;, = S} Vwy, enthalt. BeiS] handelt es sich um den in (3.11) definierten Operator.

Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.
Zeile 6-8: Bestimmung der Koordinaten der Randknoten.
Zeile 10-13: Berechnung vamde2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

Zeile 15-18: Zu jedem Knoter, € Mr wird eine Kantes; gewahlt mitz; € o;. Der restliche Programm-
code ist unabhangig von der Wahl der Kanten!

Zeile 20-22: Bestimmung der Koordinaten der Eckpunktegasvahlten Kanten.

Zeile 24-28: Wahl der Quadraturknotgnund -gewichteu; auf dem Referenzintervglt-1, 1]. Es wird das
IntegraIfE1 f dx approximiert durch

Zf((b‘)wj-

Die Knoten werden im FeldquadN und die Gewichte imuadW gespeichert.

Der restliche Code ist unabhangig von der gewahlten Quadeatel. In dem hier abgebildeten wird eine
2-Punkt Gaul3-Quadratur verwendet.

Zeile 30-33: Transformation der Quadraturknoten vom Refeintervall auf die Kante;.

Zeile 35-37: Werte’w;, an den transformierten Knoten aus.
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* Zeile 39-41: Werte die Hutfunktionen auf dem Referenziva# [—1, 1] an den Quadraturknoten aus. Dies
entspricht einer Auswertung der Hutfunktionen ayfin den transformierten Quadraturknoten.

o Zeile 43-44: Bestimme ob; linker oder rechter Eckpunkt der gewéahlten Kamfest.

« Zeile 46-52: Berechne die Knotenwerte vgn= S}:th. Fir deni-ten Knotenwert ergibt sich

[ owvende =~ 25 wuitep e,
oi j

wobei wir mitz; die transformierten Quadraturknoten bezeichnen. Mit dansi2llung (3.27) der dualen
Basis ergibt sich somit

|oi]

Zwﬂ/’z ;) (Vwn)(x;) |JZ|Z 4¢1 2¢2)(z;) Vwn) ()
= ij 261 — ¢2)(2;) (Vn) (x),

dabei ist nach Konventiog (z;) = 1.

Als Interpolationsoperator kann man auch den nodalengotanten wahlen.

Listing 6.4: interpVNI.m

function g_h = interpVN (coordinates,boundary,w_h)

%+ Return (V w_h)(coordinates)
g_h = eval uat eV(coordinates,boundary,w_h,coordinates);

N

e Zeile 1: Die FunktioninterpVNI  erwartet als Eingabe das3 x 2 Feld coordinates , in welchem
die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind,mdas 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt und_h (siehe Schritt 2 in Listing 6.1). Zuriickgegeben wird dasifglh welches
die Knotenwerte vomy;, = I;,Vw;, enthalt. Beil;, handelt es sich um den nodalen Interpolanten.

 Zeile 3-4: Mit Hilfe der FunktiorevaluateV  aus [2] wirdVw,;, an den Knoten am Rand ausgewertet.

6.3 Fredkin & Koehler

Wir betrachten die Implementierung von Algorithmus 4.2 iall&d = 2.

Listing 6.5: FK2D.m

1 function [x x1 x2] = FK2D(coordinates,elements,boundary,M,interpK)

2

3 %+ Number of nodes, elements and boundary elements

4+ nC = size (coordinates,1);

5 nE = size (elements,1);

s nB = size (boundary,l);

7

8 0, (.3 *kkkkkkkkkkkkkkkhkk
9 % STEP 1, compute -laplace(ul) = -div(M)

10 Yoxx dul/dn = M.n on Gamma

11 W% Fokkkkokdokkkkokkk ok kkkok

[
)

%+ First vertex of elements and corresponding edge vectors

i
w
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14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

cl = coordinates(elements(:,1),:);

d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;

d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;

%=+ Vector of element areas 4 *|T|

aread = 2 =(d21(:,1). *d31(:,2)-d21(:,2). *d31(;,1));

%+  Assembly of stiffness matrix
= (sum(d21. *d31,2)./aread)’;

= (sum(d31. *d31,2)./aread);

= (sum(d21l. =d21,2)./aread)’

= [-2 xatb+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a
= reshape (elements(:;,[1 2 3 1 2
= reshape (elements(;,[1 1 1 2 2
= sparse (I,J,A());

icl;
3
2

12 3).9 *nE,1);
33 3),9 «nE,1);

%+ |T| =grad(Vj) where Vj is hat function on T
gradl = [d21(;,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(:,1)]/2;
grad2 = [d31(;,2) -d31(;,1)]/2;

grad3 [-[d21(:,2) d21(:,1))/2;

%+ Compute M(sT)
MsT = feval (M, cl+(d21+d31)/3);

%+ Assembly of right-hand side
b = [ sum(gradl. *MsT,2) sum(grad2. *MsT,2) sum(grad3. =MsT,2)];
b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1]);

%+  Computation of P1-FEM approximation, Neumann problem
freenodes = 1:nC-1,; % solve restricted system

x1 = zeros (nC,1);

x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);

%=+ Free memory
clear I Jabec

0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkkkk
%+ STEP 2, compute Dirichlet data g_h = J_h w_h
0, (03 kkkkkkkkkkkkkkkkkkk

g_h = feval (interpK, coordinates(1:nB,:),boundary,x1(1:nB));

0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkhkk
%+ STEP 3, compute -laplace(u2) = 0
O u2 = g_h on Gamma

0, (03 kkkkkkkkkkkkkkkkkkk

%++ Prescribe values at boundary nodes
boundaryNodes = 1:nB;

x2 = zeros (nC,1);

x2(boundaryNodes) = g_h;

%+ Assembly of right-hand side
b = -Axx2;

%+  Computation of P1-FEM approximation
freenodes = nB+1:nC;
x2(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);

0 (03 Kkkkkkkkkkkkkkkkkkk
%=*x STEP 4, obtain discrete solution u = ul + u2
0, (0] khkkkkhkkkkkkkkkkkkkk

X = x1 + x2;

» Zeile 1: Die FunktionFK2D erwartet als Eingabe die Magnetisierubigind die Triangulierung, welche
durchcoordinates , elements undboundary beschrieben wird. MiinterpK  wird der Name der
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Funktion Ubergeben, mit der die Randdaten approximiertiare(siehe Schritt 2 in Algorithmus 4.2). Zu-
rickgegeben wird die Gesamtldsungind die Teilldésungen von Schritt 1 bzw. Schritb@, bzw. x2.

 Zeile 3-6: Bestimmung der Anzahl der Knote@, ElementenE und RandelementeB.

* Zeile 8-48: Schritt 1: Bestimme Lésung von der schwachemidierung: Findd/; € S!(T), mit
(VUL VV)20) = (M, VV) 2 furalleV e (7). (6.2)

— Zeile 13-28: Aufbau der Steifigkeitsmatrxwie in [9].

— Zeile 30-33: Berechnung der stiickweise konstanten Greaiénl; der Basisfunktionen, gewichtet
mit der Flache eines Elements.

— Zeile 35-36: Berechnung voNI(sr), st bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines Elements
T.

— Zeile 38-40: Aufbau der rechten Seite von 6.2. Es gilt

(M, VV)r20) = Z(M,V‘/j)m(m,
TeT

und das IntegralM, VV;) 2 () wird durch eine 1-Punkt Quadratur approximiert:
/ M. VVdx =VVj- / Mdz ~ |T'|M(st) - VVj.
T T

Die Matlab Funktioraccumarray dient zum schnellen Aufbau von dichten Matrizen.

— Zeile 42-45: Losung des linearen Gleichungssystdms= b. Da es sich um ein Neumann Problem
handelt, [6st man nicht das volle Gleichungssystem, sonélierrestringiertes (dies liegt daran, dass
der Kern der Matrix eindimensional ist, daher I6st man eindienDimensionl verringertes System)
und zieht dann das Integralmittel von der Lésung diesesmggrten Problems ab. Man reduziert das
Gleichungssystem indem man eine zu einem beliebigen Krg#thiirende Zeile und Spalte aus der
Steifigkeitsmatrix entfernt. In unserem Problem aber ist@esamtlosuny = U; + U, eindeutig,
daher muss man nicht verlangen dass das Integralmittel/'ydxull wird. Man beachte jedoch, dass
die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix stark davon atgig ist, welcher Freiheitsgrad, also Knoten,
herausgenommen wird.

— Zeile 47-48: Freigabe des Speichers von nicht mehr beedtifytrays.

« Zeile 50-53: Schritt 2: Berechnung van = A, (K — 1/2)U; € S'(7r), wobei 4;, ein Interpolations-
operator ist, der durch das Function HanaiieerpK  spezifiziert wird. Als Operator kdnnen hierbei der
Clément-Operator, der Scott-Zhang-Operator oder derladdgerpolant gewahlt werden. Verwenden wir
den nodalen Interpolanten, so missen die Innenwinkel apudien beriicksichtigt werden, d.h. es muss
gn = Ap(K — 1+ o)U; € SY(Tr) bestimmt werden, wobei die in (2.23) definierte GroRe ist. Die
Interpolationsoperatoren werden weiter unten vorgestell

» Zeile 55-70: Schritt 3: Bestimmung der Losung der schwadk@mulierung. Findé/; € S*(Q2) mit
(VUQ,V‘G)LQ(Q) =0 furj =1.. .N,
YUz = gh,
dabei gibtN = #.M die Anzahl der Knoten an.

— Zeile 60-66: Aufbau der Randwerig.
— Zeile 68-70: Losung des linearen Gleichungssystéms: b.

 Zeile 72-75: Schritt 4: Es wird die Gesamtlésuig= U; + Us berechnet.
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Wir betrachten jetzt noch die InterpolationsoperatorenmliSchritt 2 in Listing 6.5 gewahlt werden kénnen.

Zunachst werden wir den Clément-Operator behandeln (8efiaition 3.9).

Listing 6.6: interpKCL.m

© © N o A W N e

NNNN NN B R B R B e B
O & @ N P O © ® N O O & W N P O

function g_h = inter pKCL(coordinates,boundary,x1)

%=+ Number of boundary elements
nB = size (boundary,1);

% L2 projection of Ul|_Gamma on P"0
x1_h = 1/2 *( x1(boundary(:,1)) + x1(boundary(:,2)) );

%+ Compute edge length

cbl = coordinates(boundary(:,1),:);

cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);

edgelLength = sqrt ( sum( (cbl-cb2).72,2) );

%+ Build (K-1/2)
K = bui | dK(coordinates,boundary);
w_h = K (x1(1:nB))./edgeLength-1/2 *Xx1_h;

%+ Compute node2edges
node2edges = zeros (nB,2);
node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB);
node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB);

%+ Return J_h (K-1/2)x1
w_h = w_h. »redgeLength;
g_h = sum(w_h(node2edges),2)./( sum(edgeLength(node2edges),2) );

Zeile 1: Die FunktioninterpKCL  erwartet als Eingabe dasB x 2 Feld coordinates , in welchem
die Koordinaten der Randknoten gespeichert sind,ndas 2 Feld boundary , das die Randelemente
(Kanten) beschreibt und das Fedtl, welches die Werte voti; auf den Kanten beinhaltet. Zurlickgegeben
wird der Wertg_h welcher sich algy, = A, (K — 1/2)U; berechnet. Beid;, handelt es sich um den
Clément-Operator.

Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.

Zeile 6-7: Berechnung ddr>-Orthogonalprojektion voi/; |- auf P°(7r). SeiE eine Kante dann gilt
1 1
U |e = 7 [ Urde = 501 (e2) + Us),
E| /g 2

wobeizy, zo die zwei Knoten der Kant&' sind.
Zeile 9-12: Berechnung der Kantenlangen.

Zeile 14-15: Mit Hilfe der FunktiorbuildK  von [2] wird eine MatrixK € R *M aufgebaut, wobei wir
mit M die Anzahl der Knoten iffit bezeichnen. Die Eintrage ergeben sich zu

Kij = (Ko, xi)r2(r),

wobei die Funktionery; eine Basis vorP?(7r) bilden, mit

1 aufk;,
Xi = { (6.3)
0 sonst

und die Funktionew; bilden eine Basis vo§' (7r). K : HY/?(T") — H'/?(T') ist der Doppelschichtpo-
tentialoperator.
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Als Nachstes behandeln wir die Implementierung des Sdwing-Operators (siehe Definition 3.10).

« Zeile 16: Berechnung voH! (K — 1/2)Uy).

 Zeile 18-21: Berechnung vamde2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

74

« Zeile 23-25: Seiz ein Knoten, welcher auf den Kantdry und E,, liegt und seik ein Vektor mit den

Eintragenk; = 119 (K — 1/2)U;)|g, . Dann gilt

kBl 4 k| B

Vy =
|Ee| + | Em|

wobeiv, der in Definition 3.9 definierte Knotenwert des Clément-@pars.J;, = ZZGMF 0,1, ist. Weiters

sei auf die hier verwendete Bemerkung 3.6 verwiesen.

Listing 6.7: interpKSZ.m

© © N e A W N R
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function g_h = i nter pKSZ(coordinates,boundary,x1)

%+  Number of boundary elements
nB = size (boundary,1);

%+ coordinates of boundary nodes
cbl = coordinates(boundary(:,1),:);
= coordinates(boundary(:,2),:);

%+  Determine for every boundary node the related boundary edge
node2edges = zeros (nB,2);

node2edges(boundary(:,1),1)
node2edges(boundary(:,2),2)

(1:nB)";
(1:nB)";

%+ Choose edge for every boundary node

%+ Remaining code is independent of that choice!
edgesSZ = zeros (nB,1);

edgesSZ = node2edges(;,1);

%++ Coordinates of the endpoints of the chosen edges
cedgesSZ1 = cbl(edgesSZ,);
cedgesSZ2 = ch2(edgesSZ,:);

%+ Choose quadrature nodes and weights on [-1 1]
%+ Remaining code is independent of that choice!
quadN = [-1 1)/ sqgrt (3);

quadwW = [1; 1];

nN = length (quadN);

%++  Evaluation points

sx = reshape (cedgesSZ1,2 *nB,1) *(1l-quadN)
+ reshape (cedgesSZ2,2 xnB,1) *(1l+quadN);

sx = 0.5 xreshape (sx',;nB *nN,2);

%+ Compute K at evaluation points (K_g ... nB x nN -matrix)
K_g = eval uat eK(coordinates,boundary,x1,sx);
K_qg = reshape (K_g,nN,nB)’;

%+ Compute hat functions at quadrature nodes
sx1 = 0.5 *(1-quadN);

sx2 = 0.5 *(1+quadN);

%++ Decide whether a node is "left" or "right" endpoint of the cho
idx = (node2edges(:,1)==edgesSZ);

%+ Compute L"2 dual basis functions at quadrature nodes

sen edge
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a7 P

g = zeros (nB,nN);

48 P_q(idx,:) = repmat (2 *sx1-sx2, nnz(idx),1);
49 P_qg(-idx,:) = repmat (2 *sx2-sx1, nnz(-idx),1);

51 9%+ Integral Approximation

52 g_h
53 g_h

(K_g. *P_q)*quadWw;
g_h-0.5. =*x1;

Im Folgenden werden die Bezeichnungen und Definitionen dassinitt 3.2 tGbernommen.

Zeile 1: Die FunktiorinterpKSZ  erwartet als Eingabe daB x 2 Feldcoordinates , in welchem die
Koordinaten der Randknoten gespeichert sindntas 2 Feldboundary |, das die Randelemente (Kanten)
beschreibt und das Feld., welches die Werte volr; auf den Kanten beinhaltet. Zurlickgegeben wird das
Feldg_h welches die Knotenwerte vog), = S} (K — 1/2)U; enthalt. BeiS} handelt es sich um den
in (3.11) definierten Operator.

Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.
Zeile 6-8: Bestimmung der Koordinaten der Randknoten.
Zeile 10-13: Berechnung vamode2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

Zeile 15-18: Zu jedem Knotery € My wird eine Kanter; gewahlt mitz; € o;. Der restliche Programm-
code ist unabhangig von der Wahl der Kanten.

Zeile 20-22: Bestimmung der Koordinaten der Eckpunktegasvahlten Kanten.

Zeile 24-28: Wahl der Quadraturknotenund -gewichtav; auf dem Referenzintervglt-1, 1]. Es wird das
Integralf_l1 f dx approximiert durch

Z f(g)w;

Die Knoten werden im FeldquadN und die Gewichte imuadW gespeichert.

Der restliche Code ist unabhangig von der gewahlten Quadegfel. In dem hier abgebildeten wird eine
2-Punkt Gauf3-Quadratur verwendet.

Zeile 30-33: Transformation der Quadraturknoten vom Refeintervall auf die Kante;.
Zeile 35-37: WerteCU; an den transformierten Knoten aus.

Zeile 39-41: Werte die Hutfunktionen auf dem Referenziva# [—1, 1] an den Quadraturknoten aus. Dies
entspricht einer Auswertung der Hutfunktionen aufin den transformierten Quadraturknoten.

Zeile 43-44: Bestimme ob; linker oder rechter Eckpunkt der gewéahlten Kamfest.

Zeile 46-53: Berechne die Knotenwerte vgn= S} (K — 1/2)U;. Fur deni-ten Knotenwert ergibt sich

[ it = vy2pde = 2 S w00 - 1200 0)),

wobei wir mitz; die transformierten Quadraturknoten bezeichnen. Mit dansigllung (3.27) der dualen
Basis ergibt sich somit

|oi]

S e () ) '“'Z 1o (401 = 202 (KU z)

= Zwa‘ 2¢1 — $2)(2;) (KU (z5),
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dabei ist nach Konvention; (z;) = 1. Wir nutzen hier noch zusatzlich die Projektionseigenitehades
OperatorsS! aus. Es gilt, dd/; |r € S*(Tr),

SiU|r = Uylr.

Als Interpolationsoperator kann man auch den nodalengotanten wahlen

Listing 6.8: interpKNI.m

© © N e U AW N R
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function g_h = i nterpKN (coordinates,boundary,x1)

%+  Number of boundary elements
nB = size (boundary,1);

%+ Compute edge length

cbl = coordinates(boundary(:,1),:);

cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);

edgelLength = sqrt ( sum( (cbl-cb2).72,2) );

%+ Compute node2edges
node2edges = zeros (nB,2);
node2edges(boundary(:,1),1) = (1:nB);
node2edges(boundary(:,2),2) = (1:nB)}

%+ Direction vectors

t = (ch2-cbl)./ repmat (edgelLength,1,2);
rl = t(node2edges(:,2),:);

r2 = t(node2edges(:,1),:);

%+  Orientation, if det(x,y)>0 => positive rotational directi on
orient = (rl(;,1). *r2(:,2)-r1(:,2). *r2(:,1));

tmp = sum(rl. =*r2,2);

%+ To avoid imaginary values
tmp(tmp>1) = 1;
tmp(tmp<-1) = -1;

alpha = zeros (nB,1);
alpha(orient <0) = pi+acos( tmp(orient <0) );
alpha(orient>0) = pi-acos( tmp(orient>0) );

%+ Nodal evaluation
g_h eval uat eK(coordinates,boundary,x1,coordinates);
g_h g_h + (-1+alpha/(2 *pi)).  *x1;

 Zeile 1: Die FunktiorinterpKNI  erwartet als Eingabe da x 2 Feldcoordinates , in welchem die
Koordinaten der Randknoten gespeichert sindndas 2 Feldboundary |, das die Randelemente (Kanten)
beschreibt und das Feld. , welches die Werte voli; auf den Kanten beinhaltet. Zurtickgegeben wird der
Wertg_h welcher die Knotenwerte vogy, = I5,(K — 1 + «/(27))U; enthélt. Beil;, handelt es sich um
den nodalen Interpolanten. Dabeidst(27) die in Gleichung (2.23) definierte GroBe

 Zeile 3-4: Bestimmung der Anzahl der Randelemente.
 Zeile 6-9: Berechnung der Kantenléangen.
e Zeile 11-14: Berechnung vamde2edges , vgl. Abschnitt 6.1.

» Zeile 16-19: Richtungsvektorerd undr2 der Kanten bestimmen. Jeder Knoten liegt an zwei Kanten.
rii,:) ist dabei der Richtungsvektor der Kante, waler rechte Endpunktist un@ ist der Richtungs-
vektor der Kante, wa; linker Endpunkt ist.
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 Zeile 21-32: Bestimmung des Winkelszwischen zwei Kanten. Der Vektorient = det(rl ,r2 ) bein-

haltet die Information tiber die Drehrichtung zwischen dektgrenrl undr2 . Seienr; € R2, ry € R?
zwei Vektoren mit|r ||z = ||r2|l2 = 1 und seif € [0, 7] der Winkel zwischen diesen beiden, dann bedeutet
det(ry,2) > 0, dass wenn man den Vektor um den Winkel3 in mathematisch positiver Richtung dreht,
man den Vektors erhalt. Giltdet(r;,72) < 0, dann muss man den Vekter in mathematisch negativer
Richtung um den Winke$ drehen um den Vektor, zu erhalten. Der Winke? lasst sich durch die Formel
cos 3 = r1 - ro bestimmen.

 Zeile 24-28: In dem Vektotmp wird das Skalarprodukt der Richtungsvektoren gespeicbétFunktion
arccos besitzt den Definitionsbereidh-1, 1]. Um bei der Berechnung des Winkglsmaginére Werte zu
vermeiden, werden alle Zahlenwerte des Skalarprodukggrdiger ald sind aufl gesetzt und alle jene die
kleiner als—1 sind auf—1 gesetzt.

Seiz € Mr und E1, E5 die linke bzw. die rechte Kante des KnotensMit r1,r, bezeichnen wir die
Richtungsvektoren der beiden Kanten. Dann gilt fir den \Wlinkzwischen den Kanten:

o {w —arccos(ry - re) falls det(rq1,r2) > 0, (6.4)

7 + arccos(ry - r2) sonst

e Zeile 20-32: Inalpha werden die Winkel an jedem Knoten gespeichapha(i)  gibt dabei den Winkel
zwischen den beiden im Knoten anliegenden Kanten an.

 Zeile 34-36: Mit Hilfe der FunktiorevaluateK aus [2] wird die punktweise Auswertung des Doppel-
schichtpotentials bestimmt und in Zeile 35 wird daih — 1 + «/(27))U1, mit den zuvor berechneten
Winkel oo bestimmit.

6.4 Symmetrische FEM/BEM-Kopplung

In diesem Abschnitt betrachten wir die numerische Implaireing von Algorithmus 4.3, also die Realisierung
der symmetrischen FEM/BEM-Kopplung.

Listing 6.9: FEMBEMsymm.m

© © N e U AW N R

NNNN N R R R R R R
A O NP O © ® N o a0 b~ N P O

function x = FEMBEMsymmr(coordinates,elements,boundary,M)

%+ Number of nodes, elements and boundary elements

nC = size (coordinates,1);
nE = size (elements,l);
nB = size (boundary,1);

%+ First boundary node
first_b_n = nC-nB+1;

%+ Renumber boundary nodes
boundary_new = boundary-first b_n+1;

%+ Build K,V,W matrices

K = bui | dK(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
V = bui | dV(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
W = bui | dWcoordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);

%+ Length of boundary edges
cbl = coordinates(boundary(:,1),:);
cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
edgeLength = sgrt ( sum((cb2-cbl).”2,2));

%++  Build Matrix L, L_ij = (\chi_i, \eta_j)_L"2(\Gamma)
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25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
il
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

| = reshape (repmat (1:nB,2,1),2 *nB,1);

J = reshape (boundary_new', 2  *nB,1);

L = reshape (repmat (0.5 *edgelLength',2,1),2 *nB,1);

L = sparse (I,J,L);

%+ First vertex of elements and corresponding edge vectors

cl = coordinates(elements(:,1),:);

d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;

d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;

%+ Vector of element areas 4 *|T|

aread = 2 *(d21(:,1). *d31(:,2)-d21(:,2). *d31(:;,1));

%++  Build matrix for the FEM part

| = reshape (elements(;,[J1 2 312 3 1 2 3]),9 *nE,1);

J = reshape (elements(:,[1 1 12 2 2 3 3 3)),9 *nE,1);

a = (sum(d21. *d31,2)./aread);

b = (sum(d31l. *d31,2)./aread)’

¢ = (sum(d21. *d21,2)./aread)’;

A = [-2 xatb+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];

%+  Assembly of stiffness matrix

=1 repmat (first_b_n:nC,1,2 *nB)';  repmat (nC+1:nC+nB,1,2 *nB)7;

J = [J; reshape (repmat (first_b_n:nC,nB,1),nB *nB,1);
reshape (repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB  *nB,1);
reshape (repmat (first_b_n:nC,nB,1),nB *nB,1);
reshape (repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB  *nB,1)];

A = [A(G); W(); reshape (K',nB *nB,1)-0.5 =*reshape (L'nB =*nB,1);
-K()+0.5  *L(); VO

A = sparse (1,J,A);

%=+ Free memory

clear JacKVLW

%+  Assemble right hand side okk

%+ |T| +grad(Vj) where Vj is hat function on T

gradl = [d21(;,2)-d31(;,2) d31(;,1)-d21(:;,1)]/2;

grad2 = [d31(;,2) -d31(;,1)]/2;

grad3 = [-d21(:,2) d21(:,1)]/2;

Y%+ Compute M(sT)

MsT = feval (M, cl+(d21+d31)/3);

%+  Assembly of right-hand side

b = zeros (nC+nB,1);

bdata = [ sum(gradl. *MsT,2) sum(grad2. =*MsT,2) sum(grad3. *MsT,2)];

b(1:nC) = accumarray (elements(:), bdata(:), [nC, 1]);

%+ Computation of P1-FEM Approximation

X = A\b;

e Zeile 1: Die FunktionFEMBEMsymrarwartet als Eingabe die Triangulierung, welche durch dilelér
coordinates ,elements undboundary beschriebenwird, und die Magnetisierudguriickgegeben
wird das Feldk, welches die Eintrage des Losungsvektors RV peinhaltet, wobelV die Anzahl der
Knoten in7 und M die Anzahl der Knoten ifr- ist. Es gilt dann fur die Lésungeli € S'(7) und
¥ € PY(Tr) von Algorithmus 4.3

N N+M
U=> %, U= " XiX(i-n)-
i=1 i=N+1

Wir setzen weiters noch voraus, dass die Randknoten dderetnoten im Arraycoordinates  entspre-
chen.
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Abbildung 6.2: Besetzungsstruktur der Matéxaus Abschnitt 6.4. Der rote Block entspricht den Eintragen d
Einfachschichtpotentialmatri¥, der rosa Block den Eintrdgen der MatN¥. Der blaue Bereich visualisiert die
Matrix 1L — K, der griine Bereich deren AdjungiefteL — K). Die tiirkisen Markierungen entsprechen der
dinn besetzten MatriB. Mit den schwarzen Linien wird die Grenze zwischen den Fitsigraden vois! (7))
undP?(7r) dargestellt.
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Zeile 3-6: Bestimmung der Anzahl der Knote@, ElementenE und RandelementaB.
Zeile 8-9: Bestimmung des ersten Randknotens im E@ldinates
Zeile 11-12: Reindizierung der Randelemente.

Zeile 14-17: Aufbau der diskreten RandintegraloperatoBabei sindK, V, W € RM*M Matrizen mit
den Eintrégen

Kij = (Knj+N-m, Xi)L2(r)
Vi; = (Vva)(i)L?(F)a
Wij = WnjtN—M, it N—M) L2(T)

welche mit Hilfe der ProgrammbibliothekiHBERT aufgebaut werden. Nahere Informationen zum Aufbau
dieser Matrizen ist in HLBERT 2009 [2] zu finden.

Zeile 19-22: Berechnung der Kantenlangen.

Zeile 24-28: Berechnung der Massenmaltimit Eintragen
Lij = (Mj+N—M> Xi) L2 (D)

Zeile 30-54: Aufbau der Steifigkeitsmatrx € ROV+M)x(N+M) Diese Matrix besitzt eine spezielle Struk-
tur: Wir schreiberA = B + C, wobeiB, C € RIN+HM)x(N+M) Matrizen mit den Eintragen

B _ {(an,vm)p(m fiir (i,5) € {1,2,...,N}?,
1] —

0 sonst
und
W(i7N+IW)(j7N+M) far (’L,j) S {N — M + 1,N—M—|—2,. ..,N}Q,
Kl NN~ %LQMM)(M) fuUrN-M+1<i<N,N+1<j<N+M,
Cij =9 —(KG-n)G—N+M) — %L(i—N)(j—N+M)) firN+1<i<N+MN-M+1<j<N,
Vi—nG-n fUr(’i,j)E{N+1,N+2,...,N+M}2,
0 sonst

sind. Die Besetzungsstruktur der Matexwird in Abbildung 6.2 dargestellt.

Zeile 56-57: Freigabe des von den MatriZ€nV, W, L benutzten Speichers. Zusatzlich wird Speicher von
temporar benutzten Variablen freigegeben.

Zeile 59-63: Berechnung der stiickweise konstanten Gngetié/V; der Basisfunktionen, gewichtet mit
der Flache eines Elements.

Zeile 65-66: Berechnung vawI(sr), sp bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines Eleffients
Zeile 68-71: Aufbau des Vektots € RV der rechten Seite, mit den Eintragen

b, — (M, V)2 furl <i< N,
Z 0 sonst

Die Werte(M, V7;) .2y werden dabei wie in Listing 6.1 Zeile 39-41 aufgebaut.
Zeile 73-74: L6sung des linearen GleichungssystAms= b.
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6.5 Direkte FEM/BEM-Kopplung

Wir betrachten die Implementierung von Algorithmus 4.4patlie Realisierung der direkten FEM/BEM-Kopp-
lung.

Listing 6.10: FEMBEMJohNed.m

1 function x = FEMBEMJohNed(coordinates,elements,boundary,M)
2

3 %+ Number of nodes, elements and boundary elements

4 nC = size (coordinates,1);

5 nE = size (elements,1);

6 nB = size (boundary,1);

7

8 %+ First boundary node

9 first_b_n = nC-nB+1;

10

11 %+ Renumber boundary nodes

12 boundary_new = boundary-first_b_n+1;

13

14 %+ Build K,V,W matrices

15 K = bui | dK(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
16V = bui | dV(coordinates(first_b_n: end,:),boundary_new);
17

18 %+ Length of boundary edges

19 cbl = coordinates(boundary(:,1),:);

20 cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);

21 edgeLength = sqgrt (sum((ch2-chl)./2,2));

22

23 Y%+ Build Matrix L, L_ij = (chi_i, eta_j)_L"2(\Gamma)

24 | = reshape (repmat (1:nB,2,1),2 *nB,1);

25 J = reshape (boundary_new', 2  *nB,1);

26 L = reshape (repmat (0.5 *edgelLength',2,1),2 *nB,1);

27 L = sparse (I,J,L);

28

29 9%+ First vertex of elements and corresponding edge vectors
30 ¢l = coordinates(elements(:,1),:);

31 d21 = coordinates(elements(:;,2),:) - cl;

32 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - cl;

33

sa 9+ Vector of element areas 4 *|T|

35 aread = 2 =(d21(:,1). *d31(:,2)-d21(:,2). *d31(;,1));

36

a7 %+ Build matrix for the FEM part

s | = reshape (elements(;,[1 2 312 31 2 3]),9 *nE,1);
39 J = reshape (elements(:,[1 1 1 2 2 2 3 3 3])',9 *nE,1);
20 a = (sum(d2l. =d31,2)./aread)’

41 b = (sum(d31l. *d31,2)./aread)’

422 ¢ = (sum(d2l. =d21,2)./aread)’

13 A = [-2 *at+b+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;-a;c];

44

45 Y+  Assembly of stiffness matrix

w6 1=l repmat (first_b_n:nC,1,nB)"; repmat (nC+1:nC+nB,1,2 *nB)7;
47 J = [J; reshape (repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB  *nB,1);

48 reshape (repmat (first_b_n:nC,nB,1),nB *nB,1);

49 reshape (repmat (nC+1:nC+nB,nB,1),nB  *nB,1)];

so A = [A(); reshape (-L',nB *nB,1); -K(:)+0.5 *L(); VO
51 A = sparse (1,J,A);

52

53 Y%+ Free memory

sa clear | JacKVL

55

s6 Y%+ |T| »grad(Vj) where Vj is hat function on T

57 gradl = [d21(:,2)-d31(:,2) d31(:,1)-d21(;,1)])/2;
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ss grad2
59 grad3
60

61 Y+ Compute M(ST)

62 MsT = feval (M, cl+(d21+d31)/3);

63

64 Ys+x Assembly of right-hand side

s b = zeros (nB+nC,1);

66 bdata = [ sum(gradl. =*MsT,2) sum(grad2. *MsT,2) sum(grad3. =MsT,2)];
67 b(1:nC) = accumarray (elements(:), bdata(:), [nC, 1]);

68

69 %+ Computation of P1-FEM Approximation

70 X = A\b;

[d31(;,2) -d31(:,1))/2;
[[d21(;,2) d21(:,1)]/2;

 Zeile 1: Die FunktionFEMBEMJohNecerwartet als Eingabe die Triangulierung, welche durch dilelér
coordinates ,elements undboundary beschriebenwird, und die MagnetisierudgZuriickgegeben
wird das Feldk, welches die Eintrage des Losungsvektors RN+M peinhaltet, wobeilV die Anzahl der
Knoten in7 und M die Anzahl der Knoten iryr- ist. Es gilt dann fir die Losungeti € S'(7) und
¥ € PO(Tr) von Algorithmus 4.4

N N+M
U=> %, U= Y xiXi-n)-
i=1 i=N+1

Wir setzen weiters noch voraus, dass die Randknoten deerdetnoten im Arraycoordinates — entspre-
chen.

 Zeile 3-6: Bestimmung der Anzahl der Knote@, ElementenE und RandelementeB.
 Zeile 8-9: Bestimmung des ersten Randknotens im Egldinates
o Zeile 11-12: Reindizierung der Randelemente.

« Zeile 14-16: Aufbau der diskreten RandintegraloperatoBmbei sindK, V € RM*M Matrizen mit den
Eintragen

Kij = (Knjyn—n Xi) 2y,
Vij = (VX Xi) L2 (r)

welche mit Hilfe der ProgrammbibliothekilEBERT aufgebaut werden. Nahere Informationen zum Aufbau
dieser Matrizen ist in HBERT 2009 [2] zu finden.

 Zeile 18-21: Berechnung der Kantenlangen.
o Zeile 23-27: Berechnung der Massenmaliixnit den Eintragen
Lij = (Mj+N—M> Xi) L2 (D)

+ Zeile 29-51: Aufbau der Steifigkeitsmatrx € R(V+M)x(N+M) Diese Matrix besitzt eine spezielle Struk-
tur: Wir schreibemA = B + C, wobeiB, C € RIN+M)x(N+M) Matrizen mit den Eintragen

B {(vnj,vm)L2(Q) fur (i,j) € {1,2,...,N}2,
i —

0 sonst
und
~L{_nimGon) fuUrN-M+4+1<i<NN+1<j<N+M,
C. — —(K(i,N)(j,NJrIW)—%L(i,k[)j) furN—l—lSiSN-ﬁ-M,N—M-i—lSjSN,
Y ) Vieng-m fir (i,7) € {N+1,N+2,...,N + M}?,
0 sonst

sind. Die Besetzungsstruktur der Matexwird in Abbildung 6.3 dargestellt.
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» Zeile 53-54: Freigabe des von den MatriZBEn'V, L benutzten Speichers. Zuséatzlich wird Speicher von
temporar benutzten Variablen freigegeben.

 Zeile 56-59: Berechnung der stiickweise konstanten Gnéehié/V; der Basisfunktionen, gewichtet mit
der Flache eines Elements.

* Zeile 61-62: Berechnung vaMI (st ), st bezeichnet dabei den Massenschwerpunkt eines Eleffients
« Zeile 64-67: Aufbau des Vektots € RV M der rechten Seite, mit den Eintragen

b, — d M V)20 firl <i<N,
' 0 sonst

Die Werte(M, V7;) .2(q) werden dabei wie in Listing 6.1 Zeile 39-41 aufgebaut.

» Zeile 69-70: L6sung des linearen GleichungssystAms= b.



KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG IN 2D 84

Abbildung 6.3: Besetzungsstruktur der Matux aus Abschnitt 6.5. Der rote Block entspricht den Eintragen
der EinfachschichtpotentialmatriX. Der blaue Bereich visualisiert die Matr%<L — K. Die griinen Eintrage
entsprechen der diinn besetzten Matrix.”) und die tiirkisen Markierungen entsprechen der dinn besetzt
Matrix B. Mit den schwarzen Linien wird die Grenze zwischen den Figsigraden vorSt (7)) und P°(7r)
dargestellt.



Kapitel 7

Numerische Resultate in 2D

In diesem Kapitel betrachten wir verschiedenste numegigotperimente in 2D. Die erhaltenen Resultate wurden
allesamt auf einem 64-Bit Linux System mit 32 GB RAM und Mhtléersion 2009b gerechnet. Wir befassen uns
unter anderem mit den Konvergenzraten der in Kapitel 4 badlgen Verfahren. Zu Beginn bemerken wir noch,

dass die schwarz strichlierten Linien in den hier ange&iihGraphen als Orientierungshilfe dienen. Dariber
hinaus sei noch darauf hingewiesen, dass die Gro3en in deitdébgen, jeweils Uber der Anzahl der Elemente

geplottet werden. Weiters bezeichnen wir mit

Uyer € 81 (T)

die numerisch berechnete L6sung des magnetostatischbleomit Hilfe des Verfahrend! ET". Dabei kann
M ET folgende Werte annehmen:

* GCR, Verfahren von Garcia-Cervera & Roma,
* 'K, Verfahren von Fredkin & Koehler,

* SYM, Symmetrische FEM/BEM-Kopplung,

* JN, Johnson-Nédélec FEM/BEM-Kopplung.

Bei den hybriden Verfahre@C' R und F' K muss noch zuséatzlich ein Interpolationsoperator gewédrithen (siehe
Schritt 2 in Algorithmus 4.1 bzw. Algorithmus 4.2).

Im ersten Abschnitt untersuchen wir die KonvergenzraténauKreisscheibe bei verschiedenen Magnetisierun-
gen. Der zweite Abschnitt behandelt die Konvergenz derestalten Verfahren und weitere Experimente auf
unterschiedlichen Gebieten.

7.1 Kreisscheibe

Wie bereits in Kapitel 5 behandelt, kbnnen auf Kreisscheggalytische Lésungen der magnetostatischen Glei-
chungen gefunden werden. In diesem Abschnitt werden wacheedene Magnetisierungen betrachten und mit
den analytischen Losungen vergleichen. Zunéchst bemdtigrejedoch noch eine Routine die eine Triangulie-
rung auf Kreisscheiben erzeugt. Im Zuge dieser Arbeit simtudzwei Matlab-Programme entwickelt worden,
um dies zu bewerkstelligen. Zum einen wird mit Hilfe des MbatBefehlsdelaunay und zum anderen wird mit
NETGENIber dieMEXSchnittstelle von Matlab ein Netz erzeugt. Das Programniives den Delaunay Algo-
rithmus zur Generierung des Netzes verwendet laygi@teshC. Die Routinebui | dveshl N2D benUtztNETGEN
Beide Funktionen sind im Anhang aufgelistet. In diesem Ab#twerden wir meistens die zuletzt genannte Rou-
tine verwenden um eine Triangulierung zu erzeugen. FuredatelExperiment benitzen wir dann das Programm

85
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Abbildung 7.1: Das linke Bild zeigt die Starttrianguliegides Einheitskreises mi¥ = 66 Elementen. Wird
dieses Netz uniform verfeinert, so ergibt sich die rechtarigulierung mitNV = 264 Elementen. Der Rand wird
dabei feiner aufgeldst.

genMeshC, welches gewahrleistet, dass der Puitkt) ein Knoten des Netzes ist. Ein Beispiel fiir eine Triangu-
lierung liefert etwa Abbildung 7.1. Die dort abgebildeteatke wurden mit der Funktiasui | dMeshl N2D erstellt.
Das zweite Netz geht dabei aus uniformer Verfeinerung desmeiNetzes hervor.

Im Folgenden werden wir Kreisscheiben mit Radiuis= 1 betrachten. Dabei muss man beachten, dass der Opera-
torV nur fir D := diam(Q2) < 1 elliptisch ist und damit eine eindeutige Lésung der beidepfg{ungsmethoden
garantiertist. FURR = 1 gilt D = 2 > 1 und somit ist die Elliptizitat vor) nicht gewahrleistet. In den numeri-
schen Experimenten zeigte sich jedoch, dass es keinenddhied macht, ob maf so skaliert, das® < 1 gilt

oder nicht.

Konvergenzraten bei verschiedenen Magnetisierungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Konvergenzraterveeschiedenen Magnetisierungen auf der Kreis-
scheibe. Weiters wollen wir kurz die Zeiten zum Losen mit derschiedenen Verfahren betrachten. Wir bemerken
zuvor noch:

Bemerkung 7.1. Fur die Bestimmung der Losung mit Hilfe der Verfahren vondgaCervera & Roma und Fred-
kin & Koehler muss noch ein Interpolationsoperator gewabdtrden, vgl. Algorithmus 4.1 und Algorithmus 4.2.
In diesem Abschnitt wurde durchgehend der Scott-Zhanga@mererwendet, wobei mit dem nodalen Interpolan-
ten analoge Ergebnisse erzielt werden. Mit dem Clément&gpeerhalt man fur konstante Magnetisierung die
gleichen Konvergenzraten wie bei den anderen beiden lok&tipnsoperatoren. Bei nicht konstanten Magnetisie-
rungen wird die Konvergenzgeschwindigkeit etwas schéeakt aber nochh und daher a priori optimal.

Im linken Bild von Abbildung 7.2 sind die Fehler der versa@aen Verfahren im Vergleich zur analytischen

Losung angefiihrt. Die Magnetisierung wurde in diesem Beligonstant zaM = (1,0)7 gewahlt und daher gilt
fur die exakte Losung nach Kapitel 5

1
u(z,y) = 3%

Die schwarz strichlierte Linie in dieser Abbildung ist pasponal zuh!-%5. Bei uniformer Verfeinerung wird,
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Abbildung 7.2: Das linke Bild zeigt den Fehler zwischen détrverschiedenen numerischen Methoden berech-
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neten Losung und der exakten Losung. Dabei wurde als MajgretngM = (1,0)7 gewahlt. Das rechte Bild
vergleicht die Zeiten zum L&sen mit Hilfe der einzelnen ‘éren.

halbiert. Die

der einzelnen Verfahren sind Uber die Anzahl der Elemenfigetiagen. Erstaunlicherweise fallen die Fehler in
mit Ordnungh!-®%, obwohl man a priori nur die Ordnurigerwartet. Die absoluten Fehler der beiden Kopplungs-

Fehler

lu = Unerla@)

methoden liegen dabei deutlich unter den absoluten Fetdrhybriden Methoden. Fir € S'(7) wirde man
auch erwarten, dags: — Uyt g1 () = 0 erfulltist, falls M ET = SYM bzw. M ET = JN gilt. Dies gilt

aber nur dann, wenn man die genaue Geometrie nimmt und alén@aakt berechnet. Da wir den Kreis durch
einen Polygonzug approximieren, stéren wir die Daten.

Abbildung 7.3: Fehler zwischen der mit verschiedenen nisoeen Methoden berechneten Lésung und der ex-
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akten Losung. Im linken Bild wurd®I = (=, —y)” und im rechten BildVI = (x,y)” gewahlt.

Das rechte Bild von Abbildung 7.2 zeigt die Zeiten die zum dérdsles magnetostatischen Problems mit den

verschiedenen Ansatzen bendtigt wurde. Dabei ist die sehstechlierte Linie proportional zu der Anzahl der

Elemente. Es ist zu erkennen, dass alle Lésungsmethodendétvgleiche Steigung besitzen. Absolut gesehen
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sind jedoch die hybriden Methoden schneller beim Lésenial&dpplungsmethoden. Dies liegt unter anderem
an dem Umstand, dass bei den hybriden Methoden nur ein tigkreer Randintegraloperator zu berechnen ist,
wahrend bei den Kopplungsverfahren zwei bzw. drei diskietie Randintegraloperatoren aufgebaut werden. Ein
weiterer Grund ist, dass bei den Kopplungsmethoden eineged(Gleichungssystem geldst werden muss.
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Abbildung 7.4: Fehler zwischen der mit verschiedenen nisoeen Methoden berechneten Lésung und der ex-
akten Losung. Fur die Magnetisierung gif = x/||x]| .

Wir wollen nun ein weiteres Beispiel untersuchen. Als Magierung wahlen wir hierbei
M-(5)
-y

1

u(z,y) = 7(@* = y?).

und somit ergibt sich fur die exakte Losung

Die Berechnung deH ! (Q2)-Norm wurde in dieser Arbeit nur fi! (7)) Funktionen implementiert. Zu beachten
ist, dassu(zx, y) ¢ S'(T) gilt. Wir kdnnen aber den Fehler

lu = Unmprlao)

durch

[ Ihu — Uner| mr (o)
abschétzen, da aus der Dreiecksungleichung

lu = Unerlla @) < HInvu—Umer||la@) + v — Inul| g1 o)
folgt und nach dem Approximationssatz 3.8 erfille H?(Q)
[u — Inul[ 1) = O(h).

Die Werte

| Ihu — Uner| m (o)

sind im linken Bild der Abbildung 7.3 Giber die Anzahl der Elemte aufgetragen. Dabei wird analog zum ersten
Beispiel eine Konvergenzrate van festgestellt.



KAPITEL 7. NUMERISCHE RESULTATE IN 2D 89

Im n&chsten Beispiel wahlen wir

und somit gilt fur die exakte Losung
1
u(z,y) = 5@ +y* = 1).
Die Werte

[ Ihu — Unerllm ),

welche als Schéatzung fur die Fehler benutzt werden, sine:@hten Bild der Abbildung 7.3 tber die Anzahl der
Elemente aufgetragen. Dabei fallen die Fehler der Losungelche mit den Kopplungsmethoden bzw. mit dem
Ansatz von Fredkin & Koehler bestimmt wurden, mit der Ordgih®. Der Fehler der Losung, welcher mit dem
Ansatz von Garcia-Cervera & Roma bestimmt wurde, fallthis= 1.056 mit Ordnungh!-®3, danach stellt sich
eine Rate vork!1° ein.

In diesem Abschnitt wollen wir noch ein letztes Beispielidnen. Dabei ist

X

L

und fir die analytische Lésung ergibt sich nach Kapitel 5

u(z,y) = 3 (Va2 T2~ 1)

Die Fehler der einzelnen Verfahren sind in Abbildung 7 dsitiert. Man beachte, dass in diesem Fall das Netz
nicht mit der eingangs erwahnten Funktioam| dveshl N2D erzeugt wurde (so wie in den vorher betrachteten Bei-
spielen), sondern mit dem Befet@nMeshc. Weiters sei angefuhrt, dadd nicht am Punki0,0) ausgewertet
werden kann. In Kapitel 6 wurde bereits beschrieben, ddigaur am Schwerpunkt eines Elements der Triangu-
lierung ausgewertet wird. Mit dem PrograngenveshC werden Netze erzeugt, welche auch den Pyokt) als
Knoten enthalten und somit kann dieser Knoten nie ein Squvekt eines Elements sein. Bei dem Programm
bui | dveshl N2D kann dies a priori nicht gewahrleistet werden. Wie in Abbilg 7.4 erkennbar, stellt sich eine
Konvergenzrate voh ein.

7.2 \Weitere Gebiete

In diesem Abschnitt werden wir die Approximationsldsungeahverschiedenen Gebieten betrachten. Dabei ver-
wenden wir durchgehend uniforme Verfeinerungen des Stems.

Im Allgemeinen kann fur eine beliebige Geometrie keine wisdhe Losung bestimmt werden. Um dennoch den
Fehler abschatzen zu kénnen, sei Folgendes bemerkt.

Bemerkung 7.2. Nach Kapitel 4 wissen wir, dass die Kopplungsmethoden eBesiapproximationen im Sinne
des Céa Lemmas sind. Um eine Abschatzung fur den Fehlerrainggrisch berechneten Losung zu bestimmen,
gehen wir wie folgt vor. SeﬁT“)}?:O mitn € N eine Folge von Triangulierungen, die durch uniforme Verdei
rungen des Startnetz§s?) entstehen.

« Bestimme die Lésung mit Hilfe einer Kopplungsmethode anf fbinsten NetZ (™) | welche wir mit/ ()
bezeichnen.

« Bestimme die Lésung mit Hilfe eines beliebigen Verfaheeriginem groberen Nez(¥) (0 < ¢ < n — 1).
Diese Lésung bezeichnen wir kurz iit’).
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« Prolongiere diese Lésung auf das feinste NEt2).

+ Bestimme den Fehler zwisch&®") und U™ in der ' (2)-Norm.

Wir wollen nun experimentell die Konvergenzraten der vieisden Verfahren bestimmen. Unter der Annahme,
dass|U™ — Uﬁ)ETHHl(Q) = Ch*M»T mit einer Konstante > 0 gilt, kann man die Rate ;g Uber

logl|U™ — U Pprllir ) = log C + anrpr log he

bestimmen. Mitf, := ||U™ — U250l i1.(q definieren wir
f
o log 7
MET 10g h?fl
fir0 < £ < n.

Konvergenzraten auf dem Quadrat

Als erstes Gebiet betrachten wir ein Quadiat = (0,0.25) x (0,0.25), welches in Abbildung 7.5 illustriert
ist. Fir den Durchmesser dieses Gebiets gilt die Bedinglisg (2 < 1, welche Elliptizitat des Operatoig
impliziert.

| N | QGCR,NIT | QGCR,CL | QGCR,5Z | OFK,NI | QFK,CL | OFK,SZ | asyM | QN |

16 0.79 0.79 0.50 0.51 0.79 0.79 0.50 | 0.51

64 0.85 0.85 0.76 0.73 0.85 0.85 0.76 | 0.73
256 0.88 0.88 0.83 0.83 0.88 0.88 0.83 | 0.83
1024 0.89 0.89 0.87 0.88 0.89 0.89 0.87 | 0.88
4096 0.91 0.91 0.90 0.90 0.91 0.91 0.90 | 0.90
16384 0.95 0.95 0.94 0.95 0.95 0.95 0.94 | 0.95
65536 1.08 1.08 1.08 1.08 1.08 1.08 1.08 | 1.08

Tabelle 7.1: Numerisch berechnete Konvergenzraﬁé,@T auf dem Gebief2y mit konstanter Magnetisierung

M = (1,0)T. Der zusatzliche Index bei den KonvergenzraﬁéﬁET der hybriden Verfahren gibt den jeweils
verwendeten Interpolationsoperator an.

| N | agerni | agercer | acersz | arkni | arkcor | arksz | asym | asn |

16 0.58 0.74 0.53 0.67 0.48 0.62 0.66 | 0.83

64 0.75 0.79 0.75 0.77 0.78 0.76 0.72 | 0.72
256 0.77 0.79 0.75 0.83 0.82 0.83 0.81 | 0.82
1024 0.77 0.77 0.75 0.87 0.84 0.86 0.86 | 0.87
4096 0.77 0.77 0.76 0.90 0.86 0.90 0.89 | 0.90
16384 0.79 0.78 0.78 0.95 0.89 0.94 0.94 | 0.95
65536 0.82 0.81 0.82 1.09 0.93 1.09 1.09 | 1.09

Tabelle 7.2: Numerisch berechnete Konvergenzra&@gT aufdem Gebief2o mit MagnetisierundM = x/||x||.

Der zusatzliche Index bei den KonvergenzraiéﬁET der hybriden Verfahren gibt den jeweils verwendeten In-
terpolationsoperator an.

In Abbildung 7.8 sind die Fehler der zu vergleichenden \laéa bei verschiedenen Magnetisierungen geplottet.
Fur das linke Bild giltM = (1, 0)7, wahrend fir das rechte BiNI = x/||x|| als Magnetisierung gewahit wurde.
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Abbildung 7.5: Startnetz und uniform verfeinerte Netxegibt die Anzahl der Elemente der jeweiligen Triangu-
lierung an.
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Abbildung 7.6: Startnetz und uniform verfeinerte Netxegibt die Anzahl der Elemente der jeweiligen Triangu-

lierung an.
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-0.05- -0.05-
-0.1r -0.1r
-0.15- -0.15-
-02r -02r
_023,25 -02 -015 -01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 _023,25 -02 -015 -01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
X X
N=224 N=896
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
> 0 > 0
-0.05- -0.05-
-01F -0.11
-0.15- -0.15- &
-0.2F -0.2-
_0.*2325 -02 -015 -01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 _0.*2325 -02 -015 -01  -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
X X

Abbildung 7.7: Startnetz und uniform verfeinerte Netxegibt die Anzahl der Elemente der jeweiligen Triangu-
lierung an.
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Abbildung 7.8: Fehler zwischen der mit verschiedenen nisoleen Methoden berechneten Lésung und der L6-
sung der symmetrischen FEM/BEM-Kopplung am feinsten Netzlam Gebief2. Fir die Magnetisierung im
linken Bild gilt M = (1,0)7, fur die im rechteM = x/||x||. Als Interpolationsoperator wurde bei den hybriden
Verfahren der nodale Interpolaht benttzt.

Als Interpolationsoperator bei den hybriden Verfahrendewder nodale Interpolant verwendet. In Tabelle 7.1 und
Tabelle 7.2 sind die experimentell ermittelten Konvergatmag\?ET eingetragen. Dabei gibt der zusatzliche
Index bei den hybriden Verfahren den jeweils verwendet@rpolationsoperator an. Der nodale Interpolant wird
hierbei mit/V I, der Scott-Zhang Operator nfitZ und der Clément Operator niitL abgekurzt. Bei der konstanten
MagnetisierungVI = (1,0)7 stellt sich bei jedem Verfahren experimentell die Konveayateh ein. W&hit man
jedochM = x/||x||, so ist bei der Losung, welche mit dem Ansatz von Garcia-<€ar& Roma bestimmt wurde,
nur mehr die Ordnun@.8 zu erkennen und zwar unabhangig vom gewahlten Interpakdjoerator. Dies liegt
an dem Umstand, dass bereits die Teillds@ihgaus dem Ansatz von Garcia-Cervera & Roma nur mehr mit
der Geschwindigkeit®® konvergiert. Wir werden diese Situation im nachsten Uriitscanitt an einem speziell
gewahlten Beispiel nédher untersuchen. Auch beim Fredkino&er Ansatz ist eine schlechtere Ordnung zu
erkennen, wenn man den Clément Operator verwendet. In dalysia braucht man verschwindende Momente
fir OrdnungO(h). Der Clément Operator erfiillt diese Eigenschaft jedochtic

Konvergenzraten auf Gebieten mit einspringender Ecke

| Gebiet | M [ agorni | @cercer | acorsz | arknt | orkcr | arksz | asym | aun |
const. 1.08 0.96 1.08 1.08 0.94 1.08 1.09 | 1.08

L-shape| =/[[z][ | 0.62 0.63 0.62 109 | 096 | 1..09 | 1.09 | 1.09
jump | 0.64 0.68 0.64 108 | 092 104 | 1.08 | 1.07

const. 1.09 0.94 1.08 1.09 0.94 1.08 1.09 | 1.09

Z-shape| @/[[z] | 051 0.43 051 109 | 098 | 1..09 | 1.09 | 1.09
jump 0.51 0.43 0.50 1.08 0.76 1.04 1.09 | 1.08

Tabelle 7.3: Experimentell bestimmte Konvergenzraterdeni L-shapé); und Z-shapé), bei verschiedenen
Magnetisierungen. Der zusétzliche Index bei den Konvergdana ;s der hybriden Verfahren gibt dabei den
verwendeten Interpolationsoperator an.

Als néachstes beschéaftigen wir uns mit dem in Abbildung 7.plafeeten L-formigen Gebiet, welches sowohl
in der Literatur als auch hier h&ufig als L-shape bezeichmet. \EEs gilt 2, = (—0.25,0) x (—0.25,0.25) U
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[0,0.25) x (0,0.25) unddiam Q, < 1, weshalb Elliptizitat des Operatois gewahrleistet ist. Darliber hinaus
werden wir auch Konvergenzraten auf dem in Abbildung 7. 1ajegien Z-férmigen Gebiet bestimmen. Dieses
Gebiet?z = (—0.25,0.25) x(—0.25,0.25)\ {(z,y) € [-0.25,0] x [-0.25,0] |y > =} nennen wir im Folgenden
auch Z-shape. Das Gebfey, erfullt diam Q, < 1.

Wir werden die experimentell ermittelten Konvergenzratefiabelle 7.3 fur das L-shape und das Z-shape zu-
sammenfassen. Dabei werden wir drei verschiedene Magaratigen betrachten. Die konstante Magnetisierung
M = (1,0)T wird in der Tabelle mit “const.” abgekrzt. Die Magnetisiag

Mz, y) = {(1,0)T x>0,

(0,1)T  sonst

werden wir im Folgenden mit “jump” bezeichnen. Als dritte ¢feetisierung werden wiM = x/||x|| benit-
zen. Um die Konvergenzrate zu bestimmen, wahlen wir wiedadie Loésung der symmetrischen FEM/BEM-
Kopplung am feinsten Gitter. In Tabelle 7.3 ist zu erkenmass die beiden Kopplungsmethoden und der Ansatz
von Fredkin & Koehler, mit nodalen Interpolanten bzw. Sétitang Operator als Interpolationsoperator, opti-
male Ordnung besitzen. Beim Verfahren von Garcia-CerveRo&a sieht man eine deutlich schlechtere Rate
fur nicht konstante Magnetisierungen und zwar liegt beishiape die experimentell bestimmte Konvergenzrate
zwischen0.62 und 0.68, wahrend sie beim Z-shape nur zwisctes3 und0.51 liegt. Im Folgenden geben wir
einen Grund fir dieses Verhalten an. Bekanntlich besteht@sungl des Garcia-Cervera & Roma Ansatzes aus
zwei Teillésungert/; undU,. Man kann sich daher auch die Frage stellen, welche Konmergten die einzelnen
Teilldsungen besitzen. Da die Randwerte ¥&rabhangig vort/; sind, ist die Bestimmung einer Konvergenzrate
fur U, nicht aussagekraftig. Wir kbnnen aber die Konvergenzgeisaligkeit vonU; bestimmen. Als Vergleichs-
[6sung werden wir dabei die Ldsumgf") am feinsten Gitter verwenden und aus den Differenzen

4 n
lof? — oy )HHl(sz)

die Konvergenzraten berechnen. Wir wahlen als BeispieLestsape mitM = x/||x|| aus, wobei die folgenden
Aussagen auch fur die Magnetisierung “jump* gultig sind.linken Bild in Abbildung 7.9 sind die Fehler Gber
der Anzahl der Elemente aufgetragen und zum Vergleich esKdinvergenzrat6.6 eingetragen. Wie aus dem
Plot ersichtlich, fallt der Fehler ungefahr mit-6, was wiederum mit der experimentell bestimmten Konvergenz
geschwindigkeit fut/ = U; + U, aus Tabelle 7.3 Ubereinstimmt. Weiters sieht man (rechitdy Bass der Fehler
zur einspringenden Ecke hin, gro3er wird.

Das rechte Bild in Abbildung 7.9 zeigt die Differenz zwisnl“lél(4) und Ul(f). Dabei besitzt das feinste Netz
T(f) 786.432 Elemente und das Nez(¥) 3.072 Elemente. Das L-shape besitzt am PuiikD) eine generische
Eckensingularitat. Der Innenwinkel an dieser einsprimtgenEcke betragir. Man erwartets € H'*2/37¢(Q)

mit ¢ > 0 und deshalb Konvergenzraten rél{h%/?3).

Beim Z-shape betragt der Innenwinkel an der einspringerfthde 2. Man erwartet: € H'*4/7-=(Q) mit

e > 0, was sich auch in Tabelle 7.3 widerspiegelt. Bei dem Ansatz®arcia-Cervera & Roma hat sich heraus-
kristallisiert, dass die Konvergenzrate viérmit jener vonl/; zusammenfallt.

Auch bei dem Ansatz von Fredkin & Koehler hat sich gezeigssddie Konvergenzgeschwindigkeit vbh mit
der vonU ubereinstimmt.

In Abbildung 7.10 sind die Gesamtldsung und die Teilldsumges dem Ansatz von Garcia-Cervera & Roma auf
dem L-shape mit Magnetisierurl = x/||x|| geplottet. Zum Vergleich dazu sind in Abbildung 7.11 die Ge-
samtlésung und die Teilldsungen aus dem Ansatz von Fredio&hler visualisiert. Als Interpolationsoperator
wurde bei beiden Abbildungen der nodale Interpolant vedeen

Vergleich der verschiedenen Anséatze

In einem weiteren Experiment vergleichen wir die versceieh Ansatze miteinander. Dazu sind in Tabelle 7.4
die experimentell beobachteten Konvergenzraten der feifteen

Y4 l
U e, — Usier, @)
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Abbildung 7.9: Im linken Bild ist die Differenz zwischen d'éeillbsungUl(e) undUl(f) des Verfahrens von Garcia-
Cervera & Roma aufgetragen. Es gilt= HUl(é) - Ul(f)HHl(QL). Dabei wurde auf dem L-shape gerechnet und

als Magnetisierung wurdel = x/||x|| verwendet. Im rechten Bild sind die Wert’[éf‘” - Ul(f)| zu sehen. Es gilt
#T® = 3.072. Der Fehler steigt zur einspringenden Ecke hin stark an.

| Gebiet | M | QAFK/GCR | QAFK/SYM | QAFK/JN | QGCR/SYM | QGCR/JN | QASYM/JN |
const. -2.11 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
L-shape| z/|z]] 0.62 1.01 1.01 0.62 0.62 1.01
jump 0.60 1.00 1.00 0.61 0.61 1.00
const. -0.05 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Z-shape| z/||z|| 0.51 1.01 1.01 0.51 0.51 1.02
jump 0.50 0.97 0.99 0.50 0.50 1.00

Tabelle 7.4: Konvergenzraten der in dét (£2)-Norm gemessenen Differenzen zwischen den einzelnenhrerfa
auf dem L-shape und Z-shape mit verschiedenen Magnetigjeru Als Interpolationsoperator wurde bei den
hybriden Verfahren stets der nodale Interpolanbenutzt.

aufgelistet. Bei dem Interpolationsoperator, welcher demi hybriden Verfahren verwendet wurde, handelt es
sich um den nodalen Interpolanten. In der Tabelle werderKdievergenzraten mitvy, g1, /arer, bezeichnet,
wobei M ET; und M ET, zwei verschiedene Losungsmethoden bezeichnen. Aus deli@abkennt man, dass
die Differenz zwischen den beiden Kopplungsmethoden uridchen dem Ansatz von Fredkin & Koehler und
den Kopplungsmethoden gemessen in Hé($2)-Norm mit der Rateh gegen Null strebt. Dies spiegelt auch die
bereits erlangte Erkenntnis wider, dass das Verfahren vedkin & Koehler und die Kopplungsstrategien mit
optimaler Rate konvergieren, das Verfahren von Garcia«€ar& Roma jedoch eine schlechtere Konvergenzrate
besitzt. Aus der Dreiecksungleichung

Umer, — U™ | w9y < 1Umer, — U™ m10) + 1UMET — Unien || @
schlieRen wir
anver, = min {aypr MET,  OMET, | -

Mit Tabelle 7.3 und Tabelle 7.4 lasst sich dieser Sachvebedtatigen. Auf dem L-shage;, sind in Abbil-
dung 7.12 die Fehler mit den Magnetisierunddn= (1,0)7 undM = x/||x|| geplottet. Abbildung 7.13 zeigt
die Differenz zwischen der symmetrischen Kopplungsmethawl den anderen Verfahren. Man sieht, dass der
FehlerUgcr — Usyar an der einspringenden Ecke am Grof3ten ist.
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Abbildung 7.10: Vergleich der Gesamtldsung und der Talilligeen aus dem Ansatz von Garc

auf dem L-shape mit einer Triangulierung bestehend3a0i82 Elementen. Als Magnetisierung wurdd =

x/||x|| gewahlt und als Interpolationsoperator der nodale Intard, .
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Abbildung 7.11: Vergleich der Gesamtldsung und der Tailliigen aus dem Ansatz von Fredkin & Koehler auf
dem L-shape mit einer Triangulierung bestehend3a0®2 Elementen. Als Magnetisierung wur®d = x/||x||
gewahlt und als Interpolationsoperator der nodale Inarydy, .
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Abbildung 7.12: Differenz der verschiedenen Verfahrendash L-shapé);, gemessen in defif ! (Q;,)-Norm. Fr
die Magnetisierung im linken Bild gilM = (1,0)7, fur die im rechteM = x/||x||. Als Interpolationsoperator
bei den hybriden Verfahren wurde jeweils der nodale Intienud;, verwendet.
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Abbildung 7.13: Vergleich der numerischen Lésungen auf tleshape mit einer Triangulierung bestehend aus
N = 768 Elementen. Als Magnetisierung wurdd = x/||x|| verwendet. Als Interpolationsoperator bei den
hybriden Verfahren wurde der nodale Interpolgnbeniitzt.

Vergleich der hybriden Verfahren mit verschiedenen Interpolationsoperatoren

Wir wollen nun die Lésungen der hybriden Verfahren, welclieverschiedenen Interpolationsoperatoren berech-
net wurden, miteinander vergleichen. Dazu sind in TabeBedie ermittelten Konvergenzraten auf dem L-shape
und dem Z-shape mit verschiedenen Magnetisierungen zusagefasst. In Abbildung 7.14 sind fiir das Fredkin
& Koehler Verfahren die Betrage der Differenzgf v, — Urnr,| illustriert, wobeiI NTy und INT, jeweils
zwei verschiedene Interpolationsoperatoren bezeictierDifferenz der Gesamtldsungen, welche mit verschie-

denen Interpolationsoperatoren berechnet werden, hamgtam den Werten voi/s ;yr am Rand ab. Es gilt
namlich

IUint, — Urinoll 1) = U2, 181, — Uz inT, || 5 (02) -
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Abbildung 7.14: DifferenzenU;nr, — UrnT,|, bei Berechnung voi/; o, mit dem Ansatz von Fredkin &
Koehler. Bei dem verwendeten Gebiet handelt es sich um ddsape, wobei die Triangulierun@6 Elemente
enthdlt. Als Magnetisierung wurdel = x/||x|| gewahlt.
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[ Gebiet | M [ FK,NI/CL | FK, NI/SZ | FK, CL/SZ | GCR, NIICL | GCR, NI/SZ | GCR, CL/SZ]
const.|  0.90 1.00 0.90 0.81 1.00 0.78
L-shape| z/[[z] 0.86 1.00 0.84 0.49 0.61 0.42
jump 0.87 0.86 0.81 0.72 0.79 0.73
const. | 092 1.00 0.92 0.86 1.00 0.85
Z-shape| z/][z]] 0.87 1.00 0.87 0.45 0.53 0.43
jump 0.68 0.64 0.61 0.47 0.66 0.43

Tabelle 7.5: Konvergenzraten der in dét (2)-Norm gemessenen Differenzen zwischen den mit verschéden
Interpolationsoperatoren berechneten Lésungen der dgVerfahren auf dem L-shape und Z-shape mit ver-
schiedenen Magnetisierungen.
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Abbildung 7.15: Das linke Bild zeigt den Fehlgy — (7||H1 () aufdem L-shape mit Magnetisierub = x/||x|.

Im rechten Bild sind die Zeiten, die zum Berechnen ¥b(blau) | undl  (gruin) bendtigt wurden, eingetragén.
ist dabei die Lésung des Ansatzes von Fredkin & Koehler undffgllt U = Uy + Us, wobeils in (7.1) definiert
wird. Als Interpolationsoperator wurde der nodale Intéapbverwendet.

Direkte Bestimmung der TeilldsungUs der hybriden Verfahren mit Hilfe des nodalen Interpolanten

Zum Abschluss werden wir noch ein weiteres Experiment mit ldeiden hybriden Ansétzen betrachten. Zuerst
behandeln wir den Ansatz von Fredkin & Koehler. Dazu sei bi&tmdass man, anstatt das Problem

AUQ =0 in Q,
You2 = (IC — 1/2)’)/QU1 aufl
zu lésen, auch tber
U = IE'YOUI

berechnen kann (vgl. Abschnitt 4.2). In der numerischen éfmsg wirdU; in Algorithmus 4.2 ersetzt durch
U, € St (T) mit

o~

fi
Oy (2) = urz e Mp,

7.1
fur z € Mr, 71

{(Wﬁ( 2)
(K — &)(=)

wobei 5- die in (2.23) definierte GroRe ist. Die Gesamtlésung wird thivezeichnet und ergibt sich als:=
Uy + Us. Mit U, notieren wir die L6sung aus Schritt 1 von Algorithmus 4.2 wnid U die Gesamtlésung aus
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Algorithmus 4.2. Der Doppelschichtpotentialoperatowird dabei mit Hilfe der Funktioreval uat ek aus der
Programmbibliothek H.BERT 2009 [2] an den Knoten ausgewertet. In Abbildung 7.15 ist zimen der Fehler
zwischenU; und Uz auf verschiedenen Triangulierungen illustriert (linke&dBund zum anderen die Zeit die
bendtigt wurde untV bzw. U zu bestimmen (rechtes Bild). Als Gebiet wurde hier das Lpshgewahlt und als
MagnetisierungVI = x/||x||. Der Fehler

U =Tl = 1L+ U2 = (U1 + U2) () = 102 = Dall 1o

fallt mit der Ordnungh. In der praktischen Anwendung sind die Zeiten, die zum L&msefgewandt wurden,
interessant. Wie in Abbildung 7.15 zu sehen, ist der Aufwamah Berechnen vofy in der Gro3enordnung von
N log N wahrend der Aufwand il in der GréRenordnung vaN®>/? ist, wobei wir mit NV wiederum die Anzahl
der Elemente bezeichnen. Beispielsweise benotigt manemeifdinsten Netz/{ = 786.432) 10.22 Sekunden
zum Berechnen vofy und151.47 Sekunden zum Berechnen vbh Weiters ist in Abbildung 7.16 der absolute
Fehler|Uz(x) — Ua(x)| zu sehen, wobei hier aufféllt, dass der Fehler zum Rand fiiBegrwird. Man beachte
auch, dass der Fehler am Rand selbst verschwindet, also

|Us(z) — Ua(x)] = 0

fur x € T gilt, da fur die Bestimmung voitys der nodale Interpolant verwendet wurde.

x10°

10.8

10.6

10.4

Abbildung 7.16: Absoluter Fehlét/ (z) — U(z)| = |Ux(z) — Us(x)| auf dem L-shape milv = 768 Elementen
und mit Magnetisierung\l = x/||x]|. U wurde dabei mit dem Fredkin & Koehler Ansatz bestimmt. E$ gil
U = U, +U,. Dabei wirdl, in (7.1) definiert. Als Interpolationsoperator wurde dedale Interpolant verwendet.

Bei dem Ansatz von Garcia-Cervera & Roma werden wir nun éhnlie zuvor vorgehen. Dazu ersetzen Wi
in Algorithmus 4.1 durch

Bal) = {9(H§(M-n) — Uy (z) fiirz € Mp, 72)

VI, (M -n) — vy U)(z) firz e Mr,

13

wobei U, € SY(T) gilt. SeiU; die Lésung aus Schritt 1 von Algorithmus 4.1 ubtiddie Gesamtlosung aus
Algorithmus 4.1. MitU bezeichnen wit/ := U; + Us. In Abbildung 7.17 sind die Fehler

U =Tl = 1L+ U2 = (U1 + U2) i () = 102 = D2l o
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Abbildung 7.17: Das linke Bild zeigt den Fehl|Hrf—[7|\H1(Q) auf dem L-shape mit Magnetisierubd = x/||x||
aufgetragen tber der Anzahl der Elemente. Im rechten Bild die Zeiten, die zum Berechnen voin(blau) und
U (grun) bendtigt wurden, eingetragénist dabei die Losung des Ansatzes von Garcia-Cervera & Rowhéiu
U gilt U = Uy + Us, wobeiUs in (7.2) definiert wird. Als Interpolationsoperator wurderchodale Interpolant
verwendet.

uber der Anzahl der Elemente aufgetragen. Im rechten Bild dabei wiederum die Zeiten angefthrt, die zum
Berechnen vort/ und U benétigt wurden. Hierbei ist wieder zu erkennen, dass deleFgUs — Uz g1 (o) die
Konvergenzgeschwindigkeit besitzt. Die Zeiten zum Berechnen vbhbesitzen einen Aufwan® (N log N),
wahrend die Zeiten zum Bestimmen vbrmit N'3/2 steigen.

7.3 Zusammenfassung

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir die Konvergenzgesdiigheiten der verschiedenen Verfahren auf der
Kreisscheibe untersucht und festgestellt, dass sich @i Methoden eine optimale Konvergenzrate einstellt.
Man beobachtet sogar schnellere Raten als man a priori etwhind zwar liegt die Ordnung zwischénund
K185 Weiters haben wir gesehen, dass die Konvergenzrate auf égrape bzw. Z-shape bei den beiden Kopp-
lungsmethoden und dem Ansatz von Fredkin & Koehler optistaDas Verfahren von Garcia-Cervera & Roma
zeigt dabei jedoch schlechtere Raten bei bestimmten Maggreihgen. Fir die hybriden Verfahren ist es noch
notwendig einen Interpolationsoperator zu wahlen. Dakbeisith gezeigt, dass sich die besten Ergebnisse mit
dem nodalen Interpolanten und dem Scott-Zhang Operatil@mndassen.

Des weiteren wurde auch der Zeitaufwand beim Berechnenanivdrschiedenen Verfahren untersucht. Wie sich
herausgestellt hat, benétigen die hybriden Verfahren irgleech zu den beiden FEM/BEM - Kopplungsmethoden
am wenigsten Zeit.

Von diesen Ergebnissen ausgehend besteht daher beim AwsaEredkin & Koehler das beste Mittelmal3 aus
Genauigkeit und Zeitaufwand.



Anhang A

Notationen

d=2,3 Dimension.

Q Beschranktes Lipschitz GebietRf'.

Qert .= RNQ  AuBenraum.

r Rand vor2.

diam(U) Durchmesser der beschrankten Mebge R

|U| Lebesgue Mal3 der Mengé.

n Normalenvektor auf'. Zeigt von{Q2 nachQ¢**,

B Magnetische Flussdichte / Magnetisches Feld.

H, H, Magnetische Feldstérke, Streufeld.

M Magnetiesierung.

divF Divergenz eines Vektorfelds.

rot F Rotation eines VektorfeldB.

IB] Euklidische Norm vorx € R<.

c™(U) Menge dem-mal stetig differenzierbaren Funktionen duf

Cc>(U) Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionentauf
Cee(U) Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen roinpakten Trager ifv.
supp(f) Trager einer Funktiorf.

0ij Kronecker Delta.

L3(U) Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen auf

(115 Norm auf Hilbertraunt{.

(-, )% Skalarprodukt auf Hilbertraur.

Il Energienorm.

(-, Energieskalarprodukt.

HY(U) Sobolevraum def-ten Ordnung aut/.

Hf,(U) Raum aller Funktionen, die auf jedem Kompaktéiin H(K) liegen.
HL(U) Raum aller Funktionen aug’ (U') mit verschwindendem Integralmittel.
HE(U) Raum aller Funktionen aug’(U) mit Nullrand.

H(Q) Dualraum vonH “(2) bezuglich des erweitertel’-Skalarprodukts.
H'Y2(I) Sobolevraum der Ordnung'2 aufT", Spurraum vorff 1(9).
H-Y2(T) Dualraum vonH '/2(T") beziiglich des erweitertel-Skalarprodukts.
Yo, Yt Innere Spur.

et AuRerer Spur.

1, yint Innere Konormalenableitung.
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ext

71
M- -n

90K =K —1/2
@7:1}

YW =W
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AuRere Konormalenableitung.

Normalenkomponente vaml auf dem Rand.
Doppelschichtpotentialoperator.

Spur des Doppelschichtpotentialoperators.
Einfachschichtpotentialoperator.

Spur des Einfachschichtpotentialoperators.

Hypersingularer Integraloperator.

Spur des hypersingularen Integraloperators.

Knotenpatch.

Nodaler Interpolant.

Clément Operator.

Scott-Zhang Operator.

L2-Orthogonalprojektion auf den Raum der stiickweise komstaRunktionen.
Triangulierung vor.

Triangulierung des Rands.

Element voriT.

Menge der Knoten einer Triangulierung.

Knoten am Rand.

Kanten einer Triangulierung.

Kanten am Rand.

Durchmesser voff'.

Lokale Netzweitenfunktion, mit|r = hrp.

Volumen vonT'.

Lokale Volumsfunktion, mit/| = Vr.

Raum der stiickweise affinen, global stetigen Funktioneryaodw. 7r.
Raum aller Funktionen au$! (7)) mit Nullrand.

Raum aller Funktionen au$! (7") mit verschwindendem Integralmittel.
Nodale Basisfunktion von Knotene M.

Raum der stickweise polynomialen Funktionen mit Grad auf7 bzw. Tr.
Basisfunktion vorP? (T") mit x7 |7 = 7.7
Formregularitéatskonstante.

Skalares magnetostatisches Potential.

Potential im Innenraum.

Potential im AuRenraum.

Approximationslésung i (7).

Approximationsldosung des Streufelds.



Anhang B

Quellcodes

Listing B.1: sortMesh.m

1 function [coordinates,elements,boundary,boundary2elements] =

2 sor t Mesh(coordinates,elements,boundary)

3

4 %[COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY,BOUNDARY2ELEMENTS]. =

5 % SORTMESH(COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY)

6 % Sorts FEM-Mesh such that boundary nodes are the first nodes in the
7 % coordinates field and computes the boundary2elements arr ay.

s %

9 % INPUT:

10 % COORDINATES ... field describing nodes

1 % ELEMENTS ... elements described by their indices

12 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices

13 %

14 %  OUTPUT:

15 % COORDINATES ... sorted coordinates field

16 % ELEMENTS ... sorted elements field

17 % BOUNDARY ... sorted boundary field

18 % BOUNDARY2ELEMENTS ... contains the indices of the element s that
19 % share a boundary element, i.e.

20 % BOUNDARY2ELEMNTS(l)=J means, that the I-th boundary elem ent
21 % lays on the J-th volume element.

N
N

%=+ Number of nodes and elements
nC = size (coordinates,1);
nE = size (elements,1);

NN N
o g K~

%+ Determine nodes on boundary and interior nodes (freenodes)
nodes_boundary = unique (boundary);
freenodes =  setdiff ((1:nC)',nodes_boundary);

WO NN
S © @ N

%+ Build permutation such that boundary nodes are first
nodes = [nodes_boundary;freenodes];
[foo,permutation] = sort (nodes);

W oW W W
2O N P

%+ Permute indices of nodes
coordinates(permutation,:) = coordinates;
elements = permutation(elements);
boundary = permutation(boundary);

W oW W oW W
© ©®© N o O

%++ Determine which element contains a boundary edge
[edge2nodes,element2edges,boundary2edges]

= provideGeometricData(elements,boundary);
edge2elements =  zeros (size (edge2nodes,1),1);

N N
®w N B O
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44 edge2elements(element2edges(:)) = repmat ( reshape (1:nE,nE,1), 3, 1);

45 boundary2elements = edge2elements(boundary2edges);

107

Listing B.2: h1norm.m

function [hin 12n shin] = hlnor n{coordinates,elements,x)
%[HIN[,L2N,SH1N]] = HINORM(COORDINATES,ELMENTS,X)
% Computes the HM1-Norm of a S”1 function

1

2

3

4 %

5 %  INPUT:

6 % COORDINATES ... field describing nodes
7 % ELEMENTS ... elements described by their indices
s % X ... S function given nodewise

9 %

10 % OUTPUT:

u % HIN ... H*1 Norm

12 %  OPTIONAL OUTPUT:

13 % L2N ... L2 Norm

1 % SHIN ... H*1 Seminorm

i
o

%+ First vertex of elements and corresponding edge vectors

i
o

17 ¢l = coordinates(elements(:,1),:);

18 d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;

19 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;

20

21 Y%+ Vector of element volumes 2 *|T|

22 area2 = d21(:1). *d31(:,2)-d21(:,2). *d31(:,1);

N
[N

%+ L2-Norm

NN
[N

+sum(x(elements(:,1))+x(elements(;,2))+x(elements(:,3))
12n = sqrt (norml2);

NN
® N o

%+ Elementwise gradient of u_h

u2l = repmat ( (x(elements(:,2))-x(elements(:,1)))./area2, 1,2);
u3l = repmat ( (x(elements(:,3))-x(elements(:,1)))./area2, 1,2);
gradh = (d31. =*u2l - d21. %u3l) *[0 -1 ; 1 O];

W oW W W N
®w N P O ©

Y%+ H1-Seminorm

snorm2 = sum(gradh.”2,2);

snorm2 = sum( snorm2. *area2 )/2;
shin = sqgrt (snormz2);

W oW W W W
©® N o a &

%=+ H1-Norm
hln = sgrt ( norml2 + snorm2);

oW
S ©

norml2 = sum( 1/24 x( sum(x(elements(:,1))."2+x(elements(:,2))."2+x(elements

*area2);

(:,3))."2,2)

Listing B.3: genMeshC.m

1 function [coordinates, elements, boundary] =

2 genMeshC(R,nK,nR)

3 %[COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY] = GENMESHC(R,NK,NR)
4 % Creates a tringulation of a disc with built-in Matlab funct
5 %  delaunay.

6 %

7 % INPUT:

s % R ... radius of disc

s % NK ... number of nodes on boundary

10 % NR ... number of "inner" rings

1 %

12 % OUTPUT:

13 % COORDINATES ... field describing nodes

14 % ELEMENTS ... elements described by their indices

% BOUNDARY ... boundary elements described by their indices

i
o

ion
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16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

%

%  ALGORITHM:

% -) Create nodes on boundary.

% -) Create nodes on inner circles. Number of nodes
% on an inner circle decreases as the radius of
% the circle decreases.

% -) Create triangulation with delaunay algorithm

% -) Determine boundary elements

%++ Nodes on boundary
= Rxcos((1:nK)/nK  * 2% pi)’;
y = Rxsin((1:nK)/nK * 2% pi)';

%+ Inner rings

for i = 1LnR
nN = round(i/(nR+1) * nK);
X [x; i/(nR+1) * Recos((1:nN)/NnN =+ 2x pi)'];
y = [y; i/(nR+1) * Re sin((1:nN)/nN * 2% pi)'T;

end

%++ Add node (0,0) to mesh
X = [x; O
y = Iy; 0]

%+ Create mesh with delaunay algorithm
elements = delaunay (x,y);
coordinates = [x yJ;

%+ Sort elements such that longest edge of an element
%++ is the first one. Conserves math. pos. direction of
%+ the nodes.

11 = sgrt (sum( (coordinates(elements(:,1),:)-
coordinates(elements(:,2),:))."2,2));
12 = sgrt (sum( (coordinates(elements(:,2),:)-

coordinates(elements(:,3),:))."2,2));
I3 = sgrt (sum( (coordinates(elements(:,3),:)-
coordinates(elements(:,1),:))."2,2));

for i = 1: size (elements,1)
it 113) < 12()
if 12(3) < 13(i)

elements(i,:)) = elements(i,[3 1 2]);
else % 11 < 12 && 12 > 13
elements(i,:)) = elements(i,[2 3 1]);
end
else % |1 > 2
it 1130) < 13(i)
elements(i,:) = elements(i,[3 1 2]);
end
end
end

%+  Determine boundary elements
boundary = det er m neBoundar y(coordinates,elements);

%++  Sort Mesh, such that boundary nodes are first
%+ Not necessary at all, due to the architecture of the program
[coordinates, elements, boundary] =

sor t Mesh(coordinates,elements,boundary);

108

Listing B.4: determineBoundary.m

function boundary = det er mi neBoundar y(coordinates,elements)

%BOUNDARY = DETERMINEBOUNDARY(COORDINATES,ELEMENTS)
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4 % Determines the boundary elements from the given triangula tion
5 %

6 % INPUT:

7 % COORDINATES ... field describing nodes

s % ELEMENTS ... elements described by their indices
9 %

10 % OUTPUT:

11 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices
2 % BOUNDARY is a nBx2 field, where nB denotes the number of
13 % boundary elements. The nodes are stored in the usual
1u % math.pos. sense.

15
16 %+ All the edges
17 edges = [elements(;,[1 2]); elements(:,[2 3]); elements(: I3 1D;
18 edges = sort (edges,2);

19
20 9%+ Find unique edges
21 [foo, idx, jdx] = unique (edges, ‘rows' );

22 jdx = sort (jdx);

23
24 9%+ Determine edges that appear only once, i.e. the boundary edg es
25 kdx = find (jdx(1: end-1)==jdx(2: end));

26 kdx = [kdx; kdx+1];

27 elldx =  setdiff ( (1: length (jdx))',kdx);

28 jdx = jdx(elldx);

29 boundary = foo(jdx,:);

30
a1 % Are the Boundary elements in math. pos. sense?

32 points = [elements(:,3); elements(:,1); elements(:,2)];

33 cp = coordinates(points,:);
sa cp = cp(idx(jdx),:);

35 rl = coordinates(boundary(:,1),:)-cp;

36 r2 = coordinates(boundary(:,2),:)-coordinates(boundar y(;,1),2);

37 idx = find (rl(:,1). *r2(:,2)-r1(:,2). *r2(:,1) < 0);
ss boundary(idx,:) = boundary(idx,[2 1]);

Listing B.5: buildMeshIN2D.cpp
1 // buildMeshIN2D .cpp
2 // Uses NETGEN to create a triangulation on a domain.
3
4 #include "mex.h"
5
6 namespacenglib {
7 #include <nglib .h>
8}
9
10 using namespacestd;
11 using namespacenglib ;
12
13 void getCoordinates (Ng_Meskh mesh, double * coordinates ,int nC);
14 void getElements (Ng_Mesh mesh, double = elements ,int nE);
15 void getBoundary (Ng_Mesh- mesh, double » boundary, int nB);
16 void sortElementsLongestdouble = elements , int nE, double » coordinates ,int nC);
17 double square double x);
18
19 void mexFunction (nt nlhs ,mxArray =plhs[],int nrhs ,const mxArray *prhs|[])
20 {
21 /I Geomety file
22 char = geofile;
23 geofile = mxArrayToString(prhs[0]);
24
25 Il Initialize NG
26 Ng_Init();
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/Il Load geometry from=x.in2d file
Ng_Geometry_2Dx geom2d;
geom2d = Ng_LoadGeometry_2D(geofile);

/I Set meshing parameters
Ng_Meshing_Parameters mp;
int field_n;
if (nrhs==3) {
field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2]uselocalh” );
if (field_n>0)
mp.uselocalh = (nt) mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2],0, field_n;))

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] 'maxh" );
if (field_n>0)
mp.maxh = mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2]fDeld_n));

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2]minh" );
if (field_n>0)
mp. minh = mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2] f0eld_n));

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] fineness" );
if (field_n>0)
mp. fineness = mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhj,[2, field_n));

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2]grading" );
if (field_n>0)
mp.grading = mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[@] field_n));

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] 'elementsperedge"” )
if (field_n>0)
mp. elementsperedge = mxGetScalar(mxGetFieldByNurapens [2],0, field_n));

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] elementspercurve” );
if (field_n>0)
mp.elementspercurve = mxGetScalar(mxGetFieldByNurmipehs[2],0, field_n));
field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] closeedgeenable” );
if (field_n>0)

mp.closeedgeenable =irft) mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2],0, field_n;))

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] closeedgefact” )
if (field_n>0)
mp. closeedgefact = mxGetScalar(mxGetFieldByNumbeh(s2],0, field_n));

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] secondorder" );
if (field_n>0)
mp. secondorder = ifit) mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2],0, field_n;))

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2]quad_dominated" );
if (field_n>0)
mp.quad_dominated =ift) mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2],0,field_n;))

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] 'meshsize_filename" )
if (field_n>0)

mp. meshsize_filename = mxArrayToString(mxGetFieldynber(prhs[2],0,field_n));
field_n = mxGetFieldNumber (prhs [2] optsurfmeshenable" )
if (field_n>0)

mp.optsurfmeshenable =iift) mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2],0, field_n;))
field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] ;optvolmeshenable" );
if (field_n>0)

mp.optvolmeshenable =ifit) mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2],0,field_n;))

field_n = mxGetFieldNumber (prhs[2] optsteps_2d" );
if (field_n>0)
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94

96
97
98

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144 }
145
146 //

mp. optsteps_2d = ifpt) mxGetScalar(mxGetFieldByNumber(prhs[2],0, field_n;))

}

/Il Generate Mesh
Ng_Mesh* mesh;
Ng_GenerateMesh_2D (geom2d, &mesh, &mp);

I/ Uniform refinement (second parameter)
if (nrhs==2 || nrhs==3) {
int nURef = (int) mxGetScalar(prhs[1]);
int i;
for(i=0; i<nURef; i++) {
Ng_2D_Uniform_Refinement (geom2d , mesh) ;
}

}

/I Get coordinates field

int nC;

nC = Ng_GetNP_2D (mesh);

plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix (nC,2 ,mxREAL) ;
double *» coordinates = mxGetPr(plhs[0]);

getCoordinates (mesh, coordinates , nC);

/Il Get elements field

int ng;

nE = Ng_GetNE_2D (mesh);

plhs[1] = mxCreateDoubleMatrix (nE,3 ,mxREAL) ;
double » elements = mxGetPr(plhs[1]);

getElements (mesh, elements, nE);

/I Sort elements field such that longest edge is the first
sortElementsLongest(elements , nE, coordinates , nC);

/I Get boundary field

int nB;

nB = Ng_GetNSeg_2D (mesh);

plhs[2] = mxCreateDoubleMatrix (nB,2 ,mxREAL) ;
double » boundary = mxGetPr(plhs[2]);

getBoundary (mesh, boundary, nB);
// Save mesh on disk,

/I just for testing issues
Ng_SaveMesh (mesltest.vol" )
Ng_DeleteMesh (mesh);

/1 Exit NG

Ng_Exit() ;

Coordinates of nodes

147 void getCoordinates (Ng_Mesh mesh, double » coordinates ,int nC)

148 {
149
150
151
152
153
154
155
156
157 }
158
159 //

int i;
double point[2];

for(i=0; i<nC; i++) {
Ng_GetPoint_2D (mesh,i+1,point);

coordinates[i] = point[0];
coordinates [i+nC] = point[1];
}
Elements
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160 void getElements (Ng_Mesh mesh, double = elements ,int nE)

161 {

162 int i;

163 int nodes[3];

164

165 for(i=0; i<nE; i++) {

166 Ng_GetElement_2D (mesh, i+1, nodes);
167 elements[i] = nodes[0];

168 elements[i+nE] = nodes[1];
169 elements [i+2nE] = nodes[2];
170 }

171}

172

173 // Boundary elements
174 void getBoundary (Ng_Mesh- mesh, double = boundary, int nB)

175 {

176 int i;

177 int nodes|[2];

178

179 for(i=0; i<nB; i++) {

180 Ng_GetSegment_2D(mesh, i+1, nodes);
181 boundary[i] = nodes[0];
182 boundary[i+nB] = nodes[1];
183 }

184 }

185

186 // Sort elements field, such that longest edge is first edge

187 void sortElementsLongestdouble » elements , int nE, double = coordinates ,int nC)
188 {

189 int i,j;

190 double I1,12,13;

191 double coord[3][2];

192  int tmp[3];

193

194 for(i=0; i<nE; i++) {

195 for(j=0; j<3; j++) {

196 coord[j][0] = coordinates [{nt) elements[i+}nE]];

197 coord[j][1] = coordinates [{(nt) elements[i+knE] + nC];
198 }

199

200 11 = square (coord[0][0} coord [1][0])+square (coord[0][1} coord [1][1]);
201 12 = square (coord[1][0} coord [2][0])+square (coord[1][1} coord [2][1]);
202 I3 = square (coord[2][0} coord [0][0])+square (coord[2][1} coord [0][1]) ;
203

204 tmp[0] = elements|[i];

205 tmp[1] = elements[i+nE];

206 tmp[2] = elements[i+2nE];

207

208 if (1L<12) {

209 if (12<13) {

210 elements[i] = tmp[2];

211 elements[i+nE] = tmp[O0];

212 elements[i+2nE] = tmp[1];

213

214 /111 <12 & 12 > I3

215 else {

216 elements[i] = tmp[1];

217 elements [i+nE] = tmp[2];

218 elements[i+2nE] = tmp[O0];

219 }

220 }

221 /111> 12

222 else {

223 if (11<13) {

224 elements[i] = tmp[2];

225 elements[i+nE] = tmp[0];
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226 elements[i+2nE] = tmp[1];
227 }

228 }

229

230 }

231

232 double square double x) {

233 return x=Xx;

234 }

113

Listing B.6: GCRNI.m

1 function [x x1 x2] =

2 GCRNI (coordinates,elements,boundary,boundary2elements,M)

3 %[X[,X1,X2]]=GCRNI(COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY,BO UNDARY2ELEMENTS,M)
4 % Solves the magnetostatic problem using the ansatz of

5 % Garcia-Cervera & Roma, but computes the partial solution

6 % U2 with the nodal interpolant.

7 %

8 % INPUT:

9 % COORDINATES ... field describing nodes

10 % ELEMENTS ... elements described by their indices

11 % BOUNDARY ... boundary elements described by their indices

2 % BOUNDARY2ELEMENTS ... contains the indices of the element s that
13 % share a boundary element, i.e.

1u % BOUNDARY2ELEMNTS(l)=J means, that the I-th boundary elem ent
15 % lays on the J-th volume element.

16 % M ... magnetization (function handle)

17 %

18 % OUTPUT:

19 % X ... solution U = Ul + U2

20 % OPTIONAL OUTPUT:

21 % X1 ... partial solution Ul

2 % X2 ... partial solution U2

NN
F NN

%+ Number of nodes, elements and boundary elements

25 nC = size (coordinates,1);

26 NE = size (elements,l);

27 nB = size (boundary,l);

28

29 0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkhkk
30 9% STEP 1, compute -laplace(Ul) = -div(M)

31 Yox Ul = 0 on Gamma

32 0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkkkk

[
@

%++  First vertex of elements and corresponding edge vectors
cl = coordinates(elements(:,1),:);
d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;

W oW W
@ o

37 d31 = coordinates(elements(:,3),:) - cl;

38

39 Y%=+ Vector of element areas 4 *|T|

40 aread = 2 =(d21(:,1). *d31(:,2)-d21(:,2). *d31(;,1));

41

422 Y%+ Assembly of stiffness matrix

43 a = (sum(d2l. =d31,2)./aread)’

44 b = (sum(d31l. *d31,2)./aread)’

45 € = (sum(d21l. =d21,2)./aread)’

s A = [-2 xatbtca-bia-cia-bib;-aja-ci-aicl;

47 | = reshape (elements(:,[1 2 312 31 2 3]),9 *nE,1);
48 J = reshape (elements(;,[1 1 12 2 2 3 3 3])',9 *nE,1);
49 A = sparse (I,J,A());

o o
P o

%+ |T| +grad(Vj) where Vj is hat function on T
gradl = [d21(;,2)-d31(;,2) d31(;,1)-d21(:;,1)]/2;
grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;

o o
@ N
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54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
%
91
92
93
94
95
9%
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110

grad3 = [-d21(:,2) d21(:1))/2;

%+ Compute M(sT)
MsT = feval (M, cl+(d21+d31)/3);

%+ Assembly of right-hand side
b = [ sum(gradl. *MsT,2) sum(grad2. *MsT,2) sum(grad3. =MsT,2)];
b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1J]);

%+ Computation of P1-FEM approximation
freenodes = nB+1:nC;

x1 = zeros (nC,1);

x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);

%+ Free memory

clear 1 JabcA

0, (03 kkkkkkkkkkkkkkkkkkk
%+ STEP 2, compute

Ylrx w_h = M_h.n - nabla(Ul).n

0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkkkk
%++  Vector of element volumes 2 *|T|

area2 = aread(boundary2elements)/2;

%+ Elementwise gradient of Ul

u2l = repmat ( (x1(elements(boundary2elements,2))
-x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);

u3l = repmat ( (x1(elements(boundary2elements,3))
-x1(elements(boundary2elements,1)))./area2, 1,2);

%+  Compute grad(Ul)
gradh = (d31(boundary2elements;:). *u2l ...
- d21(boundary2elements,:). *u3l) x[0 -1 ; 1 O];

%+ Compute projection of M on P"0
cbl = coordinates(boundary(:,1),:);

cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);

M_h = feval (M,(cbl+cb2)./2);

%+ Outer normal vector

nVec = [cb2(:,2)-cb1(:,2), cbl(;,1)-cb2(:,1)];
edgeLength = sgrt (sum(nVec."2,2));
nVec = nVec./ repmat (edgelLength,1,2);

%+ Compute w_h
w_h = sum( (M_h - gradh). *nVec, 2);

0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkkkk
%+ STEP 3, compute (\widetilde V w_h)(z) z\in\KK
0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkkkk

x2 = eval uat eV(coordinates(1:nB,:),boundary,w_h,coordinates);

0, (0] khkkkkhkkkkkkkkkkkkkk
%+ STEP 4, obtain discrete solution u = ul + u2
0, (0] khkkkkkkkkkkkkkkhkk

X = x1 + x2;
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Listing B.7: FKNI.m

[ N

function [x x1 x2] =  FKNI (coordinates,elements,boundary,M)
%[X[,X1,X2]]=GCRNI(COORDINATES,ELEMENTS,BOUNDARY,BO UNDARY2ELEMENTS,M)
% Solves the solution of the magnetostatic problem using the

% ansatz of Fredkin & Koehler, but computes the partial solut ion

% U2 with the nodal interpolant.
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

%

%  INPUT:

% COORDINATES ... field describing nodes

% ELEMENTS ... elements described by their indices
% BOUNDARY ... boundary elements described by their indices
% M ... magnetization (function handle)

%

%  OUTPUT:

% X ... solution U = Ul + U2

% OPTIONAL OUTPUT:

% X1 ... partial solution Ul

% X2 ... partial solution U2

%+ Number of nodes, elements and boundary elements

nC = size (coordinates,1);

nE = size (elements,1);

nB = size (boundary,1);

0, (0] kkkkkkkkkkkkkkkkkkk
%+ STEP 1, compute -laplace(Ul) = -div(M)

Yl dul/dn = M.n on Gamma

0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkkkk

%++  First vertex of elements and corresponding edge vectors
cl = coordinates(elements(:,1),:);
d21 = coordinates(elements(:,2),:) - c1;

d31 = coordinates(elements(:,3),:) - c1;
%+ Vector of element areas 4 *|T|
aread = 2 *(d21(:,1). *d31(:,2)-d21(:,2). *d31(;,1));

%+ Assembly of stiffness matrix
= (sum(d21. *d31,2)./aread);
= (sum(d31. *d31,2)./aread)’;
= (sum(d21. *d21,2)./aread);
= [-2 xatb+c;a-b;a-c;a-b;b;-a;a-c;

N WO,

-a
reshape (elements(;,[1 2 3 1 2
reshape (elements(;,[1 1 1 2 2
sparse (I,J,A(2));

%+ |T| +grad(Vj) where Vj is hat function on T

gradl = [d21(;,2)-d31(;,2) d31(;,1)-d21(:;,1)]/2;
grad2 = [d31(:,2) -d31(:,1)]/2;
grad3 = [-d21(:;,2) d21(;,1)]/2;

Y%+ Compute M(sT)
MsT = feval (M, cl+(d21+d31)/3);

%+  Assembly of right-hand side
b = [ sum(gradl. *MsT,2) sum(grad2. *MsT,2) sum(grad3. =MsT,2)];
b = accumarray (elements(:), b(:), [nC, 1J]);

%+  Computation of P1-FEM approximation, Neumann problem
freenodes = 2:nC; % solve restricted system

x1 = zeros (nC,1);

x1(freenodes) = A(freenodes,freenodes)\b(freenodes);

%+  Free memory

clear 1 JabcA

0, (0] *hkkkkkkkkkkkkkkkkk
%+ STEP 3, compute (\Wwidetilde K U1)(z) z\in\KK

0, (0] *kkkkkkkkkkkkkkkkkk

x2 = eval uat eK(coordinates(1:nB,:),boundary,x1(1:nB),coordinates)

%+ Compute edge length
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72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
920
91
92
93
94
95
96
97
98
929
100
101
102
103
104
105

cbl = coordinates(boundary(:,1),:);
cb2 = coordinates(boundary(:,2),:);
edgelLength = sqrt ( sum( (cbl-cb2).72,2) );

%+ Compute node2edges
node2edges = zeros (nB,2);
node2edges(boundary(:,1),1)
node2edges(boundary(:,2),2)

(1:nB)";
(1:nB)";

%+  Direction vectors

t = (ch2-cbl)./ repmat (edgelLength,1,2);
rl = t(node2edges(:,2),:);

r2 = t(node2edges(:,1),);

%++  Orientation, if det(x,y)>0 => positive rotational directi
orient = (rl(;,1). *r2(:,2)-r1(:,2). *r2(:,1));
tmp = sum(rl. *r2,2);

%+ To avoid imaginary values
tmp(tmp>1) = 1;
tmp(tmp<-1) = -1,

%+ Inner angle

alpha = zeros (nB,1);

alpha(orient <0) = pi+acos( tmp(orient <0) );
alpha(orient>0) = pi-acos( tmp(orient>0) );

%+  Compute U2

x2(1:nB) = x2(1:nB) + (-1+alpha/(2 *pi)). *x1(1:nB);

%%

%+*+ STEP 4, obtain discrete solution U = Ul + U2
0,

(4

X = x1 + x2;

on

Fkkdkkkkkkkkkkkkkkk

Fkkdkkkkkkkkkkkkkkk
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