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3AbstratDue to the fat, that insurane ompanies invest a part of their surplus,the question how does it in�uene the ruin probability ours. The ommonruin model from Cramer and Lundberg gives a bound for ruin probability. Inthis thesis the expansion of the Cramer Lundberg model with an investmentpossibility by [Gai. Gra. Sh. 2003℄ is shown. In analogy to the lassi model amartingal approah is hosen to show that an akin bound an be found. Alsoan optimal strategie for this investment an be shown. In aording to thepaper from [Köt,Bäu 2007℄ the expansion of the periodi Cramer Lundbergmodel with the investment possibility is harakterized. It will be shown,that the two boundaries are similar for the two models if the parameterswere hosen in the right way. At least a monte arlo approah is used toshow that numerial simulations verify the theoretial results of [Gai. Gra.Sh. 2003℄ and [Köt,Bäu 2007℄. Also the veri�ation of the Cramer Lundbergapproximation with a numerial approah will be shown.
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Kapitel 1Einleitung
1.1 MotivationIn der heutigen Wirtshaftswelt ist es üblih geworden, dass auh Unter-nehmen, deren Kerngeshäft niht dem Investmentbereih zuzushreiben ist,Teile ihres Kapitals in Aktien oder Ähnlihes investieren. Für Versiherun-gen stellt sih die Frage, ob dadurh die Gefahr, dass Ruin eintritt, steigt.Um diese Frage zu beantworten, wollen wir die klassishe Ruintheorie um dieMöglihkeit des Investments erweitern.1.2 ÜberblikIm zweiten Kapitel werden wir alle für uns wihtigen Sätze und De�nitionenaus dem Bereih der stohastishen Prozesse anführen. Im dritten Kapitelgeben wir eine kurze Einführung in die klassishe Ruintheorie, im speziellengehen wir auf den Ruinprozess von Cramer Lundberg ein und zeigen wie mandie Ruinwahrsheinlihkeit von oben beshränken kann. Im vierten Kapitelsetzen wir unseren neuen Ruinprozess aus dem klassishen Prozess und ei-ner Investmentmöglihkeit mit passender Strategie zusammen und zeigen mitHilfe einer Martingalmethode und weiteren Werkzeugen, dass der neue Ruin-prozess sogar eine niedrigere obere Shranke für die Ruinwahrsheinlihkeitbesitzt als der herkömmlihe Prozess von Cramer und Lundberg. Das fünf-te Kapitel beshäftigt sih mit dem periodishen Ruinprozess der ebenfallsmit einer Investmentmöglihkeit erweitert wird. Den Vergleih zwishen demperiodishen und dem nihtperiodishen Ruinprozess mit Investment stel-len wir im sehsten Kapitel an. Das siebente Kapitel gibt eine Möglihkeitan, Ruinprozesse mit Investmentmöglihkeit zu simulieren und zeigt weiters,dass die analytish erzielten Ergebnisse auh für unsere Simulationen hal-



1.2. ÜBERBLICK 7ten. Das letzte Kapitel erläutert noheinmal die gewonnen Ergebnisse ausden Simulation, weiters werden die Resultate und Erkentnisse für die Pra-xis interpretiert. Zum Shluss folgt noh eine Au�istung der verwendetenLiteratur.



Kapitel 2Stohastishe Prozesse
2.1 Stohastishe ProzesseZum leihteren Verständnis der Materie werden wir hier nun einige De�nitio-nen und wihtige Sätze aus der Theorie stohastisher Prozesse und anderenGebieten anführen.Generell de�nieren wir I als Indexmenge , meist ist damit N, das Intervall[0,T℄, wobei T ∈ R gilt, oder auh R+ gemeint.De�nition 2.1. (Stohastisher Prozess)Ein stohastisher Prozess ist eine Familie von Zufallsvariablen
(Xt)t∈I auf dem Tripel (Ω,F,P)Eine Realisation X. (ω), wobei ω ∈ Ω gilt, nennen wir Trajektorie oderPfad eines stohastishen Prozesses.De�nition 2.2. (Càdlàg)Ein Prozess wird àdlàg genannt, falls fast alle seine Realisationen rehtss-tetig mit existierenden Limes von links sind.Weiters spriht man von einem stetigen Prozess, wenn fast alle seine Rea-lisationen stetig sind.De�nition 2.3. (Filtration)Eine Filtration F ist eine wahsende Familie von σ-Algebren

F = (Ft)t∈Idas heiÿt:



2.1. STOCHASTISCHE PROZESSE 9
Fs ⊆ Ft für s ≤ t.Weiters forder wir dass F rehtsstetig sein soll , d.h. ∀t ∈ I: Fs =

⋂

t>s

FtDe�nition 2.4. (adaptiert)Ein stohastisher Prozess X heiÿt adaptiert, falls für jedes t ∈ I gilt, dass
Xt messbar bezüglih Ft ist.Interpretiert kann man die Filtration als Informationsstand zum Zeit-punkt t verstehen.De�nition 2.5. (natürlihe Filtration)
Fx heiÿt natürlihe Filtration von einem stohastishen Prozess X., falls Fxdie kleinste rehtsstetige Filtration ist, bezüglih der X. adaptiert ist.Zur Vollständigkeit sei die nahstehnde De�nition angegeben, wir be-shränken uns hier auf die diskrete Version. Der stetige Fall ist ähnlih, bedarfaber einer komplizierteren Darstellung.De�nition 2.6. vorhersehbarer ProzessEin stohastisher Prozess Xn heiÿt vorhersehbar wenn für all n ≥ 1 gilt:

Xn ist Fn−1 messbar.Dies bedeutet, dass der Zustand zum Zeitpunkt n shon zum Zeitpunkt n-1bekannt ist.Nun wollen wir einen für uns sehr wihtigen Begri� einführen, nämlihden der Stoppzeit.De�nition 2.7. (Stoppzeit)Eine Zufallsvariable τ heiÿt Stoppzeit, wenn für sie gilt:
τ : Ω → R+ ∪ {∞} und {τ ≤ t} ∈ FtInterpretation: Eine Stoppzeit gibt die Zeit an, die ein Prozess gelaufenist bis ein bestimmtes Ereignis eintritt.Weiters gilt fallsXt adaptiert ist, dann folgt daraus, dass auh Xτ∧t adaptiertist, wobei τ ∧ t eine kurze Shreibweise für min{τ, t} ist.



2.2. MARTINGALE 102.2 MartingaleEine in der Finanzmathematik wihtige Klasse von stohastishen Prozessenist die der Martingale:De�nition 2.8. (Martingal)Ein Prozess Mt heiÿt Martingal wenn er folgende Eigenshaften besitzt:
• Mt ist adaptiert.
• Mt ist in L1(P) das heiÿt für alle t>0 gilt das E[|Mt|] <∞.
• E[Mt|Fs] = Ms für s ≤ t.Punkt drei gibt die wihtige Charaktereigenshaft von Martingalen wie-der. Sie wird auh mit einem erwarteten Zuwahs von 0 erklärt.De�nition 2.9. (Supermartingal)Ein Prozess Mt heiÿt Supermartingal wenn er folgende Eigenshaften besitzt:
• Mt ist adaptiert.
• Mt ist in L1(P) das heiÿt für alle t>0 gilt das E[|Mt|] <∞.
• E[Mt|Fs] ≤Ms für s ≤ t.De�nition 2.10. (Submartingal)Ein Prozess Mt heiÿt Submartingal wenn er folgende Eigenshaften besitzt:
• Mt ist adaptiert.
• Mt ist in L1(P) das heiÿt für alle t>0 gilt das E[|Mt|] <∞.
• E[Mt|Fs] ≥Ms für s ≤ t.Satz 2.11. (Supermartingalkonvergenzsatz)Falls Xt ein L1 beshränktes Supermartingal ist, das heiÿt sup

t∈R+

E[|Xt|] <∞,dann existiert der Limes von lim
t→∞

Xt fast siher.Theorem 2.12. (Optional stopping theorem)Es seien Mt ein Martingal, η und τ zwei beshränkte Stoppzeiten mit η < τ .Dann gilt
E[Mτ |Fη] = Mη fast siher



2.3. WICHTIGE STOCHASTISCHE PROZESSE 11Da jeder deterministishe Zeitpunkt als Stoppzeit interpretiert werdenkann, ist eine Folgerung aus diesem Theorem E[Mτ ] = M0Ein für uns sehr wihtiges Werkzeug, ist das der momentenerzeugendenFunktion:De�nition 2.13. (Momentenerzeugende Funktion)Existiert der Erwartungswert von etX für eine stohastishe Gröÿe X und-a < t < a mit a > 0, dann nennt man diesen Erwartungswert die momen-tenerzeugende Funktion von X:
MX(t) = E[etX ]Der Name dieser Funktion folgt aus der Eigenshaft:

dm

dtm
MX(t)|t=0 = E[Xm] m ∈ N.2.3 Wihtige Stohastishe ProzesseNun wollen wir stohastishe Prozesse anführen, die wir später noh brau-hen werden. Als erstes sehen wir uns den Poisson Prozess an, welher zuden Erneuerungsprozessen zu zählen ist. Beginnen wollen wir jedoh mit derPoissonverteilung.De�nition 2.14. (Poisson Verteilung)Eine Zufallsvariabel X mit Poissonverteilung X ∼ Pois(λ) hat folgende Ver-teilung:

Pλ(X = k) = λk

k!
e−λmit den Momenten

E[X] = λ, V ar(X) = λDie Poissonverteilung wird auh Verteilung seltener Ereignisse genannt.Ein Poissonprozess ist ein diskreter stohastisher Prozess in stetiger Zeit.Er gehört zu der Klasse der Zählprozesse. Die Höhe eines Sprunges ist 1 dieWartezeit zwishen den Sprüngen ist exponentialverteilt. Der Parameter λwird auh Intensität genannt, da er die mittlere Anzahl an Sprüngen in einerZeiteinheit angibt.



2.3. WICHTIGE STOCHASTISCHE PROZESSE 12De�nition 2.15. (Poisson Prozess)
Nλ(t) mit t ∈ [0,∞), ist ein Poissonprozess wenn er folgende Eigenshaftenbesitzt:

• Nλ(0) = 0 f.s.
• Nλ(t) −Nλ(s) = Ds,t ∼ Pois(λ · (t− s)) für s < t.
• Ds,t und Dv,w mit s < t < v < w, sind stohastish unabhängig.Es gilt E[Nλ(t)] = λ · tErweitert man den Poissonprozess um die Eigenshaft, dass die Zuwäh-se niht 1 sondern zufällig sind, kommt man zu einem zusammengesetztenPoissonprozess mit folgenden Eigenshaften. Zur Vereinfahung shreiben wirstatt Nλ(t) auh N(t), wenn der Paramter λ eindeutig oder vorher festgesetztwird.De�nition 2.16. (zusammengesetzter Poissonprozess)N(t) sei ein Poissonprozess mit Parameter λ und Xi, für i ∈ [0, 1, 2, 3, ....),unabhängige identish verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F,welhe auh unabhängig von N(t) ist, dann nennt man

Y (t) =

N(t)
∑

i=1

Xieinen zusammengesetzten Poissonprozess, mit:
• E[Y (t)] = E[N(t)] · E[Xi] = λtE[Xi]

• V ar[Y (t)] = λtE[X2
i ]

• MY (t)(s) = E[esY (t)] = eλt(MXi
(s)−1)Ein für die Theorie stohastisher Prozesse wihtiger Prozesse is die Brown'sheBewegung. Sie hat ihren Ursprung in der Physik und wurde erstmals als Be-shreibung für die Bewegung kleinster Teile in Flüssigkeiten verwendet.De�nition 2.17. (Brown'she Bewegung)Ein Prozess Wt heiÿt Brown'she Bewegung wenn er folgende Voraussetzun-gen erfüllt:



2.3. WICHTIGE STOCHASTISCHE PROZESSE 13
• W0 = 0 fast siher.
• Sei t0 < t1 < t2 < · · · < tn dann gilt, dass {Wt0 ,Wt1 − Wt0 ,Wt2 −
Wt1 ,Wt3 −Wt2 , . . . ,Wtn −Wtn−1} unabhängige Zufallszahlen sind.

• Wt −Ws ∼ N (0, t− s) s<t.
• Die Pfade von Wt sind stetig.Wie man leiht sieht, ist die Brownshe Bewegung ein Martingal. Sie wirdauh als Wiener Prozess bezeihnet.Ein in der Finanzmathematik sehr wihtiger Prozess ist die GeometrisheBrown'she Bewegung. Sie kann als Approximation für die Bewegung einesAktienkurses verwendet.De�nition 2.18. (Geometrishe Brown'she Bewegung)Der Prozess

St = S0exp[(µ− σ2

2
)t+ σWt]heiÿt geometrishe Brown'she Bewegung, wobei Wt einer wie oben beshrie-benen Brown'she Bewegung folgt.

µ wird als Drift und σ als Volatilität bezeihnet. Dieser Prozess löst die sto-hastishe Di�erentialgleihung:
dSt = µStdt+ σStdWt.De�nition 2.19. (Stohastishe Di�erentialgleihung)Eine stohastishe Di�erentialgleihung ist eine Verallgemeinerung einer de-terministishen Di�erentialgleihung, wobei die Verallgemeinerung durh einenstohastishen Störtherm erfolgt.

dXt = a(Xt, t)dt+ b(Xt, t)dWtmit:
• a,b sind zwei Funktionen von R × R+ → R

• t ∈ R+

• Wt ist eine Brown'she Bewegungdie Di�erentialgleihung kann man auh als Integralgleihung mit folgenderGestalt anshreiben:



2.4. SONSTIGE DEFINITIONEN 14
Xt = X0 +

t
∫

0

a(Xs, s)ds+
t
∫

0

b(Xs, s)dWsDe�nition 2.20. (Îto Prozess)Ein Îto Prozess kann in der Form Xt = X0 +
t
∫

0

a(s)ds +
t
∫

0

b(s)dWs, wobeia(s) und b(s) adaptierte Prozesse sind, dargestellt werden.Lemma 2.21. (Lemma von Îto)Für einen Îto-Prozess Xt und eine Funktion g: R × R+ → R, die in derersten Komponente einmal und in der zweiten Komponente zweimal stetigdi�erenzierbar ist, gilt, dass auh Yt = g(t, Xt) ein Îto-Prozess ist und esgilt:
dYt =

(

∂g(t,Xt)
∂X

a(t) + ∂g(t,Xt)
∂t

+ 1
2
∂2g(t,Xt)
∂X2 b2(t)

)

dt+
(

∂g(t,Xt)
∂X

b(t)
)

dWtEine allgemeine Darstellung des Îto Lemmas be�ndet sih in [Protter 2005℄2.4 Sonstige De�nitionenFür ein späteres Kapitel brauhen wir periodishe Funktionen, daher wollenwir hier eine allgemeingültige De�nition angeben.De�nition 2.22. (periodishe Funktion)Gilt für eine Funktion f, ein festes T ∈ R und t ∈ I:f(t+T) = f(t)so nennen wir diese periodish mit Periode T.



Kapitel 3klassishe Ruintheorie
3.1 Das ModellEines der Hauptanliegen der Ruintheorie ist es eine obere Shranke für dieRuinwahrsheinlihkeit zu �nden. Das klassihe Modell (auh Cramer Lund-berg Modell genannt) bestimmt die Reserve zum Zeitpunkt t als Summeaus Startkapital, Summe aller bisher eingehender Prämien und Summe allerbisher eingetretenen Shäden, welhe negativ sind.

R(t) = x+ ct−

N(t)
∑

i=1

Xi (3.1)R ist die Reserve zum Zeitpunkt t. Oft wird statt R(t) auh R(t,x) geshrie-ben, um die Abhängigkeit vom Startkapital anzugeben.  bestimmt die Prä-mienrate die im vereinfahten Modell konstant ist. N(t) beshreibt die zufäl-lige Anzahl der Shäden bis zum Zeitpunkt t und Xi beshreibt die zufälligeHöhe des i-ten Shadens.Z(t) =

N(t)
∑

i=1

Xi ist ein zusammengesetzer Poissonpro-zess mit Parameter λ und unabhängigen identish verteilten Zufallsvariablen
Xi.Leiht ersihtlih ergibt sih aus R(0) (oder auh R(0,x)) die AnfangsreserveR(0)=x und natürlih gilt >0, da ansonsten der Ruin garantiert ist. Zureinfaheren Shreibweise de�nieren wir:

SC(t) =

N(t)
∑

i=1

Xi − ct (3.2)SC(t) wird auh laim surplus proess oder Shadenübershussprozess ge-nannt.



3.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 163.2 RuinwahrsheinlihkeitEine der wihtigsten Fragen der Ruintheorie ist die Frage nah der Ruin-wahrsheinlihkeit, wobei als Ruin R(t) < 0 de�niert wird. Den Ruinzeit-punkt de�nieren wir einfah mit τ(x) = inf{t ≥ 0 : R(t) < 0} oder auh
τ(x) = inf{t ≥ 0 : SC(t) > x} wobei natürlih τ = ∞ falls R(t) ≥ 0 ∀ t ≥ 0gilt.De�nition 3.1. (Ruinwahrsheinlihkeit)

ψ(x) Ruinwahrsheinlihkeit für R(0) = x. ψ(x) = P[τ <∞]
ψ(x, t) Ruinwahrsheinlihkeit vor t für R(0) = x. ψ(x, t) = P[τ ≤ t]Für c ≤ λE[X1] gilt, dass P[τ < ∞] = 1. Daher stellen wir die Anforde-rung c > λE[X1]. (An dieser Stelle können wir anstatt von E[X1] auh einanderes beliebiges Xi nehmen, da alle Xi identish verteilt sind!)Für die nähste Proposition de�nieren wir ξ(x) = SCτ(x) −x und nennendies Shadensübershuss.Hier wollen wir wie in [Asmussen, 2000℄ vorgehen.Proposition 3.2. [Asmussen, 2000, S. 24, Prop. 1.1℄ besagt, dass für ein

r > 0, {erSCt}t≥0 ein Martingal ist. Weiters gilt SCt → −∞ fast siher für
τ(u) = ∞ und es gilt:

ψ(x) =
e−rx

E[erξ(x)|τ(x) <∞]
(3.3)Beweis. Dass {erSCt}t≥0 ein Martingal ist, wollen wir zunähst annehmen,der Beweis folgt etwas später in diesem Kapitel. Für den Beweis der obigenGleihungen benutzen wir das optional stopping theorem zur Zeit τ(x) ∧ T ,da hier unsere Stoppzeit mit T beshränkt ist.

1 = E[erSC0 ] (3.4)
= E[erSCτ(x)∧T ] (3.5)

= E[erSCτ(x); τ(x) ≤ T ] + E[erSCT ; τ(x) > T ] (3.6)



3.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 17Wenn wir nun T gegen ∞ laufen lassen, konvergiert der zweite Term gegen0, da SCt f.s.
−−−→
t→∞

−∞ und erSCT ≤ erx für τ(x) > T gilt. Geht man nun zumGrenzwert über erhalten wir:
1 = E[erSCτ(x); τ(x) <∞] + 0 (3.7)

= erxE[erξ(x); τ(x) <∞] (3.8)
= erxE[erξ(x)|τ(x) <∞]ψ(x) (3.9)Durh umformen erhält man das gewünshte Resultat:
ψ(x) =

e−rx

E[erξ(x)|τ(x) <∞]
(3.10)

2Aufbauend auf den vorherigen Satz ergibt sih einer der wihtigsten Un-gleihungen aus der Theorie der Ruinprozesse, nämlih die Lundberg-UngleihungSatz 3.3. (Lundberg Ungleihung)Unter den Vorraussetzungen aus obiger Proposition folgt
ψ(x) ≤ e−rx (3.11)Beweis. Der Beweis folgt aus ξ(x) ≥ 0, daher ist E[erξ(x)|τ(x) < ∞] gröÿerals 1 und somit folgt die Ungleihung.

2Den gesuhten Wert r erhält man durh Lösung der Gleihung
λ+ cr = λMX(r) (3.12)wobei M(r) hier die Momentenerzeugende Funktion von X ist. Dieses r dasdie obige Gleihung löst, nennt man Lundberg Koe�zient. Um für unserenRuinprozess die Lundberg Ungleihung anwenden zu können, müssen wirnoh zeigen, dass erSC(t) ein Martingal ist. Es ist ausreihend die Martinga-leigenshaft für e−rR(t) zu zeigen, weil daraus die Martingaleigenshaft für

erSC(t) folgt.(Dies ist einfah zu sehen, da SC(t) = x − R(t) gilt und x eineKonstante ist.)



3.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 18Beweis. für u < t muss gelten: E[e−rR(t)|Fu] = e−rR(u).Wir nehmen die linke Seite und zeigen, dass sie gleih der Rehten ist.
E[e−rR(t)|Fu] = E[e−rR(u)e−r(R(t)−R(u))|Fu] (3.13)Den bekannten Teil e−rR(u) können wir nun vorziehen, für R(t) setzen wirden Prozess x + t - Z(t) ein.

e−rR(u)
E[e−r(c(t−u)−(Z(t)−Z(u)))|Fu] (3.14)Den deterministishen Teil der Prozessdi�erenz e−r(c(t−u)) heben wir aber-mals heraus und verwenden die Eigenshaft des zusammengesetzten PoissonProzesses. S(t)-S(u) hat die geleihe Verteilung wie S(t-u), wobei S(t-u) un-abhängig von unserer Filtration Fu ist. Daraus ergibt sih Folgendes.

e−rR(u)e−rc(t−u)
E[e−r(Z(t−u))] (3.15)

E[e−r(Z(t−u))] ist nun die Momentenerzeugende Funktion eines Zusammenge-setzten Poissonporzesses und daraus folgt.
E[e−r(Z(t−u))] = eλ(t−u)(MX (r)−1) (3.16)Nun setzen wir alles zusammen und erhalten shlieÿlih:

E[e−rR(t)|Fu] = e−rR(u)e−rc(t−u)eλ(t−u)(MX (r)−1) (3.17)Daraus ist ersihtlih, dass wir ein Martingal erhalten wenn −rc(t − u) +
λ(t − u)(MX(r) − 1) = 0 gilt. Dies ist aber eine Anforderung an r, dass esdie Gleihung λ + cr = λMX(r) löst. Somit haben wir gezeigt, dass e−rR(t)ein Martingal ist.

2Zum Shluss dieses Kapitels wollen wir noh die Cramer Lundberg Ap-proximation vorstellen. Doh bevor wir diese anführen können, benötigen wireine Hilfsde�nition.



3.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 19De�nition 3.4. (mittlerer Shaden pro Zeiteinheit β)
1

t

Nt
∑

i=1

Xi
a.s
−→ β, t→ ∞ (3.18)Theorem 3.5. (Cramer-Lundberg Approximation)Für das klassishe Cramer Lundberg Model mit Prämienrate =1 gilt, dassfür x → ∞

ψ(x) ∼ Ce−rxwobei
C =

(1 − β)

(λM
′

X(r) − 1)
(3.19)Der Beweis hierfür ist in Kapitel 3 Theorem 5.3 in [Asmussen, 2000℄ zu�nden.



Kapitel 4Ruintheorie mit Investment
4.1 Das ModellDas folgende Kapitel folgern wir zu einem Groÿteil aus [Gai. Gra. Sh. 2003℄.Ausgehend vom klassishen Ruinprozess (siehe Kapitel 3) erweitern wir die-sen mit der Möglihkeit in eine Aktie oder einen Aktienindex zu investie-ren. Diese stohastishe Anlageform S(t) wird mit Hilfe der geomterishenBrown'shen Bewegung beshrieben:

dS(t) = S(t)(adt+ bdW (t)) (4.1)Wobei a,b ∈ R und W einer standard Brown'shen Bewegung folgt wel-he unabhängig vom laufenden Ruinprozess R ist. Weiters bezeihnen wirmit F = (Ft)t≥0 die von R und S generierte Filtration und Et[·] die Kurzformfür den bedingten Erwartungswert E[·|Ft].Nun können wir den neuen Ruinprozess, der als Summe aus dem klassishenRuinprozesses nah Cramer Lundberg und der Möglihkeit in eine Aktie odereinen Aktienindex zu investieren dargestellt wird, anshreiben.
Y (t, x,K) = x+ ct−

N(t)
∑

i=1

Xi + (
K

S
· S)(t) (4.2)oder anders

Y (t, x,K) = R(t, x) + (K ·Wa,b)(t) (4.3)Der Prozess K(t) beshreibt das Vermögen des Versiherungsunternehmenswelhes in Aktien investiert wird, daraus folgt, dass die restlihe Reserve



4.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 21Y(t)-K(t) in die Anleihe (welhe in unserem Modell keinen Zinns erhält) in-vestiert wird.
Wa,b(t) bezeihnet den Wiener Prozess Wa,b(t) = at + bW (t) mit dem Drifta und der Volatilität b. (K·Wa,b) bezeihnet das stohastishe Integral vondem Prozess K bezüglih dem Prozess Wa,b.4.2 RuinwahrsheinlihkeitWie shon im Teil der klassishen Ruintheorie ist auh hier eine der Kernfra-gen die Ruinwahrsheinlihkeit mit unendlihem Zeithorizont. Diese ändertsih in der De�niton nur durh die Erweiterung durh die Investmentstrate-gie.De�nition 4.1. (Ruinwahrsheinlihkeit)

ψ(x,K) := P[Y (t, x,K) < 0 für ein t ≥ 0] (4.4)Aus der De�niton geht hervor, dass die Ruinwahrsheinlihkeit von x,dem Startkapital, und K, der Investmentstrategie des Versiherungsunter-nehmens, abhängt. Weiters bezeihnen wir den Zeitpunkt des Ruins mit τ .Der Ruinzeitpunkt τ ist für den Prozess Y (t, x,K) eine Stoppzeit, das heiÿt,dass wir keine negative Reserve zulassen und dass es keine Rükkehrmöglih-keit aus dem Ruin gibt.De�nition 4.2. (Ruinzeitpunkt)
τ(x,K) := inf{t : Y (t, x,K) < 0} (4.5)K bestimmt den Anteil der Reserve, der investiert wird. Hierfür wollenwir aber niht alle Strategien erlauben und shränken daher die Menge allerzulässigen Strategien K mit folgender De�nition ein:De�nition 4.3. (Menge aktzeptabler Strategien)

K := {K = (K(t))t≥0 : K ist vorhersehbar und adaptiert an F und
P[

∫ t

0
K(s)2ds <∞] = 1 für alle t in [0,∞)}
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K ∈ K ist nötig und ausreihend für die Existenz des stohastishenIntegrals (K ·Wa,b). Weiters de�nieren wir:De�nition 4.4. (Optimale Strategie)

ψ∗(x) := inf
K∈K

ψ(x,K) (4.6)Wird das In�num von einer bestimmten Strategie K∗ erreiht, so nenntman diese die optimale Strategie bezüglih der Startreserve x.Nun de�nieren wir uns eine um 1 vershobene momentenerzeugenden Funk-tion von X, die ihre Nullstelle bei 0 hat und nennen diese h, mit h: R+ → R+.
h(r) = E[erX ] − 1 (4.7)Wie shon im Kapitel 3 über die klassishe Ruintheorie vorgestellt, ist dieRuinwahrsheinlihkeit ψ(x) des klassishen Prozesses mit e−νx beshränkt,wobei ν die positive Lösung von der Gleihung λh(r) = cr ist.Nun wollen wir versuhen eine ähnlihe Aussage über unseren neuen Pro-zess zu �nden. Da unser neuer Risikoprozess niht nur vom Startkapital x,sondern auh von der Veranlagungsstrategie K abhängt, werden wir eine Ab-shätzung für die, bis jetzt noh unbekannte, optimale Strategie K∗ suhen.Wir tre�en die Annahme, dass ein r∞ ∈ (0,∞] existiert, sodass h(r)<∞für r<r∞ und dass h(r)→ ∞ für r↑ r∞ gilt. Weiters ist die Funktion h wah-send, konvex und stetig auf [0,r∞)Wir werden zeigen, dass es ein r̂, mit 0<r̂<r∞ gibt, für das gilt:
ψ∗(x) ≤ e−r̂x (4.8)und weiters erfüllt dieses r̂ die Gleihung:

λh(r) = cr +
a2

2b2
(4.9)Damit werden wir, wie in der klassishen Ruintheorie, eine obere Shrankefür die Ruinwahrsheinlihkeit unseres neuen Ruinprozesses erhalten.



4.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 23Zum Beweis dieses Resultats de�nieren wir uns einen Prozess M. x,r∈ R+sind Konstanten, K eine �xe Strategie aus K und t die Zeit.
M(t, x,K, r) := e−rY (t,x,K) (4.10)Zuerst wollen wir zeigen, dass es für die Gleihung 4.9 eine eindeutige Lösunggröÿer 0 gibt.Theorem 4.5. Für x≥0 und a6=0,b6=0, existiert ein eindeutiges 0<r̂<r∞,das die Gleihung:

λh(r) = cr +
a2

2b2
(4.11)löst.Beweis. Der Beweis für diese Aussage ist o�ensihtlih, wenn wir uns dieBesha�enheit von h(r) ansehen. h(r) ist wahsend, konvex und stetig fürr∈[0,∞). Da für r=0 o�ensihtlih 0 < a2

2b2
und für r > rn, wobei rn ∈ R groÿgenug ist, λh(r) > cr+ a2

2b2
gilt, folgt aus der Stetigkeit, dass es ein r̂ gibt fürdas die Gleihung gilt.

2Nun wollen wir zeigen, dass der in Gleihung 4.10 de�nierte Prozess einMartingal ist. Zuerst setzen wir die Konstanten fest. Für r nehmen wir r̂ aus4.5 und für K de�nieren wir die StrategieDe�nition 4.6.
K̂ ≡

a

r̂b2
(4.12)Für diese Konstanten ist M(t, x, K̂, r̂) ein Martingal.Zunähst wollen wir ein Lemma angeben.Lemma 4.7. M(t, x, K̂, r̂) ist ein Martingal bezüglih F, wobei r̂ aus Theo-rem 4.5 und K̂ aus De�nition 4.6 zu nehmen ist.Beweis. Zuerst de�nieren wir uns eine Hilfsfuntion f, für die gilt:

f : R × [0,∞) → R f(K, r) := λh(r) − (Ka+ c)r + 1
2
K2b2r2Wenn wir nun r̂ und K̂ einsetzen, erhalten wir:
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f(r̂, K̂) = λh(r̂) − (K̂a+ c)r +

1

2
K̂2b2r̂2 (4.13)

=
a2

2b2
+ cr̂ − (

a

r̂b2
a+ c)r̂ +

1

2
(
a

r̂b2
)2b2r̂2 = 0 (4.14)Dieses Zwishenergebnis benötigen wir nun im nähsten Shritt

E[M(t, 0, K̂, r̂)] = E[e−r̂Y (t,x,K̂)] = E[exp{−r̂(ct−

N(t)
∑

i=1

Xi + K̂Wa,b(t))}](4.15)Hier verwenden wir nun, dass Wa,b(t) = at+ bW (t) ist und e−r̂(c+K̂a)t deter-ministish ist. Daraus ergibt sih weiters:
e−r̂(c+K̂a)tE[exp{r̂

N(t)
∑

i=1

Xi}]E[e−r̂K̂bW (t)] (4.16)
E[exp{r̂

N(t)
∑

i=1

Xi}] ist die Momentenerzeugende Funktion eines zusammenge-setzten Poissonprozesses. E[e−r̂K̂bW (t)] ergibt e( r̂2K̂2b2

2
)t. Dies bringt uns zumnähsten Shritt:

e−r̂(c+K̂a)teh(r̂)λte(
r̂2K̂2b2

2
)t (4.17)Nun nehmen wir das Ergebnis von (4.13) und sehen, dass der Ausdruk imExponent 0 ergibt und erhalten daher:

ef(K̂,r̂)t = e0t = 1 (4.18)Nahdem wir alle Vorbereitungen abgeshlossen haben, kommen wir nun zumeigentlihen Beweis der Martingaleigenshaft. Wir wissen, dass Y (t, x, K̂)stationäre unabhängige Zuwähse hat und können für 0 ≤ t ≤ T anshreiben:
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Et[M(T, x, K̂, r̂)] = Et[e

−r̂Y (T,x,K̂)] (4.19)Nun erweitern wir um den Term e−r̂Y (t,x,K̂):
e−r̂Y (t,x,K̂)

Et[e
−r̂(Y (T,x,K̂)−Y (t,x,K̂))] (4.20)Aufgrund der unabhängigen Zuwähse können wir die Zeit vershieben underhalten:

e−r̂Y (t,x,K̂)
Et[e

−r̂(Y (T−t,x,K̂)−Y (0,x,K̂))] (4.21)Da Y (0, x, K̂) gleih x, das Startkapital, ist, können wir weiter vereinfahen:
e−r̂Y (t,x,K̂)

E[e−r̂Y (T−t,0,K̂)] (4.22)Für E[e−r̂Y (T−t,0,K̂)] wissen wir shon, dass es 1 ist und bekommen als Resul-tat:
e−r̂Y (t,x,K̂) = M(t, x, K̂, r̂) (4.23)Damit sind wir fertig und haben die Martingaleigenshaft für unseren Prozess

M(t, x, K̂, r̂) gezeigt.
2Neben der Martingaleigenshaft des Prozesses M(t, x, K̂, r̂) haben wirgezeigt, dass für jedes r ∈ [0, r̂) zwei konstante Prozesse K1,2 aus K existierenfür die M(t, x,K1,2, r) ein Martingal ist. Die Prozesse K1,2 ergeben sih ausder Lösung der eingeführten Hilfsfunktion f(r,K). Da es diese Funktion zuannulieren gilt, genügt es die Funktion f(r,K) für ein �xes r nah K aufzulösenund man erhält 2 konstante Prozesse der Form:

K1,2(r) =
a

b2r
±

√

∆(r) (4.24)
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∆(r) :=

2

b2r2

(

a2

2b2
+ cr − λh(r)

)

≥ 0 für r ≤ r̂ (4.25)gilt.O�ensihtlih gilt für r = r̂ dass ∆r̂ = 0 und somit K1(r̂) = K2(r̂) = K̂ist.Von nun an werden wir unsere Prozesse zum Zeitpunkt des Ruins stoppen,um dies zu zeigen de�nieren wir:
M̃(t, x,K, r) := M(t ∧ τ(x,K), x,K, r)und
Ỹ (t, x,K) := Y (t ∧ τ(x,K), x,K)Wie shon weiter oben de�niert ist auh hier t ∧ τ(x,K) := min(t, τ(x,K)).Nun wollen wir ein Zentrales Theorem der Ruintheorie für unseren erwei-terten Ruinprozess anführen und beweisen.Theorem 4.8. Für a6=0 und b6=0 und der konstanten Investmentstrategie

K̂(t) ≡ a
r̂b2

kann man die Ruinwahrsheinlihkeit unseres Prozesses Y(t,x,K̂)beshränken mit:
ψ(x, K̂) ≤ e−r̂x (4.26)wobei x∈ R+ beliebig ist.Beweis. Für den Beweis verwenden wir, dass M(t,x,K̂, r̂) ein Martingal be-züglih der Filtration F ist. Aus dem Optional Stopping Theorem geht her-vor, dass auh der gestoppte Prozess M̃(t,x,K̂, r̂) ein Martingal bezüglih derFiltration F ist.Für ein t≥0 gilt:

e−r̂x = M̃(0, x, K̂, r̂) (4.27)Mit der Martingaleigenshaft folgt weiter,
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E[M̃(t, x, K̂, r̂)] = e−r̂x (4.28)Jetzt können wir unseren Prozess in 2 Teile aufteilen und zwar für t ≤ τ(x, K̂)und t > τ(x, K̂)

E[M̃(τ(x, K̂), x, K̂, r̂)χ{τ(x,K̂)<t}] + E[M̃(t, x, K̂, r̂)χ{t≤τ(x,K̂)}] (4.29)Wir wissen, dass der Prozess M̃ und χA die Indikatorfunktion von A niht ne-gative Funktionen sind daher können wir e−r̂x nah unten abshätzen, indemwir den 2 Teil, also +E[M̃(t, x, K̂, r̂)χ{t≤τ(x,K̂)}] weglassen. Somit erhaltenwir:
e−r̂x ≥ E[M̃(τ(x, K̂), x, K̂, r̂)χ{τ(x,K̂)<t}] (4.30)Wir betrahten nun die untere Shranke und lassen t gegen ∞ laufen, dannerhalten wir aufgrund der Monotonie der Konvergenz:

lim
t→∞

E[M̃(τ(x, K̂), x, K̂, r̂)χ{τ(x,K̂)<t}] = E[M̃(τ(x, K̂), x, K̂, r̂)χ{τ(x,K̂)<∞}](4.31)Da der Erwartungswert der Indikatorfunktion gleih der Eintrittswahrshein-lihkeit der Indikatormenge ist, können wir diese aus dem Erwartungswertherausziehen und bedingen auf ihren Eintritt.
e−r̂x ≥ E[M̃(τ(x, K̂), x, K̂, r̂)|τ(x, K̂) <∞]P[τ(x, K̂) <∞] (4.32)Da P[τ(x, K̂) < ∞] genau die Ruinwahrsheinlihkeit ψ(x, K̂) ist, kommenwir durh umformen auf die Form:

ψ(x, K̂) = P [τ(x, K̂) <∞] ≤
e−r̂x

E[M̃(τ(x, K̂), x, K̂, r̂)|τ(x, K̂) <∞]
(4.33)



4.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 28Nun sind wir fast fertig, es bleibt noh zu zeigen, dass M̃(τ(x, K̂), x, K̂, r̂) auf
{τ(x, K̂)} immer gröÿer als 1 ist. Wenn man sih die Bauart von M̃ ansiehterkennt man shnell, dass auf {τ(x, K̂) <∞} Ỹ immer negativ ist, somit ist
−r̂Ỹ immer positiv und e−r̂Ỹ immer gröÿer als 1.Damit sind wir fertig und haben die Ungleihung gezeigt.

2Somit haben wir gezeigt, dass die Ruinwahrsheinlihkeit des um eine In-vestmentmöglihkeit erweiterte Ruinprozesses mit Hilfe einer abgewandeltenForm der Lundbergungleihung beshränkt werden kann.Um Verwehslungen zu vermeiden nennen wir den Lundbergkoe�zienten desklassishen Ruinprozess ν.Im klassishen Modell ist der Lundbergkoe�zient die Lösung der Gleihung:
h(r) = c

λ
rIn unserem Modell mit Investment ist der Lundbergkoe�zient die Lösungder Gleihung:

h(r) =
c

λ
r +

a2

2λb2
(4.34)Der Untershied liegt o�ensihtlih am niht negativen Term a2

2λb2
der rehtenSeite. Aufgrund der Eigenshaft von h(r), strikt positiv und monoton wah-send in r, gilt, dass der Lundberkoe�zient des um eine Investmentmöglihkeiterweiterten Prozesses r̂ siher gröÿer gleih des klassishen Lundbergkoe�zi-enten ν ist.Damit haben wir gezeigt, dass sih die asymptotishe Ruinwahrsheinlih-keit eines Versiherungsunternehmens stärker beshränken lässt, wenn manihr gestattet zu investieren.Zuletzt noh eine Anmerkung bezüglih der Vorraussetzung c > λE[X1] vondem klassishen Ruinprozess. Im klassishen Modell benötigt man diese Vor-raussetzung um eine positive Lösung der Lundberggleihung zu erhalten. Inunserem neuen Modell ist dies niht mehr der Fall und man bekommt, solange

a 6= 0 gilt, immer eine positive Lösung r̂.



4.3. ASYMPTOTISCHE OPTIMALITÄT 294.3 Asymptotishe OptimalitätDiesen Teil der Arbeit, widmen wir der asymptotishen Optimalität von r̂bezüglih aller K ∈ K.De�nition 4.9. In diesem Abshnitt benötigen wir den linksseitigen Grenz-wert. Dafür de�nieren wir, für s < t, die Kurzshreibweise:
lim
s→t

s = t−Zunähst brauhen wir eine hilfreihe De�nition bezüglih der Vertei-lungsenden.De�nition 4.10. (gleihmäÿiges exponentielles Moment) Gegeben ist 0 < r<∞. Wir sagen, dass X ein gleihmäÿiges exponentielles Moment am Ver-teilungsende besitzt, wenn gilt:
sup
y≥0

E[e−r(y−X)|X > y] <∞ (4.35)Von nun an setzen wir bei unseren Shäden Xi ein gleihmäÿiges expo-nentielles Moment in den Enden für r̂ vorraus, um uns einige Shritte inden folgenden Beweisen zu erleihtern. Es ist auh möglih dies ohne dieserEinshränkung zu mahen, nahzulesen im Appendix B von [Gai. Gra. Sh.2003℄.Unter der De�nition 4.10 können wir nun folgendes Theorem beweisen.Theorem 4.11. Für Xi mit gleihmäÿigen exponentiellen Moment in denEnden für r̂ und K ∈ K, ist der Prozess M̃(t, x,K, r̂) ein gleihmäÿig inte-grierbares Submartingal.Beweis. Für den Beginn nehmen wir uns Îtos Lemma her und verwendenes für unseren Prozess M(t, x,K, r) wobei K ∈ K und r ∈ R+ gilt.
dM(t, x,K, r)

M(t−, x,K, r)
=

(−(c +K(t)a)r +
1

2
r2b2K(t)2)dt− rbK(t)dW (t) + (erXN(t) − 1)dN(t)(4.36)



4.3. ASYMPTOTISCHE OPTIMALITÄT 30Dies können wir umshreiben indem wir innerhalb der Klammer mit λh(r)erweitern und dies mit λE[erXN(t) − 1]dt ausgleihen dadurh erhalten wir
dM(t, x,K, r)

M(t−, x,K, r)
= (−(c+K(t)a)r +

1

2
r2b2K(t)2 + λ

h(r))dt− rbK(t)dW (t) + (erXN(t) − 1)dN(t) − λE[erXN(t) − 1]dt

(4.37)Nun haben wir in der Klammer unsere bekannte Funktion f(K(t),r) stehenund bekommen daher:
dM(t, x,K, r)

M(t−, x,K, r)
= f(K(t), r)dt−rbK(t)dW (t)+(erXN(t)−1)dN(t)−λE[erXN(t)−1]dt(4.38)Aufgrund der dadurh erhaltenen Gleihung können wir nah De�nition2.19 von der Di�erentialgleihungsdarstellung in die Integralsgleihung über-gehen. Wir benützen dafür jedoh niht M(t,x,K,r) sondern den gestopp-ten Prozess M̃(t, x,K, r̂), dies stört niht, da wir unsere Integrale niht mitt sondern mit t ∧ τ beshränken. Zuvor bringen wir natürlih den Term

M(t−, x,K, r̂) wieder auf die rehte Seite und das aus der De�nition 2.19bekannte X0 wird zu M̃(0, x,K, r̂ und kommt auf die linke Seite. Damiterhalten wir nun folgende Darstellung.
M̃(t, x,K, r̂) − M̃(0, x,K, r̂) =

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)f(K(s), r̂)ds (4.39)
−rb

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)K(s)dW (s) (4.40)
+

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)(er̂XN(s) − 1)dN(s) (4.41)
−E[er̂X − 1]

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)λds (4.42)Da der Prozess K ∈ K integrierbar bezüglih der Brown'shen Bewegung istund 0 ≤ M(s−, x, K̂, r̂) ≤ 1 für 0 ≤ s ≤ τ gilt, ist das stohastishe Integral
t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)K(s)dW (s) ein lokales Martingal.
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0

M(s−, x,K, r̂)(er̂XN(s)−1)dN(s) und−E[er̂X−1]
t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)λdskann man zeigen, dass die Di�erenz der beiden Prozesse ein Martingal ist,nahzulesen in [Gai. Gra. Sh. 2003℄.Bleibt nur noh t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)f(K(s), r̂)ds übrig. Um dies abzushät-zen verwenden wir die De�nitionen aus 4.9 nämlih λh(r) = a2

2b2
+ cr̂ und

K̂ ≡ a
r̂b2
. Setzen wir diese De�nitionen in f(K,r̂) ein, erhalten wir:

f(K, r̂) = −cr̂ +Kar̂ +
1

2

2

b2K2 +
a2

2b2
+ cr̂ (4.43)Die Terme cr̂ fallen weg, für a2

2b2
können wir auh 1

2
r̂2b2K̂2 und statt Kar̂können wir r̂2b2KK̂ shreiben. Dadurh erhalten wir:

1

2
r̂2b2(K2 − 2KK̂ + K̂2) (4.44)Dies können wir zusammenfassen als:

f(K, r̂) =
1

2
r̂2b2(K − K̂)2 ≥ 0 (4.45)Daraus folgt für alle 0 ≤ t ≤ T , dass das Integral

T∧τ
∫

t∧τ

M(s−, x,K, r̂)f(K(s), r̂)ds (4.46)niht negativ ist!Betrahten wir nun wieder unseren gestoppten Prozess M̃(t, x,K, r̂):
M̃(t, x,K, r̂) = M̃(0, x,K, r̂) +

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)f(K(s), r̂)ds− (4.47)
−rb

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)K(s)dW (s) (4.48)
+

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)(er̂XN(s) − 1)dN(s) (4.49)
−E[er̂X − 1]

t∧τ
∫

0

M(s−, x,K, r̂)λds (4.50)



4.3. ASYMPTOTISCHE OPTIMALITÄT 32Setzen wir nun unsere Abshätzungen ein, wobei Ko für Konstante steht,erhalten wir:
M̃(t, x,K, r̂) = (Ko)+(lokalesSubmartingal)+(lokalesMartingal) (4.51)Damit haben wir gezeigt, dass M̃(t, x,K, r̂) ein lokales Submartingal ist.Um nun weiters zeigen zu können, dass M̃(t, x,K, r̂) ein ehtes Submartingalund gleihmäÿig integrierbar ist, benötigen wir wieder die De�nition 4.10 alsVorraussetzung.
M̃∗ ist das Supremum über alle Zeiptunkte des Prozesses |M̃(t)|.

M̃∗ = sup
t≥0

|M̃(t)| (4.52)Daraus können wir folgern:
E[M̃∗] ≤ E[M̃ (τ, x,K, r̂)|τ <∞] (4.53)Dies können wir damit abshätzen indem wir darauf bedingen dass Y(τ -) >0 ist. Dies bedeutet, dass der Ruin niht durh die Brown'she Bewegung,sondern durh einen Sprung, in unserem Fall einen Shaden, einsetzt.

E[M̃(τ, x,K, r̂)|τ <∞] ≤ E[M̃(τ, x,K, r̂)|τ <∞, Y (τ−) > 0] (4.54)Die erste Abshätzung folgt aus der Besha�enheit von M̃(t, x,K, r). M̃(τ, x,K, r̂)ist genau 1 wenn der Ruin durh die Brown'she Bewegung eintritt, also auf
{τ <∞, Y (τ−) = 0}, dies erfolgt aus der Stetigkeit der Brown'shen Bewe-gung. Folglih gilt M̃(τ, x,K, r̂) ≥ 1 auf {τ <∞, Y (τ−) > 0}, falls der Ruindurh einen Sprung entsteht.Nun führen wir die gemishte Wahrsheinlhkeitsverteilung von τ und Y (τ−)bedingt auf das Ereignis, dass der Ruin eintritt und dass er durh einenSprung eintritt, ein. Zur einfaheren Shreibweise de�nieren wir τ = t und
Y (τ−) = y. Ein Shaden hat die Verteilungsfunktion dF (z)

∞
∫

y

dF (u)
(für z > y).Daraus können wir nun folgern:
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E[M̃∗] ≤ E[M̃(τ, x,K, r̂)|τ <∞, Y (τ−) > 0] (4.55)Dies ist shon aus obigem Teil bekannt. Dafür setzen wir nun die Integral-shreibweise ein.

∞
∫

0

∞
∫

0

H(dt, dy)

∞
∫

y

e−r̂(y−z)
dF (z)

∞
∫

y

dF (u)

(4.56)Dies können wir damit abshätzen, indem wir das Supremum aller y heran-ziehen und erhalten:
≤ (sup

y≥0

∞
∫

y

e−r̂(y−z)
dF (z)

∞
∫

y

dF (u)

)

∞
∫

0

∞
∫

0

H(dt, dy) (4.57)Das Doppelintegral über die gemishte Wahrsheinlihkeitsverteilung ist 1.Weiters erhalten wir den shon aus De�nition 4.10 bekannten Ausdruk undwir erhalten als Resultat:
sup
y≥0

∞
∫

y

e−r̂(y−z)
dF (z)

∞
∫

y

dF (u)

<∞ (4.58)Wir können nun Aufgrund des Satz von der majorisierten Konvergenz daraufshlieÿen, dass M̃ ein gleimäÿig integrierbares Submartingal ist.
2Das folgende Lemma gibt uns eine Aussage über die möglihen Ausgängeunseres Ruinprozesses. Zum einen gibt es die Möglihkeit, dass Ruin ein-tritt, zum anderen, und das ist hier entsheidend, wollen wir zeigen, wennkein Ruin eintritt, der Ruinprozess gegen unendlih strebt. Für ein Versihe-rungsunternehmen bedeutet das, dass man entweder ruiniert oder unendlihreih sein wird.



4.3. ASYMPTOTISCHE OPTIMALITÄT 34Lemma 4.12. Hat X ein gleihmäÿiges exponentielles Moment in den Endenfür r̂, dann gilt für K ∈ K und x ∈ R+, dass der gestoppte Reserveprozess
Ỹ (t, x,K))t≥0 auf {τ = ∞} fast siher gegen unendlih konvergiert für t →
∞. Anders ausgedrükt entweder Ruin tritt ein oder der Versiherer wirdunendlih reih.Beweis. Aus dem Theorem 4.11 wissen wir, dass der Prozess M̃(t, x,K, r̂)ein gleihmäÿig integrierbares Submartingal ist. Wenden wir Doob's Super-martingal Konvergenztheorem auf -M̃ an ( siehe dafür [Ro. Wil. 1994℄), er-halten wir, dass lim

t→∞
M̃(t, x,K, r̂) fast siher existiert. Dadurh erhalten wirauh eine Konvergenzaussage über den gestoppten Reserveprozess Ỹ (t, x,K),nämlih, dass auh er für t→ ∞ konvergiert.Aus den oberen Aussagen muss es ein d > 0 geben für das P[X > d] > 0 gilt.Wir de�nieren jene Ereignisse En := {Xn > d} daher folgt P[Ec

n] < 1 unddie Eregnisse {Ej ]∞j=1 sind unabhängig voneinander. Nun können wir weiterfolgern:
P[

∞
⋃

k=1

⋂

n≥k

Ec
n] = lim

k→∞
P[

⋂

n≥k

Ec
n] = lim

k→∞

∏

n≥k

P[Ec
n] = 0 (4.59)Weiters können wir die Umkehrung ansehen und erhalten P[

∞
⋂

k=1

⋃

n≥k

En] = 1.Anders ausgedrükt, Sprünge der Höhe d bzw. noh höher kommen unend-lih oft vor.Weiters wissen wir, dass das stohastishe Integral K ·Wa,b stetig ist. Da-her können wir weiters folgern, dass das stohastishe Integral die unendihvielen Sprünge gröÿer d niht kompensieren kann! Daraus können wir weiterfolgern, dass die Wahrsheinlihkeit, dass der Reserveprozess, zum Zeitpunktdes Ruins, gegen einen Wert ungleih 0 konvergiert, gleih 0 ist. Damit sindwir fertig und haben den Beweis erbraht.
2Mit dem Lemma 4.12 und dem Theorem 4.11 können wir nun folgendesTheorem zeigen.Theorem 4.13. Besitzt X ein gleihmäÿiges exponentielles Moment in derEndverteilung für r̂, dann gilt für die Ruinwahrsheinlihkeit, für jede zuge-lassene Strategie K ∈ K, folgende Abshätzung:
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ψ(x,K) ≥ Ce−r̂xwobei

C = inf
y≥0

∞
∫

y

dF (u)

∞
∫

y

e−r̂(y−z)dF (z)

=
1

sup
y≥0

E[e−r̂(y−X)|X > y]
> 0 (4.60)gilt.Beweis. Wir wissen, dass M̃(t, x,K, r̂) ein gleihmäÿig integrierbares Sub-martingal ist. Daher können wir nah Doob's optional sampling theoremfolgendes anshreiben (mit τ als Stoppzeit):

M̃(0, x,K, r̂) = e−r̂x ≤ E[M̃ (τ, x,K, r̂)] (4.61)Nun können wir wie in Theorem 4.8 vorgehen, jedoh mit dem Zusatz, dasswir auh auf Lemma 4.12 zurükgreifen.
E[M̃(τ, x, ,K, r̂)] = E[M̃(τ, x, ,K, r̂)|τ <∞]P[τ <∞] (4.62)

+E[ lim
t→∞

M̃(t, x, ,K, r̂)|τ = ∞]P[τ = ∞] (4.63)Jetzt können wir den zweiten Term, E[ lim
t→∞

M̃(t, x, ,K, r̂)|τ = ∞]P[τ = ∞]weglassen,da wir in Lemma 4.12 shon gezeigt haben, dass der Limes auf dieser Mengegleih 0 ist!
E[M̃ (τ, x, ,K, r̂)] = E[M̃(τ, x, ,K, r̂)|τ <∞]P[τ <∞] (4.64)Dies setzen wir nun in die Anfangsungleihung ein und erhalten:

e−r̂x ≤ E[M̃ (τ, x, ,K, r̂)|τ <∞]P[τ <∞] (4.65)Für P [τ <∞] shreiben wir ψ(x,K) und bringen den Term E[M̃(τ, x, ,K, r̂)|τ <
∞] auf die andere Seite.



4.3. ASYMPTOTISCHE OPTIMALITÄT 36
ψ(x,K) ≥ e−r̂x

1

E[M̃(τ, x, ,K, r̂)|τ <∞]
(4.66)Am Shluss verwenden wir noh eine Abshätzung aus Theorem 4.11, nämlih

E[M̃ (τ, x, ,K, r̂)|τ <∞] ≤ inf
y≥0

∞
∫

y

dF (u)

∞
∫

y

e−r̂(y−z)dF (z)
und erhalten shlieÿlih:

ψ(x,K) ≥ Ce−r̂x (4.67)
2Damit haben wir gezeigt, dass r̂ für alle K ∈ K asymptotish optimal ist.Weiters ist Gleihung 4.67 für K ≡ 0 die bekannte untere Shranke der Ruin-wahrsheinlihkeit des klassishen Ruinprozesses, nahzulesen in [Asmussen,2000℄



Kapitel 5Periodishe Ruintheorie mitInvestment
5.1 ModellerweiterungDas typishe Sahversiherungsjahr verläuft natürlih niht immer gleih,man bedenke Witterungsverhältnisse, die gewisse Branhen stark beein�us-sen. Daher ergibt sih der Ansatz, dass man diese unterjährigen Untershiedeperiodish annimmt.Ausgehend vom vorherigen Kapitel erweitern wir unser Modell mit der Ei-genshaft, dass wir nun sämtlihe Daten periodish zulassen. Basierend aufdem Paper von [Köt,Bäu 2007℄ werden wir ähnlihe Ergebnisse wie in Kapitel4 zeigen, weiters werden wir der Einfahheit wegen unsere Notation an jenesPaper anpassen.Die Prämienrate zum Zeiptunkt t de�nieren wir als strikt positive Funktionmit Periode T :=(t) und de�nieren weiters, dass für jedes t≥ 0 (t)=(t+T)gilt.
λ := λ(t) de�nieren wir als niht negative Funktion mit Periode T.Der Shadensankunftsprozess N(t) ist ein Poissonprozess mit einem deter-ministishen Intensitäten Prozess {λ(t), t ≥ 0}.Für einen Shaden Xi der zum Zeitpunkt t eintritt, existiert eine Vertei-lungsfunktion Ft. Wir de�nieren weiters mit µFt

den Erwartungswert von Ft.Auh Ft ist eine Funktion mit Periode T, daher gilt auh für sie Ft = Ft+T



5.1. MODELLERWEITERUNG 38für alle t ≥ 0.Für die Investmentstrategie gilt nun auh, dass sie periodish ist. Um einenUntershied zu unseren herkömmlihen Strategien zu mahen benennen wirsie nun mit α := {αt, t ≥ 0}. αt hat wie auh die Funktionen zuvor diePeriode T. Weiters verlangen wir, dass T
∫

0

α2
sds endlih ist und fassen alleStrategien, die dies erfüllen mit A zusammen.Als minimaleVorraussetzungen an unsere Funktionen benötigen wir die Mess-barkeit bezüglih t.Mit der Anwendung der Zeittransformation T(t):=∫ t

0
c
cs
ds können wir ohneBeshränkung der Allgemeinheit unsere Prämienrate konstant setzen, näm-lih ct ≡ c, für  ∈ R. Dies ist für uns insofern ausreihend, da wir ausshlieÿ-lih an der Ruinwahrsheinlihkeit unseres Ruinprozess interessiert sind.Nun können wir wieder unseren Ruinprozess zusammenbauen. Wie shonin Kapitel 4 setzt er sih aus dem Startkapital x, der bisher eingenommenenPrämien t, den bisher gezahlten Shäden N(t)

∑

i=0

Xi und der Investition, darge-stellt als stohastishe Di�erentialgleihung mit der Strategie α, zusammen.De�nition 5.1. (periodisher Ruinprozess mit Investment)
Y (t, x, α) = x+ ct−

N(t)
∑

i=0

Xi + a

t
∫

0

αsds+ b

t
∫

0

αsdWs (5.1)Da wir wie in Kapitel 2.1 vorgehen wollen, benötigen wir auh die Hilfs-funktion h. Auh werden wir hier die De�nition unserer Ruinwarhsheinlih-keit psi(x, α) = P[Y (t, x, α) < 0 für ein t ≥ 0℄ benötigen.Weiter wollen wir nur solhe Strategien zulassen, welhe niht automatishzum Ruin führen. Um dies darzustellen besteht unsere Menge A aus jenenStrategie für die die erwartete Di�erenz aus Einkommen und Ausgaben grö-ÿer als 0 ist. Allgemein de�niert:De�nition 5.2. erlaubte StrategienFür alle α ∈ A gilt:
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c+

a

T

T
∫

0

αsds−
1

T

T
∫

0

λsµFs
ds > 0 (5.2)Auh hier suhen wir wieder den Anpassungskoe�zienten r̂α sodass füreine �xe Strategie α und ǫ > 0 folgendes gilt:

lim
x→∞

ψ(x, α)e(r̂α−ǫ)x = 0 (5.3)
lim
x→∞

ψ(x, α)e(r̂α+ǫ)x = ∞ (5.4)Wobei wir mit r̂α den Anpassungskoe�zienten in Abhängigkeit der �xenStrategie α meinen.Wie in den vorrangegangenen Kapiteln gehen wir auh diesmal wieder einerMartingal-Methode nah um eine obere Shranke für die Ruinwahrshein-lihkeit zu erhalten.Zunähst bauen wir uns, ähnlih wie in Kapitel 4, einen Prozess auf, deruns einiges vereinfaht.
Mα

t :=
exp(−rY (t, x, α))

exp(
t
∫

0

λshs(r) + 1
2
r2b2α2

s − r(c+ aαs)ds)

(5.5)Wobei α ∈ A und x,r≥0 �xe Konstanten sind.Auh für diesen Prozess de�nieren wir eine zum Zeitpunkt des Ruins ge-stoppte Version:
M̃α := M̃α

t∧τα (5.6)Wobei mit τα die Stoppzeit zum dazugehörigen Prozess Y(t,x,α) gemeint ist.Nun führen wir ein Theorem an, dass unser Prozess M̃α ein Martingal ist.Der Beweis dafür ist in [Köt,Bäu 2007℄ im Appendix A nahzulesen.Theorem 5.3. Für α in A und �xe x,r ≥ 0, ist der Prozess:
M̃α

tein Martingal bezüglih F.Wobei hier F wieder die von R und Wa,b erzeugte Filtration ist. Den Be-weis für dieses Theorem ist in [Köt,Bäu 2007℄ zu �nden.Nun kommen wir zu einem wesentlihen Teil dieses Kapitels.



5.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 405.2 RuinwahrsheinlihkeitTheorem 5.4. Für α ∈ A und r > 0 exisitiert eine Shranke für die Ruin-wahrsheinlihkeit:
ψ(x, α) ≤ C(α, r)e−rxfür alle positiven x und

C(α, r) := sup
t≥0

exp(

t
∫

0

λshs(r) +
1

2
r2b2α2

s − r(c+ aαs)ds). (5.7)Beweis. Wir de�nieren τ := τα wieder als Zeitpinkt des Ruins unter derStrategie α. Weiters wissen wir, dass M̃α
t ein Martingal ist, daher können wiranshreiben:

e−rx = M̃α
0 = Ex[M̃

α
t χτ≤t] + Ex[M̃

α
t χτ>t] (5.8)Dies können wir nun nah unten abshätzen indem wir den zweiten Teil,nämlih Ex[M̃

α
t χτ>t], weglassen. Weiters ziehen wir die Indikatorfunktion ausdem Erwartungswert heraus und erhalten dadurh:

≥ Ex[M̃
α
τ |τ ≤ t]Px(τ ≤ t) (5.9)Der nähste Shritt ist rein tehnisher Natur. Wir wissen, dass der Erwar-tungswert Ex[M̃

α
τ ] auf der Menge {τ ≤ t} gröÿer gleih 1 ist. Daher habenwir für Ex[M̃

α
τ |τ ≤ t] mit 1 eine untere Shranke. Für den Divisor nehmenwir einfah das Supremum über alle möglihen Zeitpunkte. Damit könnenwir weiter nah unten abshätzen und erhalten:

Px(τ ≤ t)

sup
0≤v≤t

exp(
v
∫

0

λshs(r) + 1
2
r2b2α2

s − r(c+ aαs)ds)

(5.10)Durh Umformen erhalten wir shon fast unser gewünshtes Resultat
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Px(τ ≤ t) ≤ C(α, r)e−rx (5.11)Zuletzt lassen wir noh t gegen ∞ laufen und sind fertig.
ψ(x, α) ≤ C(α, r)e−rx (5.12)

2Nun wollen wir uns noheinmal die Besha�enheit von C(α, r) ansehen.Um eine brauhbare Shranke für ψ(x, α) zu erhalten, fordern wir, dassC(α, r) endlih ist! Zur Vereinfahung de�nieren wir:
θ(r) :=

T
∫

0

λshs(r) +
1

2
r2b2α2

s − r(c+ aαs)ds (5.13)Da T die Periodendauer ist, ist es für die Endlihkeit von C(α, r) hinreihend
eθ(r) ≤ 1 zu fordern. Aus eθ(r) ≤ 1 folgt θ(r) ≤ 0 und daher auh C(α, r) <∞.Aus diesen Argumenten heraus de�nieren wir nun den Anpassungskoe�zien-ten r̂(α).De�nition 5.5. Für α ∈ A de�nieren wir:

r̂(α) := sup(r > 0|θ(r) ≤ 0) (5.14)Wir nennen dies Anpassungskoe�zient bezüglih der Investmentstrategie α.Betrahten wir die Besha�enheit von θ(r) so sehen wir leiht, dass sieeine Konvexe Funktion mit θ(0) = 0 ist. Weiters gilt:
θ
′

(r) =

T
∫

0

λsh
′

s(r) + rb2α2
s − (c+ aαs)ds (5.15)



5.2. RUINWAHRSCHEINLICHKEIT 42Dadurh gilt θ′

(0) = −T (c + a
T

T
∫

0

αsds −
1
T

T
∫

0

λsµFs
ds), der Ausdruk in derKlammer ist aus der De�nition 5.2 und somit ist θ′

(0) strikt negativ. Daherexistiert für θ(r) = 0 eine Lösung r̂(α) und sie ist eindeutig!Nun können wir unsere obere Shranke für die Ruinwahrsheinlihkeit all-gemein Anshreiben:Theorem 5.6. Für α ∈ A und r ≤ r̂(α) gilt:
ψ(x, α) ≤ C(α, x)e−rx (5.16)wobei

C(x, r) = sup
0≤t≤T

exp(

t
∫

0

λshs(r) +
1

2
r2b2α2

s − r(c+ aαs)ds) <∞ (5.17)Dies gilt für alle x ≥ 0.Den Beweis ersparen wir uns hier, da er aus der Herleitung hervorgeht.Weiters gilt für r>0:
λtht(r)+

1

2
r2b2α2

t −r(c+aαt) = λtht(r)+
r2b2

2
(αt−

a

rb2
)2−(rc+

a2

2b2
) (5.18)Daraus folgt dass r̂(α) die strikt positive Lösung der Gleihung

T
∫

0

λtht(r) +
r2b2

2
(αt −

a

rb2
)2 − (rc+

a2

2b2
)dt = 0 (5.19)ist. Daraus motivieren wir die konstante Investmentstrategie α(r).De�nition 5.7. (konstante Investmentstratgie)

α
(r)
t ≡ a

rb2



5.3. DIE OPTIMALE INVESTMENTSTRATEGIE 43Diese in Gleihung 5.19 eingesetzt ergibt nun die neue Gleihung:
T

∫

0

λtht(r) − (rc+
a2

2b2
)dt =

T
∫

0

λtht(r)dt− (rc+
a2

2b2
)T = 0 (5.20)Aufgrund unserer Vorraussetzungen existiert die Lösung R und sie ist ein-deutig, solange der Driftparameter der Investmentmöglihkeit niht gleih 0ist. Ist a jedoh 0, so existiert die Lösung R, wenn für die Prämienrate  >

1
T

T
∫

0

λsµBs
ds gilt.Nun können wir wiederum für die konstante Investmentstrategie unser shonbekanntes Theorem formulieren:Theorem 5.8. Für R, wobei R die Lösung der Gleihung 5.19 ist, und diekonstante Strategie α(R), wobei α(R)

t ≡ a
rb2

ist, gilt:
ψ(x, α(R)) ≤ C(α(R), R)e−Rx (5.21)wobei

C(α(R), R) <∞Dies gilt für alle x ≥ 0.5.3 Die optimale InvestmentstrategieNun wollen wir uns mehr der Investmentstrategie widmen. Zunähst fordernwir, dass sämtlihe Strategieprozesse vorhersehbar bezüglih der Filtration
F sind. Weiters verlangen wir für alle möglihen Stratgien α ∈ A, dass dasIntegral t

∫

0

α2
sds endlih ist für alle t ≥ 0. Diese Bedingung benötigen wirfür die Existenz des stohastishen Integrals t

∫

0

αsdWs. Wir fassen nun alleStrategien die diese Anforderungen erfüllen i A∗ zusammen.Ziel ist es, ein R>0 und eine Strategie α∗ ∈ A∗ zu �nden, sodass für alle
α ∈ A∗ und alle ǫ > 0:

lim
x→∞

ψ(x, α∗)e(R−ǫ)x = 0 (5.22)
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lim
x→∞

ψ(x, α)e(R+ǫ)x = ∞ (5.23)gilt.R nennen wir dann optimaler Anpassungkoe�zient und α∗ die dazugehörigeoptimale Investmentstrategie. Der Beweis folgt ähnlih dem aus Kapitel 4.3.Wie auh in Kapitel 4.3 benötigen wir eine Zusatzforderung an die Shadens-verteilung, die uns einiges erleihtert! Zur Erinnerung die Zufallsvariable Xthat die Verteilung Ft für t ∈ [0, T ). Nun setzen wir, gleih wie in Kapitel 4.3,voraus dass für Xt:De�nition 5.9. gleihmäÿiges exponentielles Moment
sup

0≤t≤T,y>0
E[e−R(y−Xt)|Xt > y] <∞gilt. Weiters wissen wir aus Theorem 5.3, dass M̃α ein Martingal bezüglihder Filtration F, für alle r,x >0 und α ∈ A ist. Setzen wir nun R und α(R) ∈ Aein, bekommen wir abermals ein Martingal mit:

Mα(R)

t =
exp(−RY α(R)

t )

exp(
t
∫

0

λshs(R)ds− (Rc+ a2

2b2
)t)

(5.24)Nun wollen wir eine beliebige Strategie α ∈ A∗ wählen und erhalten, ähnlihwie in Kapitel 4.3 folgendes Resultat:De�nition 5.10. Mit den Vorausetzungen R>0, R ist Lösung von 5.20 undDe�nition 5.9 ist erfüllt, erhalten wir für α ∈ A∗ den Prozess:
M

∗,α
t =

exp(−RY α
t )

exp(
t
∫

0

λshs(R)ds− (Rc+ a2

2b2
)t)

(5.25)Für den Prozess M∗,α
t de�nieren wir die gestoppte Version M̃∗,α

t := M
∗,α
t∧ταTheorem 5.11. M∗,α

t∧τα ist ein Submartingal bezüglih F für α ∈ A∗und ein Martingal für α = α(R). Weiters ist M̃∗,α
t gleihmäÿig integrierbarfür alle α ∈ A∗.



5.3. DIE OPTIMALE INVESTMENTSTRATEGIE 45Der Beweis hierzu läuft ähnlih wie der zu 4.11 und kann im Appendixvon [Köt,Bäu 2007℄ nahgelesen werden.Unser nähster Shritt, ist wie im vorherigen Kapitel, dass wir zeigen, dassder Versiherer entweder unendlih reih oder aber ruiniert wird. Andersformuliert, es gibt keinen positiven Wert gegen den unser Ruinprozess kon-vergiert.Lemma 5.12. Ausgehend von De�nition 5.9, gilt für α ∈ A∗, dass dergestoppte Reserveprozess Ỹ α
t auf τα = ∞ fast siher gegen ∞ für t → ∞konvergiert.Der Beweis zu diesem Theorem ist genauso zu führen wie der für dasLemma 4.12 aus dem vorherigen Kapitel!Zum Shluss dieses Kapitels wollen wir zeigen, dass R tatsählih der op-timale Anpassungskoe�zient ist.Theorem 5.13. Für R, Lösung der Gleihung 5.19 und mit der Vorrauset-zung 5.9 gilt für alle α ∈ A∗:
ψ(x, α) ≥ C∗e−Rx (5.26)mit C∗> 0 für alle x ≥ 0.Beweis. Wir wissen, dass M̃∗,α
t ein gleihmäÿig integrierbares Submartingalist, daher können wir aus Doobs Optional Sampling Theorem folgern:

e−Rx = M̃
∗,α
0 ≤ Ex(M̃

∗,α
t ) (5.27)

= Ex[M̃
∗,α
t |τ <∞]Px(τ <∞) (5.28)

+Ex[ lim
t→∞

M̃
∗,α
t |τ = ∞]Px(τ = ∞) = Ex[M̃

∗,α
t |τ <∞] (5.29)Durh gleihe Argumentation wie im Beweis von Satz 4.67 können wir nunnohmal abshätzen

≤

sup
0≤t≤T,y>0

E[e−R(y−Xt)|Xt > y]

inf
0≤t<T

exp(
t
∫

0

λshs(R)ds− (Rc+ a2

2b2
))

Px(τ <∞) (5.30)



5.3. DIE OPTIMALE INVESTMENTSTRATEGIE 46Als Resultat erhalten wir ψ(x, α) ≥ C∗e−Rx wobei
C∗ :=

inf
0≤t<T

exp(
t
∫

0

λshs(R)ds− (Rc + a2

2b2
))

sup
0≤t≤T,y>0

E[e−R(y−Xt)|Xt > y]
(5.31)gilt.Damit haben wir, wie in Kapitel 4 für r̂, die asymptotishe Optimalitätvon R für alle α ∈ A∗ gezeigt.



Kapitel 6Vergleih der Modelle
6.1 VergleihIn diesem kurzen Kapitel wollen wir die vorgestellten Modelle aus dem Ka-pitel 4 und Kapitel 5 vergleihen.Auf den ersten Blik erkennt man, dass das Modell aus Kapitel 4 ein Spezial-fall des Modells aus Kapitel 5 ist. Um nun einen guten Vergleih zu erhalten,mitteln wir über die periodishen Funktionen des periodishen Modells undnehmen diese als Parameter für das nihtperiodishe Modell.Wir de�nieren für das nihtperiodishe Modell:Die Shadensintensität:

λ∗ =
1

T

T
∫

0

λtdt (6.1)und die Shadenhöhenverteilung:
X∗ =

1

T

T
∫

0

λt

λ∗
Btdt (6.2)



6.1. VERGLEICH 48Für die vershobene Momentenerzeugende Funktion gilt dann:
h∗(r) =

∞
∫

0

erxdB∗(x) − 1 (6.3)
= (

1

T

T
∫

0

λt

λ∗

∞
∫

0

erxdBt(x)dt) − 1 (6.4)
= (

1

T

T
∫

0

λt

λ∗
(ht(r) + 1)dt) − 1 (6.5)
=

1

T

T
∫

0

λt

λ∗
ht(r)dt (6.6)Für das nihtperiodishe Modell ist r̂ die positive Lösung der Gleihung 4.9:

λh(r) = cr +
a2

2b2
(6.7)Setzen wir nun λ∗ und h∗(r) in die obige Gleihung ein so erhalten wir:

λ∗h∗(r) − (rc+
a2

2b2
) (6.8)

= λ∗
1

T

T
∫

0

λt

λ∗
ht(r)dt− (rc+

a2

2b2
) (6.9)

=
1

T
(

T
∫

0

λtht(r)dt− (rc+
a2

2b2
)T ) (6.10)Damit haben wir gezeigt, dass die Anpassungskoe�zienten unter optimalemInvestment gleih sind. Gleihzeitig haben wir damit auh gezeigt, dass dieoptimalen Investmentstrategien der Modelle ident sind.Zum Shluss noh eine Anmerkung: Aufgrund der Unabhängigkeit von derReserve, ist das maximieren des Anpassungskoe�zient ein sehr shwahesKriterium für die Optimierung des Reserveprozesses.



Kapitel 7Simulation
7.1 SimulationsmethodeUm unsere asymptotishen Shranken zu veri�zieren, nehmen wir uns derMonte-Carlo-Methode an. Sie hat den Vorteil, dass sie auh für komplexeProzesse noh reht einfah zu implementieren ist und weiters auh geringerRehenleistung bedarf. Als allgemeine De�niton möhte ih einen Satz voneinem Artikel [Witter 2004℄ verwendenDe�nition 7.1. Monte Carlo SimulationMonte Carlo simulation is a method for iteratively evaluating a deterministimodel using sets of random numbers as inputs. This method is often usedwhen the model is omplex, nonlinear, or involves more than just a oupleunertain parameters.Die Idee dahinter ist relativ simpel. Man versuht durh eine groÿe An-zahl an Zufallsexperimenten, über deren Ergebnisse man am Ende mittelt,auf eine numerishe Lösung zu kommen. Solhe Verfahren kommen dann zurAnwendung, wenn direkte Verfahren zu aufwendig oder gar niht anwendbarsind. Als Beispiel dafür können wir komplizierte Derivatenbewertungen ausdem Bereih der Finanzmathematik anführen (wobei gesagt werden muss,dass auh hier die MC-Simulation auf ihre Grenze stossen kann!).In unserem Fall möhte ih die Modelle aus Kapitel 3, Kapitel 4 und Kapitel5 miteinander vergleihen. Die Vorgangsweise ist eine intuitive Diskretisie-rung des Prozesses.Zunähst die Darstellung des klassishen Ruinprozesses für n Shritte:



7.2. CRAMER LUNDBERG APPROXIMATION 50De�nition 7.2. Algorithmus für den klassishen RuinprozessR(0)= xDo For i from 1:nnt = RandPoisson(λ)R(i) = R(i-1) + if nt > 0 then doDo For j from 1:ntR(i) = R(i) - RandShadenverteilung(θ)end doend doEs sei hier an dieser Stelle erwähnt, dass der Ausdruk R(i) = R(i) -RandShadenverteilung(θ) niht mathematish zu verstehen ist!Wobei mit RandPoisson eine Poissonverteilte und mit RandShadenvertei-lung eine nah der Shadenverteilung verteilte Zufallsvariable ist. Zu der Er-zeugung der Zufallszahlen möhte ih an dieser Stelle auf [Niederreiter 1992℄verweisen, der eine gute Einführung dazu gibt. Wie man leiht erkennt, be-steht unser Algorithmus aus festen Zeitshritten der Länge 1. Eine andereMöglihkeit wäre es hier die Zeitshritte mit Länge der Shadenseintrittzei-punkte zu wählen die natürlih zufällig und exponentialverteilt sind! (DieZwishenankunftszeiten eines zusammengesetzten Poissonprozesses sind ex-ponentialverteilt!)Als Shadenverteilung bieten sih viele Verteilungen an! Gerne werden dieExponential-, Lognormal-, oder auh Weibullverteilungen angenommen. Fürunsere Simulationen nehmen wir unabhängige exponentialverteilte Shädenan.7.2 Cramer Lundberg ApproximationZunähst wollen wir zeigen, dass Theorem 3.5 für einen klassishen RuinProzess hält. Für unsere Simulationen verwenden wir den oben genanntenProzess mit exponentialverteilten Shäden.De�nition 7.3. Zwishenergebnisse
f(x) = 1

θ
e−

1
θ
x

Mx(t) = 1
1−tθ

M
′

x(t) = t
(1−tθ)2
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r = 1

θ
− λ

β = λθDamit haben wir alles was man für die Berehnung der Shranke Cbrauht und erhält:
C =

1 − β
1
λθ

− 1
=

1 − β
1
β
− 1

= β (7.1)

5 10 15

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

initial_reserve

m
c_

ru
in

_p
ro

ba
bi

lit
y

5 10 15

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

initial_reserve

cl
_a

pp
ro

xi
m

at
io

n

5 10 15

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

initial_reserve

cl
_a

pp
ro

xi
m

at
io

n 
−

 m
c_

ru
in

_p
ro

ba
bi

lit
y

Abbildung 7.1: Parameter: c = 1 λ = 1 θ = 1.1.Das Startkapital x lief von 1 bis 16 in 1
20

Shritten. Für jeden Wert von xwurden 10000 Pfade mit je 1000 Punkten berehnet. Die Ausfallsswarshein-lihkeit ergibt sih durh die intuitive Formel Anzahl aller Pfade <0Gesamtzahl der Pfade .



7.2. CRAMER LUNDBERG APPROXIMATION 52Die Gra�ken zeigen, dass sih für wahsende x die Ruinwahrsheinlihkeitaus der Simulation jener der Cramer Lundberg Approximation annähert.Eine Shwahstelle der Monte Carlo Methode ist, dass die Anzahl der Beob-ahtungspunkte pro Pfad endlih ist. Da Ausfälle nah dem Beobahtungs-horizont niht berüksihtigt werden können, kommt es zu niedrigeren Ruin-warhsheinlihkeiten in der Simulation als mit unendlihem Zeithorizont auf-treten würden.De�nition 7.4. Algorithmus für den Ruinprozess mit Investment und expo-nentialverteilten ShädenR(0)= xDo For i from 1:nnt = RandPoisson(λ)R(i) = R(i-1) +  + K*GWa,b(t)if nt>0 doDo For j from 1:ntR(i) = R(i) - RandExp(θ)end doend doWobei hier GWa,b(t) einer diskretisierten geometrishen Brown'shen Be-wegung folgt.Für die Simulation periodisher Ruinprozesse wurde eine Periode von 12gewählt. Dies ersheint eine vernünftige Annahme, wenn man sih ein Versi-herungsjahr einer Elementarversiherung ansieht (als Beispiel sei hier eineSturmversiherung erwähnt). Als Basis für die periodishe Funktion wurdeeine Kosinus Funktion gewählt, die entsprehend parametrisiert und skaliertwurden. Weiters ist als Bezugspunkt jeweils der Parameter des niht periodi-shen Fall gewählt worden.De�nition 7.5. (Parameter periodisher Ruinprozess)
λt =

12+cos( t∗π
6

)

12
− 1 + λnichtperiodischWobei t ∈ {1, 2, ..., 12} gilt.Zur Vollständigkeit shauen wir uns die Exponentialverteilung etwas ge-nauer an, um unsere numerishen Ergebnisse mit den Analytishen verglei-hen zu können.De�nition 7.6. ExponentialverteilungDihte: f(x) = 1

θ
e−

1
θ
x



7.3. ERGEBNISSE 53Erwartungswert: θVarianz: θ2Momentenerzeugende Funktion: 1
1−tθNun wollen wir uns die analytishen Ergebnisse unseres Modells ausreh-nen. Für den klassishen Ruinprozess, mit Anpassungskoe�zient ν, gilt:

h(r) =
θr

1 − θr
(7.2)für r∈ [0, 1

θ
). Lösen wir diese Gleihung nah r auf, erhalten wir als Lösung

ν:
ν =

ρ

(ρ+ 1)θ
(7.3)wobei ρ = c

λθ
− 1 gilt.Mit diesen Ergebnissen, können wir uns auh den Anpassungskoe�zientendes erweiterten Prozesses angeben. Dieser kann angegeben werden mit:
r̂ = ν + (

√

(
ν + a2

2b2c

2
)2 +

a2

2b2c
(
1

θ
− ν) −

ν + a2

2b2c

2
) (7.4)7.3 ErgebnisseNun können wir unsere Simulationen mit den analytishen Ergebnissen ver-gleihen.Für die Simulationen wurden jeweils 1000 Pfade mit jeweils 10000 (für dieVersuhe mit Variation des Startkapitlas) bzw. 1000 (für jene Versuhe mitVariation der Di�usion) Shritten verwendet. Wie auh bei den Monte CarloErgebnissen der Cramer Lundberg Approximation sei hier nohmals daraufhingewiesen, dass durh die Endlihkeit der Pfade eine leihte Untershät-zung der Ruinwahrsheinlihkeit passiert! Weiters ist noh zu erwähnen, dassdie Pfade für den klassishen und den neuen Prozess sih nur um die Mög-lihkeit der Investition untersheiden. Anders ausgedrükt, ist ein Shadenaufgetreten, so ist er bei beiden Prozessen wirksam. Dies gilt auh für denperiodishen Fall.



7.3. ERGEBNISSE 54Die erste Versuhsreihe lässt das Startkapital variieren. Dies tun wir ei-nerseits um die Auswirkungen auf die vershiedenen Modelle zu beobahten,andererseits wollen wir versuhen die Konstante der Cramer Lundberg Ap-proximation darzustellen. Veränderter Parameter: Startkapital x.
c = 1, λ = 1, θ = 1.1, a = 0.01, b = 0.1Nr. α e−νx num.

ψ(x)
e−r̂x num.

ψ(x,K)
e−νx
per num.

ψ(x)per

e−r̂x
per num.

ψ(x,K)per1 5 0.60653 0.52650 0.50771 0.41942 0.60653 0.52515 0.50771 0.417912 10 0.36788 0.31680 0.25777 0.21204 0.36788 0.31710 0.25777 0.211353 15 0.22313 0.19434 0.13087 0.10940 0.22313 0.19397 0.13087 0.107484 20 0.13534 0.11519 0.06644 0.05430 0.13534 0.11562 0.06644 0.054605 25 0.08208 0.07023 0.03373 0.02817 0.08208 0.06886 0.03373 0.027106 30 0.04979 0.04289 0.01713 0.01389 0.04979 0.04195 0.01713 0.013657 35 0.03020 0.02564 0.00870 0.00742 0.03020 0.02507 0.00870 0.006878 40 0.01832 0.01528 0.00441 0.00346 0.01832 0.01576 0.00441 0.003839 45 0.01111 0.00955 0.00224 0.00214 0.01111 0.00897 0.00224 0.0018310 50 0.00674 0.00505 0.00114 0.00084 0.00674 0.00526 0.00114 0.0010311 55 0.00409 0.00343 0.00058 0.00055 0.00409 0.00339 0.00058 0.0005012 60 0.00248 0.00167 0.00029 0.00034 0.00248 0.00204 0.00029 0.0002213 65 0.00150 0.00111 0.00015 0.00015 0.00150 0.00103 0.00015 0.0001114 70 0.00091 0.00050 0.00008 0.00004 0.00091 0.00070 0.00008 0.0000615 75 0.00055 0.00044 0.00004 0.00005 0.00055 0.00040 0.00004 0.0000616 80 0.00034 0.00031 0.00002 0.00003 0.00034 0.00016 0.00002 0.0000217 85 0.00020 0.00012 0.00001 0.00002 0.00020 0.00008 0.00001 0.0000218 90 0.00012 0.00006 0.00001 0.00000 0.00012 0.00009 0.00001 0.0000019 95 0.00007 0.00004 0.00000 0.00000 0.00007 0.00003 0.00000 0.0000120 100 0.00005 0.00002 0.00000 0.00001 0.00005 0.00004 0.00000 0.00000Betrahtet man die Ergebnisse so erkennt man die eindeutig niedrigere Ruin-wahrsheinlihkeit der Prozesse mit Investmentmöglihkeit. Weiters sieht man,dass nur in wenigen Simulationsversuhen die analytishe Shranke für dieRuinwahrsheinlihkeit von einer Simulierten Ruinwahrsheinlihkeit über-boten wird. Dies ist aber eher auf die Volatilität der Monte Carlo Methodefür selten Ereignisse zurükzuführen, als dass die Cramer Lundberg Shrankeniht hält! Vergleiht man die Ergebnisse der niht-periodishen Modell mitdenen der periodishen, so kann man keine gravierende Untershiede erken-nen.Versuht man die Konstante C von der Cramer Lundberg Approximationzu ermitteln kommt man mit der Umformung:ψ(x)
e−rx ∼ C auf folgende Ergeb-nisse:



7.3. ERGEBNISSE 55Nr. ψ(x)/e−νx ψ(x,K)/e−r̂x ψ(x)per/e−νx
per ψ(x,K)per/e−r̂x

per1 0,8681 0,8261 0,8658 0,82312 0,8612 0,8226 0,8620 0,81993 0,8710 0,8359 0,8693 0,82134 0,8511 0,8173 0,8543 0,82185 0,8556 0,8352 0,8389 0,80346 0,8614 0,8109 0,8425 0,79687 0,8490 0,8529 0,8301 0,78978 0,8341 0,7846 0,8603 0,86859 0,8596 0,9554 0,8074 0,817010 0,7493 0,7368 0,7804 0,903511 0,8386 0,9483 0,8289 0,862112 0,6734 1,1724 0,8226 0,758613 0,7400 1,0000 0,6867 0,733314 0,5495 0,5000 0,7692 0,750015 0,8000 1,2500 0,7273 1,500016 0,9118 1,5000 0,4706 1,000017 0,6000 2,0000 0,4000 2,000018 0,5000 0,0000 0,7500 0,000019 0,5714 DIV/0! 0,4286 DIV/0!20 0,4000 DIV/0! 0,8000 DIV/0!Für die Versuhe bis einshlieÿlih Nummer 10 entwiklen sih die Ergebnis-se um 0.84 für die Modelle ohne Investmentmöglihkeit und um 0.82 mit.Danah nimmt die durh die Monte Carlo Methode entstehende Volatilitätdrastish zu. Es zeigt sih, dass die Konstante der Prozesse mit Investment-möglihkeit ähnlih stabil sind wie jene ohne!Im nähsten Versuh lassen wir den Parameter b variieren. Dieser ist fürdie Di�usion der Investmentmöglihkeit verantwortlih.Veränderter Parameter: Di�usion b.
x = 40 c = 1, λ = 1, θ = 1.1, a = 0.01Nr. α e−νx num.

ψ(x)
e−r̂x num.

ψ(x,K)
e−νx
per num.

ψ(x)per

e−r̂x
per num.

ψ(x,K)per1 0.1 0.01832 0.0139 0.00441 0.0041 0.01832 0.0174 0.00441 0.00462 0.2 0.01832 0.0164 0.01174 0.0103 0.01832 0.0162 0.01174 0.01143 0.3 0.01832 0.0139 0.01485 0.0126 0.01832 0.0164 0.01485 0.01174 0.4 0.01832 0.0142 0.01623 0.0128 0.01832 0.0153 0.01623 0.01415 0.5 0.01832 0.0166 0.01694 0.0152 0.01832 0.0131 0.01694 0.01276 0.6 0.01832 0.0146 0.01734 0.0145 0.01832 0.0160 0.01734 0.01587 0.7 0.01832 0.0147 0.01759 0.0145 0.01832 0.0156 0.01759 0.01548 0.8 0.01832 0.0140 0.01776 0.0123 0.01832 0.0136 0.01776 0.01399 0.9 0.01832 0.0140 0.01787 0.0132 0.01832 0.0146 0.01787 0.014510 1.0 0.01832 0.0139 0.01795 0.0140 0.01832 0.0162 0.01795 0.0166Wieder hielten sämtlihe Shranken. Weiters ist gut zu sehen, dass der An-stieg der Di�usion auh die Unsiherheit das Ruin eintritt steigen lässt. Diesgilt für den periodishen als auh den niht periodishen Fall.



Kapitel 8Konklusio
8.1 Zusammenfassung der ErgebnisseRükblikend haben wir gezeigt, dass auh für die Ruinwahrsheinlihkeitvon Ruinprozessen mit Investmentmöglihkeit eine obere Shranke existiert.Wir haben weiters gezeigt, dass die asymptotishe Ruinwahrsheinlihkeitdes Ruinprozesses mit Investmentmöglihkeit kleiner ausfällt als jene desRuinprozesses ohne dieser Option. Am Ende haben wir noh die analyti-shen Ergebnisse mit numerishen Simulationen überprüft und gesehen, dasssämtlihe Resultate der vorangegangenen Theorie gehalten haben.8.2 Aussagen für die PraxisDie von uns erzielten Ergebnisse lassen die Aussagen zu, dass es für ein Unter-nehmen klüger ist, Teile seines Kapitals nah einer bestimmten Strategie zuinvestieren. Die Verbesserung des Ausfallrisikos kommt vor allem aus Diversi-�kationse�ekten, die das Ausfallpotential stärker streuen. Für Versiherungenist es heutzutage üblih geworden, sih ausserhalb seines Stammgeshäfts zubewegen. Dass dies niht immer eine Gewinnsituation für eine Versiherungist, zeigt der bekannte Fall von AIG (Amerian International Group). AIGhat im Jahr 2007 enorme Verluste durh ausfallende Kredite seiner Kunden,die sie durh Credit Default Swaps abgesihert hatten, hinnehmen müssen.Eine für die Praxis wihtige Erkenntniss muss daher lauten, dass sih ei-ne Risikodiversi�kation über Investitionen dann lohnt, wenn diese selbst einminimales Verlustrisiko enthält bzw. selbst wieder breit genug gestreut ist.
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