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1 Einleitung

,Optimal behavior takes risks that are worthwhile. “

Frei iibersetzt heifit dieser Satz: ,,Ein optimales Verhalten geht Risiken ein, die es wert
sind eingegangen zu werden.“ Er steht zu Beginn eines Artikels, den Robert F. Engle
anlésslich der Verleihung des Wirtschaftsnobelpreises an ihn im Dezember 2003 veroffent-
licht hat. Robert F. Engle bezeichnet diesen Satz als das zentrale Paradigma im Finanz-
wesen. Es gibt Risiken, bei denen die Vorteile, die Gewinne, eventuelle Nachteile, meist
in Form von Kosten, bei weitem {iberwiegen, wenn man sie eingeht. Um iiberhaupt einen
Gewinn zu erzielen, muss ein Risiko eingegangen werden, aber nicht jedes Risiko bringt
einen angemessenen Gewinn. Welche Risiken sind es also wert, dass man sie eingeht? Die
Risiken, also die Verluste, und die Gewinne fallen erst zu einem unbestimmten Zeitpunkt
in der Zukunft an, deshalb muss der Erwartungswert der Verluste durch den Erwartungs-
wert der Gewinne ausgeglichen werden. Daher werden bei optimalem Verhalten, speziell
in einem optimalen Portfolio die Erwarungswerte der Gewinne maximiert und die der
Risiken minimiert.

Schon seit den 50er Jahren des vorigen Jahrhunderts wird das Risiko eines Portfolios
durch die Varianz des Gesamtwerts dieses Portfolios ausgedriickt. Unter der Annahme,
dass das Risiko minimiert beziehungsweise vermieden wird, wurden optimale Portfolios
und Strategien abgeleitet. Zum Beispiel das Capital Asset Pricing Model (CAPM), dem
die Annahme zu Grunde liegt, dass alle Investoren identische Ziele und dieselben In-
formationen haben. Als dann Praktiker diese Strategien anwenden und implementieren
wollten, wurden Schitzwerte fiir die Varianzen gebraucht. Meist wurde die sogenannte
Volatilitit, das ist die positive Quadratwurzel der Varianz (Standardabweichung), ange-
geben. Es wurde dann sehr rasch erkannt, dass bei Finanzzeitreihen sich die Volatilitat
im Laufe der Zeit veréndert.

Fiir unterschiedliche Zeitrdume wurden verschiedene Volatilitdten gefunden. Oft wur-
de ein sehr einfacher Ansatz gewé#hlt, ndmlich die Historische Volatilitdt. Dabei wird die
Stichproben-Standardabweichung iiber eine bestimmte vergangene Periode als Schétz-
wert fiir die Volatilitdt genommen. Die Frage ist dabei, wie lange diese Periode sein soll.
Wird sie zu lange gewihlt, werden manche Stichprobenwerte, die schon weit zuriicklie-
gen, nicht mehr relevant fiir die zu schitzende Volatilitdt sein. Bei einer zu kurzen Periode
werden die Schitzwerte fiir aufeinenderfolgende Zeitpunkte vielleicht zu stark fluktuie-
ren. Auflerdem soll eigentlich das Risiko iiber einen zukiinftigen Zeitraum geschéatzt
werden. Daher werden der Schétzwert fiir den aktuellen Zeitpunkt wie auch Prognose-
werte fiir zukiinftige Zeitpunkte benotigt. Deshalb versuchten die Wissenschafter fortan,
eine Theorie fiir dynamische Volatilitdten zu entwickeln.

1982 stellte Robert F. Engle in dem Artikel ,, Autoregressive conditional heteroscedastic



models with estimates of the variance of United Kingdom inflation® (Econometrica, 50:
S. 987 — 1007) zum ersten Mal ARCH(q)(autoregressive conditionally heteroscedastic)—
Prozesse vor. In diesem mathematischen Modell stellt die Zufallsvariable X, zum Bei-
spiel den Wert des Ertrags (Returns) einer risikobehafteten Finanzanlage zum Zeitpunkt
t dar. Die bedingte Varianz ¢? von X; wird unter der Bedingung, dass die vergangenen
Werte von X; und damit auch von ¢? bekannt sind, berechnet. Es wird angenommen,
dass sich diese bedingte Varianz als Funktion der letzten ¢ Werte von X; darstellen
lasst. Die bedingte Varianz édndert sich im Laufe der Zeit, wihrend die unbedingte Va-
rianz, also der unbedingte Erwartungswert der bedingten Varianz, gleich bleibt. Durch
diese Voraussetzungen koénnen einige der ,,Stylized Facts“ von Finanzdaten, die in Ka-
pitel 3 beschrieben werden, recht gut in einem mathematischen Modell abgebildet wer-
den. Dieses Modell wurde 1986 von Tim Bollerslev, einem Mitarbeiter von Engle, zu
GARCH(p, q)(generalized autoregressive conditionally heteroscedastic)—Prozessen erwei-
tert (siche [1]). Bollerslev setzte voraus, dass die bedingte Varianz zusitzlich noch von
den letzten p Werten der bedingten Varianz selbst abhéngt.

Die Forschung und Untersuchungen, die seither auf diesem Gebiet gemacht wurden,
sind sehr vielfiltig, wie die umfangreiche Literatur, die es zu diesem Thema gibt, zeigt.
Diese Arbeit beschiiftigt sich mit einem kleinen Aspekt davon, namlich der Identifizier-
barkeit von GARCH(p, q)—Prozessen. Es wird das Problem behandelt, unter welchen
Bedingungen es moglich ist, aus bestimmten Informationen, die aus den zugrunde lie-
genden Daten gewonnen werden, eindeutig die Parameter des Modells zu bestimmen.

Im néchsten Kapitel werden Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Zeitrei-
henanalyse wiederholt, die in weiterer Folge verwendet werden. Es wird auch ein kurzer
Uberblick iiber die Darstellung von stationéren Prozessen im Frequenzbereich und iiber
die lineare Transformation von stationdren Prozessen gebracht. Das Kapitel 3 widmet
sich Finanzdaten. Es wird gezeigt mit welchen Finanzzeitreihen gearbeitet wird, und
welche Eigenschaften diese haben, die, wie schon bemerkt wurde, sich durch GARCH-
Prozesse recht gut modellieren lassen. Im vierten Kapitel werden zuerst die bedingt hete-
roskedastischen Zeitreihen, zu denen die (G)ARCH-Prozesse gehoren, allgemein vorge-
stellt, ehe dann die GARCH—Prozesse eingefithrt werden. In Unterkapiteln wird gezeigt,
wann stationdre GARCH—Prozesse existieren, beziehungsweise wird die Existenz von
héheren Momenten von GARCH-Prozessen untersucht.

Da in Kapitel 6 gezeigt wird, dass sich quadrierte GARCH(p, ¢)-Prozesse als
ARMA (max(p, q), p)—Prozesse darstellen lassen, und die Identifizierbarkeit der Para-
meter des GARCH—-Prozesses {iber die Identifizierbarkeit des ARMA—Prozesses erfolgt,
werden im vorherigen Kapitel 5 ARMA—Prozesse allgemein vorgestellt, sowie deren Sta-
tionaritiatseigenschaften aufgezeigt, das Spektrum eines ARMA-Prozesses wird herge-
leitet und die Identifizierbarkeit von skalaren ARMA-Prozessen wird behandelt. Im
sechsten Kapitel wird auflerdem gezeigt, unter welchen Bedingungen der quadrierte
GARCH(p, ¢)-Prozess schwach stationér ist, und im Zuge dessen wird eine Darstellung
fiir das vierte Moment des GARCH(p, ¢)—Prozesses hergeleitet. Das letzte Kapitel bein-
haltet schlieflich die Identifizierbarkeit von GARCH-Prozessen mit den mathematischen
Werkzeugen, die in den vorherigen Kapiteln vorgestellt wurden.



2 Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie und der
Zeitreihenanalyse

Dieses Kapitel enthlt einen Uberblick iiber allgemeine mathematische und wahrschein-
lichkeitstheoretische Definitionen, Sétze und Bemerkungen, die im weiteren Verlauf ver-
wendet werden. Es ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Teil sind Grundlagen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie dargestellt, der zweite Teil behandelt Stochastische Prozesse
und Grundlagen der Zeitreihenanalyse. Im dritten Teil wird die Spektraldarstellung von
stationdren Prozessen durchgemacht. Dieses Kapitel soll nur dem leichteren Verstdndnis
der folgenden Kapitel dienen und hat keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.

2.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

In der Wahrscheinlichkeitstheorie geht man von einem Stichprobenraum () aus, der alle
moglichen FElementarereignisse eines Zufallsexperiments enthélt. Verwendet wird nicht
der Stichprobenraum {2 alleine, sondern eine gewisse Klasse von Teilmengen von €2, eine
sogenannte o - Algebra tiber €.

Definition 2.1.1 (¢ - Algebra iiber ) FEin System A von Teilmengen einer Menge
Q heifst o - Algebra (iiber ), wenn es folgende Eigenschaften besitzt:

1. Qe A
2. Ae A = Ac A
3. V Folgen (Ap)nen von Mengen aus A liegt |J,— | Ay, in A

Auf der o - Algebra A wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl P definiert.

Definition 2.1.2 (Wahrscheinlichkeitsmafl) Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf ei-
ner o - Algebra iber S ist eine Mengenfunktion P : A — [0,1], die den folgenden drei
Axiomen gentigt:

1. P(A)>0 VAe A (Nichtnegativitit)

2. Seien ;€ A Vi=1,2,... mit AiNA; =0 firi#j
= PUZ, A) =275, P(A) (o - Additivitit)



3. P(Q)=1 (Normierung)
Jede Menge A € A wird Ereignis genannt.

e Durch das Wahrscheinlichkeitsmafl P wird jedem Ereignis A € A eine Wahrschein-
lichkeit P(A) zugeordnet, die der Funktionswert von P in [0, 1] ist.

e Die Mengen in A heiflen messbar, und sie allein besitzen Wahrscheinlichkeiten.

Definition 2.1.3 (Wahrscheinlichkeitsraum) Das Tripel (€2, A, P) wird Wahrschein-
lichkeitsraum genannt.

Definition 2.1.4 (Zufallsvariable) (Q2,.A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. FEine
eindeutige, endliche Funktion & : Q — R, die (A-) messbar ist, nennt man eine ein-
dimensionale (reelle) Zufallsvariable. Eine Funktion £ : Q — R heifit (A-) messbar,
wenn A, = {w|é(w) <z} € A, Vx € R. Eine n—dimensionale Zufallsvariable ist ein
n—dimensionaler Vektor &, dessen Komponenten eindimensionale Zufallsvariable sind.

Durch jede Zufallsvariable ¢ wird ein neuer Wahrscheinlichkeitsraum (R, B, P*) erzeugt.
B ist dabei die o—Algebra der Borelmengen von R.} P* ergibt sich aus P durch

P*(B)=P(Y(B)) VBeB
wobei £1(B) = {w € Q| &(w) € B}

Es muss £71(B) € A gelten, denn nur fiir Teilmengen von A sind Wahrscheinlichkeiten
definiert.

Definition 2.1.5 (Wahrscheinlichkeitsverteilung) P* wird die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von & genannt.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von § wird eindeutig durch die Verteilungsfunktion F¢
beschrieben.

Definition 2.1.6 (Verteilungsfunktion) Sei ¢ eine n—dimensionale Zufallsvariable.
Die Funktion Fe : R™ — [0,1] mit Fe(x) = P(&1 < 21,8 < 29,...,&, < x,) heifit die
Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen &.

IDie o—Algebra der Borelmengen von R erhélt man, indem man von den geschlossenen Intervallen
[a,b] C R ausgeht, und dann alle Mengen dazu gibt, die man fiir eine o—Algebra braucht. Das heifit,
wegen der Eigenschaften einer o—Algebra, dass alle Vereinigungen von geschlossenen Intervallen
enthalten sind ebenso wie alle offenen Intervalle, denn jedes offene Intervall ist die Vereinigung einer
Folge von geschlossenen Intervallen. Aulerdem ist dann jede offene Menge als die Vereinigung einer
Folge von offenen Intervallen enthalten, genauso wie jede geschlossene Menge als Komplement einer
offenen Menge eine Borelmenge ist. Mit anderen Worten ist B die kleinste c—Algebra auf R, die alle
geschlossenen Intervalle [a,b] enthélt.



Satz 2.1.1 Sei F; : R* — [0, 1] die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen §. Dann
hat F folgende Eigenschaften:

1. F(—o0,xg,...,x,) = F(x1,—00,23,...,2,) = ... = F(x1,...,0p_1,—00) =0
F(+00,400,...,+00) =1

2. Vx € R und Vy < x? gilt:
Plyn <& <zyyo0,yn <& <xy,) =
= Fe(z1,...,xn) — [Fe(z1, .o T, Yn) + oo+ Fe(yn, T2, ..o, 20)] +
+[Fe(x1, . s Tp2, Yn1,Yn) + . + Fe(y1, 92, 23, ..., 20)] + ...+
+(=1)" [Fe(z1, Y2, -0 Yn) + oo+ Fe(Y1, Y2, -y Yno1, Tn)| +
+(=1)"Fe(y1,---,yn) >0

3. limpjo Fe(z1,...,xi+h, ... ,x,) = Fe(x) Vi=1,...,nund Vx € R"

Umgekehrt ist jede Funktion F(x) mit diesen Eigenschaften die Verteilungsfunktion einer
Zufallsvariablen &.

e Fiir n = 1 wird die Eigenschaft 2 zu
Fela) = Fely) bei @ >y
(Monotonie).

e Die dritte Eigenschaft zeigt die komponentenweise rechtsseitige Stetigkeit einer
Verteilungsfunktion.

Man unterscheidet zwischen diskreten und stetigen Zufallsvariablen, die in ihrer reinen
Form oder gemischt miteinander auftreten. Im Folgenden werden nur stetige Zufallsva-
riable betrachtet.

Definition 2.1.7 (stetige Zufallsvariable) Fine Zufallsvariable £ heift stetig, wenn
eine integrierbare Funktion fe(u) = fe(uy, ..., uy) existiert, fir die

T Tn
Fg(x):/ / fe(uy, ... up)duy, ...du; Vx eR"

gilt. fe heifst Dichte(funktion) von &.

y<xey<x Vi=1,...,n



Satz 2.1.2 Eine Dichte fe : R" — R" hat folgende Eigenschaften:
1. fe(u) >0 w-fast diberall ?
2. fj;o e fj;o fe(ur, ... up)duy, -+ -duy =1

Umgekehrt stellt jede nichtnegative, integrierbare Funktion f¢, deren Integral iber R"
gleich 1 ist, die Dichte einer Zufallsvariablen & dar.

Wenn eine Dichte f¢(u) existiert, dann ist die Verteilungsfunktion F¢(x)w-fast iiberall
in R™ differenzierbar, und man kann

0" Fe(x)
) =+~ |x=u
fe(u) ooy ’axn\
setzen.
Wenn ¢ ein n—dimensionaler Zufallsvektor ist, dann ist jede Komponente &;,7 = 1,...,n,
oder jeder s-dimensionale Teilvektor & = (£1,...,&,),1 < s < n, von & wieder eine Zu-

fallsvariable. Die Verteilungen von §; oder ¢ heiBen Randverteilungen von &, und man
kann sie aus der Verteilung von ¢ folgendermaflen herleiten:

Fo(x) = Fe(ry, ..., 25,400, ..., +00)

Fy wird Randverteilungsfunktion von ¢ genannt.

Bei stetigen Zufallsvariablen erhilt man die Randdichtefunktion von ¢ durch

+0c0 +oo
fﬁl(uh?uS):/ fg(U)du5+1dun

oo -

Definition 2.1.8 (Erwartungswert einer eindimensionalen Zufallsvariablen ¢)
Sei & eine eindimensionale Zufallsvariable auf (2, A, P). Der Erwartungswert der Zu-
fallsvariablen & ist definiert durch

e = / E(w)dP(w)?

3 w-fast iiberall* bedeutet, es gilt auf ganz R™, bis auf eine Menge vom Lebesgue-Ma$ 0.
Das Lebesgue-Mafl w, das auf R definiert ist, ordnet jeder Borelmenge B € B einen Wert aus dem
Intervall [0, 00) oder oo zu, sodass

a) w(la,b))=b—a a<b
b) fiir eine Folge von disjunkten Mengen By, By, Bs, ... € B gilt
w (U Bn> = Zw(Bn)
n=1 n=1

* [ €(w)dP(w) ist das Lebesgue-Integral.



E & existiert genau dann, wenn die Zufallsvariable £ integrierbar ist, das heifit, wenn

e = / £w)| dP(w) < oo
qgilt.

Definition 2.1.9 (0—Algebra erzeugt durch &) Sei £ eine Zufallsvariable, die auf
dem Ereignisraum Q # () definiert ist. Die Menge aller Teilmengen {§ € B} = {w|¢(w) € B}
von ), B € B, ist die durch & erzeugte o—Algebra o(§).

Definition 2.1.10 (F—messbar) Sei { eine Zufallsvariable, die auf Q # () definiert
ist. F sei eine o—Algebra von Teilmengen von ). Wenn jede Menge aus o(§) auch in F
enthalten ist, dann heifit die Zufallsvariable & F—messbar.

Eine Zufallsvariable ¢ ist genau dann F—messbar, wenn die Information in F hinreichend
ist, um den Wert von £ zu bestimmen.

Definition 2.1.11 (unabhingige c—Algebren, unabhingige Zufallsvariable) Sei
(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und F und G seien o—Algebren, die in A ent-
halten sind. F und G sind genau dann unabhéngig, wenn

P(ANB)=P(A)-P(B) VYAcFNBeB

€ und n seien Zufallsvariable auf (Q, A, P). & und n sind genau dann unabhéngig, wenn
die beiden von ihnen erzeugten o—Algebren (&) und o(n) unabhingig sind.

Definition 2.1.12 (Varianz, Kovarianz, Korrelationskoeffizient) Sei { eine Zu-
fallsvariable, deren Erwartungswert definiert ist.
Die Varianz von & ist durch

Var(¢) = E (€ — E¢)?

definiert.
Die Standardabweichung von £ ist /Var(§).

Sei n eine Zufallsvariable und seien EE, Var(€), En und Var(n) endlich. Die Kova-
rianz von & und n ist durch

Cov(&,m) = E[(§ — E£)(n — En)

definiert.
Der Korrelationskoeffizient von & und n ist durch
Cov(&,n
p(&,m) = )
VVar(§)Var(n)

gegeben. Wenn p(§,n) = 0 ist, dann sind £ und n unkorreliert.



Bemerkung: Zwei unabhéngige Zufallsvariablen sind auch unkorreliert, die Umkehrung
gilt nicht.

Abschlieend wird noch der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen definiert.

Definition 2.1.13 (bedingter Erwartungswert von ¢ gegeben F) Sei (2, A, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei F C A eine o—Algebra, und die Zufallsvariable £ sei
nichtnegativ oder integrierbar.

Der bedingte Erwartungswert von £ gegeben F, bezeichnet mit E(E|F), ist eine Zufalls-
variable, die folgende Bedingungen erfiillt:

1. E(&|F) ist F-messbar
2. [LE A EEF)(w =[,¢ s P(w) VAe F
F kann auch die von einer anderen Zufallsvariablen erzeugte o—Algebra sein.

Der folgende Satz stellt einige Eigenschaften von E(¢|F) dar, die im weiteren Verlauf
immer wieder verwendet werden.

Satz 2.1.3 (Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und F C A eine o-Algebra.

1. € und n seien integrierbare Zufallsvariable, und & sei F—messbar. Dann gilt

E(&n|F) = EEn|F)

(Man kann also alles, was bekannt ist, aus dem Erwartungswert herausziehen.)

2. Sei G C F eine o-Algebra (G enthdlt weniger Informationen als F), und & sei
integrierbar, dann gilt

E[E(£|F)|9] = E(E]9)

3. & sei integrierbar und o(§) sei unabhingig von F, dann gilt

E(¢|F) = E¢

10



2.2 Stochastische Prozesse und Zeitreihen

2.2.1 Grundlegende Definitionen

Definition 2.2.1 (Stochastischer Prozess) Fin stochastischer Prozess (X; |t € T)®
st eine Familie von Zufallsvariablen X; : Q@ — R* YVt € T, die auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A | P) definiert sind. T C R ist eine Indexmenge.

Ein stochastischer Prozess (X; |t € T) kann auf zwei Arten betrachtet werden. Fiir jedes
fixe t € T ist X;(w) eine Funktion, die auf der Menge (2 definiert ist. Fiir jedes fixe w € 2
ist X;(w) eine auf T definierte Funktion, wie die folgende Definition zeigt.

Definition 2.2.2 (Trajektorie, Realisation) Die Funktionen {X;(w)|w € Q fix} auf
T heifsen Trajektorien oder Realisationen des stochastischen Prozesses (X;|t € T).

Die Annahme ist, dass eine Zeitreihe X;, t = 1,...,T, durch einen zu Grunde liegenden
stochastischen Prozess (X;|t € T) erzeugt wird. Die Werte X; € R"™ entsprechen den
Realisationen X;(w) (w € Q fix) der Zufallsvariablen X;, ¢t = 1,...,7. Im Fall n = 1
wird die Zeitreihe univariat oder skalar, bei n > 1 multivariat genannt.

Bei einer Zeitreihe ist die Anordnung der Beobachtungen wichtig und birgt Informatio-
nen in sich. Hier wird nur der diskrete Fall T = Z behandelt. Die Indexmenge besteht
dann aus dquidistanten Zeitpunkten. Anstelle von (Xj)iez wird im Folgenden fiir eine
Zeitreihe kiirzer (X;) geschrieben.

Definition 2.2.3 (Kovarianzfunktion) Sei (X;) ein stochastischer Prozess mit
E X, X, < 00,Vt € Z. Dann wird die Kovarianzfunktion vyx : Z x Z — R™™ von (X,)
folgendermafen definiert:

vx(r,s) = Cov(X,, X,) = E | (X, — EX,)(X, — EXS)’] rs€Z  (2.1)

vx ist eine m x m — Matrix, deren Eintrége die Funktionen v;; : Z x Z — R sind.
vii(s,t) = Con(X!?, x9) = B(xI — ExI\ (XY — EXY)) beschreibt die lineare
Abhdngigkeit zwischen X9 und Xt(]).

Die Bedingung EX;Xt < 00,Vt € Z sichert die Existenz von EX; und von vx.

Wichtig in der Zeitreihenanalyse sind die stationdren stochastischen Prozesse. Ver-
einfacht gesagt sind stationére Prozesse Prozesse, deren Charakteristika sich im Laufe
der Zeit nicht dndern. Es gibt stark stationdre und schwach stationdre stochastische
Prozesse.

Definition 2.2.4 (Starke Stationaritit) Fin stochastischer Prozess (X;) heifst stark
stationdr, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Xy, ..., Xy
fiir alle I, ty, ..., t;, h tbereinstimmdt.

l

5 Aquivalente Schreibweise: (Xt)ter
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und von Xy 4n, .., Xe4n



Die Eigenschaften eines stark stationdren Prozesses sind also invariant gegeniiber Ver-
schiebungen auf der Zeitachse.

Definition 2.2.5 (Schwache Stationaritit) FEin stochastischer Prozess (X;) heifit
schwach stationdr, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. EX/X,<oo VteZ
2. EXy,=m=konstant VteZ
3. (s, t)=Ay(s+rt+r) Vrstel

Bei einem schwach stationiren Prozess sind das erste und das zweite Moment invariant
gegeniiber Verschiebungen auf der Zeitachse.

Bemerkung;:
Ein stark stationédrer Prozess mit EX;Xt < 00, Vt € Z, ist auch schwach stationér. Die
Umkehrung gilt nicht.

Die Kovarianzfunktion vx eines stationéren Prozesses (X;) hangt nur von der Zeitdiffe-
renz zwischen den beiden Beobachtungen X und X; ab, denn vx(s,t) = vx(s — ¢,0).
s —t = h wird ,lag“ genannt, und die Kovarianzfunktion vx : Z — R™™"™ eines stati-
onédren Prozesses kann als Funktion von nur mehr einer Variablen h betrachtet werden:

hi— vx(h) =vx(h,0) = Cov(Xyip, Xy) VYh,t €Z (2.2)

Yi » Z — R wird Autokovarianzfunktion des (eindimensionalen) Prozesses (Xt(i)), der aus
den ¢. Komponenten besteht, genannt. v;; : Z — R, 7 # j, ist die Kreuzkovarianzfunkti-

on zwischen dem i. Komponentenprozess (Xt(z)) und dem j. Komponentenprozess (Xt(j )).

Wenn (X;) ein stationérer Prozess ist, dann ist 7y eine gerade Funktion, denn es gilt:

v(=h) = Cov(Xi—p, Xi) = Cov(Xye, Xeyn) = v(h) (2.3)

2.2.2 Einige Beispiele fiir stationare Prozesse

Im folgenden kurzen Abschnitt werden jene (schwach) stationdren Prozesse dargestellt,
die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet werden.

Weifles Rauschen:
Ein stochastischer Prozess (g;) heiit Weifles Rauschen, wenn

Ee =0 VteZ

und
Fegel =042
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erfiillt ist®. Dabei ist X > 0, das heifit, ¥ muss positiv semidefinit” sein.

Weifles Rauschen hat kein lineares Gedachtnis und konstante Varianz. Weifles Rauschen
ist der elementarste stationédre Prozess, der als Baustein fiir andere stochastische Pro-
zesse verwendet wird.

ARMA—-Prozesse:
Eine lineare Differenzengleichung der Form

Xt —|— alXt—l 4+ ... + apXt—p = bOEt + blet—l + Ce + bqﬁt_q (24)

wobel a; € R, Vi=1,...,p, b e R Vj=1,...,q, (¢) ist WeiBles Rauschen, heif}t
ein ARMA (p,q)-System.

Eine (schwach) stationdre Losung von 2.4 wird ARMA (p,q)-Prozess genannt.

ARMA (p,q)—Prozesse werden in dieser Arbeit noch éfter verwendet, und ihre (Stationa-
ritats—)Eigenschaften werden in Kapitel 5 noch genauer beschrieben.

Harmonische Prozesse:
Harmonische Prozesse sind von der Form

h
X,=Y Nz,  Vtel (2.5)

j=1
wobei Z; : 0 — C", j = 1,...,h — 1, komplexwertige, n—dimensionale Zufallsvariable

mit der Eigenschaft £ Z7Z; < oo, j =1,...,h, sind.
O.B.d.A. wird A\; < A\j41, 7 =1,...,h — 1, angenommen.

Die \; werden Winkelfrequenzen genannt, und jeder Periodenlénge T; wird eine Winkel-
frequenz \; durch \; = QT—” zugeordnet.
J

Die Winkelfrequenzen \; kénnen auf das Intervall (—m,n| beschrénkt werden, denn
jedes beliebige A\; € R kann durch \; = 2km + 5\j7 ke Z, ij € (—m,m|, dargestellt
werden. In 2.5 gilt dann, dass et = !kt = e2kmigiAit nter Beriicksichtigung,
dass e?*™ = 1 ist, folgt dann e = ¢!, YVt € Z. Da nur diskrete Zeitreihen betrachtet
werden, kénnen groflere Winkelfrequenzen nicht erkannt werden. Die hochste Frequenz,
die in diesem diskreten Zeitraster auftreten kann, ist 7, und 7 wird Nyquist—Frequenz

genannt.

1 firs=t

6Kronecker Symbol d§,; = 0 ¢
sons

"Eine symmetrische Matrix A heifit positiv semidefinit, wenn x Ax > 0, Vx, und x Ax = 0 fiir
mindestens ein x # 0 ist.

13



Der Ausdruck e kann durch cos Ajt +isin At ersetzt werden.

Die [-te Komponente der komplexen Zufallsvariablen Z; lisst sich durch |Z J(.l)|ei¢’§'l) dar-

stellen, dabei sind |Z."| und ¢! Zufallsvariable.

Mit Hilfe dieser beiden Darstellungen erkennt man, dass ein harmonischer Prozess (X;)

eine Linearkombination von harmonischen Schwingungen mit zufalligen Amplituden
) @

|Z;”| und Phasen ¢;” ist.

Damit ein harmonischer Prozess (schwach) stationér ist, miissen drei Bedingungen erfiillt
sein:

1. EZiZj<oo  j=1,...,h

2. BEZ; = 0 %70
m )‘j =0
Die Zufallsvariablen Z;, die die Winkelfrequenzen \; # 0 gewichten, miissen £/ Z; =
0 haben.

3. EZ;Zf =0 J#l
Die Gewichte Z; und Z;, die zu unterschiedlichen, von 0 verschiedenen Winkelfre-
quenzen \; und ); gehoren, diirfen keine linearen Abhéngigkeiten aufweisen.

Die Herleitung der Bedingungen findet sich zum Beispiel im Skriptum [3].

14



2.3 Stationare Prozesse im Frequenzbereich

Definition 2.3.1 (Zeitbereich H des Prozesses (X;)) Sei (X;|t € Z) ein (schwach)
stationdrer Prozess, dann heifit der von der Menge {Xt(i) :Q—=Cli=1,...,n,t€ Z}

in Ly erzeugte Hilbertraum der Zeitbereich H des Prozesses (X;).

Die Darstellung von (schwach) stationéren Prozessen, wie sie im Abschnitt 2.2 beschrie-
ben wurde, wird die Darstellung von stationédren Prozessen im Zeitbereich genannt.
(Schwach) stationédre Prozesse haben die Eigenschaft, dass sie sich noch auf eine be-
stimmte andere Art darstellen lassen, die viele Berechnungen und Anwendungen ver-
einfacht, unter anderem auch das Problem der Identifizierbarkeit. Deshalb enthélt der
folgende Abschnitt eine kurze Beschreibung der Dastellung von stationéren Prozessen im
Frequenzbereich, die sich aber hauptséchlich auf die fiir die Identifizierbarkeit wichtigen
Aspekte beschriankt. Fiir eine detaillierte Ausfithrung dieses Themas und deren Beweise
sei auf Brockwell und Davis [2] verwiesen.

Satz 2.3.1 (Spektraldarstellung stationirer Prozesse) Zu jedem (schwach) stati-
ondren Prozess (X;) existiert genau ein zugeordneter Prozess (z(A)|\ € [—m, w]) mit den
Figenschaften

2. lim..oz(A+¢) = z(N) Ve [—mm]|

sodass gilt

Xt:/ eMdz(N\)  fast sicher® (2.6)

(z(A)|A € [—m, 7)) ist ein stochastischer Prozess mit der Indexmenge [—m, 7]. Diese In-
dexmenge besteht nicht aus (diskreten) Zeitpunkten, sondern aus Winkelfrequenzen.
(z(A)|A € [—m, 7]) mit den Eigenschaften 1), 2) und 3) wird Prozess mit orthogonalen
Zuwdchsen genannt, und er ist eindeutig durch (X;|t € Z) festgelegt. Wegen 2) ist der

Prozess rechtsstetig, und Eigenschaft 3) bedeutet, dass die Zuw#chse des Prozesses iiber
disjunkte Intervalle unabhéngig sind.

Das stochastische Integral ist folgendermaflen definiert:

/7T eMdz(N) = Limup_oo ZeM?t (z(\)) —z(\'y)) (2.7)

-7

—T =A< AP <...<AN'_; < A\'= 7 ist eine Zerlegung des Intervalls [—m, 7].

8Diese Darstellung enspricht der Fouriertransformation von (schwach) stationiiren Prozessen.
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Wenn der Grenzwert im quadratischen Mittel fiir alle Zerlegungsfolgen von [—m, 7] fiir

n — oo existiert, dann ist das Integral gleich diesem Grenzwert und dadurch definiert.

n — oo ist gleichbedeutend damit, dass die maximalen Intervalllingen max(A} — A7)
j

der Zerlegungsfolgen gegen 0 konvergieren.”

Aus der Darstellung 2.7 folgt

X =1ima o Ze“yt (z(N1) = 2(\)y)) VteZ

J=1

woraus ersichtlich ist, dass jeder (schwach) stationére Prozess der Grenzwert einer Fol-
ge von harmonischen Prozessen ist. Jeder (schwach) stationére Prozess ist also durch
eine Summe von harmonischen Schwingungen mit zufilligen Amplituden und Phasen
approximierbar.

Definition 2.3.2 (Spektrale Verteilungsfunktion) Sei (X;) ein (schwach) stationdrer
Prozess mit Spektraldarstellung X, = [7_edz(X), dann heift die durch F(X) = Ez(X)z(\)*
definierte Funktion F : [—m, 7] — C™ ™ die spektrale Verteilungsfunktion des Prozesses
(X3)-

Nach einer einfachen Berechnung unter Einbeziehung der Eigenschaften eines Prozesses
mit orthogonalen Zuwéchsen erkennt man

FA2) = F(\) = E (2(A) = 2(M))(2(A2) = 2(M))"

fiir Ay < Ag. Anders ausgedriickt entspricht der Zuwachs der spektralen Verteilungs-
funktion iiber einem Intervall [A;, Ao] dem zentralen zweiten Moment des Zuwachses des
Prozesses mit orthogonalen Zuwiéchsen iiber diesem Intervall.

Definition 2.3.3 (Spektrale Dichte) Sei f : [—m, 7] — C"*", sodass
A
F(\) = / f(w)dw w...Lebesque—Mafs

dann heifit f die spektrale Dichte von (X;).

Bemerkung: F' ist dann absolut stetig beziiglich des Lebesgue—Mafles w.

Ohne Beweis wird folgender Satz gebracht, der die Eigenschaften einer spektralen Ver-
teilungsfunktion und einer spektralen Dichte beschreibt.

Satz 2.3.2 1. Eine Funktion F : [—m,m| — C"*" ist eine spektrale Verteilungsfunk-
tion genau dann, wenn gilt:

9Bei einem ,normalen“ Riemann-Integral werden die Werte der zu integrierenden Funktion f (hier:
f(A) = ) mit den Intervalllingen \; — \;_; gewichtet. Hier wird die Definition des Riemann-—
Integrals erweitert, indem die Werte von f mit dem Zuwachs des stochastischen Prozesses iiber dem
Intervall [A\;_1,\;] gewichtet werden.
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a) F(-=m)=0  F(r) =~(0)
b) F ist rechtsstetig
C) F()\g)—F()\l)z() Ay >\

2. f:[—m,m] — C™™ ist eine spektrale Dichte genau dann, wenn gilt:

a) f>0 w-fast iberall
b) [, f(N)dA = ~(0)

Satz 2.3.3 (Spektraldarstellung der Kovarianzfunktion) Jede Kovarianzfunktion
v Z — R™™ eines stationdren Prozesses (X;) besitzt die Darstellung

~(t) = /7r eMdF(N) (2.8)

—Tr

wobei F' die spektrale Verteilungsfunktion von (X;) ist.
F' ist durch v eindeutig bestimmd.

Ezxistiert eine spektrale Dichte f, dann gilt

Umgekehrt kann f durch
1 —i
fN) > ()™ (2.10)

2w
t=—o00

aus der Kovarianzfunktion v bestimmt werden.

Bemerkung:
Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer spektralen Dichte sind >~ _, |[v(s)]| <
oo und die schwichere Bedingung >, I7(s)|” < o0

2.3.1 Lineare Transformation von stationiaren Prozessen

Die lineare Transformation von (schwach) stationdren Prozessen wird durch die Darstel-
lung im Frequenzbereich auch vereinfacht. Da die lineare Transformation von (schwach)
stationdren Prozessen auch fiir das Problem der Identifizierbarkeit wichtig ist, wird im
Folgenden ein kurzer Uberblick dariiber gebracht.

Sei (X;) ein (schwach) stationérer Prozess.
Der Ausdruck

Y, = Z CLth,j a; € R™>" (211)

j=—o00

10Djese Darstellung entspricht der Fouriertransformation von ~(t).
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wird eine lineare Transformation (manchmal auch linearer Filter) von (X;) genannt.

Es wird die Bedingung
> ol < o0 (2.12)

j=—c0
angenommen, um die Existenz der Summe zu gewéhrleisten. (||| ist eine beliebige Ma-
trizennorm.)

(a;|j € Z) wird Gewichtsfunktion genannt.
Durch Nachrechnen der Bedingungen fiir (schwache) Stationaritét ist einfach zu sehen,
dass auch der Prozess (if:) (schwach) stationir ist, wenn (X;) (schwach) stationér ist,

und Bedingung 2.12 gilt.

Wenn man die Spektraldarstellung des (schwach) stationdren Prozesses (X;) in die Glei-
chung 2.11 einsetzt, erhélt man

Y, =30 a7 ANz (M) =

= fjﬂ (Z;’i_oo aje_i)‘j> eMdzx(\) VteZ

Summe und Integral diirfen vertauscht werden, da das Integral linear und stetig beziiglich
der Konvergenz im quadratischen Mittel ist. zx () ist der zu (X;) gehorige Prozess mit
orthogonalen Zuwichsen.

Man definiert die sogenannte Transferfunktion k : [—m, 7] — C"™*" durch
EA) = ) aje™V (2.13)
j=—00

Durch die Bedingung 2.12 existiert auch k(X), und k() ist im Sinne der gewohnlichen
Konvergenz (punktweise) definiert.
Daraus folgt:

Y, = / eME(N)dzx () = / eMdzy(N) VEEZ

-7 —T

Zwischen der Gewichtsfunktion (a;|j € Z) und der Transferfunktion k(\) besteht ein
bijektiver Zusammenhang. k(\) kann durch 2.13 bestimmt werden, umgekehrt gilt
o7 o

e k(N)dA (2.14)

a;

(ohne Beweis)
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Satz 2.3.4 (X;) sei (schwach) stationdr mit spektraler Dichte fx. Y, => 72 _ a;X;—j

=—00

sei die lineare Transformation von (X;). Dann ezistieren auch die spektrale Dichte fy
von (Y;) und das sogenannte Kreuz—Spektrum fyx zwischen (X;) und (Y;), und sie sind
gegeben durch

fr(A) = k) fx (MR (2.15)
frx(A) = k) fx (V) (2.16)

Bemerkung:
(Xt) ist, wie vorher bemerkt wurde, (schwach) stationér mit spektraler Dichte

fX :( fX fXY)
)\ xS

Beweis:
EY;YE)* = ’}/y(t) = fjﬂ ezAtfy()\>d/\

EYYy =B [(S5 e aiXes) (58w aXin)] =
=L [E;.ifoo D oo ant*jX;-‘rka*—(j—‘rk)] =
= Z]O'i—oo ZZZ_OO ajE(Xt_jX;—i-k)aj(jJrk) -
= Z;i—oo ZZZ_OO a;yx(t —2j — k)a‘*—(j—l-k) =

= Z;’i_w ZZO:_OO a; ffr ei)\(tf2jfk)fX()\)d/\ a*—(j+k) _

[e.9]

IS ae e ) 3 PO i
j:—oo k=—o00
%ﬁ NS ~~ >
=k(N) =R o€ M = k(N

= [T k(\)e™ fx(N)E(N)*dA

= /W ™M fy-(\)d\ = /W E(A)eM fx(Nk(N)*dX YVt € Z (2.17)

Diese Gleichung gilt V¢ € Z und die Menge der Funktionen (e!) formt eine orthogonale

Basis im Raum aller quadratisch integrierbaren Funktionen iiber [—, 7|. Deshalb kann
aus 2.17

() = k(W) fx (MEA)”
gefolgert werden.
Der Beweis von 2.16 erfolgt analog.[]
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3 Finanzzeitreihen

Bei der Untersuchung von Finanzzeitreihen werden Daten analysiert, die auf Finanzmérk-
ten auftreten, wie z.B. der Preis der Aktie einer bestimmten Firma, der Wert eines Ak-
tienindizes, der Umrechnungskurs einer Fremdwihrung, der Goldpreis, der Olpreis und
vieles mehr. Finanzzeitreihen sind also Zeitreihen, die die Preise P; einer Finanzanla-
ge zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ enthalten. Diese Zeitpunkte sind dquidistant, die
Zeitrdaume zwischen den Beobachtungszeitpunkten sind also gleich lang. Allgemein wird
aber nicht mit diesen rohen Finanzdaten P, gearbeitet, sondern es werden die sogenann-
ten ,,Returns® oder ,,log — Returns® verwendet.
Die Gewinnrate einer Anlage ist durch

P — B
P,

gegeben. P, und P, bezeichnen die Preise der Anlage zu den Zeitpunkten ¢ und ¢ + 1.
X1 ist also der Gewinn der Anlage pro Einheit des eingesetzten Kapitals und wird
(relativer) Return genannt. Bei dieser Formel wird angenommen, dass keine Zahlungen
zwischen t und ¢t + 1, wie Dividendenzahlungen oder dhnliches, geleistet werden. Returns
sind im Gegensatz zu absoluten Preisen unabhéngig von der Einheit, in der sie beobach-
tet werden, und dadurch leichter zu vergleichen. Weitere Uberlegungen zeigen, dass bei
,hinreichend kleinen“ Returns X, gilt:*

InP;—InP, =In Lias =In(1+ Xy1) ~Inuly—; + Xt dlﬂ’u:l = X1 (3.2)

P, 11 du

Damit sieht man, dass kleine Returns X;,; ungefdhr mit der Differenz der logarithmier-
ten Preise iibereinstimmen. Die Differenz der logarithmierten Preise In P, — In P, wird
log — Return genannt. Log — Returns werden den relativen Returns vorgezogen, da diese
bei der Betrachtung iiber mehrere Perioden additiv sind. Im Folgenden wird nicht mehr
zwischen Returns und log — Returns unterschieden.

Eine grundlegende Annahme ist, dass Finanzzeitreihen, also Zeitreihen die Returns
enthalten, (stark) stationdr sind, zumindest {iber passende, nicht zu lange Zeitrdume.
Dies ist auch der Grund dafiir, dass Returns anstelle von ,,rohen* Finanzdaten, wie z.B.
den Aktienpreisen, bei den Untersuchungen verwendet werden. Denn Zeitreihen, die die
reinen Preise von Finanzanlagen beinhalten, sind schon offensichtlich nicht stationér.
Die Annahme der Stationaritdt von Finanzzeitreihen ist diskutierbar, dafiir sei aber auf
Straumann [7] verwiesen. Im weiteren Verlauf wird die Stationaritit von Finanzzeitreihen
vorausgesetzt.

Xt+1 - (31)

!Taylorreihenentwicklung von f(u) = Inu an der Stelle u = 1 (abgebrochen nach dem Term, der die
erste Ableitung enthélt)
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3.1 ,,Stylized Facts* von Finanzzeitreihen

Empirische Forschung hat gezeigt, dass Finanzdaten einige besondere charakteristische
Merkmale aufweisen, die als Stylized Facts bekannt sind.

3.1.1 Returns (X;) sind unkorreliert, (] X;|) und (X?) sind stark
autokorreliert

Return — Daten zeigen oft das Verhalten, dass die Beobachtungen untereinander unkor-
reliert sind. Mathematisch ausgedriickt bedeutet dies, dass die Werte der Autokorrelati-
onsfunktion fiir alle Lags h # 0 vernachléssigbar klein sind, bis vielleicht auf h = 1. Dies
weist darauf hin, dass Finanzzeitreihen eventuell gut durch Weises Rauschen modelliert
werden konnten.

Im Gegensatz dazu weisen Zeitreihen, die die betragsméiflig genommenen Returns
(]X;|) oder die quadrierten Returns (X?) beinhalten, ein véllig anderes Verhalten auf.
Deren Autokorrelationsfunktion ist fiir eine grole Anzahl von Lags h von 0 verschieden.
Sie konvergiert fiir grofie h nur sehr langsam gegen 0. Also sind die Prozesse (|X;|) und
(X?) sehr stark autokorreliert. Sie besitzen ein langes Gedéichtnis, weit zuriickliegende
Werte haben noch immer einen gewissen Einfluss auf die aktuellen Werte.

3.1.2 Die bedingte Volatilitat der Returns ist nicht konstant

Es wird beobachtet, dass Returns, die einen bestimmten Wert haben, von Returns um-
geben sind, die einen vergleichbaren Wert haben. Anders ausgedriickt, wenn ein uniiblich
kleiner oder grofler Return auftritt, treten in der nachfolgenden Periode dhnlich kleine
oder grofle Returns auf. Zeitrdume mit groflen Returns wechseln sich mit Zeitrdumen
mit kleinen Returns ab. Diese Eigenschaft von Finanzdaten wird Volatility Clustering
genannt.

Mathematisch bedeutet das, dass die Varianzen der Returns unter der Bedingung, dass
die vergangenen Returns gegeben sind, nicht konstant iiber den betrachteten Zeitraum
sind, und dass die zugrunde liegende Zeitreihe bedingt heteroskedastisch ist. Die bedingte
Volatilitit o, = (Var [Xy| X1, Xi_s, .. ])2 &ndert sich also im Laufe der Zeit.

3.1.3 Die Verteilung von Returns ist leptokurtisch

Bei Finanzzeitreihen treten sehr grofie und sehr kleine Werte o6fter auf als bei Daten,
denen eine Normalverteilung zu Grunde liegt. Returns haben also eine Verteilung, die
»dickere Schwinze* als die Normalverteilung hat. Die Wahrscheinlichkeiten P(X; < —x)
und P(X,; > x) fiir grole Werte von x, also die Schwénze der Verteilung, sind grofler als
die analogen Wahrscheinlichkeiten einer normalverteilten Zufallsvariablen.

Diese Eigenschaft bedeutet, dass groflere Verluste, aber auch grofiere Gewinne vor-
kommen konnen, als wenn den Daten eine Normalverteilung zu Grunde liegen wiirde.
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3.1.4 Leverage Effekte

Kurz erwéhnt wird folgende Eigenschaft der Volatilitditen von Returns, die empirisch
nicht vorliegt, sondern die nur auf Grund von theoretischen Uberlegungen zugrunde
gelegt wird. Es wird angenommen, dass die Volatilitdten asymmetrisch auf positive oder
negative Returns reagieren. Das heifit, dass ein negativer Return eine gréfere Volatilitéat
aufweiflit, als ein betragsmifBig gleich grofler positiver Return. Der Grund fiir dieses
Verhalten wird Leverage Effekt genannt.
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4 Bedingt heteroskedastische
Zeitreihen

Ein Ziel in der Analyse von Finanzzeitreihen ist es, die im vorigen Kapitel beschriebe-
nen Eigenschaften von Finanzdaten durch ein mathematisches Modell zu erkldaren und
zu beschreiben. Als Standardmodelle gelten die ,bedingt heteroskedastischen Zeitreihen “.
Diese Arbeit untersucht nur univariate Prozesse.

Allgemeine bedingt heteroskedastische Prozesse haben die Form
Xt = Ut + 0& teZ (41)

wobei (g;) ~ IID (0,1)! beziehungsweise oft auch (g;) ~ NID (0,1)2.

(¢) und (oy) sind stochastische Prozesse bei denen vorausgesetzt wird, dass sie nur
von der Vergangenheit abhéngen. Sie sind also Funktionen der Vergangenheit des Pro-
zesses (X;). Das bedeutet, dass die Zufallsvariablen p; und o; messbar beziiglich der
o—Algebra

Fioi=o0(glj<t—1) (4.2)

sind.
Die Menge F; kann als die Information {iber den Prozess, die zum Zeitpunkt ¢ verfiighar
ist, interpretiert werden.

Daraus folgt, dass X; F;—messbar ist, Vi € 7Z, was als Analogie zur Kausalitdt von
ARMA-Prozessen betrachtet werden kann.

Zu bemerken ist, dass

He = E(Xt | ft—l)
1 ist also der Erwartungswert von X; unter der Bedingung, dass die Vergangenheit des
Prozesses X; bis zum Zeitpunkt ¢t — 1 bekannt ist.

Ebenso ist leicht zu sehen, dass

Var(Xy | Fioq) = crf

() ist eine Folge von identisch verteilten und (stochastisch) unabhéngigen Zufallsvariablen &;, mit
FEe; =0 und Var e, :Esf =1 VteZ
(IID: independent and identically distributed)

2unabhingig und identisch standardnormalverteilt
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o? ist also die bedingte Varianz von X; gegeben die Information F;_;, und |o;| kann als
die Volatilitdt zum Zeitpunkt ¢ interpretiert werden.

Die Prozesse (y¢) und (o) sind nicht direkt beobachtbar.

Bedingte Heteroskedastizitat tritt auf, wenn (oy) ein nicht-trivialer Prozess ist. Daraus

leitet sich auch der Name fiir diese Prozesse ab. o7 ist die bedingte Varianz der Pro-

zessvariablen X; zum Zeitpunkt ¢ unter der Bedingung, dass die Vergangenheit bis zum
Zeitpunkt ¢ — 1 bekannt ist, und o2 ist variabel, also heteroskedastisch.

Unter der Beriicksichtigung, dass (p;) und (oy) F;—1—messbar sind und dass (g;) ~
11D (0,1), berechnet man

Var(X;) = Eu; + Eop — (E)?
Unter der Annahme p; = p = konstant wird daraus

Var(X,) = Eo? = E (Var(X, | F,_1))

Daher gilt nur unter der Voraussetzung p; = p = konstant, dass die unbedingte Varianz
von X; gleich dem unbedingten Erwartungswert der durch F;_; bedingten Varianz von
Xt ist.

Im Folgenden werden nur Prozesse betrachtet, fiir die y; = 0 ist. Prozesse, deren durch
die Information zum Zeitpunkt ¢ bedingter Erwartungswert zum Zeitpunkt ¢ null ist,
werden Innovationen genannt.

Es gilt also
Xt = Ot&¢ Vt € Z

Zusammenfassend gilt fiir die betrachteten bedingt heteroskedastischen Prozesse:
e E(Xi|Fi1)=0
e EX,=FEFX|F-1))=0
o Var X; = E(Var(X;| Fi_1)) = Eo?
o VE#£0gilt:  vx(k) = Cov(Xy—, Xy) = E(E(04—rer—rorer | Fio1)) =

= E(O’t,k Et—k O'tE(St ’ ftfl)) =0

Das heifit, wenn eine stationdre Losung existiert, dann ist diese Losung ein Weifles Rau-
schen.
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4.1 GARCH(p, ¢)—Prozesse

Die sogenannten GARCH(p, ¢)—Prozesse gehoren zu den bedingt heteroskedastischen
Prozessen. Diese haben sich als recht effizient erwiesen und werden in der Praxis haufig
verwendet. GARCH(p, ¢)—Prozesse und ihre Eigenschaften werden im folgenden Ab-
schnitt dargestellt.

Die Losung (X;) der Gleichungen

X, = oy Vt e Z (4.3)
q p
ol =00+ Y XP,+Y Biop,; Vtel? (4.4)
i=1 j=1
wobei (g;) ~ IID(0,1)
ge N={1,2,...}
peNy={0,1,2,...}
ag >0
o, ..., 0401 >0 ag >0

ﬁla"wﬁp—lzo ﬁp>0

wird ein GARCH(p, q)(generalized autoregressive conditionally heteroscedastic)-Prozess
mit dem Volatilitdtsprozess (0;) genannt.

Der Volatilitétsprozess (o) ist nichtnegativ.

GARCH(0, ¢)—Prozesse werden ARCH(q)(autoregressive conditionally heteroscedastic)—
Prozesse genannt.

Die Klasse der ARCH(q)—Prozesse wurde 1982 von Robert F. Engle erstmals vorgestellt.
Dabei wird der Unterschied zwischen der unbedingten und der bedingten Varianz des
Prozesses hervorgehoben, wobei die bedingte Varianz o7 als Funktion von vergangenen
Werten sich im Laufe der Zeit dndert, wihrend die unbedingte Varianz gleichbleibt. 1986
wurden die ARCH(q)-Modelle von Tim Bollerslev zu GARCH(p, ¢)-Modellen erweitert,
der die Varianz nicht nur von vergangenen Werten des Prozesses, sondern zusétzlich
noch von vergangenen Varianz—Werten abhéngig macht.

3Anmerkung: Die Verwendung der Parameter p und ¢ wurde [1] angepasst. In manchen anderen Ar-
tikeln sind p und ¢ vertauscht.
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GARCH(p, q)-Prozesse gehoren, wie schon festgestellt wurde, zur Klasse der bedingt
heteroskedastischen Prozesse. Deshalb wird vorausgesetzt, dass o; nur von der Vergan-
genheit abhéngt. Das heifit, o, soll messbar beziiglich der o-Algebra F,_; = o(g;|j <
t — 1) sein. Ein GARCH(p, ¢)-Prozess mit dieser Eigenschaft wird kausal genannt.

Der Prozess (X;) ist dann F;—messbar.

Aus der Voraussetzung, dass (g;) eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen ist und
dass o, F;_1—messbar ist, folgt die stochastische Unabhéngigkeit von o; und &, t € Z.
Es gilt: 0, ist unabhéngig von (g444)nen,, und X, ist unabhingig von (/41 )nen-

Die Bedingungen, dass alle Koeffizienten oy,...,aq, B1,..., 3, nicht-negativ sind, si-
chert, dass auch ¢? nichtnegativ ist. Daher kann die Volatilitit o; als die positive Qua-
dratwurzel von o? definiert werden.

4.1.1 Existenz von stationdren Losungen

Bollerslev hat in seinem Artikel von 1982 [1], in dem er den GARCH(p, ¢)—Prozess vor-
stellte, auch eine Bedingung fiir die Existenz von schwach stationdren Losungen an-
gegeben. Bedingungen fiir die Existenz von stark stationdren Losungen und eine Dar-
stellung dieser Losung wurden aber erst ein paar Jahre spéter zuerst von Nelson fiir
den GARCH(1, 1)-Prozess und dann von Bougerol und Picard fiir den allgemeinen Fall
aufgezeigt. Der néchste Abschnitt, in dem die Stationarititseigenschaften behandelt wer-
den, folgt der Darstellung im Kapitel 3 von Straumann [7] und dem Artikel von Lindner
6].

Wenn man von einem ,stationdren GARCH(p, ¢)—Prozess“ spricht, meint man, dass der
bivariate Prozess (X;, o;) stationdr ist.

Schwache Stationaritat

Zu Beginn dieses Kapitels wurde bereits £ X; = 0, V¢t € Z, und Cov(X;, X,) = 0,
Vt,s € Z, gezeigt. Damit der GARCH(p, ¢)-Prozess (X;) schwach stationér ist, muss
noch die Bedingung

EX}=VarX;=FEo} < o0 vVt € Z
erfiillt sein.

Satz 4.1.1 (Bollerslev [1]) Ein GARCH(p,q)-Prozess ist genau dann schwach stati-
onir mit EX; =0, Var X; = Eo? = 5 S‘_O_Zp 7 und Cov(Xy, Xs) =0 firt # s,
i=1 %72 5=1P)

wenn Y o+ 30 0 < 1.

Beweis: Sei m := max(p, q).

2 _ q 2 2 P 2
of =ap+ Y i qiop g+ 23:1 Bioy_; =
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=y + ZZ:l (ailetQ—il + ﬂil)o—?—h

wobei Qgi1,--,0, =0 falls g<p
Bp+is--,Bm =0 falls ¢g>p

0-152 = + ZZL:l(aile%—il + /87/1) |:O[0 + ZZ:I (aiQEL?—il—ig + ﬁm)} O-t2—i1—’i2 ==

= Oé() [1 + ZZ:I (Oéilg?fil + /811) + tte + ZZ:I(ailggfil + ﬁll) e 22271:1(aik—lé??f’ilf...fikfl

+ ZZ:l(ailgl?—il _'_ ﬂ’ll) e Z;Z:l (Oéikth—il—...—ik + /Bik)o-?—il—...—ik ==

= Qo Zzo:o M(tv k)
mit M(t,0) =1

M(t,1) = 3252, (et + Bi)

Mt k+1)=>" (e, + B)M(t —1i,k)

M(t, k) > 0 fast sicher, M(t, k) ist unabhéngig von ¢; und V¢, s, k gilt EM(t, k) =
E M(s, k).

= FEMtk+1)= Z:il El(aue? , + B)M(t — i, k)] =
=>" (o Ec} ;+B)EM(t —i k) =
N

=1

=" (o +B)EM(t,k) = ... =

= (X0 (o + B8:) T EM(t,0) =
f

= (Zia(ei+ )
= Eo}=ay Y iy EM(tE) = a0 Yoy (0 (i + B:)"

Diese unendliche Reihe konvergiert genau dann, wenn

m

Z(Oéi +6;) <1

i=1

Das heiit, F(X?) < oo gilt genau dann, wenn die Bedingung

doai+) pi<1 (4.5)
i=1 j=1
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erfiillt ist.

Daraus kann gefolgert werden, dass unter der Bedingung 4.5 eine Lésung von 4.3 und
4.4 schwach stationér ist.

Starke Stationaritat

Um die Existenz einer stark stationdren Loésung von 4.3 und 4.4 zu untersuchen, wird
dieses Problem zuerst in einer anderen Form dargestellt.

Fall p=qg=1:

2 2 2 _ 2 2 2 _ 2 2
of =ap+ a1 X7+ oj =+ aqop &5 + Piofy = ap + (cagf_ + Br)of

Man setzt: A; = aye? + 5
Bt = Q)

_ 2
Yi=o0in

Daraus folgt, dass (Y;) = (07,4) die Losung der rekursiven stochastischen Gleichung

Vi =AY, n+B telk (4.6)
ist. Dabei ist (A;) ~ IID.
Gleichung 4.6 ist die Zustandsraumdarstellung des GARCH(1, 1)-Prozesses.

Damit wird das Anfangsproblem, Bedingungen fiir die starke Stationaritit und eine
stark stationédre Losung von 4.3 und 4.4 zu finden, in das dquivalente Problem transfor-
miert, eine stark stationére Losung (Y;) von 4.6 und Bedingungen fiir deren Existenz zu
erhalten.

Der folgende Satz, der von Nelson stammt, 16st dieses Problem:

Satz 4.1.2 (Nelson) Ein GARCH(1,1)-Prozess mit ag, o, > 0 hat genau dann
eine stark stationdre Losung, wenn

E [log Ao| = E |log(B1 + aneg)| < oo

und
E(log Ag) = E [log(f1 + aveg)] <0 (4.7)

Diese Lisung ist eindeutig, und ihre quadrierte Volatilitat ist gegeben durch

0o J
Utz :040—1‘0402 (HAti> =

j=1 \i=1

oo J
L+ Y I8+ et )| tez (4.8)

=1 i=1
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Dieser Satz wird ohne Beweis angefiihrt. Darstellungen des Beweises finden sich in Strau-
mann [7] und Lindner [6].

Die Bedingung F [log(/5; + a;€3)] < 0 ist notwendig und hinreichend fiir die Existenz
von stark stationdren GARCH(1, 1)-Prozessen.

Die Anwendung der Jensen’schen Ungleichung® auf die Bedingung 4.7 liefert
E [log(ﬁl + alsg)] <log E(B + a1el) = log(B + a1 Esd)

Da dieser Ausdruck kleiner 0 sein muss, ist 3; +a; Fe2 < 1 eine hinreichende Bedingung
fiir die Existenz einer stark stationédren Losung.

Im Fall (¢;) ~ IID(0,1) wird daraus a; + f; < 1. Zu dieser hinreichenden Bedingung
fiir die Existenz einer stark stationédren Losung ist anzumerken, dass es stark stationére
Losungen mit ay + 31 > 1 gibt. Jedoch gilt dabei immer, dass 3; < 1 notwendig ist,
wahrend oy > 1 sein darf.

Im Fall p, ¢ > 2 definiert man die (p + ¢ — 1)-dimensionalen Vektoren

_ 2 2 2 2 /
Yt—(Ut,...’a Xt—].""7Xt—q+].)

t—p+1>»

und
B = (ap,0,...,0)

sowie die (p+ ¢ — 1) x (p+ g — 1)-dimensionale Matrix

Oé1€t2 +06 B2 - ﬁpfl ﬁp Qo -+ Qg1 Qg
1 o --- 0 0o 0 -- 0 0
0 1 - 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
Ar = £ 0 0 0 0 0 0 (4.10)
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 O --- 0 o 0 --- 1 0
Y, und A, werden fiir alle ¢t € Z definiert.
Diese Matrizen stammen von Bougerol und Picard.
4f sei eine konvexe, reelle Funktion definiert auf R, E |X| < oo
= [fEX)<Ef(X) (4.9)
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Die Gleichungen 4.3 und 4.4 implizieren
Yt+1 - Ath + B t c Z (411)

wobei (A4, B) ~ IID.

Die obige Gleichung ist eine lineare, rekursive, stochastische Gleichung im Zustands-
raum RPT?1 und stellt die Beziehung zwischen der Gegenwart und der Vergangen-
heit des stochastischen Prozesses (Y;) dar. 4.11 ist die Zustandsraumdarstellung des
GARCH(p, ¢)-Prozesses.

Man sieht wie im Fall p = ¢ = 1, dass 4.3 und 4.4 genau dann eine eindeutige, nicht-
negative und stationdre Losung haben, wenn 4.11 eine eindeutige, nichtnegative und
stationére Losung hat. Diese Losung (Y;) zeigt in der ersten Koordinate den , aktuel-
len® Wert der quadrierten Volatilitit o?. X; erhilt man iiber die Gleichung 4.3. Das
urspriingliche Problem ist also wieder dahingehend transformiert worden, eine Losung
von 4.11 zu finden.

Eine vollstandige Antwort auf dieses Problem wurde von Bougerol und Picard (1992) ge-
geben. Thre Resultate werden hier ohne Beweise gebracht. Eine Darstellung der Beweise
findet man in Straumann [7]. In Lindner [6] werden kurze Beweisskizzen gebracht.

Die Existenz einer stark stationdren Losung einer multivariaten, rekursiven, stochas-
tischen Gleichung wird in Abhéngigkeit vom sogenannten Top—Lyapunov—Exponenten
ausgedriickt.

Satz 4.1.3 (Bougerol und Picard) Sei oy > 0 und seien o; > 0, i = 1,...,q und
B; >0,73=1,...,p. Zu den Gleichungen 4.3 und 4.4 existiert genau dann eine eindeu-
tige, stark stationdre Losung ((Xy,04)), wenn folgende Bedingung gilt:

_ 1

p ist der Top—Lyapunov—Exponent von (Ay).
Die zugehirige Losung (YY) der Zustandsraumgleichung 4.11 ldsst sich folgendermafen

darstellen: .
< /]
Y, =B+ Z (H Atl-) B w — fast sicher (4.13)
j=1 \i=1
Dabei ist [|-]| eine Matrizennorm, die durch
Ax
JA] = sup 1]
x£0 ]|
definiert ist. A € R4 x € R? und ||-|| ist eine beliebige Norm in R? da in einem

endlich-dimensionalen Vektorraum alle Normen &quivalent sind. p ist unabhéngig von
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der gewéhlten Vektornorm und Matrizennorm.

Zu bemerken ist, dass Y, F;,_—messbar, Vt € Z, ist. Jeder (stark) stationire GARCH(p, ¢)—
Prozess ist also kausal, das heifit X; ist F;—messbar, Vt € Z. o, ist F;_1—messbar und
daher unabhéngig von ¢, t € Z fix.

Es ist oft nicht moglich, trotz gegebener Koeffizienten «; und ; und gegebener Vertei-
lung von ¢;, den Top—Lyapunov-Exponenten p fiir eine Folge von Matrizen zu berechnen.
Deshalb muss auf numerische Simulationen zuriickgegriffen werden. Es gibt aber speziel-
le Fille, in denen es einfacher zu bestimmen ist, ob der Top—Lyapunov-Exponent p < 0
oder p > 0 ist.

Satz 4.1.4 Folgende Bedingungen gelten fiir den Top—Lyapunov-Ezponenten p von (Ay):
1. E(log|[Ag-A_,11]|) <0 fireinr>1 = p<0
2. 3 uB(eg) +3_ i <1 = p<O0

3. Seien oy, B; > 0,Yi,7, und fir die Verteilung von ¢y soll P(|lgg] = 0) = 0 und
P(leo| < 2) < 1,Vz > 0, gelten. Aus der Bedingung Y1, i E(eg) + 320 8; = 1
folgt p < 0.°

4 ?:15]’21 = p>0

Wenn also die Summe der Koeffizienten [3; gréfer oder gleich 1 ist, dann exis-
tiert keine stark stationdre Losung.

Kurz zusammenfassend kann man sagen, dass unter der Voraussetzung () ~ 11D(0, 1)
die Bedingung > i, i + 7, B; < 1 hinreichend und dass die Bedingung > °%_, 8; < 1
notwendig fiir die Existenz einer stark stationdren Losung ist.

4.1.2 Existenz von Momenten héherer Ordnung

Fiir die Identifizierbarkeit von GARCH(p, ¢)—Prozessen ist in weiterer Folge speziell die
Existenz des vierten Moments der stationéren Losung eines GARCH(p, ¢)—Systems wich-
tig. Eine Moglichkeit zur Berechnung des vierten Moments wird in Kapitel 6 gezeigt.
Im folgenden Abschnitt werden in knapper Form Bedingungen fiir die Existenz von Mo-
menten hoherer Ordnung von GARCH(p, ¢)-Prozessen dargestellt.

Sei P(eg = 0) < 1. X; und o, sind stochastisch unabhéngig fiir stationire, kausale
Losungen; es gilt also E(X;") = E(0}") E|e¢|™. Das heiit, das m. Moment von X; = o,
existiert genau dann, wenn F(0}") < oo und E|e,|™ < co. Es geniigt, sich auf Bedingun-
gen fiir die Existenz von Momenten hoherer Ordnung von o; zu beschrénken.

SGARCH(p, ¢)-Prozesse mit der Eigenschaft > | a; +Z§:1 B; = 1 heiflen integrierte GARCH(p, ¢)—
Prozesse oder IGARCH(p,q)-Prozesse. Diese Bedingung zeigt, unter welchen Annahmen
IGARCH(p, q)-Prozesse eine stark stationire Losung haben.
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Meist ist die Verteilung von ¢, symmetrisch, wie zum Beispiel im Fall der Normalvertei-
lung. Im Folgenden wird eine symmetrische Verteilung von ; vorausgesetzt. Dann sind
die ungeraden Momente von ¢; und daher auch von X; null.

Satz 4.1.5 (Bollerslev [1]; He & Teridsvirta) Sei (Xy, o) ein stark stationdrer GARCH(1, 1)-
Prozess mait
Xi =018y
of =+ X} + Bop

wobei e, ~ 11D(0,1).
Seim € N.
Das m. Moment E(a?™) von o} existiert dann und nur dann, wenn E((3; + a1e3)™ < 1.

pj = B(a}’)
Wm kann rekursiv durch
m—1
_ m —i .
Hm = (1 - B + 0415(2))m> 1 (j >% TE(By + aned) (4.14)
3=0
berechnet werden.
Das 2m. Moment von X, ist durch
B(X{™) = pmE(eg™) (4.15)

gegeben.

Die Bedingung fiir die Existenz von pu,, wird ausgehend von der Gleichung 4.8 mit Hilfe
der Minkowski-Ungleichung gezeigt. Mit dem Binomialsatz kann

m—1

m\

DY (k)@? Foit (B4 angl )+ o (B + angl )™
k=0

einfach nachgerechnet werden. Daraus und mit den Eigenschaften der Stationaritéit kann
die Rekursionsformel fiir yu,, gezeigt werden. Ein genauer Beweis dieses Satzes wird hier
nicht gebracht.

Beispiele:

1. (e,) ~ IID(0,1)

m = 1:
w1 = E(0?) existiert, wenn

E(ﬁl + 06163) =+ <1
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gilt.

m = 2:
po = E(o}) existiert, wenn

E(B + aiel)* = B + 20181 + 2 F(g5) < 1

gilt.
o2 1+ a;+ 6
Bt — 0 :
2 (o7) 1 —afE(gy) — 2016 — 7 1—a1— B

2. (2,) ~ NID(0,1)0

E(c}) existiert, wenn
ﬁ% + 20&1&1 + 301 < 1
gilt.
ag At +5
—3af = 2B — B 1—a1—f
Ling und McAleer haben in einem Satz das Problem der Existenz von htheren Momen-

ten von GARCH(p, ¢)-Prozessen, p, ¢ > 2, gelost. Die Bedingung, die sie dafiir angeben,
wird mit Hilfe des Kronecker—Produkts von Matrizen formuliert.

Blof) = <

Definition 4.1.1 (Kronecker—Produkt) C' = (¢;j)iz1,. mj=1,..n S€i eine (m X n)-
Matriz, D sei eine (p X r)-Matriz. Dann ist das Kronecker-Produkt C' ® D wvon den
zwei Matrizen C und D eine (mp x nr)-Matriz, die durch

CHD cee ClnD
CxD= : “-. ;
cmD - epnD
definiert ist.

Satz 4.1.6 (Ling & McAleer) (X, o0y) sei ein stark stationdrer GARCH(p, q)-Prozess
mit aq + 1 > 0. Sei die (p+q—1) x (p+q—1)-Matriz A, definiert wie in 4.10. m € N.
Dann ist das m. Moment von o7 genau dann endlich, wenn fiir den Spektralradius p der
Matriz E(AF™)7 gilt:

o (E(AP™) <1 (4.16)

6X ~N(0,1) = BE(X%)=T[_,(2i—1)
"Der Spektralradius einer (n x n)-Matrix A € C"*" ist gleich dem Wert des betragsmiBig groBten
Eigenwerts von A. Wenn Ay, ..., \, die Eigenwerte der Matrix A sind, dann gilt:

p(A) = max Y
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Eine Beweisskizze fiir diesen Satz findet sich in Lindner [6]. Hier wird der Satz ohne
Beweis gebracht.

Oft ist es sehr aufwendig oder iiberhaupt nur numerisch moglich, die Bedingung p (E(A{™))
< 1 zu iiberpriifen. Einige Wissenschafter haben eine einfachere, hinreichende Bedingung
fiir die Existenz des m. Moments von ¢? gefunden, die im folgenden Satz (ohne Beweis)
beschrieben wird.

Satz 4.1.7 (Giraitis und andere) Sei (X;,04) ein stark stationdrer GARCH(p,q)-
Prozess. Seim € [1,00) und 0 < E|e2™| < oco.

g Qi " 2
L=l ) pem| < (4.17)
L= ?:1@' ’

ist eine hinreichende Bedingung fiir E(o?™) < cc.

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch bemerkt werden, dass die bedingte Hete-
roskedastizitit, also die Variabilitdt von o2 = Var(X;|F;_1), die héheren Momente der
unbedingten Verteilung von X; beeinflusst. Im Speziellen hat die unbedingte Verteilung
von X, ,fettere Schwénze® als eine Normalverteilung, was bei der Modellierung von Fi-
nanzdaten ja gewiinscht wird (vergleiche Kapitel 3).

Ein Maf dafiir, wie grof die Abweichung von der Normalverteilung ist, ist die Kurtosis
K, die fiir eine Zufallsvariable Z folgendermaflen definiert ist:

E(Z — EZ)*

wZ) = (Var Z)?

Angewendet auf bedingt heteroskedastische Prozesse mit Erwartungswert null erhélt
man

EX} = Ee; Eo} > Ec{(Eo})?
Die >-Relation wird mit der Jensen “schen Ungleichung (siehe Seite 29) erkléart. Man
2y2
oz und, da (e) ~ I1D(0,1) ist, folgt

erweitert auf der rechten Seite mit (e
t

E X} > k. (EX})?
Daraus ergibt sich
KX, = Keo VteZ (4.18)

Da meist (e;) ~ NID(0,1) vorausgesetzt wird, bedeuted 4.18, dass die unbedingte
Verteilung des GARCH(p, q)—Prozesses leptokurtisch ist, also , dickere Schwéanze® als
eine Normalverteilung besitzt.
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5 Skalare ARMA-Prozesse und ihre
Ildentifizierbarkeit

Definition 5.0.2 (ARMA (p, ¢)—Prozess) Ein Prozess (X;|t € Z) heifst ARMA(p, q)
(autoregressive moving average)—Prozess, wenn (X;) (schwach) stationdr ist und V't € Z
die lineare Differenzengleichung

aoXt+a1Xt_1+. . .+ap_1Xt_p+1 +apXt_p = b0€t+b1€t_1+. . -+bq—15t—q+1+bq€t—q (51)
erfillt. Dabei sind ag,ai,...,ap—1,0p,b0,b1,...,bq-1,b4 € R, a, #0, by # 0, p,q € Ny,
(1) ist ein skalares Weifles Rauschen.

(X¢|t € Z) heifit ein ARMA(p, q)—Prozess mit Erwartungswert p, wenn der Prozess
(X¢ — p) ein ARMA(p, q)-Prozess ist.

Es wird der Verschiebeoperator (Backward-Shift-Operator) B eingefiihrt, der auf Z durch
B(Xi|te€eZ)= (X, 1|t €Z) (5.2)

definiert wird. Der Verschiebeoperator B ist linear und bijektiv.

Mit Hilfe des Verschiebeoperators B kann 5.1 kompakter durch

a(B):a0+alB+...—i—ap_1BP*1_|_apo

5.3
b(B) = b+ by B+ ...+ by B + b, BY (5:3)

a(B)X; =b(B)e; mit {

dargestellt werden. (a(B)X; wird kurz fir a(B)(X|t € Z) geschrieben.) a(B) und b(B)
sind Polynome vom Grad p beziehungsweise ¢ mit dem Verschiebeoperator B.

Eine Losung von 5.3 ist also durch
X, =a '(B)b(B)e (5.4)
gegeben, wenn das inverse Element von a(B) existiert.

Zwei Fragen stellen sich jetzt. Unter welchen Bedingungen existiert a=1(B)? Wie schaut
a'(B) aus?

Zuerst betrachtet man einmal nur die linke Seite von 5.1.
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Za]Xt _j Za]/ A= dz 5 (A / Za] N M2y (V)

\‘,_/
=a(\)

zx(A) ist der zu (X;) gehorige Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen.
Diese Gleichung stellt eine lineare Transformation eines (schwach) stationéren Prozesses
mit der Transferfunktion a()) = >°7_; a e ~N dar.

Folgende Uberlegungen kann man jetzt anstellen:

e~ = cos A\ — isin \ ist eine komplexe Zahl mit |e*““ = 1. Daraus folgt
p . . p .
A) = Zaj(e_”‘)] = Zajzj mit  |z| =1
§=0 j=0

Das heifit, a()) ist ein Polynom, das auf dem Einheitskreis {z||z| = 1} definiert ist.

Hier wird ein Satz aus der Analysis (ohne Beweis) angewendet, der besagt, dass ra-
tionale Funktionen, wie Polynome, eindeutig von der Menge {z||z| = 1} auf ganz C
erweitert werden konnen, man betrachtet also a(z) mit z € C.

Die Polynome a(B) und a(z) sind von gleicher Bauart, und das kann man zur Be-
stimmung von a~!(B) ausniitzen.

Denn die Mengen {Zoo L kiZ|z e C} und {ZOO k;B|B.. Verschiebeoperator}

j j
sind isomorph beziiglich der Multiplikation. Reihen von der Bauart Z oo hzj werden
Laurentreihen (verallgemeinerte Potenzreihen) genannt.

Da dieser Isomorphismus existiert, kénnen folgende Uberlegungen fiir Polynome a(z) mit
z € C durchgefiihrt werden, und die Resultate kann man dann eindeutig auf Polynome
mit dem Verschiebeoperator a(B) iibertragen.

Unter der Annahme a(z) # 0 fiir alle z € C mit |z|] = 1 existiert das inverse Ele-
ment a~1(z). Damit also a7!(z) existiert, darf das Polynom a(z) keine Nullstellen am
Einheitskreis {z | |z| = 1} haben. Mit dem Argument, dass a(z) stetig ist, kann man aus
a(z) # 0, V|z] = 1, folgern, dass zwei Konstanten 0 < r; < 1 < ry existieren, sodass
a(z) # 0 fiir alle z, die innerhalb des Kreisrings {z|r; < |z| < ro} liegen, gilt. Das Po-
lynom hat also auflerdem keine Nullstellen innerhalb dieses Kreisrings. Da ein Polynom
eine analytische! Funktion ist, kann a(z) innerhalb dieses Kreisrings (mit Mittelpunkt
2o = 0) in eine Laurentreihe ZOOZ o @;(z—2z0)? entwickelt werden, die dort konvergent ist.

Diese Laurentreihe kann folgendermafien bestimmt werden. Das Polynom a(z) kann

'Eine Funktion f(z) heifit in einem Gebiet G analytisch, wenn sie in allen Punkten von G differen-
zierbar ist.
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gleich dem Ausdruck ¢(z — 21)...(2 — z,) gesetzt werden, dabei sind z,...,2, € C
die Nullstellen von a(z), die laut Annahme auflerhalb von {z |r; < |z| < 13} liegen, c ist
eine Konstante.

e Fall |z;| > 1 (Nullstelle liegt auBerhalb des Einheitskreises):

1 1 1 172\ 1SN
zZ— z zi 1—= Zzz(zz> ZiZZZ :
2 ]:0 ]:0

denn |z| < |z] = < 1 (Entwicklung in eine geometrische Reihe)

Z
Zi

e Fall |z;| <1 (Nullstelle liegt innerhalb des Einheitskreises):

1

1 1 1SN /2N N 1 o
2—z =z 1-% z0<z> ZZZZ 2 Z K

denn |z] > |z] =

Zi
z

2
1 -1 -
2 j=—00 Z

=

z—z 127 V2| > |z|im Fall 2] < 1

a~1(z) erhilt man aus dem Produkt dieser Laurentreihen multipliziert mit % Die ein-
zelnen Faktoren sind konvergente geometrische Reihen, und das endliche Produkt dieser
Reihen ist wieder konvergent. a~!(z) liisst sich also durch eine Laurentreihe Z‘;’;foo hjz
darstellen, deren Koeffizienten h; geometrisch gegen 0 fiir j — oo konvergieren. Die
Laurentreihe von a~!(z) muss noch mit b(z) multipliziert werden, was an der Konvergenz

nichts andert. Man erhélt

1(z) = a Y (2)b(z) = (Z hjzj> bz)= > 1;2

j=—00 j=—00

wobei 372 |l;] < oo. Durch den zuvor erwihnten Isomorphismus erhélt man a~'(B)

und fiir die Losung von 5.3

X; =1(B)g; = i ligr—; mit [(B)=a'(B)b(B)

j=—00

Unter der Annahme a(z) # 0, V|z| < 1, ist leicht zu erkennen, dass h; = 0, Vj < 0.
(Dann existieren keine Nullstellen innerhalb des Einheitskreises.)
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Zusammenfassend wurde gezeigt:

Satz 5.0.8 o Unter der Annahme a(z) # 0, V|z| = 1, existiert eine eingeschwunge-
ne und stabile Lisung des ARMA-Systems 5.3, und sie hat die Gestalt

X, =1(B)e; = f: ligr—; mit I(B) =a *(B)b(B) = (f: th]‘> b(B) (5.5)

j:—oo j:—OO

e Unter der Annahme a(z) # 0, V|z| < 1 existiert eine eingeschwungene, stabile und
kausale Losung des ARMA-Systems 5.3, und sie hat die Gestalt

X, =1(B)e, = f:zjgt_j mit 1(B) = a ' (B)b(B) = (i thf) b(B) (5.6)

In beiden Fillen gilt 3 7% |/;] < 0o, wodurch die Existenz der Summen gesichert ist.

Die Bedingung a(z) # 0, V |z| < 1, wird Stabilitdtsbedingung genannt.

Bemerkung:
Diese beiden Losungen sind partikuldre Losungen von 5.3. Die gesamte Lésungsmenge
des ARMA(p, q)-Systems besteht aus den partikuldren Losungen plus der Menge aller
homogenen Losungen von a(B)X; = 0.

In dieser Arbeit werden nur kausale ARMA-Prozesse betrachtet. Im kausalen Fall
werden die Koeffizienten I;, 7 = 0,1, ..., von [(B) durch den Koeffizientenvergleich von

berechnet. Man erhalt

20 aolo = b() = l() = Cbalbo

z (1011 -+ allo = bl = ll = agl(bl — a1a5150)

5.1 Das Spektrum eines (kausalen) ARMA-Prozesses

Zuerst wird das Spektrum von Weiflem Rauschen (e;) berechnet. Aus den Eigenschaften
der spektralen Dichte von Seite 16 folgt ["_ f.(A\)dA =~(0) = E<} = o”.

0.2
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f- ist also konstant.
Das Spektrum eines (kausalen) ARMA-Prozesses erhélt man folgendermafien:

Ein ARMA-Prozess X; = Z]ﬁo lje;—; ist eine lineare Transformation von Weilem Rau-
schen mit der Transferfunktion I(e™) = 3772 Lje™ = a~'(e7?)b(e™™).
Aus 2.15 folgt dann

0.2

fx(\) = %a’l(e’M)b(e’i’\)b(e*”‘) a=t(e) (5.8)

fir A € [—m, 7).

5.2 ldentifizierbarkeit von skalaren ARMA-Prozessen

Unter ,Identifizierbarkeit“ versteht man das Problem, ob es moglich ist, aus den gege-
benen zweiten Momenten der Daten (Beobachtungen) fx beziehungsweise vx, eindeutig
auf die Parameter des zugrundeliegenden Prozesses zu schlieflen.

Definition 5.2.1 (Beobachtungsiquivalenz von ARMA—-Systemen) Zwei ARMA-
Systeme a(B)X, = b(B)e; und a(B)X; = b(B)e, heifen beobachtungsiquivalent, wenn
fiir ein gegebenes o2 ein G2 existiert, sodass (a,b,0?) und (a,b,52) das gleiche fx erzeu-
gen. Dies muss fiir alle zulissigen o gelten.

Wenn nur fx betrachtet wird, sind beobachtungsiaquivalente Systeme von auflen nicht
zu unterscheiden.

Definition 5.2.2 (Identifizierbarkeit) Eine Klasse von ARMA-Systemen heifit iden-
tifizierbar, wenn sie keine unterschiedlichen, beobachtungsdquivalenten Systeme enthdlt.

Mit anderen Worten, um Identifizierbarkeit zu gewéhrleisten, muss Beobachtungsaqui-
valenz ausgeschlossen werden.

Die Identifizierbarkeit von ARMA—Prozessen ist leichter zu beschreiben, wenn man das
Problem sozusagen ,,teilt“. Zuerst wird die Identifizierbarkeit von MA(q)—Prozessen be-
handelt, dann die Identifizierbarkeit von AR(p)-Prozessen. Die rechte und die linke
»Seite“ von ARMA-Prozessen wird also ,,getrennt“ durchgemacht.

L. MA(q)-Prozesse:  X; =b(B)e; = > 5_objer—j

Das Spektrum eines MA(q)-Prozesses ist

02

Fx(N) = -b(eMb(e™) A€ [-m,7] (5.9)
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Mit dem Argument von Seite 36 kann die auf {z| |z| = 1} definierte spektrale
Dichte eindeutig auf ganz C erweitert werden:

2

Fx(z) = g—ﬂb(z)b(l /2)  zeC (5.10)

Da das Weile Rauschen (g;) nicht beobachtet werden kann, kénnen die Prozesse
(e¢) und B'(g;) = (g1_1), | € Z, allein mit der Information aus fx nicht unterschie-
den werden. Anders ausgedriickt, erzeugen b(B) und b(B) = B!(B) das gleiche f,.
Die zugehorigen MA—Systeme sind beobachtungsidquivalent. Daraus ist einfach zu
sehen, dass by = 0 vorausgesetzt werden kann.

AuBerdem sind die MA-Systeme b(B) mit der Varianz o2 sowie b(B) = cb(B),
¢ konstant, mit der Varianz 62 = 02 /c beobachtungsiquivalent. Denn Weifles Rau-
schen bleibt auch nach der Multiplikation mit einer Konstanten Weiles Rauschen,
es dndert sich nur die Varianz. Deshalb kann man by = 1 voraussetzen.

Um die restlichen Koeffizienten sowie den Grad des Polynoms b(z) zu bestimmen,
werden die Nullstellen der spektralen Dichte fy betrachtet. Da das Polynom b(z)
laut Voraussetzung reelle Koeffizienten hat, treten seine Nullstellen in konjugiert
komplexen Paaren auf, das heiflt, wenn z; eine Nullstelle ist, dann ist auch z; eine
Nullstelle.

Andererseits sind dann wegen der Bauart von fx auch 1 sowie 2 Nullstellen von
fx. Die Halfte der Nullstellen von fx gehort also zu b(z 3 K
Da sich b(z) durch

b(z) =clz—2z)(z—22)...(2 — 2,)

darstellen ldsst, entspricht ¢ der halben Anzahl der Nullstellen von fx.

Nun bleibt noch zu kldren, welche Nullstellen dem Polynom b(z) und welche dem
Polynom b(1/z) zugeordnet werden. Dieses Problem heifit spektrales Faktorisie-
rungsproblem.

Logischerweise gilt, wenn z; auBerhalb des Einheitskreises liegt, dann hegt - in-

nerhalb des Einheitskreises und umgekehrt. Deshalb liegt die eine Hélfte der Null—
stellen von fx innerhalb, die andere Hélfte aulerhalb des Einheitskreises.

Unter der Bedingung b(z) # 0, V |z| < 1, wird die Entscheidung, welche Nullstellen
zur Bestimmung von b(z) verwendet werden, eindeutig. Dann sind die Nullstellen
von b(z) némlich jene Nullstellen z; von fx mit |2;| > 1, denn b(2) hat dann keine
Nullstellen innerhalb oder am Einheitskreis.

Die Konstante ¢ wird mit Hilfe der Bedingung by = 1 bestimmt, und es gilt

= TS (5.11)
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o2 wird aus 5.10 berechnet.

So wurde gezeigt, dass die Klasse der skalaren MA-Systeme mit by = 1 und
b(z) # 0, V|z| < 1, identifizierbar ist.

2. AR(p)-Prozesse: a(B)X;=)l_ja;X;j =¢

Unter der Stabilitdtsbedingung a(z) # 0, V|z| < 1, hat dieses AR(p)-System
eine eingeschwungene, stabile und kausale Losung.

Das Spektrum eines AR(p)-Prozesses kann wieder eindeutig auf C erweitert wer-

den und hat die Form

o? 1

" 2ra(z)a(l/?)

Die Bestimmung von a(z) erfolgt analog der Bestimmung von b(z) bei MA(q)-
Prozessen, nur dass an Stelle der Nullstellen von fx die Pole von fx verwendet
werden miissen. Fiir die Pole von fx kann man die gleichen Uberlegungen wie
fiir die Nullstellen vorher anstellen. Jene Pole, die aulerhalb des Einheitskreises
liegen, sind die Nullstellen von a(z). p entspricht also der halben Anzahl der Pole
von fx. Das ist durch die Stabilitdtsbedingung vorausgesetzt. a(z) kann aus den
Polen von fx bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt werden.

fx(2) (5.12)

Zuséatzlich setzt man ag = 1 voraus. Daraus kann dann die Konstante berech-
net werden. o2 erhilt man eindeutig aus 5.12.

Daher ist auch die Klasse der stabilen und kausalen skalaren AR(p)-Systeme mit
ao = 1 identifizierbar.

Mit diesen Ergebnissen lésst sich die Identifizierbarkeit von skalaren ARMA-Prozessen
einfach beschreiben.

5.8 kann eindeutig auf ganz C erweitert werden:

B 0_2 b(2)b(1/z)

IxG) = o e/ (5.13)

b(z) kann analog der Darstellung bei den MA(q)—Prozessen, a(z) analog der Beschrei-
bung bei den AR(p)-Prozessen bestimmt werden. Man sucht also alle Nullstellen und
Pole von fx mit einem Betrag, der groBer als 1 ist, und bestimmt damit a(z) und b(z)
bis auf einen konstanten Faktor eindeutig.

Folgende Schwierigkeit muss aber noch beachtet werden. Die Bedingung, dass a(z) und

b(z) keine gemeinsamen (nichttrivialen) Teiler haben diirfen, muss noch eingefiithrt wer-
den.
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Die Konstanten von a(z) und b(z) werden iiber die Bedingung ayp = by = 1 bestimmt,
und o2 wird aus 5.13 berechnet.

Zusammenfassend gilt folgender Satz:

Satz 5.2.1 (Identifizierbarkeit von skalaren ARMA (p, ¢)—Systemen) Fine Klas-
se von skalaren ARMA (p, q)-Systemen ist identifizierbar, wenn folgende Bedingungen
gelten:

1. a(z) #0 Viz| <1  (Stabilititsbedingung)
2. b(z) #0 Viz| <1
3. apgp = bo =1

4. a(z) und b(z) haben keine gemeinsamen Nullstellen.
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6 Der quadrierte
GARCH(p, q)—Prozess

Ausgangspunkt der folgenden Darstellungen sind wieder die Gleichungen 4.3 und 4.4. Es
wird angenommen, dass eine stark stationédre und damit auch schwach stationére Losung
(X;) des GARCH(p, q)-Systems existiert.
Nun definiert man:

v = X} — o} (6.1)

= XtQ = Ut2 + (o
q 2 p 2
= o+ i X+ Zj:l ﬁjo—t—j T =

= a + LY e XP + I B2 = S BXE o+ Y8 Biot; + v

wobei 4 (att o Qmax(pg) = 0 falls g<p
ﬂp-‘rl’ s 7ﬁmax(p,q) =0 falls q>p

= Xz‘,2 = ap + Z?;af(pﬂ)(ai + 5@')Xt24 - ?:1 Bi (Xf—j - Ut{j) +
—_———

=Vt—j
max(p,q) P
Xt2 — Z (O-/i + 5@)X152_z = + V¢ — Zﬁjvt_j (62)
i=1 j=1

Diese Differenzengleichung zeigt, wenn (v;) ein Weifles Rauschen und (X?) schwach sta-
tiondr ist, dann ist (X?) ein ARMA (max(p, q), p)-Prozess.

Es gilt:
o E(w|Fi1) = E(X}|Fim1) — E(0f|Fir) = 0f — 07 =0
o Fv,=E(E(v|Fi—1))=0
o Varv, = E(v}) = E(E(W|Fi_1)) = E(o})(E(e}) — 1)! < 00

o Cov(v,vi_g) = E(Cov(vy, vy_g|Fi-1)) =0 Yk >0
= (v;) ist ein WeiBles Rauschen.

'Bemerkung: Falls (g;) ~ NID(0,1), dann ist Varv; = 2E(o}).

43



6.1 Schwache Stationaritit von (X?)

Der Prozess (X?) ist genau dann schwach stationir, wenn folgende Bedingungen gelten:
1. E(X}))<oo, VteZ
2. E(X?) = konstant, VteZ
3. Cov(X?X? ,) hingt nur von k > 0 ab, Vt € Z

6.1.1 Bestimmung von E(X})

Eine Moglichkeit F(X}') zu bestimmen wurde von Karanasos [5] hergeleitet.

Satz 6.1.1 (Karanasos [5]) (X;, o) sei ein (schwach) stationdrer GARCH (p, q)-Prozess,
der durch die Gleichungen 4.3 und 4.4 definiert ist. Das vierte Moment des GARCH (p, q)-
Prozesses (X, 04) ist gegeben durch

2
og ®

(1=>"P oy = >0 B)(1 =) G (6.3)

B (X)) =

® und & sind folgendermafSen definiert:

O =1+a,+ 6+

+ Z;]:_ll (i + ag(agi + ﬁq—i)) i—:iﬂ Vpti—1,kT

+ 3205 (B + Bplp-i + Bpi)) Thit vt
tayg Ef:_f ﬂqﬂ' 223_2 Yik + 5p Z?;{’ Qpri Zz:i_Q Yp+i—1,k

J = vozg + gy + By + ﬁg—f—
+ 23:_11(0%' + aglag—i + Bg—i)) z:{_Q(PkakﬂSk + Br—s, ) Vptri—1,k+
+ Z?:(ﬁi + Bplap—i + Bp—i)) i:§_2(pkak76k + Br—s, ) Vi F
g Y] Byt 21?72(%0%75,6 + Br—s, ) Vi T

- +q—2
+ﬁp ;']:f Opti i:(i (Pkak—ék + ﬁk—ak)’Ypﬂ—l,k

7ij st dasij. Element der Matriz T’ = A~1. A ist eine (p+q—2) x (p+q—2)-dimensionale

Matriz, die aus vier Teilmatrizen
(A A
(88
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besteht.
A= (ag)) ist eine (p — 1) x (p — 1)—dimensionale Matriz mit
—Bi+j <]
1 .
agj): 1 — Bty t=7

—(imj+ Bicj + Bivy) 1>7

wobei in allen drei Fallen {ak =0 k>q

A, = (ag-)) ist eine (p — 1) X (¢ — 1)—dimensionale Matriz mit

@ _ J Qi+ 1+J<¢q
0 sonst

A; = (ag’)) ist eine (¢ — 1) x (p — 1)—dimensionale Matriz mit

(3) _ —Biy; t+J<p
" 0 sonst

A, = (al(;-l)) ist eine (¢ — 1) x (¢ — 1)~dimensionale Matriz mit
Qg i<
4 o
agj) =<1 Oy 5 =]

—(imj + Bicj + Bivy) i>7

ap=0 k>q

wobet in allen drei Fdllen
Be=0 k>p

EEYH k>
pk:{ () k>p

1 sonst

p—1 k=>p
0p =

0 sonst

Bedingungen fiir die Existenz von E (X}') sind det(A) # 0 und § < 1.
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Beweis:
Da (o) und (g;) unabhingig sind, gilt E (X}') = E (¢})F |:|*.
Es werden folgende Ausdriicke zur Vereinfachung der Schreibweise eingefiihrt:

vi=E(e}) = B (), da (5,) ~ IID(0,1)

f:=E(o}) = E(0}), da (X}, 0;) laut Voraussetzung stationir ist

g:=E(c}) = E(0}) = 1—Z§=1§ZO—Z§’=1 Bj

v und ¢ sind bekannt, f wird gesucht.
ieN: N\ = E(c? X2,) ¢; = E(d}cl))
S B(XEXZ) =N B(XPei) =  E(XPo)=f E(X})=fo
Ausgehend von den Gleichungen
Xiof = X (oo + 20, s XP, + 300, Bioiy)
Ut20152—j = U?—j(&o + Zgzl O‘Z'Xf—i + Z€=1 ﬂiaf—i) Jj=1....q
O-t2Xthj = Xt27j(050 + Zgzl X7+ 25;1 Bio? ;) J=1....p

erhélt man folgende Gleichungen, indem man von beiden Seiten die Erwartungswerte
bestimmt:

L f=a0g+ > aNi+> 0 Bici
2. ¢; = aog+(a;+8) f+2 1) (48t ] gt Y] Biyici j=1,...,p

3. Ay = aog + (voy + B) f + 311 (ami 4 Bimi) i + 0 ik + 307 Bjrac
Jj=1....¢q

Dabei ist a; = 0 fiir ¢ > g und 3; = 0 fiir ¢ > p.
= ¢p = g + (ap + Bp) f + Zf:_ll (Qpi + Bp-i)ei + D07 ik

Ag = aog + (Vg + B f + S0 (0gi + Bemi) A + 301 Byric

¢, und A, werden in die 1. Gleichung eingesetzt:
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= f = aog(l+a,+ By) + f(va? + agB, + B, + B2)+
+ qu:_ll (i + Qi + gBy-i) i + Zf;l (Bi + il + Bp—ifp)cit

tay Zf:_f By+ici + By ;-Z:_f QptiAi

Aus den Gleichungen fiir ¢y, ..., ¢,—; und Ay, ..., A\;—q erhélt man das (p+q¢—2) x (p+
q — 2)—dimensionale Gleichungssystem

Ac=B (6.4)
mit
€1
—_ | %
c= \ (6.5)
Ag—1
g + (041 + ﬁl)f
B_ aog + (ap—1 + Bp-1)f wobei Qgi1,--,0p1 =0 falls p>gq (6.6)
g + (var + B) f Bp+1s---, 8,1 =0 falls p<yq
aog + (vog-1 + Bg-1)f
Ay Ay L : . o
A = A, A, ) St die (p + ¢ — 2) x (p + ¢ — 2)~dimensionale Matrix, die im Satz
3 Ay

definiert wurde.

Wenn man das Gleichungssystem 6.4 16st, erhélt man ¢ als Funktion von f
c=A"'B

Sei I' = (y;;) = A~' € Rpra=2)x(pta=2)

=c=1IB
p+q—2 p—1 q—1
ci=aog > Ukt LD vilar+B) + D Vipr—i(vor + )| j=1,....p—1
k=1 k=1 k=1
(6.7)
pt+q—2 p—1 q—1
Ni=0g > Yprirat L | D Wikl 4 Be) + D g vak + B) | G=1,
k=1 k=1 k=1
(6.8)
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c; und A\; werden in f eingesetzt, und diese Gleichung wird nach f aufgelost. Mit Hilfe
der im Satz eingefiihrten Variablen ¢ und ® erhélt man

o OéQgCD

f = (6.9)
= B(X))=fv= Ulaigf (6.10)
0

6.1.2 Bedingungen fiir die schwache Stationaritit von (X?)

Nach Satz 4.1.1 ist ein GARCH(p, ¢)—Prozess, fiir den die Bedingung Y7, Ozi+2§:1 B <
1 gilt, schwach stationéir mit EX; = 0, Var Xy = Fo? = EX? = ST A ST
Vt € Z, und Cov(X;, X,) = 0 fiir t # s.

E X7 ist also unter der Bedingung 7 | oy +>°%_, 3; < 1 konstant, V¢ € Z.

Die dritte Bedingung fiir die schwache Stationaritit, dass die Kovarianz zwischen X?
und X7, k > 0, nur von k abhiingt, wird folgendermafien gezeigt.

Die Darstellung 6.2, die den quadrierten GARCH(p, ¢)-Prozess in der Differenzenglei-
chung der Form nach als ARMA (max(p, q), p)—Prozess zeigt, kann mit Hilfe des in Ka-
pitel 5 eingefiihrten Verschiebeoperators B vereinfacht geschrieben werden:

A(B) X? = a + B(B) v (6.11)
Dabei ist
AB)=1— (a1 +f1)B — (ag + 3) B> — ... — (Cmax(p.g) + Bumax(p,g)) BP9
Mit Qgi1, .- -, Omax(pg) = 0 falls max(p, q) = p, beziehungsweise 3,11, ..., Bmax(pg) = 0
falls max(p, q) = ¢.
B(B)=1- B — B>~ ... - (3,B"

A(B) und B(B) sind Polynome vom Grad max(p, q) bezichungsweise ¢ mit dem Ver-
schiebeoperator B.

Wenn der quadrierte GARCH(p, q)-Prozess (X?) existiert, dann kann er durch

Xi = A" (B)lay + B(B) v
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dargestellt werden.

Das inverse Element A~'(B) des Polynoms A(B) kann nach der in Kapitel 5 beschrie-
benen Methode berechnet werden.

Nach Satz 5.0.8 existiert unter der Annahme A(z) # 0,V]z|] < 1,z € C, eine einge-

schwungene, stabile und kausale Losung des ARMA-Systems 6.11.
A~1(B) lisst sich durch eine Potenzreihe darstellen:

AT(B)=>1;B7 mit ) |l < oo (6.12)
=0 j=0
Die Losung von 6.11 hat die Darstellung

XP=do+ Y ajv., (6.13)

Jj=0

mit O~éo = Qp Zjio lj

S Bl falls 0<j<p

CL]' =
- f:() ﬁz lj—i falls j > P
Bo = —1
Da 377 l; beschriinkt ist, gilt auch
D il <YL 18i] < oo (6.14)
J=0 j=0 i=0

Die Kovarianzen des quadrierten Prozesses sind durch
Cov (X2 X2, )=E(X}X?,)—-EX?EX?, Vk>0
gegeben.

Da EX}? und EX?, Vt € Z und Vk > 0 konstant sind, geniigt es zu zeigen, dass
E (X} X}? ) nur von k abhéngt.

E(XPXE ) = E(ao+ 32720 G5 vi—j) (G0 + 22720 @i vei—i)] =

_ 52 = o CAA oo~ . oo 00 & o , _
=ag5+ ao =0 0; Ev_j+ao) o @i Bve_g_i + > =0 > o Aj0; Bvg_jvp_g_; =
N—— N—_——
=0 =0
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= a5+ ). aa5 Boej = &g + 322, a0, Varv, ; =
=G+ B(0})(E(ef) — 1) 3272, aja

= Cov (X} X7 ) ist nur von k > 0 abhéingig.

Folgende Bedingungen miissen also erfiillt sein, damit der quadrierte GARCH(p, q)—
Prozess (X?) ein schwach stationiirer ARMA (max(p, q), p)-Prozess ist, wenn der GARCH(p, q)—
Prozess stark stationér ist:

e Das auf z € C definierte Polynom A(z) = 1 — (g + B1)z — (ag + B2)22 — ... —
(Cmax(p,g) + ﬁmax(pvq))zmax(p’q) darf innerhalb des Einheitskreises keine Nullstellen
haben. Es muss

A(2) = 1—(ay+81) z— (a4 5y) 22 —. . .—(amax(pyq)+ﬁmax(p,q))zmax(p’® #0 V]z| <1
(6.15)
gelten (Stabilitétsbedingung).

e Auch die Bedingung fiir die Existenz des vierten Moments von X; muss erfiillt
sein:

0= UOég + agBy + oy + Bg—l—
+ Z?;f(ai + ag(og—i + B4-i)) Z:{J(Pk%f&k + Br—s, ) Vpti-1,k+
+ 30 (B + Bplap—i + Bpi)) rt H(ortk—s, + Brs ) vin+
g S By ST (prag s, + Bros ) Vikt
0, 20T s Yokt (ks + Brs)Vpri-1k < 1

(siche Satz 6.1.1)

20



7 ldentifizierbarkeit von univariaten
GARCH(p, q)—Prozessen

Zu Beginn dieses Kapitels werden noch einmal kurz die wichtigsten ,, Werkzeuge® fiir die
Identifizierbarkeit zusammengefasst.

Nach den Sétzen 4.1.1 und 4.1.4 ist eine Losung (X;) der Gleichungen 4.3 und 4.4 ein

stark und damit auch schwach stationdrer GARCH(p, ¢)-Prozess, wenn die Parameter
folgende Bedingungen erfiillen:

q P
Yot Y <
i=1 j=1

Es gilt: EX; =0 VteZ

Var X; = EX? = Eo? = = 50—21?_ 5 = konstant Vt € Z

Cov(Xy, Xs) =0 t#s

Der quadrierte GARCH(p, g)-Prozess lisst sich als Losung eines ARMA (max(p, ¢), p)—
Systems darstellen:

ax(p,q P
Z (i + B) X7, = a0+vt—25jvt—j

=1 j=1
Dabei ist v; = X2 — 02 ein Weifles Rauschen.

Unter den Bedingungen von Seite 50

1— (o1 + B1)z — (ag+ 2)22 — ... — (Cmax(pig) + Bumax(pig)) 2P £0 V]z|<1,z€C

und 0 < 1 hat dieses ARMA-System einen schwach stationdren ARMA-Prozess als
Losung. Nach 6.13 kann man diesen durch

00
2 ~ ~
Xt = Qp + g Q5 Vt—j
Jj=0
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mit O~é0 = ZJO.;O lj
—3 Bl falls 0<j<p

?:0 ﬁz ljfi falls j >D

Bo:=—1

darstellen.

Fiir die Konstante aq gilt:

@Q

~ 00 _ A—1 —
Qo = %o Ej:O lj =ap- A (1) — 1-(a1+B1)—(az2+B2)—...—

(amax(p,q) +ﬁmax(p,q))

—EX? WeZ

- 1= i 10‘2 Z? 1055
Aus 6.13 folgt dann

EX2 Z j Vt—j
Mit Satz 2.3.3 und Satz 2.3.4 folgt weiter
Cov(X?,X3) = E(X? —EX}) (X3 - EX}) =
=L (2;0:0 a0—5) (D po ArU—k) =

0o 00 o~ ~
N——
Yo (t—j+k)

= Zj 02 e oajakf MR £ (A)dA =

Sae A0 D
= k=0
:Afl(eﬂ')\)g(eﬂ?\) :A"—l(efi)\) B(eﬂ»\)

Mit Satz 2.3.3 folgt auerdem

Cov(X7,X3) = vx2(A) = [7_e™ fx2(N)dA

= f 1)\th2 )dA\ = f:r ei/\tA—l( —z,\) ( —M)fv< ) - (e—u)g(e—i,\)w\
Mit dem gleichen Argument wie bei Satz 2.3.4 folgt daraus fiir das Spektrum von (X7?)
fx2(A) = A7 e ) B(e™™) f(\) AL (e™™) B(e™™) (7.1)
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1 1 204 &
fo(AN) = —Varvy, = — Eoj(Fey; — 1) = (7.2)

2T 2T : %

fx2 kann wieder eindeutig von der Menge {z € C| |z| = 1} auf ganz C erweitert werden.

o2 B(z)B(})
2r A(2)A(%)
Nun kann man analog der Beschreibung in Abschnitt 5.2 weiter vorgehen.

Um das Polynom B(z) =1 — 12 — (222 — ... — (3,2P zu bestimmen, werden alle Null-

stellen z; von fx2(2) berechnet. Die Hilfte der Nullstellen zéhlt zum Polynom B(z) und
die andere Hilfte der Nullstellen zu B(1/z).

= fx2(2) = z€C (7.3)

INE Ll ENE T

Der Grad p des Polynoms B(z) entspricht der halben Anzahl der Nullstellen von fy2(z).

Man fiihrt wieder die Bedingung B(z) # 0,V|z| < 1, ein, durch die alle Nullstellen
z; von fx2(z) mit |z;| > 1 eindeutig dem Polynom B(z) zugeordnet werden. B(z) wird
durch )

B2) = enlz = 21)(z = 22) - (2 — 2)

berechnet. cp ist eine Konstante.
Bei dem quadrierten GARCH(p, ¢)-Prozess (X?) ist beim Polynom B(z) als Koeffizient

von 2Y 1 vorgegeben. Dies ist nach 5.2 sowieso eine Bedingung fiir die Identifizierbarkeit
von ARMA-Prozessen.

Nach 5.11 ist .

CB= ———F 5,
(_1)p H?:l ZJ

Mit einem Koeffizientenvergleich zwischen den beiden Darstellungen 1 — 312 — (£22% —
co.—BpzPund cp(z—21)(2—22) . .. (2—2,) erhélt man die Parameter [y, .. ., 3, eindeutig.

Fiir die Bestimmung von A(z) werden die Pole von fx2(2) betrachtet.
Da die Anzahl der Pole von fx> der Anzahl der Nullstellen von A(z)A(1/z) entspricht,
ist der Grad von A(z) gleich der halben Anzahl der Pole von fx-.

Unter der Voraussetzung der Stabilitdtsbedingung fiir den quadrierten GARCH(p, ¢)—
Prozess

1— (a1 4 61)z — (a2 + £2)2" — ... = (Cmax(pg) T Bmaxp)) 2" PP £0 V2| <1

sind jene Pole von fx2(z), die betragsméflig groler als 1 sind, das ist genau die Hilfte
aller Pole, die Nullstellen des Polynoms A(z).
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Damit kann A(z) durch

A(z) = ca(z = p1)(z = p2) -+ (2 = Prmax(p.a))
dargestellt werden, wobei p;, j = 1,...,max(p, q), jetzt die Pole von fx2(z) mit |p;| > 1
sind.
Der Koeffizient von 2 ist wieder 1, und daraus erhélt man ¢4 mit 5.11:

1
(~1)mtea) [0 p,

Cp =

Damit berechnet man die Koeffizienten o; 4 f;,4 = 1, ..., max(p, q), des Polynoms A(z)
mittels Koeffizientenvergleich. (Achtung auf die Vorzeichen!)

Da nach den Voraussetzungen von Seite 25 fiir die Parameter eines GARCH(p, q)—
Prozesses a,...,a4-1 > 0,04 > 0,51,...,8,-1 > 0,8, > 0 gelten muss, konnen aus

den Koeffizienten von A(z) die Parameter oy, ..., a, berechnet werden.
Die zusitzliche Bedingung, dass die Polynome 1 — (a1 + £1)z — (g + B32)2% — ... —
(Omax(p,q) + ﬁmax(p,q))zmax(p’q) und 1 — B2 — B22% — ... — (3,2F keine gemeinsamen Null-

stellen haben, muss noch eingefiihrt werden.

Aus der Gleichung 7.3 kann die Varianz o2 des Weilen Rauschen (v;) berechnet werden.
Aus 7.2 folgt

Eot = Eo? = —*—
da (o0;) schwach stationér ist.

= FEX}=FeFEo?
mit (g;) ~ 11D(0,1)

Daraus kann der Parameter o berechnet werden (siehe Seite 52):

q p 02 q p
1—;0@—;@ RGEED] [1—;%—;@] (7.4)

Abschliefend kann man also sagen:

o = FE X}

Univariate GARCH(p, q)—Prozesse, die die Bedingungen
1. 23:1 «; + Z?zl 6]' <1
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2. A(z) = 1— (o1 +B1)z— (a2 +B2) 2% —. . . — (Cmax(pg) + Bmax(p.)) 2P0 £ 0 V2] <
1,zeC

3. B(z) =1—01z— 392 — ... = 3,2 #0 V|z|<1,z€C
4. A(z) und B(z) haben keine gemeinsamen Nullstellen.
5. 0<1

erfiillen, sind identifizierbar.
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