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Kurzfassung

In dieser Diplomarbeit befassen wir uns mit einem optimalen Dividendenproblem
im Gebiet der stochastischen Kontrolltheorie. Dabei modellieren wir den Uberschuss-
prozess eines Unternehmens mit einer Brownsche Bewegung mit Drift, im Speziellen
handelt es sich um eine Diffusionsapproximation eines klassischen Cramér-Lundberg-
Modells aus der Risiko- und Ruintheorie. Wir betrachten somit ein Modell in stetiger
Zeit, in der Pramienzahlungen konstant gezahlt werden und Schéiden zufillig auftre-
ten. Ein zusitzliches Merkmal im Modell ist die Verzinsung des Uberschusses durch
eine konstante Zinsrate. Das Ziel ist es nun eine Dividendenstrategie zu finden, so-
dass die erwarteten diskontierten Dividendenzahlungen maximiert werden. Im Fall
eines Modells ohne Verzinsung wird die Optimalitit durch eine Barrierestrategie bei
unbeschrinkter Dividendenrate erreicht. Unter Anwendung einer Barrierestrategie
wird der Anteil des Uberschussprozesses iiber einer Barriere sofort als Dividende
ausbezahlt. Der Ruin des Unternehmens ist im Fall einer Barrierestrategie garan-
tiert. Womit wir eine Beschrinkung der Dividendenrate durch eine Konstante in
Betracht ziehen. Unter dieser zusdtzlichen Bedingung werden wir zeigen, dass die
optimale Dividendenstrategie eine Threshold-Strategie ist, in der solange sich der
Uberschussprozess iiber einer bestimmten Schranke befindet die maximale Dividen-
denrate ausbezahlt wird. Sobald sich der Prozess unterhalb der Schranke befindet
wird nichts ausgeschiittet.
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Abstract

In this thesis we deal with an optimal dividend proplem on the field of sto-
chastic control theory. Thereby we model the surplus process of a company with
a brownian motion with drift, this in particular is a diffusionapproximation of the
classic Cramér-Lungberg model from the risk and ruin theory. We consider therefore
a model in continuous time, in which premium payments are paid constantly and
claims occur randomly. An additional feature in this model is that the surplus earns
an investment income at a constant force of interest. The objective now is to find
a dividend strategy so as to maximize the expected discounted value of dividend
payments. In case of a model without interest the optimality is achieved by using a
barrier strategy for unrestricted dividend rate. Using this strategy, all surplus above
the barrier is paid as a dividend immediately. The ruin of the company is certain in
case of a barrier strategy. Therefore we consider a restriction of the dividend rate
bounded by a constant. Under this additional constraint, we show that the optimal
dividend strategy is formed by a threshold strategy, in which dividends are paid out
at the maximal rate as soon as the surplus exceeds a certain threshold. Whenever
the surplus is below the threshold no dividends are paid.
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Kapitel 1

Grundlagen der Stochastische
Analysis

Im ersten Kapitel werden wir grundlegende Definitionen und Sétze vorstellen.
Es dient zur Wiederholung der wichtigsten Resultate der stochastischen Analysis,
welche wir im Verlauf dieser Arbeit bendtigen werden. Wir verzichten hier weitest-
gehend auf Beweise und verweisen auf Literaturen wie Protter [11], Deck [5] oder
Oksendal [9)].

1.1 Stochastische Prozesse, Filtrationen und Stopp-
zeiten

Gegeben sei ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P). Zusitzlich sei
eine Filtration F = (F;)er gegeben mit einer Zeitmenge T C R. Unter Filtration
verstehen wir eine Familie von wachsende o-Algebren (F;);er, sodass F, C F; fiir
s <t gilt.

Definition 1.1. Ist F = (F;)ser eine Filtration, dann ist (2, F,F,P) ein filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Filtration heifst

e vollstindig, falls alle P-Nullmengen aus F bereits in Fy enthalten sind,

e rechtsstetig, falls Fi+ := (| Fs = F; gilt, fur alle t € T.

s>t

Ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, F, P) erfiillt die dblichen Bedingungen,
falls die Filtration vollstdndig und rechtsstetig ist.

Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass die blichen Bedingungen erfiillt sind.

Definition 1.2. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie X = (X;);er von Ré-
wertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,P), wobei sie
durch die Zeit ¢ indiziert ist.

Also ist ein stochastischer Prozess eine Abbildung
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1.1. Stochastische Prozesse, Filtrationen und Stoppzeiten

X T x Q — R?
(t,u)) —> Xt((,d)

Betrachten wir fiir ein festes w € €2 die Funktion ¢ — X;(w), dann erhalten wir einen
einzelnen Verlauf eines zufélligen Vorganges. Dieser wird auch Pfad des Prozesses
genannt.

Definition 1.3. Ein stochastischer Prozess X heifst adaptiert (beziiglich F), falls
X; Fi-messbar ist, fiir alle t € T.

Anschaulich 14dsst sich aus einem adaptierten Prozess nicht mehr Informationen als
die bis zum Zeitpunkt ¢ aufgetretenen Ereignissen gewinnen. Jeder stochastischer
Prozess X ist adaptiert an die von ihm erzeugte Filtration

FXi=0(X,|se€T,s<t)
=o(UxBRY).

s<t

wobei B(R?) die Borel‘sche o-Algebra auf R? bezeichnet wird. Dies ist auRerdem die
kleinste Filtration, an die X adaptiert ist.

Definition 1.4. Ein stochastischer Prozess X heift cadlag (continue a droite, limite
a gauche, franzosisch fiir ,rechtsstetig mit linksseitigem Grenzwert), falls ihre Pfade
t — X, an jeder Stelle ¢ fast sicher rechtsstetig sind und der linksseitige Limes
existiert, also X;_ = lim,_,; X, fiir alle t € T.

Definition 1.5. Ein stochastischer Prozess X heift progressiv messbar (beziiglich
F), wenn fiir alle ¢ € T, der Prozess als Abbildung

(s,w) — Xs(w)
B([0,t]) ® Fi-messbar ist.

Aus der Definition der progressiv Messbarkeit kann man schlieffen, dass fiir einen
stochastischen Prozess X, Adaptiertheit aus progressiv Messbarkeit folgt. Ist ein
stochastischer Prozess X adaptiert und rechtsstetig, dann ist X progressiv messbar.

Definition 1.6. Zwei stochastische Prozesse heifsen Modifikationen voneinander,
falls fiir alle ¢t € T gilt, dass fast sicher X, =Y.

Zwei stochastische Prozesse X und Y heifen ununterscheidbar, falls fast sicher gilt,
dass X; =Y, fir allet € T.

Man merke an, dass falls X und Y ununterscheidbare Prozesse sind, diese immer
Modifikationen voneinander sind. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Der
folgende Satz zeigt unter welchen Voraussetzungen die Umkehrung giiltig ist.

Satz 1.1. Seien X und Y zwei stochastische Prozesse, die Modifikationen vonein-
ander sind. Falls X undY rechisstetige Pfade fast sicher besitzen, dann sind X und
Y ununterscheidbar.
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1.1. Stochastische Prozesse, Filtrationen und Stoppzeiten

Damit sind zwei stochastische Prozesse X und Y die cadlag und Modifikationen
voneinander sind, auch ununterscheidbar.

Als néchstes durchleuchten wir den Begriff Stoppzeit. Stoppzeiten sind ein all-
gemein wichtiges Hilfsmittel zur Steuerung von stochastischen Prozessen sowie zur
Ermittlung optimaler Strategien. Dabei wird ein zufilliger Zeitpunkt 7 modelliert,
an dem ein bestimmtes Ereignis erstmalig eintritt.

Definition 1.7. Eine Zufallsvariable 7 :  — [0, 00| heikt Stoppzeit (beziiglich F),
falls {r <t} € F firallet € T.

Folgender Satz illustriert die Bedeutung der Bedingung der Rechtsstetigkeit der
Filtration.

Satz 1.2. Das Ereignis {T <t} € F;, t € T genau dann, wenn T eine Stoppzeit ist

Satz 1.3. Seien 7 und o Stoppzeiten. Dann sind folgende Funktionen ebenfalls
Stoppzeiten:

1. 7 Ao =min(T,0);
2. TV o =max(T,0);

3. T+ o0.

Jede deterministische Zeit ¢ ist zudem trivialerweise eine Stoppzeit. Auferdem ist
jede Stoppzeit 7 F,-messbar.

Definition 1.8. Tst X = (X;);>0 ein R%-wertiger stochastischer Prozess und A C R,
so heift die Funktion 74 :  — [0, o] mit

Ta(w) :==inf{t > 0| Xy(w) € A}
Eintrittszeit in A. Es gilt folgende Konvention fiir die leere Menge, inf ) = co.

Satz 1.4. Sei X ein pfadstetiger, F-adaptierter Prozess in R?. Ist A C R? abge-
schlossen, so ist die Eintrittszeit T4 eine F-Stoppzeit.

Eine Menge von Ereignissen, deren Eintreten bis 7 entscheidbar ist, wird durch
Beobachtung eines stochastischen Prozess bis zu einem zufélligen Zeitpunkt 7 be-
stimmt. Da die o-Algebra F; alle verfiigharen Informationen bis einschlieflich dem
Zeitpunkt t enthélt, wollen wir einen analogen Begriff fiir beobachtbare Ereignisse
bis zu einer Stoppzeit definieren.

Definition 1.9. Sei 7 eine Stoppzeit auf (2, F,P). Dann ist die o-Algebra der
Ereignisse bis zur Zeit 7 definiert durch

Fr={AeF|An{r <t} e F, firallet € T}.

Wir wollen nun einen stochastischen Prozess kontrollieren, indem wir ihn stoppen
sobald ein bestimmtes Ereignis erstmals eintritt.

Definition 1.10. Sei X ein stochastischer Prozess und 7 eine Stoppzeit. Dann heifst
der Prozess

X{ = Xiar
der gestoppte Prozess beziiglich 7.
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1.2. Martingale

1.2 Martingale

Definition 1.11. Sei M = (M,;);>0 ein R-wertiger und beziiglich F adaptierter
Prozess mit E[|M;|] < oo, fiir alle t > 0. Dann heifst M

1. Martingal, falls fiir s < t, E[M;|F;s] = M; fast sicher gilt,
2. Submartingal, falls fiir s < ¢, E[M,|F;] > M, fast sicher gilt,
3. Supermartingal, falls fiir s < ¢, E[M,;|F;] < M, fast sicher gilt.

Ein Martingal kann den Verlauf eines fairen Spiels modellieren. Entsprechend be-
schreibt ein Submartingal (Supermartingal) Prozesse bei denen im Mittel Gewinne
(Verluste) auftreten.

Satz 1.5 (Martingalkonvergenzsatz). Sei X ein rechtsstetiges Supermartinal mit

sup E[|X;|] < oco. Dann ezistiert die Zufallsvariable Y = tlim X; fast sicher und
0<t<oo —00

es gilt E[|Y]] < 0.

Satz 1.6. Sei M ein Martingal und 7 eine endliche Stoppzeit. Dann ist M™ ein zum
Zeitpunkt T gestopptes Martingal, auch ein Martingal.

Wir betrachten nun eine vereinfachte Version des Optional Sampling Theorems.

Satz 1.7 (Optional Sampling Theorem). Sei M ein F-Submartingal und o, T seien
beschrinkte F-Stoppzeiten mit endlichen Wertemengen und mit o < 7. Dann gilt

M, < E[M,|F,).

Ist M ein Martingal, so ¢ilt sogar Gleichheit.

1.3 Die Brownsche Bewegung

Wir wollen uns nun einem der prominentesten Beispielen eines Martingals zu-
wenden. Die Brownsche Bewegung, die durch den Botaniker Robert Brown! 1827
entdeckt wurde, beschreibt zufallige unregelméfige Bewegung von molekularen Teil-
chen. Die Brownsche Bewegung findet mittlerweile in verschiedensten Forschungs-
gebieten Anwendung. Im Besonderen in der Finanzmathematik zur Modellierung
von Aktien. Die Brownsche Bewegung ist somit das wichtigste Beispiel fiir stetige
Martingale, welches uns in dieser Arbeit durchgehend begleiten wird. Viele weitere
Prozesse lassen sich durch sie darstellen, wie etwa Diffusionsprozesse. Norbert Wie-
ner? beschrieb 1923 erstmalig die Brownsche Bewegung durch ein mathematisches
Modell, weshalb die standardisierte Version auch hiufig als Wiener-Prozess bezeich-
net wird. Wir werden die Brownsche Bewegung mit der Abkiirzung BB bezeichnen.

Definition 1.12. Ein R-wertiger stochastischer Prozess B = (B;)>o auf (Q, F, F, P)
heifit Brownsche Bewegung (beziiglich der Filtration F), wenn

'Robert Brown, schottischer Botaniker, *21. Dezember 1773 in Montrose, 110. Juni 1858.
2Norbert Wiener, US-amerikanischer Mathematiker, *26. November 1894 in Columbia, 118.
Mérz 1964 in Stockholm.
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1.3. Die Brownsche Bewegung

1. Bp=xzP-— f.s.,

2. die Inkremente unabhingig sind, also fiir beliebige 0 < t; < --- < ¢, sind
B, — By,,...,B,, — B, _, unabhéangige Zufallsvariablen,

n—1

3. die Inkremente normalverteilt sind, also
fiir alle 0 < s < ¢ gilt By — B, ~ N(u(t — s),0%(t — 5)),

4. B stetige Pfade besitzt, also die Abbildung ¢ — B, (w) ist stetig fiir alle w € €.

Sei 4 = 0 und ¢ = 1 und wir verschirfen die 1. Bedingung zu P[By = 0] = 1,
dann erhalten wir die Standard Brownsche Bewegung. Wir werden im Folgenden
mit W = (W;)i>o stets die standardisierte Brownsche Bewegung bezeichnen.
Wichtige Eigenschaften der Brownschen Bewegung sind:

e Die BB (B;):>0 ist ein Martingal, also mit der durch die BB erzeugte Filtration
(F)izo gilt:

E[B,|F5] = B, fast sicher, fiir s < t.

e Die BB (B;):>o ist mit Wahrscheinlichkeit 1 nirgends stetig differenzierbar.

e Die Pfade der BB (B;);>0 haben fast sicher eine unendliche Totalvariation,
also

sup{z |By,,, — By, |} = o0, P— f.s.,
k=0

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen von [«, 5] gebildet wird.

e Allerdings haben die Pfade der BB (B;):>¢ endliche quadratische Variationen,
also fiir 0 < a < 8 und té") =a+ (B—a)L, firk=0,1,...,2", gilt:

2" —1

—
> (B —Bw) == p—a,  P-[s,
k=0

Eine Brownsche Bewegung lisst sich einfacherweise durch die Standard Brownsche
Bewegung darstellen:

Definition 1.13. Sei W eine Standard Brownsche Bewegung. Dann heift der Pro-
zess By = x + ut + oW, Brownsche Bewegung mit Startwert z, Drift 1 € R und
Volatilitat o > 0.

Definition 1.14. Sei W eine Standard Brownsche Bewegung. Dann heift der Pro-
1
zess M, = elr—30)i+oW geometrische Brownsche Bewegung.
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1.4. Ito-Integral und Ito-Formel

1.4 Ito-Integral und It6-Formel

Wir wollen stochastische Integrale iiber elementare Funktionen konstruieren. Fiir
diese definiert man deren Integral als geeignete Summe und setzt das Integral auf
eine grofere Klasse von Funktionen durch einen Grenziibergang fort. Als erstes legen
wir die elementaren Funktionen fest.

Definition 1.15. Der Vektorraum aller Treppenfunktionen auf R sei die Menge
aller Linearkombinationen aus Indikatorfunktionen 1, und wird notiert als

T(R) := span{ljy | a,b € R,a < b}.

Insbesondere ist der Vektorraum aller Treppenfunktionen auf [o, 8] C R, definiert

durch T ([a, 8]) == {glng | g € T(R)}.

Ist f € T([a, f]) so gibt es Zeitpunkte ¢, mit a =ty < t; <--- <ty =P unde; € R
so, dass gilt

i

f(t) = el 4,00 (1) +enlypy(t), fiirallet e [a, 3] (1.1)
J

Il
o

Definition 1.16. Ist (W;);>¢ eine Standard Brownsche Bewegung und f durch (1.1)
gegeben, so heifst

N-1

B
10) = [ F0aW= 3 6, - W), (1.2)

=0
das Wiener-Integral iiber f.
Satz 1.8 (Elementare Ito-Isometrie). Fir (1.2) gilt:

5[/ swawy] = [ sopa

Die Elementare Ito-Isometrie besagt, dass lineare Abbildungen f +— I(f) eine Iso-
metrie vom Raum 7 ([a, 8]) nach £%(P) ist. Damit erlaubt sie die Abbildung stetig
von T ([, 8]) auf den £2(P)-Abschluss fortzusetzen. Ist f € £%([a, 3]) der Grenzwert
fiir eine geeignete Folge f,, € T ([, 8]), dann folgt fiir f,, — f in L3([, 8]), dass
(fn) eine Cauchy-Folge in £%([a, 3]) ist. Wegen der Tto-Isometrie ist (I(f,)) eine
Cauchy-Folge in £2(P), deren Grenzwert I(f) ist. Eine detaillierte Darstellung der
Bestimmung des £2?(P)-Abschlusses kann in Deck [5]| Kapitel 2 nachgelesen werden.

Wir wollen nun das Wiener-Integral verallgemeinern, indem wir die Treppen-
funktion durch Treppenprozesse ersetzen. Wir werden zuerst die Ito-Isometrie fiir
quadratintegrierbare Integranden verallgemeinern und dann das fortgesetzte Inte-
gral als Limes im quadratischen Mittel definieren. Wir legen nun eine Klasse von
Integranden fiir das Ito-Integral fest.
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1.4. Ito-Integral und Ito-Formel

Definition 1.17. Sei p € [1,00) und [a, 5] € R;. Die Menge L2([a, 5]) bezeichne
alle F-adaptierten Prozesse f mit f € LP([«, 8] x Q,B(|o, 8]) ® F, A ® P). Gibt es
eine Zerlegung {to,...,tx} von [, §] und Zufallsvariablen e, ..., ey so, dass fiir
alle (t,w) € [a, ] x Q die Darstellung

2
L

ft(w) - A ej(w)]ltj,tj+1 (t) + 6]\[(&))]1{5}(25), (13)

i
o

besteht, so heifst f Treppenprozess.

Definition 1.18. Ist f € T,([a, 8]) wie in (1.3), so ist das Ito-Integral von f definiert
durch

Jél N-1
I(f) ::/ fedWy =" e;(W,,,, — W)
«@ =0

Fiir p = 2 erhalten wir folgende Verallgemeinerung der Ito-Isometrie fiir Wiener-
Integrale.

Satz 1.9. Fir f € L2([o, B]) gilt:

EHKﬁth 2} :E[/jffdt] (1.4)

Die Gleichung (1.4) zeigt, dass die Abbildung f ~— I(f) eine Isometrie von T2([c, 5])
nach £%(P) ist. Somit ist eine stetige Fortsetzung auf £2-Grenzwerte von Treppen-
prozessen moglich. Auf den Beweis der tatsichlichen Dichtheit von T2([a, 3]) in
L2([ev, 8]) werden wir hier nicht mehr eingehen. Fiir interessierte Leser sei auf Deck
[5] Kapitel 4 verwiesen.

Definition 1.19. Sei 0 < a < 3. Fiir f € L3([o, 8]) wiihle f, € T2([a, 8]) mit
fn — fin L2([o, B]). Dann ist das Ito-Integral iiber f definiert durch

I(f) = / " faw,

Mit der Definition des Ito-Integrals wollen wir nun eine Verallgemeinerung der Ket-
tenregel aus der gewohnlichen Analysis einfiithren. Ziel ist es eine Kompositionsregel
fiir Funktionen F' € C'(R?) mit X;, welches einen sogenannten Ito-Prozess dar-
stellt, zu finden. Zunéchst verallgemeinern wir den Begriff des Ito-Integrals, damit
wir beziiglich dX; statt dIW,; integrieren kénnen.

Definition 1.20. Ein It6-Prozess (X;)icpa g ist ein stetiger, F-adaptierter Prozess,
der fiir alle ¢ € [a, ] eine Darstellung besitzt von der Form

X = X0+ /t f(r)dr + /tg(r)dWT P-fs., (1.5)
mit geeignetem f € L ([o, 8]) und g € L2 ([, B]).
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1.4. Ito-Integral und Ito-Formel

Fiir alle a < s <t < f gilt die Gleichheit

~X, = / t F(r)dr + / tg(r)dWr P-f.s.

In Differentialschreibweise erhalt man

dXt = ft dt + agi th

Satz 1.10 (Ito-Formel). Sei f € LL([a, B]), g € L2 ([, B]) und X,, eine F-messbare
Zufallsvariable. Sei weiter X ein Ité-Prozess der Form (1.5). Ist F' € C'([a, B]xR),
so gilt fir feste a < s <t < f:

t
F(t,X,) — F(s,X,) = aF(u X )du—l—/ OF . X.)dxX,
s Ot s 8x
+ 5 o (u X, )(dX,)" P-fs.

S

Mit den Regeln (du)? = 0, dudW, = 0 und (dW,)?> = du, erhalten wir durch
Ausmultiplizieren (dX,)? = ¢*(u, X, )du. In Differentialnotation schreibt man die
Ito-Formel auch als

OF 10°F oF
t, X

ot X0 T 5 Ox

Definition 1.21. Sei X = (X;);>¢ ein reeller stochastischer Prozess. Wenn fiir jedes

t > 0 und jede Zerlegungsnullfolge (Z,),en von [0, t] der Grenzwert

dF(t, X;) = ( 9t X)g (t,Xt)>dt+ (t, X, )dX,.

Np—1

R T 2
(XD = lim > [ Xy = Xyon]

existiert, so nennt man (X); die quadratische Variation von X.

Satz 1.11 (Quadratische Variation von It6-Prozessen). Sei f € LL([o,5]), g €
L2([e, 8]), und X; = foi f(s)ds + f;g(s)dWs fir t € [a,B). Dann gilt fir jede
Zerlegungsnullfolge {tén), . 7t§\772} von |a, B]:

= [ s

Aus Satz 1.11 folgt fiir jedes f € £2([0,00)) die Implikation

Xt:/otf(s)dWs — <X>t:/0tf2(s)ds

Insbesondere hat die BB quadratische Variation (W), = t. Ist X eine BB und
F € C**([a, f] x R) dann kann man die Tt6-Formel umformen in

oF 10°F

OF
dF(t, X;) = (875 (1, X0) + 5 55 Xt)>dt+ (1 X)X,
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Kapitel 2

Risiko- und Ruintheorie

Das Geschiftsmodell eines Versicherungsunternehmens besteht darin einzelne
Schadensverldufe von Einzelrisiken durch ein Kollektiv auszugleichen. Man spricht
von einem Ausgleich im Kollektiv. Durch feste Zahlungen von Préamien soll die Ge-
samtheit aller Schéden in einem Bestand gedeckt werden. Die Hohe der Gesamtschi-
den, auch Schadenssumme genannt, kann in zwei unterschiedliche Arten modelliert
werden. Zum Einen in der Betrachtung aller einzelnen Risiken und zum Anderen
in der Betrachtung der Risiken als Kollektiv. Geht man davon aus, dass das Ver-
sicherungsunternehmen ihre Pramien vorsichtig und korrekt kalkuliert, dann ist es
eher unwahrscheinlich, dass die Schiden die Pramien komplett aufzehren. Das da-
durch iiberschiissige Kapital kann entweder wieder ins Unternehmen reinvestiert oder
als Dividende an die Aktiondre ausgeschiittet werden. Unter Beriicksichtigung der
Schadensausgaben und Pramieneinnahmen, sind wir daran interessiert ein konkretes
Modell fiir das freie Kapital aufzustellen. Das Werk von Hans U. Gerber [8] sowie
die Modern Actuarial Risk Theory [6] werden uns hierbei begleiten.

2.1 Risikotheorie

2.1.1 Das individuelle Modell

Im individuellen Modell betrachten wir einzelne Polizzen in einem Bestand, deren
Anzahl wir mit n definieren. Wir bezeichnen Y; als die Schiden der i-ten Polizze,
die innerhalb eines festgelegten Zeitraums, beispielsweise ein Jahr, auftreten. Der
Gesamtschaden des Bestands ist damit die Summe der Einzelschdden Yy, ... Y. In
diesem Modell sind wir an der Verteilung der Gesamtschadensumme interessiert.

Definition 2.1. Sei Y7, ...,Y,, die Schiden eines Portfolios. Dann ist die Schadens-
summe definiert als

Sind — zn: Y;
=1

Wir konnen die Einzelschdden als unabhéngig und identisch verteilt annehmen, wo-
mit wir ein homogenes Portfolio betrachten. Der Erwartungswert und die Varianz
lasst sich dann einfach berechnen:
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2.1. Risikotheorie

—E| Y Y| = nE[vi]
i=1
V[S] = nV[Yi]
Durch Einsetzen in die Tschebyscheff’sche Ungleichung kann man den Effekt des

Ausgleichs im Kollektiv bei wachsendem Bestand beobachten.

S —E[S]] V[S] V[vi]
?( 5] = ) =B(S ~ E[S]| 2 eE[S]) < (E[S]? ~ neE[Yy]

Man kann sehen, dass die relative Abweichung von Schadenssumme S und erwartete
Schadenssumme E[S] um mehr als e, mit wachsendem Bestand kleiner wird. Die
rechte Seite der Gleichungen konvergiert aukerdem fiir n — oo gegen 0.

2.1.2 Das kollektive Modell

Im Gegensatz zum individuellen Modell betrachten wir im kollektiven Modell
nicht die Verteilung der Gesamtschiden, sondern vielmehr einen Bestand als Kol-
lektiv, die in einem bestimmten Zeitraum eine gewissen Anzahl an Schiden verur-
sacht. Mit N haben wir eine Zufallsvariable, die eine zufdllige Anzahl an Schaden
beschreibt. Fiir ¢ = 1,..., N ist X, eine unabhingige und identisch verteilte Zu-
fallsvariable, die die Hohe des i-ten Schaden beschreibt.

Definition 2.2. Sei N eine zuféllige Anzahl an Schéden in einem Portfolio und
Xi,..., Xy die Schadenshthen. Dann ist der Gesamtschaden eine Zufallssumme
und definiert durch

N
SFli= Xy 4+ Xy =YX,

Dabei ist X; fiir alle © = 1,..., N unabhéngig und identisch verteilt und N unab-
hingig von X fiir alle s = 1,..., N. Wenn keine Schiden auftreten, ist der Gesamt-
schaden gleich Null, daher gilt S = 0 fiir N = 0.

Folgende Varianten des Modells sind gebrauchlich:

e Besitzt IV eine Poisson-Verteilung, dann hat S eine zusammengesetzte Poisson-
Verteilung (bzw. compound poisson distribution).

e Falls N (negativ) binomial verteilt ist, dann hat S eine zusammengesetzte
(negative) Binomial-Verteilung.

Die Momente der Gesamtsumme S lassen sich durch die Momente von N und der
X;’s, mithilfe der Iterativitit des Erwartungswerts, herleiten.

E[S]
Var[S]

E[E[S|N]] = E[NE[X]] = E[N]E[X],
E[Var[S|N]] + Var[E[S|N]] = E[NVar[X]| + Var[NE[X]]
= E[N]Var[X] + [E[X]]*Var[N].

10
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2.1. Risikotheorie

Wir untersuchen das kollektive Modell im Fall der zusammengesetzten Poisson-
Verteilung noch etwas genauer.

Definition 2.3. Die Schadensanzahl N sei poisson-verteilt mit Parameter A\, also
N ~ P(A) und sind Fj(-) die Verteilungsfunktionen der Schadenshéhen X;. Dann
schreibt man fiir die Verteilung des Gesamtschadens

S~ CP(\ F(-)).

So folgt fiir die Momente

E[S] = AE[X] bzw. Var[S] = AE[X?].

Die momentenerzeugende Funktion kann ebenso leicht hergeleitet werden:

Ms(t) = Ele"®] = E[E[e"”|N]]

_ ZE[et(X1+...+XN)|N — n]IF’[N — n]

n=0

- 3Bl = o
n=0

o
= D (My(1))"BIN = n] = B[(e"¥x0)]
n=0
= My (In(Mx(t)))
Satz 2.1. Seien Si,...,S,, unabhdingig und zusammengesetzt poisson-verteilt mit
Poisson-Parameter \; sowie Schadensverteilungen F;, © = 1,...,m, dann besitzt

S =51+ + Sn eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit S ~ CP(\, F(-))
wobes

A=Y N wnd F(o) = ;Z NFi(x). (2.1)

Beweis. Seien My, die momentenerzeugende Funktion von F}. Dann besitzt S eine
momentenerzeugende Funktion der Gestalt:

My(t) = ﬁeXp {)\i[]\/[xi(t) - 1]} _ eXp/\{i > A, (1) - 1}.

Somit besitzt S eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit Parameter der Ge-
stalt (2.1). O

11


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

2.1. Risikotheorie

2.1.3 Das klassische Modell

Fiir diesen Abschnitt wird uns das kollektive Modell weiterhin als Grundlage
dienen. Im vorigen Abschnitt wurde ein bestimmter Zeitraum festgelegt und da-
mit der Eintrittszeitpunkt der Einzelschdden nicht beriicksichtigt. Wir wollen nun
ein Modell beschreiben, dessen Gesamtschaden bis zu einem bestimmten Zeitpunkt
durch einen stochastischen Prozess zum Zeitpunkt ¢ definiert wird.

Definition 2.4. Sei (N;);>o der Schadensanzahlprozess und X, die Schadenshéhe
des n-ten Schadens. Dann wird der Gesamtschaden definiert durch

N
Spi=> X t>0.
n=1

Wir nehmen im Folgenden an, dass N; ~ P()\;) fiir alle ¢ > 0. Dann ist S, ein zu-
sammengesetzter Poisson-Prozess und dessen Momente konnen geschrieben werden
als

E[S] = ME[X], fir t >0 und Var[S)] = ME[X?], fiir t > 0.

Wir wollen die eingenommenen Priamien des Unternehmens in einem Prozess dar-
stellen:

cgc=ct, t>0.

Diese stellt mit Pramienrate ¢ > 0 die Pramien bis zum Zeitpunkt ¢ dar. Der Prami-
enprozess, dessen Pramienrate durch Pramienkalkulationsprinzipien bestimmt wer-
den, ist deterministisch. Jedoch werden wir auf die Pramienkalkulationsprinzipien
in dieser Arbeit nicht eingehen.

Der zentrale Gegenstand dieses Kapitels ist das klassische Modell. Die Arbeiten von
Harald Cramér! und Filip Lundberg? legten das Fundament fiir die moderne Risi-
kotheorie, weshalb das klassische Modell auch als Cramér-Lundberg Modell bekannt
ist. Unter Beriicksichtigung der Gesamtschiaden sowie der eingenommenen Pramien
koénnen wir einen Uberschussprozess aufstellen

Uy=u+c =95, t>0,

wobei U; das Kapital des Unternehmens zum Zeitpunkt t, Uy = u das Anfangskapi-

N
tal, ¢; der Pramienprozess und S; = > X, den Gesamtschadensprozess darstellt.
n=1

!Harald Crameér, schwedischer Mathematiker, *25. September 1893 in Stockholm, 5. Oktober
1985 in Stockholm.

2Filip Lundberg, schwedischer Mathematiker, *31. Dezember 1876 in Uppsala, 12. Juni 1965 in
Stockholm.
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2.2. Ruintheorie

2.2 Ruintheorie

Sei U, = u + ¢, — S, der Uberschuss bzw. das freie Kapital eines Unternehmens
zum Zeitpunkt ¢ > 0. Im Folgenden wollen wir annehmen, dass die Gewinnbedingung
erfillt ist:

c> A\, (2.2)

wobei p; die erwartete Schadenshoéhe notiert. Die Gewinnbedingung basiert auf der
Annahme, dass die eingenommenen Primien die erwarteten Schiden zu jeder Zeit
iibersteigen. Dies fiihrt uns zum Begriff des relativen Sicherheitszuschlags:

c
ANi=——1,

A
dessen Positivitit vorausgesetzt wird. Der relative Sicherheitszuschlag wird auch
definiert als der relative Anteil um welcher die Pramienrate die durchschnittlichen
Schadenshohe pro Zeiteinheit iibersteigt. Mit p := Apy kann der Sicherheitszuschlag
auch angeschrieben werden als

Wenn das freie Kapital des Unternehmens negativ wird und somit der Gesamtscha-
den die eingenommenen Pramien iibersteigt, dann sprechen wir vom technischen
Ruin des Unternehmens. Hauptaugenmerk dieses Abschnitts ist eine geeignete Be-
rechnung der Ruinwahrscheinlichkeit.

Definition 2.5. Die Ruinzeit 7 wird definiert durch
T=inf{t >0 | U, <0}.
Wobei 7 = oo, falls Uy > 0 fiir alle ¢ gilt.
Das fiihrt uns zu einer geeigneten Definition der Ruinwahrscheinlichkeit.

Definition 2.6. Die Ruinwahrscheinlichkeit ®(u) wird definiert durch
ymzpb%m<oU%:4:Ph<my
>

Die Ruinwahrscheinlichkeit ist eine Funktion abhéngig vom Anfangskapital u. Die
Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit ist definiert durch ®(u,t) = P(T' < t). Wir
werden im Folgenden die Ruinwahrscheinlichkeit ®(u) tiber einen unendlichen Zeit-
horizont betrachten.

Die Ruinwahrscheinlichkeit kann fiir eine exponentiell-verteilte Schadenshohe ex-

plizit berechnet werden. Fiir allgemeine Verteilungen nutzt man iiblicherweise eine
elegante Abschitzung:

13
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2.3. Diffusionsapproximation

D(u) < e, (2.3)

wobei R hierbei den Anpassungskoeffizient bezeichnet. Der Anpassungskoeffizient R
spielt eine wichtige Rolle in der Ruintheorie und (2.3) ist auch als Cramér-Lundberg
Gleichung bekannt, die fiir alle u giiltig ist. R ist eine nicht-triviale positive Losung
der Gleichung

A+ re=AMx(r). (2.4)

Die linke Seite ist eine lineare Funktion und die rechte Seite ist eine konvexe Funktion
von r. Diese Gleichung hat somit zwei Losungen, wobei es eine triviale Lésung gibt:
r = 0. Mit der Gewinnbedingung (2.2) ist die Ableitung der linken Seite groker
als die rechte Seite an der Stelle » = 0. Da die rechte Seite stidrker steigt und
mit r — 0o gegen oo konvergiert, existiert eine zweite Losung, die wir als den
Anpassungskoeffizienten R identifizieren.

Satz 2.2 (Lundberg Ungleichung). Sei U; ein zusammengesetzter Poisson-Prozess
mit Anfangskapital u, einer Pramienrate c, Schéiden mit Verteilungsfunktion F(-)
und momentenerzeugender Funktion Mx(t), und sei R der Anpassungskoeffizient
der die Gleichung (2.4) erfillt. Dann gilt die Lundberg Ungleichung (2.3).

2.3 Diffusionsapproximation

In diesem Kapitel wollen wir uns mit einer Approximation des Cramér-Lundberg
Modells befassen. Wir entnehmen den Inhalt des Abschnitts aus Asmussen [3]. Ziel
ist es den Uberschussprozess im Cramér-Lundberg Modell durch eine Brownsche
Bewegung mit Drift zu approximieren. Die Methodik dahinter liegt in der Gleich-
setzung des ersten und des zweiten Moments.

Wir formulieren zuerst Donsker’s Theorem fiir einfache Random Walks in diskreter
Zeit:

Satz 2.3. Sei (S,)n=01.. ein Random Walk. Falls p = E[S)] der Drift und o? =
Var[Sy] die Varianz, dann gilt

(=St = thin) _ B (Bolt)zo. &= o, (25)

wobei (B¢(t))i>0 die Brownsche Bewegung mit Drift ( und Varianz 1 ist.

Wir wollen das Resultat auf stetige Random Walks iibertragen um eine Approxi-
mation fiir unseren Schadensprozess zu erhalten. Hierfiir wollen wir voraussetzen,
dass der relative Sicherheitszuschlag A klein und positiv ist. Um der Bedingung zu
geniigen betrachten wir eine Familie von Uberschussprozessen (Sfc))tzo, wobei ¢ die

festgelegte Pramienrate reprisentiert, sodass die Schadensverteilung Fx(-) und die
N

Haufigkeitsintensitét A klein fiir alle ¢ ist, also St(c) = > X; — ct. Des Weiteren be-
i=1

trachten wir den Grenziibergang ¢ — p, wobei p als die kritische Pramienrate A\px

definiert ist.
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2.3. Diffusionsapproximation

Satz 2.4. Firc— p gilt

|:u’ (c) D
(B582) 0 B (B,

mit = p. = p — ¢, o = \E[X?]
Beweis. Sei zunédchst angemerkt, dass

(U—\l/E(St(’? - tkﬁ@) - (U_\l/E t(l?)> = (Bo(t))e0 (2.6)

gilt, mit k = k. — oo wenn ¢ — p lauft. Dies ist eine Konsequenz aus (2.5) und der
Ungleichung
S(P) — oh < S(ﬂ) < S(P) + ph (2 7)
nh — PRV 08T = 00y, TP .

Um die Ungleichung zu zeigen, sei u,v > 0, mit

Squv 2 Su — pU.
In der Tat nimmt S, ,, — .S, ihr Minimum in —pv an. Demnach gilt fiir t = nh + v
mit 0 < v < h:
Snn — ph < Spp — pv < S

Die rechte Ungleichheit in (2.7) kann &hnlich gezeigt werden.
Sei k = Z—z, dann erhalten wir fiir (2.6) die Form

to?/p

(W59, ) B (Bo(0)
(%sﬁ;& ) B (Bolt) = 1) = (B (1))

]

Insgesamt haben wir die Beziehung des Uberschussprozesses im CP-Modell und einer
Brownschen Bewegung mit Drift gezeigt. Sei daher der Uberschussprozess modelliert
durch einen zusammengesetzten Poissonprozess

Ut:'LL—St,

mit

Nt
St = ZXn — ct.
n=1
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2.3. Diffusionsapproximation

Zusatzlich dazu wollen wir nun einen weiteren Risikoprozess betrachten:

Ut:u—l—,ut—I—aWt.

Wir leiten die Parameter p und o her indem wir die zwei Prozesse gleichsetzen, also

Ut:Ut
& u—S;=u+ ut+ oW,
& —S; = ut + oW.

Indem wir t = 1 setzen und fiir —S; = p+oW; den Erwartungswert und die Varianz
bestimmen erhalten wir die gewiinschten Parameter:

p=E[-S] = Elc — Xi] o = Var[-S)] = Var[S]
=c— AE[X]] = \E[X]].

Insgesamt kénnen wir nun einen Prozess im klassischen Cramér-Lundberg Modell
mittels Brownscher Bewegung mit Drift approximieren.
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Kapitel 3

Stochastische Kontrolltheorie

Der Inhalt des folgenden Kapitels basiert auf die Vorlesung Stochastische Kon-

trolltheorie von Dr. Peter Grandits an der TU Wien. Wichtige Nachschlagsliteratur
hierbei ist unter anderem (Okesendal [9]. Die stochastische Kontrolltheorie befasst
sich mit Optimierung von dynamischen Systemen, welche durch Zustandsprozesse
modelliert werden. Mittels externer Steuerung in Form eines Kontrollprozesses soll
ein Optimierungsziel erreicht werden. Das Optimierungsziel ist durch ein Zielfunk-
tional gegeben.
Wir greifen zum Ldsen eines stochastischen Kontrollproblems auf die Methode des
dynamischen Programmierens zuriick. Die Methode beruht auf das Bellman Prin-
zip der dynamischen Programmierung, welches durch den Mathematiker Richard
Bellman! formuliert wurde. Nach diesem Prinzip wird ein Optimierungsproblem in
einzelne gleichartige Teilprobleme zerlegt, deren Losungen dann zur Gesamtlosung
zusammengesetzt werden. Der Ansatz liefert eine partielle Differentialgleichung, ge-
nannt Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (abgekiirzt HIB-Gleichung), deren Lo-
sung das Optimum ergibt. Das Verifikationstheorem validiert dann die Optimalitit
einer gefundenen Losung aus der HJB-Gleichung.

3.1 Das stochastische Kontrollproblem

Gegeben sei ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und eine Filtra-
tion T, die die diblichen Bedingungen erfiillt. Wir setzen einen Zeithorizont T > 0
fest und sei W = (W,)icjo,r) eine d-dimensionale Standard Brownsche Bewegung.

Folgende Komponenten sind zur Beschreibung des Kontrollproblems nétig:

e Der Kontrollprozess u = (us)ico,r) ist ein progressiv messbarer stochastischer
Prozess mit Werten aus U C R

o Der Zustandsprozess X = (Xy)icjo,r) ist durch eine stochastische Differential-
gleichung (bzw. Diffusionsgleichung) gegeben in Form von

dXt = b(t,Xt,Ut)dt + U(t, Xt,ut)th mit XQ =T, (31)

!Richard Bellmann, US-amerikanischer Mathematiker, ¥29. August 1920 in Brooklyn, 119. Miirz
1984 in Los Angeles
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3.1. Das stochastische Kontrollproblem

wobei
b(,+ ) [0,T] x R* x U — R"
und
o(-,+) [0, T] x R* x Y — R™*¢

Borel-messbare Abbildungen sind. b(-, -, ) ist der Driftkoeffizient und o(-,-, ")
ist der Diffusionskoeffizient des Diffusionsprozesses. Die Notation X}* symbo-
lisiert im Folgenden die Abhéingigkeit des Zustandsprozesses vom Kontrollpro-
7€ess U.

e Das Zielfunktional J(t,x,u) ist gegeben durch
T
Ttz u) = IE[/ pls, Xt u)ds + (T XF) | Xp = 2], (32)
t
wobei p(s, X, us) die laufenden Kosten bzw. den laufenden Nutzen und (7', X7)

die Endkosten bzw. den Endnutzen bezeichnet.

e Die Menge aller zuldssigen Kontrollprozesse A(t, ) 3 (us)sep,r) sind progressiv
messbare Prozesse, die in (3.1) eine eindeutige, starke Losung auf [t, T'] besitzen
und fiir die (3.2) wohldefiniert ist.

e Die Wertfunktion des Optimierungsproblems ist definiert durch

V(t,x) = sup J(t,x,u).
u€A(t,z)

Das Ziel ist nun fiir einen vorgegebenen Startwert zo den Wert V (0, ) zu berechnen
und einen optimalen Kontrollprozess u* so zu ermitteln, dass die Zielfunktionale
maximiert wird, daher V' (0,z0) = J(0, zo, u*) gilt.

Satz 3.1 (Eindeutigkeit und Existenz einer starken Losung).
Sei T > 0 und b(-,-) : [0,T] x R* — R", o(-,-) : [0,T] x R* — R™ messbare
Funktionen die

b(t, )| +|o(t,z)| < C(A + |z[), = cR*te]0,T],

fiir eine Konstante C' > 0 erfillt und so, dass

|b(t7x) - b(tvy)l + ‘O-(tax) - U(uy)‘ < D‘LE - y‘7 T,y € Rnat € [OaT]a

fiir eine Konstante D > 0 gilt.
Sei Z eine Zufallsvariable, die unabhdingig von der durch die Brownsche Bewegung
(Wi)i>o erzeugte Filtration F ist, und erfillt

E[|Z]?] < oo.
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3.1. Das stochastische Kontrollproblem

Dann besitzt die stochastische Differentialgleichung

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t,Xt)th7 0 S t S T, X() =7

eine eindeutige, starke Losung X;. Diese Lisung ist in t stetig und adaptiert an der
durch Z und (Wy)so erzeugte Filtration FZ, und erfiillt

JE[/OT\Xtht} < .

Beweis. Fiir einen ausfiihrlichen Beweis sieche Qksendal [9] Thereom 5.2.1. O
Die Losung nennt man auch Ité-Diffusion.

Definition 3.1. Eine zeit-homogene Ito-Diffusion ist ein stochastischer Prozess
Xi(w) = X(t,w) : [0,00) x @ — R"™ der eine Losung einer stochastischen Diffe-
rentialgleichung der Form

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th, t 2 S,Xs =T

ist, mit Koeffizienten b, o die die Bedingungen aus Satz 3.1 erfiillen, wobei in dem
Fall diese vereinfacht werden zu:

b(x) — b(y)| + |o(z) — o(y)] < Dlx —yl, .y € R".

Wir werden im weiteren Verlauf die folgenden Notationen benutzen:

E:.[Y] =EY|X: = 2| sowie E,[Y]=Ey,[Y].

Satz 3.2 (Markov Eigenschaft fiir Ito-Diffusionen). Sei X, eine Ito-Diffusion und
f eine beschrinkte Borel-messbare Funktion f: R™ — R, dann gilt:

1. Fir allet,s >0 und w € Q) gilt
Eo[f(Xepo) [ Fil (@) = Ex, ) [f(X6)]-

2. Ist T eine Stoppzeit, mit T < oo. Dann gilt fiir alle s > 0 und w € 2
Eo[f (Xrio)| Frl(w) = Ex, ) [f(X5)]-

Beweis. Dafirr >t

X, (w) = Xy (w) + /tr b(X,)du + /tT o(X,)dW,
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3.2. Dynamische Optimierung

gilt, erhalten wir wegen Eindeutigkeit X, (w) = X Xt (w). Wir kénnen F(z,t,7,w) =
X5*(w) fiir r > t definieren und erhalten

X (w) =F(Xy, t,r,w), r>t
Wir merken an, dass w — F'(z,t,r,w) unabhéngig von F; ist. Wir kénnen also
E[f(F(Xtv t,t+h, w))’]:t] - E[f(F(ZL‘, 0, h, w))]CU:Xt (33)

schreiben. Wir betrachten g(z,w) = fo F(x,t,t+ h,w), die aufgrund Zusammenset-
zung messbarer Funktionen messbar ist. Man kann g durch eine Funktion punktweise
beschrinkt approximieren in Form von

m

> on(@)n(w).

k=1

Nutzen wir die Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes, dann erhalten wir
Elg(Xe,w)|F] = B[ lim > on(Xe)e(w) |
= hmz O (Xe)E[thr(w)] F
= lim Y Bl )tk ()| Fily=x,
= Elg(y, w)| Fily=x, = Elg(y,w)ly=x.-
Da X; zeithomogen ist, gilt

ELf(F(Xe, bt + h,w))|F] = E[f (F(y,t,t + h,w))ly=x,
- E[f(F(yv 07 h7 W))]y:X“

was gleich (3.3) ist und womit die 1. Behauptung bewiesen ist.
Fiir die 2. Behauptung siche Oksendal [9] Theorem 7.2.4. O

3.2 Dynamische Optimierung

Sei eine stochastische Differentialgleichung der folgenden Form gegeben:

dXt = b(t, Xt7 Ut)dt + O'(t, Xt, ut)th,

Die Koeffizienten erfiillen zudem die Lipschitz-stetigkeit und Wachstumsbedingung,
sodass die eindeutige starke Losung der Differentialgleichung eine Ito-Diffusion ist.
Wir bezeichnen auferdem a(t, x) := o(t,z)? als Diffusionskoeffizient von X.

Definition 3.2. Der infinitesimale Generator einer Ito-Diffusion X ist definiert
durch

Lf(s,z) = lim eelf (6 X0] = f(s,2)

, fiir alle s > 0,z € R",
t—s t— s

mit Definitionsbereich Dy := {f : [0, 00) xR"™ — R | Lf(s, x) existiert fiir alle s und x}.
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3.2. Dynamische Optimierung

Definition 3.3. Der partielle Differentialoperator ist definiert durch

mit Definitionsmenge

2
g—{, afiaij sind stetig fiir 7,7 = 1, ,n}

Der partielle Differentialoperator erfiillt

ch? = {f:[o,oo)xR”—HR‘

LF(t3) = it 2) + bt 2) Dy f(t,7) + %tr(a(t, ) Dau f(t, 1),

wobei D, f(t,z) den Gradienten von f(t,z) notiert und D,, f (¢, x) die Hesse-Matrix
von f(t,z) bezeichnet.

Satz 3.3. Sei f € CY2, T >t und es gelten

Em[/twa(s,Xs)\ds] < o0, (3.4)

Em[ /t THDw £(5, X))o (s, Xs)Hst] < . (3.5)

Dann gilt: f € Dy, und Lf(t,x) = Lf(t,z).

Beweis. Man wende die It6-Formel auf f(s, X;) in der Definition des infinitesimalen
Generators an. Mit (3.4) und (3.5) ist die Existenz aller Integrale sowie die Ver-
tauschbarkeit von Erwartungswert und Grenziibergénge garantiert. Die Behauptung
folgt dann unmittelbar. O]

Satz 3.4 (Dynkin-Formel). Sei f € CY? mit kompaktem Triger und T eine Stoppzeit,
mit E,[1] < co. Dann gilt

B lf(r, X)) = (0.0) + B[ [ 26 X.)as].

Beweis. Wir wenden die It6-Formel auf f(7 An, X, ,) fiir ein festes n € N an, also

frAn, Xonn) = f(0,2) + /OTM Lf(s, Xs)ds + /OTM o(s,Xs)Dyf(s, Xs)dWs.
(3.6)

Wenden wir den Erwartungswert an, dann fillt der rechte Summand in (3.6) weg,
weil f € CY? mit kompaktem Triger und wir erhalten:

E,[f (7 An, Xopn)] = £0,2) + E, [ /0 . £(s, Xs)ds] . (3.7)

Durch Abschétzung des rechten Erwartungswertes in (3.7) und wegen Satz von der
dominierten Konvergenz folgt die Behauptung. O
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3.2. Dynamische Optimierung

Zur Herleitung der HJB-Gleichung dient uns das Bellmann-Prinzip. Das Prinzip sagt
aus, dass wenn man sich optimal im Intervall [¢,¢;] verhélt und auch nach ¢; optimal
handelt, dann fiihrt dies zu einem globalen Optimum. Das Bellmann-Prinzip wird
somit folgendermafsen formuliert:

t1
V(t,z) = sup Em[/ o(s, Xy, us)ds + V(ty, XJ2) |, fiir t; > t. (3.8)
) t

u€A(t,x

Wir setzen voraus, dass die Wertfunktion glatt genug ist, also V (¢, z) € C12. Wenden
wir die It6-Formel auf V (1, Xy,) an, dann folgt

t1
V(ty, XI) =V (t, z) +/ (v;(s,xg) +b(s, XY ug) D,V (s, XU+
t

1 n
Strials, X2, us)DmV(s,Xg))>ds + / D,V (s, XY, u,)dW,.
t
Im néchsten Schritt wird V (¢, X}*) in (3.8) eingesetzt und weil wir annehmen, dass

t1
/ Ve(s, X¥)o(s, X3, us)dW
¢

fiir t; > t ein Martingal ist und daher unter dem Erwartungswert Null wird, gilt

t1 t1
V(t,x) = sup Etm[/ (s, X2 us)ds + V(t,x) +/ (‘/;‘/(S,X:)—F
t t

u€A(t,z)
1
b(S, X;L) us)DxV(Sa Xg) + §tr(a(s, Xg7 US)DMCV(S’ X:)))dS]

Man dividiere durch (¢, —¢) und bilde den Grenzwert thmt , unter der Annahme, dass
1—

Vertauschungen erlaubt sind, dann erhalten wir die HJB-Gleichung:

0 = sup{p(t,z,u) + Vi(t,x) + b(t, z,u) D,V (t,x) + %tr(a(t, x,u)Dy V(t,x))}

ueU

Mit LV (¢, z) == Vi(t, ) + b(t, z, u) D,V (t, ) + 3tr(a(t,z,u) Dy, V (¢, x)) folgt eine
vereinfachte Darstellung der HJB-Gleichung:

0 = sup{p(t,z,u) + L*V (t,z)}. (3.9)

ueU
Zur Bestimmung eines optimalen Kontrollprozesses u* wird folgender Ablauf befolgt:

1. Man bestimme das Maximum u = u(t, x) in (3.9). Existiert diese, dann steht
sie in Abhéngigkeit von V;,V,, und V,,, daher gilt

u(t,x) = a(t,z, Vi(t,x), Vo(t, x), Voo (t, x)).
2. Setzen wir das u aus 1. in (3.9) ein, dann erhalten wir eine partielle Diffe-
rentialgleichung fiir V' (-, -) mit Randbedingung V(T x) = ¥ (T, z). Die Losung

diese Randwertproblems stellt die moglichen Kandidaten fiir die Wertfunktion
des Optimierungsproblems dar.
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3.3. Das Verifikationstheorem

3.3 Das Verifikationstheorem

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass V (¢, z) unter bestimmten Annahmen
die Losung der HJB-Gleichung ist. Das Verifikationstheorem soll die Frage beant-
worten, unter welchen Bedingungen eine Losung der HJB-Gleichung die gesuchte
Wertfunktion ist.

Wir betrachten hierbei die Ausgangssituation wie in Abschnitt 3.1, also

dX, = b(t, Xy, us)ds + o(t, Xy, us)dW,, mit Xo = z, (3.10)
T
J(t,z,u) = E[/ (s, Xy, us)ds + (T, X7p) ‘ X = x}, und
t

V(t,x) = sup J(t,z,u).
u€A(t,z)

Wir bestimmen noch welche Bedingungen die Menge aller zuldssigen Kontrollpro-
zesse A(t, x) erfiillen muss:

1. Der Kontrollprozess u = (us)sc,7] ist progressiv messbar, mit

E[/tT Jus|ds] < oo.

2. Die stochastische Differentialgleichung in (3.10) besitzt fiir alle u € A(t, z)
eine eindeutige starke Losung X; mit X; = x und

E[ sup HXSHQ] < .

t<s<T

3. Das Zielfunktional J (¢, z, u) ist wohldefiniert.

Satz 3.5 (Verifikationstheorem). Sei (-, -, -) stetig und existieren Konstanten C,, Cy >
0 so, dass

et z,u)] < Co(L+ llzl* + [ull?), und
lo(t, 2, u)|[* < Co(1+ [l2]|* + [lu]]?)

fir allet >0, v € R und u € U. Dann gilt:

1. Sei ® € CY([0,T] x R™) mit |®(t,z)]* < Cas(1 + |x]?) fiir eine Konstante
Co > 0. Des Weiteren erfillt ® die HJB-Gleichung

sup{p(t,z,u) + L*@(t,z)} =0, firt € [0,T],x € R (3.11)

ueld
mat
O(T,z) =V(T,x), firzelR
Dann gilt:
O(t,z) > V(t, x)
fir alle t € [0,T] und z € R.
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3.3. Das Verifikationstheorem

2. Egistiert zusatzlich eine Funktion G(t,x) die die Abbildung u — @(t,z,u) +
LU®(t, x) mazimiert und der fir einen zuldssigen Kontrollprozess w* = (u; )iejo,1]
uf = u(t, X}) erfillt, dann gilt:

O(t,x) =V (t,z), fir allet € [0,T], = € R.

Dabei ist u* die optimale Strategie, daher V (t,x) = J(t,z,u*), und X; ist die
Lisung von (3.10) fir den Kontrollprozess u*.

Beweis. Sei u € A(t,z) beliebig und 7,, := inf{s >t : || X; — X;|| = n} AT fiir ein
festes t € [0,T], n € N.
Wenden wir die It6-Formel mit X; = x an, so folgt:

O(71,, X7,) :<I>(t,x)+/ E“SCD(S,Xs)ds—i—/ o (s, Xs,us) D P(s, Xs)dWs.
¢ ¢

Wegen der Zuldssigkeit von u, Stetigkeit von ® und der Beschréanktheit von X auf
[t, 7] gilt B[ [ [|o(s, X, us) Dp®(s, X,)||?ds] < oo und damit folgt

t
Em[/ 05, X, ) DB (5, X,)dW, | = 0.
t
Weil @ die HIB-Gleichung erfiillt und u, € U fiir s € [t, T, gilt
Em[/ @5, Xy ts)ds + (7, X, |
t

= Et,x[/ gO(S,XS,uS)dS—i—CI)(t?g;) _|_/ ,CUS(I)(S,XS)dS]
t t

-~

<0

< ®(t,z). (3.12)

= 0(t0) + B [ (ol X ) + L4005 X)) ]
t

Die Abschétzung im vorletzten Term in (3.12) folgt aus (3.11). Fiir n — oo erhal-
ten wir 7, — T'. Die quadratische Wachstumsbedingung von ¢ und ¢ sowie die
Zuléssigkeit von u impliziert

‘/ o(s, Xs,us)ds + @(1,, X))
¢

T
< [ G+ 1P + s + Calt + X ?) € L
t
Wegen Satz von der dominierten Konvergenz und Stetigkeit von ® gilt fiir n — oo:
Etx[/ ¢(3,Xs,us)ds+<1)(7n,XTn)] — J(t,z,u).
t

Mit (3.12) gilt J(t,z,u) < ®(¢,x) und mit Supremumsbildung gilt letztendlich
V(t,x) < ®(t,z). Damit ist die 1. Behauptung bewiesen.
Fiir den Beweis der 2. Behauptung kénnen wir in der (3.12) ein Maximum 4(t, z) be-

stimmen und annehmen, dass der Kontrollprozess u; = u(t, z) durch das Maximum
definiert ist. Damit folgt J(t,z,u*) = V(t,z) = ®(¢, x). O
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3.3. Das Verifikationstheorem

Erweitern wir die Betrachtung auf einen unendlichen Zeithorizont und nehmen an,
dass die laufenden Kosten (X, u;) sowie die Koeffizienten b( X, u;), o(Xy, us) des
Zustandsprozesses nicht von der Zeit abhidngen. Dann schreiben wir fiir den Zu-
standsprozess die stochastische Differentialgleichung in Form von

dXt = b(Xt, Ut)dt + U(Xt, U,t)th mit XO = X. (313)

Der partielle Differentialoperator £* ldsst sich dann vereinfachen zu

£ () = blw, u) Dy f(z) + %tr(a(m, ) Do f ().

Das Zielfunktional sieht dann folgendermafen aus:

J(x,u) = E[/OOO e_ﬁtgo(Xt,ut)dt]

mit Zinsintensitdt § > 0. Des Weiteren sei A(x) die Menge der zulédssigen Kontroll-
prozesse, was uns zur Wertfunktion fiihrt:

V(z)= sup J(z,u).
u€A(z)

Die Menge der zuldssigen Kontrollprozesse A(x) erfiillen diesselben Bedingungen wie
A(t, z) fiir das Verifikationstheorem im endlichen Zeithorizont.

Satz 3.6 (Verifikationstheorem). Sei (-, ) stetig und existieren Konstanten C,, C, >
0 so, dass

oz, u)l < Cp(L+ [l|® + [[ull®), und
lo(@, W) < Co(1+ [l2]* + [|ull)

fir alle v € R und uw € U. Dann gilt:

1. Sei @ € C3H(R") mit |P(x)|* < Co(1 + |z|?) fiir eine Konstante Cy > 0. Des
Weiteren erfillt ® die HIJB-Gleichung

Sup{ip(w, u) + £1@(z) = 60 (2)} = 0, fiir v € R (3.14)
mit
Jim E[e*T®(z)] = 0. (3.15)
Dann, gilt:
®(z) > V()

fiir alle x € R.
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3.3. Das Verifikationstheorem

2. Eugistiert zusdtzlich eine Funktion u(x) die (3.14) mazimiert und der fir einen
zulassigen Kontrollprozess u* = (u})i>o uf = 4(X}) erfillt, dann gilt:

O(z) =V (x), fir alle xz € R.

Dabei ist u* ist die optimale Strategie, daher V(z) = J(x,u*), und X, ist die
Lisung der Differentialgleichung (3.13) versehen mit dem Kontrollprozess u*.

Beweis. Wir werden zuerst das Verifikationstheorem fiir einen endlichen Zeithori-
zont T > 0 anwenden. Per Grenziibergang T — oo fithren wir auf den Fall im
unendlichen Zeithorizont iiber.

Sei ®(t,z) = e %®(x) sowie G(t,x,u) = e %p(x,u) und setzen diese in die HJB-

Gleichung (3.9) ein, dann erhalten wir

sup {e"%go(x) + e LD (x) — e"St(S(I)(x)}.

uel

Dividieren wir durch e~ so erhalten wir die gesuchte HJB-Gleichung

sup{p(x,u) + L*P(z) — P (x)} = 0. (3.16)

ueU

Wenden wir nun die Tt6-Formel auf e=°T®(X7) mit Xy = 2 an, so folgt

e—éT(I)(XT) Z(I)(.I) + /OT (6_6S£u5(1)(Xs) _ 56_58@(X5)>d8
+ /T e 0 (X, us) Dy ®(X,)dW. (3.17)

Unter den selben Argumenten wie im Beweis von Satz 3.5 lassen wir das stochas-
tische Integral verschwinden. Weil ®(z) die HJB-Gleichung erfiillt und u € U fiir
s € [0, 7], gilt

T
E, / e_&gp(Xt,ut)dt+6_6TCI>(XT)]

Ex[ / ' e~ o( Xy, u)dt + B(x) + / ' (e—&mtcp(xt) - 56—%(&))&}

— ®(z) + E, [/OT et (ép(Xt, ue) + LD(X) 6<I>(Xt)j)dt]

< ®(x). (3.18)

Die Abschitzung im vorletzten Term in (3.18) folgt wegen (3.16). Lassen wir nun
T — oo laufen und beachten, dass (3.15) gilt dann erhalten wir insgesamt
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3.3. Das Verifikationstheorem

E. [/OOO e (X, up)dt| = J(z,u) < ®(z).

Bilden wir das Supremum dann erhalten wir die Behauptung V(z) < ®(x).

Fiir den Beweis der 2. Behauptung kénnen wir in (3.12) ein Maximum 4(t, z) be-
stimmen und annehmen, dass der Kontrollprozess u; = 4(t, x) durch das Maximum
definiert ist. Somit folgt insgesamt J(x,u*) = V() = ®(¢,z). Damit ist der Satz
bewiesen.

]
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Kapitel 4

Optimale Dividendenstrategie im
Diffusionsmodell

Der Inhalt dieses Kapitels folgt iiberwiegend dem Paper Controlled diffusion
models for optimal dividend pay-out |2]. Des Weiteren wurde auch Stochastic Control
in Insurance [12| als Hilfsliteratur verwendet.

In diesem Kapitel wollen wir die optimale Dividendenstrategie fiir ein Versi-
cherungsunternehmen ermitteln. Das Ziel ist die Maximierung der Dividendenaus-
schiittungen bis zum Eintritt des Ruins. Wir werden zwei Félle untersuchen, zum
Einen, wo eine Obergrenze fiir die Dividendenrate gesetzt wird und zum Anderen
wo es eine unbeschrinkte Dividendenrate gibt. Im ersten Fall werden wir zeigen,
dass eine Threshold-Strategie die optimale Strategie darstellt, in der die maxima-
le Dividendenrate ausbezahlt wird, solange der Zustandsprozess einen bestimmten
Wert iibersteigt, und ansonsten nichts ausgeschiittet wird. Andererseits ist bei unbe-
schrankter Dividendenintensitit die Barrierestrategie die optimale Strategie, hierbei
wird exakt der iiberschiissige Teil des freien Kapitals ausbezahlt der eine bestimmte
Barriere iibersteigt.

4.1 Dividendenstrategie mit beschriankter Dividen-
denrate

Im Folgenden werden wir den Zustandsprozess als Brownsche Bewegung mit Drift
p und Volatilitit o2 modellieren und um eine zusitzliche Dividendenkomponente
u = (ug)s>o erweitern. Der Kontrollprozess u ist die Rate der auszuzahlende Divi-
dende, wobei wir annehmen, dass die maximale Dividendenintensitit nicht ay < oo
{ibersteigt. Demnach betrachten wir einen Uberschussprozess nach Dividendenzah-
lung in der Form von

Erlaubt sind nur adaptierte Prozesse u mit 0 < u; < ag. Der Ruin des Prozesses
ist definiert als 7* = inf{t < 0| X}* < 0}. Das Zielfunktional ist gegeben durch

J(x,u) = ]E[fOTu e %u,ds], und entsprechend schreiben wir die Wertfunktion des
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4.1. Dividendenstrategie mit beschrinkter Dividendenrate

Problems an als V() = sup J(z, u). Fluktuationen der Brownschen Bewegung trei-

ben ein Unternehmen an der Stelle 0 unmittelbar in den Ruin, weshalb V(0) = 0
gilt.

Wir werden als allererstes die HJB-Gleichung motivieren. Sei € > 0, dann exis-
tiert fiir jedes y > 0 eine Strategie u¥ so, dass J(y,u?) > V(y) — €, was als e-optimal
bezeichnet wird. Wir wollen eine Dividendenrate a bis zu einem Zeitpunkt h > 0
respektive bis zum Ruinzeitpunkt 7, falls dieser vorher eintritt, auszahlen lassen.
Betrachte daher die Dividendenstrategie

a, fir0 <t <7Ah,
U =
' w . fiir t > hund 7 > h.

Somit sehen wir, dass

TAh T
V(z) > J(z,u) =E, [/ ae“ssds] +E, [H{T>h}/ uge 36t gs
0 h

1— e—5(5/\h) sh X
= aEz [T] +e Ea:[]l{T>h}J<Xh7 u h)]
1— Ex 6_6(8/\h) B
>a [5 ] + e "B L (V(X5) — €)]
1— Ea: —d(sAh)
>a [56 ] + e B[V (Xon) — €.

Es gilt V(X,) = V(0) = 0 und da e beliebig war erhalten wir

1 — ]Ex [6—6(3/\h)]
)

Wir nehmen an, dass V(z) zweifach stetig differenzierbar ist und wenden die It6-
Formel auf V(X,,.,) an, also gilt

V(z) > a + e "B, [V (Xoan)- (4.1)

V(Xonn) = V(z) + /OTNL oV (X,)dW,

+ /OTM ((ﬂ —a)V'(X,) + gv”(Xs))ds- (42)

Zusétzlich nehmen wir an, dass fot oV'(X)dW; ein Martingal ist. Somit ist der
Erwartungswert des stochastischen Integrals gleich Null. Wir setzen (4.2) in (4.1)
ein und ziehen V' (z) von beiden Seiten ab. Des Weiteren dividieren wir durch h und
wenden den Erwartungswert an, dann erhalten wir

0> aE, [1 Z:SM)] - _heMV(a;)
+ e R, [% / " ((u —a)V'(X,) + %QV”(XS)>ds} .
0
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4.1. Dividendenstrategie mit beschrinkter Dividendenrate

Man nehme an, dass Vertauschung von Grenzwertiibergdnge und Erwartungswert
erlaubt ist. Dann folgt fiir h — 0

0> %U2VH<$) +(p—a)V'(x) = 6V (z) + a.

Die Ungleichung muss fiir alle 0 < a < ay giiltig sein, daher folgt

0> sup {1021/”(@ + (p—a)V'(x) — oV (x) + a}. (4.3)

0<a<ag

Fiir mindesten ein a € [0, ag] ist (4.3) eine Gleichheit. Damit kénnen wir die HJB-
Gleichung betrachten:

0= sup {102‘/"(1:) +(p—a)V'(x) =0V (x) + a}, (4.4)

0<a<ag 2

V(0) = 0. (4.5)

Im Folgenden werden wir annehmen, dass f(z) die Losung von (4.4) und (4.5) ist.
Die Funktion die (4.4) maximiert, ist eine lineare Funktion in « fiir jedes . Damit
ist das Maximum u*(z) an jedem z entweder 0 oder ag. Offenbar ist

W x) = 0, firV'(z)>1,
B ap, fir V'(z) <1.

In Folge dessen betrachten wir zwei Differentialgleichungen

%O’Qf”(.’ﬂ) +uf'(x) = 6f(x), fiir 0 < x < xy, (4.6)
%02f”(x) + (u—ag) f'(x) = 6 f(x) + ao, fir « > . (4.7)

Wir wollen als néchstes eine zweifach differenzierbare Losung fiir (4.4) finden. Es
gibt ein o > 0 so, dass f'(z) > 1 fiir x < ¢ und f'(z) < 1 fiir x > zo. Daher kénnen
wir annehmen, dass f(z) eine konkave Funktion ist. Die Differentialgleichung kann
somit in zwei Bereiche getrennt werden und an einer Stelle zq, wo f'(xg) = 1 gilt,
zusammengefiigt werden.

Betrachten wir als erstes (4.6), die eine homogene Differentialgleichung zweiter Ord-
nung ist. Die allgemeine Losung besitzt daher eine Form von

fl(x) — A€01(0)w+B€—92(0)x’
mit Nullstellen des charakteristischen Polynoms

2 262
0y(0) = VI L2007 H Iy

o2

A/ 1?2+ 2002 —
01(0) _ X 1%

o2

>0 und
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4.1. Dividendenstrategie mit beschrinkter Dividendenrate

Wegen f(z) > 0 fir 2 > 0 sowie 0 = V(0) = f1(0) gilt A= —B > 0, also

fi(z) = A" — fe= 0000,

Fiir die zweite Gleichung (4.7), die eine inhomogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung darstellt, nutzen wir den Losungsansatz

fQ(x) e % _|_ Ceel(ﬂ/_ao)x _|_ De—QQ(M—ao)x7

wobei f3(z) = 9 eine partikuldre Losung ist und

V(1 — ag)? + 2602 F (1 — ag)

> 0.
0—2

012(1 — ag) =

Man merke an, dass fiir jeglichen Kontrollprozess u das Zielfunktional J(x,u) nie-
mals % iiberschreiten kann. Dies konnen wir leicht erkennen, indem wir folgende
Gleichung betrachten:

Qo

J(z,u) <V(z) =E, [/T aoe_‘ssds} < E$[/Oo a0€_55d8:| =5
0 0

Somit kdnnen wir f(z) von oben abschétzen durch f(z) < %, womit C' = 0 gilt. Da

f(z) eine steigende Funktion ist, erhalten wir D < 0, also insgesamt

o) = % 4 De-tts

Nun wollen wir die Konstanten so bestimmen, dass wir die zwei Losungen zu-

sammensetzen konnen. Das Verifikationstheorem verlangt eine zweifach stetig dif-

ferenzierbare Funktion. Daher wihlen wir unsere Konstanten geeignet, sodass die

Lésungen in der Stammfunktion, 1. und 2. Ableitung am Punkt z( iibereinstimmen.

Dieser Ansatz wird auch the principle of smooth fit genannt. Zur Bestimmung der
Konstanten betrachten wir folgende Bedingungen:

f(ad) = Fza), (48
Flag) = 1= f(zp), (4.9
(@) = (zp) (4.10)
Wegen
SO ag) ) 6 F (o) =0 = So?f(ag) = 6 (x) —
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4.1. Dividendenstrategie mit beschrinkter Dividendenrate

folgt aus den ersten zwei Bedingungen automatisch die Dritte. Seien nun 6; := 6;(0),
0y := 05(0) und 05 := 05(pu — up). Dann sehen wir, dass (4.8)-(4.10) dquivalent zu

A(€91x0 _ 6—92960) — ? + D6_93x07 (411)
A(Qleelxo + 926*92350) — 17 (412)
_DQ36—93170 =1. (413)

Losen wir nun (4.13) in Richtung D auf, also

e@ga}g
D=-"— (4.14)
05
und setzen diese in (4.11) ein, dann erhalten wir
1
AP — gm0y = 20 2 g (4.15)
5 0

Wir sehen, dass die Losungen (4.11)-(4.13) nur dann existieren, wenn die Bedingung

Qg 1
. 4.1
a=- 03>O (4.16)

erfiillt ist.
Im Folgenden wollen wir zeigen, dass diese Bedingung hinreichend ist. Wir mul-
tiplizieren (4.15) mit (4.12) und erhalten

aA(01e7™0  Pye270) = A(efrmo — om020),

Durch geeignete Umformungen bekommen wir

1-’-0&02

xo(01+62) _ )
¢ 1— Oé@l

Da 1+ afy > 0 muss 1 — af; > 0 folgen, und damit bleibt zu zeigen, dass

afy < 1 (4.17)

gilt.
Hierfiir verwenden wir die elementare Ungleichung

b
vai+b—a< 20 fiir alle a,b > 0.
a
Indem wir a = u sowie b = 2020 setzen und geeignet umformen, folgt
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4.1. Dividendenstrategie mit beschrinkter Dividendenrate

V2 2020 — J
g = VI TZIO0 N 0 (4.18)
o 7
Durch einsetzen von « in (4.17) erhalten wir
Qo 1 1
— < =+ —. 4.19
5 S0 o, (4.19)

Im Folgenden unterscheiden wir zwei Félle. Falls aqg < p, folgt (4.19) direkt aus
(4.18). Falls ag > p, dann gilt

V=) +20% + (p—ay) _ 9
o2 (ap — p)
Mit (4.18) und (4.20) erhélt man (4.19).

Ist (4.16) giiltig, konnen wir die Existenz einer eindeutigen Losung fiir (4.11)-
(4.13) zeigen. Zunéchst dividieren wir (4.11) durch (4.15), dann erhalten wir

0y = (4.20)

ethwo _ o=02z0

—Oé,

0169110 + 926702:’30

was dquivalent zu

zo(01+02) _ 1+ aeQ‘
1-— Oé@l

ist. Weil af; < 1 gilt, ist die eindeutige Losung fiir xy gegeben durch

€

o — 1 o 1+a92>0
0_91+92 gl—a91 '

Setzen wir z in (4.12) beziehungsweise (4.14) ein, dann erhalten wir die Losungen
fiir die Konstanten A sowie D.

Als néichstes wollen wir zeigen, dass die Losung in (4.4) tatséchlich eine konkave
Funktion ist. Dafiir formulieren wir den folgenden Satz:

Satz 4.1. Es existiert eine zweifach differenzierbare konkave Liosung fir (4.4) und
(4.5). Falls % — % <0, dann ist die Losung gegeben durch

flz) = = (1 —e %), (4.21)

wobei falls % — % > 0 qult, dann

f(z) A(ehr® —e7%22) 0 <z < m,
€T) =
QL - De %=, T > X,

wobei A, D, xo die eindeutigen Lisungen von (4.11)-(4.13) sind.
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4.1.

Dividendenstrategie mit beschrinkter Dividendenrate

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Teilen.

(1)

Die Funktion (4.21) erfiillt die Randbedingung (4.5). Sie ist damit konkav und
fiir sie gilt f/(0) = Q“?% < 1. Deswegen gilt f'(z) <1 fiir alle x > 0 und

(ag — a)(f'(x) —1) <0, fiir a € [0, ao].

Addieren wir die Ungleichung zur Gleichung

20°T@) + (1= ) (&) = 55(2) + a0 =0,

welche durch f(x) erfiillt ist, erhalten wir die HJB-Gleichung (4.4).

Angenommen (4.16) ist giiltig. Dann erfiillt f(z) die Randbedingung (4.5). We-
gen f'(zd) = f'(zy) ist f(z) per Konstruktion stetig. Weil f(z) auf [0, zo] (4.6)
und auf [m, c0) (4.7) erfiillt, erhalten wir

() = (6 (o) — il (20)),
f@g) = %(W(ﬁo) — (1= ao) (o) — ao).

Wegen Konstruktion ist f'(x¢) = 1, haben wir f”(zd) = f"(xy ), und damit ist
f(z) zweifach stetig differenzierbar. Die Konkavitit auf [z, 00) folgt unmittel-
bar.

Um die Konkavitit auf [0, x¢] zu iiberpriifen, leiten wir f(z) dreimal ab. Wir
erhalten f"”(x) > 0, woraus die Monotonie von f”(z) folgt. Man sieht direkt,
dass f”(0) < 0 gilt und weil f”(xf) < 0, folgt mit dem soeben Bewiesenem, dass
f"(z5) < 0 und folglich f”(z) < 0 auf [0, zo). Insgesamt ist somit f(x) konkav
auf [0, c0).

Sei x < xg. Dann gilt f/'(x) > 1, und durch Addieren der Ungleichung —a(f’(x)—
1) < 0 zu (4.6), erhalten wir (4.4). Falls x > =z, dann gilt f’(z) < 1. Analog
durch Addieren von (ag — a)(f'(z) — 1) < 0 und (4.7), erhalten wir (4.4). Was
den Beweis vervollstandigt.

]

Wir wollen zum Abschluss noch zeigen, dass die Funktion f(z), wie sie in Satz

4.1 definiert ist, tatsichlich optimal ist. Hierbei werden wir ein Verifikationstheorem
formulieren.

Satz 4.2. Sei u ein beliebiger zuldssiger Kontrollprozess, dann erfillt die Funktion
f(z) (wie in Satz 4.1 definiert)

flz) > V(x,u).

Sei u*(x) = Ligsgeyao. Dann gilt
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4.1. Dividendenstrategie mit beschrinkter Dividendenrate

Beweis. Sei u eine beliebige Strategie. Wenden wir fiir eine Losung f von (4.4) die
[to-Formel an, dann gilt:

e D f( X ar) — f(2)

-/ ) + ) () — 81 (X))

TNAT
+ / e (X))o dW. (4.22)
0

Da f konkav ist, ist f’(z) beschriankt durch f’(0). Somit ist der letzte Term in (4.22)
ein quadratisch integrierbares Martingal mit Erwartungswert Null. Indem wir (4.4)
betrachten, sehen wir, dass der erste Integrand auf der rechten Seite von (4.22)
durch —u; beschriankt ist. Wenden wir den Erwartungswert an und formen um,
dann erhalten wir

AT
fla) > B /0 e~ uydt] + Bufe™ D f(Xong)]. (4.23)

Wenn wir 7' — oo laufen lassen und den Satz von der dominierten Konvergenz
anwenden, erhalten wir

flz) > E, [/OT e Oy, dt] = J(t,z,u) =V (zr,u).

Fiir die zweite Behauptung setzen wir u; statt u; in (4.22) ein und erhalten eine
Gleichheit in (4.23). Da X; = 0 und f(0) = 0 gelten, folgt

Em [6_6(TAT).]C<XT/\T)] = Em[]1{7'>T}6_5(T/\T)f(X’r/\T)]
- Ex[ﬂ{T>T}B_5Tf(XT/\T)]

< e sup f(x)
x>0

< e Tl
€ 5
Da die Schranke mit 7" — oo gegen Null geht und den Grenzwert in (4.23) einsetzen
erhalten wir

f(z) =E, [/OT e Oty dt} = J(t,z,u") = V(x,u").

Womit auch die zweite Behauptung bewiesen ist.
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

4.2 Dividendenstrategie mit unbeschrinkter Divi-
dendenrate

Als néchstes wollen wir den Fall einer Dividendenstrategie mit unbeschrankter
Dividendenintensitit behandeln. Hierbei soll die ausgeschiittete Dividende bis zum
Zeitpunkt ¢ dargestellt werden durch

Wir bezeichnen L(-) als zuléssig, wenn

L(t) & .Ft,
L(t) ein nicht-fallender, nicht-negativer Prozess ist.

Um Einmalzahlungen zu modellieren, wollen wir annehmen, dass L(-) cadlag ist.
L(t)— L(s) ist somit die ausgeschiittete Dividende im Intervall (s,t] und L(t)— L(t™)
kann eine Einmalzahlung zum Zeitpunkt ¢ beschreiben. Ausgehend von der Gestalt
des Kontrollprozesses schreiben wir den kontrollierten Risikoprozess nun in Form
von

t
X ::1:+/ pds + oWy — L. (4.24)
0

Man merke an, dass im Fall von X, = x — L(0), falls es eine Ausschiittung gibt, der
Prozess auf @ — L(0) fillt. Deshalb wollen wir X; = 2 und L(0~) = 0 voraussetzen.
Das Zielfunktional verédndert sich zu

J(z,L) =E, [ /0 ' e—‘”st].

Die Wertfunktion nimmt folgende Form an:

V(z) = s%p J(x, L).

Das Ziel ist die optimale Strategie L* zu finden, die das Supremum der Wertfunkti-
on fiir alle zuléssigen Strategien L bildet. Wir leiten zuallererst die HJB-Gleichung
her. Fiir diese werden wir Variationsungleichungen, die das Zielfunktional erfiillen,
ermitteln.

Fiir die erste Ungleichung erinnern wir uns daran, dass im beschrankten Fall unter
der optimalen Strategie entweder nichts oder die maximale Dividendenrate aus-
bezahlt wird. In &hnlicher Methodik wie im beschrédnkten Fall werden wir daher
eine Strategie betrachten in der in kleinen Intervall [0, z) nichts ausgezahlt wird
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

und danach die e-optimale Strategie angewendet wird. Im jetzigen Fall ist die Di-
videndenrate unbeschrinkt also unendlich, daher kann es zum Zeitpunkt z zu einer
Einmalzahlung kommen, die aus einer unbeschriankten Dividendenrate ergibt. Also
sei € > 0, dann existiert fiir jedes y eine Strategie LY(-) so, dass

Sei z > 0 fest und Y; = x + ut + oW, eine Brownsche Bewegung mit Drift pu,

Volatilitit o und Anfangswert z, die den Uberschussprozess ohne Beriicksichtigung
der Dividenden beschreibt. Wir definieren eine Strategie folgendermafen:

0 t <
L.() ={ ’ -

LY+t —z2), t> =z

Mit dieser Strategie zahlen wir vor z nichts aus und &ndern die Ausschiittung erst
ab z auf LY=(- — z). Da die Strategie suboptimal ist, erhalten wir

V(z) > e PR V(Y.) —€| 7> 2]

Da € beliebig war, folgt

V() — e E,[V(Y.)] > 0. (4.25)

Wenn wir annehmen, dass V' zweifach stetig differenzierbar ist, und indem wir die
Ito-Formel auf e °*V(Y,) anwenden, erhalten wir

V) Vi) + [ e [V )+ 5oV - V()
+ / ) V(Yo dW. (4.26)

Setzen wir (4.26) in (4.25) und nehmen an, dass das stochastische Integral ein Mar-
tingal ist, dann folgt

0> E, [ /0 Tt (V' (V) + %UQV”(Yt) - W(Yt)]dt]. (4.27)

Indem wir (4.25) durch z dividieren und den Grenziibergang z — 0 betrachten,
erhalten wir

1
0> EJQV”(x) + uV'(x) — 6V ().

Um die zweite Gleichung zu motivieren, sei x fest sowie z > 0 und sei LY(-) definiert
wie oben mit y = x — z. Betrachte L (t) = z + L* *(t), eine Strategie die anfangs
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

eine Dividende in Hohe z ausschiittet und danach die Strategie L*%(-) verfolgt. Mit
dhnlichen Argumenten wie oben, erhalten wir

V(z) > E, [ /O ' e*“dﬁdt)} =z+E, [ /0 ' e*ddLH] > 24+ Vi —2) —e

Da e beliebig gewéhlt wurde, erhalten wir V(z) — V(x — 2z) > z und womit

lim =V'(x)>1
z—0 z
gilt. Also lautet die zweite Gleichung
0>1-V'(x).

Die Wertfunktion muss also beide Gleichungen erfiillen. Zusammengefasst erhalten
wir

0 > max {%(72‘///(([}) +uV'(x) — 6V (x), 1 — V’(az)}.

Weil das Unternehmen sofort in den Ruin treibt, wenn das Anfangskapital gleich 0
betréigt, wollen wir festlegen, dass V' (0) = 0 gilt. Wir sehen, dass die Wertfunktion
die folgende HJB-Gleichung erfiillen muss:

max {%azv"(x) V(@) = 8V (@)1 - V(@) } =0 (4.28)
V(0) = 0. (4.29)

Im folgenden Satz wollen wir zeigen, dass die Wertfunktion unter einer optimalen
Strategie die HJB-Gleichung erfiillt.

Satz 4.3. Die optimale Wertfunktion V' erfillt die HJB-Gleichung (4.28) und (4.28).

Sei f(z) eine konkave Funktion, f’(x) ist also nicht wachsend, und sei
m :=sup{z | f'(z) > 1}, dann gilt

f(x) > 1, fiirz <m,
fl(x)=1, firz>m. (4.30)

Wir erhalten unter Beriicksichtigung der Annahmen, dass f(x) in zwei Bereiche
geteilt werden kann und f(z) folgende Gleichungen gelten:

, x<m, (4.31)

Lo2fr(ay + uf (2) — 61 ()

5 0
1= f'(x) =0

T > m.

9
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

Um die unbekannte Schranke m zu finden, werden wir wieder auf the principle of
smooth fit zuriickgreifen. Sei f(z) eine zweifach stetig differenzierbare Funktion und
fiir die gilt

fim) = f'(m®) = f'(m”),
f'(m) = f"(m") = f"(m7).

Wir wollen also eine Losung f(x) finden die (4.31) 16st und ein m finden so, dass

f(0) =0, (4.32)
Fm) =1, (433)
"(m) =0 (4.34)
Eine allgemeine Losung fiir (4.31) hat die Form
Ae?? 4 Bem %27,
wobei 6, 6, sowie in Kapitel 4.2 sind. Wegen (4.32) gilt A = —B, also
A(eh® — 7027, (4.35)
Indem wir (4.35) ableiten, erhalten wir
f'(z) = A6, + fre™027), (4.36)
f(x) = A(0?en® — p2e02). (4.37)
Nutzen wir die Bedingung (4.34) in (4.37) aus, dann erhalten wir
2 0y
= log |—|. 4.38
"6, Ble (4.38)
Mit (4.36) und der Bedingung (4.33) folgern wir
1
(4.39)

9169”” + 9267027”.

Satz 4.4. Sei

fa) = {A(eelm + e7027), fiir v < m,

Al 4 e=%2m) 4o —m, fiir x> m,

mit m und A gegeben durch (4.38) und (4.39). Dann ist f die Lisung der HJB-
Gleichung (4.28).
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

Beweis. Damit f(x) fiir (4.28) erfiillt ist, bleibt zu zeigen, dass

fi(z) >1 firz<m, (4.40)

%02]””(3:) +uf' () —6f(x) <0 fiir x> m. (4.41)
Indem wir (4.37) differenzieren, sehen wir, dass f"”(z) > 0 gilt, womit f”(z) eine
steigende Funktion ist. Wegen |65 > 6, ist f”(0) < 0. Da f”(m) = 0, folgt aus der
Monotonie von f”(x), dass f”(x) < 0 fiir x < m und somit ist f(z) eine konkave
Funktion auf [0,m]. Daher gilt f'(z) > f'(m) = 1 fiir alle z < m, womit (4.40)
gezeigt ist.

Man merke an, dass wegen der Annahme (4.30) fiir z > m

SO @)+ uf () — £(x) =~ f(2)

< pu—4f(m)
1 1 !
= 0% (m) + pf(m) — 3 (m) = 0
gilt, womit auch (4.41) gezeigt ist. O

Zum Abschluss werden wir zeigen, dass die Funktion in Satz 4.4 mit der optima-
len Wertfunktion V i{ibereinstimmt.

Satz 4.5. Sei L eine beliebige zuldssige Dividendenstrategie, dann gilt

f(x) 2 V(z,L).

Sei m gegeben wie in (4.38) und L* eine optimale Dividendenstrategie, dann gilt

f(z) =V (x,L").

Beweis. Sei X; gegeben wie in (4.24). Wir definieren fiir jedes steigendes L(-) die

Menge der Unstetigkeitsstellen als A := {s | L(s™) # L(s)}.

Sei L4(t) :== > L(s)— L(s7) und L¢(t) := L(t) — L%(t). Wenden wir die verall-
seN,s<t

gemeinerte [to-Formel an, dann gilt
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

efé(TAt)f(XT/\t)

S+ [ G () + s (X =S+ [ e,

_ /OT/\t 6—5Sf/(Xs)dLs
= > NI = F(X) = F(X ) (X = X))

SEN,sSTAL

S+ [ G () s (X =S+ [ e aw,

- [Cerran - S et - f) (1.42)

SEN,sSTAL

Da f(x) konkav ist, also 0 < f'(x) < f'(0) < oo, folgt, dass das stochastische Integral
ein quadratisch integrierbares Martingal mit Erwartungswert Null ist. Aus der HJB-
Gleichung (4.28) konnen wir schliefen, dass der zweite Term auf der rechten Seite
von (4.42) nicht positiv ist. Wenden wir nun auf beiden Seiten den Erwartungswert
an, dann erhalten wir die Ungleichung

E, [ (X o)
< s -m] [T e
—E| Y IR0 - 0] (1.43)

SEN,s<TAL

Dabei gilt fiir die linke Seite

E.le ™ f(Xo)|t < 7] = e "B, [f(X)|t < 7). (4.44)

Wegen der Konkavitdt von f(z), folgt fiir Konstanten a,b > 0, dass f(z) < a + bx
gilt. Mit X; < ||, sieht man, dass die rechte Seite von (4.44) beschréinkt ist durch
e % (a + bE[|W;]]), was gegen Null fiir t — oo geht.

Wir erinnern uns, dass f'(z) > 1 und X, — X,- = L, — L, gelten. Damit gilt
f(Xs) = f(Xs-) < Ly — L. Betrachten wir den Limes ¢ — oo in (4.43), dann
erhalten wir

0< f(z) - E, [ /0 ' e—5SdL;]

~E| Y e - L]

sEN,s<TAL

= f(z) — E, [/OT e_‘sdes].
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

Die Ungleichung ist dquivalent zu

f(z) 2 V(z, L),

womit der erste Teil bewiesen ist.

Fiir den zweiten Teil betrachten wir die Barrierestrategie

Ly = mgt}([a: + ps + oWy —m, 0].

S

Das heiftt es gibt nur dann eine Ausschiittung, wenn der Zustandsprozess die Barriere
m iiberschreitet. Sei X; der Zustandsprozess, welcher Dividendenausschiittungen
beriicksichtigt und an der Barriere m reflektiert wird, also gilt

X; <m firallet >0, (4.45)
/ 1yxsemydLf = 0, (4.46)
0

Wenden wir wieder die Ito-Formel an und ersetzen L,7 durch L*, 7%, dann erhalten
wir

6—6(7’/\t)f(XT/\t)
e —651 2 1 * ! * * T —ds ¢! *
—f) [ e D)+ (X) - SFNds [ et eeaw,
0 0

-/ e pxndi Y X - FX). (4.47)

sEN,s<TAL

Wegen (4.45) und 02 f"(z) + pf'(x) — 6f(x) = 0 fiir < m, ist der zweite Term
auf der rechten Seite von (4.47) gleich Null. Wenden wir den Erwartungswert an,
verschwindet der Martingalterm erneut und wir bekommen

B SO0 <= S —B[ [ erpoman) e

Da f auf [0, m] beschriankt ist, konvergiert die linke Seite fiir ¢ — oo gegen Null.
Wegen (4.46) und f'(m) = 1, folgt

TAL
B[ [ L]
’ TAL TAL
= m[/ e’asf’(Xi)]l{X;:m}dLZ} ZEm[/ €*‘sz'(m)]1{xg«:m}dLZ]
0 0

TAE TAE
- Ex[ / e_‘ssll{X;:m}dL:} - Ex[ / e—éde;]. (4.49)
0 0
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4.2. Dividendenstrategie mit unbeschriankter Dividendenrate

Setzen wir (4.49) in (4.48) ein und lassen t — oo laufen, dann erhalten wir

f(z) —E, [ /O ' e—ﬁde;] —0,

was zu

fla) = Ex[ /0 ' e“SSdL:} = V(z, L")

dquivalent ist. Womit auch die zweite Aussage bewiesen ist.
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Kapitel 5

Optimale Dividendenstrategie mit
Zinsen

In den bisherigen Optimierungsproblemen wurde das freie Kapital ohne Verzin-
sung modelliert. In diesem Kapitel wird ein Unternehmen betrachtet, welches seine
Uberschiisse in ein risikoloses Wertpapier anlegt. In diesem Zusammenhang wollen
wir uns auf eine konstante Verzinsung p > 0 festlegen. Zusatzlich setzen wir voraus,
dass

p<0

gilt, mit Diskontierungsrate 6 > 0. Die Bedingung stellt sicher, dass die erwartete
Wertfunktion nicht uneingeschrinkt grofl werden kann. Es wird gezeigt, dass eine
Thresholdstrategie die optimale Strategie des Kontrollproblems ist. Wir erinnern
uns, dass unter einer Thresholdstrategie, Dividenden zu ihrer maximalen Ausschiit-
tungsrate a ausgeschiittet werden, wenn der Uberschussprozess die Schranke b* iiber-
schreitet wird und falls der Uberschussprozess sich unterhalb der Schranke befindet
wird keine Dividende ausbezahlt. Im einfachen Fall, ohne Verzinsung, erfiillt die
Wertfunktion eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Da p
positiv ist, werden wir eine lineare Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten
betrachten. Die besagte Gleichung gehort zu der Klasse von den sogenannten Kum-
mer’schen konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichungen, die uns erlaubt
die Wertfunktion sowie die optimale Barriere numerisch zu bestimmen.

5.1 Das Modell

Wir nehmen an, dass der Uberschuss durch ein Brownsches Modell modelliert
wird. Sei (X});>o der Uberschuss eines Unternehmens, bevor Dividenden ausbezahlt
werden. Der Uberschussprozess ist ein stetiger stochastischer Prozess, welcher die
stochastische Differentialgleichung

dX: = (p+ pXp)dt + odWy, t>0,

erfiillt, wobei p > 0 der Zinssatz, ¢ > 0 die Standardabweichung und (W;);>o eine
Standard Brownsche Bewegung ist.
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5.1. Das Modell

Sei u = (ut)p>o eine zuldssige Dividendenstrategie und u; die Dividendenrate zum
Zeitpunkt ¢. Bezeichne 7% := inf{t > 0 | X} < 0} den Ruinzeitpunkt des kontrol-
lierten Uberschussprozesses (X}*);>o. Das Zielfunktional wird definiert durch

Vi(z) = ]E[/ e Otuydt | X = x],
0

wobei 0 > 0 dem Diskontierungssatz entspricht. Wir setzen voraus, dass p < ¢ ist
und notieren A als die Menge aller zuldssigen Dividendenstrategien. Ziel ist es nun,
die optimale Dividendenstrategie u* zu finden, die das Zielfunktional maximiert,
daher

V(z) = V" (x) =sup V¥(x), fiir alle 2 > 0.
ucA

Wir verfolgen einen dhnlichen Ansatz wie in Kapitel 4.1, indem wir die zuléssige
Dividendenrate durch a € (0, 00) beschrinken. Das Ziel ist es nun die optimale Bar-
riere 0* zu ermitteln.

Wir nehmen nun an, dass das die Dividendenausschiittungsstrategie unseres Ver-
sicherungsunternehmens einer Thresholdstrategie mit Parameter b > 0 und a > 0
gleicht. Sei X? der kontrollierte Uberschussprozess und V; () der erwartete diskon-
tierte Wert der Dividendenauszahlung. Wir notieren

1. 75 :=inf{t > 0 | X; <0} als den Ruinzeitpunkt,

2. 7t = inf{t > 0| X; > b} den Zeitpunkt an dem der Uberschussprozess die
Schranke b iiberschreitet und

3., =inf{t > 0| X? < b} den Zeitpunkt an dem der kontrollierte Uberschuss-
prozess die Schranke b unterschreitet,

mit der Konvention inf () = oo.
Im Folgenden werden wir die HJB-Gleichung herleiten. Wir erinnern uns aus Kapitel
3.3 und (3.14), dass die HIB-Gleichung folgende Form annimmt:

ilelﬁ{gp(m, u)+ L'V (x) = oV (x)} =0, fir z € R. (5.1)

Betrachten wir den um die Dividendenzahlungen korrigierten Uberschussprozess

Dann lésst sich der Differentialoperator, angewendet auf die Wertfunktion, schreiben
als

L'V (z) = (u+ pr —u)V'(x) + %O'QVN(ZL‘).
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5.2. Kummer’sche Differentialgleichung

Unsere laufenden Kosten sind daher ¢(t) = u; und wir kénnen (5.1) entsprechend
angeben als

1
sup{u + (pu + pzr — w)V'(z) + QO'QVN(JZ) —oV(x)} =0
ucA

Wir nehmen daher an, dass die Wertfunktion V(z) zweifach stetig differenzierbar
auf (0,00) ist und soll die HJB-Gleichung der folgenden Form erfiillen

sup{l— V(&) u+ (s + pa)V'(a) + %JQV”(Q;) V@) =0, (52)

V(0) = 0. (5.3)

Zur Herleitung der moglichen Losung der HJB-Gleichung (5.2) und (5.3), sei f(z)
die Losung der folgenden Differentialgleichungen:

%"Qf"(w) + (u+pr) f'(x) = 6f(z) =0 (54)
%‘72f”(~’€) + (u+pr —a)f'(z) —0f(x) = 0. (5:5)

Aufgrund der Fluktuationen der Brownschen Bewegung wiirde diese das Unterneh-
men an der Stelle 0 sofort in den Ruin treiben, daher setzen wir V' (0) = 0 voraus. Zu-
dem schiittet das Unternehmen ab der Barriere b Dividenden aus, womit V'(z) > 1
fir x < bund V'(z) < 1 fiir x > b gelten muss. Wir wollen eine zweifach stetig
differenzierbare, wachsende und konkave Losung V' (x) fiir die HJB-Gleichung (5.2)
finden, die den Randbedingungen geniigt.

5.2 Kummer’sche Differentialgleichung

Wir werden (5.4) in eine sogenannte Kummer’schen Differentialgleichung um-
formen:

d*y dy
roa Tt (c— :L‘)E —ay =0. (5.6)
Die allgemeine Losung von (5.6) ist eine Linearkombination der Funktionen M (a, c; x)
und U(a, ¢; ), den sogenannten konfluente hypergeometrische Funktionen der ersten

und zweiten Art.
Die Funktion M(a,c;z), auch Kummer’s Funktion genannt, ist eine Losung der
Differentialgleichung und wird dargestellt durch

ala+1) 5, ala+1)(a+2)

3
er 2’ T der Vet T

M(a,c;x):1+gx+
c

Eine weitere Losung ist U(a, ¢; ), manchmal auch als Tricomi’s Funktion bezeichnet,
und ist gegeben durch
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5.2. Kummer’sche Differentialgleichung

I'(1—c¢) M(a, c:7) + I(c—1

—_ (1 —c¢2—cuo).
Tita—0 — (14+a—c2—cua)

Ula,c;x) =

Fiir interessierte Leser sei fiir eine detailliertere Analyse auf Slater [13] verwiesen.

Im ersten Schritt definieren wir z = X %(,u—i—px) und die Funktion ¢(z) so, dass
g(z) = f(x). Also gilt

Fa) =)
) = o) 2

o2

|5
)

Substituieren wir dies in Gleichung (5.4), dann erhalten wir die Differentialgleichung
fiir g(2):

0 ,u\/§
" /
g (2)+29(2)——-g(2) =0, 2z>"——. 5.7
() +29/() ~ a(e) s (5.7
Im néichsten Schritt definieren wir ¢ = —32% und die Funktion h(t) so, dass h(t) =
g(z). Also gilt

9'(z) = h'(t)(=2),
g'(2) = h'(t)2* — W (t) = —2th"(t) — ().

Substituieren wir nun in (5.7), dann erhalten wir die Differentialgleichung fiir h(¢):

1 5 >
th" (t — — )W (t —h(t) =0, t<-—— 5.8
0+ (G =N O+ 3ohO =0, 1< 1 5.9
Insgesamt haben wir mit ¢ = J und a = —% eine Gleichung der Form (5.6).

In dem Fall x < 0 ist die allgemeine Losung eine Linearkombination von

exp(x)U(c —a,c;—x), x <0,

und

(—z)' Cexp(x)M(1 —a,2 — ¢;—x), x<O0.

Vergleiche mit [1] 13.1.15 und 13.1.18 auf Seite 505.
Setzen wir ¢ = und a = —2% so erhalten wir zwei unabhéngige positive Losungen

2
fiir (5.8):
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5.3. Die optimale Barriere

hi(z) = %’p{ - %(u +pm)2}U(% + ;p ; pl (1 + pz) >
ha(i) = ﬁm wpojean = e pa P} (14 oS o)),

Dabei ist hy(x) strikt fallend und hy(x) strikt wachsend.
Somit sind zwei unabhéngige Losungen der Gleichung (5.4) gegeben durch

flo) = ean{ =~ o0 (54 o ; : (u+p >2), (5.9
fz(w)—(u+px)exp{—piu+px } ( (u+pm)> (5.10)

Fiir (5.5) erhalten wir analog zwei unabhéngige Losungen f3(x), fi(z), wobei f3(z)
strikt fallend und fy(x) strikt wachsend ist:

flw) =eon{ = -t paPJU (54 55 1(u—a+pw)> (5.11)
f4($):(M—Q+P$)€$P{—$ —a+ px) } ( p;(u—a+px)2>.
(5.12)

Eine Losung fiir (5.4) hat die Form

Mit Beachtung der Randbedingung V(0) = 0 sowie V'(b) = 1 erhalten wir A =
—fQ(O) und B = fl(O)

5.3 Die optimale Barriere

In diesem Abschnitt wollen wir die optimale Barriere b* und die zugehérige Wert-
funktion Vj(z) bestimmen. Die optimale Barriere b* soll hierbei die Wertfunktion
V,(x) fiir beliebige > 0 maximieren. Wir bezeichnen h(z) = f1(0) fo(z) — f2(0) f1(2)
und merken an, dass h(0) = 0 und A/(z) > 0 gelten.

Satz 5.1.

1. Fir0<x <b gilt
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5.3. Die optimale Barriere

2. Fir0<z<bgilt

o fi(2) fo(b) — fo(x) f1 (D)
Em |:€ ]1{7-0 <-rb }] h(b)
3. Firx >0b gilt
—on, | — M
Bl = 5

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, die Anderen folgen analog.
Wir wollen also folgende Aussage zeigen:

s ~ J10) fa(x) — £2(0) fi(x)
E, [6 ]I{Tff“(;}] — f1(0) f2(b) — £2(0) f1(b)

Sei J := [0, 0] ein Intervall und 7; := inf{t > 0| X} ¢ J} die erste Austrittszeit aus J.
Dann kdénnen wir die starke Markov-Eigenschaft verwenden um folgende Gleichung
aufzustellen:

B, e | =B [e 0 tix, ] + Ea e 1ix, 0]
— Ex |: Tb_‘—]]_{XTJ:b}i| + EO |:675Tb+:| Ew |:€*57—0_]]_{XTJ:0}:| . (513)
Analogerweise gilt
E, [eﬂsfg} _ Ex[ o Iy, _0}] [ —ory ] [ T’j]l{XTsz}}- (5.14)

Fiir eine einfache Ubersmht schreiben wir u( ) =E,le —omy | und v(z) = E,[e™0 |
sowie 0°(z) = E,[e™? 7 Lix, _b}} und 6°(x [ 7o H{XU:oﬂ- Losen wir nun die
Gleichungen (5.13) sowie (5 14) dann erhalten wir

u(zx) — U(O)U(QZ)

) === w(0Yu(b)

Da u(b) = E, [e“”ﬂ =1 und v(0) = Eo[e %70 | = 1 gelten, folgt

Per Konstruktion sind u(z), v(x) konstante Vielfache von fi(x), fa(z) als Losun-
gen der Differentialgleichungen (5.4) und (5.5), was in Breiman [4] ausfiihrlich in
Theorom 16.69 dargestellt wird. Insgesamt erhalten wir somit
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5.3. Die optimale Barriere

Womit die Behauptung bewiesen ist.
O

Dividenden werden nur dann ausbezahlt, wenn der Uberschussprozess die Schran-
ke b vor Eintritt eines Ruins erreicht. Mit 0 < x < b gilt fiir den Wert der Dividenden

Vi) = Eu e L ooy | ValD) =

Wenn sich der Uberschussprozess oberhalb der Schranke b befindet, wird sofort die
maximale Dividendenrate o ausbezahlt bis der Uberschussprozess die Schranke b
erstmalig unterschreitet. Daher erhalten wir fiir x > b

=E.| / ae S| + B, [0 [Vy(0)
—E,| = Se T + S| B e |4 (0)
N

o126

Nutzen wir die Stetigkeit der Funktion V}/(x) an der Stelle = b aus erhalten wir
einen Ausdruck fiir V,(b):

W (b) o 74(0)
Mmm@zp«w—ﬂﬁ@
afi) . TAG) )
© s 7m = OlEs - ww)
o fiB) 1 PR — K b)f()
@ 510 = Ol e
Lo BO)
© VO = 5 TR 0) — Fa 0w
Fir 0 < x < b gilt
Vi) = 1 Vil)
Ch@a  fBk)
h() 3 Fi)h(b) — f(5) (D)
(00
5 TR0 — (0 (b)
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5.3. Die optimale Barriere

Fiir x > b gilt

o o FOKO) )
Vi) = 5+ (5 50 = oo - } 750)
_ g+g' f3(b )h(b)f:s( ) f3(x)]
5 T 5 Lm0 - HOROIAD) )
o, a[AOMLE) - {f3<> (0)— OO} o)
575 {0D) — FaO)R0)} )
_e_ o f3(O)R'(b) f3(x) ]
5 75 LR - HOWOLLD)
_e o W(b) f3() }
5 75 Lmmn - poro)

Insgesamt erhalten wir einen geschlossenen Ausdruck fiir die erwarteten diskontier-
ten Dividenden:

o e W)@
5 T S mone-powey L0

Im n#chsten Schritt wollen wir die optimale Schranke b* bestimmen, diese soll
Vi(z) fiir alle z > 0 maximieren. Fiir die bessere Uberschaubarkeit definieren wir

P AL 0<e<b
V() = {5f3(b>h<b> BORD) =TS0

o
g1(b) == f5(b)h(b) — f3(b)R/(b)’
g2(b) == -

f3(0)(b) — f5(b)h' (b)
Wegen der Stetigkeit der Funktionen V;(z) und V}/(x) an der Stelle x = b erhalten
wir

g1(b)h(b) = 1+ g2(b) f3(b), (5.15)
gL(b)I'(b) = g2(b) f3(D). (5.16)

Indem wir (5.15) beziiglich b differenzieren und dann in (5.16) einsetzen, folgt

91(0)h(b) = g5(b) f3(b).

Mit Giiltigkeit von h(b) > 0 und f3(b) > 0 fiir b > 0 und, dass ¢}(b) und g¢5(b)
dieselben Vorzeichen haben folgt, dass g;(b) und ¢»(b) gleichzeitig maximiert werden
koénnen.

Fir z — oo gilt

Ula,c,z) =21+ o(]z| )], (5.17)
M(a,c,z) = %622“ [T+ o(]z]™1)], (5.18)
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5.3. Die optimale Barriere

was in [1] nachgelesen werden kann. Das bedeutet im Fall von Ul(a, ¢, z), dass sich
dieser im wesentlichen wie 2~ fiir ein beliebiges a verhilt, wobei fiir z — oo die
relative Abweichung zu 2~¢ schneller gegen 0 geht als |z|~!. Mit Beachtung der
Konstruktion von g;(b) und (5.17) sowie (5.18) erkennen wir, dass

b—o0

gilt und womit sofort
lim Vy(z) =0
b—o0

folgt. Daraus schliefen wir, dass V,(x) nur fiir ein endliches b* < oo maximal sein
kann.

Wenn also b* > 0 gilt, dann folgt g (b*) = 0. Wir leiten zunichst g;(b) ab, womit
wir

FO)LAORE) ~ F O] 10)
[/3(0)h(b) — fs(b)R' (b)]?

erhalten. Wir wissen, dass der Nenner von (5.19) und f3(b) fiir b > 0 positiv sein

muss, daher gilt mit b* > 0

9,(b) =

06 — F1 O B7) = 0. (5.20)

Wir erkennen, dass (5.20) genau dann giiltig ist, wenn V}/(z) an der Stelle z = b*
stetig ist, also

V(b)) = VL (b™). (5.21)

Fir 0 < z < b erfiillt V,(x) die Differentialgleichung (5.4) und fiir > b die Diffe-
rentialgleichung

%&vb"(x) + (4 pr — V() — V() + a = 0. (5.22)

Setzen wir z = b~ in (5.4) sowie x = b™ in (5.22) ein, erhalten wir nach der Bildung
ihrer Differenzen

V(B =1+ SR - 00

Fiir eine optimale Schranke b* > 0, die (5.21) erfiillt, erhalten wir

VL (0) = 1. (5.23)

92


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
10
edge

b

now!

(]
I
rk

5.3. Die optimale Barriere

Betrachten wir Vi.(b) = $(g1(b)h(b))" mit einer optimalen Schranke b = b* dann gilt

%ﬁwmm+mm ) -
S (D)RO) + wm>%>

i

(5.16) a a fé(b) (b) 1
< sHONO)E S E TR — howw)

, & 1B (D) — FO)R(D) + FOHD)
R R0 R AU R

& fr (b)) — F(B)h(b) + f(b)H(b)
@ RO — OGO
o © J5 O B) — FO)R) + HE D) =0
o ©JSON®) + FOR0) = 50

) h)

& +f3(b) W) (5.24)

Wir schliefen daraus, dass (5.23) genau dann erfiillt ist, wenn (5.24) gilt.
Mit (5.17) und (5.18) gelten

lim n(b) =00, lim fa(b) =0.

s () I T50)
Damit folgt, dass es nur dann eine positive Losung fiir (5.24) gibt, wenn folgende
Bedingung erfiillt ist:

@ b

a fzj( )

f5(b)

Wir wollen nun verifizieren, dass eine bestimmte Schranke b* tatsdchlich die

Wertfunktion V, maximiert. Sei dafiir by die positive Losung der Gleichung (5.24)
und die optimale Schranke ist dann gegeben durch

> 0.

(5.25)

Anschliefsend wollen wir die Existenz von zweifach differenzierbaren Lésungen
der HJB-Gleichung (5.2) und (5.3) zeigen. Unter den Voraussetzungen aus den Vor-
bereitungen formulieren wir den folgenden Satz:

Satz 5.2. FEs existiert eine zweifach stetig differenzierbare konkave Lisung fir (5.2)
und (5.3). Falls

<0 (5.26)
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5.3. Die optimale Barriere

gilt, dann ist die Losung gegeben durch

o f3(z)
Vo(z) = & (1 _ ) 5.97
Falls andererseits
f3<0) «
4+ — > 0 5.28
70 " (528)
qilt, dann ist die Losung gegeben durch
o f4(bo)h(x)
_ ) 5 meonto-poore 0= <o,
‘/bo (.T) a a h’(bo)f3(ac) b (529)
5 T8 Fo)h(bo)—fs W) L = Yo

Bevor wir uns dem Beweis widmen, wollen wir noch die zweite Ableitung von f3(z)
herleiten, die wir im Beweis von Satz 5.2 6fters begegnen werden. Betrachte also

B 1 Ao/l 611 ,
fs(@) = exp{ - ,(F(M — o+ pr) }U<§ + %5,@(# — o+ pzx) >
Wir setzen f3(x) = g o h(z) mit
1 o 1
o(r) = cap(-)U (5 + 5. 5.7).
1 2
hz) = W(u—awx) :

Mit Anwenden der Kettenregel und der Produktregel erhalten wir

§(x) =1"(z)(g o h(w)) + h*(z)(g" o h(z)). (5.30)

Fiir die konfluente hypergeometrische Funktion gilt die Ableitungsregel

U'la,b,z) = —aU(a+1,b+ 1, 2).

Fiir die erste und zweite Ableitung von A bekommen wir

2

W (z) = —(u—a+pz),
2p

h//(l') = ;

Um die Ableitungen von g(z) zu berechnen benétigen wir die folgende Formel, die
in [1] Kapitel 13 unter 13.4.25 zu finden ist:

24
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5.3. Die optimale Barriere

Ula,b+1,2) =Ula,b,z) — U'(a,b, 2). (5.31)

Zur leichteren Ubersicht setzen wir a = 1 + % und b = 3. Leiten wir g(z) ab
bekommen wir

g (x) = —exp(—z)U(a,b, z) + exp(—x)U'(a, b, )
= —exp(—2)[U(a,b,x) — U'(a, b, z)]
= —exp(—x)U(a,b+ 1, 2).
Mit der gleichen Methodik erhalten wir auch die zweite Ableitung, diese lautet dann

" () = exp(—x)U(a,b+ 2, z).

Insgesamt erhalten wir fiir (5.30):

5 (z) = —%exp(—h(x))U(a, b+ 1,h(z)) + %(,u —a+ pr)’exp(—h(z))U(a,b+ 2, h(z))
= @e:vp(—h(:v)) [h(:)j)U(a, b+2,h(zx)) —bU(a,b+ 1,h(x))]. (5.32)

o2
Aus [1] Kapitel 13 wollen wir die Formeln 13.4.18 und 13.4.24 verwenden:

(b—a)U(a,b,z) +U(a—1,b,z) — zU(a,b+1,2) =0, (5.33)
(1+a—-0b)U(a,b—1,2) — (1 =b)U(a,b,z) + 2U'(a,b,z) = 0. (5.34)

Den Term in der eckigen Klammer in (5.32) kénnen wir umformen so, dass

h(z)U(a,b+ 2, h(z)) —bU(a,b+ 1, h(x))
O () U (a, b+ 2, h(z)) + h(@)U"(a,b + 1, h(z)) — (b— a)U(a, b, h(z))
= h(z)|U(a,b+2,h(z)) + U'(a,b+1,h(x))| — (b — a)U(a,b, h(z))

(@)U (a,b+1,h(@)) = (b= a)U(a,b, h(z))
O30 (0 — 1,0, h(2)).
Insgesamt erhalten wir eine elegante Darstellung der zweiten Ableitung von f3(x):

4p 1 A6 11 1
5(z) = ;65519{ - /F(u— a+ pr) }U<2—p T30 ot

Fiir die dritte Ableitung von f;(z) und f5(z) kénnen wir in &hnlicher Weise vorgehen.
Wir erhalten

(1= a+pr)?).

" __8p(,LL—|—,Ol') _L 2 i_l § 1 2

1 (I’) - 0_4 exp{ pUQ(’LL+px) }U(2p 2727p0_2<:u+pm> )7
" _ 2p(6+:0) 1 2 0 1 1 2

2 (x) = Te»’ﬂp{ - W(“ + pz) }M<2—p —-13 W(MﬂLW?) )
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5.3. Die optimale Barriere

Beweis. (von Satz 5.2)

Offensichtlich ist f3(x) als Losung der Kummer’schen Differentialgleichung (5.6)
zweifach differenzierbar, daher ist auch (5.27) zweifach differenzierbar und des Wei-
teren auch eine Losung von (5.22). Wegen (5.26) gilt

/ 0)
V/ 0—|— _ _g f3( < 1
o0 =570
Zusammen mit
a fi(x) .
V' (z) = 327 <0, fiir alle z > 0,
0 ( ) 5 f3( )

folgt, dass Vy(z) konkav ist. Wegen Vi (z) < 1 fiir alle > 0 schlussfolgern wir, dass
Vo(z) die HIB-Gleichung (5.2) mit Randbedingung (5.3) erfiillt.

Falls }IZES; + 2 > 0 gilt, dann folgt wegen der Aquivalenz von (5.21) und (5.24)

Vir(by ) = Vi (bg)

Damit ist Vi, (x) zweifach stetig differenzierbar.
Falls x € [by, 00) erhalten wir fiir die zweite Ableitung

1 o 1!
Vi () = 592(170) 5 (1),
mit
vy Ap 1 ) S 11 1
5(x) = 0269610{ - p0_2(u—a+px) }U(zp T3% 50 5 (1 —a+ pz) )

Die Konkavitat ist gegeben, weil go(b) < 0 ist.
Falls z € [0, by), betrachten wir die dritte Ableitung

Vi (@) = 501 ()" (a),

mit

W (x) = [1(0)f3" () = f200) 11" (),

8p(p + px) 1 N (0 13 1 )

" e A U e o v 200 4

() = g exp{ paQ(,u—i-px) }U(Qp 2,2,p02(u+paz) >,
2p(0 + p) 1 ) 5 11 )

" e o v - -

5 (x) = 3 exp{ o (e + px) }M<2p 1, 2 o (1 + pr) )

Merke an, dass g1(bg) > 0 und A" (x) > 0 gilt, womit V;”" > 0 folgt. Somit ist
V! (x) strikt wachsend. Da V}/(b§) < 0 und der Stetigkeit von V;/(z) an der Stelle
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5.3. Die optimale Barriere

x = by, gilt auch V;’(by) < 0, womit folgt, dass V;!(z) < 0 auf [0,by). Damit ist die
Konkavitit von Vj,(z) auf [0, 00) gezeigt.

Die Funktion (5.29) erfiillt daher (5.4) auf [0,by) und (5.22) auf [by, 00). Wegen
Vi (Do) = 1 sieht man, dass Vj () > 1 fiir 0 < 2 < by und Vj () < 1 fiir z > by.
Also erfiillt Vj, (z) gegeben durch (5.29) die HIB-Gleichung (5.2) mit Randbedingung
(5.3). O

Schlieklich wollen wir verifizieren, dass die Funktion aus Satz 5.2 tatsdchlich
optimal ist. Hierfiir formulieren wir den folgenden Satz:

Satz 5.3. Fiir eine beliebige zuldissige Strategie u € A, gilt

Vi) < Vi), gl 48 53 <0
Vi(z) < Vyo(x),  falls 4 f3 + > 0.

Sei u* eine optimale Strategie die eine Thresholdstrategie mit Schranke b* durch
(5.25) darstellt, dann gilt

Vi (z) = sup V*(z).
uc A

Beweis. Sei V(x) so wie in Satz 5.2 und u eine beliebige Strategie. Wenden wir die
[to-Formel auf e %V (X;) an, dann erhalten wir

e—5(7’/\t)v<XT/\t) _ V(.Z')
TN 1
:/ e (SPVIXK) + o+ pXe = w )V (X,) = V(X)) ds
0
TAL
+ / eV (X,)odW,,. (5.35)
0

V(z) ist konkav und V’(x) ist durch V’(0) beschrénkt, daher ist das stochastische
Integral ein quadratisch integrierbares Martingal mit Erwartungswert Null. Des wei-
teren ist der erste Integrand in (5.35) beschriankt durch —w,. Wir formen um und
wenden den Erwartungswert an und bekommen

V(z) > Ez[ /O " usds] + B [e IV (X))

Lassen wir nun ¢ — oo gehen, dann folgt mit dem Satz der dominierten Konvergenz

V(z) > E, [/OT e_‘ssusds} = J(z,u) =V*x).

Sei nun u* eine optimale Thresholdstrategie mit Parameter o und b*. Wenden
wir wieder die [to-Formel an

o7
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5.3. Die optimale Barriere

e TNV (X )=V (z)

TAL 1
_ / e (SOPVIX) + o+ pX, — )V (X,) — 6V'(X,) ) ds
° TN
+ / eV (X, )odW,. (5.36)
0

Mit der selben Argumentation wie oben lassen wir das stochastische Integral ver-
schwinden. Da « die HJB-Gleichung maximiert gilt

(1= V(@) ba+ (1 + p2)V'(x) + %ﬁv"(x) V(@) =0

= %JQV”(x) + (u+ pxr — a)V'(z) = 0V (z) = —a.

Womit wir eingesetzt und umgeformt

TAL
V(z) = / e a ds + eIV (X p).
0

erhalten. Wenden wir den Erwartungswert an und lassen ¢ — oo gehen, dann gilt
wegen Satz von der dominierten Konvergenz

V(z) =E, [/OT e ds] =V (z).

Damit ist u* eine optimale Strategie. O

o8


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

Kapitel 6

Simulation

6.1 Vergleich der Resultate

In diesem Kapitel wollen wir unsere gewonnene Resultate praktisch anwenden
sowie einige Ergebnisse explizit ausrechnen und beobachten. Fiir das Optimierungs-
problem haben wir eine geschlossene Formel fiir die gesuchte Wertfunktion. Im ers-
ten Schritt muss zuerst die optimale Barriere b* ermittelt werden. Die Barriere ist
gegeben durch (5.25), also

b {0, fiir 25 + ¢ <0,
- 0

bo, fiir

Der Wert by ist hierbei die positive Nullstelle von (5.24):

LO) o) o

fs(b)  h'(b) 0
Zur Bestimmung der Nullstelle verwenden wir das Bisektionsverfahren.
Wir modellieren den Vermogenszuwachs eines Unternehmens mit 0.5 pro Zeiteinheit
sowie eine Verzinsung von 1%. Des Weiteren nehmen wir eine Diskontierungsrate
von 2% an.
Fiir die folgende MATLAB Simulation haben wir folgende Parameter festgelegt:

1=05,08=2%, p=1%

Optimale Barriere b*
o a=0.10 a=0.15 a=0.25 a = 0.35 a = 0.45
1 1.63349 2.09372 2.76608 3.32828 3.88025
1.5 1.78636 2.71472 4.01963 5.03899 5.95289
2.5 0 1.41914 4.25681 6.30928 8.00039
3.5 0 0 1.45585 4.65121 7.18173
4 0 0 0 2.87794 5.84642

Tabelle 6.1: Optimale Barrieren mit p = 1% und § = 2%
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6.1. Vergleich der Resultate

Wir erkennen aus der Tabelle, dass je kleiner die Dividendenrate « ist, desto niedriger
wird auch die optimale Barriere b*. Bei o steigt die Barriere zuerst an und fillt dann
wieder in Richtung 0.

Zu einer gegebenen Barriere b* konnen wir nun die Wertfunktion V(x), abhingig
von einem Initialverm&gen x, bestimmen. Die folgende Grafik soll die Wertfunktion
V(z) in unterschiedlichen « und o illustrieren. In 6.1a steigt die Wertfunktion mit
grofserem « schneller an. Wéhrend in 6.1b erkennbar ist, dass die Wertfunktion mit
groferem o langsamer steigt.

T T
a=0.10 o—=1

—~ 10 H—a=015 4 —~10 o=1.5 8
e a=0.25 e —0=25
= —0-0.35 = 5
o a=0.45 o

2 .2

= =

= 5 42 5

E E

= =

= =

0 | | | | | | | 0

o 1 2 3 4 5 6 7
Initialvermégen x

o 1 2 3 4 5 6 7
Initialvermogen x

(a) o = 2.5 fest (b) = 0.15 fest

Abbildung 6.1: Wertfunktion V' (z) mit = 0.5, 6 = 2%, p = 1%

In der aktuellen Niedrigzinsphase sind risikolose Verzinsungen von 1% entweder sehr
optimistisch gewahlt oder nur durch Wertpapiere mit langfristiger Dauer méglich.
Eine Verzinsung 0.5% entspricht eher der Realwirtschaft, die auch der Privatanleger
durch beispielsweise ein Tages- oder Festgeldkonto erwirtschaften kann. Die folgende
Tabelle soll die optimale Barriere b* mit folgenden Parameter illustrieren:

w=0.56=2%, p=05%

Optimale Barriere b*
o a=0.10 a=0.15 a=0.25 a=0.35 a=0.45
1 1.63503 2.10301 2.79128 3.36982 3.93118
1.5 1.75159 2.69083 4.02003 5.05965 5.97672
2.5 0 1.18543 3.98613 6.00996 7.65313
3.5 0 0 0.83564 3.87298 6.25442
4 0 0 0 1.90575 4.65849

Tabelle 6.2: Optimale Barrieren mit p = 0.5% und § = 2%

Vergleicht man 6.1 und 6.2 kann man erkennen, dass die Werte der optimale Barriere
mit in Richtung kleinere o zusammengestaucht werden. Das wiirde bedeuten, dass
durch einen kleiner werdenden Zinssatz bei grofen o die Barrieren niedriger werden.
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6.2. Realisierung eines Unternehmensverlaufs

In der nachfolgenden Tabelle stellen wir Wertfunktionen V' (z) mit zwei unterschied-
lichen Initialvermdgen z gegeniiber. Insgesamt erkennen wir, dass bei gréferem p
auch mehr Dividenden ausgeschiittet werden.

V(z) r=2 r=>5

o p=0.5% p=1% p=0.5% p=1%
0.10 1.46839 1.51718 2.92387 3.01410
0.15 2.06759 2.14454 4.18120 4.32648
0.25 3.09157 3.24524 6.32510 6.61141
0.35 3.95575 4.20680 8.09533 8.57128
0.45 4.67268 5.04018 9.56250 10.2692

Tabelle 6.3: Vergleich der Wertfunktion V' (x) mit unterschiedlichen p

6.2 Realisierung eines Unternehmensverlaufs

Abschliefsend wollen wir die theoretischen Resultate auch durch Simulation eines
Unternehmensverlaufs bestatigen lassen. Wir stellen die Ergebnisse der Simulation
eines Unternehmensverlaufs, der exakt ausgerechneten Werte gegeniiber. Hierbei le-
gen wir den Zeithorizont auf 7" = 200 und die Diskontierungsrate absichtlich auf
15% fest, um zum Einen den Zeitraum moglichst lang zu wéahlen und zum Ande-
ren diskontierte Werte der spiteren Zeitpunkte vernachlassighbar werden zu lassen.
Unter diesen Bedingungen ist eine sehr hohe Anzahl an Simulationen der Unterneh-
mensverliufe effektiv moglich. Wir werden also N = 100000 Simulationen in einem
Vorgang durchfiihren.

Wir wihlen des Weiteren n = 100000 um den Zeitraum in moglichst feine aquidi-
stante Intervalle % zu diskretisieren. Mit der Diskretisierung gilt fiir die Inkremente
der Brownschen Bewegung W;r — W, ,r ~ N(0, %) Der Zustandsprozess wird fol-
gendermalsen realisiert: ! !

Fir j=1,...,n gilt

T T
Xipep = X5+ (b px Xz [
X1:IIJ.

Die Variable N stellt eine standardnormalverteilte Zufallsvariable dar, die iiber die
MATLAB-Funktion randn erzeugt wird. Die folgenden Parameter wurden fiir die
Simulationen festgelegt:

w=>50=25 a=4>56=15%, p=1%

Als erstes wollen wir die Optimalitdt der optimalen Barriere b* bestétigen. Wir
legen hierbei das Initialvermégen auf z = 0.5 fest. Die geschlossene Formel fiir die
optimale Barriere und der Wertfunktion liefern uns:

b* =3.2219, Vi (x) = 14.0897.
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6.2. Realisierung eines Unternehmensverlaufs

In der nachfolgenden Abbildung sehen wir zum Einen die exakte Wertfunktion V' (z)
und zum Anderen die simulierte Wertfunktion V(x) in unterschiedlichen Barriereho-
hen. Der Wert mit der optimalen Barriere ist explizit gekennzeichnet. Man erkennt,
dass sowohl die exakte Wertfunktion als auch die simulierte Wertfunktion ihr Ma-
ximum an der optimalen Barriere b* = 3.2219 annehmen.

16 T T

14

Wertfunktion V' (b)
= o

| | | |
8 1 2 3 4 > 6

Barriere b

Abbildung 6.2: Simulation und exakte Auswertung der Wertfunktion mit unter-
schiedlichen Barrieren

Man erkennt die offensichtliche Abweichung der simulierten Ergebnisse von den ex-
akten Werte. An der Stelle der optimalen Barriere weisen wir einen relativen Fehler
auf von

V() - V()| Avesy
o Vi ~ 8.23%

mit V(b*) = 15.2492. Wenn man das Gesamtbild betrachtet ist die Abweichung inso-
fern akzeptabel, weil die Simulationen sich den exakten Werten homogen annéhern.
Zum Abschluss vergleichen wir noch Wertfunktionen mit unterschiedlichem Initial-
vermogen .

=

x V(z) V(z)
0.5 14.0897 15.2492
1 20.5324 21.0671
1.5 23.5924 23.8623
2 25.1590 25.3127
2.5 26.0684 26.1891
3 26.6905 26.7163
4 27.6105 27.6685
5 28.2781 28.3170

Tabelle 6.4: Vergleich der Wertfunktion V'(x)
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6.2. Realisierung eines Unternehmensverlaufs

Wir bemerken an den Ergebnissen sehr gut, dass mit groferen Initialvermogen, die
relative Abweichung immer geringer ausfillt.

Avqy Ay (2

Ay (s
~ 2.6 —_—
v 2% T

~ 0.61
O )

~ 0, 14%

Dies erklart sich dadurch, dass bei betragsméfig grofserer Differenz von Initialverma-
gen und Barriere, der Versicherungsverlauf volatiler und die Ruinwahrscheinlichkeit
grofer wird. Ist das Initialvermogen in der Ndhe der Barriere oder sogar grofer,
so ist die Wahrscheinlichkeit grof, dass das Unternehmen anfinglich Dividenden
ausschiittet.

30

25 | -

20 | 2

15

10

Wertfunktion V (z)

| | | | |
0 0 1 2 3 4 D

Initialvermogen x

Abbildung 6.3: Wertfunktionen Vergleich mit unterschiedlichen Initialvermégen
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Anhang A
Matlab-Codes

Dieser Abschnitt dient zur Auflistung aller MATLAB Codes die zur Simulation

verwendet wurden.

Die Folgenden Funktionen sind die Losungen der Kummerschen DGL (5.9)-(5.11).

function outfl = f1(rho,sigma ,mu,delta ,x)

outfl = exp(—(1/(rhoxsigma~2))*(mutrhoxx)~2)x*...
kummerU(1/2+(delta /(2xrho)) ,1/2,...
(1/(rhoxsigma ~2))*(mutrhoxx)"~2);

end

function outf2 = f2(rho,sigma ,mu,delta ,x)

outf2 = (mutrho*x)*exp(—(1/(rhoxsigma ~2))*(mutfrhoxx)~2)*...

hypergeom (1+(delta /(2«xrho)) ,3/2,...
(1/(rhoxsigma ~2))*(mutrhox*x)"~2);
end

function outf3 = f3(rho,sigma ,mu,alpha , delta , x)

outf3 = exp(—(1/(rhoxsigma"2))x*(mu—alpha+rhoxx)~2)=...
kummerU(1/2+(delta /(2xrho)) ,1/2,...
(1/(rhoxsigma ~2))*(mu—alpha+rhox*x)"~2);

end

function outdfl = dfl(rho,sigma ,mu,delta ,x)

outdfl = —(2/sigma ~2)*(mutrhoxx)xexp(—(1/(rho*sigma ~2))x*...

(mutrhoxx)~2)xkummerU(1/2+(delta /(2«rho)) ,3/2,...
(1/(rhox*sigma ~2))*(mutrhoxx)"~2);
end

function outdf2 = df2(rho,sigma ,mu,delta ,x)

outdf2 = rhoxexp(—(1/(rhoxsigma ~2))*(mutrho*x)~2)x*...
hypergeom (delta /(2xrho) ,1/2,...
(1/(rhox*sigma ~2))*(mutrhoxx)"2);

end

function outdf3 = df3(rho,sigma ,mu,alpha,delta x)
outdf3 = —(2/sigma"~2)*(mu—alpha+trhoxx)xexp(—(1/...
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(rhoxsigma " 2))*(mu—alpha+rhoxx)~2)x*...

kummerU(1/2+(delta /(2xrho)) ,3/2,...

(1/(rhoxsigma ~2))*(mu—alpha+rhoxx)"~2);
end

function outh = h(rho ,sigma ,mu, delta ,x)

outh = f1(rho,sigma ,mu, delta ,0)xf2(rho ,sigma ,mu,delta ,x) —...
f2 (rho ,sigma ,mu, delta ,0)*f1 (rho ,sigma ,mu, delta ,x);

end

function outdh = dh(rho,sigma ,mu,delta ,x)

outdh = f1(rho,sigma ,mu, delta ,0)*df2(rho,sigma ,mu,delta ,x)—...
f2 (rho ,sigma ,mu, delta ,0)* dfl (rho ,sigma ,mu, delta ,x);

end

Die folgenden Funktion sind die Codes zur Bestimmung der optimalen Barriere und
der Wertfunktion.

function cond = bed(rho,sigma ,mu,alpha ,delta)
cond = {3 (rho,sigma ,mu,alpha,h delta ,0)/...
df3 (rho ,sigma ,mu, alpha ,delta ,0)+...
alpha/delta;
end

function b = getb(rho,sigma ,mu,alpha , delta ,x)
format long
b = f3(rho,sigma ,mu,alpha, delta ,x) /...
df3 (rho ,sigma ,mu, alpha ,delta ,x) —...
h(rho ,sigma ,mu,delta ,x)/dh(rho,sigma ,mu, delta ,x)...
+alpha/delta;
end

function nullstelle = bisektion (rho,sigma ,mu,alpha,h delta ,a,b)
format long;
eta = 0.000001;
1=0;

if getb(rho,sigma ,mu,alpha, delta b)x...
getb (rho ,sigma ,mu, alpha ,delta ,a) < 0
while (abs(b—a)>eta)
if getb(rho,sigma ,mu,alpha, delta ,(at+h)/2)*...
getb (rho ,sigma ,mu, alpha ,delta ;a) > 0
a=(atb)/2;
else
b=(a+b)/2;
end
i=i+41;
end
nullstelle=(a+b)/2;
end
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function outv0 = v0(rho,sigma ,mu,alpha, delta  x)
outv0 = (alpha/delta)x(1—(f3(rho,sigma ,mu,alpha ,delta ,x)/...
f3 (rho ,sigma ,mu, alpha ,delta ,0)));
end

function outvb = vb(b,rho,sigma ,mu,alpha,delta ,x)
if x<=»>b
outvb = (alpha/delta)*(df3(rho,sigma ,mu,alpha,h delta b)...
«h(rho ,sigma ,mu, delta ,x))/(df3 (rho,sigma ,mu,alpha ,...
delta ,b)xh(rho ,sigma mu,delta ,b)—f3 (rho ,sigma ,...
mu, alpha , delta ,b)xdh(rho ,sigma ,mu, delta ,b));
elseif x > b
outvb = (alpha/delta)+(alpha/delta)*(dh(rho, sigma ,mu,...
delta ,b)*f3 (rho ,sigma ,mu, alpha ,delta ,x)) /...
(df3(rho,sigma ,mu, alpha ,delta ;b)xh(rho,sigma ,...
mu, delta ,b)—{3 (rho ,sigma ,mu, alpha ,delta ,b0 ) ...
dh(rho ,sigma ,mu, delta ,b));
end
end

Der folgende Code wird zur Realisierung eines Unternehmensverlaufs verwendet.

function [outVsim, outVarV| = Vsim(init ,b,rho,sigma ,mu,alpha,delta ,T,n,N)

dt = T/n;
alphadt = alphaxdt;
deltadt = deltaxdt;

for i = 1:N
x(1) = init;
u(l) = 0;

if x(1) >=b

u(1l) = alphadt; %
x(1) = x(1)—alphadt; %
end

incx = inc(x(j),rho,sigma mu,dt);
if (x(j)>=0)
x(i+1)=x (j)+inex;
if(x(j+1)<b)
u(j+1)=0;

u(j+l)=alphadt«(exp(—deltadt=*j));
x(j+1)=x(j+1)—alphadt:
end
else

x(j+1)=0;
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end

D(i)=sum(u);

clear u

clear x
end

outVsim = sum(D) /N

end

67

inc(x,rho,sigma ,mu, dt)

(mutrhoxx)*xdt+sqrt (dt)«sigmasxrandn;

function outinc
outinc =

end

“}auioljqig usipn NL e ud ul s|ge[rene si sisayl SIUl JO UOISIaA feulBblio pasoidde ay any a8pajmoun Jnoa

“JeqBnyan 3auloljqig usipn N1 Jap ue isi iagrewoldiq Jasalp uoisiaAfeulBuO apjonipalb ausiqoidde aiqg AV—@F—H.O__G__M


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

Literaturverzeichnis

[1]

2]

13l

4]

[5]
[6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

M. ABRAMOWITZ, I.LA. STEGUN: Handbook of Mathematical Functions:
With Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, United States Department
of Commerce, US Government Printing Office, Washington, DC, USA, 1972

S. ASMUSSEN, M, TAKSAR: Controlled diffusion models for optimal di-
vidend pay-out, Department of Mathematical Statistics, University of Lund,
Lund, Sweden, SUNY, Stony Brook, USA, 1997

S. ASMUSSEN Ruin Probabilities, World Scientific Publishing Company, Sin-
gapur, 2000

L. BREIMAN Probability, Addison-Wesley Publishing Company, Reading
Massachusetts, 1968

T. DECK: Der Ito-Kalkiil, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2006

M. DENUIT, J. DHAENE, M. GOOVAERTS, R. KAAS: Modern Actuarial
Risk Theory, Using R, Second Edition, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2008

Y. FANG, R. WU: Optimal dividends in the Brownian motion risk model with
interest, Department of Mathematics and LPMC, Nankai University, Tianjin,
PR China

H. GERBER: An Introduction to Mathematical Risk Theory, S.S. Huebner
Foundation for Insurance Education, Philadelphia, 1979

B. OKSENDAL: Stochastic Differential Equations, Sixth Edition, Springer-
Verlag, Berlin, 2007

H. PHAM: Continuous-time Stochastic Control and Optimization with Finan-
cial Applications, 2009 Edition, Springer-Verlag, Berlin, 2009

P. PROTTER: Stochastic Integration and Differential Equations, Second Edi-
tion, Version 2.1, Springer-Verlag, Berlin, 2005

H. SCHMIDLI Stochastic Control in Insurance,Springer-Verlag, London, 2008

L. J. SLATER Generalized Hypergeometric Functions, Cambridge University
Press, 1960

68


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

	Grundlagen der Stochastische Analysis
	Stochastische Prozesse, Filtrationen und Stoppzeiten
	Martingale
	Die Brownsche Bewegung
	Itô-Integral und Itô-Formel

	Risiko- und Ruintheorie
	Risikotheorie
	Das individuelle Modell
	Das kollektive Modell
	Das klassische Modell

	Ruintheorie
	Diffusionsapproximation

	Stochastische Kontrolltheorie
	Das stochastische Kontrollproblem
	Dynamische Optimierung
	Das Verifikationstheorem

	Optimale Dividendenstrategie im Diffusionsmodell
	Dividendenstrategie mit beschränkter Dividendenrate
	Dividendenstrategie mit unbeschränkter Dividendenrate

	Optimale Dividendenstrategie mit Zinsen
	Das Modell
	Kummer'sche Differentialgleichung
	Die optimale Barriere

	Simulation
	Vergleich der Resultate
	Realisierung eines Unternehmensverlaufs

	Matlab-Codes

