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Kapitel 1

Einleitung

Die erste Definition von Okologie erfolgte im Jahr 1866 vom deutschen Zoologen Ernst
Haeckl in [Hae66]:

»Unter Oecologie verstehen wir die gesammte Wissenschaft von den Beziehungen des
Organismus zur umgebenden Aussenwelt, wohin wir im weiteren Sinne alle ,Existenz-
Bedingungen “ rechnen konnen. Diese sind theils organischer, theils anorganischer Natur;
sowohl diese als jene sind, wie wir vorher gezeigt haben, von der grdissten Bedeutung fiir
die Form der Organismen, weil sie dieselbe zwingen, sich ihnen anzupassen. “

Weit &lter als diese Definition ist der Wunsch die Entwicklung von Populationen vorherzu-
sagen, bereits 1202 beschrieb Leonardo da Pisa, der auch Fibonacci genannt wird, im Werk
liber abaci die Entwicklung einer Hasenpopulation, dies fiihrte auf die heute wohlbekannte
Fibonacci-Folge, vgl. [Pis02]. Im 18. Jahrhundert erlebte die mathematische Modellierung
von Populationsentwicklungen eine Hochzeit durch Leonard Euler im Jahr 1767 und Tho-
mas Malthus im Jahr 1798, [Pol73].

Damit war der Grundstein der mathematische Okologie gelegt, welche sich sowohl als Teil-
disziplin als auch als Werkzeug der Okologie weiterentwickelte. Dabei versteht man unter
mathematischer Okologie, die Wissenschaft, welche sich mit der Dynamik, also der zeitli-
chen Verdnderung, von Populationsgréfien und den Wechselwirkungen zwischen verschie-
denen Populationen beschéftigt, und unter dem Begriff Population eine Zusammenfassung
von Individuen der gleichen Art in einem bestimmten abgegrenzten Lebensraum.

Um diese eben erwdhnte Dynamik zu beschreiben, werden mathematische Modelle ver-
wendet, die die natiirlichen Vorginge und Zusammenhinge mathematisch beschreiben,
dies geschieht in der Regel durch Differenzen- oder Differentialgleichungen. Dabei sind
bei der mathematischen Okologie unter anderem die Populationsgréfe, die Geburten-, die
Todes- oder Sterberate, die Wachstumsrate und der Umfang von Altersklassen wichtige
Groflen zur Beschreibung des Wachstumsverhaltens von Populationen. Die Analyse des
Losungsverhaltens der Modellgleichungen gibt Aufschluss iiber das Verhalten der Popula-
tionsgrofe im Laufe der Zeit.

Die im Folgenden betrachteten Modelle haben also stets das Ziel, die Populationsgréfie zu
verschiedenen Zeitpunkten vorherzusagen. Dabei unterscheidet man zwischen zeitlich dis-
kreten und zeitlich kontinuierlichen Modellen. Eine weitere Eigenschaft, nach der ein Mo-



KAPITEL 1. EINLEITUNG 2

dell charakterisiert werden kann, bezieht sich meistens auf die Wachstums- bzw. Geburten-
und Sterberate. Diese konnen entweder als deterministisch angenommen werden, das
heif}t, dass mit der Kenntnis der Populationsgréfle zu einem bestimmten Zeitpunkt die
Populationsgréfie zu einem anderen Zeitpunkt mit absoluter Sicherheit berechnet werden
kann, die Wachstumsrate also eine vorherbestimmte Grofle ist, oder als Zufallsvariable,
wobei in diesem Fall die weitere Entwicklung der Populationsgrofie nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit vorhergesagt werden kann, in diesem Fall spricht man von stochasti-
schen Modellen.

In der vorliegenden Arbeit wird nach eben diesem Gesichtspunkt eine Unterteilung ge-
troffen, zu Beginn werden in den Kapiteln 2, 3, 4 und 5 Modelle mit deterministischer
Wachstumsrate betrachtet und anschlieBend in den Kapiteln 6 und 7 Modelle mit sto-
chastischer Wachstumsrate.

Im Detail werden in Kapitel 2 Modelle mit deterministischer Wachstumsrate, diskreter
Zeitachse und getrennten bzw. nicht getrennten Generationen betrachtet, dies fiithrt auf
das diskrete Exponentialmodell bzw. das Malthus-Modell, welche durch Differentialglei-
chungen beschrieben werden. Auflerdem wird ein zeitlich kontinuierliches Modell zur Be-
schreibung von Populationen mit nicht getrennten Generationen und deterministischer
Wachstumsrate vorgestellt, das durch eine Differentialgleichung beschriebene kontinuier-
liche Exponentialmodell.

In Kapitel 3 wird eine Verfeinerung des diskreten Exponentialmodells prisentiert. Da-
bei wird beriicksichtigt, dass eine Population nicht unbeschriankt wachsen kann, weil das
Wachstum durch innerspezifische Konkurrenz fiir wachsende Populationsgréfie gebremst
wird, wodurch das logistische Wachstum resultiert. Das Verhalten der Populationsentwick-
lung, welches durch eine autonome Differenzengleichung erster Ordnung beschrieben wird,
wird fiir unterschiedliche Werte der Wachstumsrate analysiert und fiir spezielle Werte der
Wachstumsrate werden analytische Losungen der Modellgleichung ausgefiihrt, wobei zu-
vor eine Vorstellung der mathematischen Hilfsmittel zur Analyse des Losungsverhaltens
von Differenzengleichungen erfolgt.

Um auch ein zeitlich stetiges Analogon des logistischen Wachstums einzufiihren, wird in
Kapitel 4 eben dieses eingefiihrt, die Modellgleichung sowohl analytisch gelost, als auch
deren Losungsverhalten untersucht und die dazu notwendigen mathematischen Methoden
vorgestellt.

Da fiir die gesamte Population konstante Geburten- und Sterberaten die Realitédt nur un-
zureichend beschreiben, wird in Kapitel 5 das Leslie-Modell vorgestellt, bei dem die Popu-
lation in verschiedene Altersklassen unterteilt wird, welche unterschiedliche Geburten- und
Sterberaten aufweisen. Es resultiert als Modellgleichung ein Differenzengleichungssystem,
dessen Losungsverhalten, nach einer Ausfithrung der notwendigen Satze iiber Matrizen
und der Graphentheorie, untersucht wird.

Im Unterschied zu den vorangegangenen Annahmen wird in Kapitel 6 eine Population mit
stochastischer Wachstumsrate betrachtet. Deshalb wird die Populationsgrofie durch eine
Zufallsvariable beschrieben, deren Eigenschaften, nach einer Ausfithrung der benotigten
wahrscheinlichkeitstheoretischen Definitionen und Sétze, ndher betrachtet werden.

In Kapitel 7 wird die Populationsentwicklung als stochastischer Prozess modelliert. Zu
Beginn wird auf die benétigten Resultate fiir stochastische Prozesse eingegangen, und an-
schlieflend werden erst ein reiner Geburten- und ein reiner Todesprozess betrachtet, welche
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im Folgenden zum Geburten- und Todesprozess zusammengefiihrt und analysiert werden.
Dabei wird auch auf den Zeitpunkt, an dem die Population ausstirbt, nédher eingegangen.
Um eine Briicke zur Anwendung zu schlagen, werden in Kapitel 8 einige Methoden zur
Schéitzung von Populationsgrofien aufgefithrt. Dabei wird nach einer Erlduterung der ver-
wendeten mathematischen Mittel und Sétze auf Capture-Recapture-Methoden néher ein-
gegangen.



Kapitel 2

Grundlegende deterministische
Modelle -
Exponentielles Wachstum

Im Folgenden wird das wohl einfachste Wachstumsmodell betrachtet, vgl. [NT79]. Es
wird die Grofle einer Bevolkerung zu diskreten Zeitpunkten untersucht, dazu definiert
man nun 7 € Ry als die Anzahl der fortpflanzungsfihigen Individuen der k-ten Gene-
ration, wobei k € Ny. Aulerdem geht man davon aus, dass jedes fortpflanzungsfihige
Individuum die gleiche Anzahl r € RS von Nachkommen hervorbringt. Weiters ist die
Zuwachsrate iiber alle Generationen konstant und die Generationen sind getrennt, d.h.
dass alle Mitglieder der Elterngeneration ausgestorben sind, wenn die Tochtergeneration
das fortpflanzungsfihige Alter erreicht. Somit besteht folgender Zusammenhang zwischen
der Individuenzahl der k-ten und (k + 1)-ten Generation

Tgr1 =rTK, k=0,1,2,..., (2.1)

wobei man das, durch diese Gleichung charakterisierte, Modell diskretes Fxponentialmodell
nennt. Fiir die Losung dieser linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung
ist ein Anfangswert xo € RZ erforderlich, und das fiihrt damit offensichtlich auf die
geometrische Folge x, = xor” fiir k € Ny. Die Anzahl der Individuen wichst fiir » > 1
unbeschrinkt, und fiir » < 1 stirbt die Population aus, wie in Abbildung 2.1 verdeutlicht
wird. Fiir » = 1 bleibt die Gréfle der Population unveridndert.

Eine erste Verallgemeinerung dieses einfachen Modells wird durch das Weglassen der Vor-
aussetzung, dass die einzelnen Generationen getrennt sein miissen, erreicht. Dies fiihrt
auf das Wachstumsmodell, welches von Thomas Malthus im Jahr 1798 formuliert wurde
und daher auch unter dem Namen Malthus-Modell bekannt ist. Dabei wird angenommen
dass die zeitlich konstante Zuwachsrate p € ]R(T , welche jener Faktor sei, um den die
Populationsgrofle pro Zeiteinheit anwéchst, weder vom Alter noch von der Anzahl der
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Abbildung 2.1: Diskretes exponentielles Wachstum einer Anfangspopulation von xg = 100
Individuen mit unterschiedlichen Wachstumsraten r.

Individuen abhéngt. Da die Konstante p nur die, durch Mortalitéit und Fertilitdt beding-
ten, Verdnderungen der Populationsgrofle beinhaltet, wird diese als Rate des natiirlichen
Populationswachstums bezeichnet. Damit ergibt sich die Modellgleichung

Tpp1 =k +pry=1+pzr, k=0,1,2,.... (2.2)

Setzt man A := 1 + p, wobei A Wachstumsfaktor genannt wird, und fixiert einen An-
fangswert xg € RS‘ , so erhélt man das gleiche Ergebnis wie zuvor, namlich die explizite
Darstellung z = zo\* fiir k € Ny.

Fiir dieses Modell hat sich die sogenannte 69-er Regel etabliert. Es handelt sich um ei-
ne Methode zur Bestimmung der Anzahl der Zeiteinheiten, die vergeht bis eine Popu-
lationsverdopplung eintritt. Die 69-er Regel besagt, dass sich eine Population, welche
mit einer Zuwachsrate p = 1% wichst, nach 69 Jahren verdoppelt hat. Diese Behaup-

tung ist nachvollziehbar, indem man die Gleichung 2x¢ = x¢(1 + p)* betrachtet, woraus
— In(@

k= In(1+4p) R

In(1 4 z) = Y ;2 (—1)*"1 2= und konvergiert fir —1 < z < 1. Somit kann man k ~ @

schreiben, und es folgt, da In(2) ~ 0.69, dass k ~ 0'—;59 gilt und damit die 69-er Regel.

folgt. Die Taylorentwicklung des Logarithmus mit Entwicklungspunkt 1 lautet

Eine weitere Moglichkeit, nicht getrennte Generationen zu modellieren, ergibt sich aus
der Verwendung einer stetigen Funktion xz(t), t € R, fiir die Populationsgréfie, also durch
die Betrachtung der Populationsverédnderung als einen in der Zeit ¢ kontinuierlichen Vor-
gang. Die mittlere Anderungsrate gibt die durchschnittliche Veréinderung von z(t), t € R,
zwischen zwei Zeitpunkten tg € R und ty + At, At € R, an und kann geschrieben wer-
den als Az(tt), wobel Ax(t) = x(to + At) — x(to) gesetzt wurde. Um von der mittleren
Anderungsrate nun zur momentanen Anderungsrate zu gelangen wird der Grenziibergang
At — 0 durchgefithrt, man betrachtet also den Differentialquotienten und damit die Ab-
leitung der, die Populationsgréfie beschreibenden, Funktion. Die einfachste Variante dieses
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Modells ist das so genannte Exzponentialmodell, welches durch

Ax(t) dx(t)
Am —e = =ex(t), teR,eeR, (2.3)

beschrieben wird. Dabei wird e als konstant angenommen und kann als die momentane
Zuwachsrate interpretiert werden, also als die Differenz zwischen der momentanen Gebur-
tenrate o € R(J{ und der momentanen Sterberate 5 € Rar . Diese Differentialgleichung ist
das kontinuierliche Gegenstiick zu (2.2) und besitzt mit dem Anfangswert (0) = z9 € R}
die Losung x(t) = zoe fiir t € R. Das Losungsverhalten ist dasselbe wie im diskreten
Fall: Fiir ¢ > 0 wiichst die Individuenzahl x(t), t € R, exponentiell an, fiir ¢ < 0 nimmt sie
monoton ab und nahert sich asymptotisch dem Wert 0, und fiir ¢ = 0 bleibt sie konstant.

Zu beachten ist dabei, dass die momentane Zuwachsrate ¢ von jener im diskreten Modell
eingefithrten Rate p des natiirlichen Populationswachstums zu unterscheiden ist, da sich
die Zuwachsrate € auf die Zeiteinheit bezieht. Im Fall einer Population, deren Wachstum
durch das Exponentialmodell wie in (2.3) beschrieben werden kann, besteht folgender
Zusammenhang zwischen beiden Raten:

1
p:w—lzeE—L t € Ry,
z(t)
e=1In(1+ p).

Dieses Wachstumsverhalten einer Population kann in der Natur zum Beispiel im An-
fangsstadium der Entwicklung von Bakterienkulturen beobachtet werden, solange weder
Nahrungsmangel noch Platzknappheit die Vermehrung bremsen. Eben diesem Umstand,
dass mit wachsender Populationsgréfie innerspezifische Konkurrenz zu erwarten ist, wird
durch eine Modifikation der Modellgleichung Rechnung getragen, die im Abschnitt iiber
das logistische Wachstum in Kapitel 3 ndher erlautert wird.



Kapitel 3

Ein zeitlich diskretes

Einpopulationsmodell mit
dichteabhingiger
Wachstumsrate - Logistisches
Wachstum

3.1 Das Modell

In der Natur kénnen Populationen im Allgemeinen nicht unbegrenzt wachsen, da das Be-
volkerungswachstum durch begrenzte Faktoren, wie das Nahrungs- oder Platzangebot,
beschrinkt wird. Weil durch das begrenzte Angebot von Lebensraum und Ressourcen
eine Konkurrenz innerhalb einer Population entsteht, spricht man von innerspezifischer
Konkurrenz. Um diese Konkurrenz auf ein mathematisches Modell zu iibertragen, wird im
Folgenden die Wachstumsrate der betrachteten Population als von der Bevolkerungsgrofie
abhéngig angenommen.

Ausgehend von einer diskreten Zeitachse bezeichne zj € RSF die Populationsgrofie zum
Zeitpunkt £ € Ny und r € Rg die Wachstumsrate der Population pro Zeiteinheit pro
Individuum, welche von der Populationsgréfle abhéingig ist. Auflerdem benétigt man die
Umweltkapazitit K € N, welche angibt, wie viele Individuen einer Spezies im betrachteten
Lebensraum auf Dauer existieren kénnen, fiir welche demnach die Ressourcen auf Dauer
ausreichen. Damit ergibt sich fiir das Wachstum der Population die Differenzengleichung

Thy1 = X + r(xk.)- xrp, fur k€ Ny, (3~1)

wobei fiir die Wachstumsrate r(0) = ro € R™ gelten muss, also eine positive Wachstums-
rate bei kleinen Populationsgréffien gegeben sein muss, welche bei steigender Populati-
onsgroffe abnimmt, um schlieflich beim Erreichen der Umweltkapazitét, also des Wertes

7
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K € N, zu verschwinden, es muss also r(K) = 0 gelten.

Y

To

Abbildung 3.1: Graph eines moglichen linearen Verlaufs der Wachstumsrate r(z) in
Abhangigkeit von der Populationsgrofie x.

Eine sinnvolle Moglichkeit fiir die Wachstumsrate r(x) ist, diese linear anzunehmen, wie
auch in Abbildung 3.1 dargestellt, womit sich

r(z) = 7"0(1 - I‘T() zeRY, (3.2)

ergibt.

Um das Verhalten des durch diese Gleichung beschriebenen Populationswachstums ana-
lysieren zu kénnen, sind einige mathematische Uberlegungen vonnéten, die im folgenden
Kapitel ausgefithrt werden.

3.2 Differenzengleichungen

3.2.1 Definition. Sei f: Q — R eine stetige Funktion mit 2 C Np x R, n € Ny
und k& € Ny. Weiters sei g: 2 — R eine stetige Funktion mit 2 C Ny x R™. Unter einer
Differenzengleichung versteht man eine implizite Beziehung der Form

f(k,$k,$k+1, s 7xk+n) = 07

bzw. in expliziter Form, wenn nach jenem x mit dem grofiten Index, also zjy,, aufgelost
werden kann,

Thtn = 9(k, T, Tk 1, - -+, Thipn—1)-

Die maximale Differenz zwischen zwei tatséchlich auftretenden Indizes wird die Ordnung
der Differenzengleichung genannt. Eine Differenzengleichung wird autonom genannt, falls
g bzw. f nicht direkt von k abhéngen, die Gleichung also geschrieben werden kann als

f(a:k, Thtl,--- ,xk_,_n) =0.
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Die Modellgleichung (3.1) hat fiir f: R — R allgemein die Form

Tpt1 = f(xk), ke Ny, (3.3)

und ist somit eine autonome Differenzengleichung 1. Ordnung in expliziter Form, deshalb
werden die folgenden Uberlegungen auf diesen Spezialfall beschriinkt.

Bei gegebenem Startwert g € R und stetiger Funktion f: I — I mit einem Intervall I C
R, besitzt die Differenzengleichung xp1 = f(zx), k € Ny, stets eine eindeutig bestimmte
Losungsfolge, namlich

(.130,.1?1,1‘2 .- ) = (1‘0, f(l‘o), f(f(xo)), . ) = (.ro, f(l‘o), fQ(xo), ce )

Oft ist es nicht moglich, eine geschlossene analytische Losung von Differenzengleichungen
anzugeben. Deshalb ist die qualitative Analyse des Losungsverhaltens von groflem Inter-
esse. Ein erster wichtiger Schritt in diese Richtung ist folgende Definition.

Im Folgenden sei, falls nicht anders angegeben, die Funktion f stets als stetig mit f: I — I
mit einem Intervall I C R vorausgesetzt.

3.2.2 Definition. Ein Punkt 2* aus dem Definitionsbereich von f heifit Gleichgewichts-
punkt von (3.3), wenn z* ein Fixpunkt von f ist, also f(z*) = z* gilt.

3.2.3 Bemerkung. Mit anderen Worten ist z* genau dann ein Gleichgewichtspunkt von
(3.3), wenn (z*,z*,...) eine Losung der Gleichung (3.3) ist.

Diese Gleichgewichtspunkte kénnen entsprechend ihren Eigenschaften wie folgt charakte-
risiert werden:

3.2.4 Definition.

e Ein Gleichgewichtspunkt a* von (3.3) heifit stabil, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0
existiert, sodass aus |zg — x*| < § folgt, dass |f"(x0) — x*| < € fiir alle n > 0.

e Wenn ein Gleichgewichtspunkt nicht stabil ist, nennt man ihn instabil.

e Ein Gleichgewichtspunkt z* von (3.3) heifit attraktiv, wenn ein > 0 existiert, sodass
aus |zg — x*| < n folgt, dass lim,,_, f"™(x0) = z*.

e Ein Gleichgewichtspunkt z* von (3.3) heiit asymptotisch stabil, wenn er sowohl stabil
als auch attraktiv ist. Falls in der Definition von attraktiv n = oo gewéhlt werden
kann, bezeichnet man den Gleichgewichtspunkt als global asymptotisch stabil.

Fiir die weitere Stabilitdtsanalyse ist eine zusétzliche Einteilung von Gleichgewichtspunk-
ten hilfreich:

3.2.5 Definition. Ein Gleichgewichtspunkt z* der Differenzengleichung (3.3) wird hyper-
bolisch genannt, wenn |f'(z*)| # 1 gilt, andernfalls nennt man den Gleichgewichtspunkt
nicht hyperbolisch.

Mit Hilfe der bisherigen Definitionen ist es nun mdoglich, &hnlich wie in [Ela08], einen der
wichtigsten Sétze iiber die lokale Stabilitdt von Gleichgewichtspunkten zu formulieren.
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3.2.6 Satz. Sei z* ein Gleichgewichtspunkt von (3.3), wobei f in einer Umgebung von
x* stetig differenzierbar sei. Dann gelten folgende Aussagen:

1. Wenn |f'(«*)| < 1, dann ist x* asymptotisch stabil.

2. Wenn |f'(x*)] > 1, dann ist x* instabil.

Beweis.

1. Sei € > 0, und 0.B.d.A. sei € hinreichend klein, sodass f auf dem Intervall I =
(z* —€, 2" +€) stetig differenzierbar ist. Nach Voraussetzung existiert eine Konstante
0 < M <1, sodass |f/'(x*)| < M fur alle z € I erfiillt ist. Nach dem Mittelwertsatz
existiert fiir jedes xg € I\ {z*} ein ¢ € (min(zg, 2*), max(xg, z*)), sodass

[f(wo) — 2| = |f(wo) — f(2)] = [f(c)l|wo — &"| < M|z — 7.

Da M < 1 gilt, folgt dass f(z¢) ndher an a* liegt als xg. Deshalb muss f(zg) € T
gelten. Wendet man die gleiche Argumentation wie zuvor auf xo nun auf f(zg) an,
erhélt man

|f2(x0) — 2| < M| f(wo) — 2| < M?|xo —a™].

Durch vollsténdige Induktion gelangt man nun zu

| (xo) — 2| < M™|xo — 27, (3.4)
fiir alle n € N.
Man wéhlt nun § = e. Falls |zg — 2*| < § gilt, so ist auch M™|zg — 2*| < M™e < ¢,
da M < 1. Mit Hilfe von Ungleichung (3.4) folgt nun |f™(zo) — 2*| < € und da-
mit die Stabilitit des Punktes x*. Auferdem folgt aus Ungleichung (3.4), dass
limy, o0 | f™(z0) — 2*| = 0, also lim, o0 f™(z9) = z*, womit auch die Attrakti-

vitdt des Punktes z* bewiesen ist. Da x* also stabil und attraktiv ist, folgt die
asymptotische Stabilitdt, welche zu zeigen war.

2. Sei € > 0, und 0.B.d.A. sei € hinreichend klein, sodass f auf dem Intervall I = (z* —
€, 2% + €) stetig differenzierbar ist. Es existiert nach Voraussetzung eine Konstante
M > 1, sodass |f'(z)] > M fur alle z € I erfiillt ist. Nach dem Mittelwertsatz
existiert fiir jedes xg € I\ {z*} ein ¢ € (min(zg, x*), max(xo, z*)), sodass

[ (o) — 2| = | f(wo) — f(2")] = [f(c)l|w0 — &"[ = M|z — 7],
Falls f(xo) ¢ I folgt |f(xo)—a*| > €, womit z* instabil ist, falls f(x¢) € I, wiederholt
man die Argumentation aus Punkt 1 und erhilt fiir f(xg) anstatt fiir xg

|2 (w0) — 2| = M| f(o) — 2| = M?|ag — a”].
Daher folgt durch vollstindige Induktion, dass entweder ein n € N existiert mit
f™(x*) ¢ I oder dass
/" (@) — 2" = M"[xo — 7],

gilt. Da aber I ein endliches Intervall ist und M™ fiir n — oo unbeschrénkt wéchst,
muss ab einem bestimmten 7 € N gelten, dass f™(xq) ¢ I. Daher ist z* instabil. Q
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Im Fall |f/(z*)| = 1 ist mit Hilfe der ersten Ableitung keine Aussage moglich. Deshalb ist
folgender Satz notwendig:

3.2.7 Satz. Sei x* ein Gleichgewichtspunkt von (3.3) mit f'(z*) = 1. Wenn f € C3(U)
gilt, wobei U eine Umgebung von x* ist, dann gilt:

1. Wenn f"(x*) # 0, dann ist x* instabil.
2. Wenn f"(z*) =0 und " (z*) > 0, dann ist z* instabil.

3. Wenn f"(z*) =0 und f"'(z*) <0, dann ist x* asymptotisch stabil.

Beweis.

1. Da f”(x*) # 0 vorausgesetzt wird, ist die von f beschriebene Kurve in einer Umge-
bung V von z* konvex, wenn f”(z*) > 0 gilt, oder konkav, wenn f”(2*) < 0 erfiillt
ist. Sei € > 0, und 0.B.d.A. sei € hinreichend klein, sodass (z* —€,2* +¢) CUNV.
Im Fall, dass f”(z*) > 0 gilt, ist f/(x) > 1 fiir alle z € (z*,2* + €), da f’ wegen der
Konvexitéit von f in diesem Bereich eine wachsende Funktion sein muss. Im anderen
Fall, wenn f”(z*) < 0 gilt, folgt dass f/(z) > 1 fiir alle z € (z* — ¢,2*) erfiillt ist,
da f’ in diesem Bereich eine fallende Funktion sein muss, weil f dort konkav ist.
Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Satz 3.2.6, Punkt 2, folgt, dass
x* instabil ist.

2. Wenn f”(z*) = 0 und f"”'(z*) > 0 gilt, liegt ein Wendepunkt vor, das heifit im
Punkt z* éndert sich die Kriimmung. Da f € C3(U) ist, gibt es eine Umgebung V'
von x* mit f” > 0 auf V. Sei € > 0, und 0.B.d.A. sei € hinreichend klein, sodass
(z* —€,2* +¢€) CUNV. Da die dritte Ableitung gréer Null ist, ist die Funktion
f(z) fir z € (x* — ¢, 2*) konkav und fiir « € (z*,2* + €) konvex und, weil f/(z*) =1
gilt, muss f'(x) > 1 sowohl fiir € (z* — €,2*) als auch fiir z € (z*,2* + €) erfiillt
sein, da der Graph der ersten Ableitung eine nach oben gedffnete Parabel beschreibt
mit einem Minimum von 1 an z*. Analog zum Beweis von Satz 3.2.6, Punkt 2, folgt
nun die Instabilitdt von z*.

3. Wenn f”(z*) = 0 und f"’(z*) < 0 vorausgesetzt ist, so liegt erneut ein Wendepunkt
vor, es dndert sich also die Kriimmung an z*. Da f € C3(U) ist, gibt es eine
Umgebung V' von z* mit f"”/ > 0 auf V. Sei € > 0 und 0.B.d.A. sei € hinreichend
klein, sodass (z* — €,2* + €¢) C U NV. Da die dritte Ableitung kleiner Null ist,
muss die Funktion f(x) fiir x € (2™ — ¢, 2*) konvex und fir z € (z*,2* + €) konkav
sein. Deshalb gilt f'(z) < 1 sowoll fiir z € (z* — €,2*) mit € > 0, als auch fir
x € (x*,2* + €) mit € > 0, weil der Graph der ersten Ableitung eine nach unten
geoffnete Parabel mit einem Maximum von 1 an z* beschreiben muss. Analog zum
Beweis von Satz 3.2.6, Punkt 1, folgt nun die asymptotische Stabilitdt von z*. O

Natiirlich kann fiir einen Gleichgewichtspunkt z* der Differenzengleichung (3.3) auch der
Fall f'(z*) = —1 eintreten, um in diesem Fall Aussagen iiber die Stabilitét treffen zu
konnen, bendtigt man die Schwarzsche Ableitung und den nachfolgenden Satz.



KAPITEL 3. LOGISTISCHES WACHSTUM 12

3.2.8 Definition. Die Schwarzsche Ableitung einer Funktion f € C3(U) mit U C R und
f'(U) # 0 ist definiert als

_ ") 3<f”(x)>2
fr@) 2\ f(x)/)

Mit Hilfe des folgenden Satzes lassen sich auch Gleichgewichtspunkte charakterisieren, fiir

die f'(z*) = —1 gilt.

3.2.9 Satz. Sei z* ein Gleichgewichtspunkt der Differenzengleichung (3.3), und es gelte

f'(x*)=—1. Wenn f € C3(U) mit U CR, 2* € U und f'(U) # 0, dann gilt,

1. wenn Sf(x*) <0, dann ist z* asymptotisch stabil,

Sf(x)

2. wenn Sf(x*) > 0, dann ist z* instabil.

Beweis. Man definiert eine Funktion g(x) := f2(z), fiir welche demnach

Trre = f(zrr1) = f(f(2r)) = g(zr),

fir alle £ € N gilt. Die Idee ist, zu zeigen, dass, wenn x* ein Fixpunkt von f ist, z*
auch ein Fixpunkt von g ist und wenn x* asymptotisch stabil in Bezug auf g ist, ™ auch
asymptotisch stabil in Bezug auf f ist.

Angenommen es gilt f(z*) = 2*, dann ist

9(z") = f(f(z7)) = f(«") = 27,

somit ist * auch ein Fixpunkt von g. Um Aussagen iiber die Stabilitét treffen zu kénnen,
betrachtet man

d
¢ = 1) = F @) @), we U
und erhélt damit fiir den Punkt z*
g'(@) = f'(f)f (@) = [f' ()]
Es gilt also, dass z* ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt von zp41 = f(xk)
ist, wenn z* ein stabiler Gleichgewichtspunkt von zx11 = g(xy) ist. Da f'(z*) = -1

vorausgesetzt wurde, folgt, dass ¢’(2*) = 1, und daher kann Satz 3.2.7 angewendet werden,
wofiir noch g”(z*) zu berechnen ist:

g"(x) = f'(f(@)f"(x) + f"(f(@))[f ()]

Speziell ergibt sich fiir x = x*

g"(z*) = ') f" (@) + f(@)f (7)) = 0,
da f’(z*) = —1. Die dritte Ableitung von g(z) ergibt
9" (@) = " (F@)[f @) +2f"(f (@) ' (@) " @)+ " (f (@) f (@) " @)+ (@) f (),
und speziell fiir z = z* und f/(z*) = —1

g" (@) = =2f"(a*) = 3[f"(z")]* = 25 f (z").
Damit folgen Aussage (1) und (2) direkt aus Satz 3.2.7, vgl. [Mic90; Ela96]. a
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Ein weiterer wichtiger Bestandteil bei der Analyse des Losungsverhaltens von Differen-
zengleichungen ist das Auffinden von periodischen Punkten, da viele biologische und phy-
sikalische Prozesse ein periodisch wiederkehrendes Verhalten aufweisen.

3.2.10 Definition. Sei I C R ein Intervall, f: I — I und z* € I. Dann heifit =* ein
periodischer Punkt von f, wenn ein k € N existiert, sodass f¥(z*) = z* gilt. In diesem
Fall wird z* auch k-periodisch genannt. Wenn zusétzlich f"(z*) # «* fur alle r € N mit
0 < r < k gilt, nennt man k die minimale Periode von x*. Die Folge aller Iterationen von

a*, also (z*, f(z*), f2(z*),..., f¥(z*)), heiBt Orbit von z*.

3.2.11 Bemerkung. Mit anderen Worten ist * ein k-periodischer Punkt, £ € N, wenn «*
ein Fixpunkt von f*(z) ist.

Auch fiir periodische Punkte kann dhnlich zu den Gleichgewichtspunkten eine Einteilung
nach Stabilitdt getroffen werden:

3.2.12 Definition. Sei I C R ein Intervall, f: I — I und z* € I ein periodischer Punkt
von f mit minimaler Periode k, dann heifit

1. x* stabil, wenn z* ein stabiler Fixpunkt von f* ist,
2. x* asymptotisch stabil, wenn z* ein asymptotisch stabiler Fixpunkt von fF* ist,
3. x* instabil, wenn x* ein instabiler Fixpunkt von f* ist.

Durch diese Definition reduziert sich die Stabilitéitsanalyse von k-periodischen Losungen,
k € Ny, der Differenzengleichung

Tni1 = f(zn), n €Ny,

auf die Stabilitdtsanalyse der Fixpunkte der zugehorigen Differenzengleichung
Yn+1 = 9g(¥n), n € No,

wobei g = f*.

3.2.13 Satz. Sei I C R ein Intervall, f: I — I, f € CY(I) und x* € I ein k-periodischer
Punkt von f mit k € Ng. Dann gilt:

1. x* st asymptotisch stabil, wenn
@) F (@) R )] < 1,
2. x* ist instabil, wenn
@) F (@) fE )] > 1
Beweis. Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich die Ableitung von f*:

o @) = FEf @) P EE).

Damit folgen beide Behauptungen aus Satz 3.2.6. a
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Im Folgenden wird ein Resultat iiber Differenzengleichungen mit 3-periodischen Gleichge-
wichtspunkten benotigt, welches einen Spezialfall des Satzes von Sarkovskii darstellt, wie
auch in [Hol96] ausgefiihrt wird.

3.2.14 Satz (Li und Yorke). Sei f: [a,b] C R — [a,b] eine stetige Funktion. Hat die
Differenzengleichung (3.3) einen periodischen Punkt mit minimaler Periode 3, dann exis-
tieren Gleichgewichtspunkte der Differenzengleichung mit beliebiger minimaler Periode.

Fiir den Beweis von Satz 3.2.14 benotigt man einige Voriiberlegungen:

3.2.15 Lemma. Seien J = [a,b] und I = [c,d] abgeschlossene Intervalle und f eine
stetige Funktion mit f(J) D I. Dann existiert ein Intervall Jo C J mit f(Jo) = I.

Beweis. Da f eine stetige Funktion ist, existieren a1,b; € J mit f(a1) = cund f(b1) = d.
Es ergeben sich nun zwei Félle, im ersten ist a; < by, im zweiten a; > b;. Im Folgenden
wird der erste Fall betrachtet, der Beweis des zweiten Falls verlduft analog. Bezeichne nun
Umaz das grofite Element @ € [aq,b1] mit f(amaz) = ¢. Dieses ayq, muss existieren, da jede
nichtleere und nach oben beschriankte Teilmenge von R ein Supremum besitzt und f stetig
ist. Also gilt f(@maz) = €, Gmaz < b1, und es folgt, dass f(z) > c fir alle z € (amaz, b1]-
Analog bezeichne by, das kleinste Element von [amaqs,b1] mit f(bmin) = d. Es folgt
F(bmin) = d, @maz < bmin und f(z) < d fiir alle 2 € [amaz, bmin). Zusammenfassend
ergibt sich also f([amax, bmin]) C [¢,d] mit f(amaez) = ¢ und f(bmin) = d. Mit Hilfe des

Zwischenwertsatzes folgt f([@maz,bmin]) 2 [¢,d] und daraus f([amaz, bmin]) = [c,d] =

1. a

3.2.16 Lemma. Sei I ein endliches abgeschlossenes Intervall und f: I — R eine stetige
Funktion. Falls f(I) D I gilt, dann hat f einen Fizpunkt in I.

Beweis. Sei I = [a,b]. Wenn f(I) D I erfiillt ist, dann existieren ¢, d € I mit f(c¢) = a und
f(d) = b. Man definiert nun eine stetige Funktion g(x) = f(z) —x. Da f(c) = a erfiillt ist,
ergibt sich g(c¢) = f(¢) —¢ < 0 und analog g(d) = f(d)—d > 0. Weil g(c) < 0 und g(d) >0
gilt und g(x) eine stetige Funktion ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz die Existenz von
e € [¢,d] C I, fur welches g(e) = 0 und daher f(e) = e erfiillt ist. Qa

Beweis (von Satz 3.2.14). Sei a ein Punkt von f mit minimaler Periode 3, b := f(a) und
¢ := f(b). O.B.d.A. sei a < b,c. Im Folgenden wird der Fall b < ¢ betrachtet, der Fall
b > ¢ wird analog bewiesen.

Sei Iy = [a,b] und I} = [b,c]. Da f(a) = b, f(b) = c und f(c) = a gilt, folgt nach dem
Zwischenwertsatz, dass f(Iy) D I1, f(I1) D I, und f(I;) D Iy ist. Nach Lemma 3.2.16
muss f(z) einen Fixpunkt im Intervall I; besitzen.

Sei nun n € N mit n > 1. Ziel der folgenden Uberlegungen ist, zu zeigen, dass f Losungen
mit minimaler Periode n besitzt. Da a bereits eine 3-periodische Losung von f darstellt,
kann n # 3 angenommen werden. Um eine solche n-periodische Lésung zu finden, definiert
man eine Folge von verschachtelten abgeschlossenen Intervallen

IL,=4,D>A DA, D>---DA, (35)

mit folgenden Eigenschaften:
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1. Ay =1,

2. f(Ag) = Ap_y fir k=1,2,....,n—2,
CfFAR) =1 fir k=1,2,...,n — 2,
- PN AR) = Do,

(A =14

Um zu zeigen, dass eine solche Folge existiert, sei n € N und n > 1. Man wahlt 4y =
I, womit (1) erfiillt ist. Da Ay = I, und f(I;) D I gilt, folgt f(Ag) D Ap. Nach
Lemma 3.2.15 existiert nun ein abgeschlossenes Intervall A1 C Ag mit f(A;) = Ao,
auBlerdem impliziert Ay C Ao, dass f(A41) D A;. Damit folgt nach Lemma 3.2.15 wieder
die Existenz eines Intervalls Ay C A; mit f(As) = A;. Auf diese Art definiert man Ay, fiir
k=1,2,...,n— 2. Fir jedes k kann man ein Ay C Ai_1 finden, sodass f(Ar) = Ax_1
fiir alle k =1,2,...,n — 2 gilt, womit auch Eigenschaft (2) erfiillt ist.

ot s W

Um zu zeigen, dass die Folge von Intervallen auch die Eigenschaft (3) besitzt, beachtet
man, dass Eigenschaft (2) impliziert:

FHAR) = F(f(AR) = [(Ak-1) = Apa,
FH(AR) = F(F(AR) = f(Ar—2) = Ap-s,

PPN AR) = FUFF2(AR) = f(Ap——2)) = f(A2) = Ay,
FHAR) = F(fFH(AR)) = f(A) = Ag = I,

fiir alle k =1,2,...,n — 2, wodurch auch Eigenschaft (3) gezeigt ist.
Um zu iiberpriifen, ob auch Eigenschaft (4) gilt, also f"~1(A,_1) = I, erfiillt ist, betrach-
tet man

S Ans) = F(/" 2 (An2)) = f(I).

Da f(I;) D Iy gilt, muss auch f"~1(A,,_2) D Iy gelten. Demnach existiert nach Lemma
3.2.15 ein Intervall A,,_; C A,,_» mit f*"1(A,_1) = .
Da

fn(An—l) = f(fnil(An—l)) = f(IO)

erfiillt ist und f(Iy) D I; impliziert, dass f™(A,—1) D I gilt, folgt nach Lemma 3.2.15,
dass ein Intervall A, C A, _; existiert, sodass f"(A,) = I; gilt, womit auch die Eigen-
schaft (5) bewiesen ist.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass aus der Existenz einer solchen Folge von Intervallen die
Existenz eines periodischen Punktes von f mit minimaler Periode n im Intervall A,, folgt.
Da A,, C I, folgt aus Eigenschaft (5) und Lemma 3.2.16, dass f™ einen Fixpunkt besitzt,
der in A, liegt. Dies ist dquivalent dazu, dass f einen n-periodischen Punkt p € A,, be-
sitzt. Um zu zeigen, dass dieser Punkt auch minimale Periode n hat, benttigt man die
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restlichen Eigenschaften der konstruierten Intervallfolge.

Sei p ein n-periodischer Punkt mit p € A,,. Da A,, C I;, muss p im Intervall [b, ¢] liegen.
Nach (3.5) gilt p € Ay, fiir k = 1,...,n. Wegen Eigenschaft (3) muss daher f*(p) € I, fiir
k=1,...,n — 2 erfiillt sein und nach Eigenschaft (4) muss f"~!(p) € Iy gelten.

Der nichste Schritt besteht darin, zu zeigen, dass p € (b, c), also nicht p = b oder p = ¢
gilt. Angenommen, p = ¢, dann ist f(p) = f(¢) = a, allerdings gilt a ¢ I;. Da nur fiir
" 1(p) ¢ I gilt, muss n = 2 gelten. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass ¢ mini-
male Periode 3 hat, und daher muss p # c¢ gelten.

Angenommen, p = b, dann ist f2(b) = a und mit den selben Uberlegungen wie zuvor
erhdlt man, dass n = 3 gelten muss. Da vorausgesetzt wurde, dass n # 3, muss also p # b
gelten. Also liegt p tatséichlich im offenen Intervall (b, ¢).

Da f"~Y(p) € Iy = [a,b], Iy disjunkt zu (b, c) ist und f"~1(p) # p gilt, kann der Punkt
p nicht minimale Periode n — 1 besitzen. Angenommen p hat minimale Periode j mit
j < mn—2. Nach (3) muss f*(p) € I = [b,c] fiir k = 1,...,;j gelten. Da aber gezeigt
wurde, dass p # b, ¢ gilt und f(a) = b, f(b) = ¢ und f(c) = a vorausgesetzt wurde, muss
fF(p) € (b,e) fiir alle k = 1,...,7 erfiillt sein. Damit liegt der gesamte Orbit von p in
(b, ¢), dies verletzt aber Eigenschaft (4). Daher muss p ein Punkt mit minimaler Periode
n sein, was zu zeigen war. Q

Da die Ermittlung von k-periodischen Losungen auf analytischem Weg wegen des ho-
hen Polynomgrades bald an Grenzen stot, wie auch in [San90] ausgefithrt wird, werden
Bifurkationsdiagramme notwendig.

3.2.17 Definition. Sei U C R?, f: U — R und (\,x) € U, k € Ng. Weiters sei
Zr+1 = f(A, k) eine vom Parameter A abhéngige Differenzengleichung. Wenn die Losung
der Differenzengleichung an einem Punkt A* eine qualitative Veréinderung erfihrt, dann
spricht man von einer Bifurkation. Der Graph aller periodischen Punkte von f als von A
abhéngige Funktion in der (A, z)-Ebene wird Bifurkationsdiagramm genannt.

Es lassen sich verschiedene Typen von Bifurkationen unterscheiden:

e Wenn der Graph der periodischen Punkte ab dem Bifurkationswert \* u-férmig
entweder nach links oder nach rechts gedffnet ist, spricht man von einer Sattelpunkt-
Bifurkation, in Abbildung 3.2(a) und 3.2(b) ist das schematische Aussehen einer
solchen dargestellt.

e Wenn die periodischen Punkte ab dem Bifurkationswert A* auf zwei verschiedenen
Kurven liegen, spricht man von einer transkritischen Bifurkation, ein Beispiel fiir
eine transkritische Bifurkation ist in Abbildung 3.2(e) dargestellt.

e Wenn die periodischen Punkte ab dem Bifurkationswert A* auf einer u-férmig entwe-
der nach links oder nach rechts gedffneten Kurve liegen, wie bei einer Sattelpunkt-
bifurkation, und zusétzlich durch deren Scheitelpunkt eine weitere Kurve verlauft,
spricht man von einer Pitchfork-Bifurkation, wie beispielhaft in 3.2(c) und 3.2(d)
dargestellt ist.

Die Konstruktion von Bifurkationsdiagrammen wird im folgenden Abschnitt fiir das kon-
krete Beispiel des logistischen Wachstums ausgefiihrt.
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xT xT
A A
(a) Nach rechts gedffnete Sattelpunkt- (b) Nach links geodffnete Sattelpunkt-
Bifurkation Bifurkation
T x
A A
(¢) Nach rechts gedffnete Pitchfork- (d) Nach links gedffnete Pitchfork-
Bifurkation Bifurkation
xT
A

(e) Transkritische Bifurkation

Abbildung 3.2: Beispiele fiir verschiedene Bifurkationen, wobei der Bifurkationspunkt A*
jeweils an A = 0 auftritt und das Aussehen des Graphen der periodischen Punkte fiir
A < X* bzw. A > A\* nicht relevant ist, falls nicht anders eingezeichnet.
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3.3 Modellanalyse

Man betrachtet die Modellgleichung

Tpt1 = (1 + r0<1 - ?))u fiir k € N, (3.6)

mit 79, K € RT und dem Anfangswert zo € R*. Da es sich bei x;, um die Populationsgréfie
zum Zeitpunkt £ = 0,1,2, ... handelt, sind nur solche Losungsfolgen von Interesse, welche
stets im Intervall [0, 00) verbleiben. Um die Voraussetzungen an ro zu ermitteln, welche
dies garantieren, betrachtet man die Funktion

fz) = (1 + r0(1 - f{»x (3.7)

(I4ro)K
T0

den Punkt ((HTO)K, (1+r°)2K) besitzt, wie auch in Abbildung (3.3) erkennbar. Dadurch

27’0 47’0

welche eine Parabel mit den Nullstellen 1 = 0 und x5 = ist und als Scheitelpunkt

()

(1+470)°K
47’0

0 (K  (frgK
279 0

Abbildung 3.3: Graph der Funktion (3.7), wobei sowohl Maximum als auch Nullstelle
gekennzeichnet sind.

ergibt sich durch geometrische Uberlegungen:

(=) < b=

To To
(1+T0)2K < (1+7’0)K o
4ry - o
(1470)°K <4(1+r0)K &
To S 3

Das heift, dass fiir die Wachstumsrate 0 < rg < 3 gelten muss, damit die Losungsfolge
stets positiv bleibt und damit die Sinnhaftigkeit des Modells gewéhrleistet ist.
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Der néchste Schritt ist die Bestimmung der Gleichgewichtspunkte der Gleichung (3.6).
Dazu ist die folgende Gleichung zu betrachten

x
T = (1+r0<1—K>>m, xeRg,

welche die Losungen =7 = 0 und x5 = K besitzt, die damit die Gleichgewichtspunkte von
(3.6) sind. Zur Stabilitéitsanalyse wird die Ableitung von (3.7) herangezogen:

2rox

K )
Fiir den Gleichgewichtspunkt = = 0 ergibt sich |f/(0)| = |1 + ro| > 1, damit ist 7 =0
ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt und nach Satz 3.2.6 instabil.

f(x)=(14ry) — xERS’.

Fiir den Punkt 23 = K erhilt man fiir die Ableitung |f/(K)| = |1 — ro|, also ist 27 = K
ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt und nach Satz 3.2.6 ein asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt fiir 7o € (0,2) und ein instabiler Gleichgewichtspunkt fiir ro > 2.
Fiir ro = 2 handelt es sich bei 25 = K um einen nicht hyperbolischen Gleichgewichts-
punkt, weil f/(K) = —1. Da f € C3(R) sind die Voraussetzungen von Satz 3.2.9 erfiillt.
Es muss also die Schwarzsche Ableitung betrachtet werden, um eine Aussage iiber die
Stabilitéit treffen zu kénnen. Da Sf(K) < 0 fiir ro = 2 erfiillt ist, gilt nach Satz 3.2.9,
dass der Gleichgewichtspunkt 24 = K auch fiir 7o = 2 ein asymptotisch stabiler Gleichge-
wichtspunkt ist. Zu Illustration sind in Abbildung 3.4 und 3.5 die Verldufe der sukzessiv
berechneten Losungen der Modellgleichung (3.6) mit einer Umweltkapazitit von K = 500,
einer Anfangspopulation von xo = 300 und r¢o = 1.95 bzw. ro = 0.1 dargestellt.

T

600 T

500 1 Avteretesstseses

400 +

300 + + t + + + + + ; ; k
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 3.4: Verlauf der sukzessiv berechneten Losung der Modellgleichung (3.6) mit
einer Umweltkapazitéit von K = 500, einer Anfangspopulation von 2y = 300 und ry = 1.95.

Nun stellt sich die Frage, ob periodische Losungen existieren. Um das herauszufinden
verwendet man

Yk+1 = 9(Yk), (3.8)
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Tk

500 1

400 1

; ; ; ; ; ; ; ; ;
300 t t t t t t t t t

— k
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 3.5: Verlauf der sukzessiv berechneten Losung der Modellgleichung (3.6) mit
einer Umweltkapazitit von K = 500, einer Anfangspopulation von zy = 300 und ro = 0.1.

mit ¢ = f? und k € Ny, und berechnet die Fixpunkte dieser Differenzengleichung um die
2-periodischen Losungen zu finden. Dafiir betrachtet man fiir y € RS‘

n-seslsen(i=E) (- (ol 1)) -

—r
=...= 73?31(}( — ) (rgy® —rolro + 2)Ky + (ro + 2)K?) = 0.
Diese Gleichung hat die bereits vorher erhaltenen Gleichgewichtspunkte 7 = 0 und

x5 = K als Losung und zusétzlich x5, = %(ro + 2+ 4/rg —4) fiir ro > 2. Fiir die
Stabilitdtsanalyse der Gleichgewichtspunkte 3 und z} betrachtet man nach Satz 3.2.13
den Betrag der Ableitung von g

lg' @) = 1" (=) ' (f (=),

und setzt nun die auf Stabilitdt zu priifenden Gleichgewichtspunkte ein, wobei zu beachten
ist, dass noch immer r¢ > 2 gilt.

lg' @D = 1f @) (FED)] = 1/ @) f (0] = 1+ r0l* > 1
g (@3) = | (@3) ' (f(@))] = [/ (@) f' (25)] = [1 = ro]* > 1
g @3) = | (@3) ' (f @) = ' (@3) f ()] = |5 — 7§
lg' (@) = | (@) ' (F@D)] = [/ @) f (25)] = |5 =]

Es ergibt sich also, dass (z%,z}) als 2-periodische Losung fir 2 < ry < v/6 nach Satz
3.2.13 asymptotisch stabil ist, da fiir diese Werte [g'(x3 4)| < 1 gilt.

Fiir rg = /6 erhilt man

g'(x3) = -1

und das Analogon fiir . Daher sind z3 und zj nicht hyperbolische Fixpunkte von g.
Da fiir g die Voraussetzungen von Satz 3.2.9 erfiillt sind, betrachtet man die Schwarz-
sche Ableitung. Nach einiger Rechenarbeit erhdlt man Sg(z3) < 0 und Sg(z}) < 0,
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Abbildung 3.6: Bifurkationsdiagramm mit o = 250, K = 500 und ro € [0, 3], wobei fiir
die Schrittweite von rg hier ﬁ gewdhlt und jeweils die 900-ste bis 1000-ste Iteration
gezeichnet wurde.

daher ist die 2-periodische Losung (z3,x}) auch fiir 7o = /6 ein asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt der Differenzengleichung (3.6). Fiir 7o > /6 schlieBlich ergibt sich,
dass [¢'(x3 4)| > 1, und daher nach Satz 3.2.13 die Instabilitéit der 2-periodischen Lésung
(2%, x3). Damit folgt auch, dass an 1o = 2 eine Sattelpunkt-Bifurkation auftreten wird.

Um 22-periodische Losungen zu finden, ist die Gleichung f*(z) = z, » € R}, zu lésen.
Allerdings ist in diesem Fall f* ein Polynom vom Grad 16 und daher im Allgemeinen
nicht explizit losbar. Deshalb geht man vom analytischen Losungsweg ab und betrachtet
das Bifurkationsdiagramm. Dazu wird r¢ nicht mehr als konstant angenommen, sondern
als verénderlicher Parameter. Nun wird auf der horizontalen Achse ro € [0, 3] aufgetragen
und auf der vertikalen Achse Iterationen von f™(xg,7¢), wobei n € N sehr grofl gewihlt
wird und xg € R ein fixer Startwert ist. Das so erhaltene Bifurkationsdiagramm zeigt
das Grenzverhalten der Orbits von xg.

In diesem Fall wurde fiir die Anfangspopulation zy der Wert 250 und fiir die Umweltkapa-
zitét K der Wert 500 gewéhlt. Zum Erstellen der Bifurkationsdiagramme wurde f™(xq, 7o)
fiir jedes n € {900,901, ...,1000} in den Abbildungen 3.6, 3.7 und 3.8 geplottet, wobei in
3.6 eine Schrittweite von ﬁ, in 3.7 eine Schrittweite von Wloo und in 3.8 eine Schrittweite
von m fiir ro gewéhlt wurde.

Man erkennt anhand der Diagramme das bereits analytisch bestimmte Verhalten der pe-
riodischen Losungen. Die Umweltkapazitdt K ist fiir 0 < rg < 2 ein asymptotisch stabiler
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Abbildung 3.7: Bifurkationsdiagramm mit zo = 250, K = 500 und r¢ € [2.3, 3], wobei
fiir die Schrittweite von 7 hier —— gewihlt und jeweils die 900-ste bis 1000-ste Iteration

- 1000
gezeichnet wurde.

Gleichgewichtspunkt, und die Losung verschwindet fiir rg > 2. An deren Stelle tritt ein
asymptotisch stabiler 2-periodischer Losungszyklus fiir 2 < ro < V6 = 2.4495, vgl. Ab-
bildung 3.6. Auch das weitere Verhalten, das analytisch nicht mehr bestimmbar ist, lisst
sich nun ablesen. Der 2-periodische Losungszyklus verliert an 1o = v/6 seine Stabilitéit
und geht in einen asymptotisch stabilen 22-periodischen Losungszyklus iiber. Dieser ver-
liert wiederum seine Stabilitdt und verschwindet, stattdessen bildet sich ein neuer stabi-
ler 23-periodischer Zyklus. Dieses Verhalten setzt sich weiter fort, es treten immer neue
asymptotisch stabile 2"-periodische Losungszyklen mit n € {4,5,6,...} bis zu dem Wert
T'oo & 2.570 auf, vgl. Abbildung 3.7. Dieses Phénomen wird Periodenverdopplung genannt.
In Abbildung 3.9 und 3.10 sind beispielhaft Losungszyklen der Lange 4 und der Linge
8 dargestellt, wobei eine Anfangspopulation von xy = 200, eine Umweltkapazitéit von
K = 500 und rg = 2.49 bzw. ry = 2.55 gewahlt wurde. Dabei ist festzuhalten, dass die
Lénge der einzelnen Stabilitdtsintervalle der Losungszyklen immer kleiner wird, je grofier
die Potenz n wird. Ab dem Wert r, treten keine Periodenverdopplungen mehr auf und
das Losungsverhalten wird wesentlich komplizierter.

Man erkennt, dass fiir 1o = 3 der Orbit von zy den maximal mé&glichen Bereich der
f™(xo, r0)-Achse fast zur Génze abdeckt. Dieser Bereich wird fiir sinkende ro-Werte klei-
ner und spaltet sich schlieflich in zwei Aste auf bei dem Wert r,, (siehe Abbildung 3.7).
Die beiden entstandenen Aste spalten sich nochmals beim Wert r,, (siche Abbildung
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Abbildung 3.9: Beispiel einer 4-periodischen Losung fiir zo = 200, K = 500 und ro = 2.49
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Abbildung 3.10: Beispiel einer 8-periodischen Losung fiir g = 200, K = 500 und r¢y = 2.55

3.7), sodass vier Aste erkennbar sind. Dieses Spaltungsverhalten der Aste setzt sich wei-
ter fort, bis zu rs. In diesem Bereich treten - mit Ausnahme des anschlielend erkléirten
3-periodischen Fensters - Losungszyklen jeder beliebigen Lénge auf, die ein stochastisch
anmutendes Verhalten aufweisen. In Abbildung 3.12 ist eine solche Losung fiir zg = 200,
K =500 und rg = 2.62 dargestellt und in Abbildung 3.11 eine 6-periodische Losung fiir
zo = 200, K = 500 und r¢ = 2.63.

Ein weiteres Phinomen, das in diesem Bereich auftritt, genauer fiir 2.828 < rg < 2.857,
wird das 3-periodische Fenster genannt, vgl. Abbildung 3.8. Am Beginn dieses Bereichs
erkennt man 3-periodische Losungszyklen, fiir welche bei wachsendem 7o wieder die schon
vorhin beschriebene Periodenverdopplung auftritt, vgl. Abbildung 3.8. Der 3-periodische
Losungszyklus geht also in einen 6-periodischen Losungszyklus iiber usw. Dieses Ver-
halten ist im gesamten 3-periodischen Fenster zu beobachten, und es ist festzuhalten,
dass, da ein Losungszyklus mit minimaler Periode 3 existiert, nach Satz 3.2.14 folgt, dass
Losungszyklen jeder beliebigen Lénge existieren. Die Intervalle, in denen sie auftreten,
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Abbildung 3.11: Beispiel einer 6-periodischen Losung fiir zy = 200, K = 500 und ry = 2.63

sind allerdings so klein, dass sie im Diagramm nicht mehr erkennbar sind.

Um das Zustandekommen des 3-periodischen Losungszyklus besser zu verstehen, betrach-
tet man die Funktion ¢ = f3. Das 3-periodische Fenster beginnt bei 7 = /8 = 2.828.
Der Graph 3.13(a) zeigt, dass fiir 7o < 7 zwei Fixpunkte existieren. Wenn r den Wert
7 annimmt, entstehen 3-periodische Losungen, die auch fiir ro > 7 weiter existieren, wie
Abbildung 3.13(c) zeigt. Dabei ist zu beachten, dass insgesamt sechs Losungen auftre-
ten, allerdings nur drei von diesen asymptotisch stabil sind. Diese asymptotisch stabile
3-periodische Lésung ist in Abbildung 3.13(c) mit gefiillten Punkten markiert, die insta-
bile mit Kreisen.

Um das Losungsverhalten im Fall vy = 3 analysieren zu kénnen, nimmt man eine lineare
Transformation der logistischen Gleichung (3.6) vor. Dazu seien A, B € R\ {0}, und man
setzt yp = Axy + B bzw. x5 = %yk — %. Damit ergibt sich

yk+1A:Ek+1+BA<$k<1+TQ(III?)>>+B
(v —B _y—B _
—A( I <1-|—7“0(1 Ve )))—i—B—
_ T2 2roB 4B
—AKyk+(1+To+ AK>yk+( 1 AK)BTO-

Die logistische Gleichung (3.6) soll in die Gleichung

Yr1 =25 — 1 (3.9)
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Abbildung 3.12: Beispiel einer chaotisch anmutenden Lésung fiir 2o = 200, K = 500 und
rog = 2.62.

transformiert werden. Dazu dient ein Koeffizientenvergleich, der Folgendes ergibt

_ro gLt
2K’ T4

und 79 = 3.

Da cos(2x) = cos?(z) — sin?(z) = 2cos?(x) — 1 gilt, ist eine Losungsfolge von (3.9) durch
cos(2¥x) mit k € N gegeben. Im Fall ry = 3 lisst sich die logistische Gleichung (3.6) durch
diese Transformation explizit 16sen. Durch Riicksubstitution ergibt sich als Losung von

Gleichung (3.6) also
2K 3
T = KR (1 — cos<2k arccos(l — ;;?))),

wobei zy hier wieder der Anfangswert, also die Grofle der Population zu Beginn der Be-

trachtung darstellt. Wie schon zu Beginn des Kapitels gezeigt, muss z9 € [0, %]
gelten. Da hier der spezielle Fall o = 3 betrachtet wird, ist zg € [0, %] vorauszusetzen,

damit die gesamte Losungsfolge positiv bleibt und damit die Sinnhaftigkeit des Modells
gewahrleistet ist. In Abbildung 3.14 ist die Losungsfolge fiir 7o = 3, Startwert xg = 200
und Umweltkapazitdt K = 500 dargestellt.

Zusammenfassend ergibt sich also, dass das Wachstumsverhalten der betrachten Popula-
tion in erster Linie von der Wachstumsrate ry abhéngig ist. Fiir die Wachstumsrate rg
muss stets 0 < ro < 3 gelten, damit das Modell sinnvoll ist. Fiir 0 < rg < 2 existie-
ren zwel Gleichgewichtspunkte, nédmlich der instabile Gleichgewichtspunkt x7 = 0 und
der asymptotisch stabile Gleichgewichtspunkt x5 = K. In diesem Bereich wird sich die
Bevolkerungszahl also unabhéngig vom Startwert im Wert K einpendeln und bei diesem
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Abbildung 3.13: Entstehung einer 3-periodischen Losung
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Abbildung 3.14: Beispiel einer chaotischen Losung fiir rg = 3, Startwert ¢ = 200 und
Umweltkapazitat K = 500.

verbleiben. Fiir 2 < 79 < /6 existieren zwei asymptotisch stabile Gleichgewichtspunkte
x5 und 2. Die Grofle der Bevolkerung schwankt also nach einiger Zeit zwischen den bei-
den Werten. Dabei ist zu bemerken, dass x5 < K < zj gilt. Falls V6 < g < 7o & 2.570,
treten fiir die PopulationsgroBe Losungszyklen der Linge 2% fiir 1 < k € N auf. Im Be-
reich 7o, < 19 < 2.828 treten schliefllich Losungszyklen jeder beliebigen Linge auf, wobei
die meisten stochastisch anmutendes Verhalten aufweisen. Deshalb spricht man hier auch
vom deterministischen Chaos. Das Verhalten der Populationsgrofie dndert sich allerdings
wieder falls 2.828 < rg < 2.857, denn in diesem Bereich treten Losungszyklen mit der
Linge 3% fiir & € N auf. Fiir die Wachstumsrate im Bereich 2.857 < ry < 3 tritt wie-
der deterministisches Chaos auf, und es sind keine Aussagen iiber das Grenzverhalten
moglich. Schliellich ist im Fall ry = 3 eine analytische Losung der logistischen Gleichung
(3.6) moglich, welche wieder chaotischen Charakter besitzt.

Bemerkenswert an diesem Modell ist, dass ausgehend von einer relativ einfachen Modell-
gleichung ein sehr komplexes Losungsverhalten resultiert. Da natiirlich auch eine Model-
lierung dieses Problems in stetiger Zeit erfolgen kann, wird darauf im néchsten Kapitel 4
néher eingegangen.



Kapitel 4

Ein zeitlich kontinuierliches
Einpopulationsmodell mit
dichteabhingiger
Wachstumsrate - Verhulstsche
Differentialgleichung

4.1 Das Modell

Analog zu Kapitel 3 soll in diesem Modell eine Population betrachtet werden, deren Wachs-
tumsrate r € RS‘ wieder von der Populationsgrofie abhéngig sein soll, sodass damit der
innerspezifischen Konkurrenz Rechnung getragen werden kann. Dazu bezeichne, ausge-
hend von einer kontinuierlichen Zeitachse, z(¢) > 0 die Populationsgrofie zum Zeitpunkt
t € R{, und man betrachtet den allgemeinen Ansatz

z(t) = r(z(t)) =(t). (4.1)
Die Wachstumsrate r(x(t)), t € Ry, soll drei Bedingungen erfiillen:

1. Wenn keine innerspezifische Konkurrenz auftritt, soll die Wachstumsrate gleich der
natiirlichen Wachstumsrate sein, also 7(0) = ro € R*.

2. Fiir wachsende Population soll die Wachstumsrate sinken.

3. Wenn die Populationsgrofie die Grenze der Umweltkapazitdt K € N erreicht, soll die
Wachstumsrate Null sein, also r(K) = 0.

Natiirlich gibt es verschiedenste Mdoglichkeiten fiir die Wahl von r(z(t)), hier wird der
lineare Ansatz gewihlt, also

r(a(t)) = 1o (1 - xg)) ‘e RY.

29
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Unter diesen Voraussetzungen gelangt man zu der Differentialgleichung

&(t) = rox(t) <1 - x;?) te Ry, (4.2)

welche das Bevolkerungswachstum, das durch innerspezifische Konkurrenz gebremst wird,
beschreibt. Die Gleichung (4.2) wird logistische Differentialgleichung oder auch Verhulst-
sche Differentialgleichung nach dem belgischen Mathematiker Pierre Francois Verhulst,
der diese Gleichung bereits 1838 zur Beschreibung von Populationsentwicklung vorschlug,
vgl. [Wal96], genannt.

4.2 Differentialgleichungen

Zuerst wird die grundlegende Struktur der Gleichung (4.2) betrachtet und anschlieend
auf deren Besonderheiten eingegangen.

4.2.1 Definition. Sei f: Q — R eine stetige Funktion mit Q € R"*2 und n € N. Dann
nennt man

fla,y,y' . y™) =0, (4.3)

eine gewdohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Falls die Differentialgleichung die
Form

y™ = f(x,y,9, 9", y"Y) (4.4)

besitzt, also nach der héchsten vorkommenden Ableitung aufgelost werden kann, so nennt
man die Differentialgleichung explizit, anderenfalls implizit.

Kommt in der rechten Seite der Gleichung (4.4) oder (4.3) die Variable x nicht explizit
vor, so nennt man die Differentialgleichung autonom.

Die Losung einer solchen Differentialgleichung ist eine n-mal differenzierbare Funktionen
y: I — R, die die Gleichung (4.3) auf einem zu bestimmenden Intervall I C R 16st.

Sind zusétzlich zur Differentialgleichung die Anfangswerte o € I und yo,...,yn—1 € R
bekannt und soll

y(xo) =vo, ¥'(xo) =w1,---» ¥ (x0) = yn1
gelten, dann spricht man von einem Anfangswertproblem.

Im Weiteren werden Losungsmethoden fiir lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
bendtigt, wie auch in [Heu06] ausgefiihrt wird. Dazu betrachtet man

y(@) = a(2)y + s(z), @ €R, (4.5)

wobei s Storfunktion genannt wird und die Differentialgleichung im Fall s = 0 als homogen,
anderenfalls als inhomogen bezeichnet wird.
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Zuerst betrachtet man den Fall der homogenen Differentialgleichung. Offensichtlich ist
mit y: I — R auch jedes Vielfache Cy mit C € R eine Losung von y'(z) = a(z)y,
x € I. Wenn a auf dem Intervall I C R stetig ist, so existiert dort eine Stammfunktion
Az f;o a(t)dt mit 2o € I fest. Um zur Losung der homogenen Gleichung zu gelangen,

betrachtet man
% exp </ a(a:)dx) = a(x) exp (/a(m)dx)

und erhélt, dass die Menge

{z(x) = Cexp (/ a(x)dx) ‘c R,z € 1} (4.6)

die Losungsmenge der homogenen Gleichung ist. Die Eindeutigkeit dieser Losung wird
gezeigt, indem man fiir eine beliebige andere Losung y der homogenen Gleichung

dy 2y -2y  zay—azy

0
dx 2z z2 22

auf dem Intervall I betrachtet. Denn daraus folgt, dass £ auf I konstant ist und somit y
ein Vielfaches von z sein muss.

Sollte zu der homogenen Differentialgleichung auch ein Anfangswert vorliegen, so wird die
Konstante C' durch diesen mit Hilfe von Cz(zy) = yo bestimmt. W#hlt man als Losung
z die vorher erwdhnte Stammfunktion A, so ergibt sich also als Losung der homogenen
Differentialgleichung 3y’ = a(z)y mit y(xo) = yo

x

o) =mex( [ atiat). (47)

Zo

mit « € I, da hier z(zg) = 1 und somit C' = yq gilt.

Im inhomogenen Fall, wenn also in Gleichung (4.5) eine Storfunktion s vorkommt, die
nicht konstant Null ist, seien die Funktionen ¢ und s am Intervall I definiert und a auf
I stetig. Falls y,, eine belicbige aber feste Losung von (4.5) auf I ist - man nennt y, in
diesem Fall eine partikuldre Lisung - so gilt fiir jede andere Losung y

=) =y —y,=ay+s5—(ay, +5) = aly — yp).

Das bedeutet aber, dass y — y, die Gleichung y'(z) = a(r)y, z € I, also den homogenen
Anteil von Gleichung (4.5), 16st, und daher muss nach den Uberlegungen iiber homogene
Differentialgleichungen erster Ordnung y von der Form

y(z) = yp() + Cexp (/ a(x)dx), vel,

sein und da jede Funktion dieser Bauart eine Losung von Gleichung (4.5) darstellt, ist sie
die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzengleichung, wenn C' ganz R durchléuft.
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Um eine partikulére Losung y, zu finden, verwendet man die Methode der Variation
der Konstanten, falls die Storfunktion s stetig am Intervall I ist. Hierzu nimmt man die
Konstante C' als abhéngig von x an, man ldsst also die Konstante C' variieren. Damit
erhélt man fir x € 1

C(x)a(x) exp ( / a(m)dx) +C'(x) exp < / a(x)dx) — a(2)C(x) exp ( / a(m)dx) + s(2),

woraus schlie3lich

(@) exp< / a(m)dx) —s(z), zel,

und damit
') = s(z) exp(—/a(m)dx), vel,

folgt. Da s als stetig auf I vorausgesetzt wurde und somit eine Stammfunktion existiert,
ist mit

Clz) = / s(z) eXp(— / a(x)dx)dx, vel, (4.8)

eine Funktion C' gefunden, sodass y,(z) = C(z)exp([ a(x)dz) eine partikulire Losung
von (4.5) ist.

Ist zu dem eben besprochenen inhomogenen Problem auch ein Anfangswert y(zo) = yo
mit xy € I und yo beliebig gegeben, dann erkennt man sofort, dass man die Konstante C'
der allgemeinen Losung, welche die Summe aus der partikuléren Losung der inhomogenen
Differentialgleichung und der allgemeinen Loésung der zugehorigen homogenen Differen-
tialgleichung darstellt, immer eindeutig so bestimmen kann, dass die Anfangsbedingung
erfiillt ist, also hat dieses Anfangswertproblem eine eindeutige Losung.

Eine wichtige spezielle Differentialgleichung, die im Folgenden von Interesse sein wird, ist
die nach Jakob Bernoulli benannte Bernoulli-Differentialgleichung.

4.2.2 Definition. Die nichtlineare gewohnliche Differentialgleichung
Y +fyt+gy* =0 (4.9)
mit @« € R/{0,1} und f,g: I C R — R, nennt man Bernoulli-Differentialgleichung.

Fiir o € {0, 1} wére die Bernoulli-Differentialgleichung linear, andernfalls ist es bei diesem
speziellen Typ von Differentialgleichung maglich, sie durch die Transformation z = y'~¢
auf eine lineare Differentialgleichung zuriickzufiihren. Man betrachtet

2 =01-a)y Y,

und multipliziert die Bernoulli-Differentialgleichung (4.9) mit (1 — a)y~“. Damit ergibt
sich die Gleichung

(I—a)y ™y +(1—a)fy"™*+(1—a)g=0,
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in welche nun z eingesetzt wird, das fithrt auf
Z+(1—-a)fz+(1—a)g=0. (4.10)

Die erhaltene Differentialgleichung ist linear. Ist fiir die Bernoulli-Differentialgleichung

ein Anfangswert y(0) = 1 bekannt, so lautet die transformierte Anfangsbedingung z(0) =
-«

n

Daraus resultiert also, dass eine Funktion y: I — (0,00) genau dann die Losung der

Bernoulli-Differentialgleichung ist, wenn die Funktion z: I — R mit z = y'~* Loésung der

linearen Differentialgleichung (4.10) ist.

Analog zum Vorgehen bei Differenzengleichungen ist es auch bei Differentialgleichungen
sinnvoll, deren Losungsverhalten durch die Bestimmung von Gleichgewichtspunkten und
deren Stabilitétsverhalten zu analysieren.

4.2.3 Definition. Man bezeichnet a € R als Gleichgewichtspunkt einer autonomen Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung ¢’ = f(y), wenn die konstante Funktion mit dem Wert
a eine Losung dieser Differentialgleichung ist.

4.2.4 Bemerkung. Mit anderen Worten ist a ein Gleichgewichtspunkt von y' = f(y), wenn
f(a) =0 gilt.

Die Stabilitdtsbegriffe fiir Differentialgleichungen werden analog zu jenen fiir Differen-
zengleichungen eingefiihrt, welche im vorherigen Kapitel behandelt wurden, und werden
deshalb hier nicht nochmals explizit angefiihrt.

4.3 Modellanalyse

Man betrachtet nun die zuvor als Modellgleichung eingefiihrte Gleichung (4.2)

i(t) = ro-x(t) (1 - xf({t)) te Ry,

mit dem Anfangswert z(tg) = 2o € RY, tg € R{, 79 € RT und K € R, bei welcher es sich
um eine autonome gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung handelt. Aulerdem
erkennt man, dass diese Gleichung die Gestalt einer Bernoulli-Differentialgleichung besitzt.
In diesem Fall ist a =2, —f =rp und g = 2. Mit den Uberlegungen aus dem vorherigen
Kapitel kann man die Gleichung (4.2) mit der Transformation z = z~! schreiben als

2 () = f(£)2(t) + g(t) = —roz(t) + %0 teRY, (4.11)

wobei diese Gleichung wie gewiinscht nun linear ist und die transformierte Anfangsbedin-
gung z(tg) = x5 " lautet. Nach (4.6) ist also

zp(t) = Cel —modt — Gt CeR,te Ry,

die Losung der homogenen Gleichung.
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Um eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, verwendet man die Methode der
Variation der Konstanten, wie im vorherigen Kapitel beschrieben wurde. Nach (4.8) erhélt
man die von der Variation der Konstanten C herrithrende Funktion

7"0t

_ TO _ [ —p &
C(t)z/s(t)e f“(t)dtdt:/?e I odtdtzf, t e RY,

und damit die partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung

1
2p(t) = o t€ Ry .

Um dem Umstand Rechnung zu tragen, dass es sich hier um ein Anfangswertproblem
handelt, beriicksichtigt man, dass der transformierte Anfangswert z(0) = z ! Jautet und
betrachtet die allgemeine Losung als Summe von homogener und partikulédrer Losung an
der Stelle t =0

1
z(0) = e +Ce 00 = g5t
Aus dieser Gleichung lésst sich nun C = zi — % bestimmen, und damit erhélt man die

Losung der Bernoulli-Differentialgleichung 84.11)

1 1
— — _ — )p—rot RE
z(t) K+ (xo K)e , teR].

Durch Riicksubstitution z = 271 gelangt man zur Losung der Modellgleichung (4.2)

K K(E()
- - , teR]. 4.12
1+ (£ —1)emrot @+ (K —zg)e ! 0 (4.12)

x(t)

Um sich ein Bild iiber das Verhalten der Losung der Modellgleichung (4.2) zu machen, ohne
deren explizite analytische Losung zu berechnen, besteht die Moglichkeit der Erstellung
des Phasenportraits. Dafiir stellt man 4 in Abh#ingigkeit von x € Rg dar, das heifit man
betrachtet die Funktion f(z) =roz(1 — £), € R{, in der (z,4)-Phasenebene.

Schon aus der Abbildung 4.1 ist ersichtlich, dass die Modellgleichung (4.2) zwei Fixpunkte
besitzt, ndmlich 7y = 0 und z5 = K. Dies kann natiirlich auch auf analytischem Weg
nachgepriift werden, indem man #(t) = 0, x € Ry, 16st.

Da der Anfangswert xy > 0 vorausgesetzt wurde, ist der Nenner von (4.12) entweder
konstant, falls g = K erfiillt ist, oder streng monoton fallend oder wachsend, falls oy # K
gilt. Weiters ist zu beobachten, dass der Nenner an der Stelle ¢t = 0 den Wert K hat und
fiir t — oo gegen x strebt. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, dass der Nenner fiir alle
t > 0 positiv ist, und daher keine Division durch Null auftreten kann.

Fiir das Verhalten der Losung kann man Folgendes feststellen:
1. Wenn zy = 0 gilt, so bleibt die Losung fiir alle Zeiten konstant Null.

2. Wenn zy € (0,K) gilt, dann ist der Nenner der Losung (4.12) streng monoton
fallend. Damit steigt die Losung streng monoton gegen K.
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roK

Abbildung 4.1: Phasenportrait von (4.2)

3. Wenn zy = K gilt, so bleibt die Losung fiir alle Zeiten konstant K.

4. Wenn zg € (K, 00) gilt, ist der Nenner der Losung (4.12) streng monoton steigend
und daher die Losung streng monoton fallend gegen K.

Da die Wendepunkte der Losung (4.12) die Nullstellen der zweiten Ableitung sind, benétigt
man

7,.2
2/ (t) = — (Qx(t)x'(t) — Kx’@)) = %x(t) (x(t) - I;) (z(t) — K), teR{,

wobei bei beiden Umformungen 2’(t) = —22z(t)(z(t) — K), t € R, verwendet wurde.
Daraus ergibt sich, dass der Wendepunkt bei x(ty) = % liegt, womit auch der Wert von
tw durch Gleichsetzten von (4.12) mit £ bestimmbar ist, und man erhélt

1 K
tw= (1))
To Lo

Durch die Kenntnis des Wendepunktes ist es auch moglich, die maximale Wachstumsge-
schwindigkeit der Population zu ermitteln und zwar durch
K
2 (tw) = —Zatw) (@ltw) — K) = ==
Analog zu Kapitel 3 ist es auch bei diesem Modell moglich, Gleichgewichtslagen zu ermit-
teln und deren Stabilitét zu untersuchen. Nach Definition 4.2.3 muss fiir einen Gleichge-
wichtspunkt

f(z)=——z(z—-K)=0, xcR{,

gelten. Dies ist fiir x = 0 und z = K erfiillt, wie auch schon aus Abbildung 4.1 und 4.2
ersichtlich ist. Ebenso kann aus diesen auch das Stabilidtsverhalten dieser Gleichgewichts-
punkte abgelesen werden, es ist ndmlich x = 0 ein instabiler und = = K ein asymptotisch
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a(t)
800 1

700 A

600 -

K =500

400 +

300 1

200 1

100

Abbildung 4.2: Logistische Bevolkerungsentwicklung bei einer Umweltkapazitdt K = 500
und einer natiirlichen Wachstumsrate rg = 0.5 mit verschiedenen Anfangswerten x.

stabiler Gleichgewichtspunkt. Dieser Umstand kann auch analytisch verifiziert werden, da
fl(x) =ro— 27}?’”, r € Ry, gilt und aus f/(0) = ro > 0 folgt, dass mit # = 0 ein instabi-
ler Gleichgewichtspunkt vorliegt. Ebenso geht man fiir den zweiten Gleichgewichtspunkt
x = K vor und erhilt, dass dieser wegen f'(K) = —rg < 0 ein asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt ist.




Kapitel 5

Populationswachstum bei
altersabhingiger Fruchtbarkeit
und Sterblichkeit - Lesliemodell

5.1 Das Modell

Das hier betrachtete Modell des Populationswachstums bei altersabhéngiger Fruchtbar-
keit geht zuriick auf P. H. Leslie [Les45; Les48|, dem es auch seinen Namen verdankt.
Kennzeichnend ist in diesem Modell, dass die Geburtenrate nicht fiir die gesamte Popula-
tion konstant ist, sondern von dem Lebensalter der einzelnen Individuen abhéngt, wobei
dasselbe auch fiir die Sterblichkeit der Individuen gilt. Diese Modellannahme ist sinnvoll,
da in der Natur eben diese Unterschiede in Fertilitdt und Mortalitét in Abhéngigkeit vom
Lebensalter beobachtet werden kénnen. So durchléuft der Grofiteil der Individuen zu Be-
ginn seines Lebens eine unfruchtbare Phase bis zum Zeitpunkt der Geschlechtsreife. Ab
diesem Zeitpunkt nimmt die Fruchtbarkeit bis zu ihrem Zenit meist stetig zu und ver-
ringert sich anschlieend wieder. Die Mortalitéit ist in der Regel zum Lebensbeginn eines
Individuums erhoht, nimmt dann ab, um ab einem gewissen Alter wieder anzusteigen. Um
diese Abhingigkeiten zu modellieren, werden die Individuen der Population entsprechend
ihres Alters @ € Ry in m + 1 € N verschiedene Klassen, mit Linge 7 € RT eingeteilt,
wie in [NT79] ausgefithrt wird. Dabei ist k7 < a < (k + 1)7, wobei k = 0,...,m. Da in
den meisten Populationen der Anteil an weiblichen und ménnlichen Individuen in etwa
gleich grof} ist, ist es legitim, sich bei der mathematischen Modellierung auf die weibli-
che Population zu beschrinken. Zur Wahl von 7 € N ist zu sagen, dass dieses gerade so
klein anzunehmen ist, dass jede Altersklasse sowohl beziiglich der Fruchtbarkeit als auch
beziiglich der Sterblichkeit als homogen angenommen werden kann und m € N so grofl
sei, dass das Maximalalter der Individuen immer kleiner als (m + 1)7 ist.

Die Populationsgrofle wird zu diskreten Zeitpunkten ¢t = s7, s = 0,1,2,..., betrach-
tet wobei im Folgenden kurz vom Zeitpunkt s anstatt von ¢ = st gesprochen wird. Die
Klasseneinteilung erfolgt in dem Sinne, dass die Anzahl der weiblichen Individuen, deren

37
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Lebensalter a € Rar zum Zeitpunkt s, s = 0,1,2,..., im Intervall k7 < a < (k + 1)7,
k =0,...,m, liegt, mit zxs bezeichnet wird und damit fiir die Anzahl der weiblichen
Individuen in der k-ten Altersklasse zum Zeitpunkt s steht. Nach Ablauf der Zeitspanne
7 tritt ein gewisser Anteil von Individuen der k-ten Altersklasse fiir k = 1,...,m — 1 in
die néchsthohere Altersklasse (k + 1) iiber; dieser Anteil wird mit ay € (0, 1] bezeichnet.
Damit gilt fir k=1,...,mund s =0,1,2,...

Th,s41 = Qk—1Tk—1,s- (5.1)
Da ar mit kK = 1,...,m — 1 der Anteil der Individuen in der k-ten Altersklasse ist, die
eine weitere Zeitspanne 7 iiberleben, muss 0 < a; < 1 gelten. Wére a = 0 fiir ein

k € {0,...,m — 1} so wéren alle folgenden Alterskassen (k + 1), (k + 2),... leer und da-
mit nicht relevant, denn es kann keine Altersklasse iibersprungen werden. Weil m so grof3
gewiihlt wird, dass kein Individuum é&lter als (m + 1)7 werden kann, ergibt sich, dass stets
am = 0 gilt, also kein Individuum von der m-ten in die (m + 1)-te Altersklasse aufsteigen
kann.

Wegen der Abhéingigkeit der Geburtenrate vom Alter der Individuen wird diese fiir jede
Altersklasse einzeln angegeben. Dazu bezeichne «y, € ROJF, k =0,...,m,die durchschnittli-
che Anzahl von Nachkommen, welche von einem sich in der k-ten Altersklasse befindlichen
Individuum in der Zeitspanne 7 geboren werden und das Ende dieser Zeitspanne erleben.
Diese Nachkommen befinden sich ab der n#chsten beobachteten Zeitspanne in der 0-ten
Altersklasse. Dabei ist ay nicht vom Beobachtungszeitpunkt abhingig.

Zusétzlich seien fiir die Geburtenraten die spater notwendigen Voraussetzungen, dass min-
destens ein j € {1,...,m} mit ggT(j+1,m+ 1) = 1 existiert, fiir welches a;; # 0 gilt und
., # 0, erfiillt. Erstere kann durch eine geeignete Wahl von 7, zweitere dadurch, dass
man nur die Altersklassen bis zur letzten fertilen Altersklasse betrachtet, erreicht werden.
Die Groflen der weiteren Altersklassen ergeben sich im Laufe der Zeit aus der Grofle der
letzten fertilen Altersklasse.

Damit ergibt sich die Anzahl der Individuen, welche sich zum Zeitpunkt s+ 1 in der 0-ten
Altersklasse befinden zu

m
Z0,541 = Z QpTrs, S € Ng. (5.2)
k=0

Zusammenfassend ldsst sich die Dynamik der Population mit Hilfe von Abbildung 5.1
veranschaulichen, die eine Momentdarstellung zum Zeitpunkt s+ 1, s € Ny, ist. Es treten
ag—1Tk—1,s, kK = 1,...,m, Individuen zum Zeitpunkt s + 1 von der (k—1)-ten Klasse, in
Abbildung 5.1 bezeichnet mit K1 k — 1%, in die k-te Klasse iiber, und weiters bringen die
Individuen in der k-ten Altersklasse apxis, K = 1,...,m, Individuen durch Geburt in die
0-te Altersklasse ein.

Die Modellgleichungen (5.1) und (5.2) bilden also ein System von m + 1 linearen Differen-
zengleichungen erster Ordnung mit konstanten, also von s unabhéngigen, Koeffizienten
ag, k=0,1,...,m, und ax, kK =0,1,...,m — 1. Ein solches System gestattet es zu jeder
anfinglichen Klassenbelegung (zoo, Z10,- - -, Zmo) die Klassenbelegung der Population zu
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apTos a1T1s a2T2s aszT3s Am—1Tm—1,s

Abbildung 5.1: Momentdarstellung der Populationsdynamik zum Zeitpunkt s + 1

den diskreten Zeitpunkten s = 1,2,... sukzessive zu bestimmen.

Die so erhaltenen Modellgleichungen lauten fiir s € Ny:

To s+l = QoXos + Q1T1s + QX2 +...F QAmTms

T1,s+1 = GpZos

2,541 = a1T1s

T3,s+1 = a2T2s (5'3)
Tm,s+1 = Um—1Tm—1,s

Diese kénnen auch in Matrizenform geschrieben werden. Sei Zs11 € (Rf)™*!, s € N, dann
entspricht dem zuvor aufgestellten Gleichungssystem

For=L-F, s=0,1,..., (5.4)
mit

Qp ] Q9 Qm

ag 0 0 0

0O a 0 ... 0 (1) (mt1)

m X(m
e | € (’) : (55)
0 ...... 0 A —1 0

Da P. H. Leslie dieses Modell als Erster aufstellte und untersuchte, wird die Matrix L oft
als Leslie-Matriz bezeichnet.

Man ist aber nicht nur an der sukzessiven Losung diese Gleichungssystems interessiert,
sondern vor allem am Langzeitverhalten der Populationsentwicklung. Fiir die Untersu-
chung dieses Verhaltens folgen einige notwendige mathematische Uberlegungen.
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5.2 Mathematische Uberlegungen

5.2.1 Der Satz von Perron—Frobenius

Im Folgenden sei stets n € N, falls nicht anders angegeben, weiters bezeichne O die
Nullmatrix.

5.2.1 Definition.

(i) Sei & = (zj)j=1,..n» € R", dann nennt man & positiv (bzw. mchtnegatw) alls
x; > 0 (bzw. ; > 0) fiir alle ¢ = 1,...,n, und schreibt dafiir & > 0 (bzw. & > 6)
Fiir 7,7 € R™ setzt man & > i (bzw. & > ¥), falls £ — 5 > 0 (bzw. falls Z — ¢ > 0).

(17) Sei A = (ajk)jk=1,. n eine reelle nx n-Matrix, dann nennt man A positiv (bzw.
nichtnegativ), falls a;, > 0 (bzw. aj; > 0) fiir alle j,k = 1,...,n, und schreibt dafiir
A > O (bzw. A > O). Fir A, B € R™" schreibt man A > B, falls A— B > O und
A>B,falls A— B > 0.

5.2.2 Korollar. Seien A und B reelle n xn-Matrizen, und sei £ € R™. Gilt A > O und
B > O, so ist auch AB > O. Ist A > O und B > O, so ist AB > O. Ist A > O und
Z>0, s0ist TA >0 (bzw. AZ>0). Ist A> O und & >0, so ist TA >0 (bzw. AZ > 0).

5.2.3 Definition. Sei A eine n X n-Matrix und A ein Eigenwert von A. Unter einem
Linkseigenvektor von A zu Eigenwert \ versteht man einen vom Nullvektor verschiedenen
n-dimensionalen Zeilenvektor b mit b4 = Ab. Ein n-dimensionaler Zeilenvektor ¢, der
ungleich dem Nullvektor ist und die Eigenschaft A¢ = A€ besitzt, wird Rechtseigenvektor
von A zu Eigenwert A genannt, oder kurz Eigenvektor.

5.2.4 Bemerkung. Die Linkseigenvektoren von A zu A sind also genau die Transponierten
der Rechtseigenvektoren von AT zum Eigenwert A.

5.2.5 Definition. Eine quadratische nichtnegative Matrix A = (ai;);, j=1,....n heiit irre-
duzibel, falls fiur alle 4,5 € {1,...,n} ein k = k(4,5) € N existiert, sodass ( EJ)) > 0 gilt,
wobei AF = ( Ef))z,jzl...,n' Eine quadratische nichtnegative Matrix A heiflt primitiv, falls
eine natiirliche Zahl k existiert, sodass A* > O gilt.

5.2.6 Bemerkung. Nach dieser Definition ist jede primitive Matrix auch irreduzibel. Wenn
alle k(i,7) einer irreduziblen Matrix nicht von ¢ und j abhiingen, so ist sie primitiv.
AuBlerdem ist jede positive Matrix sowohl irreduzibel als auch primitiv.

Wie aus der linearen Algebra bekannt, gilt folgender Satz:

5.2.7 Satz. Sei A € C"*"™ eine Matriz mit r > 0 verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A\, €
C und

p(A) =a(A=A)"" A=) ... (A=), a€eC,

das zugehdrige charakteristische Polynom. Dann ist A dhnlich zu einer Matriz J € C"*"™,
es gibt also eine requlire Matric P € C™*™ mit A = PJP~', wobei J folgende Gestalt
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besitzt
Cy, O 0
J— 0 Cy,
’ 0
0 0 G,
Dabei ist jedes Cy; € C"*" fiir j =1,...,r eine Diagonalblockmatriz mit

C)\ _dlag< my (X )()‘) ""Jml()\j)(Aj)7Jm2()\j)(Aj)7"'7Jm2()\]‘)(Aj)?"'7

k1(2;)>1 ka(x;)=1

T,y (Nj)s - Jmp(xj)(kj))

kp(Aj)Zl

mit my(A;) > ma(Xj) > -+ > mp(N;) und auferdem dimker(A — A\;I) = ZP()‘ D ke (A (Aj),
wobei

A1 0 0
0 . :
Jm()\): SRR c Ccmxm,
: SRR |
0o ... ... 0 A

Die Matrixz J heifit Jordansche Normalform von A und die Matrizen J,, Jordanblicke.

5.2.8 Lemma. Sei A € C"*" und J € C"*" die zu A gehorende Jordansche Normalform,
dann gilt mit der Notation von Satz 5.2.7 fir k € N mit J* = (]lm)l m=1,...n

jlkm:@( max  k™maxi=1,.., pm1—1|A | ) fir Lm=1,...,n,

j=1,...,7
wobei es sich bei O' um ein Landausymbol handelt.

Beweis. Da die Jordansche Normalform nur aus den Jordanblocken und Nulleintrigen
besteht, reicht es fiir den Beweis, die Jordanblocke einzeln zu betrachten.
Sei A € C ein Eigenwert von A und J,,,(A) € C™*™ der zugehérige Jordanblock, dann

1Sei QCR, f: Q — R und g: Q — R. Existiert ein M > 0 und ein zg € R, sodass
[f(z)| < M|g(x)| fiir alle =z > =,

gilt, dann schreibt man f(z) = O(g(x)) fiir £ — oo, wobei O(g(x)) ein sogenanntes Landau-Symbol ist
und mit ,,Grofl O” bezeichnet wird.
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kann dieser geschrieben werden als

A0 0 0 1 0 0
0
Tmn(\) = - 0
0 1
0 0 A 0 0
=:N

Daher kann J* mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes geschrieben werden als

k

k k
JEA) = AT+ N)F = X1+ (1))\’“1N+ (2>AHN? et <k "

Yk
_ kI k_iNi.
A +§<Z>A

Der néchste Schritt besteht darin, zu zeigen, dass N eine nilpotente Matrix ist, das heifit,
es existiert ein a € N, sodass N® = O und N~ ! # O gilt, und sogar o = m erfiillt ist.
Fasst man NN als die Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung f: C™ — C™ auf, das
heifit die Spalten der Matrix IV sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren €1, ..., €,
von C™ unter der Abbildung f, so erhilt man

)AN’“ + Nk =

£ cm —»Cm,
' (xl,zg,...,xm) — (zg,mg,...,xm,O).

Daher ist firi=1,...,m

. €1 firl <i<m,
sonst.

Da jedes & = (2;)i=1,...,m € C™ als Linearkombination der Basisvektoren geschrieben
werden kann, also =) _." | x;€;, und f linear ist, gilt fir « > m

FE) = (@) =1
=1

Damit ist f fiir @ > m die Nullabbildung, gleichzeitig N die Nullmatrix. Weiters sei
festgehalten, dass aus diesen Uberlegungen fiir « < m

[ =06j4ar fir jk=1,...,m,

wobei 04,1 das Kronecker-Delta bezeichnet, folgt.
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Mit Hilfe dieses Resultates gilt also fiir « > m

A et G (0 ey
T
J = :
: .. .. (?))\a—l
0 0 A%
Sei nun A4, der betragsméflig grofite Eigenwert von A, dann ist noch zu zeigen, dass
(A" = O™ Apael|®) fiir alle b = 0,. — 1 gilt, also ein M > 0 existiert,
sodass |( AT h| < M| e D W O | fiir alle h = 0,...,m — 1 gilt. Sei nun M :=
maxp=0,... m—1 |Mh,dann gilt fir h=0,...,m—1
(h)/\ Pl< am™ N h|:W§M|a | =
m—1ya )‘maz m—1 m—1 o
<M|OL A | o M|Oé |/\maq~| | <M|a |/\mam| |a

wobei verwendet wurde, dass sowohl

h
« « h m—1
(h><h!<0‘ sat

gilt, als auch P\I" < M fiir h=0,...,m—1 erfiillt ist und ’/\0

max

< 1 gilt. Damit existiert

ein M mit den geforderten Eigenschaften und der Beweis ist abgeschlossen. a
5.2.9 Satz (Perron-Frobenius). Sei T eine irreduzible (n x n)-Matriz. Dann gilt:
(1) Es existiert ein reeller Eigenwert A mit A > 0.
Es existiert ein positiver Eigenvektor £ von T zum FEigenwert .
Fiir jeden weiteren Eigenwert p von T gilt A > |p].
Jeder nichtnegative Eigenvektor von T ist ein Vielfaches von &.

Fiir jede Matrix B mit O < B < T gilt |5| < A fir alle Eigenwerte € C von B.
Gibt es einen Eigenwert 8 von B mit |8] = A, so muss B =T gelten.

(vi) Der Figenwert X ist ein einfacher Eigenwert von T.
Fiir ¥ = (2;)i=1,.n € C" sei im Folgenden stets |Z| := (|7;|)i=1,...n € (RJ)".

Beweis. ad i) und ii): Da T irreduzibel ist und nach dem binomischen Lehrsatz fiir k € N

k
(I+T)F Z( )T’I+kT+k(k_1)T2+k(k_2é(k_1)T3+...+T’“,
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gilt, sind alle Elemente von (I + T)* fiir hinreichend groBes k positiv und damit muss
I 4+ T primitiv sein.
Sei nun P := (I + T)*, wobei k € N so gro gewihlt wird, dass P positiv ist. Dann gilt
fiir alle Vektoren @, ¢ € R™*! mit % < ¢ und @ # ¥, dass Pi < P&.
Nun definiert man fiir ein Z € R™! mit Z> 0 und Z # 0
N oz o (T)
L(Z):=max{s e R:sZ<T7} = 12;;” o (5.6)

wobei der Index i auf das i-te Element des entsprechenden Vektors verweist. Fiir jedes
r € RT gilt damit nach Definition L(rZ) = L(Z). Wenn nun § € R™*! mit Z < 7 und
Z # i erfiillt ist, so folgt, dass Pz < Py. Aulerdem gilt

PT=(I+T)'T=I+T)"'IT+1T1? =
=+ T+ T) = =TI +T)*=TP,

da die Matrixmultiplikation mit der Einheitsmatrix kommutativ ist.
Wenn sz’ < T'Z, so muss nach den vorangegangenen Uberlegungen sP2 = Psz < PTZ =
T PZ erfiillt sein und damit auch

L(P2) > L(?)

gelten. AuBlerdem muss L(Z)PZ < TPZ fir L(2)Z # TZ erfiillt sein.

Damit erhélt man, dass L(PZ) > L(Z) gelten muss, wenn Z kein Eigenvektor von T zum
Eigenwert L(Z) ist. Die bisherigen Resultate legen die Suche nach einem positiven Vektor,
der L maximiert, nahe.

Dazu betrachtet man das Bild von G := {Z € R**! : Z > 0, ||#||2 = 1} unter P. Dieses ist
als das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung wieder kompakt. Au-
Berdem sind alle Bildelemente von P(G) positiv, da P positiv ist. Damit ist L eine stetige
Funktion auf der kompakten Menge P(G) und nimmt daher ihr Maximum tatséchlich an.
Bezeichne im Folgenden A = maxzc p() L(Z). Da nach den vorangegangenen Uberlegung-
en L(Z) < L(P(2)) gilt, folgt damit

A= max L(Z).
Z—»eRnxl
z>0,z£0

Da bereits gezeigt wurde, dass L(PZ) > L(Z) gilt, wenn Z kein Eigenvektor von T ist,
resultiert nun, dass das Maximum A an einem FEigenvektor ¥ angenommen werden muss
und auflerdem, dass A der zugehorige Eigenwert ist. Auflerdem ist £ € P(G) und daher
muss Z > 0 gelten. Da 7% > 0 und TZ = AZ erfiillt ist, muss auch A > 0 sein.

Damit existiert also ein reeller positiver Eigenwert A und ein zugehoriger positiver Eigen-
vektor & von T.

ad i71): Sei p € C ein beliebiger Eigenwert von T' = (t;;)i j=1,...n Und § = (¥;)i=1,...n €
R™*! ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt py = T bzw. uy; = 2?21 tijy; fiir alle
it =1,...,n. Da T irreduzibel ist, muss ¢;; > 0 fiir alle 4,7 = 1,...,n erfiillt sein, und es
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folgt fir allei =1,...,n
lullys| < ztzﬂyi\ bzw. |pullg] < Tyl
j=1
Mit Hilfe der Definition von L in (5.6) ergibt sich daraus
lul < L(lgl) < A,

wobei \ wieder der gréfite Eigenwert von T aus 4) ist. Damit ist der Eigenwert A von T
tatsdchlich grofer oder gleich jedem anderen Eigenwert von T

ad iv) Angenommen es existiert ein Eigenvektor ¥ € R™*1, 7 > 0,7 # 0, zum Eigenwert
1 € C, der kein Vielfaches von Z ist, d.h. es gibt keine Konstante ¢ € R, sodass § = cZ.
Nach Punkt (vi), der noch unabhéingig bewiesen wird, muss p # A gelten. Da P = (I+T)*
positiv ist, folgt

l l
o l . AN
0<(I+T)lg:§:<j)TJg:§ (j)uw:(lw)lzz 1>k,
3=0 3=0

und damit, dass i > 0 und p reell ist. Insbesondere gilt —1 < p < A. Da Z und ¥ beide
positiv sind existiert ein hinreichend kleines ¢ > 0, sodass 2’ := & — t¢ > 0. Dann gilt

TZ =T(Z —ty) = \T — utg > MNT — ty) = \Z,
woraus L(Z) > X folgt, ein Widerspruch zur Definition von A.
ad v) Sei O < B < T und 7z € R mit 2 # 6, sodass Bz = 7. Dann gilt

|8]|2] = |BZ] = |BZ] < (szﬂzj) = B|z],
j=1

i=1,...,n
und damit
T\Z = B|Z| = |8||2]. (5.7)

Es resultiert also |5] < A.

Gelte nun |3 = A. Beachtet man die Definition von L in (5.6), so erhélt man L(]Z]) = A
und damit, dass |Z] > 0 gilt, und auflerdem, dass |Z| ein Eigenvektor von T zum Eigenwert
A ist. Nach (5.7) muss in diesem Fall T'|Z] = A|Z] = |B||Z] = B|Z] gelten, woraus T' = B
folgt.

ad vi) Sei T € C™*™ und definiert man die Abbildung

A C — Cm*m,
x—axl =T,
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dann ist A differenzierbar und damit auch die Abbildung = — det(zl — T), x € C. Setzt
man B(X) = (bij(x))ij=1,..n ;=2 =T, x € C, dann gilt

bij(.ﬁ):x'éi]‘—ti]‘, i,jzl,...,n,xe(C,
wobei 6;; das Kronecker-Delta bezeichnet. Demnach gilt fiir die Ableitung

d

—bi; =06, 4,j=1,...,n, x €C. 5.8
dx J J

Die Determinante von B(z) kann als multilineare Funktion F' der Eintriige von B ge-
schrieben werden, also

detB(:z:) = F(b11($), b12($), ey bgl(ﬂf), bgg(x), e ,bnn(I)), S (C,

und daher ergibt sich nach der Kettenregel sowie Gleichung (5.8)

. dr db” N~ dF

j=11i=1

Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz erhédlt man fiir die Determinante von B durch
Entwicklung nach der i-ten Zeile, i € {1,...,n},

det B(z) = Z(—l)”jbij(a:) det B;j(x), =z €C,
j=1
wobei Bjj, 4,5 = 1,...,n, die Matrix bezeichnet die durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte aus der Matrix B resultiert. Daher folgt

dF
=det By(xz), i=1,...,n, z €C,
dby;
da in den Matrizen B;j;, 4,5 = 1,...,n, die Elemente b;; nicht auftreten. Insgesamt folgt

mit Gleichung (5.9)

B n
ddet Z det B,L“

also

d
d—det (zI =1T) Zdet xI = T;)

wobei I die Einheitsmatrix in entsprechender Grofle kennzeichnet und T; := Tj;, i =
1,...,n. Der niichste Schritt ist, zu zeigen, dass, falls T' irreduzibel ist, det(AI — T;) > 0
fir allet = 1,...,n gilt. Dazu betrachtet man die Matrix Ti, die durch Ersetzten der i-ten
Zeile und der i-ten Spalte von T' durch eine Nullzeile bzw. Nullspalte entsteht. Da T irre-
duzibel ist, kann 7" keine Nullzeile bzw. Nullspalte enthalten, und daher gilt O < T, <T.
Nach (v) muss also fiir alle Eigenwerte p von T gelten, dass || < . Weiters hat T}
bis auf Null die selben Eigenwerte wie T;, da nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz
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tdet(tl — T;) = det(tI — Ty) folgt. Also gilt det(t] — T}) # 0 fiir alle ¢ > ), insbesondere
damit auch det(tl —T;) # 0 fiir alle ¢t > A

Nun ist zu zeigen, dass fiir eine Matrix A € C"*" n € N, und p € C das charakteristische
Polynom det(ul — A) ein monisches Polynom ist. Der Beweis wird durch vollstéindige
Induktion erbracht. Fiir n = 1 ist A = (a) und det(ul — A) = u — a, also ist das charak-
teristische Polynom monisch.

Induktionsschritt: Sei A € C*+*(+1) "dann gilt nach dem Laplaceschen Entwicklungs-
satz durch Entwicklung nach der ersten Spalte mit bisheriger Notation

n+1
det(ul — A) = ( — ayy) det(pl — Ap)+ Y (=1)*ag det(ul — Apy).
k=2

Laut Induktionsannahme ist det(ul — Aj1) ein monisches Polynom vom Grad n, und
det(ul — Ay1) ein Polynom mit Grad < n. Damit ist auch det(ul —A) fiir A € C(+1)x(n+1)
ein monisches Polynom von Grad n + 1.

Also muss auch det(¢tI — T;) ein monisches Polynom sein. Dieses geht fiir ¢ — co gegen
Unendlich, besitzt im Intervall [\, co) allerdings keine Nullstelle. Also muss det(t/—T;) > 0
fiir t > A gelten.

Damit ist die Ableitung des charakteristischen Polynoms von 7" an A nicht Null und damit
die algebraische Vielfachheit von A gleich eins. Da die geometrische Vielfachheit immer
kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit ist, muss auch diese gleich eins sein. O

5.2.10 Definition. Der Eigenwert A aus Satz 5.2.9 heifit dominanter Eigenwert von A.

Der Satz von Perron—Frobenius ist in der Literatur wohldokumentiert und in vielfiltigen
Ausfiihrungen zu finden, deshalb sei an dieser Stelle auf [Lan69; Gan71; Sen81; Var62]
verwiesen.

5.2.11 Lemma. Sei A € C™*" eine positive Matriz mit dominantem Figenwert A = 1.
Dann gilt fiir alle weiteren Eigenwerte p von A sogar |p] < A.

Beweis. Sei p € C\{1} ein Eigenwert von A mit || = 1 und 2 ein zugehoriger Eigenvektor.
Dann gilt

2] = |uz] = |AZ] < |A]|2] = Al],

also |Z] < A|Z]. Sei nun 7 := A|Z] — |Z] > 0. Angenommen, es gilt 7 # 0, dann ist A7 > 0
und A|Z] > 0, sodass ein € > 0 existiert mit Ay > eA|Z]. Mit B := %_‘_EA gilt

Ay > eAlZ] < A(AlZ] - |2]) > €AlZ] <  BA|Z| > AlZ.

Da B ebenfalls eine positive Matrix ist, muss fiir alle k € N auch B¥A|Z| > A|Z]. Aulerdem
gilt fiir alle Eigenwerte 3 von B, dass || < 1, daher muss nach Satz 5.2.8 auch B¥ — O
fiir k — oo erfiillt sein, weil eine reguléire Matrix H existiert, sodass B¥ = H*.JI(H~1)*.
Dies impliziert allerdings, dass alle Elemente von A|Z] < 0 sind und stellt damit einen
Widerspruch zur Voraussetzung, dass A > O ist, dar.

Also ist |Z] > 0 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1. Es folgt nach Punkt (iv) von



KAPITEL 5. LESLIEMODELL 48

Satz 5.2.9, dass |Z] ein Vielfaches von # sein muss. Aulerdem gilt nach den bisherigen
Uberlegungen, dass |Z] = |AZ] und, da |Z] ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 ist,
dass |Z] = A|Z]. Also muss auch |AZ] = A|Z| gelten. Daher besitzen alle Elemente von Z
dasselbe Vorzeichen, da A positiv ist. Deshalb muss |Z] auch ein Vielfaches von 2z sein und
damit ist 2z ein Vielfaches von Z. Damit ist aber z'ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwert
1, also = 1, ein Widerspruch. a

5.2.12 Korollar. Ist in Satz 5.2.9 die Matriz T primitiv, dann gilt mit selbiger Notation
fiir jeden anderen Eigenwert u von T sogar |p] < A.

Beweis. Da T primitiv ist, existiert nach Definition ein k € N, sodass T* > O, und weiters
nach Satz 5.2.9 ein dominanter Eigenwert )\, da jede primitive Matrix auch irreduzibel
ist. Sei 7 € C ein beliebiger Eigenwert von T und Z ein zugehoriger FEigenvektor. Da mit
nZ = T7Z auch n*Z = T* 7 fiir k € N gilt, sind die k-ten Potenzen der Eigenwerte von T' die
Eigenwerte von T*. Der dominante Eigenwert von T* ist damit \*. Wihlt man nun k so
groB, dass T* positiv ist, und dividiert man alle Elemente von T* durch \*, so erhilt man
eine positive Matrix, deren dominanter Eigenwert gleich eins ist. Damit folgt die Aussage
des Satzes aus Satz 5.2.11. a

5.2.13 Definition. Ist die Matrix 7" in Satz 5.2.9 primitiv, nennt man den Eigenwert A
strikt dominanten Eigenwert.

5.2.14 Satz. Sei A eine reelle (n x n)-Matriz und u € R ein Eigenwert von A, zu dem
ein Figenvektor £ € R™*! mit £ > 0 existiert. Dann gilt

.....

n
min Za»k <upu < max Za'k
ke{L,...in} £ i = k(L) & R

also liegt dieser Eigenwert p zwischen der kleinsten und der gréfsten Spaltensumme von

A.

Beweis. Sei A = (a;j)ij=1,.n € R™" und & = (2;)i=1,..n € R™! ein nichtnegativer
Eigenvektor von A zum Eigenwert p € R. Da ux; = 2?21 a;;x; und x; > 0 fiir alle
i=1,...,n gilt, folgt

n n n n n
12 E xX; ML = E E AT = E E Qi T5 =
i=1

I
M=

i=1 i=1j=1 j=11i=1
n n n n
= E x; a;; < E T; max E ik
ke{l,...,n} 4
j=1  i=1 j=1 i=1

Da ) x; > 0, folgt daraus p < maxgeq1,. o} D oiey Gik-
Die Giiltigkeit von g > mingeqr,. ) Y oieq @ik folgt analog. a

5.2.15 Korollar. Sei T € R™*" eine irreduzible Matriz. Dann liegt der dominante Fi-
genwert X sowohl zwischen der kleinsten und der grofiten Zeilensumme als auch zwischen
der kleinsten und der gréfiten Spaltensumme von T, das heif§t, es gilt

n n
min Ztik <A< max Ztik’
KE{L,.n} = kefl,...n}
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n n
min tri <A< max tri-
ke{l,...,n}; == ke{l,...,n}; e

Beweis. Da die Matrix T die Voraussetzungen von Satz 5.2.9 erfiillt, existiert ein do-
minanter Eigenwert A und ein zugehériger Eigenvektor # mit # > 0. Daher sind auch
die Voraussetzungen von Satz 5.2.14 erfiillt. Damit liegt A zwischen der kleinsten und
der groBten Spaltensumme. Da T irreduzibel ist, ist auch 77, die Transponierte von T,
irreduzibel und besitzt daher auch einen dominanten Eigenwert . Weiters sind die cha-
rakteristischen Polynome von T und T7 gleich, daher muss A = y gelten. Also liegt A =
wieder nach Satz 5.2.14 zwischen der kleinsten und der gréften Spaltensumme von 77 Da
die Spaltensummen von 77 die Zeilensummen von 7T sind, ist der Beweis vollstéindig. Q

5.2.16 Bemerkung. Im Folgenden werde R™*™ mit R identifiziert, also R™*™ =~ R”2,
und die Konvergenz ist komponentenweise zu verstehen.

5.2.17 Satz. Sei T € R™ ™ eine primitive Matriz mit strikt dominantem Eigenwert .
Weiters sei @t € R™1 ein Rechtseigenvektor und v € R'™™ ein Linkseigenvektor von T
zum Eigenwert A. Dann ist es moglich, @ und U so zu wdhlen, dass vu =1 und

k
i _ oo
Koo AF
gilt. Ist W € R™*1, so gilt weiters
T*w
1 e o
o, e = ()i
Beweis. Seien A\, A1,..., A die r > 0 verschiedenen Eigenwerte von T und A; der be-

tragsméBig zweitgrofite Eigenwert von T. Da der strikt dominante Eigenwert A algebrai-
sche und geometrische Vielfachheit 1 besitzt, existiert nach Satz 5.2.7 eine regulére Matrix
H € C"*™ sodass

D NV
T—H(ﬁ Z)H :

wobei 0 € R™*1 der Nullvektor ist und Z = (Zab)a,p=1,...n—1 die aus den Jordanblocken
zu den Eigenwerten Aq,..., A\, bestehende Matrix bezeichnet.
Nach Satz 5.2.8 gilt mit selbiger Notation fiir ¥ € N und alle a,b € {1,...,n —1}

Z(]fb:O(an.'.)'(rkmaXiZI ,,,,, pmifl‘/\j|lc)'

)

Da nach den bisherigen Definitionen max;—1
gilt, folgt fir k € N

.......... r Al = A

28 = O™ A |*) fiiralle a,be{l,...,n—1}.
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Also ist
1 0 0
Tk 00 ... 0
JE;XE:]J S H™ (5.10)
00 ... 0

lm —d=lim ——=...=4u
k—o0 )\k k—o0 )\k ’

und es folgt, dass ein o € R\{0} existiert, sodass

10 ... O 1

00 ... 0 0
H''Yi=1|. . . N H u=a

00 ... 0 0

Analog erhélt man, dass ein 8 € R\{0} existiert, sodass ¢H = §(1,0,...,0), wobei hier
7 € RY™ ein Linkseigenvektor von T zum Eigenwert \ ist.
Da «, 8 # 0 gilt, ist es moglich ¥ und 4 zu normieren, sodass

ti=07HH Yi=af =1

gilt, und auflerdem ist

1 0 0

0o 0 ...
av=w|. . |H!

0O 0 ... O

erfiillt. Damit folgt nach Gleichung (5.10), dass limg_, Z—f = uv gilt.
Da die Konvergenz komponentenweise betrachtet wird und vw € R, gilt

. Tk Tk o s, o
P T T e = ()0 = e = (0
und damit auch die zweite Gleichung. a

5.2.2 Graphentheorie

Um herauszufinden, ob zu einer nichtnegativen, quadratischen, reellen Matrix A ein k € N
mit A¥ > O existiert, kann man Methoden der Graphentheorie heranziehen, wie unter
anderem in [BP79; BKI08] ausgefiihrt wird.

5.2.18 Definition. Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V, &), wobei V eine Menge
von Ecken oder Knoten ist und £ CV x V eine Menge von Knotenpaaren (4, j) ist, den
Kanten von G.
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5.2.19 Definition. Unter einer gerichteten Kantenfolge der Linge k > 1 in einem ge-
richteten Graph G versteht man eine Folge i, 1, ..., #; von Knoten, sodass es eine Kante
von 4g nach i1, von i1 nach is, ..., von ix_; nach i gibt. Die gerichtete Kantenfolge von
ig nach iy heiflt geschlossen, wenn iy = i gilt.

5.2.20 Definition. Sei G = (V, &) ein gerichteter Graph. Dann heifit dieser stark zu-
sammenhdngend von einem Knoten i € V aus, wenn von ¢ zu jedem Knoten j € V
eine gerichteten Kantenfolge in G existiert. Der gerichtete Graph G = (V, &) heifit stark
zusammenhdngend, wenn G von jedem Knoten i € V' aus stark zusammenhéngend ist.

5.2.21 Bemerkung. Anders formuliert ist ein gerichteter Graph G = (V, ) stark zusam-
menhéngend, wenn fiir alle 7, 7 € V eine gerichtete Kantenfolge von i nach j existiert.

5.2.22 Bemerkung. Einer nichtnegativen, quadratischen, reellen Matrix A wird ein gerich-
teter Graph G mit den Knoten {1,...,n} wie folgt zugeordnet: Es existiert eine gerichtete
Kante von ¢ nach j, 7,7 = 1,...,n, genau dann, wenn a;; > 0 gilt. Falls den Kanten
dabei die jeweiligen Werte von a;; zugeordnet werden, spricht man von einem gewichteten
gerichteten Graphen, anderenfalls von einem ungewichteten gerichteten Graphen. Im Fall
eines gewichteten Graphen kann die zugehorige Matrix daraus rekonstruiert werden, im
Fall eines ungewichteten Graphen kann die zugehorige Adjazenzmatriz gebildet werden.
Deren Eintrége sind entweder 0 oder 1, existiert eine Kante von vom Knoten ¢ zum Knoten
J,4,j =1,...,n, so ist der Matrixeintrag a;; = 1, anderenfalls gleich 0.

Zur Veranschaulichung betrachte man die Matrix A mit a,b,c,d, e, f,g € RT, die in Ab-
bildung 5.2 mit ihrem zugehorigen gewichteten gerichteten Graph dargestellt ist.

a
1
C
a b ¢ 0 b
10 0 a4 0 = e
A=1¢ 0 0 0 @d 3

f g 00

f

g
4

Abbildung 5.2: Matrix A und zugeordneter gerichteter Graph

5.2.23 Satz. Sei A = (ai;)i j=1,..n €ine nichtnegative, quadratische Matriz und G der

der Matriz A zugeordnete gerichtete Graph. Weiters sei k € N und AF = (al(-;c))i,jzl,m’n,
dann existiert eine gerichtete Kantenfolge der Linge k vom Knoten i € {1,...,n} zum
Knoten j € {1,...,n} genau dann, wenn az(-f) > 0 gilt.
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Beweis. ,,=“: Es ist zu zeigen, dass al(-;-c) >0,4,j € {1,...,n} gilt, wenn eine gerichtete

Kantenfolge der Lénge k vom Knoten ¢ zum Knoten j existiert.
Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion erbracht. Der Induktionsanfang fiir £ = 1 ist

nach Definition erfiillt. Als Induktionsvoraussetzung sei die Behauptung fiir & € N erfiillt.
Nun ist zu zeigen, dass unter der Induktionsvoraussetzung aE?H) >0firi,j=1,...,n
erfiillt ist, wenn eine Kantenfolge der Lénge k£ 4+ 1 von i nach j existiert.

Dazu sei A¥ = B = (b;;)ij=1...n und A¥"1 = C = (¢;;)i j=1,..n- Dann ist

cij =Y bipap; fiir i,j=1,2...,n. (5.11)
p=1
Angenommen es gibt eine Kantenfolge (¢, p1,ps,...,pk,j) der Linge k + 1 von ¢ nach

J, i, € {1,...,n}, dann gilt nach der Induktionsannahme, dass b;,, > 0. Auflerdem
ist ap,; > 0, und alle Summanden, welche in der Berechnung von ¢;; auftreten, sind
nichtnegativ. Daraus ergibt sich, dass ¢;; > 0 gilt, und damit, dass al(-;-cﬂ) > 0 gilt.

»,<=": Es ist zu zeigen, dass eine gerichtete Kantenfolge der Linge k£ vom Knoten i €
{1,...,n} zum Knoten j € {1,...,n} existiert, wenn agl-c) > 0 gilt.

Der Beweis wird wieder mittels vollstéandiger Induktion erbracht. Der Induktionsanfang
fiir k¥ = 1 ist nach Definition erfiillt. Als Induktionsvoraussetzung sei die Behauptung

fir k¥ € N wahr. Nun ist zu zeigen, dass unter der Induktionsvoraussetzung auch eine

Kantenfolge der Léange k + 1 existiert, wenn agﬁl) > 0 erfullt ist .
Sei also az(.]”l) > 0, dann enthilt die Summe (5.11) einen positiven Summanden, d.h., es
existiert ein ¢ € {1,...,n}, sodass b;a;; > 0, das bedeutet aber, dass sowohl a,; > 0, als

auch b;; > 0 erfiillt sein muss. Aus b;; > 0 folgt, dass auch agf ) gelten muss und nach

Induktionsvoraussetzung eine Kantenfolge mit Lénge k von i nach t existiert. AuBlerdem
folgt nach Induktionsvoraussetzung aus a;; > 0, dass eine gerichtete Kante von ¢ nach j
besteht. Insgesamt ergibt sich also, dass eine Kantenfolge der Linge k 4+ 1 vom Knoten ¢
zum Knoten j existiert, vgl. [Fie86]. Q

5.2.24 Satz. Sei A eine nichtnegative, quadratische Matrix und der Graph G der der
Matriz A zugeordnete Graph. Dann existiert ein k € N mit A¥ > O genau dann, wenn
folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) Der Graph G ist stark zusammenhingend.
(it) Es existieren in G zwei geschlossene gerichtete Kantenfolgen mit zueinander teiler-
fremden positiven Lingen.
Fiir den Beweis von Satz 5.2.24 sind einige Voriiberlegungen notwendig.

5.2.25 Definition. Sei M = {my,ma,...,mq} C N, d € N\ {1}, eine Menge mit
ggT(my, ma,...,mq) = 1. Man nennt n € N darstellbar beziiglich M, wenn x1,xa, ..., x4 €
Ny existieren, sodass

n==xymi+ Tome + ...+ Tqgmg
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gilt.
Sei a € N die kleinste darstellbare Zahl beziiglich M fiir die auch a + k fiir alle k € Ny
darstellbar beziiglich M sind. Dann nennt man F'(my,ma, ..., mg) := a—1 Frobenius-Zahl.

5.2.26 Bemerkung. Falls m; # 1 fiir alle 4 = 1,...,d gilt, so ist die Frobenius-Zahl die
grofite nicht darstellbare Zahl beziiglich M. Anderenfalls ist jede natiirliche Zahl darstell-
bar beziiglich M, also F(my, ms,...,mq) = 0.

Da im Folgenden nur d = 2 von Interesse ist, wird nur dieser Fall behandelt.

5.2.27 Lemma. Die in Definition 5.2.25 eingefiihrte Frobenius-Zahl ist fir d = 2 wohl-
definiert.

Beweis. Man betrachtet die Menge M = {my,ms} C N mit ggT(m;, ms) = 1. Nach dem
euklidischen Algorithmus existieren zwei Zahlen x1, x5 € Z, sodass

T1my + xomg =1 (512)

gilt. Im Fall, dass x; und x5 nichtnegative ganze Zahlen sind, muss entweder m; = 1
oder my = 1 gelten, damit ist jede natiirliche Zahl beziiglich M darstellbar und somit die
Frobenius-Zahl wohldefiniert.

Der Fall, dass 1 und x2 negative ganze Zahlen sind, kann nicht eintreten, da m; und my
natiirliche Zahlen sind.

Etwas aufwendiger ist der Fall, dass einer der Koeffizienten x; oder x5 negativ ist und der
andere nichtnegativ. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei nun z; < 0 und x5 > 0.
Man definiert  := —(m; — 1)xym;, wobei —z1(m; —1) > 0 ist, denn m; € N und z; < 0.
Damit ist die Zahl x mit nichtnegativen Koeflizienten darstellbar beziiglich M.

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass jede natiirliche Zahl die gréfler oder gleich x ist auch
mittels nichtnegativer Koeffizienten darstellbar beziiglich M ist. Dazu betrachtet man fiir
re€{0,1,2,...,m; — 1} die Summe z + r, wobei Gleichung (5.12) verwendet wird:

r=0: =z =—x1(mp — 1)my

r=1: z+4+1=—-x1(m — 1)my + x1m1 + zomo = —x1(mq — 2) My —Q—\xi/mg
>0 >0

r=2: x+4+2=—-x1(m —2)my +x1m1 + 2zoms = —x1(my — 3) My +&xfg/m2

>0 >0

r=mi—1: x4+my—1=—-z1(m — (my —1))ms +z1my + (mq — )aamg =
= xl(ml — ml)ml + (m1 — 1)332 mo
—_———

=0 >0

Um die Darstellbarkeit von x + mj beziiglich M zu tiberpriifen, betrachtet man

x+my=—-x1(m —1)my +my = (—x1(my — 1)+ 1) my.

>0
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Nun kann man analog zu vorher & := x + m1 + r betrachten, und Z ist wieder fiir jedes
r € {0,...,m; — 1} darstellbar beziiglich M. Da man diese Vorgehensweise beliebig oft
wiederholen kann, muss jede natiirliche Zahl gréfler oder gleich x darstellbar beziiglich M
sein. Damit ist auch in diesem Fall die Frobenius-Zahl wohldefiniert. a

Beweis (von Satz 5.2.24). ,=*“: Da die Matrix A eine nichtnegative Matrix ist, und ein
k € N existiert mit A¥ > O, existiert nach Satz 5.2.23 im zu A gehorenden Graphen min-
destens eine Kantenfolge der Linge k zwischen jedem Knotenpaar (2, j), 4,5 € {1,2,...,n},
daher ist der Graph stark zusammenhéngend. Da auch die Diagonalelemente grofier Null
sind, existiert sogar eine geschlossene, gerichtete Kantenfolge der Lénge k von jedem Kno-
ten i zu sich selbst. Weil mit A* > O auch A**! > O gelten muss, existiert auch eine
geschlossene gerichtete Kantenfolge der Linge k+ 1 von jedem Knoten i, i € {1,2,...,n},
zu sich selbst, und damit enthiilt der Graph mindestens zwei geschlossene gerichtete Kan-
tenfolgen mit zueinander teilerfremden Lingen, vgl. [CFRO5].

»<="“: Nach Voraussetzung existieren zwei geschlossene gerichtete Kantenfolgen mit zuein-
ander teilerfremden Lingen a € N und b € N, d.h. also, dass ggT(a,b) = 1. Daher ist die
Frobenius-Zahl nach Lemma 5.2.27 wohldefiniert und alle n € N mit n > F(a, b) sind mit
nichtnegativen Koeffizienten 1,22 € Ny darstellbar beziiglich beziiglich M = {a,b} als
n = xi1a + x2b. Da der Graph stark zusammenhéngend ist, existiert von jedem Knoten
1 €{1,...,n} zu jedem Knoten j € {1,...,n} eine gerichtete Kantenfolge, welche jeden
Knoten des Graphen mindestens einmal enthélt. Sei nun k;; die minimale Lénge einer
solchen gerichteten Kantenfolge von ¢ nach j. Man definiert K := max; jef12,... n} kij und
L := K + F(a,b) + 1. Da fiir jedes betrachtete Knotenpaar (i, ), 4,5 € {1,2,...,n}, die
Zahl L — k;; > F(a,b) + 1 beziiglich M dargestellt werden kann als L — k;; = x1a + x2b,
kann fiir jedes dieser Knotenpaare (i,5) die gerichtete Kantenfolge der Lange k;; durch
x1-faches Durchlaufen der geschlossenen Kantenfolge mit Lénge a und xs-faches Durchlau-
fen der geschlossenen Kantenfolge mit Liange b eine Kantenfolge von ¢ nach j der Linge

L gefunden werden. Also existiert von jedem Knoten i € {1,...,n} zu jedem Knoten
j € {1,...,n} eine gerichtete Kantenfolge der Linge L, und damit ist nach Satz 5.2.23
Al > 0. a

5.2.28 Bemerkung. Seien m; € N und mo € N teilerfremd, dann ist die Frobenius-Zahl,
wie in [NW72] bewiesen wird, gegeben durch

F(ml, mg) = MmMi1Mmeg — M1 — My. (513)
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5.3 Modellanalyse

Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse aus Kapitel (5.2) betrachtet man erneut die Leslie-
Matrix

ag Q7 (65 [07%%
ap 0 0 0
0 aq 0 0 (m1)x (m-1)
m X (m
L=l o a -] € (&) -
0o ...... 0 Am—1 0

Die Leslie-Matrix ist eine nichtnegative (m+ 1) x (m + 1)-Matrix, da fir k =0,...,m—1
fiir die Anteile af gilt, dass 0 < ar < 1, und die Geburtenraten «aj; € Rar fir £k =
0,...,m — 1 und «a,, € RT erfiillen. Wie in Abbildung 5.3 erkennbar ist, ist der zur
Matrix L gehorende Graph stark zusammenhingend, und er enthélt eine geschlossene
gerichtete Kantenfolge der Lénge m + 1, da «,, # 0 vorausgesetzt wurde. AuBlerdem
existiert eine weitere geschlossene gerichtete Kantenfolge der Lénge j +1 € N, da o #
0 mit ggT(j + 1,m + 1) = 1 vorausgesetzt wurde. Daher existieren zwei geschlossene
gerichtete Kantenfolgen mit zueinander teilerfremden Lingen, und es folgt nach Satz
5.2.24, dass die Leslie-Matrix primitiv ist.

SONONONNE QNSNS0
ao ay as as aj—1 Q.

Am—1

Abbildung 5.3: Der gerichtete und gewichtete Graph, welcher der Leslie-Matrix zugeordnet
ist.

Also sind die Voraussetzungen des Satzes von Perron—Frobenius 5.2.9 fiir die Leslie-Matrix
erfiillt. Deshalb existiert sowohl der strikt dominante Eigenwert A € RT der Leslie-Matrix

L als auch ein zugehoriger positiver Eigenvektor @ € (R+)(m+1)X1.

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse kann nun eine Vorhersage iiber die Populationsentwicklung
nach langer Zeit getroffen werden. Dazu betrachtet man zuerst den Term “£*L fiir s — oo
und ein festes k¥ € N mit & < m, also die Wachstumsrate der k-ten Altersklasse pro
Zeiteinheit nach langer Zeit. Es gilt nach Satz 5.2.17 fiir &y # 0:

{Ls+1 .
Tk,s4+1 3577 X0
. Tk,s+1 . SFI . Astl
lim =2 — Jim A )\zks = lim A

§—=00  Tkg §—00 )\.é S§—00 {250}
)\S

k=) Vk=0,1,...,m,
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wobei der Index k im dritten Term das k-te Element bezeichnet. Es folgt, dass sich nach
langer Zeit eine Wachstumsrate ergibt, die fiir alle Altersklassen gleich ist und iiber die
Zeit konstant bleibt, namlich der strikt dominante Eigenwert A der zugehorigen Leslie-
Matrix.

AuBerdem strebt das Verhéltnis der Groflen der Altersklassen gegen die sogenannte stabile
Altersverteilung; denn die relative Altersklassenverteilung nach langer Zeit ergibt sich
ebenfalls aus Satz 5.2.17. Dazu betrachtet man mit der Notation von Satz 5.2.17 und
unter Beriicksichtigung, dass nach Satz 5.2.9 4 ein Vielfaches von @ sein muss und fiir

Zy # 0

o {£a0}
. Lis . S . i Uj a; ..
lim =lim 7= lim =—F=—=—, Vi,j=0,1,...,m.
§=00 Tjg §—00 BYa 5§—00 {is fo} Uj Q;
J

Der positive zum strikt dominanten Eigenwert A gehorende Eigenvektor @ bestimmt also
die relative Altersklassenverteilung der Population nach sehr langer Zeit, wobei zu bemer-
ken ist, dass dieser nicht von der Anfangsverteilung &y abhingt.

Abschlieflend ist zu sagen, dass eine vom Alter der Individuen abhéngige Fertilitidts- bzw.
Mortalitdtsrate die realen Umsténde zwar besser beschreibt als eine fiir die gesamte Po-
pulation konstante, allerdings gehen in der Natur auch andere Faktoren, wie zum Beispiel
die Bevolkerungsdichte, Migration, Verinderungen im Okosystem und viele andere, auf
diese Raten ein, die speziell in diesem Modell Beriicksichtigung finden kénnen, allerdings
den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden. Als weiterfithrende Literatur sei deshalb auf
[YSH96; Pie77; Key68; Cas01] verwiesen.

Beispiele
Beispiel 1

In diesem Beispiel wird der weibliche Anteil einer fiktiven Bevolkerung betrachtet, dieser
wird in drei Altersklassen unterteilt, wobei sich zu Beginn in jeder Klasse 100 Individuen
befinden. Die Matrix L enthélt die Ubergangs- und Uberlebensraten fiir jede Klasse:

0 2 1
L= 0 0o},
0 £ 0

und besitzt den strikt dominanten Eigenwert 1.07474, sowie den zugehorigen Eigenvektor
[0.89902,0.41825,0.12972]. Daher kann auch ohne sukzessive Berechnung der exakten Wer-
te vorhergesagt werden, dass die Bevolkerung im Laufe der Zeit wichst, da der strikt domi-
nante Eigenwert grofier als Eins ist. In Abbildung 5.4 sind die Bevolkerungsentwicklungen
fiir jede der drei Altersklassen sowie fiir die Gesamtbevolkerung dargestellt. Zu Beginn
kann man ein alternierendes Verhalten betrachten, das im Laufe der Zeit in ein Wachs-
tum mit konstanter Wachstumsrate, welche dem strikt dominanten Eigenwert entspricht,
iibergeht.
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3
Zi:l Lit T1t
12000 3000
10000
8000 6000
6000 4000
4000
2000
2000
t t
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
(a) Gesamtbevolkerung (b) Klasse 1
T2t T3t
4000 4000
2000 2000
; t ‘ t
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
(c) Klasse 2 (d) Klasse 3

Abbildung 5.4: Bevolkerungsentwickung der einzelnen Klassen und der Gesamt-
bevolkerung

Fehler Fehler
100 100}
t a t
30 V 30
(a) Fehler bei Klasse 2 (b) Fehler bei Klasse 3

Abbildung 5.5: Fehler zwischen sukzessive berechneter Bevolkerungsgrofie und durch Ei-
genvektor vorhergesagter Grofle

In Abbildung 5.5 wird der Fehler zwischen den sukzessive berechneten Bevolkerungsgrofien
der zweiten und dritten Altersklasse und der Grofien, welche sich durch den Eigenvektor
[0.89902,0.41825,0.12972] ergeben, dargestellt.
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Beispiel 2

Im zweiten Beispiel wird der weibliche Anteil einer fiktiven Bevilkerung betrachtet, welche
in drei Altersklassen unterteilt ist und bei der sich zu Beginn in jeder Altersklasse 100
Individuen befinden. Die Lesliematrix sei in diesem Beispiel

Z?:l Lit T1¢
500 400
450 350
400 300
250
350
200
t t
0 10 20 30 0 10 20 30
(a) Gesamtbevélkerung (b) Klasse 1
Tat
Xz
200 2001
150 150
100 100
50 50
t t
0 10 20 30 0 10 20 30
(c) Klasse 2 (d) Klasse 3

Abbildung 5.6: Bevolkerungsentwickung der einzelnen Klassen und der Gesamt-
bevolkerung

0 1 3
_ |1

L=|3 00

0 & 0

Da die Matrix den strikt dominanten Eigenwert 1, sowie den zugeho¢rigen Eigenvektor
[0.88465,0.44233,0.14744] besitzt, ldsst sich ohne weitere Rechnung vorhersagen, dass die
Bevolkerungsgrofle nicht unbeschrénkt zunehmen wird, sondern sich im Laufe der Zeit auf
einen stabilen Wert einpendelt.

In Abbildung 5.6 sind die sukzessive berechneten Grofien der drei Bevolkerungsklassen und
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der Gesamtbevolkerung dargestellt, zum strikt dominanten Eigenwert 1 passend, pendelt
sich die Bevolkerungsgrofle aller betrachteten Gruppen auf einen konstanten Wert ein. In
diesem stabilen Zustand liegt die Gesamtbevolkerungsgrofe bei 400, die der ersten Klasse
bei 240, die der zweiten Klasse bei 120 und die Grofle der dritten Klasse bei 40.

Die Abbildung 5.7 veranschaulicht den Fehler zwischen der sukzessive berechneten Be-
volkerungsgrofle und der durch das Verhéltnis der einzelnen Komponenten des Eigenvek-
tors [0.88465,0.44233,0.14744] vorhergesagten Bevolkerungsgrofe.

Fehler Fehler
150 150
100 100
50 50
0 \/\\/Am 20 30 0 V/\VA 0 20 30
—50 —50
—100 —100
—150 —150
(a) Fehler bei Klasse 2 (b) Fehler bei Klasse 3

Abbildung 5.7: Fehler zwischen sukzessive berechneter Bevolkerungsgréfie und durch Ei-
genvektor vorhergesagter Grofle

Beispiel 3

Analog zu den vorhergegangenen Beispielen wird wieder der weibliche Anteil einer fiktiven
Bevolkerung betrachtet, dieser wird in drei Altersklassen unterteilt, wobei sich zu Beginn
in jeder Klasse 100 Individuen befinden. Die Lesliematrix habe die Form

0 2 1
1
L=|1 00
0 2 0

Die Matrix L besitzt den strikt dominanten Eigenwert 0.92070, sowie den zugehérigen
Eigenvektor [0.92461,0.33475,0.18179).

Da der strikt dominante Eigenwert kleiner als eins ist, kann — auch ohne Berechnung der
exakten Werte — vorhergesagt werden, dass die Bevolkerung im Laufe der Zeit ausstirbt.
In Abbildung 5.8 sind die sukzessive berechneten Werte der Bevolkerungsgrofien der ver-
schiedenen Altersklassen und der Gesamtbevolkerung dargestellt. Wie durch den strikt do-
minanten Eigenwert kleiner als eins bereits erwartet wurde, nimmt die Bevolkerungsgrofie
etwa ab dem Zeitpunkt 15 mit einer konstanten Rate, welche eben diesem Eigenwert ent-
spricht, ab. Der Aussterbezeitpunkt ist bei t = 67 erreicht, ab diesem Zeitpunkt liegt die
GroBe jeder der drei Bevolkerungsklassen im Intervall [0, 1).

Der Fehler, der zwischen den sukzessive berechneten Bevolkerungsgrofien der zweiten und
dritten Altersklasse und den sich durch das Verhiltnis der Elemente des Eigenvektors



KAPITEL 5. LESLIEMODELL 60

Z?:1 Lit T1¢
400 400
300 300
200 200
100 100
t t
0 10 20 30 0 10 20 30
(a) Gesamtbevolkerung (b) Klasse 1
Tot T3t
100 100
50 50
‘ ¢ ‘
0 10 20 30 0 10 20 30
(c) Klasse 2 (d) Klasse 3

Abbildung 5.8: Bevolkerungsentwickung der einzelnen Klassen und der Gesamt-
bevolkerung

Fehler Fehler
100 100
50 /\ 50

0 \//\VA 0 20 30 O™ 0 20 30
—50N —50}

—100 —100
(a) Fehler bei Klasse 2 (b) Fehler bei Klasse 3

t

Abbildung 5.9: Fehler zwischen sukzessive berechneter Bevolkerungsgréfie und durch Ei-
genvektor vorhergesagter Grofle

[0.92461,0.33475,0.18179] ergebenden GréBen, wird in Abbildung 5.9 dargestellt.
Die hier angefiihrten Beispiele sollen das Prinzip des Modells verdeutlichen, natiirlich
konnen sie wesentlich umfangreicher, wie zum Beispiel in [MRT83], gestaltet werden.



Kapitel 6

Ein zeitlich diskretes

Einpopulationsmodell mit
stochastischer Wachstumsrate

6.1 Das Modell

Bisher wurden bei den betrachteten Modellen die Wachstumsraten stets als determinis-
tische Groflen angesetzt, nun sollen diese durch Zufallsvariablen, siehe Definition 6.2.4,
ersetzt werden. Dieser Ansatz macht vor allem bei kleinen Populationen Sinn, da bei die-
sen das Populationswachstum nicht als determinierter Vorgang beschrieben werden kann.

Wie in Kapitel 2 betrachtet man ein zeitlich diskretes Modell, wobei die Modellgleichung
Tpe1 = (1 + p)ak, k € Ny, p € R, dort mit deterministischer Wachstumsrate angesetzt
wurde. Nun soll diese Wachstumsrate im Zeitpunkt &k € Ny als Zufallsvariable Ry mit
Werten in Rar angenommen werden. Die Populationsgrofle zum Zeitpunkt k& soll wieder
mit 7 € Ry fiir k = 0,1,2,... bezeichnet werden, und die Anfangspopulation X, € Ny
wird als bekannt vorausgesetzt. Damit erhélt man die Modellgleichung

X1 = (1 + R;C)X;C, (61)

wobei k =0,1,2,... und die Wachstumsraten Rj unabhéngig und identisch verteilt sein
sollen. Der deterministische Fall ergibt sich aus Gleichung (6.1) falls Ry, fast sicher konstant
gleich p fiir alle k ist, also P(Ry, = p) = 1 gilt, vgl. Abschnitt 6.2. Es resultierte in Kapitel 2,
dass die Population ausstirbt falls p < 0 ist und unbeschrankt wéchst, falls p > 0 gilt. Nun
stellt sich die Frage, ob dieses Ergebnis auch auf den Erwartungswert von Ry, {ibertragbar
ist. Um herauszufinden, dass dies nicht direkt der Fall ist, sind einige Definitionen und
Voriiberlegungen notwendig, die im Folgenden ausgefiihrt werden.

61
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6.2 Mathematische Uberlegungen

Um das Modell mit stochastischer Wachstumsrate untersuchen zu kénnen sind grundlegen-
de Begriffe und Sétze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie vonndten, welche im Anschluss,
dhnlich zu [Sch1l; Kle06], aufgefiihrt werden.

6.2.1 Definition. Das Mengensystem A C B(12) heifit o-Algebra, wobei () die Po-
tenzmenge von €2 bezeichnet, falls

e e A,
e Ac A= A € A,
o A, Ay,...€ A= UpenAn € A

6.2.2 Definition. Man nennt das Paar (€2, A) Messraum oder messbaren Raum, wenn A
eine o-Algebra von Teilmengen von 2 ist.

Sei (,.A) ein Messraum. Dann nennt man eine Funktion P: A — RJ ein Wahrschein-
lichkeitsmayj$, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

e P(Q)=1

e Esgilt P(U,>1 4n) = 2,51 P(4,) fiir jede Folge (A,,),>1 von paarweise disjunkten
Elementen von A. B

Das Tripel (£2,.A,P) bezeichne im Folgenden einen Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. Q ist
eine nicht leere Menge, A C PB(N) ist eine o-Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl
auf (Q, A).

6.2.3 Definition. Sei C ein Mengensystem mit C C PB(2), dann heifdt

o(C) := ﬂ D
DCP(Q) ist o-Algebra
DOC

die von C erzeugte o-Algebra o(C).

Man bezeichnet mit B(X) := o(T) die Borelsche o-Algebra auf X, wobei (X,T) ein
topologischer Raum ist, und die Elemente A € B(X) nennt man Borelsche Mengen oder
Borel-messbare Mengen.

6.2.4 Definition. Scien (2,.4) und (€', A’) messbare Réume. Eine Abbildung X: Q —
Q' heiBt A-A-messbar (oder kurz auch messbar), falls X ~1(A’) := {X~1(A") : A’ €
A’} C A ist, falls also das Urbild jedes Elementes von A’ ein Element von A ist. Wenn X
messbar ist, so schreibt man auch X: (2, 4) — (€, A’) und nennt X eine Zufallsvariable
mit Werten in (', A"). Ist (2, A") = (R, B(R)), wobei B(R) die Borelsche o-Algebra auf
R bezeichnet, so nennt man X eine reelle Zufallsvariable oder schlicht Zufallsvariable.

Da im Folgenden nur reelle Zufallsvariablen von Interesse sind, werden die weiteren Aus-
fithrungen auf diese beschrankt.
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6.2.5 Definition. Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine reelle
Zufallsvariable. Man bezeichnet ein Element A € A als Ereignis.

Ist X: (Q,A) — (@, A) eine reelle Zufallsvariable mit Werten in (R,B(R)) und A’ €
B(R), so definiert man {X > b} := X *([b,00)), b € R, und P(X > b) := P(X ([b,0))),
analog definiert man {X < b}.

6.2.6 Definition. Sei (£2,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine reelle
Zufallsvariable. Unter der Verteilung von X versteht man das Wahrscheinlichkeitsmafl
Py =Po XL

6.2.7 Definition. Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine reelle
Zufallsvariable, dann nennt man die Funktion Fx : R — [0, 1] mit

Fx(a) =P(X <a)=P({w € QX (w) <a}), a€R,

Verteilungsfunktion der reellen Zufallsvariablen X. Falls = Px, so sagt man ,, X ist nach
o verteilt“ und schreibt X ~ p.

6.2.8 Bemerkung. Mit anderen Worten gibt die Verteilungsfunktion von X die Wahr-
scheinlichkeit an, dass die Zufallsvariable X einen Wert kleiner oder gleich @ annimmt.

6.2.9 Bemerkung. Fiir jede Verteilungsfunktion Fx gilt:
e F'x ist monoton wachsend,
e [y ist rechtsseitig stetig,
e es gilt lim,, o Fix(a) =0 und lim,_,o Fx(a) = 1.

6.2.10 Definition. Sei X eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'x. Existiert
eine integrierbare Funktion f: R — [0, c0), sodass

Fy(z) = / F)dt, T ER,

so heifit f die Dichte der Verteilung.

6.2.11 Definition. Sei X eine reelle Zufallsvariable und Lebesgue-integrierbar, also
Jo |1X|dP < 0o, dann nennt man X integrierbar und

E(X) := Q/XdIP’,

heiflt der Erwartungswert von X.

6.2.12 Definition. Sei X eine reelle Zufallsvariable und quadratisch Lebesgue-integrier-
bar, also fQ | X|2dP < oo, dann nennt man X quadratintegrierbar und

V(X) = E((X - E(X))®) = E(X?) ~ E(X)?
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heiBt Varianz von X. Weiters nennt man
o=/ V(X)
Streuung oder Standardabweichung von X, weshalb man fiir die Varianz auch o2 schreibt.

6.2.13 Bemerkung. Sei X eine reelle integrierbare Zufallsvariable mit Riemann-integrier-
barer Dichte f, dann gilt

oo

E(X) := /xf(:c)d:c.

— 00

6.2.14 Definition. Falls die Zufallsvariable X hochstens abz&hlbar viele Werte {z;;i € I}
annehmen kann, nennt man sie diskret, anderenfalls nennt man sie stetig.

6.2.15 Bemerkung. Im Fall einer diskreten Zufallsvariable, welche die Werte {x;;i € T}
annimmt, tritt an Stelle der Dichtefunktion die Wahrscheinlichkeitsfunktion Px: R —
[0, 1], mit
P(X =xz) firxe {z;iel}.
Pr(s) = { (X =) { }
0 sonst
Sie ist also die Dichte der Verteilung von X beziiglich des Z&éhlmafies auf der Wertemenge

von X.
Weiters gilt fiir eine diskrete Zufallsvariable

E(X) =) P(X =x;) und
el
V(X) =E((X - E(X))*) = E(X?) - E(X)?

Ist I endlich, so existiert der Erwartungswert immer, falls I abzéhlbar ist, existiert der
Erwartungswert, falls die Reihe absolut konvergiert.

6.2.16 Definition. Sei (92, .4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige Index-
menge und & C A fiir jedes i € I. Die Familie (&;);er heiBt unabhdingig, falls fiir jede
endliche Teilmenge J C I und fiir jede Wahl von E; € &;, j € J, gilt, dass

P(( E) = [T P(E)).

JjEJ JjE€J

6.2.17 Definition. Die Familie (X;);c; von Zufallsvariablen heifit unabhingig, falls die
Familie (O’(Xi))i ¢; von o-Algebren unabhéngig ist.

6.2.18 Definition. Ein Familie (X;);c; von Zufallsvariablen heifit identisch verteilt, wenn
jede von ihnen dieselbe Verteilung besitzt, wenn also Px, = Px; fiir alle 4,5 € I gilt. In
diesem Fall bezeichnet man mit X die typische Zufallsvariable der Familie (X;);cr, wenn
Px =Py, fiir alle ¢ € I erfiillt ist.
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Eine wichtige und im Folgenden benétigte spezielle Verteilung ist die Normalverteilung.
Eine Zufallsvariable X mit Dichte

— 2
fiRSR, f(z)= e 3(54) 2 eRt ueR,
g

heifit normalverteilt mit Parametern p und o2, und man schreibt N(u, 02). Ein Spezialfall
dieser Verteilung ist die Standardnormalverteilung, welche vorliegt, wenn pr = 0 und 02 = 1

ist. Die Dichte wird damit zu ¢(z) = ée‘ézz, z € R, und die Verteilungsfunktion zu
B(z) = o= [7 e3tdt, z € R.

Im Weiteren wird das folgende Resultat aus der Wahrscheinlichkeitstheorie bendtigt:

6.2.19 Satz (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X, )nen eine Folge von unabhdingig und
identisch verteilten Zufallsvariablen, welche quadratintegrierbar und reell sind. Weiters
gelte V(X)) > 0, und fir alle n € N sei das standardisierte Stichprobenmittel

Xk—
\/nV

dann gilt
lim P(S,, <a)=®(a), VaeR,

n—oo
wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Der Zentrale Grenzwertsatz besagt also, dass der Grenzwert der standardisierten Stich-
probenmittel von n unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen mit positiver
Varianz fiir n — oo standardnormalverteilt ist. Ein Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes
findet sich in [Schll].

Neben den wahrscheinlichkeitstheoretischen Definitionen und Uberlegungen benétigt man
bei der Untersuchung des Modells mit stochastischen Wachstumsraten auch einige Unglei-
chungen und zuvor folgende Definition.

6.2.20 Definition. Eine Funktion f: I — R, I C R, wird konvexr genannt, wenn fiir alle
z,y € I und t € [0, 1] gilt
fltz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 —t)f(y). (6.2)

Falls fiir alle x,y € I, x # y, und t € (0, 1) Ungleichung (6.2) sogar mit < erfiillt ist, nennt
man die Funktion f streng konver.

Eine Funktion f: I — R, I C R, wird konkav genannt, wenn fiir alle z,y € I und ¢ € [0, 1]
gilt

[tz + (1 =t)y) = tf(x)+ (1 —1)f(y). (6.3)

Falls fiir alle x,y € I,  # y, und t € (0, 1) Ungleichung (6.3) sogar mit > erfiillt ist, nennt
man die Funktion f streng konkav.
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6.2.21 Satz (Jensensche Ungleichung fiir konkave Funktionen). Sei (Q,.A, 1) ein Mafs-
raum und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h. 1(Q) = 1. Auferdem sei I C R ein Intervall
und die Funktion f: Q — R integrierbar mit Werten in I. Weiters sei ¢: I — R eine kon-
kave Funktion. Dann gilt

%!m&z!wwmle@wm. (6.4)

Beweis. Da ¢: I — R eine konkave Funktion ist, gilt

(1 =Nz +Ay) = (1= No(z) + A¢(y), w,yel,Ael01].

Seien u,v,w € I und 4 < v < w. Dann ist v = tu + (1 — t)w fir ein ¢t € (0,1), t = L=~

w—u
und (1 —¢) = 2=% und man erhélt

o) 2 o) + o —w) &
O(0)(w ) = (w = v)(w) + (v - w)g(w).

Da w —u = (w —v) — (u — v) ergibt sich daraus nach Umformung

$(v) — ¢(u) > $(w) — ¢(v)

v—u w—v

(6.5)

Nun ist zu zeigen, dass [, fdu € I gilt. Falls f(w) < o, a € I, fiir alle w € Q, so
muss [, fdp < o und sogar [, fdu < a gelten. Denn wenn [, fdu = o eintritt, miisste
wegen der Linearitét des Integrals auch fQ( f — a)dp = 0 fiir die strikt positive Funktion
a — f erfiillt sein. Also wiirde o — f(w) = 0 fiir alle w € Q fast sicher gelten, was einen
Widerspruch zur Voraussetzung f(w) < « fiir alle w € Q darstellt. Analog folgt aus
a < f(w) fir alle w € Q auch a < fQ fdu fir alle w € Q. Daraus resultiert also, dass
v: = [, fdu € I. Man setzt nun

si=  syp W@

welN(v,00) w—="v

Da ¢ eine konkave Funktion ist, folgt aus Ungleichung (6.5), dass s < %f(“) fiir alle
uw € IN(—oo,v) gilt. Wegen v —u > 0 und u — v < 0 ist dies dquivalent zu

$(u) = ¢(v)
o) — p(u) + s(u—wv) >0 fiir alle w € I N (—o0,v).

s <

fiir alle u € I N (—o0,v) <

Auflerdem folgt nach Definition, dass s > %:f(“) fiir alle w € TN (v, 00) erfiillt ist, also

d(v) — p(w) + s(w—wv) >0 fiir alle w € I N (v,00),
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gilt. Insgesamt ergibt sich fiir z € I\ {v}, dass 0 < ¢(v) — ¢(2) + (2 — v)s, wobei diese
Ungleichung auch fiir z = v erfiillt ist. Wegen f(Q) C T gilt insbesondere 0 < ¢(v) —
o(f(x)) + (f(x) —v)s fir z € Q. Da aus Ungleichung (6.5) die Stetigkeit von ¢ folgt
und ¢ o f daher A-B(R)-messbar ist, kann man die Funktion auf der linken Seite der
Ungleichung nach z integrieren und erhalt

0< / (6(0) — B(F(2)) + (f(z) — v)s)du € [0, 0],

Q

Ist dieses Integral kleiner Unendlich, so folgt aus

J (@) = s+ 60))dge = vs = v+ 6(0) = ¢( / fdu> R
Q

Q

die Integrierbarkeit von (f(z)—v)s+¢(v) und damit, dass auch ¢o f integrierbar ist. Da die
Bildung des Integrals linear ist, gilt die Jensensche Ungleichung. Ist das vorher betrachtete
Integral allerdings nicht endlich, so kann wegen der Linearitét der Integralbildung die
Funktion ¢ o f nicht integrierbar sein, wobei aber fQ (¢ o f)du = —oo gilt, woraus auch
in diesem Fall die Giiltigkeit der Jensenschen Ungleichung folgt. a

6.2.22 Korollar. Da fiir eine konkave Funktion f die Funktion —f konvez ist, gilt die
Jensensche Ungleichung fir konvexe Funktionen mit <. Fir streng konkave bzw. streng
konvezre Funktionen gilt die Jensensche Ungleichung mit > bzw. <, falls f fast sicher, also
mit Wahrscheinlichkeit 1, nicht konstant ist.

6.2.23 Korollar. Als Spezialfall der Jensenschen Ungleichung erhdilt man fir endliches
Q = {21,22,...,7,} mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf p auf Q mit u(xy) = \x € Ry,
k=1,2,...,n, und Y i, Ay = 1, dass

¢<é Aimi> > i Aip(z;)

gilt. Ist ¢ sogar streng konkav und X1, ..., \, € RY, dann liegt in diesem Fall Gleichheit
genau dann vor, wenn x1 = To = ... = T, gilt.

6.2.24 Satz (Mittelungleichung). Seien A1, A2,..., A\, € RY, n € N, und Y1 | A\ =1,
dann gilt fiir beliebige x1,...,x, € Rt

i=1

=1
Gilt insbesondere Ay = Ao = ... = A\, = %, dann ist

(H ) Iy,
=1 =1

erfillt. Gleichheit gilt genau dann, wenn r1 = xo = ... = x, erfillt ist.
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Beuweis. Der Logarithmus ist eine streng konkave Funktion auf R, da (In(z))” = =% <0
fiir x € RT erfiillt ist. Daher gilt nach der Jensenschen Ungleichung, Korollar 6.2.23,

i=1 1=1

wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn z; = x2 = ... = z,, gilt. Somit gilt
In (H xf‘l> = Z Ailn(z;) <lIn (Z )\ixi>,
i=1 i=1 i=1
wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn xy = o = ... = x, gilt. Anwendung der Exponen-
tialfunktion ergibt die Behauptung, und die Aussage fiir Ay = Ao = ... =\, = % erhélt
man durch Einsetzen. a

Mit Hilfe dieser Definitionen und Resultate ist es nun moglich, das Verhalten des Po-
pulationswachstums, welches durch Gleichung (6.1) modelliert ist, zu analysieren - dies
geschieht im néchsten Abschnitt.

6.3 Modellanalyse

Man kehrt nun wieder zur am Beginn betrachteten Modellgleichung (6.1) zuriick. Aus
Xit1 = (1+ Ri) Xk, k € Ny, folgt

k—1
X, = (H(1 + Ri))Xo, k € No, Xy € N. (6.6)
=0

Da die Wachstumsraten R als unabhingig und identisch verteilt wie R angenommen
wurden, sind also auch In(1 + Rg) mit k =0, 1,... unabhiingig und identisch verteilt wie
In(1 + R). Logarithmiert man nun (6.6), erhélt man

k—1
In(X}) = In(Xg) + Zln(l +R;) =
i=0
12 1. (X
k

=0

Im Folgenden gelte als weitere Voraussetzung stets V(ln(l + R)) > 0. Damit sind die
Voraussetzungen des Zentralen Grenzwertsatz 6.2.19 erfiillt, und es gilt

1 k-1 a
LS 'In(14+R;) —E(ln(1+ R 22
lim P(’CZM n(l+ Ry) — B(ln(1 + F)) §a> ! /e_de, acR.  (6.8)

n—o00 /V(In(1+R)) B o
k

Durch Aquivalenzumformungen erhilt man mit Hilfe von Gleichung (6.7)
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k—1 -1
P((lngln(1+Ri) —~E(In(1 +R)> ( W)) < a) =

i=0
_ ]P’(Xk < Xoe\/ﬁ(\/E]E(ln(l+R))+a\/V(ln(1+R)))). (6.9)

=:A(k,a)

Es gilt also nach Gleichung (6.8) und (6.9)

a

1 o2
lim ]P’(Xk < A(k:,a)) = — / e~ zdx, a€eR. (6.10)
k—o0 2w

AuBerdem folgt aus der Darstellung von A(k,a), dass fiir alle a € R gilt

lim A(k,a) =

k—o0

oo falls E(In(1+ R)) >0,
0 falls E(In(l1+ R)) <0.

Mit Hilfe der bisherigen Resultate ldsst sich nun folgender Satz formulieren und beweisen,
welcher Aufschluss iiber das Wachstumsverhalten der betrachteten Population fiir k£ — oo
gibt.

6.3.1 Satz. Seien die Zufallsvariablen Ry, k € No, unabhdngig und identisch verteilt wie
R mit Werten in R und Xj41 = (1 4+ Rp) Xk, k € Nog. Weiters gelte V(In(1 + R)) > 0
und b € RY, dann gilt:

1. limk_wo]P’(Xk > b) =1, wenn E(ln(l + R)) >0,

2. limg oo ]P’(X;C < b) =1, wenn E(ln(l + R)) < 0.

Beweis.

12 . . . .
1. Sei € > 0 beliebig. Da % foo e~z dr = 1 stets erfiillt ist, existiert ein ¢ € R, sodass

= [ e Tdr>1— S gilt.
Nach Gleichung (6.10) existiert ein N7 € N, sodass fiir alle k > N gilt
1 / 22 €
P(Xy < A(kc) < o [ e Fdat g,

™
—o0

und deshalb erhélt man durch Bildung der Gegenwahrscheinlichkeit, dass fiir alle

1 —P(Xp < A(k,c)) =P(Xi > A(k,c)) > % /e—édx - g
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AuBerdem ist E(In(1+ R))) > 0 vorausgesetzt, daher folgt limy_,o A(k,c) = cc. Es
gibt also ein Ny € N, sodass fiir alle kK € N mit k > Ny gilt, dass A(k,c) > b. Das
heifit, dass {w € Q: Xi(w) > b} D {w € Q: Xi(w) > A(k,c)} fiir k > Ny gilt und
daraus folgt, dass P(Xy > b) > P(X), > A(k,c)) fur k > Ny erfiillt ist.

Man erhilt fiir £ > max{N;, No}

1] e
P(Xy > b) > P(Xy > A(k,c)) > Q—/e_de—g >1—e
0
\;,_/
>1-%
Man hat damit gezeigt, dass fiir alle € € RT ein N € N existiert, sodass fiir alle
k>N

P(X>b) >1—¢

gilt. Also ist limy_oc P(X; > b) = 1 erfiillt und damit ist der Beweis vollsténdig.

2. Der Beweis des zweiten Teils erfolgt analog. a

Im deterministischen Modell resultierte, dass die Beviolkerung fiir p > 0 unbegrenzt wéchst
und fiir p < 0 ausstirbt. Man hétte vielleicht ein analoges Resultat fiir das stochastische
Modell erwartet, also dass fiir E(R) > 0 unbegrenztes Wachstum auftritt und fiir E(R) < 0
ein Aussterben der Population erfolgt. Satz 6.3.1 besagt jedoch, dass nicht der Erwar-
tungswert von R entscheidend ist fiir das Wachstumsverhalten der Population, sondern
E(In(14 R)). Die Population wichst némlich mit Wahrscheinlichkeit 1 iiber alle Grenzen,
wenn E(In(1+ R)) > 1 gilt und stirbt mit Wahrscheinlichkeit 1 aus, falls E(In(1+ R)) < 0
erfiillt ist.

Da die Bildung des Erwartungswerts linear ist, gilt zwar
E(R)>0<E(1+R)>1<n(E(1+R)) >0,

man kann allerdings nicht schlieflen, dass dieses Resultat auch fir E(In(1 + R)) gilt, wie
im folgenden Lemma ausgefiihrt wird.

6.3.2 Lemma. Sei R: Q — R eine integrierbare Zufallsvariable und R fast sicher nicht
konstant und gréfer Null, dann folgt, dass In(E(R)) > E(In(R)).

Beweis. Der natiirliche Logarithmus ist auf dem Intervall (0, c0) eine streng konkave Funk-
tion. Auflerdem ist der Erwartungswert der P-integrierbaren Zufallsvariable R definiert als
E(R) = fQ XdP, und es gilt, dass E(X) > 0, da das Integral von positiven Funktionen
iiber Mengen mit positiven Maf} stets positiv ist. Damit sind die Voraussetzungen der Jen-
sensche Ungleichung im strengen Sinn erfiillt, und es gilt nach Satz 6.2.21 und Korollar
6.2.22, dass In(E(R)) > E(In(R)) gilt. a

Damit ist gezeigt, dass man im Fall einer stochastischen Wachstumsrate tatséchlich nur
aus E(In(1 4+ R)) folgern kann, ob die Population ausstirbt oder unbeschrénkt wichst,
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und keine Aussage iiber das Wachstumsverhalten aufgrund des Erwartungswertes von R
getroffen werden kann.

Dieses Resultat kann mit folgendem Beispiel verdeutlicht werden. Man nimmt an, dass R
die Werte a1, ..., a, mit Wahrscheinlichkeit % annimmt, weiters gelte nicht a1 = ... = a,.
Dann ergibt sich fiir den Erwartungswert

E(In(1+ R)) = i % In(1+a;) = %ln (ﬁ(l + ai)> =
i=1 =1
= ln<ﬁ(1 + ai)> ’ =In(GM(1+a,...,1+an)),

i=1
und fiir den Logarithmus des Erwartungswertes

n

In(E(1 4 R)) = 1n<i >+ ai)> =In(AM(1 +ay,...,1+ay,)),

i=1

wobei AM fiir das arithmetische Mittel und GM fiir das geometrische Mittel steht. Nach
der Mittelungleichung aus Satz 6.2.24 gilt GM < AM und damit, dass In(GM) < In(AM)
erfiillt ist. Fiir die Erwartungswerte ergibt sich somit E(In(1 + R)) < In(E(1 + R)), wie
eben in Lemma 6.3.2 gezeigt wurde.



Kapitel 7

Der Geburten- und
Todesprozess

In diesem Abschnitt soll das Wachstum der betrachteten Population als stochastischer
Prozess, vgl. Definition 7.1.1, aufgefasst werden - wie es vor allem in kleinen Populatio-
nen notwendig ist. In Populationen, welche zum Beispiel durch Zellteilung wachsen, kann
nicht mit Bestimmtheit, sondern nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit vorhergesagt
werden, ob sich eine Zelle wihrend der néchsten Zeiteinheit teilt oder nicht; damit sind
Geburten und Todesfille wieder Zufallsereignisse.

Vor der Betrachtung der konkreten Modelle folgt eine allgemeine Betrachtung und Klas-
sifikation von stochastischen Prozessen, zu denen die folgenden Modelle zu zéhlen sind.

7.1 Stochastische Prozesse und erzeugende Funktio-
nen

7.1.1 Definition. Unter einem reellwertigen stochastischen Prozess versteht man eine
Familie (Xt) rer von reellwertigen Zufallsvariablen X; : Q@ — Z C R, t € I, die auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) definiert sind, dabei ist I eine beliebige nicht
leere Indexmenge. Die Menge Z wird Wertemenge oder Zustandsraum der Zufallsvariablen
X; bzw. des stochastischen Prozesses genannt.

7.1.2 Bemerkung. Das Tripel (2, A,P) bezeichnet stets einen Wahrscheinlichkeitsraum,
d.h. Q ist eine nichtleere Menge, A C () ist eine o-Algebra auf Q und P ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} auf (9, A).

Die erste grobe Einteilung von stochastischen Prozessen ergibt sich iiber die Eigenschaften
der zugehorigen Werte- und Indexmenge:

e Man spricht von zeitlich diskreten stochastischen Prozessen, wenn die Indexmenge I
abzéhlbar ist, ansonsten spricht man von zeitlich stetigen stochastischen Prozessen.

72
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e Man spricht von wertediskreten stochastischen Prozessen, wenn die Wertemenge Z
abzahlbar ist.

Eine wichtige Gruppe von stochastischen Prozessen ist durch ihre Gedéchtnislosigkeit cha-
rakterisiert; die kiinftige Entwicklung des Prozesses hidngt nur vom momentanen Zustand
ab, allerdings nicht von der Vergangenheit, wie auch in [Bei97; BGZ78] ausgefiihrt wird.

7.1.3 Definition. Ein wertediskreter stochastischer Prozess (Xt) tel mit endlichem oder
abzihlbaren Zustandsraum Z C R heif3t diskreter Markovprozess, wenn fiir jede beliebige
wachsende Folge von Werten tg < t; < ... <t, <ty,4+1,n €N, aus der Menge I C R und
fiir beliebige Zustédnde ig,41,...,0n,int1 € Z, n € N| gilt:

P(Xt = in+1|Xt7L = Z.'ruth,l = in717 LR 7Xt0 = 7/0) =

= IP>()(tn+1 = in+l|th = Zn)

n+1

7.1.4 Bemerkung. Mit anderen Worten ist ein Markovprozess durch seine Gedéchtnislosig-
keit ausgezeichnet, die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes zum Zeitpunkt t,41, n € N,
ist lediglich vom Zustand des Prozesses im Zeitpunkt t,, abhingig und nicht von den
Zusténden davor. Diese Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit wird auch Markoveigenschaft
genannt.

Im Folgenden sei der Zustandsraum Z stets als abzéhlbar vorausgesetzt.
7.1.5 Definition. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten p;;(s,t) = P(X, = j|X, = i)
mit s < t, s,t € I, und i,j € Z heiBen Ubergangswahrscheinlichkeiten des diskreten

Markovprozesses.

7.1.6 Definition. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Markovprozess (Xt) 1o Zum Zeit-
punkt ¢t € I im Zustand i € Z befindet, wird die absolute Zustandswahrscheinlichkeit
genannt, und man schreibt p;(t) = P(X, =1).

7.1.7 Bemerkung. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines Markovprozesses gilt stets
ZjEZ pij(sa t) =1

7.1.8 Satz. Sei (Xt)tel ein Markovprozess mit I C R und p;;, i,5 € Z, dessen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Dann gilt fir s,t,u € I

pij(s,t) = Zpik(s,u)pkj(u, t) fir (7.2)
keZ

s<u<tundi,j€ Z mitp;(s)>0.

Beweis. Die Eigenschaft (7.1) ist trivial. Die zweite Gleichung (7.2) ist fiir uw = ¢ bzw.
u = s offensichtlich erfiillt. O.B.d.A sei nun s < u < t, dann wird (7.2) mit Hilfe der
Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, des Multiplikationssatzes und unter Ausnutzung
der Markoveigenschaft bewiesen:

P(X, = j, X, =1)

pij(s,t) =P(Xy = j| X, =1i) = B(X, = i) =
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keZ - Z)

-y P(X, :j,XS =i, Xyu=Fk)
keZ P(X, =)

. P(X, =j, Xu=Fk X, =i) P(Xy =k, X, =1i)

= IP’(XS =) P(Xy =k, X, =)

Pk (5,)70

=Y P(Xy=j|Xy =k X, =i)P(X, =k|X, =1i) =
keZ

=) P(Xy = kX, =i)P(Xe = j| X, = k) =
keZ

= Zpik(svu)pkj(uvt)
keZ

a

7.1.9 Bemerkung. Die Gleichung (7.2) wird die Gleichung von Chapman—Kolmogorov ge-
nannt.

7.1.10 Definition. Ein diskreter Markovprozess wird homogen genannt, wenn die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten p;;(t1,%2) fiir beliebige 4,j € Z und t1,t2 € I nur von der
Differenz t = t, — t; abhéngig sind, also p;;(ti,t2) = p;;(0,t) gilt. Da in diesem Fall
die Ubergangswahrscheinlichkeiten nur von einer Variablen abhiéingen, schreibt man kurz
pij(ti,t2) = piz(t).

7.1.11 Korollar. Sei (Xt)tel

dessen Ubergangswahrscheinlichkeiten. Dann gilt fiir s, t,u € T

ein homogener Markovprozess mit I C R und p;;, i,j € Z,

Pi; (t +u) szk ki (u)  firt <uwundi,j € Z mit p;(0) > 0.
keZ

Beweis. Nach (7.2) und wegen der Homogenitét gilt
pij (t +u) = pi;(0,t + u) = pir(0,£)pr; (t,  + u) = pir(0,£)pr; (0, u) = pir (t)pr; (w).
a

7.1.12 Definition. Fiir einen Markovprozess (X;)ic; bezeichnet man fiir ¢ € Z die
absolute Zustandswahrscheinlichkeit p;(0) = IP’(XO = z) als Anfangsverteilung.

Demnach ist {p;(t),i € Z} die eindimensionale Verteilung des homogenen Markovpro-
zesses zum Zeitpunkt ¢ € I. Wegen der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit besteht
zwischen einer Anfangsverteilung und der zugehérigen Verteilung zum Zeitpunkt ¢ € 1
der Zusammenhang

t)=> pi(0)pi;(t) fixr jeZtel (7.3)

i€z
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Ein wichtiges Hilfsmittel zur Analyse von homogenen Markovprozessen sind die Glei-
chungen von Kolmogorov. Bei diesen handelt es sich um Differentialgleichungssysteme
fir die Ubergangswahrscheinlichkeiten und die absoluten Zustandswahrscheinlichkeiten
in Abhingigkeit von den Ubergangsraten. Fiir die Bestimmung der Gleichungen von Kol-
mogorov miissen zunéchst folgende Grenzwerte eingefithrt werden:

. L—py(h)
q; = }ILI_% —, o € Z und (7.4)
o pig(h) .
gij = lm ==, i, j e Z, i) (7.5)

Fiir einen Existenzbeweis der Grenzwerte ¢; und g¢;;, ¢, € Z, sei an dieser Stelle auf
[KT81] verwiesen.
Weiters ist zu erwihnen, dass die Beziehungen (7.4) und (7.5) dquivalent sind zu

p”(h) =1-—qgh+ O(h), 1 € Z, bzw. (76)
pij(h)zqijh-i-O(h), i, € Z, 275], hERg.

Dabei ist der Parameter ¢;, i € Z, die unbedingte Ubergangsrate des Markovprozesses, also
die Rate, mit welcher der Prozess ausgehend vom Zustand ¢ in einen beliebigen anderen
Zustand iibergeht, und o(h) ! bezeichnet das Landau-Symbol ,,Klein 0” von h.

Mit g5, 7,7 € Z, wird die bedingte Ubergangsrate bezeichnet, welche die Rate beschreibt
mit der der Prozess ausgehend vom Zustand ¢ in den Zustand j tibergeht. Dabei gilt der
Zusammenhang Z]EZ gij = ¢; fur allei € Z.

Fiir die Herleltung der Kolmogorovschen Gleichungen benutzt man die Gleichung von
Chapman—Kolmogorov

pzj szk pk] t t,h€R37i7j€Z~
keZ

Man betrachtet fiir

Di t+h pz sz 1*piih .o
]( ! E pk] h ( )plj(t)7 taheRS_7Z7.] € Za
keZ
k#i

den Grenziibergang h — 0 und erhélt

p” E Gikpr;(t) — qipij(t) fiir t € RY,4,5 € Z. (7.8)
keZ
ki

Diese Gleichung wird die Kolmogorovsche Riickwdrtsgleichung genannt.

1Sei QCR, f: 2 — R und g: Q — R. Existiert fiir jedes € > 0 ein N € R, sodass
|f(z)| < elg(x)| fiir alle x> N,

gilt, dann schreibt man f(z) = o(g(z)) fiir  — oo, wobei o(g(x)) ein sogenanntes Landau-Symbol ist und
mit ,,Klein 0” bezeichnet wird.
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Die Kolmogorovsche Vorwdrtsgleichung ergibt sich analog aus

keZ
als
’ _ . 4oL
P (t) = Zpik(t)Qk-j —q;pij(t) fir teRy,i,j€Z. (7.9)
kez
K

Weiters von Interesse ist ein Differentialgleichungssystem fiir die absoluten Zustandswahr-
scheinlichkeiten des Markovprozesses. Dazu muss eine Anfangsverteilung {p;(0);i € Z},
vorgegeben sein. Durch Multiplikation der Kolmogorovschen Vorwértsgleichung (7.9) mit
pi(0) und Summation iiber alle i € Z ergibt sich fiir t € R und i,j € Z

> i) (1) =D pi(0) > pir(t)ar; — Y pi(0)g;pss(t) =

i€z i€EZ keZ i€Z
ki
=k Y piO)pir(t) — a; > pi(0)pis (1).
keZ 1€EZ i€z
ki

Damit erhilt man das gewiinschte Differentialgleichungssystem wegen Gleichung (7.3)

pi(t) = g Qrjpr(t) — qipi(t) fir teR und j€ Z. (7.10)
i
J

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Losung des so erhaltenen Differentialgleichungssystems liegt
in der sogenannten z- Transformierten oder erzeugenden Funktion.

7.1.13 Definition. Man nennt die Reihe
G(z) =) piz', |2 <1, (7.11)
i=0

die erzeugende Funktion der diskreten Zufallsvariable X, die die Wertemenge Z = Ny und
die Wahrscheinlichkeitsverteilung {p, = P(X =1);i=0,1,2,...} besitzt.

Die erzeugende Funktion ist also ein Potenzreihe in z mit den Wahrscheinlichkeiten p; als
Koeffizienten und damit nichts weiter als der Erwartungswert von zX. Da p; = P(X = i)
fiir alle ¢ € Z gilt, folgt, dass p; > 0 und Zfio p; = 1 gelten muss. Damit konvergiert die
Potenzreihe (7.11)

G(2)| <Y il <) pi=1 fiiralle 2] <1, (7.12)

=0 =0
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auf Grund des Vergleichskriteriums fiir unendliche Reihen absolut, und besitzt daher einen
Konvergenzradius > 1. Daher ist G(z) fiir |z| < 1 gliedweise differenzierbar?, mit

G'(2)=> ipiz™", |2l <L (7.13)
=1

Falls G einen Konvergenzradius von 1 besitzt, ist G an z = 1 nicht differenzierbar, da
die Reihe fiir |z| > 1 nicht definiert ist. Nach dem Wurzelkriterium ist > :°, ip; absolut
konvergent und daher gilt nach dem Abelschen Grenzwertsatz

lim G'(t) = li ipit' ™t =Y ip; = E(X). 7.14
Jim G'(t) = lim ;w ;w (X) (7.14)
Falls G'(z) an der Stelle 1 existiert und stetig ist, so gilt G'(1) = E(X).
Im Fall, dass G(z) einen Konvergenzradius > 1 besitzt, existiert die Ableitung von G an
der Stelle 1 und es gilt wieder G'(1) = E(X). Da dieselbe Argumentation auch fiir hthere
Ableitungen von G anwendbar ist, ldsst sich auch die Varianz mit Hilfe der erzeugenden
Funktion darstellen, man erhilt, falls G einen Konvergenzradius von 1 besitzt,

lim G”(t) = lim » i(i—1)pit'> = i(i — L)p;.

t—1- t—1—
i=1 =1

Die Varianz kann mit Hilfe des Verschiebungssatzes dargestellt werden als

=E(X?) -E(X)*=
= iﬂpl —E(X)? =
i=1
= Z i(i — p; + E(X) — E(X)>.

Also erhilt man fiir die Darstellung der Varianz mittels der erzeugenden Funktion

V(X) = lim G”(t) + E(X) — E(X)% (7.15)

t—1—

Wenn G einen Konvergenzradius > 1 besitzt, so ist G an 1 auch zweimal differenzierbar
und man erhilt fiir die Varianz V(X) = G”(1) + E(X) — E(X)2.

Im Folgenden wird das Losen einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung, also einer Gleichung der Gestalt

0z 0z
a(&y,z)a—i—b(x,y,z)a—y =c(x,y,z), (716)

2Jede Potenzreihe ist im Inneren ihres Konvergenzradius beliebig oft differenzierbar und man erhélt
ihre Ableitung durch gliedweises Differenzieren.
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erforderlich, wobei a, b und ¢ von den Variablen x, y und z abhingige Funktionen sind.
Man nennt die Funktionen z = f(z,y), welche die Gleichung erfiillen, Lisungen von (7.16).
Nach [NT79] gilt fiir eine quasilineare partielle Differentialgleichung, dass unter gewissen
Stetigkeitsvoraussetzungen an die Funktionen a, b und c zu jeder Kurve im Raum, mit ge-
wissen Ausnahmeféllen, genau eine Losung z = f(x,y) von (7.16) existiert, sodass die der
Losung entsprechende Fliche durch diese Kurve geht. Also besteht die Anfangsbedingung
in diesem Fall durch die Vorgabe einer Kurve im Raum. Die Losung dieses Anfangswert-
problems kann mittels der Charakteristikenmethode gefunden werden. Dafiir ben6tigt man
als Anfangsbedingung eine Raumkurve in Parameterdarstellung x = u(7), y = v(7) und
z = w(7) mit Parameter 7. Man betrachtet

dx dy z
dt —a(sc,y,z), dt —b(x,y,z), dt
wobei es sich um ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen handelt. Fiir dieses
System sucht man zu festem 7 eine Losung, welche der Anfangsbedingung z(0) = u(7),
y(0) = v(7) und 2(0) = w(7) geniigt. Sei diese Losung nun = = x(t,7), y = y(¢t,7) und
z = 2(t,7), dann erhilt man die gesuchte Losung von (7.16), indem man aus den Glei-
chungen z = x(¢,7) und y = y(¢,7) nun ¢ und 7 durch = und y ausdriickt und diese
Resultate in z = z(t, 7) einsetzt.
Die im néchsten Abschnitt vorkommenden quasilinearen partiellen Differentialgleichungen
sind nach [NT79] mit der eben beschrieben Methode eindeutig 16sbar, wobei eine genaue
Begriindung den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde.

= c(z,y, 2), (7.17)

Im Weiteren werden nun, folgend den Ausfithrungen in [NT79], Spezialfiille von diskreten
Markovprozessen betrachtet. Erst wird der reine Geburtenprozess und der reine Todespro-
zess betrachtet, welche anschliefend zum Modell des einfachen Geburten- und Todespro-
zesses - der stochastischen Version des Exponentialmodells - zusammengesetzt werden.

7.2 Der reine Todesprozess

Beim reinen Todesprozess wird davon ausgegangen, dass die betrachtete Population nicht
wachsen kann, da nur Todesfille und keine Geburten stattfinden. Man nimmt an, dass
jedes zum Zeitpunkt ¢ € Re lebende Individuum den Zeitpunkt ¢ + At, At € R, mit der
Wahrscheinlichkeit SAt+o(At), 8 € [0, 1], nicht erlebt, d.h. mit dieser Wahrscheinlichkeit
im Zeitintervall (¢, t+At) stirbt, auflerdem werden die einzelnen Todesfiille als von einander
unabhéngige Ereignisse angenommen. Zum Vorkommen von reinen Todesprozessen in der
Natur ist zu sagen, dass diese dann auftreten, wenn durch #uflere Einfliisse, wie etwa
starke Umweltverschmutzung oder das Fehlen von Nahrung die Fortpflanzung nicht mehr
moglich ist.

7.2.1 Definition. Ein homogener Markovprozess (X;)ser, I = [0, 7] mit T € R, und mit
diskretem Zustandsraum Z = {0,1,...,n} bzw. Z = {0,1,...} wird reiner Todesprozess
genannt, wenn ausgehend von einem beliebigen Zustand i € Z nur ein Ubergang nach
i — 1 oder 4 mit positiver Wahrscheinlichkeit erfolgen kann, fallsi — 1 € Z.

Im Folgenden wird fiir eine reelle Zufallsvariable X;: (2,4) — (R,B(R)), t € I, von
X; =n,t € Rt, n € Z, als Ereignis gesprochen, wobei dies eine kurze Notation fiir
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das Ereignis {w € Q| X;(w) = n} darstellt. Dass diese Menge tatsichlich ein Ereignis ist,
folgt, da man von reellen Zufallsvariablen X;: (2, A) — (R, B(R)) ausgeht, aus der Tat-
sache, dass {n}, n € R, abgeschlossen ist beziiglich der euklidischen Topologie und daher
{n} € B(R). Da X, eine messbare Funktion ist, muss X; *({n}) € A gelten und ist damit
ein Ereignis.

Zur Herleitung des Differentialgleichungssystems fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten
gibt es bei diesem Modell auch eine anschauliche Methode, die im Weiteren [NT79] folgend
ausgefithrt wird. Dabei wird die Bevolkerungsentwicklung durch den homogenen stochas-
tischen Prozess (Xt)teI7 I C RY beschrieben, es sei p;(t) = IE”(Xt = j), j€Z teRT,
die Zustandswahrscheinlichkeit und p;;(s,t) = ]P’(Xt =j|Xs = i), i,j € Z,s,t € R{, die
Ubergangswahrscheinlichkeit.

Fiir eine Population, die zum Zeitpunkt ¢ € Rar mit positiver Wahrscheinlichkeit aus j € Z
Individuen besteht, ergeben sich folgende drei Wahrscheinlichkeiten, mit welchen sich die
Populationsgrofle in der Zeitspanne At € Rf{ verindern kann:

e Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Populationsgrofe withrend At € R{ nicht
verdndert, d.h. kein Individuum stirbt, ist fiir j € Z und ¢ € RS‘ gegeben durch
. J j
pji(t,t+At) = [1—BAL+o(At)] = Z (V> [—BAt+o(At)]" =1 BjAt+o(Ab).

v=0

e Mit j € Zund t e Rg lautet die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abnahme der Popu-
lationsgréfie in der Zeitspanne At € R™, also dafiir, dass genau ein Individuum in
dieser Zeitspanne stirbt,

pii—1(t,t+ At) = j[BAL + o(AD)] [1 — BAL + o(A)) T =
Jj—

= j[BAt+o(AL)] Y (j ; 1) [—BAt + o(At)]” =
v=0
= BjAt + o(At).

e Die Wahrscheinlichkeit, dass in der Zeitspanne At € Rt genaui € N, 1 < i < j,
j € Z, Individuen sterben, ist fiir t € Ry gegeben durch

piji(t.t+ At) = <JZ> [BAt + o(A)]'[1 — BAEL + o(AH)]' ™" = o(Al).

Da in diesem Modell nur der reine Todesprozess betrachtet wird, kann, wenn zum Zeit-
punkt ¢ = 0 genau n € Z Individuen am Leben sind, die Populationsgréfie zu jedem Zeit-
punkt ¢ > 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit nur die Werte j = 0,1, 2,...,n annehmen.
Nach den Modellvoraussetzungen gilt dann p,,(0) = 1 und p;(0) =0firj =0,1,2,...,n—1.

Zusammenfassend ergibt sich also fiir die Wahrscheinlichkeiten p;, ;(t,t+ At) fir t, At €
Rg‘:
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1—pBjAt+o(At) firi=0,
pj+1',j (t, t -+ At) = ,8(] + I)At =+ O(At) fU.I‘ 7 = 1,
o(At) firi=2,3,...,n—jund j € Z.
Weiters setzt die positive Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X;y A+ = n die positive Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses X; = n voraus und auflerdem, dass im Zeitintervall (¢, t+ At)
mit positiver Wahrscheinlichkeit kein Todesfall eintritt. Daher gilt:

pn(t + At) = ]P)(Xt-i-At = ’TL) = ]P(Xt = n)]}D(Xt+At = 71|Xt = n) =
= ()P (t, t + At) = p(t)[1 — BnAt + o(At)], n€ Z, t,At € R{.

Daraus ergibt sich fiir n € Z, t, At € Rar,

Dn(t + At) — pp(t) o(At)
At At 7
und nach dem Grenziibergang At — 0, t € Rg‘ , folgt die Differentialgleichung

dpy (1)
dt

Damit das Ereignis Xy Ay = n—1,n € Z, positive Wahrscheinlichkeit besitzt, muss entwe-
der das Ereignis X; = n—1 positive Wahrscheinlichkeit besitzen und die Populationsgrofie
verdndert sich im Zeitintervall (¢, ¢+ At) mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht, oder das
Ereignis X; = n besitzt positive Wahrscheinlichkeit und die Populationsgrofie verringert
sich mit positiver Wahrscheinlichkeit um ein Individuum in besagtem Zeitintervall.

= —PBnpn(t) +

= —Bnp,(t) fir n € Z und t € Ry (7.18)

Dabher gilt fiir n € Z und t, At € R}:

Pn-1(t+ At) =P(Xpyar =n—1) =
= P(Xt =n-— 1)P(Xt+m =n—-1X;=n-— 1)+
+P(X; =n)P(Xyar =n—1|X; =n) =
= Pn—1(O)Pn—1,n-1(t,t + At) + pp(t)pnn—1(t, t + At) =
= pu—1(t)[1 — B(n — 1) At + o(At)] + pu(t)[BnAt + o(At)] =
= Pn—1(t) = B(n — 1)Atp,_1(t) + Snltp,(t) + o(At).

Analog dazu ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse Xy aA; = j, wobei
7=0,1,....,n—2 unthtERSr ist, als

pi(t+ At) =P(Xipar =j) =
= P(X = ‘)]P(XtJrAt =jl Xy :j)-l-
+P(Xi =7+ DP(Xppar =4l Xe =7+ 1)+
+P(Xi =7+ 2)P(Xpyar =4l Xe =7 +2)+...+
(Xt ) (Xt+At =jlX; = n) =
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=p;i([t)p;;(t, t + At) + pir1(t)pjt1,5(t,t + At)+
+pjr2()pjr2i (Lt + Al) + ...+ pa(t)pn (L, t + AL) =

=p;(t)[1 — BiAL+ o(At)] + pjs1(t) [B(J + 1AL + o(AL)]+
+ pjra(t)o(At) + ...+ pp(t)o(At) =

= p;(t) — BjAtp;(t) + B(j + 1)Atpjy1(t) + o(Al).

Zusammenfassend erhilt man fiir die Wahrscheinlichkeiten p; (t+At) mit j = 0,1,...,n—1
und t, At € Rg dieselbe Darstellung, welche sich schreiben lasst als

p;(t+ At) —p;(t) o(At)

= —Bjp;(t) + B + Dpja(t) +

At At
Durch Bildung des Grenziibergangs At — 0 folgt das lineare Differentialgleichungssystem
dp;(t) _ ..~ : . +
e —Bip;i(t) + B + Dpjya(¢) fir j =0,1,...,n—1und t € R]. (7.19)

Dieses ist eben das gesuchte Differentialgleichungssystem zur Bestimmung der Zustands-
wahrscheinlichkeiten.

Da Gleichung (7.19) nur von den Wahrscheinlichkeiten p; und p;+1 abhéngt, kénnen die
Wahrscheinlichkeiten p,,(¢), pn_1(t), ..., po(t), mit n € Z, t € R}, mit Hilfe der Anfangs-
bedingungen p,(0) = 1 und p;(0) = 0fiir j = 0,1, ..., n—1 sukzessive aus Gleichung (7.18)
und Gleichung (7.19) berechnet werden. Aus Gleichung (7.18) ergibt sich p,,(t) = e=#"t
fur t € ]Ra', vgl. Kapitel 4.2, und damit lsst sich p,_1 aus

dpnd;tl(t) =—B(n—1)pp_1(t) + Bnpn(t) = =B(n — 1)pp—1(t) + BneAnt, (7.20)

mit + € R, bestimmen. Die zu Gleichung (7.20) gehorende homogene Lésung lautet
p(t) = CePln=Dt ¢ ¢ R{, mit der Integrationskonstante C' € R, und die partikuliire
Losung erhélt man durch den Ansatz p(t) = Ae "t wobei A € R durch Einsetzen in
Gleichung (7.20) als A = —n bestimmt wird. Damit ergibt sich die allgemeine Lésung von
Gleichung (7.20) als

pn_1 = Ce A=Vt _pe=bnt fiir t ¢ RY, C € R.

Um auch die Anfangsbedingung p,,—1(0) = 0 zu erfiillen, wird C' = n gesetzt, und dadurch
erhélt man
Pn-1= ne_ﬁ("_l)t(l — e_Bt) fiir t € Ra'.

Durch die Kenntnis dieser Losung kann auf analoge Weise aus Gleichung (7.19) mit j =
n—2n € Z nun p,_o(t) bestimmt werden usw. Die resultierenden Ausdriicke fiir p,,
Pn—1 und p,_o legen die allgemeine Losungsformel

n=("

nahe, wobei deren Richtigkeit durch Einsetzten in Gleichung (7.20) tberpriift werden
kann.

)e_Bjt(l — e—‘”)"‘j mit j =0,1,...,n und t € R{, (7.21)
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Zusammenhang mit dem deterministischen Modell

Setzt man in der rechten Seite der Gleichung (7.21) e~#* =: p, so geht diese in (?)pj(l —

p)"~7 iiber. Dies ist die Allgemeinen iibliche Darstellung der Dichte einer binomialver-
teilten Zufallsvariable, vgl. Kapitel 8.2. Deshalb liegt es nahe, dass die Wahrscheinlich-
keiten aus (7.21) eine Binomialverteilung bestimmen. Da eine binomialverteilte Zufallsva-
riable den Erwartungswert E(X) = g = np und die Standardabweichung o = /V(X) =
v/np(1 — p) besitzt, ergibt sich fiir diese Werte der Grofle einer Population, die einem
reinen Todesprozess unterworfen ist:

p=ne ",

o = \/ne Pt(1 —e=F) fiir t € Ry.

Auffallend ist die Ubereinstimmung des Erwartungswertes mit der Populationsgréfe im
deterministischen Modell, welche durch z(t) = ne™ % t € Rg , gegeben war.

Weiters ist zu bemerken, dass die auf den Erwartungswert bezogene Standardabweichung

%, welche ein Maf fiir die relative mittlere Abweichung der moglichen Realisierung des

Todesprozesses vom Mittelwert p darstellt, indirekt proportional zu +/n ist. Dies ldsst
den Schluss zu, dass das einfachere deterministische Modell in groflen Populationen ein
addquater Ersatz fiir das stochastische Modell sein kann.

7.3 Der reine Geburtenprozess

Im Gegensatz zum reinen Todesprozess wird beim reinen Geburtenprozess davon ausge-
gangen, dass die Population nur wachsen kann - also lediglich Geburten und keine To-
desfélle moglich sind. Wie im reinen Todesprozess wird die Individuenzahl wieder als sto-
chastischer Prozess angenommen und mit X;, t € Ra“, bezeichnet, auflerdem sei zum Zeit-
punkt ¢t = 0 die Populationsgréfie n € Z. Da keine Todesfille vorkommen, die Populati-
onsgrofie also nur zunehmen kann, sind lediglich die Ereignisse X; = j mit j = n,n+1,...
mit positiver Wahrscheinlichkeit moglich. Weiters wird angenommen, dass die Geburten-
rate o € [0,1] nun die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass ein bestimmtes Individuum I’
in einer Zeiteinheit ein Tochterindividuum hervorbringt. Genauer sei die Wahrscheinlich-
keit, dass im Zeitintervall (t,t + At), t € R}, At € RT, aus einem Individuum I’ genau
ein Tochterindividuum hervorgeht, durch aAt + o(At) gegeben und die Wahrscheinlich-
keit, dass das Individuum I’ in eben diesem Zeitintervall mehr als ein Tochterindividuum
hervorbringt o(At). Die Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitintervall (¢, 4+ At) aus dem In-
dividuum I’ kein Tochterindividuum hervorgeht ergibt sich als Gegenwahrscheinlichkeit
und lautet 1 — aAt + o(At), vlg. [NT79].

7.3.1 Definition. Ein homogener Markovprozess (X¢)ter, I = [0,7] mit T € R(i und
mit diskretem Zustandsraum Z = {0,1,...,n} bzw. Z = {0,1,...} wird reiner Geburten-
prozess genannt, wenn ausgehend von einem beliebigen Zustand i € Z nur ein Ubergang
nach ¢ 4+ 1 oder ¢ mit positiver Wahrscheinlichkeit erfolgen kann, falls i + 1 € Z.



KAPITEL 7. DER GEBURTEN- UND TODESPROZESS 83

Das Ziel ist nun wieder, ein Differentialgleichungssystem fiir die Zustandswahrscheinlich-
keiten eines reinen Todesprozesses herzuleiten. Dazu betrachtet man analog zu [NT79]
die drei Wahrscheinlichkeiten, mit welchen sich die Populationsgréfie im Zeitintervall
(t,t + At), t € Rf, At € RT, verindern kann unter der Voraussetzung, dass die Ge-
burten als voneinander unabhéingige Ereignisse aufgefasst werden:

e Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Populationsgrofle wihrend des Zeitintervalls
der Linge At € R* nicht dndert, d.h. kein Individuum wird geboren, ist mit ¢ € ]Ra'
und j € Z gegeben durch

pjj(t,t+ At) = [1 — aAt + o(At)]j = i: <ZJ/> [—aAt +o(AY)]" =
v=0

=1— ajAt+ o(At).

e Die Wahrscheinlichkeit, dass die Populationsgréflie im Intervall der Linge At € RT
zunimmt und genau ein Individuum geboren wird, lautet mit At € R, t € Rar und
jez

pjjr1(tt + At) = j[alt + o(A1)][1 - aAt +o(AL)])' ™" =

j—1

= jlaAt + o(At)] Z (j ; 1> [—aAt +o(At)]” =

v=0
= ajAt + o(At).

e Die Wahrscheinlichkeit, dass die Populationsgréflie im Intervall der Linge At € RT
zunimmt und i € N\ {1} Individuen geboren werden, lautet mit At € R*, ¢ € R
und j € Z

Piji(tt+ At) = (Z ) [t + o(A1)]'[1 — aAt + o(AH] " = o(At).

Die moglichen Verédnderungen der Populationsgrofie konnen demzufolge durch die Wahr-
scheinlichkeiten

1 — ajAt+ o(At) fir i =0 und j > n,
pj—ij(t,t+At) = a(j —1)At +0o(At) firi=1und j >n+1,
o(At) firi>1lund j >n+1,

mit At € Rt t € Ry, j € Z und n € Z, ausgedriickt werden. Es gilt fiir At € R*, ¢t € R}
und j € Z

pi(t+ At) =P(X(t+ At) = j) =

P(X(t)=j—i)P(X(t+At) =j|X(t)=j—1) =

<.
|

&
I
=)
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j—n

= ijfi(t)pj—@j(t,t + At) =
1=0
) palt) — anAtp,(t) 4 o(At) fiir j = n,
p;(t) — ajtp;(t) + a(j — 1)Atp;_1(t) + o(At)  fiir j > n.

Wenn man nun den Differenzenquotienten W bildet und At gegen Null gehen
ldsst, erhédlt man das lineare Differentialgleichungssystem

dp,(t)

T —anpy(t) firn € Z, t € R}, (7.22)
dp; (¢ ) . .
p(fjlt( ) =—ajpj(t) +a(f—pj_1(t) firj=n+1,n+2,.... (7.23)
Aus den Annahmen fiir die Population ergeben sich die Anfangsbedingung p,,(0) = 1 und
p;j(0) =0fir j =n+1,n+2,.... Es wire zwar ein analoges Vorgehen wie beim reinen

Todesprozess moglich, also aus Gleichung (7.22) zuerst p,, n € Z, zu bestimmen und
anschliefiend p,41 aus (7.23) usw. Dieses schrittweise Auflésen der Differentialgleichung
fiir die Wahrscheinlichkeiten p;, j € Z, ist allerdings beim allgemeinen Geburten- und
Todesprozess nicht mehr moglich. Deshalb wird schon an dieser Stelle zur Differentialglei-
chung fiir die p;-erzeugende Funktion iibergegangen welche anschlieflend aufgelost wird.

Um auf diesem Weg die Losungen von Gleichung (7.22) und Gleichung (7.23) zu gewinnen
wird die in (7.11) definierte erzeugende Funktion fiir Zufallsvariablen verwendet. Da nun
ein stochastischer Prozess, also eine Familie von Zufallsvariablen, betrachtet wird, ergibt
sich die Familie von erzeugenden Funktionen G(t,z) = Z;’;n p;(t)z7. Diese konvergiert
nach (7.12) absolut fiir alle |z|] < 1 und alle ¢ > 0, n € Ny, und da die Potenzreihe
>t jz7=1 fiir |2| < 1 konvergiert, konvergieren fiir |2| < 1 auch die Potenzreihen
drens1d2 und 307 L (j — 1)27. Daher konvergiert wegen des Majorantenkriteriums
fiir festes |z| < 1 auch die Potenzreihe

Z (—ajp;(t) +a(j — Dpj-1(t))z?, ne Z,
j=n+1
gleichmifig in ¢ € Ry Deswegen ist die Reihe G(t,2) = Y222 p;(t)27 fiir [2] < 1 wegen
(7.23) gliedweise partiell nach ¢ differenzierbar. Es ergibt sich mit Gleichung (7.22) und
Gleichung (7.23) fiir [2| < 1 und ¢t € R

0G(t,z)  dpu(t) o i dp;(t) ;

ot dt ,
j=n+1

—anp,(t)z" + Z —ajp;(t) + a(j — 1)pj_1(t)] 27 =
j=n-+1

—anp, (t)z" — az Z gpi ()27 + az? ij ()27t =
Jj=n+1
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0G(t, z)
= — =
az(z—1) P
Fiir G(t, z) erhélt man die partielle Differentialgleichung erster Ordnung
oG oG
§+az(1 —z)a =0, |z]<1,teRy (7.24)
die unter der Anfangsbedingung
G(0,2) =Y pi(0)a =2", [z[<LneZ (7.25)
Jj=n

zu 16sen ist. Dazu wird die Charakteristikenmethode, vgl. [NT79] und (7.17), verwendet,
bei welcher man vom folgenden Differentialgleichungssystem ausgeht:

dt

=

dr ’

d

ﬁ =az(l —2),
dG

Jede zu dieser Differentialgleichung gehérende Losung (¢(7), 2(7),G(7)), 7 € R{, von
(7.26) heiBt Charakteristik der Differentialgleichung (7.24). Speziell ist die durch den
Punkt t(0) = to € R, 2(0) = 20 € Ry und G(0) = Gy € R gehende Charakteristik
von Interesse. Als Losung der ersten bzw. dritten Gleichung ergibt sich ¢ = 7 + C; bzw.
G = Gy + C3 mit C7,C5 € R. Die zweite Gleichung wird durch Trennung der Variablen
gelost, wobei

dz

——— =dr, TR,z <1,
az(l—z) noT 012l

und anschliefende Integration

1
ln<z) =7+Cy TERT,|Z <,
« 1—=2

ergibt, bzw. mit ¢ := aCy

c:—aT—i—ln(lZ >, TeRS, |2 < 1.
—z

Daher hat z(7) die prinzipielle Struktur

z(T):f<—oz7—|—ln(1iz>)7 T eRY,
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wobei f eine stetig differenzierbare Funktion ist, zu deren Bestimmung die Tatsache her-
angezogen wird, dass z(0) = zg, und daraus resultiert, dass

= R.
f() w1 Y€

Zusammenfassend erhiilt man fiir 7 € R] die Charakteristik

t=19+4+ T,
z0€™T
=0/,
1 — 20 + zp€e?T
G = Gy.

Jene Losung von (7.24), die die Anfangsbedingung (7.25) erfiillt, also die Kurve ¢ = 0,
z = zp und G = zj enthilt, erhdlt man, indem man durch jeden Punkt dieser Kurve die
durch diesen Punkt gehende Charakteristik von (7.24) legt. Dies fiihrt auf

t=r,
Zoea‘r
2=,
1— 20+ zpe™™
G=z2, z,TeER{,neZ,

bzw., wenn man die Parameter zy und 7 eliminiert, auf

Zefat n N
Damit ergibt sich nun nach (7.14)
oG nsn—le—ant
=E(X;) = lim — = i = ne®t 7.28
i =B(X) = lm 50 = i ey e ()

teRf, neZ.

Es gilt also, dass der Erwartungswert der Populationsgréfie im stochastischen Geburten-
prozess fiir alle t € Rg mit der Losung der deterministischen Modellgleichung % = ax,
te ]Ra' , ibereinstimmt.

Mit Hilfe von (7.15) ldsst sich nun auch die Varianz fiir t € Rf und n € Z berechnen:

2

o =V(Xy) = lim ——

Jlim =l (1 = ) = ne (e — 1),

zZ=S

Auch in diesem Fall ist die auf den Mittelwert (7.28) bezogene Standardabweichung o/ i
indirekt proportional zu /n.

Aus (7.27) konnen explizite Ausdriicke fiir die Wahrscheinlichkeiten p;, j € Z, hergeleitet
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werden. Hierfiir benétigt man die Potenzreihenentwicklung von (1 — z + ze~**)™" und
dafiir die binomische Reihe fiir o € R

W (), . a ala-1), ala-D@-2) ,
(1+=x) —kz_o(k>x —1+ﬂx+ TR 3l z+..., Jrl <1
Mit @ = —n und = —z(1 — e~ ") folgt fiir entsprechend kleines z

—n(-n—1)(-n—-2)...-(—n—i+1)
il

(71)121(1 o efat)i —

(1fz+ze*at)7n:1+z

:1+Zn(n+1)(n+2)i'!”'.(n+i_1)zi(1—e*“t)i:

P (n — 1)l
S n+i—1)! % —at\i
:z_%(n—l)w)z(l_e )=
_ = (j — 1) j—n et j—n
e e

Damit ergibt sich fiir die erzeugende Funktion G(t, z) die Reihenentwicklung

o0 oo .
_ _1 S
G(t,z) = ;pj(t)zj = Z (‘]7 B n) e (1 —e YT |zl < L,teR{,n € Z,

j=n

und daraus unmittelbar

p;i(t) = (j Tll) e (1l —e ) " fir j€ Z,j >nund t € RY.
Erstmals wurde der reine Geburtenprozess 1924 von G. U. Yule verwendet, um das Ent-
stehen neuer Arten in der Entwicklungsgeschichte einer Gattung zu beschreiben, weshalb
er auch den Namen Yule-Prozess tragt. Yule betrachtete Bevolkerungen, die aus Arten
mit einem Gen bestehen, und eine Geburt stellte das Entstehen einer neuen Art durch
Genmutation dar, vgl. [Lah64]. Dieses Modell lieferte nur sehr grobe Annéherungen an die
Realitéit, weil Yule voraussetzte, dass keine Art aussterben kann und jede Art die gleiche
Wabhrscheinlichkeit hat, eine neue Art hervorzubringen.

Realistische Resultate liefert das Modell beispielsweise bei Bakterienkolonien, in denen
sich die Bakterien durch Teilung vermehren und ein unbegrenztes Bevolkerungswachstum
moglich ist.
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7.4 Der Geburten- und Todesprozess

Im Folgenden sollen der reine Geburten- und der reine Todesprozess zusammengefiihrt
und es soll so dem Umstand Rechnung getragen werden, dass in einer Population im
Normalfall sowohl Geburten- als auch Todesfélle zur Verédnderung der Populationsgrofie
beitragen. Dazu werden zum einen die Geburten- als auch die Todesrate unterschiedlich
von Null angenommen und, wie bisher, unabhéngig vom Lebensalter und der Populati-
onsgrofle vorausgesetzt. Die Wahrscheinlichkeit, dass aus einem Individuum I’ im Zei-
tintervall (¢,t + At), ¢ € Rg , At € R*, genau ein Tochterindividuum hervorgeht, sei
a+ o(At), a € [0, 1], die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein Tochterindividuum aus I’
in diesem Zeitintervall hervorgeht, sei o(At) und die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das
Individuum I’ in einem Zeitintervall der Linge At € RT stirbt, sei At +o0(At). Diese An-
nahmen stehen in Einklang mit den entsprechenden Festlegungen beim reinen Geburten-
und beim reinen Todesprozess. Der in diesem Modell zusétzlich moglich gewordene Fall,
dass ein Individuum I’ im Zeitintervall (¢, + At), t € R}, At € RT, ein Tochterindivi-
duum hervorbringt und dabei selber den Zeitpunkt ¢ + At nicht mehr erlebt, sei von der
Wahrscheinlichkeit o(At).

7.4.1 Definition. Ein homogener Markovprozess (X;)icr, I = [0,7] mit T € R{, und
mit diskretem Zustandsraum Z = {0,1,...,n} bzw. Z = {0,1,...}, wird Geburten-
und Todesprozess genannt, wenn ausgehend von einem beliebigen Zustand ¢ € Z nur ein
Ubergang nach i, i+ 1 bzw. i — 1 mit positiver Wahrscheinlichkeit erfolgen kann, falls 7+ 1
bzw.i—1¢€ Z.

Die Elementarereignisse in der Population seien wieder als unabhéngig von einander vor-
ausgesetzt, und die Populationsgrélie sei durch den stochastischen Prozess (Xi)ier mit
I = [0,T], wobei T € R, modelliert. Damit erhiilt man folgende Wahrscheinlichkeiten
fiir die Veridnderung der Populationsgréle im Zeitintervall (¢, ¢+ At) mit ¢ € ]Rar , At ¢ RT
und j € Z

1— ((a+ B)jAt+o(At)) firi=0,

o _ alj —1)At firi=1, falls j — 1 € Z,
Pj—ij(t,t + At) = 8(j + 1) At fir i = —1,
o(Al) fiir i # —1,0,1, falls j —i € Z.

Weiters sei auch vorausgesetzt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Populationsgrofie
im Zeitintervall At um mehr als ein Individuum vergréfert oder verkleinert, gleich o(At)
ist, also P(|Xipar — Xi| > 1) = o(At) gilt.

Der Fall j = 0 ist gesondert zu betrachten, da das Ereignis Xy A = 0 nur dann mit
einer Wahrscheinlichkeit ungleich o(At) eintreten kann, und zwar mit Wahrscheinlichkeit
1 bzw. SAt, wenn das Ereignis X; = 0 bzw. X; = 1 mit positiver Wahrscheinlichkeit
vorausgegangen ist. In diesem Fall ergibt sich also fiir t € Rg und At € R*:
po(t + At) = ]P)(XtJrAt = 0) =
= P(Xt = O)P(Xt+At = 0 | Xt = 0)+
+P(X; =1)P(Xpqyar =0 Xy =1)+
+P(X; > 1)P(Xpyar =0] Xy > 1) =
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= po(t)poo(t,t + At) + p1(t)pro(t,t + At) + ps1(f)ps10(t, t + At) =
po(t) + BAtp(t) + o( At).

Dabei ist im letzten Schritt zu beachten, dass gilt:

ps10(tt+ At =P(Xipar =0] X, > 1) =
P(XtJrAt =0ANX; > 1)
= <
P(X; > 1) -
P(|Xt+At - Xi| > 1) _
B P(X; > 1)
_ o(A?)
- P(Xy > 1)

=o(At), teR{, AteR".

Fiir j € Z\ {0}, t € R und At € R* ergibt sich:

pi(t+ At) = P(Xipar = j)
= ]P’(X = ‘)]P)(Xt+At =j|Xe= j)+
(Xt =Jj- 1) (Xt+At =j| X :j—l)—i-
+P(Xy =+ D)P(Xpyar =3 | Xe =7+ 1)+
+P(Xe ¢ {7, - L+ 1P (Xevar =7 | Xe ¢ {45~ 1L,j+1}) =
=pj()pj;(t,t + At) +pj—1(t)pj—1,;(t, t + At)+
F i1 (Opit1,5(E T+ AL) + pgjj-1,541) (OPg(j-1,5+1},5 (Lt + AL) =
= p;(B)(1 = (@ + B)JAL + (A1) + py_1()a(j — 1)At+
+pi+1()B( + 1At + o(At) =
— py(t) = (a + B)jAtp; (1) + a(j — D)Atp;_1(£) + B(j + 1) Atpy41(t) + o(Ab).

Daraus erhélt man zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten p; fiir j € Z das lineare
Differentialgleichungssystem

dpgt(t) = Apu(t), (7.29)
dpét(t) = —(a+B)jpi(t) + a(j — Vpj—1(t) + B + Dpj4a(t), tERG.  (7.30)

Da man das Wachstum einer zum Zeitpunkt ¢t = 0 aus n € Z Mitgliedern bestehenden
Population betrachten méchte, ergibt sich fiir die Anfangsverteilung p,,(0) = 1 und p;(0) =
0 fiir j € Z \ {n}. Daher erhilt man, wie auch beim reinen Geburtenprozess, ein System
aus endlich oder abzihlbar vielen Differentialgleichungen, wobei ein rekursives Auflésen
in diesem Fall nicht moglich ist. Deshalb geht man wieder, wie auch in [Bei97; NT79]
ausgefiihrt, fiir die quasilineare partielle Differentialgleichung

oG oG

VT ((a+ﬁ)z—022 _’B)Gz =0 (7.31)
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zur erzeugenden Funktion
o0
G(t,2) =) pj(t)s?, teRf |2 <1,
§=0

iiber. Wegen der Anfangsverteilung muss
G(0,2)=2", 2| <1, (7.32)

gelten. Dabei ist zu beachten, dass fiir t € Rf und [z] < 1
Gi(t,2) = pul(t)2’
=0
= Bp1(t) + 3 (U = Dapja(t) = jla+ B)p;(8) + (G + 1)Bpsa (£) 2 =
j=1

= Bp1(t) + Zjapj(t)zj+1 =Y e+ B (1) + > iBp(t)F T =

j=1 j=2

= Zjapj(t)zj-irl _ Zj(a + ﬁ)pj(t)zj + Zjﬂpj(t)zj_l _

= az?G,(t,2) — (a + B)2G.(t,2) + BG.(t,2) =
= (a2 = P)(z = DG (t, 2)

und
G.(t,z) = jpi(t)2" ",
j=1

gilt. Die Charakteristiken, welche zur partiellen Differentialgleichung (7.31) gehoren, ge-
niigen dem Differentialgleichungssystem

dt

=1

dr ’

dz 9

E:(OHL/B)Z—CVZ —B=-(z—1)(az-p),
dG

E:O, TERE)"_,|Z|<1

Als Losung der ersten bzw. der dritten Gleichung erhélt man unmittelbar t = 7+ Cy bzw.
G = (3, wobei C1,C3 € R. Aus der zweiten Gleichung ergibt sich durch Trennung der
Variablen

dz
G-Diz—m "

Zur Losung dieser Gleichung ist eine Fallunterscheidung durchzufiihren:

TRy, |2 < 1. (7.33)
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1. Fall: a #
Integration auf beiden Seiten liefert unter dieser Voraussetzung

1 _
— In oz — B = —7+ (s, TGR(J{,|Z\<1,C’2€R.
a—p z—1

Setzt man nun ¢ = Cy(a — B), erhilt man als Losung in impliziter Form

az—f
o >, TRy, |z < 1.

C:T(a—ﬁ)—ln<

Damit hat z(7) die folgende prinzipielle Struktur

o(r) = f(T(a _p) _1n<0‘; f)), Ry,

wobei f eine stetig differenzierbare Funktion ist. Um eben diese zu bestimmen, zieht
man die Tatsache heran, dass die Charakteristik durch den Punkt ¢(0) = t5 € Ry,
2(0) = 29 € Ry und G(0) = Gy € R gehen soll, und erhélt

o= {-w(222)) (o (3)

Dadurch ergibt sich

_ Be® —1

W, z e R.

f(z)

Zusammenfassend erhilt man fiir die durch den Punkt #(0) = to € R, 2(0) = 2o €
R{ und G(0) = Gy € R gehende Charakteristik fiir 7 € Ry die Parameterdarstellung
t=1+4to,
| Bep{la—fr (P} -1
aexp{(a — B)T — ln(ajo‘):lﬁ)} -1’
G = Go.

Durch das Setzen von to = 0 und Go = z{ wird die Anfangsbedingung p,,(0) = 1
erfiillt, und damit ergibt sich nach Umformung von z und Elimination von 7 und zq

B(1— @B _ (a— fela=B1)
(B — aele=Pt) — a(1 — Bele=P)t) 2

G(t,z):zg:( ) , teR{,|z|<1,neZ.

2. Fall: a =p
In diesem Fall lautet die Gleichung (7.33)

dZ +
m:—dﬂ', T€R0,|Z|<1,
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und Integration beider Seiten liefert mit der frei wiahlbaren Konstanten ¢

1
C:AT_;, TGR37‘Z|<1

Daher hat nun z(7) mit einer stetig differenzierbaren Funktion f, die prinzipielle
Struktur

1
z(T):f()\T—1>, TER:{,|z|<1—
P

Da die Charakteristik durch den Punkt ¢(0) = t, € R{, 2(0) = 2o € R} und
G(0) = Gy € R{ gehen soll, muss f die Bedingung

1
f( >:Z07 ZO€R6F7

_Zo—l

erfiillen. Diese Eigenschaft besitzt nur die Funktion

1
flz)=1——, xz€R
x
Damit ergibt sich fiir die gesuchte Charakteristik die folgende Parameterdarstellung

mit 20, T, G() € Rar

t =14 20,

_art+(1—ar)z

3

1+ar—arz
G = Gy.

Durch das Setzen von tg = 0 und Gy = z{J, wird die Anfangsbedingung p,(0) =1
erfiillt, und damit ergibt sich nach Umformung von z und Elimination von 7 und zq

at+ (1 —at)z

, teRT |zl <1,neZ
1+at—atz> 0l "

G(t,z) = 2 = <

Zusammenfassend ergibt sich fiir die erzeugende Funktion mit ¢ € R}, |2/ < 1 und n € Z

< 6(1—e(<:::)’:)—(a—ﬂefa*f;;)z > fir a+#f,
G(t, Z) _ (B—ae );a(l—ﬁe )z
at+(1—at)z fir o — 6

14+at—atz

Aus der erzeugenden Funktion G kénnte man durch Entwicklung nach Potenzen von z
explizite Losungen fiir p;, j € Z, erhalten. Fiir die Analyse des Langzeitverhaltens der
Populationsgrofe ist die explizite Losung aber nicht notwendig, da dieses direkt abgeleitet
werden kann.

Um die Frage beantworten zu konnen, ob die Population aussterben wird, mit anderen
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Worten, wohin py(t) fiir £ — oo strebt, beachtet man den Umstand, dass G(t,0) = po(t),
t € Ry, gilt und betrachtet mit p = g firte Ry und n € Z

-t \ .
<11pe<aﬂ>‘> fir o # g,
po(t) = n
at - —
<1+at) fir a=p4.

Nun betrachtet man das Verhalten von pg(t) fiir ¢ — oo, und man erhélt

1 fir a<p,
Jmpey =4t fe=h
— 00
(g) fir o> pB,neZ.

Zusammenfassend ergibt sich also, dass die Population unabhéngig von der Groéfle der
Anfangspopulation mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 ausstirbt genau dann, wenn « < 3
gilt, und mit einer Wahrscheinlichkeit von (g)n, falls a > 3 gilt.

Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist, den Erwartungswert des Aussterbezeitpunktes
zu ermitteln, das macht natiirlich nur im Fall o < 8 Sinn, in dem die Population mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1 ausstirbt.

Der Aussterbezeitpunkt

Im Folgenden bezeichne die Zufallsvariable 7' mit Werten in R(J{ den Aussterbezeitpunkt
der betrachteten Population, welche zum Zeitpunkt t = 0 genaun € Z Individuen umfasst.
Es sei bemerkt, dass P(T < t) = po(t), t € Ry, gilt, also T' die Verteilungsfunktion po(t)
besitzt und die Dichte von T daher p(t) ist, also

E(T) = /tp'g(t)dt.
0

Zur Ermittlung des Erwartungswertes ist eine Fallunterscheidung notwendig. Fiir a =
ergibt sich fiir die Ableitung von py nach :

(at)”

o(t) =n—————, teRT
pO() n(at—'—l)n_l’ 0>
und damit fiir den Erwartungswert von T’
[ (at) [ (an)
at)” at)”
E(T) = ————dt > ————dt >
(T) n/(1+at)n+1 —”/ 1 +at)nti =

0 1/«

Y

o0 n o0
/1 Vo= [ _
"I\ Txat T Trat

1/« 1/«
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o0

n
=—1In(1l+ at) = 00,
2"a t=1/«
wobei verwendet wurde, dass
at 1 1
>-—S22at>l4atsat>lst> —
l4+at = 2 «

fiir ¢t € R gilt. Im Fall von o < g ergibt sich der Erwartungswert von 7" wieder mit Hilfe
der Ableitung von pg, wobei fiir t € R}

(BB I B(a—B)el @ (B—ael @) —a(a—B)el> P (B— el )t
po(t) = n(ﬁ—ae(a—ﬁ)t> (B—aeleB)t)2 ’

gilt. Damit erhédlt man fiir den Erwartungswert von T

7 [, (B=Bele=Pt\"1 5(q — B)e@=Dt(a — §)
E(T) = /tpo /t < ~ elo- ﬁ)t) (B — acla—A)t)2 dt =

0

=nB(a — B)? /te( a—p)t (B — Bele=Atyn—1 b <

(ﬁ _ ae(a—ﬁ)t)n+1

T telos T pla—pt
< 2 ————————dt < 2 /tidt =
it | G2t <ot [ 15
0 0
o0 o0
(a=B)t | 1
e
— nﬂ/te(afﬁ)tdt — n/@(t _ /e(aﬁ)tdt> —_
(a=B) o (=)
0 0
B a—pye|” np
= ——=e¢ = —— <09,
(a=p)? o (a=p)?
wobei dazu verwendet wurde, dass % <1 fiir t € R gilt, da
ﬁ_ﬂe —A)t —B)t —B)t a—pB)t
7)tfl<z>ﬁ Belo=PAlt < g o —BelemPlt < _qelemPlt o B> q

B — aelo—58

Zusammenfassend ergibt sich, dass der Erwartungswert des Aussterbezeitpunktes im Fall,
dass die Geburtenrate a gleich der Todesrate § ist, unendlich ist, obwohl die Population
in diesem Fall mit Sicherheit ausstirbt, und im Fall, dass die Geburtenrate a kleiner als
die Todesrate 3 ist, einen Wert kleiner unendlich annimmt.



Kapitel 8

Schitzung von
Populationsgrofien

8.1 Die Idee

Um die bisher betrachteten Modelle auf reale Situationen anwenden zu koénnen, ist unter
anderem die Kenntnis der Populationsgrofie zu unterschiedlichen Zeitpunkten erforderlich.
Da es in der Regel nicht moéglich ist die genaue Anzahl der Individuen einer Population in
einem natiirlichen Lebensraum zu ermitteln, werden zur Schitzung der Populationsgrofie
statistische Werkzeuge eingesetzt.

Eine Methode zur Schéitzung von Populationsgrofien ist die sogenannte Capture- Recapture-
Methode. Dabei werden — wie der Name bereits vermuten ldsst — Mitglieder der zu schitz-
enden Population eingefangen, markiert und anschlieend wieder freigelassen. Nach einer
Zeitperiode, die grofl genug ist, dass sich die markierten Individuen wieder vollstindig
mit den unmarkierten vermischen kénnen, werden erneut Individuen eingefangen. Diese
konnen dann entweder bereits bei der vorangegangenen Fangaktion markiert worden sein
oder werden neu markiert, die Ergebnisse werden aufgezeichnet. Natiirlich ist es moglich
den Recapture-Teil der Studie mehrfach auszufiihren.

Um einige dieser Methoden néher betrachten zu kénnen, sind nachstehende mathematische
Definitionen und Uberlegungen notwendig, die im Folgenden ausgefithrt werden.

8.2 Maximum-Likelihood-Methode

Das wohl wichtigste Hilfsmittel zur Schitzung von Populationsgrofien ist die sogenannte
Maximum-Likelihood-Methode, welche im Folgenden kurz zusammengefasst wird.

Sei im Folgenden X eine diskrete Zufallsvariable und deren Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X = z|64,...,0,) von den Parametern 61,0s,...,0,, r € N, welche im Vektor § € R"
zusammengefasst werden, abhéingig. Das Ziel ist nun, aus einer unabhéngigen Stichprobe
T = r1,To,...,T, vom Umfang n € N, diese Parameter 61,05, ...,0, zu schitzen. Dazu

95
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beachtet man, dass die Wahrscheinlichkeit, eben diese Stichprobe zu erhalten, wegen der
Unabhéangigkeit gegeben ist durch

L(z1,22,...,2,]0) = P(X1 = 21,..., Xp = 2,|0) = HIP’(XZ- = 2,|0).
i=1

Fiir eine konkrete Stichprobe héngt diese Wahrscheinlichkeit also nur von den Parametern
01,05, ...,0, ab, und man nennt sie Likelihood-Funktion.

Analog erhilt man fiir eine stetige Zufallsvariable X, deren Dichte f von den Parametern
01,02,...,0,, r € N, zusammengefasst im Vektor § € R", abhingig ist, zu gegebenen
unabhéngigen Stichproben z1,xs,...,z,, n € N, fiir die Wahrscheinlichkeit, eben diese
Stichprobe zu erhalten,

n

L(zy1,22,...,2,]0) =P(X1 =21,..., X, = 2,]0) = Hf(miﬁ),
i=1

und man bezeichnet diese Funktion L wieder als Likelihood-Funktion.

Nun besteht die Idee der Mazimum-Likelihood-Methode darin, dass die realisierte Stich-
probe jene mit der grofiten Wahrscheinlichkeit ist. Daher wahlt man als Schétzwert fiir
den gesuchten Parameter § € R" jenen, der die Likelihood-Funktion maximiert.

Im Fall einer stetigen Zufallsvariable mit differenzierbarer Dichte geschieht dies wie ge-
wohnt mit Hilfe der Ableitung der Likelihood-Funktion nach den Elementen von 6 =
(01,92,.‘.,97«), re N,

JL OL OL

=0, —=0, ..., —
’ ’ aer

il -0
061 T 90, ’

wobei anhand der zweiten Ableitungen iiberpriift werden kann, ob es sich bei dem erhal-
tenen Ergebnis tatséchlich um ein Maximum handelt.

In der Praxis ist es oft von Vorteil, die logarithmierte Likelihood-Funktion zu betrach-
ten, da durch das Logarithmieren das Produkt in eine Summe iibergeht, und wegen der
Monotonie der Logarithmusfunktion weist die logarithmierte Likelihood-Funktion das Ma-
ximum an der selben Stelle auf wie die nicht logarithmierte Funktion. Damit lauten die
Gleichungen fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer also

Oln(L) 0 Oln(L) 0
00, 00,

dln(L)

9, =0.

FEine im Folgenden benétigte Verteilung ist die Verallgemeinerung der wohlbekannten
Binomialverteilung, die so genannte Multinomialverteilung. Dabei werden Zufallsexperi-
mente betrachtet, bei denen k € N verschiedene Ausgédnge moglich sind, welche mit den
Wahrscheinlichkeiten py,pa, ..., pr € [0, 1] auftreten, wobei Ele p; = 1 gelten muss.
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8.2.1 Definition. Die Zufallsvariablen X, Xs,..., Xy heilen multinomialverteilt mit
Parametern n € N und py,po,...,pr € [0,1], wenn die zugehorige Wahrscheinlichkeits-
funktion die folgende Gestalt besitzt:

n!

M(n,p1,p2,...,0) =P(X1=21,Xo=2s,..., Xpy=23) = xk,PiﬂngQ' Y

331!332!.
wobei x1,%2,...,25 > 0, Zle x; = n und Zlepi =1 gilt. In diesem Fall schreibt man
auch X ~ M(”uplaan e 7pk)'

AuBerdem wird im Weiteren die hypergeometrische Verteilung verwendet. Dabei betrach-
tet man eine Grundgesamtheit vom Ausmafl N € N, wobei M < N Elemente eine be-
stimmte Eigenschaft besitzen. Die hypergeometrische Verteilung ldsst nun Schliisse iiber
die Wahrscheinlichkeit zu, dass bei n € N Versuchen genau k& € N Ausgéinge diese be-
stimmte Eigenschaft besitzen.

8.2.2 Definition. Eine diskrete Zufallsvariable X heif3t hypergeometrisch verteilt mit
Parametern N, M und n, wobei N, M,n € N und M < N, wenn die Wahrscheinlichkeits-
funktion die folgende Gestalt besitzt:

() (i)
G

wobei k € Ng und k < N gelten muss. In diesem Fall schreibt man auch X ~ Hyp(N, M, n).

Hyp(kIN,M,n) :=P(X = k) =

Mit den bisherigen Uberlegungen ist es jetzt moglich, einige der wichtigsten Methoden
zur Schitzung der Populationsgrofle zu betrachten.

8.3 Ausgewihlte Methoden

Die #lteste aber dennoch auch heute hiufig gebrauchte Methode geht zuriick auf C.G.J.
Petersen, der 1896 eine Schollenpopulation untersuchte, und auf F.C. Lincoln, der 1930
Wasservogelpopulationen studierte.

Die Voraussetzung fiir die Petersen-Lincoln-Methode oder den Lincoln-Index bildet eine
geschlossene Population, das bedeutet, dass im betrachteten Lebensraum keine Migration
vonstatten geht und weder Geburten- noch Todesfille die Populationsgréfie verdndern.
AuBerdem wird davon ausgegangen, dass keine Markierungen verloren gehen und alle In-
dividuen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit eingefangen werden, also kein Unterschied in
der Fangwahrscheinlichkeit zwischen Mé&nnchen und Weibchen, Jung- und Alttieren oder
zuvor bereits eingefangenen und noch nie gefangenen Individuen besteht.

Bei der Petersen-Lincoln-Methode werden nun aus einer Population deren Gesamtgrofie
mit z € N bezeichnet wird, a € N Individuen eingefangen, markiert und wieder freige-
lassen. Daher muss natiirlich a < x gelten. Nachdem sich die markierten Individuen mit
der iibrigen Population wieder vermischt haben, wird erneut eine Stichprobe mit Umfang
n € N eingefangen, in der sich r € N bereits markierte Individuen befinden, woraus sofort
r <qund r <n <z resultiert.
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Nun liegt die Annahme nahe, dass der Anteil an markierten und bei der zweiten Fangak-
tion wieder eingefangenen Individuen am Umfang der zweiten Stichprobe gleich grof3 ist
wie der Anteil der bei der ersten Fangaktion markierten Tiere an der Gesamtpopulation.
Durch diese Uberlegung erhilt man — = 2, und es ergibt sich fiir die Gréfe der Gesamt-

bevolkerung x = <

Fiir einen stochastischen Zugang zu diesem Problem betrachtet man, dhnlich wie in
[NT79], wieder die beiden vorher beschriebenen Stichproben. Die Frage, die sich nun stellt,
ist die nach der Wahrscheinlichkeit, dass sich in einer Stichprobe vom Umfang n € N aus
einer Gesamtheit von x Individuen genau r € N bereits markierte Individuen befinden,
welche also bereits bei der ersten Fangaktion in der Stichprobe mit Umfang a € N wa-
ren. Damit unterliegt die Zufallsvariable R, welche die Anzahl der bereits markierten
Individuen in der zweiten Stichprobe modelliert, einer hypergeometrischen Verteilung mit
Parametern x,a und n, und die Wahrscheinlichkeit, dass R = r gilt, ist gegeben durch
Hyp(r|z,a,n) =P(R=r) = (T>((;)_T) =
_(n\ala—=1)-...-(a—r+1)(z—a)(x—a—1)-...- (x—a—(n—r—1))
B (r) (x—1)~...-(m—r+1)-...-(x—n+1) '

Um nun einen Schétzer fiir die Populationsgréofle £ € N zu erhalten, bedient man sich
der Maximum-Likelihood-Methode, welche im vorangegangenen Abschnitt erldutert wur-
de. Dazu betrachtet man die Likelihood-Funktion in Abhéngigkeit vom eindimensionalen
Parameter § =z € N,

() =%
()
Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir « ist nun jener, der die Likelihood-Funktion maxi-
miert. Um das Maximum zu ermitteln, betrachtet man den Quotienten Q(z) := LI([;(;I)I),
um herauszufinden, wo die Likelihood-Funktion eine steigende bzw. fallende Funktion ist,

also der Quotient gréfler bzw. kleiner eins ist. Man erhélt
G
L(r,z —1) (i)((fgli):l) ( Sy
(- a)l(z-DNz-n)(r—a—-1-n+r)!
 (z—a—n+r)(z—1-n)(z—a— 1)
(z —a)(z —n)

= o Fep————) fir r € [max(n + a — 2 + 1,0), min(a, n)].

L(r,z) =

fir r € [max(n + @ — 2,0), min(a, n)].

Um herauszufinden, fiir welche = die Likelihood-Funktion nun steigt bzw. fillt, betrachtet
man fiir r € [max(n +a —z + 1,0), min(a, n)]
(x —a)(z —n)

21 &
w(r—a—n+r) >
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(x—a)x—n)Z22x(r—a—n+r) &

an
rs 2,
wobei bei der ersten Umformung zu beachten ist, dass (z —a —n+r) > 0 ist. Man erhilt
also, dass die Likelihood-Funktion fiir z < % eine wachsende Funktion ist und fiir z > 2™
eine fallende Funktion. Da die Populationsgréfie « in den natiirlichen Zahlen liegen muss,
ergeben sich demnach fiir den Likelihood-Schéatzer xpy, zwei Moglichkeiten: Entweder gilt
rpr = [%*]| oder xpp = [%*| + 1, wobei |z fiir 2 € R den ganzzahligen Anteil von z
bezeichnet.
Falls [%2] € N, dann ist L(%* —1) = L(%) = L([%2]) maximal. Sei nun [%*] ¢ N. Um
zu ermitteln welcher der beiden Werte in diesem Fall der korrekte Schétzer ist, beachtet
man, dass [%*| + 1 > 22 sicher erfiillt ist und daher Q(|%*] + 1) < 1 gilt. Das ist al-

lerdings dquivalent zu % < 1 und damit zu L([%*| +1) < L([%*]). Da bei der

letzten Ungleichung niemals Gleichheit eintreten kann, ist mit zpy, = |
Maximum-Likelihood-Schétzer gefunden.

2% | der eindeutige

Der Nachteil der Petersen-Lincoln-Methode ist leicht erkennbar, sie liefert keine Ergeb-
nisse, falls bei der zweiten Fangaktion keine bereits markierten Individuen eingefangen
werden, da in diesem Fall r = 0 ist und dies eine Division durch Null nach sich zieht.
Deshalb machte Norman T. J. Bailey in [Bai51] den naheliegenden Vorschlag als Schétzer
fiir die Populationsgrofle xg = a(;fll) zu verwenden, da dieser auch fiir r = 0 definiert
ist. Dieser Schétzer xp wird Bailey-Indexr genannt. Erwdhnenswert ist auch, dass Bailey
in seinen Ausfithrungen schon zur Berechnung des Schétzers xpy nicht die hypergeome-
trische Verteilung heranzieht, sondern diese durch eine Binomialverteilung approximiert.

Bemerkenswert ist, dass die Ergebnisse fiir zpy, in beiden Fillen exakt iibereinstimmen.

Eine naheliegende Verfeinerung des bisher betrachten Verfahren beruht darauf, dass mehr
als zwei Fangaktionen durchgefithrt und die Resultate fiir die Schitzung der Populati-
onsgroffe herangezogen werden. Analog zu vorher werden die eingefangenen Individuen
markiert, wobei die Unterscheidbarkeit der einzelnen Fangaktionen an den Markierungen
moglich sein muss, und anschliefend wieder freigelassen. Bailey verwendete urspriinglich
einen Tag als Zeitspanne zwischen den Fangaktionen, allerdings diente diese Wahl lediglich
der einfacheren Formulierung und Notation, und es ist eine beliebige Zeitspanne moglich,
die allerdings so grofl gewahlt werden muss, dass eine Durchmischung von markierten und
unmarkierten Individuen moglich ist. Da nun insgesamt k € N Fangaktionen durchgefiihrt
werden, ist eine komplexere Notation notwendig, so bezeichne nun n; € N die bei der j-
ten Fangaktion, j € {1,2,...,k}, erfassten Individuen und nj; € Ny die Anzahl derer, die
bereits bei der i-ten Fangaktion, ¢ € {1,2,...,j — 1}, gekennzeichnet wurden und bei der
j-ten Fangaktion, j € {1,2,...,k}, erneut aufgegriffen wurden. Daher muss nj; < n; fiir
alle 4,7 € {1,2,...,k} mit i < j gelten. Weiters wird mit n;o € No, j € {1,2,...,k}, die
Anzahl der Individuen bezeichnet, die zum ersten Mal bei der j-ten Fangaktion betrachtet
wurden, also bis dahin unmarkiert waren. Aulerdem bezeichne s; € N, j € {1,2,...,k},
die Anzahl der neu markierten Individuen, die bei der j-ten Fangaktion wieder freigelas-
sen werden, dabei muss nicht s; = njo fiir j € {1,2,...,k} gelten, da es mdglich ist, dass
beim Einfangen oder Markieren der Individuen Todesfélle auftreten, und diese Individuen
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werden zwar aufgezeichnet, allerdings nicht wieder freigelassen.

Die Grofie der gesamten Population zum Zeitpunkt der j-ten Fangaktion wird mit IV; € N,
Jj € {1,2,...,k}, bezeichnet, die Anzahl der Individuen, die zum i-ten Fangzeitpunkt,
i < j, markiert wurden und bei der j-ten Fangaktion, j € {1,2,...,k}, erneut einge-
fangen wurden, sei N;; € Ng und die Anzahl der unmarkierten Individuen Njo € Ny,
je{1,2,...,k}.

Falls ein Individuum zu einem Fangzeitpunkt j € {1,2,...,k} mehr als eine dltere Mar-
kierung aufweisen sollte, wird hier nur die dlteste fiir die Betrachtungen herangezogen. In
der Arbeit [Bai51] fithrt Bailey ein sogenanntes Trellis-Diagramm zur Aufzeichnung der
beobachteten Werte ein, das in Abbildung 8.1 fiir drei Fangaktionen dargestellt ist.

Abbildung 8.1: Von Bailey in [Bai51] eingefiihrtes Trellis-Diagramm zur Erfassung von
Triple-Catch-Daten.

Mit Hilfe dieser Notation kann die benétigte Likelihood-Funktion bestimmt werden.
Weiters geht man bei der betrachten Population von einem exponentiellen Wachstum mit
konstanter Geburtenrate a € [0, 1] und konstanter Sterberate 8 € [0, 1] aus. Allerdings soll
sich die Geburtenrate nicht auf die Gruppe der markierten Individuen auswirken, da diese
natiirlich nicht als markiert geboren werden, wohl aber auswirken soll sich die Sterberate
auf diese Gruppe, da eine Markierung nicht vor natiirlichem Tod schiitzt. Damit erhélt
man fiir alle j € {1,2,...,k} und fiir alle i € {1,2,...,5 — 1}

Nj; = SZB*B(J’*Z’)7
N; = ]\/'le(a—ﬁ)(j—l)7

7j—1
Njo=N; = > Nji.
=1

In weiterer Folge ist es nun moglich, die Parameter «, 8 und die interessierenden Popula-
tionsgrofen IV; mittels der Maximum-Likelihood-Methode zu schétzen.

Der Einfachheit halber wird im Folgenden das Triple-Catch-Verfahren betrachtet, also
eine Riickfangmethode mit drei Fangaktionen zu den Zeitpunkten ¢t = 0, t = ¢; und
t = t; + ty mit #1,to € R*. Mit der zuvor allgemein eingefithrten Notation ergibt sich
damit fiir die GroBlen N;, @ = 2,3 bzw. Nyj, 4,5 € {1,2,3}, ¢ > j, der markierten und
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unmarkierten Gruppen zu den verschiedenen betrachteten Zeitpunkten:

Ny = Nle(a—ﬁ)tl7 N; = ]\716(&—6)@1-*-752)7

Noy = spe” P Njp = spe Al

Ny = Niel@™ Pt — g0, Nag = sze” %2,

N30 = Nle(aiﬁ)(t1+t2) — Slei’B(tlthz) — 82676t2. (81)

Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzt man

Ny =z, e =a und e P =3, (8.2)

damit erhdlt man aus den Gleichungen (8.1)

Ny =z, N3 = eiﬂb&z,

Nay = sy, N3 = e P25y,

Nag =z — fs1, Ny = e P2,

Nig = e P12(ax — s — s3). (8.3)

Im Folgenden betrachtet man mehrere Zufallsvariablen, die die Anzahl der Individuen
in den verschiedenen Gruppen beschreiben, und modelliert die einzelnen Fangaktionen
getrennt. In der ersten Fangaktion soll die Zufallsvariable X die Anzahl der gefangenen
Individuen modellieren, und daher gilt P(X =n;) =1 und P(X # n;) = 0. Bei der zwei-
ten Fangaktion interessiert man sich fiir die Gréfie von ngg und ne;. Die Zufallsvariablen
Y] und Y5 folgen nach den bisherigen Definitionen und Annahmen einer Multinomialver-
teilung mit Parametern na, py, := NTQ; und py, = %—221 Da Ny + No1 = Ny auf Grund
der Gleichungen (8.1) gilt, ist die Voraussetzung py, + py, = 1 der Multinomialverteilung
erfiillt, und es folgt

1! N- 20 /N n21
o= =) = 0 (52) ()

Analog zur zweiten Fangaktion erhilt man bei der dritten, dass die Zufallsvariablen Z7,

Zy und Zs wieder multinomialverteilt sind mit Parametern ns, pz, := %—?, Dz, = NN—i"Sl

und pz, = NTC";, wobel pz, + pz, +pz, = 1 auf Grund der Gleichungen (8.1) erfiillt ist.

Es gilt
n3! N3o\ "™ [ N31\"™" [ N3z \ ™
( 1 = N30, 42 = N31, 43 n32) n30!n31!n32!<N3) N N

Da die einzelnen Familien von Zufallsvariablen als unabhingig angenommen werden,
konnen die Wahrscheinlichkeiten aufmultipliziert werden, und es ergibt sich als Zusam-
menfassung der bisherigen Resultate die Likelihood-Funktion

L(n1,n20, n21, N30, N31, N32|7, &, B) =

=P(X = n1,Y1 = noo, Yo = no1, Z1 = N3, Z2 = n31, Z3 = n3p) =
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]P’(X = nl)]P(Yl = ngg, Y2 = n21)P(Z1 = ngo, L2 = N31, 43 = 7132) =

_ ng! <N20>n20(N21>n21 ns! <N30>n30<N31)n31<N32>n32_
7’L20!Tl21! N2 N2 n30!n31!n32! N3 N3 N3
n20 no n30 n31 n32
na!ng! Nyi® Not' Ny Nat™' N3

n n,
ngo!ngllngo!n;gl!?k),g! N2 2N33

Setzt man nun in dieses Resultat die Gleichungen (8.3) ein und beachtet, dass ng =
n30 + n31 + nge gilt, so erhilt man

L(n1, n20,n21,n30, N31, N32|x, &, B) =
nz!n3!8?21+n31872132 (x — le>nzo(dx _ 381 _ S2>n303n21+n31

n20 Inay !?’Lgo !TL31 !TL32 lgnatnsgns

Dies fithrt nun zur logarithmierten Likelihood-Funktion

In(L(n1,n20, na1, N30, 31, N32|2, &, B)) =
C — (ng 4 n3) In(z) + ngo In(z — Bsy)+
+n3o ln(Gx — Bsy — s2) + (n21 + n31) In(B) — ns In(&),
wobei es sich bei C' € R um eine geeignete Konstante handelt. Um die Wahrscheinlichkeit
der aufgetretenen Werte ni,ngg, ne1, n3p, n31 und ngz zu maximieren, werden nun die

partiellen Ableitungen nach den gesuchten Parametern x, & und B gebildet und diese
anschlieffend Null gesetzt:

I OlnLL _ 7’]12 + n3 + 7’L29 77,:;,0@ _ O,
ox z x—pFs1  axr— s — s9
T 81nA]L _ nigo:r _ ’1713 0,
0 ar — sy — sy«
L alnA]L _ ngofl B nngsl " na21 —|: n31_
ap x—fBs1  ax — [Bs1 — S 8

Aus Gleichung IT ergibt sich durch Aquivalenzumformungen

713(381 + 52)

.T(ng — ’I’L30) ’ (84)

& =

anschliefilend erhilt man nach Einsetzen von (8.4) in Gleichung I und Umformungen

_ 712381 (8.5)
ng —nag’
und damit nach Einsetzen aus Gleichung III
. s2(n2 — nog — n21 — na1) (8.6)

s1(ng — nop — na1 + N3 — n3gg — n31)
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Beachtet man den Umstand, dass sowohl no = ngg 4+ ng1 als auch ng = ngg + ng1 + nas
gilt, so kénnen die Gleichungen (8.5) und (8.6) geschrieben werden als

na s SaM31
x = und (= (8.7)
n21 51132
Durch Riickeinsetzen erhélt man damit als Losung des Gleichungssystems
$2N2N31 A n21M3 5 $2M31
T = ’ ar = ) BT = ) (88)
n21M32 n2n31 51132

wobei zur Berechnung von & wieder ausgeniitzt wurde, dass n3 = nsg + n31 + nss gilt.

Mit diesen Resultaten kann man sowohl den Schétzer fiir die Geburtenrate ar als auch
den fiir die Sterberate Sr aus den Gleichungen (8.2) und (8.8) bestimmen und erhélt

1 < Nnonsg )
ar = —In{ —— |,
ta  \n2nsz
1
Br=—— 1n(52”31),
31 51132
und damit mit Hilfe von (8.1) und (8.3) auch den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die

Populationsgréfie N, fiir ¢ = 1,2,3 zu den drei verschiedenen Fangzeitpunkten, da nun
x7 bekannt ist. Es ergibt sich

_1 _1
lam— Songngy ((Mo1ng \ ‘2 [ Songp | U
@ t
N, = xpe (ar—PBr)t1 _ ,
n21n32 \N2n31 51132

S2NaNngy
Nr, =27 = ———,
T21M32
ta
82ﬂ31> "1 s9mg

51132

Nr, = e Pri2app = (
n32

Da die Gesamtpopulationsgréfien nur Werte aus den natiirlichen Zahlen annehmen kon-

nen, muss im konkreten Fall entsprechend gerundet werden. Bailey fiihrt in [Bai51] um-

fangreiche Untersuchungen hinsichtlich der Qualitdt der erhaltenen Schétzer mittels Er-

wartungswerten und Varianzen durch, auf die hier verwiesen sei.

Natiirlich sind vielféltige Ab&nderungen und Verfeinerungen der bisher vorgestellten Me-
thoden moglich. Exemplarisch seien hier die Untersuchungen von Jolly in [Jol63] und
[Jol65] erwéhnt, in denen Riickfangmethoden mit beliebig vielen Fangaktionen in offenen
Populationen, also unter Einbeziehung von Migration, betrachtet werden.

AuBlerdem erwihnenswert ist die Arbeit von Otis et al. in [Oti+78], die insgesamt acht Me-
thoden vorstellen, bei welchen die Fangwahrscheinlichkeit aufgrund verschiedener Fakto-
ren variiert. Die Fangwahrscheinlichkeit kann iiber die Zeit variieren, von der Verhaltensre-
aktion der Individuen auf Fangaktionen abhéngen oder fiir jedes Populationsmitglied indi-
viduell sein. Otis et al. betrachten auch verschiedene Kombinationen dieser Moglichkeiten.
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