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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit Fahrermodellen für Lenk- und Stabilisations-
aufgaben bei Fahrrädern. Das Interesse an solchen Modellen liegt einerseits in der Notwen-
digkeit eines Reglers zur Nachbildung des Menschen bei Fahrsimulationen und andererseits
an der grundlegenden Frage – Wie fährt man eigentlich Fahrrad?
Zur Modellierung des Fahrradfahrers wird ein aus mehreren Ebenen bestehendes Modell
verwendet. Aufgrund des sich über weite Geschwindigkeitsbereiche erstreckende instabile
Verhalten des Fahrrads muss das Modell eine Stabilisationsebene enthalten. Das Fah-
rermodell besteht darüber hinaus aus einer antizipatorischen Steuerungsebene und einer
vorausschauenden kompensatorischen Regelungsebene.
Im Zuge des Entwurfs wird zuerst auf die allgemeinen Eigenschaften der Regelstrecke, des
Fahrrads, eingegangen. Dies beinhaltet unter anderem eine Gegenüberstellung der Fah-
rereingriffe: Lenk- und Oberkörperrollmoment. Es zeigt sich dabei, dass das Lenkmoment,
auch vom regelungstechnischen Standpunkt aus gesehen, der vorteilhaftere Fahrereingriff
ist. Im weiteren wird detailliert auf die Fahrermodellierung eingegangen und dabei auch ei-
nige der fahrradspezifischen Probleme bei der Fahrermodellierung erörtert. Zum Abschluss
wird das entworfene Fahrradfahrermodell noch anhand eines Matlab/Simulink Modells ge-
testet.
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Abstract

The present study deals with rider models for steering and stabilizing bicycles. The interest
in such models is based on the necessity of closed-loop bicycle dynamics simulations, as
well as the elementary question – How to ride a bicycle?
For modeling the bicycle rider a multi-level model approach is used. The rider model
consists of an anticipatory feed forward control-level, a predictive compensatory closed-
loop control-level and a closed-loop stability controller due to the unstable behavior of the
bicycle over a large velocity range.
First, the general characteristics of the controlled system, the bicycle, are analysed. This
also involves a comparison of the application of a steering torque and an upper body lean
torque by the rider to control the bicycle. It turns out, that the steering torque is, also
from a control point of view, the more advantageous driving intervention. Then, the rider
model and specific modeling problems are considered in more detail. Finally, the rider
model is tested by a Matlab/Simulink model.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Anfänge des Fahrrads liegen im frühen 19. Jahrhundert bei Karl von Drais. Seit der
Vorstellung des ersten „Laufrads“ 1817, welches später auch „Draisine“ genannt wurde
[1], entwickelte sich das Fahrrad von einem Luxussymbol der wohlhabenden Gesellschafts-
schichten zu einem Transportmittel und Sportgerät der Massen.

Heutzutage wird das Fahrrad vor allem als klimafreundliche und gesunde Option der Mo-
bilität in den Vordergrund gerückt. So versucht z. B. die Stadt Wien den Radverkehr von
derzeit ca. fünf Prozent des Verkehrsaufkommens auf zehn Prozent zu steigern, [2]. Durch
das klimafreundliche und gesunde Image, sowie die gezielte Förderung der Infrastruktur
und Bewusstseinsbildung ergeben sich große Chancen für den Radverkehr und zugleich
auch für die Fahrradhersteller.

1.1 Motivation und Zielsetzung

Etwa 14 % der Österreicher gaben an, das Fahrrad so gut wie täglich [3] zu benützen.
Beinahe jeder kann Fahrradfahren1, jedoch nur wenige verstehen die Technik dahinter.

In ihrer Arbeit [7] brachten Cheng et al. es mit dem Zitat auf den Punkt: „Many people
can ride bicycles, but only a few understand how they work.“. Das Fahrrad selbst stellt auf
den ersten Blick ein sehr einfaches mechanisches System dar, welches dem Fahrer praktisch
nur beim Erlernen Probleme macht. Nach der nicht immer einfachen Hürde des Erlernens
geht das Fahrradfahren in eine automatisierte Fertigkeit über, sprich die meisten Menschen
können ohne nachzudenken Fahrradfahren.

Durch diese praktischen Erfahrungen wird man zur Annahme verleitet, dass das Fahrrad-
fahren bzw. das dynamische System Fahrrad auch vom fahrzeugdynamischen Standpunkt

1Bei einer Telefonumfrage des Instituts für Stadt- und Regionalforschung (ISR) gaben zwei Prozent der
Befragten an, nie Radfahren gelernt zu haben, [3].
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aus gesehen einfach und unproblematisch ist. Bei einer etwas näheren Betrachtung wird
jedoch rasch klar, dass die dynamischen Zusammenhänge alles andere als trivial sind. Des
weiteren wird ersichtlich, dass sich die tatsächlichen Lenkbewegungen von den intuitiv
wahrgenommenen unterscheiden, vgl. Abschnitt 3.5. Somit stellt das Fahrrad ein durch-
aus interessantes Fahrzeug in Bezug auf dessen Fahrzeugdynamik dar. Das Interesse liegt
dabei aber nicht nur am Fahrrad selbst, sondern auch am Verhalten des Fahrers. Die-
ses Interesse am Fahrer begründet sich einerseits an der Notwendigkeit eines Fahrreglers
für Fahrzeugsimulationen, welche die Eingriffe des Menschen in numerischen Simulationen
möglichst gut nachbilden sollen. Anderseits liegt das Interesse aber auch an der zentralen
Frage – Wie fährt man Fahrrad?, also in der Frage nach dem tieferen Verständnis des
einfach erscheinenden Fahrradfahrens.

Ziel dieser Arbeit ist es, ein auf mehreren Ebenen basierendes Fahrermodell für Fahr-
räder zu entwerfen, auszulegen und in Matlab/Simulink zu implementieren und mittels
Simulationen zu testen. Dabei soll der Zwei-Ebenen-Modellansatz von Donges [4], welcher
aus einer antizipatorischen Steuerungsebene und einer kompensatorischen Regelungsebene
besteht, als zu erweiternder Ansatz dienen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im folgenden Abschnitt wird ein kurzer Überblick über wichtige Publikationen zum The-
ma Fahrrad, sowie passende Fahrermodelle bzw. Fahrregler gegeben. Danach wird zum
besseren Verständnis der Arbeit das Grundkonzept des Fahrermodells vorgestellt. Im an-
schließenden Kapitel erfolgt ein kurzer Überblick über notwendige regelungstechnische
Grundlagen. Darauf aufbauend wird die Regelstrecke des Fahrreglers behandelt. Unter
anderem wird auf die verschiedenen Fahrradmodelle, die Stabilität sowie deren Steuer-
barkeit eingegangen. Nach der Analyse der Regelstrecke kann nun das eigentliche Fah-
rermodell betrachtet werden. Dabei wird der Fahrer allgemein, und darauf basierend das
verwendete Modell, behandelt. Damit sind die wichtigsten Komponenten für eine Simula-
tion eines Fahrmanövers vorhanden. Das folgende Kapitel befasst sich überblicksmäßig mit
dem dafür notwendigen Simulationsmodell und der Simulation in Matlab/Simulink. Die
Simulationsergebnisse sowie deren Diskussion erfolgen im Anschluss. Die Arbeit schließt
mit einer kurzen Zusammenfassung und einem Ausblick auf offene Problemstellungen und
Verbesserungspotentiale.
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1.3 Literaturüberblick

Der folgende Literaturüberblick erhebt keineswegs Anspruch auf Vollständigkeit – sondern
soll im Gegenteil nur die wichtigsten Publikationen mit Bedeutung für die Arbeit anfüh-
ren. Es werden hauptsächlich Arbeiten zur Fahrstabilität und Querdynamik, sowie Arbei-
ten zur Fahrermodellierung bzw. zum Lenkungsregler von Fahrrädern betrachtet, welche
nachfolgend zum größten Teil in chronologischer Reihenfolge angeführt werden. Einen
ausführlichen und detaillierten Literaturüberblick zur Querdynamik kann [5] oder [6] ent-
nommen werden. Weiters gibt Popov in [8] einen gründlichen Literaturüberblick über die
Fahrermodellierung bei Motorrädern, welche aufgrund des ähnlichen dynamischen Verhal-
tens auch bei Fahrrädern von Interesse ist, bzw. Arbeiten zu Fahrradfahrermodellierungen
beinhalten.

Historisch gesehen rückte das Fahrrad bereits früh nach seiner Erfindung ins Interesse der
Wissenschaft. Eine der ersten Arbeiten war von William Rankine [9] und behandelt unter
anderem bereits das notwendige Lenkverhalten zum Befahren einer Kurve beim Fahrrad-
fahren: Zum Einleiten einer Kurve ist ein kurzzeitiges Lenken entgegen der gewünschten
Kurvenrichtung notwendig (vgl. Abschnitt 3.5).
Arbeiten bezüglich der Stabilität von Fahrrädern wurden im Jahre 1899 von Bourlet [10]
und Carvallo [11] sowie Whipple [12] veröffentlicht. Dabei sei die Arbeit von Francis
Whipple besonders erwähnt, da er erstmals die nichtlinearen Bewegungsgleichungen des
Fahrrads angibt. Sein Fahrradmodell besitzt bereits die Möglichkeit, ein Lenkmoment vom
Fahrer über eine Lenkungsdrehfeder zu berücksichtigen. Des weiteren wird sein Fahrrad-
modell, welches in der Literatur als „Basic-Bicycle-“ oder „Whipple-Model“ zu finden ist,
noch heute als Vorlage für einfache Fahrradmodelle verwendet.
Ein weiterer Autor, welcher sich mit dem Thema der Stabilität beschäftigte ist Robin
Sharp. Er veröffentlichte 1971 mit [13] eine Arbeit über das Stabilitätsverhalten von Mo-
torrädern. Dabei untersucht er unter anderem den Einfluss der Modellierung des Reifen-
Fahrbahn-Kontakts und trug mit seiner Arbeit wesentlich zum Verständnis des Stabili-
tätsverhaltens von Zweirädern bei.
Zum Thema Fahrermodellierung bei Zweirädern leistete David Weir mit seiner Doktor-
arbeit [14] 1972 einen bedeutenden Beitrag. Er untersucht in seiner Arbeit unter ande-
rem verschiedene Möglichkeiten zur Regelung (Stabilisieren und Lenken) von Motorrä-
dern, durch den Fahrer. Genauergesagt untersucht er verschiedene mögliche Fahrereingriffe
(Stellgrößen) in Kombination mit verschiedenen zu regelnden Größen (Motorrad-Zustände
wie Lenk- oder Rollwinkel). Dabei konnte er zeigen, dass für den einschleifigen Regelkreis
der Rollwinkel als Regelgröße und das Lenkmoment als Fahrereingriff (Stellgröße) eine
sehr gute Kombination zum Stabilisieren des Motorrads darstellen. Weir orientiert sich
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bei der Reglerübertragungsfunktion des Menschens am „Crossover-Model“ von McRuer
[15], welches seine Ursprünge in Arbeiten zum menschlichen Verhalten von Flugzeugpilo-
ten hat.
In der jüngsten Vergangenheit entstand eine weitere Vielzahl an interessanten Veröffentli-
chungen. Schwab et al. bzw. Meijaard et al. verhalfen mit [16] und [6] dem „Whipple-Model“
zur Renaissance, indem sie eine überarbeitete Version als „Benchmark-Model“ veröffent-
lichten, welches von zahlreichen Autoren verwendet wird. In [6] wird unter anderem detail-
liert auf die Herleitung der Bewegungsgleichungen und deren Überprüfung eingegangen.
Eine weitere umfassende Arbeit zum Thema Fahrrad publizierten Åström et al. mit [17].
Neben der Stabilität beschäftigten sie sich auch mit dem grundlegenden Phänomen von
Zweiräderen. Beispielsweise werden die Effekte des Oberkörperrollens (Oberkörperrollmo-
ment), das Lenkverhalten sowie die Problematik bei Fahrrädern mit Hinterradlenkung
behandelt. Des weiteren beschäftigten sie sich mit dem Erlernen des Fahrradfahrens und
untermauerten ihre Ergebnisse auch mit Versuchen.
Eine ähnlich umfassende Arbeit veröffentlichten Limebeer und Sharp mit [1], in welcher
sie sich hauptsächlich mit der Stabilität, dem Lenkverhalten und einfachen Stabilisations-
reglern beschäftigen.
Robin Sharp publizierte außerdem im Jahr 2006 in [18] eine Stabilisations- und Kursre-
gelung auf Basis einer Mehrpunktvorausschau in Kombination mit einer Regelung nach
dem Optimalitätsprinzip für Fahrräder. Dabei verwendet er als Fahrradmodell das Bench-
mark Modell und als Fahrereingriff das Lenkmoment. In [19] erweitert er seinen Regler um
die Möglichkeit eines Fahrereingriffs über das Oberkörperrollmoment, wofür er das Bench-
mark Modell um einen zusätzlichen Oberkörper-Freiheitsgrad ergänzen musste. Dabei zeigt
sich unter anderem, dass vor allem im unteren Geschwindigkeitsbereich, zur Regelung des
Fahrrads über das Oberkörperrollmoment, wesentlich höhere Reglerverstärkungen not-
wendig sind. Außerdem beschäftigte sich Sharp in dieser Arbeit mit der Besonderheit des
Benchmark Modells, dass die Determinante der Steifigkeitsmatrix bei einer bestimmten
Geschwindigkeit Null wird, was sich stark auf das stationäre Verhalten des Benchmark
Modells auswirkt. Siehe dazu Abschnitt 3.5.
Eine weitere Arbeit, [20], über die Regelung von Fahrrädern stammt von Schwab et al.,
worin verschiedene Möglichkeiten der Stabilisation verglichen werden. Genauer gesagt ver-
gleichen Schwab et al. die Stabilisation durch einen Linear-Quadratic-Regulator (LQR)
mit einem einfachen intuitiven Regelgesetz. Dabei wird einerseits das Benchmark Modell
(Fahrereingriff – Lenkmoment) und andererseits ein erweitertes Benchmark Modell (zu-
sätzlicher Fahrereingriff – Oberkörperrollmoment) verwendet. Es zeigt sich, dass es grund-
sätzlich möglich ist, beide Modelle mit den intuitiven Regelgesetzen einfach zu stabilisieren.
Des weiteren stellen sich bei der Stabilisation mittels LQR unrealistische Verstärkungen
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und Eigenfrequenzen heraus.
Moore, Kooijman und Schwab beschäftigten sich in den letzten Jahren verstärkt mit den
Bewegungen des Menschen beim Fahrradfahren. In [21] und [22] identifizieren sie mit je-
weils unterschiedlichen Verfahren die maßgeblichen (dominanten) Bewegungen beim Fahr-
radfahren, näheres dazu Kapitel 3. In [23] beschäftigt sich diese Arbeitsgruppe weiters mit
der Stabilität von Fahrradmodellen, welche passive Fahrermodelle (mit Modellierung der
Oberkörper- bzw. Armbewegungen infolge des Lenkens) beinhalten. Weiters wird in dieser
Arbeit auch auf regelungstechnischer Ebene (Modale Steuerbarkeitsbewertung) gezeigt,
dass sich das Lenkmoment besser zum Beeinflussen des Fahrrads eignet, als das Ober-
körperrollmoment.
Im Jahr 2011 veröffentlichten Hubbard et al. noch eine Arbeit, [24], über Fahrradfahrer-
modellierung auf Basis eines mehrschleifigen Regelkreises. Hubbard et al. berücksichtigen
dabei unter anderem auch die neuromuskuläre Übertragungsfunktion des Menschen. Als
Rückführgrößen zur Stabilisation (Regelung des Rollwinkels) geben sie den Lenkwinkel, die
Rollwinkelgeschwindigkeit sowie den Rollwinkel selbst an und führen weiters zur Positions-
regelung des Fahrrads den Gierwinkel und die laterale Position zurück. Ein detaillierterer
Einblick in diese Arbeit ist in [25] zu finden.

1.4 Grundkonzept des Fahrermodells

Entsprechend den Aufgaben des Fahrradfahrers wird der Gesamtregelkreis „Mensch-
Fahrrad“ in eine Längs-, Quer- und Stabilisationsregelung unterteilt, wobei die Längs-
regelung, welche der Regelung der Fahrgeschwindigkeit entspricht, in dieser Arbeit außer
Acht gelassen wird. Diese Vereinfachung ist zulässig, da sie weitgehend unabhängig von
der Quer- und Stabilisationsregelung ist.

Die Querregelung orientiert sich, wie bereits erwähnt, am Zwei-Ebenen-Modell von Donges
[4], wobei das Lenkmoment als einziger Fahrereingriff gewählt wird (kein aktives Neigen des
Oberkörpers). Es wird davon ausgegangen, dass der Fahrer infolge einer vorausliegenden
Krümmungsänderung (Kursänderung) aus seiner Erfahrung heraus einen entsprechenden
Rollwinkel ϕSteuerung des Fahrrads einzustellen wünscht, siehe Abbildung 1.1. Da dabei der
Informationsfluss nur in eine Richtung geht, wird von einer antizipatorischen- oder voraus-
schauenden Steuerung gesprochen. Eine solche Steuerung erhält aber keine Informationen
über die tatsächliche Lage des Fahrrads bezüglich der gewünschten Sollspur, wodurch
Störungen und Unzulänglichkeiten der Steuerung nicht ausgeglichen werden können. Da-
durch wird zusätzlich zur antizipatorischen Steuerungsebene eine zweite regelnde Ebene



KAPITEL 1 EINLEITUNG 6

+

antizipatorische
Steuerung

vorausschauende
Regelung

Fahrrad

Prädiktionsglied
für Seitenabweichung

Sollabstand
y =0B

Krümmung
der Strecke

-

κ

φSteuerung

yBv
yB

eyB

Mδ
φRegelung φsoll

Fahrstrecke Fahrermodell

φ  φ  δ  δ, , ,

x

Stabilisations-
regelung

Abbildung 1.1: Konzept des Fahrradfahrermodells

notwendig, wobei Donges eine vorausschauende Regelung dafür vorschlägt. Hier wird an-
genommen, dass sich der Fahrer infolge einer voraussichtlichen (zukünftigen) Abweichung
des Fahrrads von der Sollspur den Rollwinkel des Fahrrads um den Betrag ϕRegelung kor-
rigieren möchte.

Beim Fahrrad kommt für den Fahrer und somit auch für das Fahrermodell noch die Be-
sonderheit hinzu, dass es beim Fahren über einen weiten Geschwindigkeitsbereich instabil
ist, vgl. Abschnitt 3.3. Deswegen benötigt vor allem die antizipatorische Steuerung einen
Stabilisationsregler, um unabhängig von der vorausschauenden Regelung funktionsfähig
zu sein. Mit diesem, im späteren auch nur Stabilisierer genannt, wird der vom Fahrer ge-
wünschte Rollwinkel ϕsoll des Fahrrads stabilisiert (gereglt) und in ein Lenkmoment Mδ

(Fahrereingriff) umgewandelt.

Das beschriebene Konzept des Fahrradfahrermodells wird in Kapitel 4 genauer behandelt.
Weiters wird darauf hingewiesen, dass in der nachfolgenden Arbeit mit der Bezeichung
Fahrradmodell das Modell des Fahrrads selbst inklusive des Fahrerkörper gemeint ist.



Kapitel 2

Regelungsstechnische Grundlagen

Fahren, insbesondere das Fahrradfahren stellt ein regelungstechnisches Problem dar. Auf
die zur Analyse und zum Entwurf des Fahrermodells notwendigen regelungstechnischen
Grundlagen wird im folgenden Kapitel kurz eingegangen. Für eine ausführlichere Betrach-
tung wird auf die Lehrbücher [26], [27], [28] und [29] verwiesen, welche auch zugleich als
Grundlage dieser Kurzzusammenfassung dienen.

2.1 Beschreibung des dynamischen Systems

Zur ingenieurmäßigen Behandlung von regelungstechnischen Problemen ist es notwendig,
das dynamische System in mathematischer Form zu beschreiben. Bei diesem als Modell-
bildung bezeichneten Schritt wird die Realität in Form eines mathematischen Modells
mittels Gleichungen (meistens Differentialgleichungen) abgebildet. Diese Gleichungen sind
im Allgemeinen nichtlinear, wobei eine Linearisierung um den Arbeitspunkt in vielen Fäl-
len zulässig ist. Eine solche Linearisierung hat mehrere Vorteile, unter anderem können
dadurch leistungsfähige Methoden zur Analyse und Auslegung angewendet werden, [28].
Nachfolgend wird deshalb von einer Linearisierung um den Arbeitspunkt ausgegangen.

2.1.1 Beschreibung mittels Übertragungsfunkion

Das Verhalten eines dynamischen Modells kann mittels Übertragungsfunkionen beschrie-
ben werden. Der dabei notwendige Übergang vom Zeit- in den Frequenzbereich erfolgt mit
Hilfe der Laplace-Transformation, welche im folgenden kurz erklärt wird.

7
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Laplace-Transformation

Durch die Laplace-Transformation werden Differentialgleichungen in einfachere algebrai-
sche Gleichungen übergeführt. Mathematisch gehört sie zur Gruppe der Integraltransfor-
mationen, welche eine Funktion x (t) vom Originalbereich (Zeitbreich) in den Bildbereich
(Frequenzbereich)X (s) überführt. Die dabei entstehenden algebraischen Gleichungen ver-
einfachen zahlreiche Problemstellungen, wie das Lösen von Differentialgleichungssystemen.
Die Definition der Laplace-Transformation ergibt sich mit der komplexen Laplace-Variable
s = δ + iω zu:

L [x (t)] =
∞∫
0

x (t) e−stdt = X (s) , (2.1)

wobei für t < 0 die Funktion x (t) identisch gleich Null sein soll. Bezüglich der Frage
der Konvergenz des uneigentlichen Integrals wird auf die Literatur [29] verwiesen. Die
Rück- bzw. die inverse Laplace-Transformation L −1 [X (s)] stellt den Übergang zwischen
Bildbereich und Originalbereich dar. Bei der praktischen Anwendung werden nicht die
Definitionsgleichungen , sondern Korrespondenztabellen mit den zugehörigen Rechenregeln
verwendet, [26]. Aus diesem Grund wird auf eine Angabe der Definitionsgleichung für die
Rücktransformation verzichtet.

Übertragungsfunktion

Die Differentialgleichung

bn
(n)
y (t) + . . .+ b2ÿ (t) + b1ẏ (t) + b0y (t) = a0u (t) +a1u̇ (t) +a2ü (t) + . . .+am

(m)
u (t) (2.2)

beschreibt den Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangsgröße des dynamischen
Systems. Die dazugehörige Übertragungsfunktion ist definiert als

G (s) = Y (s)
U (s) = ams

m + . . .+ a2s
2 + a1s+ a0

bnsn + . . .+ b2s2 + a1s+ b0
(2.3)

und ergibt sich durch Anwendung der Laplace-Transformation bei verschwindenden An-
fangsbedingungen aus Gleichung (2.2), [26]. In Blockschaltbildern wird die Übertragungs-
funktion mittels Übertragungsglied, siehe Abbildung 2.1, dargestellt.

G(s)
U(s) Y(s)

Abbildung 2.1: Übertragungsglied
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2.1.2 Beschreibung mittels Zustandsvariablen

Der Zustandsraum stellt eine Möglichkeit zur Beschreibung dynamischer Systeme im Zeit-
bereich dar. Zur Darstellung werden alle systembeschreibenden Differentialgleichungen
(z. B. Gleichung (2.2)) in einem System von Differentialgleichungen 1. Ordnung über-
geführt. Ein lineares zeitinvariantes „Multiple-Input Multiple-Output System“ (MIMO-
System) lässt sich somit durch die Zustandsdifferentialgleichung

ẋ = Ax + Bu, x (t0) = x0, (2.4)

und der Ausgangsgleichung
y = Cx + Du (2.5)

beschreiben. Darin repräsentiert x den Zustandsvektor der Dimension (n× 1), u den Ein-
gangsvektor mit der Dimension (r × 1), y den Ausgangsvektor mit der Dimension (m× 1),
A die Systemmatrix der Dimension (n× n), B die Eingangsmatrix der Dimension (n× r),
C die Ausgangsmatrix der Dimension (m× n) und D die Durchgangsmatrix der Dimen-
sion (m× r).

Ein „Single-Input Single-Output System“ (SISO-System) stellt einen Spezialfall des hier
angegebenen MIMO-Systems mit r Eingängen und m Ausgängen dar. Bei einem SISO-
System (r = 1, m = 1) werden aus den Ein- und Ausgangsvektoren Skalare, sowie aus
den Matrizen B, C und D, Vektoren entsprechender Dimension (welche meistens mit
Kleinbuchstaben bezeichnet werden), [27], [29].

In Abbildung 2.2 ist ein geschlossener Regelkreis einer Zustandsregelung mit Zustandsvek-
torrückführung als Blockschaltbild dargestellt, wobei die Zustandsgleichung (2.4) und die
Ausgangsgleichung (2.5) für den Spezialfall eines SISO-System, im rechten als Zustands-
raum bezeichneten Teil, ersichtlich sind.

Steuerbarkeit

Die Steuerbarkeit gibt Aufschluss darüber, ob man mittels des Eingangs u(t) einen ge-
wünschten Zustand des Systems erreichen kann. Lunze [29] gibt dazu folgende Definition
an:

„Ein System (2.4) heißt vollständig steuerbar, wenn es in endlicher Zeit te von jedem
beliebigen Anfangszustand x0 durch eine geeignet gewählte Eingangsgröße u [0, te] in
einem beliebig vorgegebenen Endzustand x (te) übergeführt werden kann.“
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Abbildung 2.2: Blockschaltbild eines Zustandsraummodells

Zur Überprüfung der Steuerbarkeit stehen mehrere Kriterien [29] zur Verfügung. Ein einfa-
ches und oft angewendetes Kriterium ist das von Kalman [30]. Es besagt, dass ein System
(2.4) genau dann vollständig zustandssteuerbar ist, wenn die (n, n ·m)-Steuerbarkeitsma-
trix

QS =
[
B,AB,A2B, . . . ,An−1B

]
(2.6)

den Rang n, also vollen Rang, besitzt. Bei nur einer Eingangsgröße (m = 1) geht die
Steuerbarkeitsmatrix QS in eine quadratische Matrix über. Das System ist ebenfalls voll-
ständig zustandssteuerbar, wenn QS vollen Rang besitzt bzw. die Determinante ungleich
Null ist.

Falls das System nicht vollständig zustandssteuerbar ist, können die nicht steuerbaren
Eigenmodes über die zugehörigen Links-Eigenvektoren1 l∗i bestimmt werden. Der zum
nichtsteuerbaren Eigenwert λi gehörende Links-Eigenvektor l∗i spannt den Nullraum der
transponierten Steuerbarkeitsmatrix QS auf l∗i ∈ null

(
QT

S

)
, [23].

Will man jedoch bei einem Mehrgrößensystem wie (2.4) den Einfluss einzelner Eingangs-
größen z. B. auf die Steuerbarkeit der Eigenmodes getrennt untersuchen, ist eine Auf-
spaltung der Eingangsmatrix B in einzelne Eingangsvektoren bj notwendig, wobei die
Eingangsvektoren bj den Spalten der Eingangsmatrix B entsprechen. Infolge einer sol-
chen Aufspaltung ergibt sich für ein System mit zwei Eingangsgrößen die Systemgleichung
zu:

ẋ = Ax + b1u1 + b2u2. (2.7)

1Der Links-Eigenvektor l∗i , welcher zum Eigenwert λi gehört, berechnet sich aus der Gleichung AT l∗i
T =

λil
∗
i
T , näheres dazu siehe Anhang A.
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Betrachtet man nun jeweils nur einen Eingangsvektor bj der Gleichung (2.7), können die
Zustandssteuerbarkeit sowie die nicht steuerbaren Eigenmodes mittels der bereits erwähn-
ten Kriterien für jede betrachtete Eingangsgröße uj getrennt angegeben werden.

Bewertung der Steuerbarkeit

Die bisher gezeigten Steuerbarkeitskriterien geben nur Aufschluss darüber, ob ein Sys-
tem vollständig zustandssteuerbar ist, oder nicht, bzw. nur welche der Eigenmodes nicht
steuerbar sind. In vielen Fällen ist es aber auch von Interesse, wie gut das System zu-
standssteuerbar ist bzw. welche der Eingangsgrößen besser geeignet ist, um das System
zu beeinflussen. Diese Fragestellungen können z. B. mittels dem Bewertungsmaß für die
modale Steuerbarkeit von Hamdan und Nayfeh [34] beantwortet werden. Vor der Erör-
terung dieses Bewertungsmaßes wird zuerst auf den Aufbau der allgemeinen zeitlichen
Lösung des Zustandsraumproblems ((2.4), (2.5)) eingegangen. Diese ergibt sich mittels
Exponentialansatz unter der Annahme x (t0) = 0 zu:

y (t) = C

∫ te

0
eA(t−τ)Bu (τ) dτ + Du (τ) . (2.8)

Mit Hilfe der Identität 2

eA(t−τ) =
n∑
i=1

rieλi(t−τ)l∗i (2.9)

für die Matrizenexponentialfunktion [35], der Annahme, dass die Durchgangsmatrix D

identisch gleich Null ist und dass nur eine Eingangsgröße uj betrachtet wird, lässt sich
Gleichung (2.8) wie folgt anschreiben:

y (t) = C

∫ te

0

n∑
i=1

rieλi(t−τ)l∗i bjuj (τ) dτ . (2.10)

In Gleichung (2.10) ist nun einerseits der Aufbau der allgemeinen Lösung aus den einzel-
nen Eigenschwingungsformen rieλi(t−τ) (vgl. Abschnitt 2.2.3) gut erkennbar, andererseits
wird ersichtlich, dass die Eingangsgröße uj die Eigenschwingungsform über den Term l∗i bj

beeinflusst. Mittels dieses Terms lassen sich nun auch Aussagen darüber treffen, wie „gut“
ein System durch den Eingang j beeinflusst werden kann.

Hamdan und Nayfeh definieren in [34] ihr Bewertungsmaß für die Modale Steuerbarkeit
als den Winkel βij , welcher vom Links-Eigenvektor l∗i und vom Eingangsvektor bj einge-
schlossen wird und sich über das Skalarprodukt mit

cos (βij) = |l∗i bj |
‖l∗i ‖ ‖bj‖

(2.11)

2λi entspricht dem i-ten Eigenwert der Systemmatrix A und ri, bzw. l∗i dem zugehörigen Rechts-
Eigenvektor bzw. Links-Eigenvektor, näheres siehe wiederum Anhang A.
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berechnet. Aus Gleichung (2.11) ist zudem ersichtlich, dass durch die Definition des Be-
wertungsmaßes als Winkel der Einfluss der Skalierung der Vektoren eliminiert wird.

Für die Anwendung des allgemein formulierten Bewertungsmaßes auf eine Zustandsraum-
darstellung3 q

q̇

˙

︸ ︷︷ ︸
ẋ

=

I 0

0 M

−1  0 I

−K −C


︸ ︷︷ ︸

A

q
q̇


︸︷︷︸
x

+

I 0

0 M

−1  0

b̄j


︸ ︷︷ ︸

bj

uj , (2.12)

welche auf dynamischen Systemen zweiter Ordnung wie z. B.

Mq̈ + Cq̇ + Kq = b̄juj (2.13)

basieren, sind noch Anpassungen notwendig, um eine sinnvolle Vergleichbarkeit der Er-
gebnisse zu gewährleisten. Bei der Darstellung (2.12) ist der Eingangsvektor bj infolge
der Transformation auf ein System erster Ordnung zur Hälfte mit Nullen besetzt. Folglich
haben auch die zugehörigen Komponenten l∗i I des Links-Eigenvektors (l∗i =

[
l∗i I , l

∗
i II

]
)

keinen Einfluss auf das Skalarprodukt. Der Teilvektor l∗i I hat demnach auch keinen Ein-
fluss auf die Lösung des Systems, sehr wohl aber auf den Winkel βij . Deshalb ist es sinnvoll,
bei der Berechnung des Bewertungsmaßes für dynamische Systeme zweiter Ordnung, aus
der Darstellung (2.12), nur die Komponente l∗i II und die im Skalarprodukt korrespondie-
renden Elemente des Vektors bj , zu verwenden.

Des weiteren lässt sich das Bewertungsmaß von Hamdan und Nayfe [34] auch direkt auf das
dynamische System zweiter Ordnung (2.13) anwenden, wobei sich der für das Bewertungs-
maß relevante Term der Lösung zu l̄ib̄j ergibt. Dabei steht l̄i für den Links-Eigenvektor,
welcher direkt aus dem System zweiter Ordnung berechnet wird, vgl. Anhang A. Dieses
Skalarprodukt ist mit dem aus der allgemeinen Lösung (2.10) des Zustandsraumproblems
(2.12) ident, da der Zusammenhang

l̄ib̄j =
[
. . . l̄i

] I 0

0 M


︸ ︷︷ ︸

l∗i

I 0

0 M

−1  0

b̄j


︸ ︷︷ ︸

bj

(2.14)

gilt. Siehe dazu auch Anhang A. Wie aus der Gleichung (2.14) ersichtlich, ist der für
das Bewertungsmaß relevante Term der allgemeinen Lösung unabhängig von der MatrixI 0

0 M

 (Massenmatrix des erweiterten Systems). Dennoch würde bei der Anwendung

des Bewertungsmaßes auf die Zustandsraumgleichung (2.12) diese Matrix ins Bewertungs-
maß über die Norm im Nenner der Gleichung (2.11) eingehen. Um nun unabhängig von

3I stellt die Einheitsmatrix und 0 die Nullmatrix der entsprechenden Größe dar.
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der Darstellung, (2.12) oder (2.13), identische Bewertungsmaße zu erhalten, werden auch
bei der Zustandsraumdarstellung von dynamischen Systemen zweiter Ordnung (2.13) die
Vektoren l̄i und b̄j verwendet. Der Links-Eigenvektor l̄i kann für die Zustandsraumdar-
stellung 2.12 aus den im Anhang A angegebenen Zusammenhängen ermittelt werden. Der
Winkel βij ergibt sich somit zu

cos (βij) =

∣∣∣l̄ib̄j∣∣∣∥∥l̄i∥∥ ∥∥∥b̄j∥∥∥ . (2.15)

βij gibt nun Aufschluss über die „Güte“ der Steuerbarkeit. Je näher sich der Winkel βij
den 90◦ annähert, desto schlechter ist der i-te Eigenschwingungsvorgang des Systems vom
j-ten Eingang zu beeinflussen. Erreicht βij 90◦, ist der Eigenschwingungsvorgang nicht
mehr beeinflussbar, da in diesem Fall das Skalarprodukt Null ist. Der betrachtete Eingang
hat somit keinen Einfluss auf die Lösung und das System ist folglich auch nicht vollständig
zustandssteuerbar, [34] , [23].

2.2 Regelkreis

2.2.1 Standard Regelkreis

Das Blockschaltbild eines Eingrößenregelkreises ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Dabei re-
präsentiert GR (s) die Übertragungsfunktion des Reglers, GSZ (s) die Störübertragungs-
funktion und GS (s) die Übertragungsfunktion der Regelstrecke. Diese beinhaltet laut
DIN 19226 [37] den aufgabenmäßig zu beeinflussenden Teil des Systems. Es sei vollstän-
digkeitshalber angemerkt, dass sich der hier verwendete Begriff „Regler“ nicht mit dem
in der DIN 19226 deckt, da laut Norm die Subtraktionsstelle E (s) = Y (s)− E (s) auch
zum Regler gezählt werden müsste.

Die Übertragungsfunktion des offenen Regelkreises ist definiert alsGo (s) = GR (s)GS (s),
mittels dieser ergibt sich die Führungsübertragungsfunktion zu

GW (s) = Y (s)
W (s) = Go (s)

1 +Go (s) . (2.16)

Diese repräsentiert das Verhalten der Regelgröße Y (s) in Abhängigkeit von der Führungs-
größe W (s) für den Fall eines geschlossenen Regelkreises und einer Störgröße identisch
gleich Null (Z (s) = 0). Die Störübertragungsfunktion

GZ (s) = Y (s)
Z (s) = GSZ (s)GS (s)

1 +Go (s) (2.17)

beschreibt das Verhalten des geschlossenen Regelkreises bei einer Änderung der Störgröße
Z (s), wenn W (s) = 0 gilt.
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Abbildung 2.3: Blockschaltbild eines Eingrößenregelkreises

2.2.2 Anforderungen an den Regelkreis

An einen Regelkreis werden je nach Aufgabenstellung verschiedenste Anforderungen ge-
stellt. Unter anderem sind dies Anforderungen an die stationäre Genauigkeit, die Dynamik
sowie die Empfindlichkeit auf Variationen der Regelstrecke. Unabhängig davon muss die
Stabilität des geschlossenen Regelkreises in allen Fällen gewährleistet sein. Im nachfolgen-
den wird wiederum nur auf die, für diese Arbeit relevanten Anforderungen eingegangen.

Statische Anforderungen

Die stationäre Abweichung der Regelgröße Y (s) von ihrem SollwertW (s), sprich der Re-
gelfehler, muss genügend klein sein. Zur Überprüfung dieser Anforderung werden Testfunk-
tionen verwendet, wobei nachfolgend nur die sprungförmige Änderung betrachtet wird.

Die Übertragungsfunktion für den Regelfehler infolge einer Führungsgrößenänderung be-
rechnet sich für den Regelkreis in Abbildung 2.3 folgendermaßen:

E (s) = 1
1 +Go (s)W (s) . (2.18)

Daraus ergibt sich der stationäre Regelfehler für eine sprungförmige Änderung des Soll-
wertes (Führungsgröße), welche dem Einheitsprung (W (s) = 1/s) entspricht zu:

e (∞) = lim
s→0

s
1

1 +Go (s)
1
s
. (2.19)

Für das System in Abbildung 2.3 folgt, dass für t → ∞ der stationäre Regelfehler ge-
gen Null strebt, falls die offene Übertragungsfunktion globales Integrales-Verhalten4 (I-
Verhalten) besitzt.

4I-Verhalten liegt vor, wenn im Nenner der Übertragungsfunktion s herausgehoben werden kann, ohne
Möglichkeit der Kürzung mit dem Zähler.
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Weiters berechnet sich die stationäre Regelabweichung des betrachteten Regelkreises (Ab-
bildung 2.3) für eine Störung, welche dem Einheitssprung (Z (s) = 1/s) entspricht folgen-
dermaßen:

e (∞) = −y (∞) = lim
s→0
−sY (s) = lim

s→0
s
−Gs (s)Gsz (s)

1 +Go (s)
1
s
. (2.20)

Aus der Gleichung (2.20) folgt, dass unabhängig von der Streckenübertragungsfunktion
GS (s) der Regler GR (s) globales I-Verhalten aufweisen muss, um zu gewährleisten, dass
der stationäre Einfluss einer sprungförmigen Störung verschwindet. Es sei in diesem Zu-
sammenhang darauf hingewiesen, dass für den betrachteten Fall globales I-Verhalten von
ausschließlich der Strecke (GS (s)) nicht ausreichend ist, um die letztere Forderung zu
erfüllen. Dies lässt sich dadurch erklären, dass die Störung auf die Stellgröße U (s) und
nicht auf die Regelgröße Y (s) wirkt.

Dynamische Anforderungen

Die dynamischen Anforderungen des Führungsverhaltens beschreiben unter anderem das
Verhalten der Regelgröße nach einer Änderung der Führungsgröße. In Abbildung 2.4 ist die
Sprungantwort 5 des geschlossenen Regelkreises dargestellt. Folgende Größen, welche in der
Sprungantwort ersichtlich sind, können unter anderem zur Beschreibung des dynamischen
Verhaltens eines Regelkreises verwendet werden:

• maximale Überschwingweite em

• Anregelzeit Tan

• Tmax-Zeit

• Ausregelzeit Tr, welche für das Toleranzband 2∆ angegeben wird

2.2.3 Stabilität

In der Regelungstechnik treten mehrere Stabilitätsbegriffe auf, wobei die Zustandssta-
bilität und die Eingangs-Ausgangs-Stabilität (E/A-Stabilität) die wichtigsten darstellen.
Diese beiden Stabilitätsbegriffe unterscheiden sich in der zugrundeliegenden Betrachtungs-
weise. Bei der Zustandsstabilität, oder auch Stabilität im Sinne von Ljapunov, betrachtet
man das System in Hinblick auf das Verhalten gegenüber einer Störung der Anfangs-
bedingungen (Anfangsstörungen). Hingegen untersucht man bei der Eingangs-Ausgangs-
Stabilität (E/A-Stabilität), welche auch als Bounded Input Bounded Output Stabilität
(BIBO-Stabilität) bezeichnet wird, das Verhalten eines Systems infolge einer Eingangs-
größe, [29], [31].

5Zeitlicher Verlauf des Ausgangs infolge eines sprungförmigen Eingangs.
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Abbildung 2.4: Sprunganwort für dynamische Spezifikationen

Stabilität im Sinne von Ljapunows

Die partikuläre Lösung x0 (t) eines dynamischen Systems 1.Ordnung ist stabil im Sinne
von Ljapunow, wenn für jedes ε > 0 ein η (ε) existiert, sodass für jede beliebig gestörte
Lösung x (t), welche

‖x0 (t0)− x (t0)‖ < η (ε) (2.21)

erfüllt,
‖x0 (t)− x (t)‖ < ε (2.22)

für alle t > t0 gilt. Von asymptotischer Stabilität im Sinne von Ljapunow spricht man,
wenn zusätzlich noch gilt:

lim
t→∞
‖x0 (t)− x (t)‖ = 0. (2.23)

Für ein lineares bzw. linearisiertes System

ẋ = Ax (2.24)

lassen sich folgende Stabilitätsaussagen zeigen:

• Das System (2.24) ist asymptotisch stabil im Sinne von Ljapunow, wenn für alle
Eigenwerte λi der MatrixA gilt, Re (λi) ≤ 0. Die Anzahl der Eigenwerte des Systems
entspricht der Anzahl der Spalten oder Reihen der quadratischen Matrix A.

• Das System (2.24) ist instabil, wenn eine oder mehrere Eigenwerte der Matrix A

positive Realteile besitzen.

• Treten Eigenwerte mit verschwindenden Realteilen auf, ist eine weitere Untersuchung
des Problems notwendig, siehe dazu [31].
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Die obigen Stabilitätsaussagen werden ersichtlich, wenn man sich die allgemeine Lösung
des Differentialgleichungssystems (2.24) ansieht, [31], [29], [32].

E/A-Stabilität

Das System ((2.4), (2.5)) wird als E/A-stabil bezeichnet, falls bei verschwindenden An-
fangsbedingungen x (t0) = 0 und einem beliebigen beschränkten Eingangssignal |u (t)| <
umax (für alle t > 0) der Ausgang beschränkt bleibt (y (t) < ymax für alle t > 0).

Zur Überprüfung der E/A-Stabilität können mehrere Kriterien [29] verwendet werden. Ein
sehr nützliches besagt folgendes:

Besitzen sämtliche Pole der Übertragungsfunktion G (s) eines Systems ((2.4), (2.5))
einen negativen Realteil (Re (si) < 0, i = 1, 2, . . . , n), ist das System E/A-stabil.

Des weiteren lässt sich zeigen, dass ein System E/A-stabil ist, wenn asymptotische Sta-
bilität im Sinne von Ljapunov vorliegt. Die Umkehrung dieser Aussage ist jedoch nicht
zulässig, [29].

Zur Überprüfung der Stabilität wurden auch zahlreiche Kriterien entwickelt, die ohne Be-
rechnung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms auskommen. Im Frequenzbereich
stellt das Nyquist-Kriterium in allgemeiner und vereinfachter Form ein solches Kriterium
dar, welches auch zur Reglerauslegung verwendet werden kann.

Im Zuge von Stabilitätsuntersuchungen wird oft von stabilen bzw. instabilen Eigenmo-
des (Eigenschwingungsformen) oder nur Modes gesprochen. Unter einem Eigenmode eines
dynamischen Systems (2.24) versteht man den zum Eigenvektor vi gehörenden Lösungs-
vektor xi (t) = eλitvi des Systems, wobei der Eigenwert λi Aufschluss über die Stabilität
des dazugehörigen Eigenmodes gibt. Aus der Linearkombination der Eigenmodes xi (t) er-
gibt sich die allgemeine Lösung des Systems. Die Eigenmodes besitzen, je nach Eigenwert,
eine entsprechende Frequenz fi und Dämpfung Di. Bei einem oszillierenden Eigenmode
(konjugiert komplexer Eigenwert λi = αi + iωi) ergibt sich das Lehr’sche Dämpfungsmaß
zu

Di = −αi√
α2
i + ω2

i

, (2.25)

und die Frequenz in Hertz
fi = ωi

2π . (2.26)

Bei einem nicht-oszillierenden Eigenmode (reeler Eigenwert) ist die Frequenz 0 Hz und das
Dämpfungsmaß Di = ±1, [32].
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2.3 Reglerentwurf

Beim Regelerentwurf wird versucht, die Übertragungsfunktion des Reglers GR (s) bzw. das
Reglergesetz so zu gestalten, dass das Verhalten des geschlossenen Regelkreises den vorher
beschriebenen Anforderungen entspricht. Aus den zahlreichen Entwurfsverfahren für Reg-
ler wird nachfolgend das Wurzelortskurvenverfahren und die Auslegung eines Führungsreg-
lers durch Zustandsvektorrückführung behandelt. Im Frequenzbereich besteht z. B. noch
die Möglichkeit der Reglerauslegung mittels der Frequenzkennlinie, welche auf dem ver-
einfachten Nyquist-Kriterium basiert. Für die in dieser Arbeit auftretenden Problemstel-
lungen sind aber die Voraussetzungen (offener Regelkreis besitzt keine instabilen Pole und
maximal ein Pol im Ursprung, [26]) für die Anwendung des vereinfachte Nyquist-Kriterium
nicht immer erfüllt und infolge dessen wird es nicht behandelt.

Wurzelortskurven

Der geometrische Ort aller Pole des geschlossenen Regelkreises, welcher den Wurzeln der
charakteristischen Gleichung G0 (s) + 1 = 0, in Abhängigkeit eines Verstärkungspara-
meters K entspricht, ist die Wurzelortskurve. Da die Lage der Pole des geschlossenen
Regelkreises Aufschluss über die Dynamik und Stabilität gibt, können die Wurzelorts-
kurve und ihre Konstruktionsvorschriften als nützliches Werkzeug zur Reglerauslegung
verwendet werden. Leistungsfähige Programmpakete wie die „Control System Toolbox“
von Matlab, zum Erstellen der Wurzelortskurve, erleichtern die Reglerauslegung sehr. Be-
züglich der Regeln und Konstruktionsvorschriften zum Erstellen der Wurzelortskurve wird
auf die Literatur [26] verwiesen.

Zustandsraum

Beim Regelerentwurf im Zustandsraum muss bezüglich der Art des Reglers unterschie-
den werden. Ein Führungsregler durch Zustandsvektorrückführung ist in Abbildung 2.2
dargestellt. Dieser ist unter anderem dadurch charakterisiert, dass zur Berechnung der
Stellgröße u der gesamte Zustandsvektor x verwendet wird. Im Unterschied dazu wird bei
einer Führungsregelung mittels Ausgangsvektorrückführung, wie der Name schon sagt,
nur der Ausgangsvektor y zur Bildung der Stellgröße verwendet. Auf die Ausgangsvek-
torrückführung und weitere Zustandsregelungstypen wird in dieser Arbeit nicht näher
eingegangen.

Zur Berechnung des sogenannten Rückführvektors kT und der Vorverstärkung Kw existie-
ren wiederum zahlreiche Verfahren, wobei in dieser Arbeit nur die grundlegende Auslegung
mittels Polvorgabe [26] behandelt wird. Mit dem Regelgesetz,

u = Kww − kTx, (2.27)
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dargestellt in Abbildung 2.2, kann die Zustandsgleichung des geschlossenen Regelkreises

ẋ =
(
A− bkT

)
x + bKww (2.28)

berechnet werden. Aus Gleichung (2.28) wird ersichtlich, dass die Pole des geschlossenen
Regelkreises (Eigenwerte der Matrix

(
A− bkT

)
) über die n freien Parameter des Rück-

führvektor kT frei gewählt werden können. Folglich wird durch die Wahl der Pole des
geschlossenen Regelkreises der Rückführvektor kT eindeutig definiert, falls das System
(2.4) vollständig zustandssteuerbar ist. Die Vorverstärkung Kw wird so bestimmt, dass
nach einer sprungförmigen Führungsgrößenänderung und z = 0 der stationäre Regelfehler
gegen Null strebt (stationäre Anforderung des Regelkreises). Im stationären Fall (ẋ = 0)
ist folglich y = w und die Vorverstärkung berechnet sich wie folgt:

Kw =
[(

cT − dkT
) (

bkT −A
)−1

b + d

]−1
. (2.29)

2.4 Nichtphasenminimumsysteme

Bei Phasenminimum-Systemen besteht ein eindeutiger Zusammenhang6 zwischen dem
Amplitudengang und dem Phasengang. Für solche Systeme kann aus Kenntnis des Am-
plitudenganges der Phasengang gezeichnet werden. Im Unterschied dazu weisen Nichtpha-
senminimumsysteme eine größere Phasenverschiebung auf als dies vom Amplitudengang
zu erwarten wäre. Bei der Übertragungsfunktion mit der Darstellung

G (s) = K

sn
1 + . . .

1 + . . .
, (2.30)

führen Pole und/oder Nullstellen mit positivem Realteil zu Nichtphasenminimumverhal-
ten [36]. Des weiteren haben Totzeitglieder (nicht rationales Übertragungsglied) Nichtpha-
senminimumverhalten, wobei ein reines Totzeitglied zu einer zeitlichen Verzögerung des
Eingangssignals führt. Die Pole mit positiven Realteilen führen wie vorher beschrieben zu
instabilem Verhalten der Übertragungsfunktion. Die Nullstellen mit positivem Realteil ha-
ben aber auch grundlegende Auswirkungen auf das Systemverhalten, welche im Anschluss
beschrieben werden, [33]. Bei Systemen, welche eine ungerade Anzahl von Nullstellen mit
positivem Realteil besitzen, führt eine Änderung des Eingangs zunächst zu einer Verän-
derung der Ausgangsgrößen, die entgegengesetzt der beabsichtigten Wirkung ist. Diese
Aussage gilt jedoch nur für Systeme, bei welchen der Zählergrad der Übertragungsfunk-
tion kleiner ist als der Nennergrad. Dieser Sachverhalt ist mit der Sprungantwort des

6Ein Änderung von x · 20dB/Dekade im Amplitudengang entspricht einer Phasenverschiebung von x · 90◦

bei der aysmptotisch angenäherten Frequenzkennlinie.
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Systems G (s) = (1 − s)/(1 + 2s + s2) in Abbildung 2.5 dargestellt und wird auch als
Allpassverhalten7 bezeichnet.
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Abbildung 2.5: Sprunganwort eines Nichtphasenminimumsystems

Bezüglich Nichtphasenminimumsystemen infolge von positven Nullstellen in regelungs-
technischen Aufgaben schreiben Hoagg und Bernstein in [33]: „From a control-theoretic
point of view, a nonminimumphase zero in the loop transfer function L is arguably the
worst feature a system can possess.“. Im Laufe der Arbeit werden einige konkrete nega-
tive Auswirkungen eines klassischen Nichtphasenminimumsystems am Beispiel Fahrrad
gezeigt.

7Als Allpass wird eine Übertragungsfunktion bezeichnet, wenn ihr Betrag über den gesamten Frequenz-
bereich identisch gleich 1 ist und zu jeder Nullstellen ein zur Imaginärachse symmetrischer Pol existiert
und umgekehrt. Beim typischen Allpassverhalten schlägt die Sprungantwort des betrachteten Systems
zunächst entgegen der Richtung ihres endgültigen Verlaufs aus, [29].



Kapitel 3

Die Regelstrecke

Bei der Regelungsaufgabe „Fahren“ umfasst die Regelstrecke (vgl. Abschnitt 2.2.1) das
gesamte Fahrzeug. Für den vorliegenden Fall des Fahrradfahrens entspricht das Fahrrad
inklusive Fahrerkörper der Regelstrecke, welche nachfolgend genauer behandelt wird. Zu-
erst wird auf die Modellierung des Fahrrads allgemein eingegangen, anschließend auf die
verwendeten Fahrradmodelle und deren Parameter. Dabei soll ein besonderes Augenmerk
auf die Wahl der Stellgrößen gelegt werden, sprich auf die Eingriffe, welche der Fahr-
radfahrer aufbringen kann, um das System zu beeinflussen (Fahrereingriffe). Dazu wird
unter anderem eine modale Steuerbarkeitsanalyse durchgeführt. Zum Abschluss werden
das Stabilitätsverhalten sowie allgemeine Eigenschaften der Regelstrecke behandelt.

3.1 Modellbeschreibung

Die Komplexität des mathematischen Modells ist abhängig von der jeweiligen Detaillie-
rungstiefe. Diese sollte an das jeweils zu lösende Problem angepasst sein. Åström [17]
schreibt darüber: „When modelling a physical object, it is important to keep the purpose
of the model in mind“.

Die Modelle in dieser Arbeit sollten geeignet sein, Fahrmanöver mit großem Kurvenradius
ρ bzw. kleiner Krümmung κ zu beschreiben. Durch diese Beschränkung auf Manöver mit
großen Kurvenradien kann davon ausgegangen werden, dass nur kleine Roll- und Lenk-
winkel auftreten, womit eine Linearisierung um die Geradeausfahrt als sinnvoll erscheint,
und auch durchgeführt wird. Diese Annahme wird durch andere Arbeiten [18], [24] un-
terstützt, welche sich ebenfalls mit der Stabilisation und Kursverfolgung bei Fahrrädern
beschäftigen.

Des weiteren müssen Annahmen und Vereinfachungen getroffen werden, da ein detailliertes
Modell eines Fahrrads zu aufwendig und komplex werden würde. Unter anderem muss die

21
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Wahl der zu modellierenden Fahrradkomponenten, die Betrachtung der Elastizitäten der
Komponenten, die Modellierung des Fahrbahn-Reifenkontaktes, oder die Frage nach der
Komplexität der Modellierung des Fahrers (des Fahrerkörpers) betrachtet werden, [17].
Die nachfolgenden Annahmen [32] sind für alle Modelle dieser Arbeit gültig:

• alle Körper werden als ideal starr angesehen

• alle Gelenke zwischen den Körpern sind reibungsfrei und besitzen kein Lagerspiel

• Fahrwiderstände (Roll- und Luftwiderstand) werden vernachlässigt

• unbeschleunigtes, schlupffreies Rollen in Fahrzeuglängsrichtung

• keine Berücksichtigung der Nickbewegungen des Fahrrads infolge von Lenk- oder
Rollbewegungen

• die Fahrbahn ist horizontal und eben

Wie am Anfang dieses Abschnitts bereits erwähnt, sollte die Detaillierungstiefe an die je-
weilige Problemstellung angepasst werden, um die Komplexität des Modells in Grenzen zu
halten. Aufgrund der unterschiedlichen Problemstellungen, wie z. B. Auslegen oder Testen
des Fahrermodells, werden folglich verschiedene Fahrradmodelle verwendet. Diese Unter-
scheiden sich in der Fahrerkörpermodellierung und in der Modellierung des Fahrbahn-
Reifen-Kontaktes. Beim Fahrradmodell inklusive Reifenmodell, welches das komplexeste
Modell dieser Arbeit darstellt, wird der Reifen als Krafterzeuger berücksichtigt. Es wird
zur abschließenden Simulation und zum Test des Fahrermodells verwendet. Zum Unter-
schied wird beim Benchmark Modell der Kontakt zwischen Fahrrad und Fahrbahn mit-
tels nicht holonomen Bindungen modelliert. Das dadurch einfachere Modell wird für die
spätere Auslegung des Fahrermodells verwendet. Genaueres dazu liefert die nachfolgende
Modellbeschreibung und Kapitel 4.

Die Modellierung des Fahrerkörpers hat bedeutenden Einfluss auf die Fähigkeit des Mo-
dells, die menschlichen Fahreingriffe auf das Fahrrad abzubilden. Der menschliche Körper
ist ein komplexes biomechanisches System und besitzt eine Vielzahl an Freiheitsgraden.
Es ist daher notwendig, die relevanten Bewegungen beim Fahrradfahren zu identifizieren
und zu modellieren.

Schwab et al. haben sich mit dieser Thematik in mehreren Arbeiten ([21], [22]) beschäftigt.
Zur Identifikation der relevanten Bewegungen wurden mehrerer Versuche durchgeführt. In
den ersten Versuchen erfolgte die Identifikation mittels visueller Beobachtung des Fahrers
und Messung der Fahrradbewegungen. Die Experimente zur Bewegungserfassung erfolg-
ten in verschiedenen Fahrsituationen, sprich bei Fahrten im normalen Straßenverkehr und
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auf einem großen Laufband mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten. Diese Experimen-
te zeigen, dass die Kontrolle der lateralen Bewegungen des Fahrrads hauptsächlich durch
Lenkbewegungen erfolgt, ohne signifikanten Bewegungen des Oberkörpers. Die Stabilisati-
on des Fahrrads basiert in erster Linie auf Lenkbewegungen, wobei für den Fall des Tretens
bei kleinen Geschwindigkeiten noch zusätzliche Kniebewegungen zur Stabilisation beitra-
gen. In einem weiteren Schritt wurden die Bewegungen mittels einer Bewegungserfassungs-
Technologie ermittelt, welche auf einem optischen Triangulationsverfahren basieren. Dabei
wurden die Ergebnisse der ersten Versuche bestätigt. Zusätzlich konnten eine Reihe von
Bewegungen genau identifiziert werden. Dabei lag der Schwerpunkt auf den Tretbewegun-
gen und den damit verknüpften Oberkörper- und Kniebewegungen zur Stabilisation. Für
eine genauere Beschreibung der Experimente und Ergebnisse wird auf die beiden Arbeiten
[21] und [22] verwiesen.

Im Folgenden wird auf die Annahmen bezüglich der Modellierung des Fahrerkörpers einge-
gangen. Eine leicht zu identifizierende Bewegung beim Fahrradfahren stellt die Tretbewe-
gung dar. Jedoch sind infolge der Annahme einer horizontalen Fahrbahn, der Vernachläs-
sigung der Fahrwiderstände und des unbeschleunigten Rollens in Fahrzeuglängsrichtung,
Antriebskräfte ausgeschlossen und somit auch keine Tretbewegungen notwendig. Infolge
dessen werden diese und die damit verknüpften Oberkörper- und Kniebewegungen zum
Stabilisieren nicht modelliert. Die Beine werden somit für das Modell als starr angesehen
und sind fix mit dem Rahmen verbunden.

Die vorher beschriebenen Versuche [21], [22] zeigten bereits, dass die Oberkörperbewegun-
gen vor allem für die hier betrachteten Regelungsaufgaben von untergeordneter Bedeutung
sind. Trotzdem wird die Rolle des Oberkörpers, vor allem die aktive Lateralflexion, welche
einer seitlichen Neigebewegung des Oberkörpers entspricht und ein inneres Rollmoment
erzeugt, beim Fahrradfahren vielfach diskutiert. Aus diesem Grund wird in Abschnitt
3.4 mittels einer modalen Steuerbarkeitsanalyse gezeigt, dass die Oberkörperbewegungen
ungeeignet als Fahrereingriff sind. Die Oberkörperbewegung kann infolge dessen bei der
Fahrermodellierung vernachlässigt werden, jedoch beinhalten das Fahrradmodell inklusi-
ve Reifenmodell und das erweiterte Benchmark Modell Freiheitsgrade zur Abbildung der
Lateralflexion.

Somit verbleibt als einzige relevante Bewegung hinsichtlich des Fahrermodells die Lenkbe-
wegung, deren exakte Modellierung eine schwierige Aufgabe darstellt, da dafür die relevan-
ten Freiheitsgrade der Oberkörper- und Armstruktur abgebildet werden müssen. Zusätz-
lich müssten, abhängig von der jeweiligen Lenkaufgabe, die Steifigkeiten und Dämpfungen
der Gelenke angepasst werden. Aufgrund dieser Problematiken wird im Rahmen der Ar-
beit auf diese exakte Modellierung verzichtet. Die Annahme wird wiederum durch andere
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Arbeiten [18], [24] gestützt. Für die Modellierung wird somit der Schwerpunkt und die
Massenverteilung der Arme und des Oberkörpers auch während den Lenkbewegungen als
konstant angesehen.

Im Folgenden wird auf die drei verwendeten Modelle detailliert eingegangen, sowie die
Bewegungsgleichungen und die dazugehörigen Parameter angegeben. Die nachfolgenden
Fahrradmodelle inklusive Parameter stammen, falls nicht anders angegeben aus Arbeiten
von Ott [32] und Plöchl et al. [41].

3.1.1 Fahrradmodell inklusive Reifenmodell

Das dargestellte Fahrradmodell, Abbildung 3.1, besteht allgemein aus fünf Körper, dem
Rahmen inklusive Beine des Fahrers, dem Oberkörper, der vorderen Baugruppe (Lenker
und Gabel) und den beiden Rädern. Die Räder können bei einer Betrachtung des Rah-
mens bzw. der vorderen Baugruppe im Sinne eines „Gyrostats“ zu diesen gezählt werden.
Dabei stellen die Räder die „Rotoren“ der „Gyrostaten“ dar, [43]. Der Rahmen, inklusive
Hinterrad und Beine des Fahrers, wird mit dem Index m für „mainframe“, der Oberkörper
mit dem Index r für „rider“ und die vordere Baugruppe mit dem Index H für „handlebar“
bezeichnet. Abbildung 3.2 zeigt das Fahrrad in Kurvenfahrt bei einem Rollwinkel ϕ des
Rahmens und einem Lenkwinkel δ des Lenkers bzw. der Vordergabel. Die Lenkachse, wel-
che die Drehachse für den Lenkwinkel darstellt, wird mit dem Lenkachsenwinkel ε und dem
Nachlauf tc, wie in Abbildung 3.1 ersichtlich, festgelegt. Bei diesem Modell wird Punkt
A als Referenzpunkt verwendet, welcher sich durch die Projektion des Rahmenschwer-
punktes auf die Linie DB (Schnittlinie der Fahrrad-Symmetrieebene mit der Fahrbahn)
ergibt. Dieser bewegt sich in Längsrichtung mit der konstanten Geschwindigkeit u und
in Querrichtung mit der Geschwindigkeit v. Weiters rotiert die Schnittlinie DB mit der
Gierrate r. Das Lenkmoment Mδ stellt die vom Fahrer aufgebrachte Größe dar und ist
somit die Eingangsgöße des Systems. Zudem besitzt das Modell auch die Möglichkeit, das
Oberkörperrollmoment Mϕr zu berücksichtigen. Dieses Moment ist nur aus Gründen der
Vollständigkeit hier angeführt und wird in Hinblick auf das Fahrermodell nicht benötigt.
Dabei stellt das Rollmoment Mϕr das innere Moment zwischen dem Rahmen m und dem
Oberkörper r, welcher sich um die Achse ϕr neigen kann, dar. Bezüglich des Freiheits-
grades ϕr ist noch ein Drehdämpfer- und Drehfederelement angeordnet, die das passive
Verhalten des Körpers berücksichtigen sollen, [41].

Die ursprünglichen 5 Körper (getrennte Betrachtung der Räder) besitzen ohne Einschrän-
kungen 30 Freiheitsgrade (je Körper 3 rotatorische und 3 translatorische). Je Drehgelenk
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Abbildung 3.1: Fahrradmodell inklusive geometrischen Größen in aufrechter Position

werden dem System 5 Freiheitsgrade entzogen. Das heißt, durch die Drehgelenke des Len-
kers und des Oberkörpers, sowie die der Vorder- bzw. Hinterräder werden 20 Freiheitsgrade
gesperrt. Weiters entzieht die Annahme des schlupffreien Rollens dem System 2 Freiheits-
grade und der Bodenkontakt, sowie die Vernachlässigung der Nickbewegung, nochmals 2.
Somit besitzt das Fahrradmodell inklusive Reifenmodell 6 Freiheitsgrade. Bei den nach-
folgenden Bewegungsgleichungen werden folgende Freiheitsgrade verwendet: Lenkwinkel
δ, Neigefreiheitsgrad des Oberkörpers ϕr, Rollwinkel ϕ, Gierrate r, Geschwindigkeit des
Punkts A in Querrichtung v und die Radwinkelgeschwindigkeit θ2. Das ursprüngliche
Fahrradmodell aus der Arbeit von Ott [32] besitzt gegenüber dem in Abbildung 3.1 darge-
stellten noch einen zusätzlichen Freiheitsgrad β, mittels dem der Wobble-Mode auch ab-
gebildet werden kann und auf welchen im Abschnitt 3.3 näher eingegangen wird. Da der β̄
Freiheitsgrad die Dynamik des Fahrrads eigentlich nur hinsichtlich des Wobble-Modes ver-
ändert und der Wobble-Mode für den Fahrer in den meisten Fällen kein Problem darstellt,
wird zur Vereinfachung des Modells auf die Modellierung des β̄ Freiheitsgrads verzichtet.

Reifenmodell

Bei dem in diesem Abschnitt betrachteten Fahrradmodell erfolgt die Modellierung der
Reifenkräfte und -momente mit einer vereinfachten Version des linearen Motorradreifen-
modells von Pacejka [44]. Dabei treten folgende, in Abbildung 3.3 dargestellten, Kräfte und
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Abbildung 3.3: Schnitt durch den Fahrradreifen mit angreifenden Kräften und Momenten

Momente beim Reifen-Fahrbahn-Kontakt auf: die Aufstandskraft Fzi, die Seitenkraft Fyi,
das Reifenrückstellmoment Mzi und ein Kippmoment Mxi, auch „Overturning Couple“
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genannt. Zum Berechnen der Kräfte und Momente benötigt man die jeweiligen Schrägl-
aufwinkel α1,2 und Sturzwinkel γ1,2, welche in Abbildung 3.2 dargestellt sind. Die für die
Berechnung der Schräglaufwinkel notwendigen Größen, der Bodenlenkwinkel δG und die
Geschwindigkeiten in den Punkten C und D, werden im Anschluss an die Bewegungsglei-
chungen behandelt. Der Schräglaufwinkel α1 berechnet sich für das Vorderrad mit Hilfe
des Bodenlenkwinkels δG und der Geschwindigkeit im Punkt C folgendermaßen:

α1 = δG − arctan
(
vC|A, y
vC|A, x

)
. (3.1)

Weiters folgt für den Schräglaufwinkel α2 am Hinterrad:

α2 = arctan
(
vD|A, y
vD|A, x

)
. (3.2)

Die beiden Sturzwinkel können aus den geometrischen Zusammenhängen (Abbildung 3.2)
abgeleitet werden und ergeben sich zu:

γ1 = asin (cosϕ sin ε sin δ + sinϕ cos δ) , (3.3)

γ2 = ϕ. (3.4)

Die Aufstandskräfte des Vorder- und Hinterrades berechnen sich für die getroffenen Annah-
men des unbeschleunigten, schlupffreien Rollens und der Vernachlässigung der Fahrwider-
stände aus dem statischen Gleichgewicht, unter Vernachlässigung der Positionsänderung
der Aufstandspunkte C und D, infolge der Roll- und Lenkbewegung. Die Seitenkräfte Fyi
und das Rückstellmoment Mzi werden durch den Schräglauf- und Sturzwinkel erzeugt.
Zum Beschreiben des dynamischen Verhaltens der Reifenkräfte und (-momente) werden
der transiente Schräglaufwinkel α′i und der transiente Sturzwinkel γ′i verwendet. Diese
lassen sich mittels der beiden Differentialgleichungen

σαi
u
α̇
′
i + α

′
i =αi, i ∈ {1, 2} , (3.5)

σγi
u
γ̇
′
i + γ

′
i =γi, i ∈ {1, 2} , (3.6)

berechnen, wobei σαi und σγi die jeweilige Einlauflänge des betrachteten Reifens reprä-
sentiert. Mit diesen Differentialgleichungen wird das Einlaufverhalten, sprich der Auf- und
Abbau der Reifenkräfte und -momente infolge einer Schräglauf- und Sturzwinkeländerung,
beschrieben.

Für das betrachtete lineare Reifenmodell wird die Seitenkraft wie folgt eingeführt:

Fyi = cFαiαi
′ + cFγiγi

′ . (3.7)
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Das ReifenrückstellmomentMzi definiert sich für den betrachteten Fall (keine Längskräfte)
wie folgt:

Mzi = −cMαiα
′
i + cMγiγ

′
i. (3.8)

Der Bezugspunkt des linearen Reifenmodells in den Bewegungsgleichungen ist der fiktive
Kontaktpunkt I, jedoch unterscheidet sich dieser infolge eines Sturzwinkels vom realen
Kontaktpunkt R, vgl. Abbildung 3.3. Folglich muss die Normalkraft Fzi vom Punkt R
in den Punkt I reduziert werden. Das dabei auftretende Moment wird als Kippmoment
(Overturning Couple) bezeichnet und berechnet näherungsweise sich wie folgt:

Mxi ≈ −cMxγiγi. (3.9)

Für das Kippmoment wird angenommen, dass es verzögerungsfrei auf die Änderung des
Sturzwinkels reagiert, [41].

Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen sind in Form eines gekoppelten Differentialgleichungssystems
zweiter Ordnung angegeben. Die getroffenen Annahmen und Vereinfachungen führen zu
einer Entkopplung der Vorwärtsbewegung von den Roll- und Lenkbewegungen, [42]. Die
entkoppelte Bewegungsgleichung der Radwinkelgeschwindigkeit ergibt sich für den Fall des
unbeschleunigten, schlupffreien Rollens zu

θ̈2 = 0. (3.10)

Daraus folgt, dass sich das Fahrrad mit einer konstanten Vorwärtsgeschwindigkeit u be-
wegt. Die Geschwindigkeit u ist somit unabhängig und geht als Parameter in die anderen
Bewegungsgleichungen ein. Es wird darauf hingewiesen, dass in dieser Arbeit die Vor-
wärtsgeschwindigkeit u als konstanter Parameter angesehen wird und folglich auch nicht
zu linearisieren ist.

Die in den Bewegungsgleichungen auftretenden geometrischen Größen sind in Abbildung
3.1 ersichtlich, wobei die Schwerpunktshöhen hi durch zi = −hi ersetzt werden damit sie
konsistent mit dem Referenzkoordinatensystem im Punkt A sind.

Die Größen Iixx|i, Iiyy|i, Iizz|i stehen für die Trägheitsmomente , Iixz|i für die Deviationsmo-
mente des Körpers i, jeweils dargestellt im Koordinatensystem i. Eine genauere Beschrei-
bung diesbezüglich findet sich in [43]. Um die Bewegungsgleichungen in einer einfachen
und übersichtlichen Form angegeben zu können, werden einige zusammengefasste Größen
eingeführt. Aufgrund der Ähnlichkeit der Fahrradmodelle sind einige dieser Größen in al-
len drei Modellen zu finden, welche folglich nur einmal angeführt werden. Als erstes folgen
Größen für das Gesamtsystem T :
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Masse und Schwerpunktsabstände des Gesamtsystems T :

mT =mm +mr +mH (3.11)

aT =mHaH +mrar
mT

(3.12)

zT =mHzH +mmzm +mrzr
mT

(3.13)

Massenträgheits- und Deviationsmomente des Gesamtsystems T angegeben für das Koor-
dinatensystem im Punkt A:

ITxx|A =Imxx|m +mmz
2
m +

(
IHxx|H

)
cos2 ε+

(
IHzz|H

)
sin2 ε+

2
(
IHxz|H

)
cos ε sin ε+mHz

2
H + Irzz|r +mrz

2
r

(3.14)

ITzz|A =Imzz|m +mma
2
m +

(
IHxx|H

)
sin2 ε+

(
IHzz|H

)
cos2 ε+

2
(
IHxz|H

)
cos ε sin ε+mHa

2
H + Irzz|r +mra

2
r

(3.15)

ITxz|A =− Imxz|m −
(
IHxx|H − IHzz|H

)
cos ε sin ε+

IHxz|H
(
1− 2 cos2 ε

)
−mHaHzH − Irxz|r −mrarzr

(3.16)

Weiters wird noch für die vordere Baugruppe ein zusätzliches Massenträgheitsmoment um
die Lenkachse δ und zwei Deviationsmomente um den Schnittpunkt der Lenkachse δ mit
der xA-Achse sowie der zA-Achse benötigt und angegeben:

IHδδ = IHzz|H +mHe
2
H (3.17)

IHδxA = IHzz|H sin ε− IHxz|H cos ε−mHeHzH (3.18)

IHδzA = IHzz|H cos ε+ IHxz|H sin ε+mHeHzH (3.19)

Ebenso wird für den Fahreroberkörper ein zusätzliches Massenträgheitsmoment um die ϕr-
Achse und zwei Deviationsmomente um den Schnittpunkt der ϕr-Achse mit der xA-Achse
und der zA-Achse verwendet:

Irϕϕ = Irxx|r +mrs
2
r (3.20)

IrϕrxA = IrϕrxD −mrsrzr (3.21)

IrϕrzA = −Irxz|r +mrsrar (3.22)

Das jeweilige Massenträgheitsmoment des Vorder- bzw. des Hinterrades, bezogen auf des-
sen Radius sowie deren Summe, ergeben die gyroskopischen Koeffizienten:

G1 =
I1yy1|1
r1

, G2 =
I2yy2|1
r2

, GT = G1 +G2. (3.23)

Die Größe Sδ stellt das statische Moment um die Lenkachse δ dar:

Sδ = mT
aT + bc

l
tc +mHeH . (3.24)
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Nachfolgend werden die bezüglich der aufrechten Geradeausfahrt linearisierten Bewegungs-
gleichungen angegeben. Dabei repräsentieren die ∆-Größen einheitlich die Abweichung von
der Nominalbewegung (aufrechte Geradeausfahrt). Die Bewegungsgleichungen wurden von
Angrosch [43] bwz. Ott [32] mittels eines Mehrkörperformalismus für die Kinematik und
des d-Alembert’s Prinzips hergeleitet und für die Geradeausfahrt linearisiert. Ausführliche
Beschreibung bezüglich der Linearisierung und des Mehrkörperformalismus siehe [32], [43]
und [38].

v :

mT (∆v̇ + u∆r) +mTaT∆ṙ −mT zT∆ϕ̈+mrsr∆ϕ̈r +mHeH∆δ̈+

Fy1 + Fy2

(3.25)

r :

mTaT (∆v̇ + u∆r) + ITzz|A∆ṙ + ITxz|A∆ϕ̈−GTu∆ϕ̇+ IrϕrzA∆ϕ̈r+

IHδzA∆δ̈ −G1 sin εu∆δ̇ = acFy1 − bcFy2 +Mz1 +Mz2

(3.26)

ϕ :

−mT zT (∆v̇ + u∆r) +GTu∆r + ITxz|A∆ṙ + ITxx|A∆ϕ̈+mT zT g∆ϕ+

IrϕrxA∆ϕ̈r −mrsrg∆ϕr + IHδxA∆δ̈ +G1 cos εu∆δ̇ − Sδg∆δ =

Mx1 +Mx2

(3.27)

ϕr :

mrsr (∆v̇ + u∆r) + IrϕrzA ṙ + IrϕrxA∆ϕ̈−mrsrg∆ϕ+ Irϕrϕr∆ϕ̈r+

kϕr∆ϕ̇r + (cϕr −mrsrg) ∆ϕr − kδ sin ε∆δ̇ − cδ sin ε∆δ =

∆Mϕr −∆Mδ sin ε

(3.28)

δ :

mHeH (∆v̇ + u∆r) +G1 sin εu∆r + IHδzA∆ṙ + IHδxA∆ϕ̈−G1 cos εu∆ϕ̇−

Sδg∆ϕ+ IHδδ∆δ̈ + kδ∆δ̇ + (cδ − Sδ sin εg) ∆δ =

− tcFy1 +Mx1 sin ε+Mz1 cos ε+ ∆Mδ

(3.29)

In Matrizenschreibweise ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu:

Mtẋt + (C0 t + uC1 t + K0 t + uK1 t + Ktyre t)xt = Btut, (3.30)
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wobei Mt die Massenmatrix, C0 t und C1 t die Dämpfungsmatrizen, K0 t, K1 t und Ktyre t

die Steifigkeitsmatrizen angeben. Die Matrizen K0 t und Ktyre t könnten grundsätzlich zu-
sammengefasst werden, jedoch werden aus Gründen der Übersichtlichkeit die Steifigkeiten
des Reifenmodells gesondert in der Matrix Ktyre t angegeben. Die inneren Momente, wel-
che die Eingangsgrößen darstellen, werden mit ut = [∆Mϕr ,∆Mδ]T zusammengefasst. Die
zugehörige Eingangsmatrix stellt Bt dar. Die Matrizen Mt, C0 t, C1 t, K0 t, K1 t, Ktyre t

und Bt können dem Anhang A entnommen werden. Der Vektor

xt =
[
∆ϕ,∆ϕR,∆δ,∆v,∆r,∆ϕ̇,∆ϕ̇R,∆δ̇,∆α

′
1,∆γ

′
1,∆α

′
2,∆γ

′
2

]T
(3.31)

repräsentiert den Zustandsvektor der in Gleichung (3.32) angegebenen Zustandsraum-
darstellung. Bei den anderen Fahrradmodellen treten ähnliche Gleichungsstrukturen auf,
weshalb zur eindeutigen Unterscheidung der Matrizen der Index t für „tyre-model“ hinzu-
gefügt wird.

ẋt = A∗
txt + B∗

tut (3.32)

Die darin auftretende Systemmatrix A∗
t berechnet sich mit

Khelp t = C0 t + uC1 t + K0 t + uK1 t + Ktyre t (3.33)

wie folgt:
A∗

t = −M−1
t Khelp t. (3.34)

Weiters ergibt sich die Eingangsmatrix B∗
t zu:

B∗
t = M−1

t Bt. (3.35)

Kinematische Zusammenhänge

Im Folgenden wird noch auf einige kinematische Zusammenhänge, welche in den Bewe-
gungsgleichungen bzw. bei der Fahrsimulation benötigt werden, eingegangen. Für die Be-
rechnung des Schräglaufwinkels α1 wird der Bodenlenkwinkel δG benötigt. Dieser wird
zwischen der Schnittlinie von Vorderreifensymmetrieebene/Fahrbahn und der Schnittlinie
DB eingeschlossen, vgl. Abbildung 3.4. Er berechnet sich für den um die Geradeausfahrt
linearisierten Fall mit

∆δG = cos ε∆δ. (3.36)

In der Simulation wird weiters der Schwimmwinkel βA benötigt. Dieser Winkel liegt zwi-
schen dem Geschwindigkeitvektor vA und der Linie BD und berechnet sich aus der kon-
stanten Längsgeschwindigkeit u und der Geschwindigkeit in Querrichtung v im Punkt A
wie folgt:

βA = atan
(
vA|A, y
vA|A, x

)
= atan

(
v

u

)
(3.37)
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Abbildung 3.4: Kinematische Größen des Fahrradmodells inklusive Reifenmodell in Draufsicht

Des weiteren berechnen sich die Quergeschwindigkeiten der Aufstandspunkte B, C und D
für den linearisierten Fall nach [32] folgendermaßen:

vB|A, y ≈ ∆v +
(
l + tc

cos ε

)
∆r (3.38)

vC|A, y ≈ ∆v + ac∆r − tc∆δ̇ (3.39)

vD|A, y ≈ ∆v − bc∆r (3.40)

Im Zuge der Arbeit werden hinsichtlich der positiven Zählrichtung sich unterscheidende
Gierwinkel verwendet (ψ = −ψF ). Der Gierwinkel ψF ist den von Ott [32] übernommenen
Fahrradmodellen zugeordnet, es gilt folglich ∆r = ∆ψ̇F . Der Gierwinkel ψ sowie das Koor-
dinatensystem „global“ orientieren sich an der bereits bestehenden Fahrbahnbeschreibung
(vgl. Kapitel 5).

Die Geschwindigkeitskomponenten in x- und y-Richtung der Punkte A, B, C und D,
dargestellt im Koordinatensystem „global“, ergeben sich folgendermaßen:

ẋi|global = u cos ψ + vi|A, y sin ψ

ẏi|global = u sin ψ − vi|A, y cos ψ

 i = {A,B,C,D} (3.41)

3.1.2 Benchmark Modell

Das Benchmark Modell stellt das einfachste Modell dieser Arbeit dar und wird unter
anderem zur Auslegung des Fahrermodells verwendet. Wie bereits im Literaturüberblick
erwähnt, führte es Schwab et al. in [6] als eine angepasste Neuformulierung von Whipples
Modell aus dem Jahre 1899 ein. Das Fahrradmodell besteht grundsätzlich aus 4 Körpern:
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Vorderrad, Hinterrad, Rahmen, sowie der vorderen Baugruppe, welche mit idealen Dreh-
gelenken verbunden sind. Im Unterschied zum vorherigen Modell ist beim Benchmark
Modell der gesamte Fahrerkörper mit dem Rahmen starr verbunden. Der Fahrerkörper
besitzt keinen zusätzlichen Freiheitsgrad, wodurch er als starr mit dem Hauptrahmen ver-
bunden modelliert wird. Für den Reifen-Fahrbahnkontakt werden holonome1 Bindungen
in vertikaler Richtung und nichtholonome2 Bindungen in Längs- und Querrichtung an-
genommen. Bei der Kontaktmodellierung durch nichtholonome Bindungen („knife-egde
Bindungen“), besitzt der Reifen keinen Querschlupf bzw. Schräglauf. [6]

Bei dynamischen Systemen mit nichtholonomen Bindungen ist die Anzahl der Freiheits-
grade der Lage unterschiedlich von jenen der Geschwindigkeit, [38]. Zur Erklärung dieses
Sachverhalts wird nachfolgend der Aspekt der Freiheitsgrade kurz behandelt. Die 4 Körper
des Modells haben ohne kinematische Bindungen 24 Freiheitsgrade.

Dabei sperrt wiederum jedes der 3 Drehgelenke zwischen den 4 Körpern je 5 Freiheitsgrade.
Des weiteren wird pro Rad ein Freiheitsgrad für die holonome, vertikale Kontaktbedin-
gung entzogen. Die nichtholonomen Rollbedingungen beeinflussen die Freiheitsgrade der
Lage nicht, womit 7 Freiheitsgrade der Lage übrig bleiben. Jedoch reduzieren die nichtho-
lonomen Bindungen die Anzahl der Freiheitsgrade der Geschwindigkeit auf 3, welche zum
Beispiel die Lenkrate δ̇, die Rollrate ϕ̇ und die Winkelgeschwindigkeit des Hinterrades θ̇2

sein können, [6].

Die Beeinflussung des Fahrrads durch den Fahrer erfolgt bei diesem Modell ausschließlich
über das Lenken, sprich über das LenkmomentMδ. Es sei an dieser Stelle noch angemerkt,
dass Schwab bei seinem Benchmark Modell ein zusätzliches MomentMϕ zur Beeinflussung
des Fahrrads angibt, welches dem Namen entsprechend in Richtung des Freiheitsgrades ϕ
wirkt. Dieses Moment stützt sich aber nicht am Fahrrad, sondern am Inertialsystem (Fahr-
bahn) ab, vergleichbar einer Person, welche neben dem Fahrrad her läuft und dieses durch
eine seitliche Kraft beispielsweise am Sattel beeinflusst. Bezüglich des Systems Fahrrad
entspricht dieses Moment einem äußeren Moment, welches der Fahrer nicht beeinflussen
kann und infolge dessen in dieser Arbeit keine Berücksichtigung findet.

Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen werden wiederum in gleicher Art und Weise angegeben. Unter
den getroffenen Annahmen verhält sich auch dieses Modell längsdynamisch gleich wie das

1Als holonom werden jene Bindungen bezeichnet, welche keine verallgemeinerten Geschwindigkeiten ent-
halten, [38].

2Als nicht holonom bezeichnet man jene Bindungen, welche verallgemeinerte Geschwindigkeiten enthalten
und nicht durch Integration auf holonome Bindungen zurückgeführt werden können, [38].
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Fahrradmodell inklusive Reifenmodell. Grundsätzlich stimmen die geometrischen Parame-
ter (Abbildung 3.1), sowie Massen- und Trägheitsparameter der beiden Modelle überein.
Jedoch wird darauf hingewiesen, dass bei diesem Modell der Oberkörper des Fahrers keinen
Freiheitsgrad gegenüber dem Rahmen besitzt, dieser jedoch wie beim vorherigen Modell als
eigenständige Masse r in die Gleichungen eingeht. Zur Vereinfachung der Bewegungsglei-
chungen und in Anlehnung an das Benchmark Modell von Schwab wird der Bezugspunkt
vom Punkt A in den Punkt D verschoben. Infolgedessen werden die Abstände ai durch
xi = bc+ai ersetzt. Aufgrund dieser Änderung müssen auch einige der zusammengefassten
Größen geändert werden. Nachfolgend wird nur auf die geänderten Größen eingegangen:

Beim Gesamtsystem T ändert sich der Schwerpunktsabstand in x-Richtung, sowie der
Bezugspunkt des Trägheits- und Deviationsmomente wie oben beschrieben zu:

xT =bc + aT = mmxm +mHxH +mrxr
mT

(3.42)

ITxx|D =ITxx|A (3.43)

ITzz|D =Imzz|m +mmx
2
m +

(
IHxx|H

)
sin2 ε +

(
IHzz|H

)
cos2 ε+

2
(
IHxz|H

)
cos ε sin ε +mHx

2
H + Irzz|r +mrx

2
r

(3.44)

ITxz|D =− Imxz|m −mmxmzm −
(
IHxx|H − IHzz|H

)
cos ε sin ε+

IHxz|H
(
1− 2 cos2 ε

)
−mHxHzH − Irxz|r −mrxrzr

(3.45)

Des weiteren werden abgeänderte Deviationsmomente der vorderen Baugruppe H benö-
tigt:

IHδxD =IHδxA (3.46)

IHδzD =Ifzz|H cos ε + IHxz|H sin ε +mHxHeH (3.47)

Außerdem werden zur weiteren Vereinfachung noch folgende zusätzliche Hilfsgrößen ein-
geführt:

µ = tc
l

(3.48)

ζ =cos ε
l

(3.49)

Mit diesen Größen können nun wiederum die linearisierten Bewegungsgleichungen ange-
geben werden:

ϕ :

ITxx|D∆ϕ̈+mT zT g∆ϕ+
[
IHδxD + µITxz|D

]
∆δ̈+[

G1 cos ε + µ (−mT zT +GT ) + ζITxx|D
]
u∆δ̇+[

−Sδg + ζ (−mT zT +GT )u2
]

∆δ = 0

(3.50)
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δ : [
IHδxD + µITxz|D

]
∆ϕ̈− [G1 cos ε+ µGT ]u∆ϕ̇− Sδg∆ϕ+[

IHδδ + µ
(
2IHδzD + µITzz|D

)]
∆δ̈ + [kδ + [ζIHδzD + µ (Sδ + ζITzzD)]u] ∆δ̇[

cδ − Sδ sin ε g + ζ (Sδ +G1 sin ε)u2
]

∆δ = ∆Mδ

(3.51)

Durch das Zusammenfassen der Größen ∆ϕ und ∆δ zum Vektor qb = [∆ϕ,∆δ]T und
der Verwendung eines Momentenvektors fb = [0,∆Mδ]T ergibt sich aus den Gleichungen
(3.50) und (3.51) die Matrizenschreibweise, welche in der Literatur bevorzugt anzutreffen
ist:

Mbq̈b + (C0 b + uC1 b) q̇b +
(
K0 b + u2K2 b

)
qb = fb. (3.52)

Darin entspricht Mb wieder der Massenmatrix, C0 b und C1 b den Dämpfungsmatrizen,
sowie K0 b und K2 b den Steifigkeitsmatrizen, welche wiederum im Anhang A angegeben
sind. Da diese Matrizenschreibweise für die weiteren regelungstechnischen Analysen und
Auslegungen ungeeignet ist, werden die Gleichungen (3.52) auch bei diesem Modell in die
Zustandsraumdarstellung

ẋb = A∗
bxb + b∗bub (3.53)

übergeführt. Die Steuergröße ub entspricht dem Lenkmoment ∆Mδ und
x =

[
∆ϕ,∆δ,∆ϕ̇,∆δ̇

]T
dem Zustandsvektor. Die Systemmatrix A∗

b und die Eingangs-
matrix B∗

b ergeben sich zu

A∗
b =

 0 I

−M−1
b K∗

b −M−1
b C∗

b

 (3.54)

und

b∗
b =


0
0

M−1
b

0
1



 . (3.55)

Darin steht C∗
b = C0 b+uC1 b für die gesamte Dämpfungsmatrix und K∗

b = K0 b+u2K2 b

für die gesamte Steifigkeitsmartix.

Kinematische Zusammenhänge

Zur einfacheren Beschreibung der Bewegung des Benchmark Modells werden zusätzlich die
Gierwinkelgeschwindigkeit ∆r = ∆ψ̇F , die Krümmung ∆κ sowie die Geschwindigkeitskom-
ponenten der Punkte A, B, C und D angegeben. Die kinematischen Zusammenhänge sind
in Abbildung 3.5 dargestellt.
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Abbildung 3.5: Draufsicht auf das Benchmark Modell

Die Gierwinkelgeschwindigkeit ergibt sich laut Meijaard et al.[6] zu:

∆r = ∆ψ̇F = u∆δ
l

cos ε+ c∆δ̇
l

cos ε, (3.56)

mit den Größen µ und ζ aus (3.49) vereinfacht sich Gleichung (3.56) zu:

∆r = ∆ψ̇F = uζ∆δ + µ∆δ̇. (3.57)

Des weiteren wird die Krümmung κ respektive der Krümmungsradius ρ benötigt. Für die
Krümmung κ gilt allgemein der Zusammenhang

κ = 1
ρ

= dα
ds̄ , (3.58)

wobei α für den Winkel der Kurventangente und s̄ für die Bogenlänge der Wegstrecke3

steht. Die Krümmung wird in dieser Arbeit allgemein für eine in Fahrtrichtung gesehene
Linkskurve als positiv definiert. Sie ist abhängig vom jeweils betrachteten Punkt und wird
exemplarisch für den Punkt B hergeleitet und angegeben.

3Üblicherweise wird für die Bogenlänge der Wegstrecke das Symbol s verwendet, um aber eine Verwechs-
lung mit der Laplace-Transformation zu vermeiden wird stattdessen s̄ verwendet.
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Der Zusammenhang zwischen Krümmung κB und der Änderung des Winkels des Ge-
schwindigkeitsvektors im Punkt B, kann wie folgt angeschrieben werden:

κB = −d (ψF + βB)
ds̄

= − 1
|vB|

(
ψ̇F + β̇B

)
. (3.59)

Der Schwimmwinkel βB ergibt sich für das Benchmark Modell mit der Näherung l̄ =
l + tc/ cos ε zu

βB = tan l̄ψ̇F
u

. (3.60)

Aus den bisherigen Gleichungen kann somit ein bezüglich der aufrechten Geradeausfahrt
linearisierter Zusammenhang zwischen der Krümmung ∆κ und der Gierrate ∆r sowie
der Gierbeschleunigung ∆ψ̈F angeben werden. Dabei entspricht im linearisierten Fall die
Geschwindigkeit vB ≈ u und somit gilt:

∆κB = −1
u

(
∆ψ̇F + l̄∆ψ̈F

u

)
. (3.61)

Daraus folgt mit (3.57)

∆κB = −
(
ζ∆δ +

(
µ

u
+ l̄ζ

u

)
∆δ̇ + l̄µ

u2 ∆δ̈
)
. (3.62)

Mit a1 = −ζ, b1 = −
(
µ
u + l̄ζ

u

)
und c1 = − l̄µ

u2 vereinfacht sich der Ausdruck zu

∆κ = a1∆δ + b1∆δ̇ + c1∆δ̈. (3.63)

Das Minus in den Gleichungen (3.59), (3.61) und (3.62) resultiert aus der Vorzeichendefi-
nition der Krümmung und den verwendeten Winkeldefinitionen (positive Richtung).

Des weiteren werden noch für die Punkte A, B, C und D Geschwindigkeitskomponenten in
xglobal- und yglobal-Richtung angegeben. Die Geschwindigkeitskomponente in Richtung der
Schnittlinie DB (Richtung xA-Achse) entspricht für alle drei Punkte der Geschwindigkeit
u. Die Geschwindigkeitskomponente in Querrichtung (Richtung yD-Achse) ist unterschied-
lich und entspricht im Punkt A

vA|D, y = bc∆̇ψF , (3.64)

im Punkt B
vB|D, y = l̄∆̇ψF , (3.65)

im Punkt C
vC|D, y = l∆̇ψF − tc∆̇δ, (3.66)

und im Punkt D
vD|D, y = 0. (3.67)
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Somit können die Geschwindigkeitskomponenten für die x- und y-Richtung, dargestellt im
Koordinatensystem „global“, wie folgt angegeben werden

ẋi|global = u cos (ψ) + vi|D, y sin (ψ)
ẏi|global = u sin (ψ)− vi|D, y cos (ψ)

 i = {A,B,C,D} . (3.68)

3.1.3 Erweitertes Benchmark Modell

Um mathematisch zu zeigen, dass die Lateralflexion des Oberkörpers ungeeignet zum Re-
geln bzw. Steuern des Fahrrads ist, wird ein Modell mit einem Drehfreiheitsgrad des Ober-
körpers ϕr benötigt. Dieser ist bereits im Fahrradmodell inklusive Reifenmodell enthalten.
Da aber für die nachfolgende Analyse ein einfacheres Fahrradmodell (ohne Reifenmodell)
von Vorteil ist, wird eine Erweiterung des Benchmark Modells um den Drehfreiheitsgrad
ϕr durchgeführt. Die Annahmen und zusätzlichen Hilfsgrößen sind identisch mit jenen
des Benchmark Modells. Es werden nur noch die zwei speziellen Deviationsmomente des
Fahreroberkörpers r benötigt:

IrϕrxD =IrϕrxA (3.69)

IrϕrzD =− Irxz|r +mrsrxr. (3.70)

Es folgen die drei linearisierten Bewegungsgleichungen des erweiterten Benchmark Mo-
dells:

∆ϕ :

ITxx|D∆ϕ̈+mT zT g∆ϕ+ IrϕrxD∆ϕ̈r −mrsrg∆ϕr+[
IHδxD + µITxz|D

]
∆δ̈ +

[
G1 cos ε + µ (−mT zT +GT ) + ζITxz|D

]
u∆δ̇+[

−Sδg + ζ (−mT zT +GT )u2
]

∆δ = 0

(3.71)

∆ϕr :

IrϕrxD∆ϕ̈−mrsrg∆ϕ+ Irϕrϕr∆ϕ̈r + kϕr∆ϕ̇r + (cϕr −mrsrg) ∆ϕr

µIrϕrzD∆δ̈ + [−kδ sin ε + (µmrsr + ζIrϕrzD)u] ∆δ̇+[
−cδ sin ε + ζmrsru

2
]

∆δ = ∆Mϕr −∆Mδ sin ε

(3.72)

∆δ : [
IHδxD + µITxz|D

]
∆ϕ̈− [G1 cos ε + µGT ]u∆ϕ̇− Sδg∆ϕ+ µIrϕrzD∆ϕ̈r[

IHδδ + µ
(
2IHδzD + µITzz|D

)]
∆δ̈ + [kδ + [ζIHδzD + µ (Sδ + ζITzzD)]u] ∆δ̇[

cδ − Sδ sin ε g + ζ (Sδ +G1 sin ε)u2
]

∆δ = ∆Mδ

(3.73)
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In Matrizen-Form ergeben sich die Bewegungsgleichungen mit dem Vektor
qe = [∆ϕ,∆ϕr,∆δ]T und dem Momentenvektor fe zu

Meq̈e + [C0 e + uC1 e] q̇e +
[
K0 e + u2K2 e

]
qe = fe. (3.74)

Dabei entsprechen die Matrizen sinngemäß jenen des Benchmark Modells (Index e für er-
weitertes Benchmark Modell). Eine Ausnahme stellt der Momentenvektor fe = Beue

dar, welcher sich aus dem Produkt der Eingangsmatrix Be und dem Eingangsvektor
ue = [∆Mϕr ,∆Mδ]T zusammensetzt. Die Matrizen sind auch für dieses Modell im An-
hang A zu finden. Die Zustandsraumgleichung ergibt sich mit dem Zustandsvektor xe =[
∆ϕ,∆ϕr,∆δ,∆ϕ̇,∆ϕ̇r,∆δ̇

]T
zu

ẋe = A∗
exe + B∗

eue. (3.75)

Die Systemmatrix A∗
e ergibt sich zu

A∗
e =

 0 I
−M−1

e K∗e −M−1
e C∗e

 , (3.76)

und die Eingangsmatrix B∗e zu

B∗e =


0
0
0

M−1
e Be

 . (3.77)

Darin steht C∗
e = C0 e +uC1 für die gesamte Dämpfungsmatrix und K∗e = K0 e +u2K2 e

für die gesamte Steifigkeitsmatrix. Da dieses Modell nur für die Steuerbarkeitsanalyse
Anwendung findet, wird auf eine Angabe der kinematischen Zusammenhänge verzichtet.
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3.2 Fahrradparameter

Die für die numerischen Analysen und Simulationen notwendigen Geometrie- und Mas-
senparameter sind nachfolgend angegeben. Sie beziehen sich auf das Test-Trekkingrad,
welches unter anderem in [32] und [41]verwendet wurde.

Tabelle 3.1: Massen- und Trägheitsparameter des Test-Trekkingrades laut Ott [32]

Parameter Symbol Wert Einheit

Radstand l 1, 095 m

Nachlaufwinkel ε 19 ◦

Nachlauf tc 0, 0692 m

Lage Gelenk ϕr sr 0,339 m

Räder

Abrollradius r1 = r2 0, 3355 m

Masse m1 = m2 3, 3355 kg

Trägheitstensor
(i ∈ {1, 2})


Iixx|i 0 0

0 Iiyy|i 0
0 0 Iizz|i




0, 0633 0 0
0 0, 1266 0
0 0 0, 0633

kgm2

Vordere Baugruppe

Masse mH 5, 9788 kg

Schwerpunktslage x aH 0, 6522 m

Schwerpunktslage z zH −0, 6331 m

Trägheitstensor


IHxx|H 0 IHxz|H

0 IHyy|H 0
IHxz|H 0 IHzz|H




0, 6327 0 −0, 0229
0 − 0

−0, 0229 0 0.1295

 kgm2

Rahmen

Masse mm 43, 1059 kg

Schwerpunktslage x bc 0, 3321 m

Schwerpunktslage z zc −0, 6905 m

Trägheitstensor


Imxx|m 0 Imxz|m

0 Imyy|m 0
Imxz|m 0 Imzz|m




3, 6257 0 −0, 77
0 − 0

−0, 77 0 2, 4248

 kgm2

Weiter auf der nächsten Seite
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Parameter Symbol Wert Einheit

Fahreroberkörper

Masse mr 55, 37 kg

Schwerpunktslage x xr −0, 0322 m

Schwerpunktslage z zr −1, 355 m

Trägheitstensor


Irxx|r 0 Irxz|r

0 Iryy|r 0
Irxz|r 0 Irzz|r




3, 0704 0 0, 331
0 − 0

0, 331 0 2, 048

 kgm2

Tabelle 3.2: Ergänzende Fahrradparameter laut Ott [32]

Parameter Symbol Wert Einheit
Dämpfungen & Steifigkeiten
Dämpfung Füße - Fahreroberkörper cϕr 34 Nms/rad
Steifigkeit Füße - Fahreroberkörper kϕr 760 Nm/rad
Dämpfung Lenker - Fahreroberkörper cδ 0 Nms/rad
Steifigkeit Lenker - Fahreroberkörper kδ 0 Nm/rad
Reifenparameter für den Vorderreifen
Sturzwinkelsteifigkeit4 cFγ1 kFz1 N/rad
Schräglaufwinkelsteifigkeit cFα1 0, 35Fz1 N/◦

Rückstellmoment Sturz cMγ1 0, 014cFγ1 Nm/rad
Rückstellmoment Schräglaufwinkel cMα1 0, 014cFα1 Nm/rad
Kippmomentensteifigkeit Sturz cMx1 0, 01Fz1 Nm/rad
Relaxationslänge σα1 = σγ1 0, 03 m
Reifenparameter für den Hinterreifen
Sturzwinkelsteifigkeit4 cFγ2 kFz2 N/rad
Schräglaufwinkelsteifigkeit cFα2 0, 35Fz2 N/◦

Rückstellmoment Sturz cMγ2 0, 02cFγ2 Nm/rad
Rückstellmoment Schräglaufwinkel cMα2 0, 02cFα2 Nm/rad
Kippmomentensteifigkeit Sturz cMx2 0, 01Fz2 Nm/rad
Relaxationslänge σα2 = σγ2 0, 03 m

4k = 1 1/rad
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3.3 Stabilitätsverhalten

Nach der Modellbeschreibung und der Angabe der Parameter für die numerischen Aus-
wertungen kann nun die Frage der Stabilität der Regelstrecke, also dem Fahrrad samt
Fahrerkörper, erörtert werden. Die Stabilitätsuntersuchung erfolgt für die vorher beschrie-
benen linearen Fahrradmodelle anhand der Eigenwerte λi, Abschnitt 2.2.3, welche aus den
jeweiligen Systemmatrizen der drei Modelle (A∗

t , A∗ und A∗
e) berechnet werden. Nach der

Größe der Systemmatrix (abhängig von der Anzahl der Freiheitsgrade) besitzt das Fahrrad-
modell inklusive Reifenmodell 12, das Benchmark Modell 4 und das erweiterte Benchmark
Modell 6 Eigenwerte. Für die Stabilitätsuntersuchung und die Dynamik sind hauptsäch-
lich jene Eigenmodes von Bedeutung, welche den Eigenwerten mit positivem oder schwach
negativem Realteil zugeordnet sind, da die anderen Eigenmodes, bedingt durch die starke
Dämpfung, rasch abklingen. Folglich sind beim Fahrrad die mit Weave(-Mode), Capsi-
ze(-Mode) und Wobble(-Mode) bezeichneten Eigenmodes hauptsächlich von Bedeutung.
Weiters seien noch der Castor-Mode sowie der Lean-Mode erwähnt. Der Wobble-Mode
tritt bei den in dieser Arbeit verwendeten Modellen nicht auf und wird nur aus Gründen
der Vollständigkeit angeführt. Die zum Weave-, Capsize-, und Lean-Mode zugeordneten
Eigenwerte sind in den nachfolgenden Stabilitätsdiagrammen bzw. -karten dargestellt und
in Abbildung 3.6 auch bezeichnet. Aufgrund der starken Geschwindigkeitsabhängigkeit
der Systemmatrizen und folglich auch der Eigenwerte, werden diese, wie in der Literatur
üblich, über der Geschwindigkeit u aufgetragen. Der betrachtete Geschwindigkeitsbereich
erstreckt sich von 0.1 m/s bis 20 m/s und deckt die alltäglichen Fahrgeschwindigkeiten
beim Fahrradfahren ab. Der verwendete Geschwindigkeitsbereich beginnt nicht bei Null,
weil beim Fahrradmodell inklusive Reifenmodell das Reifenmodell für die Krafterzeugung
eine Längsgeschwindigkeit voraussetzt.

Weave (Pendeln)

Der Weave-Mode beschreibt einerseits im unteren Geschwindigkeitsbereich (bis ca. 1 m/s)
zwei nicht oszillierende Eigenmodes, welche zwei reellen Eigenwerten zugeordnet sind,
andererseits einen oszillierenden Eigenmode, der zwei konjugiert komplexen Eigenwerten
zugeordnet ist, vgl. Abbildung 3.6. Die nicht oszillierenden Eigenmodes charakterisieren
ein Umfallen des Fahrrads, ähnlich der Bewegung eines inversen Pendels, [43]. Der os-
zillierende Eigenmode beschreibt eine Roll- und Gierbewegung des Fahrrads, wobei das
Rollen dominiert. Dies entspricht anschaulich einer „schwänzelnden“ Bewegung des hinte-
ren Fahrradteils, welche durch eine Rollbewegung überlagert wird, [46].
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Weave

Lean

Capsize

Weave

Lean

Abbildung 3.6: Stabilitätskarte des Fahrradmodelles inklusive Reifenmodell

Capsize („Umfallen“)

Als Capsize wird der nicht-osizillierende und somit reelle Eigenmode des Fahrrads bezeich-
net, welcher auch in Abbildung 3.6 ersichtlich ist und durch eine Rollbewegung charakte-
risiert ist. Bei einem instabilen Capsize kippt das Fahrrad um, vergleichbar dem Kentern
(Capesize) eines Schiffes, [45]. Im Allgemeinen ist er im betrachteten Geschwindigkeitsbe-
reich stabil, kann jedoch, abhängig von der Modellierung des Fahrbahn-Reifen-Kontaktes,
mit zunehmender Geschwindigkeit instabil werden, [40].

Wobble (Flattern)

Als Wobble wird eine schwingende Bewegung des Vorderradsystems um die Lenkachse
bezeichnet. Im Deutschen auch als Lenkungsflattern oder nur Flattern bezeichnet. Zur
Abbildung dieses charakteristischen Eigenmodes wird ein zusätzlicher Freiheitsgrad in der
Vorderbaugruppe eingeführt. Beispielsweise verwendet [43] einen Drehfreiheitsgrad, durch
welchen sich Gabel und Vorderrad um eine Längsachse in der Symmetrieebene des Rades
nahe des Lenkkopflagers neigen können. Die Stabilität des Wobble-Modes hängt stark von
den Fahrradparametern, also der konstruktiven Auslegung ab, [32].
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Lean

Der noch unbehandelte Lean-Mode, [44] kann dem Oberkörperfreiheitsgrad ϕr zugeordnet
werden und tritt somit auch nur bei Modellen, welche diesen beinhalten, auf (Fahrradmo-
dell inklusive Reifenmodell und erweitertes Benchmark Modell). Er stellt eine schwingende
Rollbewegung des Fahreroberkörpers gegenüber dem Rahmen bzw. Fahrerbeinen dar. Die
Stabilität des Lean-Modes hängt stark von der Drehfedersteifigkeit und Drehdämpferkon-
stante ab, welche im Zuge der Modellierung des Oberkörperfreiheitsgrads verwendet wer-
den. Für die in dieser Arbeit verwendeten Parameter und Modelle ist er, falls vorhanden,
stabil.

Aus Gründen der Vollständigkeit sei noch der Castor-Mode erwähnt, der den letzten der
drei Eigenmodes des Benchmark Modells darstellt. Er wird durch Lenkbewegungen cha-
rakterisiert, bei welchen der vordere Aufstandspunkt einer Trajektorie vollführt, ähnlich
der eines drehbaren Einkaufswagenrads, [6].

In der Abbildung 3.7 sind zum Vergleich die Eigenwerte (Weave, Capsize, Lean) der drei
verwendeten Fahrradmodelle dargestellt. Der auffälligste Unterschied ist, wie bereits er-
örtert, das Fehlen des Lean-Modes beim Benchmark Modell. Dies ist jedoch von unterge-
ordneter Bedeutung, da er stabil ist. Bedeutender ist der Unterschied beim Capsize-Mode,
bei dem das grundlegende Stabilitätsverhalten vom Fahrradmodell abhängig ist. Bei den
Modellen mit nicht holonomen Reifenbindungen (Benchmark und erweitertes Benchmark)
wird er im betrachteten Geschwindigkeitsbereich instabil. Im Gegensatz dazu bleibt er
bei dem Fahrradmodell inklusive Reifenmodell stabil. Die Geschwindigkeit bei welcher der
Capsize-Mode instabil wird, sprich der zugehörige Eigenwert Null ist, wird in der Literatur
[6] als Capsize-Geschwindigkeit bezeichnet.

Der Geschwindigkeitsbereich in dem alle Eigenmodes des Fahrrads stabil sind, also alle
Eigenwerte negative Realteile besitzen, wird als auto- oder selbstabiler Bereich bezeichnet.
Wie in Abbildung 3.7 ersichtlich wird, hängt der autostabile Bereich stark vom jeweiligen
Fahrradmodell ab. Beim Benchmark Modell liegt dieser zwischen dem stabil werdenden
Weave-Mode bei 5.4 m/s und dem instabil werdenden Capsize-Mode bei 9 m/s. Hingegen
ist das Fahrradmodell inklusive Reifenmodell ab dem Nulldurchgang des Weave-Modes
bei 6.7 m/s autostabil. In diesen Zusammenhang sei darauf hingewiesen, dass Modelle
ohne Reifenmodell nur für kleine Geschwindigkeiten geeignet sind, [6]. Das Hinzufügen
des Drehfreiheitsgrades beim erweiterten Benchmark Modell verändert den autostabilen
Bereich gegenüber dem Benchmark Modell nur minimal (im hundertstel Bereich), vgl.
Abbildung 3.7.
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Abbildung 3.7: Stabilitätsvergleich der unterschiedlichen Fahrradmodelle

3.4 Steuerbarkeit

Für die Modellierung der regelungsstechnischen Aufgabe „Fahrradfahren“ ist es natürlich
auch von Interesse bei welchen Geschwindigkeiten das System Fahrrad nicht vollstän-
dig zustandssteuerbar ist und welche der Eigenmodes folglich nicht beeinflusst werden
können. Nachfolgend werden die Geschwindigkeiten5, bei denen das System nicht voll-
ständig zustandssteuerbar ist, sowie die dazugehörigen nicht steuerbaren Eigenmodes der
Modelle (Benchmark und erweitertes Benchmark) in den Tabellen 3.3 und 3.4 angege-
ben, abhängig von den möglichen Systemeingangsgrößen. Die Berechnung erfolgt wie in
Abschnitt 2.1.2 beschrieben. Zuerst werden die nicht vollständig steuerbaren Geschwin-
digkeiten über die Determinante der Steuerbarkeitsmatrix QS ermittelt, danach über die
Links-Eigenvektoren die zugehörigen, nicht steuerbaren Eigenmodes. Die nicht vollständig
steuerbaren Geschwindigkeiten für die Eingangsgröße Lenkmoment sind beinahe identisch,
da bis auf den zusätzlichen Oberkörperfreiheitsgrad des erweiterten Benchmark Modells
beide Modelle übereinstimmen. Die zu den nicht steuerbaren Eigenmodes gehörenden Ei-
genvektoren können aufgrund der unterschiedlichen Anzahl von Freiheitsgraden der Mo-
delle nur relativ zwischen der ϕ- und δ-Komponeten verglichen werden.

5Es werden nur die praktisch möglichen Geschwindigkeiten angegeben.
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Tabelle 3.3: Steuerbarkeitsanalyse des Benchmark Modells: nicht vollständig steuerbare Geschwindigkeiten
vun inklusive der zugehörigen, nicht steuerbaren Eigenvektoren und -modes

vun λvun [ϕ; δ]Tvun Eigenmode

Regelung übers Lenkmoment Mδ:
0, 0453 2, 8418 [0, 24847; 0, 22011]T Weave

1, 1877 −2, 8448 [0, 30057; 0, 14086]T Capsize

Tabelle 3.4: Steuerbarkeitsanalyse des erweiterten Benchmark Modells: nicht vollständig steuerbare Ge-
schwindigkeiten vun inklusive der zugehörigen, nicht steuerbaren Eigenvektoren und -modes

vun λvun [ϕ;ϕr; δ]Tvun Eigenmode

Regelung übers Lenkmoment Mδ:
0, 0459 2, 8455 [0, 2452; 0, 0141;−0, 22278]T Weave

1, 1905 −2, 8469 [0, 2968;−0, 0239;−0, 1454]T Capsize

Regelung übers Rollmomentmoment Mϕr:
0, 1798 5.597 [−0, 0054; 0, 0005; 0, 1758]T Capsize

Das Benchmark Modell ist nur bei kleinen Geschwindigkeiten nicht vollständig zustands-
steuerbar. Dabei ist der nicht steuerbare Eigenmode der größeren Geschwindigkeit, welche
eventuell für Simulationen schon relevant sein könnte, stabil und somit relativ unproble-
matisch. Das erweiterte Benchmark Modell ist mit den beiden Eingangsgrößen Lenk- und
Rollmoment über den gesamten relevanten Geschwindigkeitsbereich vollständig zustands-
steuerbar, da die nicht steuerbaren Geschwindigkeiten für den Eingang Lenkmoment nicht
mit denen des Eingangs Rollmoment zusammenfallen. Dies deckt sich auch mit den Er-
gebnissen von Schwab et al. [23] für etwas aufwendigere Fahrradmodelle (aufwendigerer
passiver Fahrer).

Des weiteren lässt sich mit dem Bewertungsmaß der modalen Steuerbarkeit, vgl. Abschnitt
2.1.2 zeigen, dass das Lenkmoment Mδ besser zum Regeln und Steuern des Fahrrads ge-
eignet ist als das Oberkörperrollmoment Mϕr . Schwab et al. zeigt auch dies für ein etwas
aufwendigeres Fahrradmodell in [23]. In Abbildung 3.8 sind die Winkel βiMδ

(Eingang
Lenkmoment) als Bewertungsmaß der modalen Steuerbarkeit dargestellt und in Abbil-
dung 3.9 die Winkel βiMϕr

(Eingang Oberkörperrollmoment). Für den Eingang Lenkmo-
ment weisen alle Eigenmodes Bewertungswinkel βiMδ

nahe 0◦ auf und sind somit über
das Lenkmoment gut beeinflussbar. Eine Ausnahme stellt der Capsize-Mode im Bereich
der nicht vollständig zustandssteuerbaren Geschwindigkeit dar, welche in Abbildung 3.8
deutlich erkennbar ist.
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Abbildung 3.8: Bewertungsmaß der modalen Steuerbarkeit für die Eingangsgröße Mδ in Abhängigkeit der
Geschwindigkeit u

WeaveCaster

Lean

Capsize

Abbildung 3.9: Bewertungsmaß der modalen Steuerbarkeit für die Eingangsgröße Mϕ in Abhängigkeit der
Geschwindigkeit u

Im Gegensatz dazu sind die Bewertungswinkel βiMϕr
für den Eingang Oberkörperrollmo-

ment nahe bei 90◦, wodurch gezeigt wird, dass das Rollmoment zur Beeinflussung der
einzelnen Modes nicht geeignet ist. Diese Analyse mit dem Bewertungsmaß der moda-
len Steuerbarkeit bestätigt die Nichtberücksichtigung des Oberkörperrollmoments beim
Fahrermodell.
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3.5 Allgemeine Eigenschaften der Regelstrecke

Wie in der Einleitung bereits erwähnt, erfolgt der Entwurf und die Auslegung des Fah-
rermodells mit dem Benchmark Modell. In diesem Abschnitt werden unter anderem die
Übertragungsfunktionen und Sprungantworten dieses Modells betrachtet.

Übertragungsfunktionen

Zur Transformation der Bewegungsgleichung (3.52) in den Frequenzbereich bzw. zur Er-
mittlung der Übertragungsfunktionen wird ähnlich wie in [1] vorgegangen. Dabei wird
die Laplace-Transformation auf die linke Seite der matrizenförmigen Bewegungsgleichung
(3.52) angewendet und das matrizenwertige Polynom

P (s, u) = Mbs
2 + (C0 b + C1 bu) s+

(
K0,b + K2 bu

2
)

(3.78)

eingeführt. Mittels dieses Polynoms lassen sich die Bewegungsgleichungen in den Frequenz-
bereich zu der einfachen und übersichtlichen Form P11 (s) P12 (s, u)

P21 (s, u) P22 (s, u)

∆ϕ (s)
∆δ (s)

 =

 0
∆Mδ (s)

 (3.79)

überführen. Dabei entsprechen die Nullstellen der Gleichung

det (P (s, u)) = 0 (3.80)

den Polen der Übertragungsfunktionen, bzw. den Eigenwerten der Systemmatrix Ab.

Die Gleichungen (3.81) und (3.82) geben die Übertragungsfunktionen zwischen der Ein-
gangsgröße Lenkmoment ∆Mδ (s) und dem Rollwinkel ∆ϕ (s) bzw. dem Lenkwinkel ∆δ (s)
an. Außerdem gibt die Gleichung (3.83) den Zusammenhang zwischen dem Lenkwinkel ∆δ
und dem Rollwinkel ∆ϕ in Form einer Übertragungsfunktion an.

Lenkmoment zu Lenkwinkel:

GδMδ
(s, u) = ∆δ (s)

∆Mδ (s) = P11 (s)
det (P (s, u)) (3.81)

Lenkmoment zu Rollwinkel:

GϕMδ
(s, u) = ∆ϕ (s)

∆Mδ (s) = − P12 (s, u)
det (P (s, u)) (3.82)

Lenkwinkel zu Rollwinkel:

Gϕδ (s, u) = ∆ϕ (s)
∆δ (s) = −P12 (s, u)

P11 (s) (3.83)
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Für die Angabe der allgemeinen Übertragungsfunktionen wird diese kompakte Form ge-
wählt, da auf eine Angabe in der zu bevorzugenden Pole-Nullstellen-Darstellung aus Grün-
den der Übersichtlichkeit (Nenner Polynom vierten Grades) verzichtet wurde. Die Pole-
Nullstellen-Darstellung hätte die Vorteile, dass die Stabilität oder auch das Nichtphasen-
minimumverhalten direkt aus den Polen bzw. Nullstellen ersichtlich wäre.

Numerische Analyse

Wie aus der numerisch berechneten Pol-Nullstellen-Darstellung der Übertragungsfunktio-
nen (3.85) bis (3.86) zu erkennen ist, besitzt das dynamische System Fahrrad positive
Nullstellen. Die numerische Auswertung erfolgt dabei für die Parameter aus Abschnitt 3.2
und bei einer Geschwindigkeit von 7 m/s, welche im autostabilen Bereich liegt.

GδMδ
(s) = 4, 7607 (s− 2, 842) (s+ 2, 842)

(s+ 23, 58) (s+ 0, 4586) (s2 + 3, 661s+ 10, 76) (3.84)

GϕMδ
(s) = −0, 0878 (s+ 87, 63) (s+ 21, 59)

(s+ 23, 58) (s+ 0, 4586) (s2 + 3, 661s+ 10, 76) (3.85)

Gϕδ (s) = −0, 0184(s+ 87, 63) (s+ 21, 59)
(s− 2, 842) (s+ 2, 842) (3.86)

Die stabile Übertragungsfunktion GδMδ
(s) besitzt eine positive Nullstelle bei s = 2, 842

und besitzt infolge dessen Nichtphasenminimumverhalten (vgl. Abschnitt 2.4). Diese po-
sitive Nullstelle und das damit verbundene Systemverhalten ist, wie aus dem Polynom
P11 (s) zu erkennen, unabhängig von der Geschwindigkeit. Im Unterschied dazu besitzt die
Übertragungsfunkion GϕMδ

(s) nur Nullstellen in der linken Halbebene und somit Phasen-
minimumverhalten mit identischen Polen. Es wird darauf hingewiesen, dass die Übertra-
gungsfunktion Gϕδ (s), welche den Zusammenhang zwischen Lenkwinkel und Rollwinkel
ausdrückt, auch im autostabilen Geschwindigkeitsbereich instabil ist. Die Übertragungs-
funktion Gϕδ (s) stellt in Bezug auf das betrachtete System Fahrrad, mit dem Eingang
Lenkmoment ∆Mδ, eine „innere Übertragungsfunktion“ dar. Wie aus den Gleichungen
(3.84) bis (3.86) ersichtlich, „kürzt“ sich beim Aufbau der Übertragungsfunktion GϕMδ

(s)
über GϕMδ

(s) = Gϕδ (s)GδMδ
(s) der instabile Pol von Gϕδ (s) weg. Dies zeigt auch den

direkten Zusammenhang zwischen diesem instabilen Pol und dem Nichtphasenminimum-
verhalten (Allpassverhalten) von GδMδ

(s). Der instabile Pol von (3.86) ist somit in Bezug
auf die Stabilität unproblematisch für das betrachtete Systemverhalten, außer es wirkt
eine Störung direkt auf den Lenkwinkel (Eingang von Gϕδ (s)), da diese zum Aufklingen
von ∆ϕ führt (Fahrrad kippt um), [29].

Das klassische Phänomen eines Nichtphasenminimumsystems, das Allpassverhalten, ist
für die Übertragungsfunktion GδMδ

(s), (3.86) in Abbildung 3.10a dargestellt. Es wird
ersichtlich, dass bei diesem Modell das Fahrrad auf einen positiven Lenkmomentsprung (in
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Abbildung 3.10: Lenkmomentsprung im autostabilen Bereich, Benchmark Modell

Uhrzeigerrichtung) zuerst mit einer Zunahme des Lenkwinkels δ reagiert, welcher aber nach
kurzer Zeit das Vorzeichen wechselt, siehe dazu auch [40]. In Abbildung 3.10b ist weiters
zu erkennen, dass der Rollwinkel dieses Nichtphasenminimumverhalten nicht aufweist,
was auch aus der Übertragungsfunktion (3.85) geschlossen werden kann. Somit stellt sich
infolge eines positiven Lenkmomentsprungs ein stationär negativer Roll- und Lenkwinkel
ein. Das stationäre Verhalten (stationärer Zusammenhang Lenkmoment/Lenkwinkel bzw.
Lenkmoment/Rollwinkel) eines Fahrradmodells hängt sehr stark von der Modellierung
sowie der betrachteten Geschwindigkeit ab. Um dies zu verdeutlichen, ist in Abbildung 3.11
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Abbildung 3.11: Stationäre Zusammenhänge zwischen Lenkmoment und Lenkwinkel

die stationäre Verstärkung der Übertragungsfunktion GMδδ (s) = 1/GδMδ
(s) dargestellt.

Darin ist die Geschwindigkeit, welche für die numerische Auswertung in diesem Abschnitt
verwendet wird, mit u1 bezeichnet.

Beim Benchmark Modell ist bis zur Geschwindigkeit u2, welche dem Null-Durchgang des
Capsize-Mode in der Stabilitätskarte (vgl. Abbildung 3.7), also der Capsize-Geschwindig-
keit entspricht, ein negatives Lenkmoment für einen positiven Lenkwinkel erforderlich.
Oberhalb dieser Geschwindigkeit stimmen beim Benchmark Modell die Vorzeichen von
Lenkmoment und Lenkwinkel überein. Bei der Geschwindigkeit u2 wird die Determinan-
te der Steifigkeitsmatrix K∗

b zu Null und folglich besitzt das Gleichungssystem für den
stationären Zustand [0,∆Mδ]T = K∗

bqb nur die Triviallösung ∆Mδ = 0 Nm. Folglich ist
beim Benchmark Modell im stationären Fall bei dieser Geschwindigkeit kein Lenkmoment
für beliebige Lenkwinkel und demzufolge Krümmungen notwendig. Im Gegensatz dazu
ist beim Fahrradmodell inklusive Reifenmodell im betrachteten Geschwindigkeitsbereich
immer ein negatives Lenkmoment für einen positiven Lenkwinkel notwendig. Dieses Phä-
nomen wird in der Literatur normalerweise als „Countersteering“ bezeichnet.



Kapitel 4

Fahrermodellierung

Am Beginn dieses Kapitels erfolgt eine allgemeine Betrachtung bezüglich Fahrermodelle.
Danach schließt eine detaillierte Beschreibung des entworfenen Fahrermodells an, wobei
einerseits auf die zugrundeliegenden Ideen und anderseits auf die einzelnen Komponenten
und Ebenen des Modells eingegangen wird. Neben dem verwendeten Fahrermodell wer-
den dabei auch immer wieder andere – nicht immer zielführende – Ideen und Konzepte
betrachtet.

4.1 Allgemeines

Im Allgemeinen sollten Fahrermodelle das menschliche (Fahr-) Verhalten abbilden. Dafür
werden an das Modell eine Vielzahl von Anforderungen gestellt, die wichtigsten sind laut
Plöchl [47]:

• allgemeine menschliche Eigenschaften und Fähigkeiten, wie die visuelle, vestibuläre,
taktile und auditve Informationsaufnahme, -wahrnehmung und -verarbeitung, Re-
aktionszeit sowie neuromuskuläre Dynamik mit Beschränkungen, Vorausschau, Prä-
diktion/Antizipation, Adaption/Lernfähigkeit, Fähigkeiten zum Planen z. B. Trajek-
torien- und Geschwindigkeitsplanung

• Eigenschaften, welche dem spezifischen Fahrer zugeordnet werden, wie Alter, Erfah-
rung, Risikobereitschaft, etc.

• Eigenschaften, welche situationsbedingt sind, wie Stress, Müdigkeit, Konzentration,
Emotion, etc.

Es ist offensichtlich, dass diese Vielzahl an Anforderungen nur schwierig von Fahrermodel-
len erfüllt werden können. Deshalb wird zur Abgrenzung eines Fahrermodells von einem
schlichten Regler vorausgesetzt, dass zumindest einige der obigen Anforderungen erfüllt

52
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werden. Im Laufe der Jahre wurden zahlreiche Fahrermodelle, vor allem für Kraftfahrzeuge
und Flugzeuge entwickelt, welche sich hauptsächlich durch unterschiedliche methodische
Zugänge und unterschiedliche Interessensschwerpunkte unterscheiden, [47]. Eine detaillier-
tere und allgemeine Betrachtung von Fahrermodellen kann [47] entnommen werden.

4.2 Fahrradfahrermodell

Das hier vorgestellte Fahrermodell basiert auf der grundsätzlichen Annahme, dass sich
der Mensch beim Erlernen des Fahrradfahrens eine mehr oder weniger stark vereinfachte
Vorstellung des Fahrradverhaltens merkt. Dem Fahrer ist jedoch nur ein Bruchteil dieser
eingeprägten Informationen bewusst. Als Beispiel dafür sei das sogenannte „Counterstee-
ring“ beim Fahrradfahren genannt, vgl. Abschnitt 3.5. Jedoch ermöglichen diese eingepräg-
ten Vorstellungen dem Fahrer intuitiv und adäquat auf verschiedenste Fahrsituationen zu
reagieren. Vom technischen Standpunkt aus kann diese vereinfachte Vorstellung des Fahr-
radverhaltens durch ein einfaches Fahrradmodell, welches in dieser Arbeit dem Benchmark
Modell entspricht, abgebildet werden.

Des weitern wird davon ausgegangen, dass sich dieses interne Fahrradmodell dem jewei-
ligen zu fahrenden „realen“ Fahrrad anpasst. Dies deckt sich auch mit der praktischen
Erfahrung, wonach man beim Wechsel zwischen zwei sehr unterschiedlichen Fahrrädern,
wie Rennrad/Custom-Bicycle, eine Eingewöhnungsphase benötigt, um sich an das Fahr-
rad zu gewöhnen. Bei dem Fahrermodell wird diese Anpassung nicht direkt modelliert,
sie wird nur insofern berücksichtigt, indem die Auslegung des Fahrermodells anhand eines
Benchmark Modells erfolgt, welches dem jeweiligen „realen“ Fahrrad angepasst ist.

Nach dieser kurzen Darstellung der grundsätzlichen Idee des Fahrermodells müssen noch
zusätzliche Annahmen behandelt werden, die bisher stillschweigend vorausgesetzt wurden.
Aus der Vorstellung des Grundkonzepts in der Einleitung (Abschnitt 1.4) und der Modell-
beschreibung des Fahrrads (Abschnitt 3.1) wird ersichtlich, dass für den Fahrereingriff
(Steuer-/Stellgröße) das Lenkmoment Mδ verwendet wird. Grundsätzlich wäre, wie bei
Kraftfahrzeugen auch, der Lenkwinkel δ als Steuer- bzw. Stellgröße möglich, dies würde
aber entscheidende Nachteile mit sich bringen. Der wohl größte Nachteil ist der notwendi-
ge, komplexe Verlauf des Lenkwinkels (vgl. Abbildung 3.10a) zum Befahren einer Kurve.
Außerdem zeigt Weir in [14]1, dass der Lenkwinkel δ auch vom regelungstechnischen Stand-
punkt aus als Systemeingangsgröße ungeeignet ist, was die Annahme des Lenkmoments
als Steuer- bzw. Stellgröße bestätigt.

1Arbeit bezieht sich auf Motorräder.
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Abbildung 4.1 zeigt eine detaillierte Darstellung des Fahrermodells in Form eines Blockdia-
gramms. Gegenüber der Darstellung des Fahrermodellkonzeptes in der Einleitung (Abbil-
dung 1.1) wurden die verbalen Beschreibungen der einzelnen Blöcke durch Verstärkungen
und Übertragungsfunktionen ersetzt und die einzelnen Rückführschleifen des Stablilisierers
getrennt eingezeichnet. Der Block „Fahrrad“ von Abbildung 1.1 wird z. B. durch die fünf
Übertragungsfunktionen GϕMδ

(s), Gϕ̇Mδ
(s), GδMδ

(s), Gδ̇Mδ
(s) und GyBMδ

(s) ersetzt,
welche die Dynamik des Fahrrads beschreiben.
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Abbildung 4.1: Blockschaltbild des Fahrermodells

Die noch immer ausstehenden Begründungen und Erklärungen zur Struktur des Fahrermo-
dells erfolgen in der anschließenden getrennten Betrachtung der jeweiligen Komponenten
bzw. Ebenen.

4.2.1 Stabilisierer

Die Aufgabe des Stabilisierers – das Fahrrad beim Fahren vor dem Umkippen zu bewahren
– wird technisch als Regelung eines zum jeweiligen Kurvenradius bzw. zur jeweiligen Kur-
venkrümmung passenden Rollwinkels ∆ϕ realisiert. Der Sollwert ∆ϕsoll für die Regelung
wird aus dem Rollwinkel ∆ϕSteuerung der antizipatorischen Steuerung und der Rollwinkel-
korrektur ∆ϕRegelung der vorausschauenden Regelung gebildet.

Die Notwendigkeit einer Sollwertbildung für den Stabilisierer begründet die kaskadenför-
mige Anordnung von Stabilisierer und vorausschauender Regelung. Eine strikt getrennte
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Anordnung von Stabilisierer, antizipatorischer Steuerung und vorausschauender Regelung,
mit jeweils einem Anteil des Lenkmoments als Ausgang, würde zum Fehlen eines Sollwerts
für die Stabilisationsebene führen. Zur Bildung dieses fehlenden Sollwerts wären dann kom-
plexe und wiederum verschachtelte Strukturen notwendig, weshalb eine solche Anordnung
nicht zielführend erscheint. Ein weiterer Vorteil der gewählten kaskadenförmigen Anord-
nung ist, dass auch bei der Capsize-Geschwindigkeit die antizipatorische Steuerungsebene
wirksam bleibt. Dies wird in Abschnitt 4.2.2 noch genauer behandelt.

Die klassische Reaktionszeit, welche Mitschke [49] mit 0, 2 s in Bezug auf Kraftfahrzeuge
angibt, kann prinzipiell der vorausschauenden Regelung (Kursregelung) zugeschrieben wer-
den. Infolge der kaskadenförmigen Reglerstruktur gestaltet sich jedoch die Modellierung
der menschlichen Reaktionszeit [15], [49] schwierig und wird hier nicht weiter berücksich-
tigt. In Hinblick auf die vorausschauende Regelung wird durch den inneren Stabilisati-
onsregelkreis eine Art „Verzugszeit“ abgebildet, da der Rollwinkels ∆ϕ dem Sollrollwinkel
∆ϕsoll zeitverzögert folgt. Damit wird näherungsweise auch die neuromuskuläre Dynamik
beim Aufbau eines Lenkmoments berücksichtigt.

Grundsätzlich gibt es zahlreiche regelungstechnische Möglichkeiten zur Realisierung des
Stabilisationsreglers. Nachfolgend werden drei dieser Möglichkeiten näher behandelt. Die
Übertragungsfunktion GϕMδ

(s) stellt dabei für alle drei Möglichkeiten die Regelstrecke
dar.

Intuitiver Regler

Schwab et al. gehen in [20] davon aus, dass man das instabile Verhalten eines Fahrrads
stabilisieren kann, indem man in die Richtung der unerwünschten Rollbewegung lenkt. Da-
bei ist der grundsätzliche Gedanke identisch mit dem stabilisierenden Eigenlenkverhalten
von Fahrrädern. Näheres dazu kann [43] entnommen werden. In [20] werden die folgenden
beiden Regelgesetze eines reinen Stabilisierers (Sollwert ist identisch gleich Null) angege-
ben:

∆Mδ = −Kv (umax − u) ∆ϕ̇ u < umax, (4.1)

∆Mδ = −Kc (u− umax) ∆ϕ u ≥ umax. (4.2)

umax entspricht dabei einer Geschwindigkeit im autostabilen Bereich des Fahrrads. Wie
bereits erwähnt handelt es sich vor allem im Fall u < umax um einen reinen Stabilisierer,
da es mit dem Regelgesetz (4.1) nicht möglich ist, einen Rollwinkel ungleich Null zu regeln.
Folglich scheidet dieser Regler für das Fahrermodell aus.

In Abbildung 4.2 ist die Wurzelortskurve für die Geschwindigkeit u = 3 m/s < umax des
Regelgesetzes (4.1) dargestellt. Dabei entspricht −Kv (umax − u) dem variierten Parameter
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Abbildung 4.2: Wurzelortskurve des „Intuitve controllers“ bei 3 m/s (Rückführung ϕ̇)

(Reglerverstärkung) der Wurzelortskurve. Die roten Kreuze in Abbildung 4.2 entsprechen
den Polen und die roten Kreise den Nullstellen der Übertragungsfunktion des offenen Re-
gelkreises. Weiters symbolisieren die rosa Quadrate die Pole des geschlossenen Regelkreises
bei einer Reglerverstärkung von −Kv (umax − u) = −24 Nms/rad. Wie aus Gleichung (4.1)
ersichtlich ist, wird bei dieser Fahrgeschwindigkeit die Rollwinkelgeschwindigkeit zurück-
geführt, was auch der Grund für die Nullstelle im Ursprung der Wurzelortskurve ist.

Die Wurzelortskurve für den Fall u = 12 m/s ≥ umax (Regelgesetz (4.2)) ist in Abbil-
dung 4.3 dargestellt. In diesem Diagramm entsprechen die rosa Quadrate den Polen der
geschlossenen Übertragungsfunktion bei einer Reglerverstärkung von −Kc (u− umax) =
−9 Nm/rad. Die markanten Unterschiede in den Wurzelortskurven resultieren aus den
stark unterschiedlichen Geschwindigkeiten und somit unterschiedlichen Polen des offenen
Regelkreises (Stabilitätsverhalten). Zusätzlich erhält man Unterschiede in den Wurzelorts-
kurven aus den unterschiedlichen Rückführgrößen (siehe Regelgesetz). Somit besitzt der
offene Regelkreis im zweiten Fall infolge der Rückführung des Rollwinkels kein globales
D-Verhalten, also keine Nullstelle der Übertragungsfunktion im Ursprung.

Aus den dargestellten Wurzelortskurven (Abbildung 4.2 und 4.3) zeigt sich, dass eine rei-
ne Stabilisation des Fahrrads mit diesen einfachen Regelgesetzen grundsätzlich „leicht“ zu
realisieren ist. Der zweite Fall, also Regelgesetz (4.2), könnte zudem auch noch einfach an
die geforderte Aufgabenstellung für das Fahrermodell angepasst werden. Dazu müsste ∆ϕ
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Abbildung 4.3: Wurzelortskurve des „Intuitve controllers“ bei 12 m/s (Rückführung ϕ)

in (4.2) durch ∆ϕsoll−∆ϕ ersetzt werden. Trotzdem wäre ein Regler mit einem derartigen
Regelgesetz für die Verwendung im Fahrermodell ungeeignet. Dies begründet sich unter
anderem darin, dass dieser Stabilisationsregler (innerer Regelkreis), wie aus der Lage der
Pole des geschlossenen Regelkreises (Abbildung 4.3) ersichtlich, relativ „langsam“ ist und
folglich nicht wesentlich schneller sein kann, als der vorausschauende Regler (äußerer Regel-
kreis = Kursregelung). Daraus kann wiederum auf eine starke gegenseitige Beeinflussung
der beiden Regelkreise geschlossen werden, welche auch über die Lage der Pole des ge-
schlossenen Stabilisationsregelkreises erklärbar ist. Diese Pole sind zugleich auch Pole der
offenen Übertragungsfunktion der vorausschauenden Regelung (vgl. Abschnitt 4.2.3) und
bestimmen bedingt durch ihre Lage auch maßgeblich die Dynamik der Regelstrecke der
vorausschauenden Regelung. Infolge dessen wäre es auch schwierig, mit dem betrachteten
Regelgesetz die vorausschauende Regelung stabil und mit einer ausreichenden Dynamik
auszulegen, vgl. Abschnitt 4.2.3.

Lead-Glied Regler

Ein naheliegender Ansatz für den Stabilisationsregler wäre, die Übertragungsfunktion (4.3)
eines linearen Reglers für den Menschen von McRuer [15] zu verwenden.

GR (s) = KP
1 + TLs

1 + TIs
e−sτ (4.3)

Durch die erwähnte Vernachlässigung der Totzeit (Reaktionszeit) τ , ergibt sich aus (4.3)
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die Reglerübertragungsfunktion des Stabilisieres zu

GStabilisation_Lead (s) = KP
1 + TLs

1 + TIs
, (4.4)

welche der Übertragungsfunktion eines „Lead-Gliedes“ entspricht. Im Zuge der Auslegung
des Fahrermodells zeigt sich, insbesondere bei der überlagerten vorausschauenden Rege-
lung, dass auch dieser Regler als Stabilisierer im Fahrermodell ungeeignet ist.

Die Problematik bei diesem Regler liegt wiederum in der Dynamik, also in der Lage der
Pole des geschlossenen Regelkreises. Die Situation ist somit ähnlich wie beim vorher be-
schriebenen (angepassten) intuitiven Regler. Abhängig von den jeweiligen Parametern des
„Lead-Glieds“ kommt es zu einem mehr oder weniger starken Überschwingen, wodurch sich
die nachfolgende Auslegung der vorausschauenden Regelung erschwert. Weiters ergeben
sich auch hier (in Abhängigkeit der Reglerparameter) in der Nähe der Imaginärachse lie-
gende Pole, die zu den bereits beschriebenen Problemen führen. Um zu einer akzeptablen
Dynamik zu gelangen, wären bei diesem Regler unrealistisch große Stellgrößen notwendig,
weshalb auch dieser Ansatz ungeeignet als Stabilisationsregler ist.

Zustandsregler

Bei einer vollständigen Zustandsvektorrückführung kann die Dynamik des geschlossenen
Regelkreises über die Wahl der Pole (vom geschlossenen Regelkreis) frei festgelegt werden.
Folglich erscheint es sinnvoll für den Stabilisierer eine vollständige Zustandsvektorrückfüh-
rung zu verwenden, da bei den beiden vorher vorgestellten Regelungsstrategien keine zu-
friedenstellende Dynamik erreicht werden kann. Die Auslegung erfolgt für das Benchmark
Modell, was gleichzeitig bedeutet, dass bei der vollständigen Zustandsvektorrückführung
der Rollwinkel ∆ϕ, die Rollwinkelgeschwindigkeit ∆ϕ̇, der Lenkwinkel ∆δ und die Lenk-
winkelgeschwindigkeit ∆δ̇ zur Regelung verwendet werden. Durch die Verwendung dieser
4 Größen wird auch gleichzeitig angenommen, dass der Mensch diese Größen im Zuge der
Stabilisationsaufgabe bewusst wahrnehmen kann. Aus den praktischen Erfahrungen beim
Fahrradfahren scheint diese Annahme gerechtfertigt.

Für das Fahrermodell selbst kann der Stabilisierer als weitere Kaskadenregelung, vgl. Ab-
bildung 4.1, interpretiert werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass der Sollrollwinkel
∆ϕsoll über die Verstärkung Kw in ein Lenkmoment umgewandelt wird, welches im An-
schluss daran über die einzelnen Rückführschleifen (inklusive Verstärkungen) korrigiert
wird. Der betrachtete kaskadenförmige Stabilisierer ist aber identisch mit der vollständi-
gen Zustandsvektorrückführung beim Benchmark Modell, wobei Kw der Vorverstärkung
entspricht, sowie Kϕ, Kϕ̇, Kδ und Kδ̇ den jeweiligen Einträgen des Rückführvektors kT
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entsprechen. Die Auslegung der Zustandsvektorrückführung erfolgt anhand eines Regler-
entwurfs durch Polvorgabe, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben. Bei einem derartigen Reg-
lerentwurf liegt die Schwierigkeit in der Festlegung (Wahl) der Pole des geschlossenen
Regelkreises, da diese im Zuge des Entwurfs grundsätzlich frei gewählt werden können.
Die Wahl der Pole wird nur insofern eingeschränkt, dass sie einerseits in der linken Halb-
ebene liegen müssen, um die Stabilität zu gewährleisten und anderseits, dass sie einen
physikalisch realisierbaren, , geschlossenen Regelkreis (z. B. Stellgrößenbeschränkung) zur
Folge haben. Zum Erreichen letzteres ist es oft von Vorteil, sich an den Polen des of-
fenen Regelkreises zu orientieren und nur die Pole zu verschieben, welche zu weit rechts
liegen. Eine starke Linksverschiebung der Pole kann zu großen Stellimpulsen und Anfangs-
pendeln führen, [29]. Praktisch wird dies unter anderem beim Castor-Mode berücksich-
tigt, indem der entsprechende Pol der offenen Übertragungsfunktion unverändert als Pol
des geschlossenen Regelkreises übernommen wird. Die restlichen drei Pole des geschlos-
senen Regelkreises werden unter Berücksichtigung der Funktionalität und Realitätstreue
gewählt, wobei hauptsächlich auf die Funktionalität der überlagerten vorausschauenden
Regelung geachtet werden muss (vgl. Abshnitt 4.2.3).

In der Tabelle 4.1 sind zusammenfassend für drei repräsentative Geschwindigkeiten (unter-
halb, innerhalb und oberhalb des autostabilen Bereichs) alle Pole des offenen Regelkreises,
sowie die gewählten Pole des geschlossenen Regelkreises angeführt. Weiters ist jeweils die
berechnete Vorverstärkung Kw sowie der berechnete Rückführvektor k angegeben, welche
auch die Fahrerparameter des Stabilisierers darstellen. Bei Betrachtung der Rückführvek-
toren fällt unter anderem auf, dass die Verstärkung, welche dem Rollwinkel zugeordnet ist
(erstes Element von k), betragsmäßig am größten ist. Daraus und infolge der ähnlichen
Größenordnungen von ∆ϕ, ∆ϕ̇, ∆δ und ∆δ̇ lässt sich schließen, dass der Rollwinkel stark
gewichtet ins Reglergesetz mit Kϕϕ eingeht. Aufgrund der Aufgabe des Stabilisierers den
Rollwinkel zu regeln, ist dies auch zu erwarten. Beim Betrachten des vierten Elements
von k wird weiters deutlich, dass der Einfluss der Lenkwinkelgeschwindigkeit ∆δ̇ nur eine
untergeordnete Rolle spielt.

Bei der Auslegung der vorausschauenden Regelung wird die Stellgrößenübertragungs-
funktion des Stabilisierers, sprich die Übertragungsfunktion zwischen ∆ϕsoll (s) und
∆Mδ (s), bei geschlossenem Regelkreis benötigt. Diese berechnet sich mit dem Zustands-
raummodell wie folgt:

GMδϕsoll stabi (s) = ∆Mδ (s)
∆ϕsoll (s) = Kw

1 + kT
(
sI −A∗

b

)−1
b∗b

. (4.5)

Grundsätzlich wäre natürlich auch eine Ableitung aus dem äquivalenten, mehrschleifigen
Stabilisierer (Abbildung 4.1) durch geeignete Blockschaltbildalgebra möglich.
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Tabelle 4.1: Numerische Werte des Stabilisierers bei Zustandsvektorrückführung

Geschwindig-
keit

Pole des offenen
Regelkreises

Gewählte Pole Vorver-
stärkung

Rück-
führvektor

u in (m/s) poffen pgewählt Kw k

3


−2, 96

1, 91 + 1, 77i
1, 91− 1, 77i
−12, 74




−5, 5

−6, 5 + 3, 532i
−6, 5− 3, 532i
−12, 74

 −128, 75


−166, 72

36, 06
−46, 51

3, 21



7


−0, 46

−1, 83 + 2, 72i
−0, 46− 2, 72i
−23, 57




−5, 5

−6, 5 + 5, 44i
−6, 5− 5, 44i
−23, 58

 −56, 11


−69, 79
62, 12
−17, 53

2, 7



12


0, 1

−4, 65 + 5, 82i
−4, 65− 5, 82i
−38, 28




−5, 5

−6, 5 + 11, 65i
−6, 5− 11, 65i
−38, 28

 −76, 48


−81, 92

63, 7
−14, 62

1, 68



4.2.2 Antizipatorische Steuerung

Diese Ebene versucht die antizipatorischen Lenkreaktionen des Fahrers auf eine voraus-
liegende Kursänderung abzubilden. Ein naheliegender Ansatz dazu wäre es, das steuern-
de Lenkverhalten des Fahrradfahrers an einen „idealen Fahrer“ anzupassen, wie es z. B.
Mitschke [49] für Kraftfahrzeuge beschreibt. Genauer gesagt wird die Steuerungsdifferenti-
algleichung2 an die Differentialgleichung des „idealen Fahrers“ angepasst (Anpassung der
Konstanten und Faktoren der DGL). Dabei lenkt der „ideale Fahrer“ bei Mitschke [49]
sein Fahrzeug so, dass ein bestimmter, vor dem Fahrzeug liegender, fahrzeugfester Punkt
einem Kurs genau folgt, [49]. Die Methode des „idealen Fahrers“ wird hier in vereinfachter
Form übernommen.

Der Zusammenhang zwischen dem Verlauf der Krümmung ∆κP des vor dem Fahrrad
liegenden Punktes P (vgl. Abbildung 4.4) und den Verläufen der Lenkwinkelgrößen (∆δ,
∆δ̇, ∆δ̈) ergibt sich zu

∆κP = −ζ∆δ −
(
µ

u
+ l̄ + lP

u
ζ

)
∆δ̇ − l̄ + lP

u

µ

u
∆δ̈. (4.6)

Die Herleitung erfolgt dabei analog zur Krümmung ∆κB wie im Abschnitt 3.1.2 beschrie-
ben. Beim Fahrermodell für Fahrräder (Abbildung 1.1) wird aber ein Rollwinkelverlauf

2Struktur wird aus Versuchen ermittelt.
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Abbildung 4.4: Skizze für Vorausschau bei antizipatorischer Steuerung

als Ausgang der Steuerungsebene benötigt, weshalb nachfolgend der Zusammenhang zwi-
schen Rollwinkel und Krümmung im Punkt P angegeben wird. Unter Zuhilfenahme der
Laplace-Transformation und der Übertragungsfunktion Gϕδ (s), Gleichung (3.83), ergibt
sich der Zusammenhang in Form einer Übertragungsfunktion zu:

GϕκP (s) = ∆δ (s)
∆κP (s)

∆ϕ (s)
∆δ (s) = GδκP (s)Gϕδ (s) =

−1
ζ +

(
µ
u + l̄+lP

u ζ
)
s+ l̄+lP

u
µ
us

2

−
[
Mb12s

2 + (C0 b12 + C1 b12u) s+
(
K0,b12 + K2 b12u

2)]
Mb11s

2 + (C0 b11 + C1 b11u) s+
(
K0,b11 + K2 b11u

2) .

(4.7)

Wie bereits in Abschnitt 3.4 festgestellt, ist Gϕδ (s) über den gesamten Geschwindig-
keitsbereich instabil, womit auch die Übertragungsfunktion des „idealen Fahrradfahrers“
GϕκP (s) über den gesamten Geschwindigkeitsbereich instabil ist.

Durch die Instabilität der Übertragungsfunktion bzw. der Differentialgleichungen des „idea-
len Fahrradfahrers“ wäre zuerst eine Stabilisierung notwendig, um auch bei Fahrrädern
zur Auslegung der Steuerungsebene ähnlich wie bei Kraftfahrzeugen vorzugehen. Eine
solche Vorgehensweise würde jedoch zu sehr komplexen Gleichungsstrukturen bei der Be-
stimmung der Steuerungsparameter führen und wird deshalb nicht weiter verfolgt. Für
die antizipatorische Steuerungsebene wird in dieser Arbeit ein einfacherer Ansatz als bei
der Anpassung einer Steuerungsdifferentialgleichung an den „idealen Fahrer“ gewählt: Da-
bei wird davon ausgegangen, dass der Fahrradfahrer aus seinem Erfahrungsschatz heraus
einer vorausliegenden Krümmung, der Solltrajektorie, den dafür notwendigen stationären
Rollwinkel zuordnen kann. Dieser stationäre Rollwinkel stellt den Ausgang der Steuerungs-
ebene dar. Er wird beim Fahrermodell mit Hilfe des vorgeschalteten Stabilisationsreglers
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stabil gehalten und in ein Lenkmoment umgewandelt, welches den Systemeingang der
Regelstrecke (Fahrradmodell) darstellt.

Der notwendige Zusammenhang zwischen der vorausgeschauten Krümmung, der Solltra-
jektorie und dem dafür notwendigen stationären Rollwinkel wird aus der Gleichung (4.7)
des „idealen Fahrradfahrers“ und der Bedingung3 s = 0 bestimmt. Dieser Zusammenhang
wird durch den geschwindigkeitsabhängigen Verstärkungsfaktor KϕκP (u) = ∆ϕstat(u)

∆κP stat
aus-

gedrückt und ist in Abbildung 4.5 über der Geschwindigkeit dargestellt. Infolge der ge-
troffenen Annahmen, vor allem aufgrund der Linearisierung der Gleichungen um die Ge-
radeausfahrt, geht die Vorausschaulänge uTA nicht in diesen stationären Zusammenhang
ein.
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Abbildung 4.5: Stationärer Zusammenhang zwischen Krümmung und Rollwinkel

Die Bahnkrümmung ∆κP (t) des vor dem Fahrrad liegenden Punktes P wird unter der
Annahme, dass sich das Fahrrad näherungsweise auf der Solltrajektorie bewegt, durch die
Krümmung der Solltrajektorie κ zum Zeitpunkt t+ TA ersetzt. Dies entspricht einer Vor-
ausschau entlang der Solltrajektorie um die Bogenlänge uTA, wenn man davon ausgeht,
dass die Position des Fahrers ungefähr identisch ist mit dem Punkt A (Projektion des Rah-
menschwerpunkts auf die Linie DB). Somit ergibt sich die Gleichung der antizipatorischen
Steuerungsebene zu:

∆ϕSteuerung (t) = KϕκP κ (t+ TA) . (4.8)

Die Geschwindigkeit u wird wiederum als konstanter Parameter angesehen. Die Antizi-
pationszeit TA selbst ist von zahlreichen Faktoren seitens des Fahrers und seitens des

3Bedingung zur Berechnung der stationären Verstärkung von Übertragungsfunktionen.
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Fahrrads abhängig. Im Zuge dieser Arbeit wird jedoch nur der Einfluss des Fahrrads in-
klusive der Geschwindigkeit berücksichtigt. Die analytische Abschätzung der notwendigen
Antizipationszeit unter den vorher getroffenen Annahmen stellt allgemein, aber beson-
ders für Fahrräder eine schwierige Aufgabe dar. Dies liegt vor allem an dem über weite
Geschwindigkeitsbereiche vorliegenden instabilen Verhalten des Fahrrads.

Durch die Notwendigkeit, das Fahrrad zur Bestimmung der Antizipationszeit zu stabilisie-
ren, wird wie folgt vorgegangen: Die Antizipationszeit TA wird so gewählt, dass nur durch
die Steuerungsebene in Kombination mit dem Stabilisierer eine möglichst „gute“ Über-
einstimmung zwischen Soll- und Isttrajektorie entsteht. Praktisch werden dafür mehrere
Simulationen4 mit unterschiedlichen TA-Werten durchgeführt, und jene Antizipationszeit
gewählt, welche zu einer qualitativ „guten“ Übereinstimmung zwischen der entstehenden
Isttrajektorie und der Solltrajektorie führt. Bei der Bewertung der Übereinstimmung wird
auf die Zuhilfenahme von Bewertungskriterien verzichtet, da dieses Verfahren nur eine
Abschätzung der Antizipationszeit darstellen kann. Nach der Abschätzung der Antizipati-
onszeit sind im Zuge der Auslegung der vorausschauenden Regelung teilweise noch gering-
fügige Anpassungen notwendig, um das reale Fahrverhalten besser abbilden zu können. In
Abbildung 4.6 ist ein solcher Vergleich für drei verschiedene Antizipationszeiten bei einer
Geschwindigkeit von u = 7 m/s dargestellt. Dabei entspricht TA = 0, 4 m/s der bereits
leicht (im Zehntelsekunden Bereich) angepassten Antizipationszeit. In allen Abbildungen
von Trajektorien repräsentiert einheitlich das rot dargestellte Kreuz den Startpunkt. Die
letztendlich gewählten Antizipationszeiten sowie die entsprechenden Vorausschaulängen
sind in Tabelle 4.2 aufgelistet.

Tabelle 4.2: Antizipationszeiten

Geschwindigkeit Antzipationszeit Vorausschaulänge
u in (m/s) TA in (s) lA = uTA in (m)

3 0,6 1,8
7 0,4 3,2
12 0,3 3,6

Des weiteren wird darauf hingewiesen, dass grundsätzlich auch das Lenkmoment als Aus-
gang der Steuerungsebene möglich wäre. Dies würde aber bedeuten, dass die antizipato-
rische Steuerungsebene parallel zum Stabilisierer angeordnet werden müsste. Neben den
bereits beschriebenen Problemen bezüglich der Sollwertbildung würde dieser Ansatz auch
dazu führen, dass im Bereich der Geschwindigkeit, bei welcher der Capesize-Mode instabil

4Dabei wird als Regelstrecke das Benchmark Modell verwendet, wie auch bei der restlichen Auslegung.
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Abbildung 4.6: Soll- und Isttrajektorien Vergleich der Steuerung zur Bestimmung der Antizipationszeit,
Simulation mit Benchmark Modell bei u = 7 m/s

wird5, die Steuerungsebene praktisch wirkungslos wäre. Dies ergibt sich aus der stationären
Verstärkung zwischen Krümmung bzw. Lenkwinkel und Lenkmoment des Benchmark Mo-
dells, welche bei dieser Geschwindigkeit Null ist, siehe dazu Abschnitt 3.5.

4.2.3 Vorausschauende Regelung

Beim Fahrermodell allgemein und speziell bei der Ebene der vorausschauenden Regelung
wird davon ausgegangen, dass der Mensch beim Fahrradfahren versucht der Solltrajek-
torie möglichst exakt mit dem Vorderrad zu folgen. Diese Annahme deckt sich auch mit
praktischen Erfahrungen, wenn man beispielsweise Straßenbahnschienen ausweichen will.
Dabei versucht der Fahrer „nur“ den Abstand bzw. genauergesagt den voraussichtlichen,
zukünftigen Abstand des Vorderrades zu den Schienen zu halten bzw. zu vergrößern und
verliert infolge dessen die Position des „restlichen“ Fahrrads in Bezug auf die Schienen
mehr oder weniger aus den Augen. Die Position des Vorderrades wird bei dem Fahrermo-
dell zur Vereinfachung mit dem Punkt B beschrieben. Folglich ist die Aufgabe der vor-
ausschauenden Regelung, den Normalabstand zwischen der voraussichtlichen zukünftigen
Fahrradposition (Vorderradposition), repräsentiert durch den Punkt B, und der Solltra-
jektorie auszuregeln.

5Im Abschnitt 3.5 wird diese Geschwindigkeit mit u2 bezeichnet.
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Es wird davon ausgegangen, dass der Fahrer die zukünftige Position des Punktes B ab-
schätzen kann, und folglich auf den Abstand zwischen der zukünftigen Position und der
Solltrajektorie reagiert. Der voraussichtliche Normalabstand yBv (t) entspricht dem Nor-
malabstand yB (t+ TP ). Die Position des Punktes B wird folglich um die Zeitspanne TP
(Prädiktionszeit) vorausgeschätzt. Für diese Vorausschau gibt es grundsätzlich mehrere
Möglichkeiten. Für die regelungstechnische Analyse wird der Abstand yBv (t), in Anleh-
nung an [49], durch eine Taylorreihenentwicklung zweiter Ordnung von yB (t+ TP ) aus
dem aktuellen Normalabstand yB (t) extrapoliert. Diese Extrapolation wird mit der Über-
tragungsfunktion

GPr (s) = yBv (s)
yB (s) = 1 + TP s+ TP

2

2 s2, (4.9)

des Prädiktionsgliedes beschrieben. Eine weitere Annahme ist, dass der Fahrer sowohl bei
der antizipatorischen Steuerung, als auch bei der vorausschauenden Regelung von seiner
Position aus um die selbe Strecke vorausschaut. Dadurch kann die Prädiktionszeit aus der
Antizipationszeit wie folgt bestimmt werden:

TP = TA −
ac + tc

cos ε
u

. (4.10)

Neben dem „Prädiktionsglied“ GPr (s) wird, wie in Abbildung 4.1 ersichtlich ist, auch
noch die Übertragungsfunktion GyB (s) benötigt. Diese beschreibt den Zusammenhang
zwischen Lenkmoment ∆Mδ (t) und dem Normalabstand ∆yB (t) und kann als Produkt
folgender Übertragungsfunktionen angeschrieben werden:

GyB (s) = ∆yB (s)
∆Mδ

= ∆yB (s)
∆ψF (s)

∆ψF (s)
∆Mδ (s) = GyBψF (s)GψFMδ

(s) . (4.11)

Ausgehend von einer Linearisierung um die Geradeausfahrt kann für den Reglerentwurf der
Abstand ∆yB mit Hilfe der Seitenbeschleunigung ∆aB ≈ ∆ÿB des Punktes B abgeschätzt
werden. Die Seitenbeschleunigung ergibt sich aus dem Krümmungsradius ∆ρB zu

∆aB ≈ ∆ÿB = u2

∆ρB
= u2∆κB, (4.12)

wobei infolge der Linearisierung u näherungsweise mit vB gleichgesetzt werden kann.

Infolge der vorher definierten Vorzeichenkonvention der Krümmung ist es sinnvoll, den
Abstand ∆yB für einen von der Solltrajektorie nach links (in Fahrtrichtung gesehen) ab-
weichenden Punkt B als positiv zu definieren. Aus der Differentialgleichung (3.61), welche
den Zusammenhang zwischen Krümmung und Gierwinkel beschreibt, und der Gleichung
(4.12) ergibt sich wiederum mit Hilfe der Laplace-Transformation die Übertragungsfunk-
tion

GyBψF (s) = yB (s)
ψF (s) = −

(
l̄ + u

s

)
. (4.13)
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Um die Übertragungsfunktion GyB (s) zu erhalten, wird zusätzlich zu Gleichung (4.13)
noch die in (4.11) eingeführte Übertragungsfunktion GψFMδ

(s) zwischen dem Lenkmo-
ment ∆Mδ und dem Gierwinkel ∆ψF benötigt. Diese ergibt sich aus der Laplace-Trans-
formation von (3.57) und der Übertragungsfunktion GδMδ

(s) unter Beachtung der posi-
tiven Winkelzählrichtungen zu

GψFMδ
(s) = ψF (s)

Mδ (s) = ζu+ µs

s
GδMδ

(s) . (4.14)

Somit folgt für die Fahrradübertragungsfunktion

GyB (s) = ∆yB (s)
∆Mδ

= −
(
l̄ + u

s

)
ζu+ µs

s
GδMδ

(s) . (4.15)

In Abbildung 4.7 ist zur weiteren Auslegung der vorausschauenden Regelung ein verein-
fachtes Blockschaltbild des Fahrermodells (Abbildung 4.1) dargestellt. Dabei wird zum
einen die antizipatorische Steuerungsebene außer Acht gelassen, da diese aus regelungs-
technischer Sicht „nur“ eine Störung darstellt, zum anderen wird der mehrschleifige Stabi-
lisierer durch die Stellgrößen-Übertragungsfunktion GMδϕsoll stabi ersetzt, da ein Vernach-
lässigen des inneren Regelkreises wie bei klassischen Kaskadenregelungen [29] allein schon
wegen der notwendigen „Umwandlung“ von Sollrollwinkel zu Lenkmoment nicht möglich
ist. In diesem Zusammenhang wird auch darauf hingewiesen, dass bei Außerachtlassung
der Steuerungsebene der Zusammenhang ∆ϕsoll = ∆ϕRegelung gilt.

G sr( )

G sPr( )

G syB
( )

Sollabstand
Δy =0B -

ΔyBv

ΔeyBv
ΔφRegelung ΔyBΔMδ

G sM ( )
δ φsoll stabi

Abbildung 4.7: Blockschaltbild zur Auslegung der vorausschauenden Regelung

Für die Reglerübertragungsfunktion Gr (s) der vorausschauenden Regelung wird ein
„Lead-Glied“ verwendet:

Gr (s) = KKurs
1 + TvKurss

1 + TnKurss
. (4.16)

Dabei orientiert sich diese Reglerübertragungsfunktion am linearen Regler für den Men-
schen von McRuer [15].

Auf eine Berücksichtigung der Totzeit (Reaktionszeit) wird verzichtet, vgl. Abschnitt 4.2.1.
Die Auslegung des Verstärkungsfaktors KKurs sowie der Zeitkonstanten Tv Kurs und Tn Kurs

erfolgt mit Hilfe des Wurzelortskurvenverfahrens. Hierfür werden mehrere Wurzelkurven
(unterschiedliche Zeitkonstanten) mit variiertem Parameter KKurs konstruiert. Praktisch
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wird dazu die „Control System Toolbox“ von Matlab verwendet. Die Reglerparameter sind
in Tabelle 4.3 zusammengefasst und werden so gewählt, dass die vorausschauende Rege-
lung ein möglichst reales Fahrverhalten abbilden kann. Dazu sind zusätzlich geringfügige
Anpassungen der Antizipationszeiten TA (Zusammenhang mit der Prädiktionszeit TP )
notwendig. Nachfolgend sind für die drei exemplarischen Geschwindigkeiten (3, 7, 12 m/s)
Ausschnitte der Wurzelortskurven in den Abbildungen 4.8 bis 4.10 dargestellt. Die rosa
Quadrate repräsentieren darin die Pole des geschlossenen Regelkreises für die entspre-
chenden Reglerparamter aus Tabelle 4.3. Der Pol (Kreuz) und die Nullstelle (Kreis) der
Reglerübertragungsfunktion Gr (s) sind zur Differenzierung von den Polen und Nullstellen
der Strecke grün und dick markiert. Die restlichen Pole und Nullstellen (Regelstrecke) aus
den Wurzelortskurven sind mit Buchstaben gekennzeichnet, welche in Tabelle 4.4 erläutert
werden.

A

BB C

D

E F
F

A

Abbildung 4.8: Wurzelortskurve der vorausschauenden Regelung bei 3 m/s

Tabelle 4.3: Numerische Parameter von der Reglerübertragungsfunktion der vorausschauenden Regelung

Geschwindigkeit Verstärkung Vorstellzeit Nachstellzeit
u in (m) KKurs Tv Kurs Tn Kurs

3 -0,028 4,3 0,53
7 -0,05 2,9 0,43
12 -0,054 2 0,6
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Abbildung 4.9: Wurzelortskurve der vorausschauenden Regelung bei 7 m/s

A

A

BB C

E FF

Abbildung 4.10: Wurzelortskurve der vorausschauenden Regelung bei 12 m/s

Aus den Wurzelortskurven wird die allgemeine Problematik bei der Auslegung der vor-
ausschauenden Regelung deutlich. Die Lage der Pole C sowie die der Nullstellen A und
B variiert über den gesamten Geschwindigkeitsbereich nur leicht bzw. gar nicht. Durch
deren Nähe zur Imaginärachse wird die Auslegung des Reglers maßgeblich bestimmt bzw.
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Tabelle 4.4: Pol- und Nullstellenbezeichnungen für Wurzelortskurve

Symbol Bezeichnung Anmerkung
A Nullstelle von GPr (s) geringe Geschwindigkeitsabhängigkeit (TP )

B Nullstelle von GδMδ
(s) Teil von GyB (s)

C Pole von GyB (s)
Folge der doppelte Integration der
Seitenbeschleunigung

D Nullstelle von GyB (s) geschwindigkeitsabhängig
(
u/l̄
)

E Pol des Stabilisierer
gewählt bei der Auslegung des Stabilisierers; die
anderen 3 Pole (ein komplexes Polpaar und ein
reeller Pol) sind nicht dargestellt

F
Pol bzw. Nullstelle von
Gr (s)

festgelegt durch die Wahl der Zeitkonstanten
Tv Kurs und Tn Kurs im Zuge der Auslegung

eingeschränkt. Das konjugiert komplexe Polpaar des geschlossenen Stabilisationsregelkrei-
ses liegt außerhalb des dargestellten Bereichs. Aus diesen Polen führt jeweils ein Ast der
Wurzelortskurve in die positive Halbebene. Die entstehenden Pole des geschlossenen Kurs-
regelkreises, welche den beiden Ästen zugeordnet sind, werden mit zunehmender Regler-
verstärkung als erstes instabil und somit relevant für die Auslegung. Dennoch wäre eine
Darstellung aufgrund ihrer Lage (Imaginärteil abhängig vom betrachteten Fall bei ca.
±17 rad/s) nicht übersichtlich.

Aus den Wurzelortskurven ist auch ersichtlich, dass die Auslegung durch die starke Beein-
flussung der Äste (viele Pole und Nullstellen auf engem Raum) deutlich erschwert wird,
falls Pole des geschlossenen Stabilisationsregelkreises nahe der Imaginärachse liegen (z. B.
„Lead-Glied“ Stabilisierer). Dazu sei noch erwähnt, dass die Äste der Wurzelortskurve
für eine Verstärkung KKurs = 0 in den Polen entspringen und für KKurs = ∞ in den
Nullstellen bzw. im Unendlichen enden, [27].

4.3 Anmerkungen

Der verwendete Stabilisationsregler stellt im Hinblick auf das Benchmark Modell durch
die Rückführung von ∆ϕ, ∆ϕ̇, ∆δ und ∆δ̇ eine vollständige Zustandsvektorrückführung
dar. Bei der Verwendung anderer, komplexerer Modelle zur Auslegung würde die Rück-
führung der gleichen Größen einer Ausgangsvektorrückführung (bei passender Definition
des Ausgangs) entsprechen.
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Es soll im Anschluss noch die Problematik der getrennten Auslegung von Stabilisierer und
vorausschauender Regelung diskutiert werden. Die grundsätzlich gewünschte, standardi-
sierte und getrennte Auslegung der beiden Regler stellt sich infolge einer starken Abhängig-
keit voneinander als schwierig heraus. Die Auslegung gleicht vielmehr einer schrittweisen
„Optimierung“ der beiden Regler bei jeder Geschwindigkeit. Dazu sind jeweils manuel-
le Anpassungen der Reglerparameter mit anschließender Simulation notwendig. Bei den
Simulationen zur Reglerauslegung darf aber die antizipatorische Steuerungsebene nicht
außer Acht gelassen werden. Die Auslegung selbst wird noch durch die relativ große An-
zahl an Fahrerparametern erschwert. Das System inklusive der Steuerungsebene besitzt 10
Parameter, wovon 9 frei wählbar sind.6 Abhilfe bezüglich dieser Auslegungsproblematik
würde z. B. ein „integratives“ Konzept bringen, bei welchem versucht wird, das System als
Ganzes auszulegen.

6Die Vorverstärkung Kw der Stabilisationsebene ist unter der Voraussetzung, dass der Regelfehler für
eine sprungförmige Sollwertänderung gegen Null geht, nicht frei wählbar.
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Simulation

Numerische Simulationen der Fahrradfahrt werden zur Auslegung (Bestimmung der An-
tizipationszeit) sowie zur Überprüfung des Fahrermodells benötigt. Für die Simulationen
zur Überprüfung des Fahrermodells wird, wie bereits beschrieben, ein gegenüber der Aus-
legung komplexeres Modell (Fahrradmodell inklusive Reifenmodell) verwendet. Weiters
wird im Zuge dieser Simulationen auch eine andere Bestimmung des voraussichtlichen
Normalabstands verwendet, da die Bestimmung über das Prädiktionsglied nur eine Nä-
herung darstellt. Im Anschluss wird überblicksmäßig auf die Simulation selbst, die dafür
notwendige Strecke, sowie auf die Bestimmung des voraussichtlichen Normalabstands ein-
gegangen.

5.1 Allgemein

Die numerischen Simulationen erfolgen mit Matlab/Simulink. Dazu werden das Bench-
mark Modell und das Fahrradmodell inklusive Reifenmodell sowie das Fahrermodell (mit
Ausnahme des Prädikationgliedes), Abbildung 4.1, im Zeitbereich in Simulink implemen-
tiert. Die Positionskoordinaten des Fahrrads bzw. der Strecke werden im Koordinatensys-
tem „global“ beschrieben, wobei die Position des Fahrrads (PunktB) durch Integration der
Geschwindigkeitskomponenten ẋB|global und ẏB|global bestimmt wird. Die dabei notwendi-
gen Geschwindigkeitskomponenten können für das Fahrradmodell inklusive Reifenmodell
aus Gleichung (3.41) und für das Benchmark Modell aus Gleichung (3.68) entnommen
werden.
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5.2 Streckenbeschreibung

Die für die Simulation notwendige Solltrajektorie (Teststrecke) wird wie in den vorausge-
gangenen Arbeiten am Institut [50], [51] oder [52] zum Thema Fahrermodelle aus einzel-
nen Trassierungselementen zusammengesetzt. Zum Aufbau der Strecke werden Geraden-,
Kreisbogen- und Klothoiden-Elemente verwendet. Die Klothoiden-Elemente stellen einen
Übergangsbogen mit linearer Krümmungsänderung zwischen zwei Elementen unterschied-
licher Krümmungen dar. Die notwendigen Streckeninformationen werden vor der Simula-
tion in Matlab erstellt und stehen diskret zur Verfügung.

5.2.1 Teststrecke

Für die Simulationen werden die nachfolgenden einfachen Teststrecken verwendet, wobei
teilweise die Gerade am Kurvenausgang kürzer ist als dargestellt. Aufgrund der Linea-
risierungen der Fahrradmodelle um die Geradeausfahrt und der damit verbundenen Be-
schränkung auf kleine Rollwinkel, darf in Abhängigkeit der Geschwindigkeit die maximale
Krümmung der Teststrecke nicht zu groß gewählt werden. In Abbildung 5.1a sind für die
drei exemplarischen Geschwindigkeiten des Kapitels 4 (Fahrermodellierung) die verwende-
ten Teststrecken dargestellt. Die Kreise in dieser Abbildung markieren die Anfangs- und
Endpunkte der einzelnen Trassierungselemente aus denen sich die Strecke zusammensetzt.
In Abbildung 5.1b ist der Krümmungsverlauf über der Fahrstrecke s̄, welche proportional
zu der Fahrzeit t = s̄/u ist, dargestellt. Es ist ersichtlich, dass abhängig von der Ge-
schwindigkeit unterschiedliche maximale Krümmungen verwendet werden. Dies begründet
sich in der vorher erwähnten Beschränkung aufgrund der Linearisation. Aus den Verläu-
fen der Krümmung ist auch zu erkennen, dass mittels den Übergangsbögen sprunghafte
Krümmungsänderungen vermieden werden.

Des weiteren wird für die antizipatorische Steuerungsebene die Krümmung κ (t+ TA) –
entspricht κ [(t+ TA)u] – benötigt (vgl. Abschnitt 4.2.2). Diese wird im Zuge der Simula-
tion durch eine schlichte Verschiebung um die Strecke uTA des jeweiligen in der Abbildung
5.1 dargestellten Krümmungsverlaufs realisiert.

5.3 Voraussichtlicher Normalabstand

Der Fahrer reagiert bei der vorausschauenden Regelung auf einen voraussichtlichen Nor-
malabstand des Fahrrads von der Solltrajektorie. Dieser wird im Zuge der Auslegung, wie in
Abschnitt 4.2.3 beschrieben, mittels eines Prädikationsgliedes (Extrapolation) bestimmt.
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Abbildung 5.1: Teststrecke „Halbkreis“ mit Klothoidenübergängen bei Krümmungssprüngen

Bei der Anwendung des Fahrermodells, sprich der Simulation, wird anstelle dieser Verein-
fachung eine exaktere, aber dadurch auch komplexere Bestimmung des voraussichtlichen
Normalabstandes ∆yBv verwendet. Dafür steht eine Vielzahl an Möglichkeiten zur Verfü-
gung. Beispielsweise werden in Bezug auf Kraftfahrzeuge in [52] eine Vorausschau entlang
der Fahrzeuglängsachse, entlang des Geschwindigkeitsvektors und entlang der momenta-
nen Bahnkurve diskutiert. Bei Fahrrädern erscheint eine Vorausschau entlang der Linie
DB (entspricht der Vorausschau entlang der Fahrzeuglängsachse) am zielführendsten, sie-
he Abbildung 5.2. Der Punkt P repräsentiert die vom Fahrer geschätzte voraussichtliche
Position des Punktes B und liegt um die Strecke lP = uTP vor diesem. Der voraussichtliche
Normalabstand ∆yBv wird aus dem Punkt P und der Solltrajektorie ermittelt. Bezüglich
des genauen mathematischen Verfahrens zur Ermittlung des voraussichtlichen Normalab-
standes wird auf [52] verwiesen. Wenn der Punkt Z (Abbildung 5.2) das Kursende erreicht,
kann der Normalabstand ∆yB v nicht mehr berechnet werden und die Simulation endet.
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Abbildung 5.2: Abschätzung des voraussichtlichen Normalabstandes für die Vorausschau entlang der Fahr-
radlängsachse
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Ergebnisse

6.1 Simulationsergebnisse

Nachfolgend werden die Simulationsergebnisse für eine Fahrt entlang der U-förmigen Test-
strecke, siehe Abschnitt 5.2.1, dargestellt. Die Simulationen erfolgten bei den drei Ge-
schwindigkeiten 3, 7 und 12 m/s, welche auch bei der Fahrermodellierung behandelt wur-
den.

Die dabei verwendeten Fahrerparameter können den Tabellen 4.1, 4.2 und 4.3 sowie der
Abbildung 4.5 entnommen werden. Für jede der drei Geschwindigkeiten sind folgende
Kurven dargestellt:

• Vergleich zwischen Soll- und Isttrajektorie des Punktes B (Abbildung 6.1a, 6.3a und
6.5a)

• Detail des Vergleichs zwischen Soll- und Isttrajektorie des Punktes B, Darstellung
der Kurveneinfahrt (Abbildung 6.1a, 6.3b und 6.5b)

• Gegenüberstellung des voraussichtlichen Normalabstandes ∆yBv und des tatsächli-
chen Normalabstandes ∆yB des Punktes B zur Solltrajektorie (Abbildung 6.1c, 6.3c
und 6.5c)

• Rollwinkelverläufe: Der Verlauf des Rollwinkels aus der Steuerungsebene ∆ϕSteuerung,
der Verlauf der Rollwinkelkorrektur der vorausschauenden Regelung ∆ϕRegelung, der
Verlauf des Sollrollwinkels für den Stabilisierer ∆ϕsoll, sowie der Verlauf des tatsäch-
lichen Rollwinkels ∆ϕ (Abbildung 6.2a, 6.4a und 6.6a)

• Verlauf des notwendigen bzw. auftretenden LenkmomentsMδ (Abbildung 6.2b, 6.4b
und 6.6b)

• Verlauf des auftretenden Lenkwinkels ∆δ (Abbildung 6.2c, 6.4c und 6.6c)
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Abbildung 6.1: Simulationsergebnisse für halbkreisförmige Sollspur bei u = 3 m/s Teil 1
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Abbildung 6.2: Simulationsergebnisse für halbkreisförmige Sollspur bei u = 3 m/s Teil 2
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KAPITEL 6 ERGEBNISSE 79

0 5 10 15 20 25
−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

Fahrzeit in (s)

R
o
ll
w
in
k
el

in
(G

ra
d
)

ϕSteuerung

ϕRegelung

ϕsoll

ϕ

(a) Rollwinkelverläufe

0 5 10 15 20 25

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Fahrzeit in (s)

M
o
m
en
t
in

(N
m
)

(b) Lenkmomentenverlauf (Stellgröße)

0 5 10 15 20 25
−3

−2

−1

0

1

Fahrzeit in (s)

L
en

k
w
in
k
el

in
(G

ra
d
)

(c) Lenkwinkelverlauf
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Abbildung 6.6: Simulationsergebnisse für halbkreisförmige Sollspur bei u = 12 m/s Teil 2
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6.1.1 Modellvergleich anhand der antizipatorischen Steuerungsebene

Zum Modellvergleich von Benchmark Modell und Fahrradmodell inklusive Reifenmodell
sind zwei „Fahrten“ (Fahrsimulationen) bei 7 m/s entlang der Solltrajektorie, unter Au-
ßerachtlassung der vorausschauenden Regelung, dargestellt. Dabei zeigt Abbildung 6.7 die
Trajektorien und die Rollwinkelverläufe der Fahrsimulation für das Benchmark Modell,
Abbildung 6.8 die analogen Ergebnisse des Fahrradmodells inklusive Reifenmodell. Damit
wird der unterschiedliche statische Zusammenhang zwischen Rollwinkel und Lenkmoment
der beiden Modelle ersichtlich. Insbesondere bei dem Fahrradmodell inklusive Reifenmo-
dell zeigt sich die Notwendigkeit der vorausschauenden Regelung. Durch die gute Überein-
stimmung des Sollrollwinkels ∆ϕsoll und des Rollwinkels ∆ϕ in Abbildung 6.7b zeigt sich
auch, dass die Auslegung des Fahrermodells anhand des Benchmark Modells erfolgte.
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Abbildung 6.7: Simulationsergebnisse für halbkreisförmige Sollspur ohne vorausschauende Regelungsebene
bei u = 7 m/s, für Benchmark Modell

6.2 Diskussion der Ergebnisse

Da im Rahmen dieser Arbeit keine Messfahrten durchgeführt wurden, ist die Beurteilung
der Ergebnisse schwierig. Die Ergebnisse können folglich nur auf Basis der persönlichen
Erfahrungen beim Fahrradfahren, der Literatur und der Plausibilität beurteilt werden.

Aus den Normalabständen der Geschwindigkeiten 7 und 12 m/s (Abbildung 6.3c und 6.5c)
wird ersichtlich, dass bei der stationären Kurvenfahrt der voraussichtliche und tatsächli-
che Normalabstand nicht gegen Null geht. Beim voraussichtlichen Normalabstand kann
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Abbildung 6.8: Simulationsergebnisse für halbkreisförmige Sollspur ohne vorausschauende Regelungsebene
bei u = 7 m/s, für Fahrradmodell inklusive Reifenmodell

dies auf das nicht vorhandene globale I-Verhalten der Reglerübertragungsfunktion der
vorauschauenden Regelung zurückgeführt werden Der tatsächliche Normalabstand würde
auch aufgrund der gewählten Vorausschau entlang der Linie DB nicht Null werden.

Des weiteren zeigt sich in Abbildung 6.1c, dass es bei 3 m/s zu relativ großen tatsäch-
lichen Normalabständen kommt. Die Ursache dafür wird primär den Fahrerparametern
zugeschrieben (erwähnte Schwierigkeiten infolge der getrennten Auslegung).

Aus den Rollwinkelverläufen (Abbildung 6.2a, 6.4a und 6.6a) ist ersichtlich, dass das Fahr-
rad zeitverzögert auf den Sollrollwinkel ∆ϕsoll reagiert.

Die „kantigen“ Übergänge (Unstetigkeitsstellen in den Ableitungen) des Rollwinkelverlaufs
der Steuerungsebene ∆ϕSteuerung bewirken jene des Sollrollwinkelverlaufs ∆ϕsoll. Diese sind
auf die Proportionalität des Ausgangs der Steuerungsebene ∆ϕSteuerung zur voraussicht-
lichen Krümmung κ (t+ TA) und folglich auch auf den Krümmungsverlauf (Abbildung
5.1b) zurückzuführen.

Die sprunghaften („kantigen“) Übergänge des Sollrollwinkelverlaufs bewirken ihrerseits
Spitzen in den Lenkmomentenverläufen (Abbildung 6.2c, 6.4c und 6.6c). Dieser Zusam-
menhang lässt sich anhand des Reglergesetzes (2.27) des Stabilisierers erklären. Eine Be-
rücksichtigung der neuromuskulären Dynamik würde unter anderem die Spitzen abrun-
den.

Bei den Lenkwinkelverläufen (Abbildungen 6.2c, 6.4c und 6.6c) fällt auf, dass beim Befah-
ren der Kurve und nach dem Kurvenausgang mit einer Geschwindigkeit von 3 und 7 m/s
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ähnliche Schwingungen (in Frequenz und Amplitude) auftreten, wobei die Frequenz bei ca.
0, 6 Hz liegt, was für Lenkbewegungen eine realistische Frequenz [49] darstellt. Im Gegen-
satz dazu sind bei 12 m/s, abgesehen von Lenkbewegungen beim Ein- und Ausfahren der
Kurve, keine Lenkwinkelschwingungen ersichtlich. Letzteres deckt sich mit der aus prak-
tischen Erfahrungen gewonnenen Annahme, dass bei hohen Geschwindigkeiten weniger
Lenkbewegungen auftreten.

Weiters ist bei der Kurveneinfahrt aus den Lenkwinkelverläufen das Nichtphasenminimum-
verhalten (Allpassverhalten) des Fahrrads durch das kurzzeitige Ausschlagen des Lenkwin-
kels in die „falsche“ Richtung (entgegen des stationären Wertes in der Kurve) deutlich zu
erkennen. Zudem ist aus den Lenkwinkel-, Lenkmomenten- und Rollwinkelverläufen das
sogenannte „Countersteering“ ersichtlich, sprich dass zum Befahren einer Linkskurve (sta-
tionärer negativer Lenkwinkel und Rollwinkel) ein Moment entgegen der Kurvenrichtung
(positives Lenkmoment nach rechts) notwendig ist.

Der Vergleich mit Ergebnissen aus der Literatur gestaltet sich schwierig, da ein Großteil der
Arbeit nur Simulationsergebnisse beinhaltet und nur in wenigen Arbeiten auch Messdaten
bezüglich Trajektorienverlauf, Lenkmoment oder Lenkwinkel zu finden sind. Messungen
vom Lenkmoment für verschiedene Fahrsituationen haben Cheng et al. [7] durchgeführt.
Der direkte Vergleich der Ergebnisse ist allerdings aufgrund der unterschiedlichen Fahr-
manöver und Geschwindigkeiten schwierig. Ein näherungsweiser Vergleich der Amplituden
und Frequenzen ist jedoch möglich. Er zeigt das Auftreten ähnlicher Frequenzen der Lenk-
bewegungen. Dennoch fällt auf, dass es bei Cheng et al. [7] im Zuge des Kurveneinleitens
zu teilweise deutlich größeren Amplituden des Lenkmoments kommt. Ein zahlenmäßiger
Vergleich erscheint aber aufgrund des experimentell unterschiedlichen Studiendesigns nicht
sinnvoll.

Der im vorherigen Abschnitt beschriebene unterschiedliche statische Zusammenhang zwi-
schen Rollwinkel/Lenkmoment beim Benchmark Modell und Fahrradmodell inklusive Rei-
fenmodell ist auf das Fehlen einer konkreten Anpassung des Fahrermodells an das jeweilige
bei der Simulation verwendete Fahrradmodell zurückzuführen1. Dies wirkt sich, wie in Ab-
bildung 6.8 ersichtlich, beim Fahrradmodell inklusive Reifenmodell auf die antizipatorische
Steuerungsebene aus, deren Qualität leicht durch eine Anpassung der Verstärkungen ver-
bessert werden könnte.

1Die Anpassung erfolgt nur über das bei der Auslegung verwendete Benchmark Modell, vgl. Abschnitt 4.2.



Kapitel 7

Conclusio und Ausblick

7.1 Conclusio

Ziel dieser Arbeit war der Entwurf und die Auslegung eines Fahrermodells zum Lenken
(Nachfahren einer Trajektorie) und Stabilisieren von Fahrrädern, welches auf einem aus
mehreren Ebenen bestehenden Modell basiert. Ein derartiges Fahrermodell ist einerseits
als menschenähnlicher Lenkungsregler für Fahrsimulationen von Fahrrädern von Nutzen
und trägt andererseits zum Verständnis des Fahrradfahrens bei.

Für das Fahrermodell wird grundsätzlich davon ausgegangen, dass sich der Mensch beim
Erlernen des Fahrradfahrens ein stark vereinfachtes Modell des Fahrrads und dessen Fahrdy-
namik einprägt und später mit Hilfe dieser Vorstellung intuitiv und adäquat reagieren
kann. Infolge dieser Annahme wurde zur Auslegung des Fahrermodells das einfache Bench-
mark Modell aus der Literatur und zum Testen ein komplexeres Fahrradmodell inklusive
Reifenmodell verwendet.

Das Fahrermodell selbst besteht aus einer antizipatorischen Steuerungsebene, einer vor-
ausschauenden kompensatorischen Regelungsebene, sowie einem Stabilisationsregler. Letz-
terer ist aufgrund des sich über weite Geschwindigkeitsbereiche erstreckenden, instabilen
Verhaltens des Fahrrads notwendig. Der Stabilisationsregler, welcher aus regelungstech-
nischer Sicht einem Zustandsregler (des Benchmark Modells) entspricht, regelt den Roll-
winkel auf einem Sollwert und stabilisiert damit das Fahrrad. Dieser Sollwert setzt sich
aus dem Ausgang der antizipatorischen Steuerungsebene und der Rollwinkelkorrektur der
vorausschauenden Regelung zusammen. Die Steuerungsebene selbst bildet die Reaktion
des Fahrers auf eine vorausliegende Krümmungsänderung ab. Die vorausschauende Re-
gelung versucht den voraussichtlichen Normalabstand zwischen Solltrajektorie und der
voraussichtlichen Fahrradposition auszuregeln.
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Im Zuge des Entwurfs und der Auslegung des Fahrermodells wurden zuerst die Eigenschaf-
ten der Regelstrecke (Fahrrad) betrachtet, wobei ein Schwerpunkt auf den unterschied-
lichen Möglichkeiten des Fahrereingriffs lag. Aus einer Literaturrecherche und modalen
Steuerbarkeitsanalyse folgt, dass das Lenkmoment Vorteile gegenüber dem Oberköperroll-
moment als Fahrereingriff hat. Aufbauend auf diesen Betrachtungen wurde das vorher
vorgestellte Fahrermodell entworfen und ausgelegt. Die Auslegung erfolgt dabei getrennt
für die jeweiligen Komponenten (Stabilisierer, antizipatorische Steuerung und vorausschau-
ende Regelung) und für konkrete Geschwindigkeiten. Anschließend wurde das entworfene
Fahrermodell anhand einer Simulation mittles Matlab/Simulink getestet. Dabei zeigte sich,
dass mit dem Fahrermodell plausibel eine vorgegebene Trajektorie nachgefahren werden
kann und instabile Eigenmodes (Weave bzw. Capesize) im nicht autostabilen Geschwin-
digkeitsbereich ebenso stabilisiert werden können.

7.2 Ausblick

Das vorgestellte Fahrermodell besitzt noch Optimierungspotential hinsichtlich der mög-
lichst genauen Abbildung des realen menschlichen Verhaltens. Für derartige Optimierun-
gen ist es unabdingbar, das menschliche Verhalten beim Fahrradfahren messtechnisch zu
erfassen. Dabei wäre es unter anderem sinnvoll, die Antizipationszeit (Vorausschaulänge)
sowie die Lenkmomentverläufe und Isttrajektorien in verschiedenen Fahrsituationen zu
bestimmen. Eine sehr einfache und kostengünstige Möglichkeit zur Bestimmung der Ist-
trajektorie wäre es, das Vorderrad mit Wasser zu benetzen und die entstehende „Spur“
am Boden, beispielsweise mit Hilfe von Fotos, aufzuzeichnen. Weiters wären Messungen
bezüglich der neuromuskulären Dynamik und/oder Reaktionszeit beim Fahrradfahren not-
wendig, um dieses ins Fahrermodell integrieren zu können.

Beim Fahrermodell selbst liegt das Optimierungspotential hauptsächlich in der Model-
lierung der neuromuskulären Dynamik und/oder der Reaktionszeit, sowie in der Ausle-
gung des Fahrermodells. Für die Auslegung der einzelnen Ebenen des Fahrermodells wäre
ein standardisiertes und automatisiertes Auslegungsverfahren evt. in Kombination mit ei-
nem integrativen (ganzheitlichen) Ansatz sinnvoll. Zudem sollte im Zuge der Auslegung
verstärkt auf das menschliche Verhalten beim Regeln Rücksicht genommen werden. Von
Interesse wären zudem Untersuchungen hinsichtlich des Einflusses der Modellierung des
Fahrerkörpers, speziell der Arme, entweder als passive Elemente zur Berücksichtigung der
Trägheit oder als aktive Elemente zur Krafterzeugung. Letztere sind vor allem von In-
teresse, da sich beim Fahren die Steifigkeit und Dämpfung der Armstruktur infolge der
unterschiedlichen Anspannungszustände (Tonus) der Muskulatur ändert.
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Eine ganz andere Möglichkeit der Erweiterung des Fahrermodells würde die Ergänzung um
eine Längsdynamikregelung (evt. inklusive Tretbewegungen) darstellen, womit das Modell
des Fahrradfahrers komplettiert würde.
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Anhang A

Eigenwertproblem bei fahrzeugdynamischen Problemstellungen

Das Eigenwertproblem bzw. die Lösung davon tritt oft bei der Beschreibung und Be-
handlung von dynamischen bzw. fahrzeugdynamischen Problemstellungen auf. Aus diesem
Grund wird ein kurzer Überblick über das Eigenwertproblem gegeben, wobei auch auf die
oft nicht behandelten Links-Eigenvektoren eingegangen wird.

Die Dynamik von Fahrzeugen wird meistens mit Bewegungsgleichungen der Form,

Mq̈ + Cq̇ + Kq = f (A.1)

beschrieben, dabei stellt M die Massenmatrix, C die Dämpfungsmatrix, K die Steifig-
keitsmatrix, f den Kraft- bzw. Momentenvektor und q den Vektor der Freiheitsgrade dar.
Oftmals werden äquivalente Formen wie z. B.I 0

0 M


︸ ︷︷ ︸

B1

q
q̇

˙

︸ ︷︷ ︸
ẋ

=

 0 I

−K −C


︸ ︷︷ ︸

A1

q
q̇


︸︷︷︸
x

+ B̄u︸︷︷︸0

f


(A.2)

oder die Zustandsraumdarstellungq
q̇

˙

︸ ︷︷ ︸
ẋ

=

I 0

0 M

−1

︸ ︷︷ ︸
B−1

1

 0 I

−K −C


︸ ︷︷ ︸

A1

q
q̇


︸︷︷︸
x

+

I 0

0 M

−1

︸ ︷︷ ︸
B−1

1

B̄u (A.3)

verwendet. I stellt die Einheitsmatrix und 0 die Nullmatrix der entsprechenden Größe dar.
Der Term B−1

1 A1 entspricht der Systemmatrix A und Term B−1
1 B̄ der Eingangsmatrix

B, wodurch sich aus (A.3) die übliche Zustandsraumdarstellung

ẋ = Ax + Bu (A.4)

ergibt.

A



Anhang A B

Durch Nullsetzen der Kraft- bzw. Momentenvektoren f gehen die Differentialgleichungs-
systeme (A.1), (A.2) und (A.4) in ihre homogene Form über. Passende Exponentialan-
sätze führen über die Eigenwertprobleme zu den Lösungen der homogenen Differential-
gleichungssysteme. Aus dem Gleichungsystem (A.1) erhält man mit dem Lösungsansatz
q (t) = r̄eλt das quadratische Eigenwertproblem(

K + λC + λ2M
)
r̄ = 0. (A.5)

Für das Differentialgleichungssystem der Form (A.2) ergibt sich mit Hilfe des Lösungsan-
satzes x (t) = reλt das allgemeine Eigenwertproblem

(A1 − λB1) r = 0, (A.6)

und für die Zustandsraumdarstellung (A.3) ergibt sich mit dem gleichen Ansatz das spe-
zielle Eigenwertproblem

(A− λI) r = 0. (A.7)

Zur numerischen Lösung dieser Eigenwertprobleme stehen Programmpakete wie z. B. Mat-
lab (Befehle: polyeig und eig) zu Verfügung. Diese drei Eigenwertprobleme besitzen diesel-
ben Eigenwerte bzw. Eigenkreisfrequenzen und für die Eigenvektoren gilt rT =

[
r̄T , λr̄T

]
.

Bisher wurde der Eigenvektor r̄ bzw. r von rechts multipliziert, weshalb man auch von
Rechts-Eigenvektoren spricht. Folglich werden Vektoren (Zeilenvektoren), welche von links
in den entsprechenden Gleichungen multipliziert werden, als Links-Eigenvektoren bezeich-
net. Diese Links-Eigenvektoren sind im Gegensatz zu den Rechts-Eigenvektoren, welche
z. B. die Lösung des Differentialgleichungssystem charakterisieren, hauptsächlich ein nütz-
liches mathematisches Konstrukt. Im folgenden werden die korrespondierenden „Links-
Probleme“ der Eigenwertprobleme (A.5), (A.6) und (A.7) angeschrieben.

l̄
(
K + λC + λ2M

)
= 0 (A.8)

l (A1 − λB1) = 0 (A.9)

l∗ (A− λI) = 0 (A.10)

Die transponierten „Links-Probleme“ entsprechen „Rechts-Problemen“, welche folglich mit
den Lösungsverfahren der „Rechts-Probleme“ gelöst werden können. Es wird besonders
darauf hingewiesen, dass die Links-Eigenvektoren l̄, l und l∗ nicht identisch sind, sondern
folgende Zusammenhänge [53] gelten: Der Links-Eigenvektor l̄ ist nur den Komponenten
lII proportional, wobei l = [lI , lII ] ist. Folglich ist auch lI nicht proportional zu lII und
weiters gilt nach [53] für l∗ der Zusammenhang l∗ = lB.

Der interessierte Leser wird vom mathematischen Zugang her auf [53], sowie für den dy-
namischen Zugang auf [54] verwiesen.



Anhang B

Systemmatrizen für Fahrradmodell inklusive Reifenmodell

Eingangsmatrix:

BT
t =

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 − sin ε 1 0 0 0 0

 (A.11)

Massenmatrix:

Mt =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 mT mTaT −mT zT mrsr mHeH 0 0 0 0
0 0 0 mTaT ITzz|A ITxz|A IrϕrzA IHδzA 0 0 0 0
0 0 0 −mT zT ITxz|A ITxx|A IrϕrxA IHδxA 0 0 0 0
0 0 0 mrsr IrϕrzA IrϕrxA Irϕrϕr 0 0 0 0 0
0 0 0 mHeH IHδzA IHδxA 0 IHδδ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 σα1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 σγ1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 σα2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 σγ2


(A.12)

C



Anhang B D

Dämpfungsmatrizen:

C0 t =



0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 kϕr −kδ sin ε 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 kδ 0 0 0 0
0 0 0 1 ac 0 0 −tc 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 −bc 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



(A.13)

C1 t =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 mT 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 mTaT −GT 0 −G1 sin ε 0 0 0 0
0 0 0 0 −mT zT +GT 0 0 G1 cos ε 0 0 0 0
0 0 0 0 mrsr 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 mHeH +G1 sin ε −G1 cos ε 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



(A.14)



Anhang B E

Steifigkeitsmatrizen:

K1 t =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 − cos ε 0 0 0 0 0 1 0 0 0
−1 0 − sin ε 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



(A.15)

K0 t =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

gmT zT −gmrsr −gSδ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−gmrsr cϕr − gmrsr −cδ sin ε 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−gSδ 0 cδ − gSδ sin ε 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



(A.16)



A
nhang

B
F

Ktyre t =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −cFα1 −cFγ1 −cFα2 −cFγ2

0 0 0 0 0 0 0 0 −accFα1 + cMα1 −accFγ1 − cMγ1 bccFα2 + cMα2 bccFγ2 − cMγ2

cMx1 + cMx2 0 cMx1 sin ε 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

cMx1 sin ε 0 cMx1sin 2ε 0 0 0 0 0 tccFα1 + cMα1 cos ε tccFγ1 − cMγ1 cos ε 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



(A.17)



Anhang B G

Systemmatrizen für Benchmark Modell

Mb =

 ITxx|D IHδxD + µITxz|D

IHδxD + µITxz|D IHδδ + µ
(
2IHδzD + µITzz|D

) (A.18)

C0 b =

0 0
0 kδ

 (A.19)

C1 b =

 0 G1 cos ε+ µ (−mT zT +GT ) + ζITxz|D

− (G1 cos ε+ µGT ) ζIHδzD + µ
(
Sδ + ζITzz|D

)  (A.20)

K0 b =

mT zT g −Sδg
−Sδg cδ − Sδg sin ε

 (A.21)

K2 b =

0 ζ (−mT zT +GT )
0 ζ (Sδ +G1 sin ε)

 (A.22)

Systemmatrizen für Erweitertes Benchmark Modell

Me =


ITxx|D IrϕrxD IHδxD + µITxz|D

IrϕrxD Irϕrϕr µIrϕrzD

IHδxD + µITxz|D µIrϕrzD IHδδ + µ
(
2IHδzD + µITzz|D

)
 (A.23)

C0 e =


0 0 0
0 kϕr −kδ sin ε

0 0 kδ

 (A.24)

C1 e =


0 0 G1 cos ε+ µ (−mT zT +GT ) + ζITxz|D

0 0 µmrsr + ζIrϕrzD

− (G1 cos ε+ µGT ) 0 ζIHδzD + µ
(
Sδ + ζITzz|D

)
 (A.25)

K0 e =


mT zT g −mrsrg −Sδg
−mrsrg cϕr −mrsrg −cδ sin ε

−Sδg 0 cδ − Sδg sin ε

 (A.26)

K2 e =


0 0 ζ (−mT zT +GT )
0 0 ζmrsr

0 0 ζ (Sδ +G1 sin ε)

 (A.27)

BT
e =

0 1 0
0 − sin ε 1

 (A.28)
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