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Kurzfassung

Ich schrieb diese Diplomarbeit unter der Beaufsichtigung von Herrn Professor Uwe
Schmock im Sommersemester 2008 und im Wintersemester 2008/2009. Die Arbeit be-
handelt die Berechnung des Embedded Value bei Verwendung einer stochastischen Ri-
sikodiskontrate.

Das erste Kapitel beinhaltet die Definition des Embedded Value und der Kompo-
nenten, aus denen sich dieser zusammensetzt. Ferner wird eine Erklarung zu der Wahl
der aktuariellen und 6konomischen Annahmen, die fiir die Berechnung des Embedded
Value benétigt werden, gegeben und es werden explizite Methoden zur Bestimmung
der wesentlichsten Annahmen vorgestellt. Auch wird der Value Added beschrieben, das
heifst die Verdnderung des Embedded Value von einem Jahr auf das néchste, und in
diesem Zusammenhang der Value of New Business.

Im zweiten Kapitel werden stochastische Zinsmodelle, die zur Bestimmung der Ri-
sikodiskontrate verwendet werden konnen, vorgestellt. Zunéchst wird die Technik der
Preisbewertung ohne Arbitragemoglichkeiten in einem verallgemeinerten Black-Scholes-
Modell beschrieben und der arbitragefreie Preis einer Kaufsoption im Black-Scholes-
Modell berechnet. Ferner wird eine alternative Ermittlung von arbitragefreien Preisen
in vollstandigen Modellen gezeigt und in diesem Zusammenhang replizierende Portfolios
erldutert. Nach einer kurzen Beschreibung von Anleihen und diversen Zinsséitzen wird
dann die Ermittlung der arbitragefreien Preise von Nullkuponanleihen in verschiedenen
Zinsmodellen erklart.

Das dritte Kapitel behandelt die Weiterentwicklung des Embedded Value. Es werden
die Merkmale des European Embedded Value und des Market Consistent Embedded
Value beschrieben. Ferner werden die drei Embedded-Value-Anséitze miteinander ver-
glichen.

Im vierten Kapitel werden der European Embedded Value beziehungsweise der Mar-
ket Consistent Embedded Value, der Value of New Business und die einzelnen Kompo-
nenten der genannten Werte zwischen verschiedenen Gesellschaften verglichen.

Die fiir die Ausfiithrungen im zweiten Kapitel benotigte stochastische Analysis findet
sich im Anhang.
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Kapitel 1
Grundlagen

1.1 Einleitung

Embedded Values stellen in der Lebens- und Krankenversicherung den internationalen
Standard zur Bewertung von Versicherungsunternehmen und zur Messung der Perfor-
mance dieser Sparte dar. Deshalb ist diese Grofe sowohl fiir Investoren als auch fiir die
Unternehmensleitung von grofem Interesse. Neben der Messung des Unternehmenswer-
tes eignet sich der Embedded Value auch zur Festlegung der Entlohnung des Manage-
ments und des Verkaufs. Deshalb gibt es heute vermehrt Gesellschaften, die den Bonus
des Managements an den Embedded Value koppeln.

Die Veroffentlichung von Embedded Values erhoht iiber die Verdffentlichung von IAS!
/ IFRS? Konzernergebnissen hinaus die Transparenz. Durch Embedded Values werden
Lebens- und Krankenversicherer international vergleichbar. Die lokalen Anforderun-
gen an Solvabilitdt und Gewinnbeteiligung der Versicherungsnehmer werden so in eine
einzige Kennzahl integriert. Viele internationale Versicherungsgruppen veroffentlichen
mittlerweile Embedded Values im Wesentlichen aufgrund der Nachfrage der Analys-
ten. Eine ausschliefliche Veroffentlichung des Embedded Value ohne eine Analyse der
Verdnderung dieses Wertes bringt jedoch wenig Aufschluss iiber die Wertschopfung im
Unternehmen.

Die ersten Gesellschaften starteten Ende der neunziger Jahre mit Berechnungen
von Embedded Values. Zunéchst gab es nur interne Berechnungen, dann erste Ver-
offentlichungen der AMB Generali Holding AG im Jahr 1999, der Allianz SE im Jahr
2000 und der Miinchener Riick/ERGO Versicherungsgruppe im Jahr 2001. Die wesent-
lichen Unterschiede zu fritheren Ertragswertberechnungen sind der Aktionérsfokus, die
Kapitalbindungskosten und die Annahme, dass die Risikodiskontrate nicht gleich dem
Ertragszins ist.

1.2 Definition

In diesem Kapitel 1.2 werden die Komponenten, aus denen sich der Embedded Value
zusammensetzt, definiert. Die Ausfiilhrungen im gesamten Kapitel 1 sind dem Vortrag
Embedded Value — FEuropean Embedded Value — Market Consistent Embedded Value

nternational Accounting Standards
International Financial Reporting Standards
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von Laszlo Hrabovszki und Ute Kerres [9], dem Buch Stochastische Modelle in der
Lebensversicherung von Michael Koller [10] und dem Vortrag Embedded Value Workshop
von Towers Perrin/Tillinghast [13] entnommen.

Definition 1.1 Im Folgenden bezeichnet man mit

N die Menge der natirlichen Zahlen inklusive 0,
N*={z e N; z > 0},

R die Menge der reellen Zahlen,

Ry={z eR;z >0},

Rt = {z € R; x > 0}.

Definition 1.2 Im Folgenden sei T* € RY ein Endzeitpunkt.

1.2.1 Formale Darstellung des Embedded Value

Definition 1.3 Der Embedded Value (EV) zum 31.12. des betrachteten Geschifts-
jahres setzt sich folgendermaflen zusammen:

EV = ANAV + PVFP — CoC,

wober

ANAYV der Adjusted Net Asset Value des betrachteten Geschiftsjahres ist, das heifst
sich aus dem bilanziellen Eigenkapital und gegebenenfalls den anteiligen Bewertungsre-
serven des betrachteten Geschdftsjahres zusammensetzt,

PVFP der Present Value of Future Profits zum 31.12. des betrachteten Geschdfts-
jahres ist, das heifit der Barwert der zukiinftigen Jahrestuberschiisse aus dem Versiche-
rungsbestand zum 31.12. des betrachteten Geschdftsjahres, und

CoC das Cost of Capital zum 31.12. des betrachteten Geschiftsjahres ist, das heifst
der Barwert der zukinftigen Kapitalbindungskosten zum 31.12. des betrachteten Ge-
schdftsjahres.

Bewertungsreserven (Stille Reserven), die dem Unterschiedsbetrag zwischen Kapitalan-
lagen zu Markt- und Buchwerten entsprechen, werden entweder bei der Berechnung des
Present Value of Future Profits beriicksichtigt oder anteilig (Aktionédrsanteil) dem Ad-
justed Net Asset Value hinzugerechnet. Beim Market Consistent Embedded Value (Ka-
pitel 3.2) werden die Bewertungsreserven anteilig dem Present Value of Future Profits
und dem Adjusted Net Asset Value hinzugerechnet.

1.2.2 Ermittlung des Present Value of Future Profits

Die statutarische Gewinn- und Verlustrechnung und die Bilanz wird fiir einen vorgege-
benen Projektionszeitraum projiziert. Der Projektionszeitraum betriagt gewohnlich 40
Jahre. Eigentlich wiirde dieser der maximalen Dauer der Polizzen entsprechen. Da sich
jedoch der Embedded Value bei einer Projektion der Gewinn- und Verlustrechnung und
der Bilanz fiir diesen Zeitraum im Verhéltnis zu einer Projektion von 40 Jahren nicht
viel dndert, wird die kiirzere Dauer genommen. Der Grund, dass sich der Wert nicht
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viel dndert, ist die immer héher werdende Abzinsung bei anndhernd gleich bleibenden
Jahresergebnissen. Zukiinftiges Neugeschéft und Zinsertriage auf das Eigenkapital wer-
den bei der Projektion nicht beriicksichtigt.

Die Tatsache, dass sich der Embedded Value an ausschiittungsfihigen Gewinnen ori-
entiert, spielt eine wesentliche Rolle. Der Rohiiberschuss wird abgeleitet und auf den
Jahresiiberschuss und die Zufiihrung zur Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung (RfB)
aufgeteilt. Die Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung ist eine versicherungstechnische
Riickstellung und dient der Beteiligung der Versicherungsnehmer am Uberschuss ei-
nes Versicherungsunternehmens. Sie ist insbesondere in der Lebens- und der (privaten)
Krankenversicherung von Bedeutung. Soweit die fiir die Uberschussbeteiligung der Ver-
sicherungsnehmer bestimmten Betridge nicht unmittelbar zu Lasten des Geschéftsjahres
zugeteilt werden (Direktgutschrift), sind sie der Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung
zuzufithren. Umgekehrt werden der Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung Mittel ent-
nommen, die den Versicherungsnehmern gut gebracht werden.

Definition 1.4 Sei ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gegeben. Fer-
ner sei t = 0 das betrachtete Geschdiftsjahr und w € N* der Projektionszeitraum in
Jahren, wobei w < T* ist. Bezeichne der R’ -wertige stochastische Prozess r = (r(t)){,
die Risikodiskontrate (wie man die Risikodiskontrate bestimmen kann, wird in Kapitel
1.3 erldutert) und seien JUy,...,JU, € R die projizierten, zukiinftigen Jahrestiber-
schusse in den Geschiftsjahren 1,... w. Dann wird der Present Value of Future

Profits zum 31.12. des betrachteten Geschdiftsjahres t =0 durch

PVEP = Xw: JU(1+r(t) ™

t=1
definiert.

1.2.3 Ermittlung des Cost of Capital

Ein Versicherungsunternehmen benotigt Eigenkapital auf Grund von Solvabilitdtsan-
forderungen und internen Risikoiiberlegungen. Mogliche Ansédtze zur Bestimmung des
benotigten Eigenkapitals sind Solvabilitdatsvorschriften, Bewertungsmodelle von Ratin-
gagenturen (zum Beispiel Standard & Poor’s) oder interne Risikomodelle. Risikotheo-
retisch korrekt und damit am besten fiir die Unternehmenssteuerung geeignet, sind
interne Risikomodelle, da diese das unternehmensindividuelle Risikoprofil am besten
beschreiben.

Der Aktionar muss Kapital bereitstellen. Hierauf kann eine Rendite in Hohe der Net-
toverzinsung realisiert werden. Wenn das benotigte Eigenkapital im Versicherungsun-
ternehmen verbleibt, unterliegen die entsprechenden Kapitalertrige dem Mechanismus
der Uberschussverteilung (Zufiihrung zur Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung) und
gegebenenfalls der Steuerbelastung. Im Projektionsverlauf erfolgt unter Umsténden ei-
ne zusitzliche Bindung, mit auslaufendem Bestand eine Freisetzung von gebundenem
Eigenkapital. Der aus Aktiondrssicht verbleibende Finanzfluss wird mit einer Risiko-
diskontrate diskontiert, die iiber der Nettoverzinsung liegt. Die Bindung des Kapitals
des Aktionérs ist somit mit einem Zinsverlust verbunden.
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Definition 1.5 Sei ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gegeben. Fer-
ner sei t = 0 das betrachtete Geschdftsjahr und w € N* der Projektionszeitraum in
Jahren, wobei w < T* ist. Bezeichne der R*.-wertige stochastische Prozess r = (r(t)){,
die Risikodiskontrate (wie man die Risikodiskontrate bestimmen kann, wird in Ka-
pitel 1.3 erldutert) und sei i € R der Kapitalertragssatz nach Abzug der Steuer.
Ser EKy das benotigte Eigenkapital im betrachteten Geschiftsjahr t = 0 und seien
ferner EKy,...,EK,_1 € R die projizierten, zukiinftigen bendtigten FEigenkapitalien
in den Geschdftsjahren 1,...,w — 1. Die Kapitalbindungskosten im Geschdiftsjahr
t =0,...,w — 1 bezeichnet man mit K;. Diese werden auf das bendtigte Figenkapi-
tal berechnet und sind definiert als der Zinsverlust, der sich fir den Aktiondr auf das

benotigte Figenkapital ergibt, das heift
K, =(r(t)—i)FK;, t=0,...,w—1.

Dann wird das Cost of Capital zum 31.12. des betrachteten Geschiftsjahres t = 0
durch

CoC = i K1 (L+r@)™

t=1
definiert.

1.3 Annahmen fiir den Embedded Value

Fiir die Berechnung des Embedded Value miissen aktuarielle und 6konomische Annah-
men getroffen werden. Diese Annahmen sollten auf historischen Daten basieren, die
zukiinftigen Erwartungen der Gesellschaft widerspiegeln und realistisch sein. Ferner
sollten sie keine Sicherheitsmargen enthalten, unter der Primisse der Unternehmens-
fortfithrung hergeleitet sein und keine Einmaleffekte enthalten.

Annahmen fiir die Kapitalertrage und die Gewinnbeteiligung:

Die Erwartung des Zinsniveaus basiert auf den Werten des aktuellen Kapitalmarktes.
Das optimale Verfahren, um Annahmen fiir die Kapitalertrige zu treffen, wire Fol-
gendes: Man projiziert den Auslauf der existierenden Anleihen, macht Neuanlagen zu
dann giiltigen Konditionen und 16st die stillen Reserven auf. Die Gewinnbeteiligung
sollte konsistent zu den Kapitalertriagen sein. Die Kapitalertragsannahmen sind fiir die
Berechnung des Embedded Value wesentlich, da die verwendete Rendite substantiell
die Hohe des Rohiiberschusses und damit auch die ausgeschiitteten Ertrage beeinflusst.
Wesentlich ist auch die Ausschiittungsquote, da der Bestandswert sich proportional
zu dieser verhdlt und ein wichtiges Instrument des Managements zur Steuerung der
Ausschiittung an die Aktionére ist.

Annahmen fiir die Riickversicherung:

Das optimale Verfahren wire signifikante Vertriage, wie Vertrdge mit Finanzierungs-
anteil oder Risikobasisvertrige, explizit zu modellieren. Alternativ konnen Riickver-
sicherungskosten auch in % der Beitrage oder der Versicherungssumme angenommen
werden.
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Annahmen fiir die Solvenz:

Die Minimumanforderung der Européischen Union fiir die Solvenz (4% /1% Reserven
+ 3%o des riskierten Kapitals) beinhaltet keine addquate Beriicksichtigung von Ka-
pitalmarktrisiken. Das optimale Verfahren wire, das benotigte Kapital zum Beispiel
als 175% der Anforderung der Européiischen Union plus 20% Crash Reserve fiir stille
Reserven zu definieren oder ein risikobasiertes Kapital zu nehmen.

Risikodiskontrate:

Fiir die Bestimmung der Risikodiskontrate gibt es verschiedene Betrachtungsweisen, die
nachstehend erldutert werden. Bei der klassischen Betrachtungsweise geht es darum, den
Wert einer Versicherungsgesellschaft festzulegen. Man stellt sich auf den Standpunkt
des Investors, der von dieser Anlage einen risikogerechten Ertrag erhalten will. Dement-
sprechend definiert man die Risikodiskontrate, die im Prinzip dem Ertrag einer &hnlich
risikoreichen Anlage entspricht. Als Anhaltspunkt kann die Rendite der Aktien des ent-
sprechenden Segments gewéhlt werden. Daraus wird deutlich, dass dieser virtuelle Zins
von den wirtschaftlichen Gegebenheiten abhingt.

Wenn man den erwarteten Wert der Versicherungsgesellschaft sowie das Risiko der
Versicherungsgesellschaft berechnen will, ist es notig, ein stochastisches Zinsmodell fiir
die Bestimmung der Risikodiskontrate zu wéhlen. Solche Zinsmodelle werden in Kapitel
2 vorgestellt.

Es sei noch erwdhnt, dass eine Verdnderung der Risikodiskontrate den Embedded
Value wesentlich beeinflussen kann (je hoher die Risikodiskontrate, desto niedriger der
Embedded Value).

Neben diesen Annahmen miissen auch noch Annahmen 2. Ordnung getroffen
werden. Die in den Geschéftsplanen festgelegten Sterbetafeln und Kostensdtze heiflen
Annahmen 1. Ordnung. Diese enthalten aufgrund des Prinzips der Vorsicht Sicherheits-
zuschliage. Damit die Jahresergebnisse des Versicherungsbestandes jedoch realistisch ab-
gebildet werden, miissen die Rechnungsgrundlagen wirklichkeitsnah sein. Man spricht
von Annahmen 2. Ordnung. Ferner zdhlen die Annahmen fiir den Storno zu dieser Art
von Annahmen.

Annahmen fiir die Sterblichkeit:

Das optimale Verfahren wire, die Annahmen fiir die Sterblichkeit beziiglich einer gesell-
schaftsindividuellen Sterbetafel oder einem Datenpool zu treffen. Alternativ kann die
Sterbewahrscheinlichkeit auch in % der Sterbetafel angenommen werden oder es kénnen
Erfahrungen auf dem Markt verwendet werden. Ferner sollten separate Analysen fiir
Raucher und Nichtraucher durchgefiihrt werden.

Annahmen fiir den Storno:

Die Stornowahrscheinlichkeit sollte getrennt nach Produkt, nach Laufzeit, nach Bei-
tragszahlungsweise und nach Versicherungsjahr der Polizzen ermittelt werden. Die Ver-
rentungswahrscheinlichkeit ist ebenfalls im Zusammenhang mit der Stornowahrschein-
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lichkeit zu betrachten. Es sei erwdhnt, dass die Stornowahrscheinlichkeit grofen Einfluss
auf die Profitabilitdt haben kann.

Annahmen fiir die Kosten:

Die Annahmen sollten getrennt fiir Abschlusskosten, Verwaltungskosten, Schadenre-
gulierungskosten und Kapitalanlagekosten getroffen werden. Das optimale Verfahren
wire, die Kosten beziiglich einer Analyse der Prozesskostenrechnung zu ermitteln und
pro Polizze anzugeben. Alternativ konnen Kosten in % der Beitrige oder der Versiche-
rungssumme berechnet werden.

Folgende Risiken sollten bei der Wahl der Annahmen beachtet werden:

Kapitalanlagerisiko:

Je niedriger das Zinsniveau ist, desto hoher ist der Wert der gegeniiber den Versiche-
rungsnehmern abgegebenen garantierten Verzinsung und desto weniger Ertrag bleibt
fiir den Aktionér. Bei steigenden Zinsen ergibt sich ein Abschreibungsbedarf auf einen
Teil der festverzinslichen Wertpapiere, der jedoch durch geeignete Mafknahmen ver-
mieden werden kann. Wenn der garantierte Zins nicht erwirtschaftet wird, muss unter
Umsténden der Aktionér einspringen.

Sterblichkeit (insbesondere Langlebigkeit):

Es ist eine jahrliche Verbesserung der Sterblichkeit zu beobachten, die zu grofseren Ge-
winnen bei traditionellen Kapital- und Risikoversicherungen fiihrt. Bei Rentenversiche-
rungen wirkt sich jede Sterblichkeitsverbesserung negativ auf die Ertrige des Aktionérs
aus. Da gerade aufgeschobene Rentenversicherungen eine teilweise sehr lange Laufzeit
haben, kénnen Sterblichkeitsverbesserungen grofte Auswirkungen haben.

Stornorisiko:

Riickkaufswerte werden von vielen Lebensversicherern garantiert. Bei schlechter Markt-
lage kann dies unter Umstédnden zu einem Verlust fithren. Stornoabschlige, die abhéngig
vom Marktwert der Kapitalanlagen sind, werden immer diskutiert.

Kostenrisiko:

Gerade beim fondsgebundenen Geschift ergibt sich ein erhebliches Kostenrisiko, da die
Kosten mehr oder weniger fix, die Einnahmen jedoch im Wesentlichen an das Fonds-
guthaben gekniipft und somit variabel sind.

Nun werden explizite Methoden zur Bestimmung der Annahmen 2. Ordnung, die fiir
die Berechnung des Embedded Value eines Lebensversicherungsunternehmens benotigt
werden, vorgestellt.
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1.3.1 Sterblichkeit

Zuerst teilt man den Versicherungsbestand des Lebensversicherungsunternehmens in
folgende Kategorien ein:

- Gemischte Lebensversicherungen,

Erlebensfallversicherungen,

Risikoversicherungen,

Rentenversicherungen,

Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen,

Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge.

Die Berechnung der Sterbewahrscheinlichkeit erfolgt getrennt fiir die einzelnen Ka-
tegorien. Ferner werden das Geschlecht und das Alter der versicherten Personen beriick-
sichtigt. Die Kennzahlen fiir die Berechnung sind die Anzahl aller versicherten Personen
und die Anzahl der versicherten Personen, die verstorben sind.

Definition 1.6 Bezeichne

a € N das Alter der versicherten Personen,
g das Geschlecht der versicherten Personen, das heifst mdnnlich oder weiblich,
dog € N die deterministische Anzahl aller versicherten Personen mit Alter a und Ge-
schlecht g, die tm betrachteten Geschiftsjahr verstorben sind,
Zqy € N die deterministische Anzahl aller versicherten Personen mit Alter a und Ge-
schlecht g im betrachteten Geschdftsjahr und
Yag € N die deterministische Anzahl aller versicherten Personen mit Alter a und Ge-
schlecht g im Geschdftsjahr vor dem betrachteten Geschdftsjahr.
Dann wird die Sterbewahrscheinlichkeit qo, € [0, 1] einer versicherten Person mit Alter
0 und Geschlecht g durch
0 falls x4, = 0,
Qo9 = 4 dog
Tog

sonst

und die Sterbewahrscheinlichkeit ¢, 4 € [0, 1] einer versicherten Person mit Alter a € N*
und Geschlecht g durch

0 falls 44 =0,
d
29 falls yo—1,4 =0, 244,70,
Qa,g = § Tayg
d, g
——  s0nst
Ya—1,9+%a,
| (=)

definiert.

Wenn der historische Bestand zu klein ist, liefert diese Vorgehensweise ungenaue Er-
gebnisse. Eine alternative Methode wire dann die Sterbewahrscheinlichkeit in % des
jeweiligen Sterbetafelwertes anzugeben.



8 Kapitel 1 Grundlagen

1.3.2 Storno

Die Stornowahrscheinlichkeit setzt sich aus folgenden Wahrscheinlichkeiten zusam-
men:

- Wahrscheinlichkeit fiir Riickkauf der Polizze,
- Wahrscheinlichkeit fiir Storno ohne Leistung der Polizze,
- Wahrscheinlichkeit fiir Pramienfreistellung der Polizze.

Ferner teilt man den Versicherungsbestand des Lebensversicherungsunternehmens in
folgende Kategorien ein:

- Klassische Lebensversicherungen (Gemischte Lebensversicherungen, Erlebensfall-
versicherungen, Rentenversicherungen) mit laufender Pramienzahlungsweise,

- Klassische Lebensversicherungen (Gemischte Lebensversicherungen, Erlebensfall-
versicherungen, Rentenversicherungen) mit einmaliger Pramienzahlungsweise,

- Risikoversicherungen mit laufender Pramienzahlungsweise,
- Risikoversicherungen mit einmaliger Pramienzahlungsweise,

- Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen mit laufender Préamienzah-
lungsweise,

- Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen mit einmaliger Pramienzah-
lungsweise,

- Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge mit laufender
Pramienzahlungsweise,

- Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge mit einmaliger
Pramienzahlungsweise.

Die Berechnung der Stornowahrscheinlichkeit erfolgt getrennt fiir die einzelnen Ka-
tegorien. Ferner werden die Versicherungsjahre, in denen sich die Polizzen befinden,
beriicksichtigt. Die Kennzahl fiir die Berechnung ist die jahrliche Tarifpramie.

Definition 1.7 Bezeichne

n € N* das Versicherungsjahr der Polizzen,
t den Grund des Stornos der Polizzen, das heifit
- Riickkauf,
- Storno ohne Leistung,
- Pramienfreistellung,
rni € Ry die deterministische, jihrliche Tarifpramie aller Polizzen im Versicherungs-
jahr n, die im betrachteten Geschdftsjahr aus dem Grund i storniert werden,

pn € Ry die deterministische, jihrliche Tarifpramie aller Polizzen im Versicherungs-
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jahr n zum 31.12. des betrachteten Geschdiftsjahres und
t, € Ry die deterministische, jihrliche Tarifpramie aller Polizzen im Versicherungs-

jahr n zum 31.12. des Geschiftsjahres vor dem betrachteten Geschdftsjahr.

Dann wird die Stornowahrscheinlichkeit s, € [0,1] einer Polizze im Versicherungsjahr
n € N* durch
Sp = Z Sn,i

definiert, wobei die Wahrscheinlichkeit s,,; € [0,1] fir Storno aus dem Grund i einer
Polizze im 1. Versicherungsjahr durch

0 falls p1 = 0,

S1,6 =4 T,
b1

sonst

und die Wahrscheinlichkeit s, ; € [0,1] fir Storno aus dem Grund i einer Polizze im
Versicherungsjahr n € N*\{1} durch

0 falls t,—y =0,
Tni
’ alls t,,_ 0, p, =0,
Spi= 4t J 1 #0, p
Tn,i
(tn,1+p ) sonst
2

definiert wird.

1.3.3 Kosten

Die Kosten werden in Abschlusskosten (ohne Provisionen), Verwaltungskosten und
Schadenregulierungskosten eingeteilt und als absolute Werte pro Polizze kalkuliert.
Abschlusskosten

Man teilt den Versicherungsbestand des Lebensversicherungsunternehmens in folgende
Kategorien ein:

- Klassische Lebensversicherungen (Gemischte Lebensversicherungen, Erlebensfall-
versicherungen, Rentenversicherungen) mit laufender Pramienzahlungsweise,

- Klassische Lebensversicherungen (Gemischte Lebensversicherungen, Erlebensfall-
versicherungen, Rentenversicherungen) mit einmaliger Pramienzahlungsweise,

- Risikoversicherungen mit laufender Pramienzahlungsweise,
- Risikoversicherungen mit einmaliger Pramienzahlungsweise,

- Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen mit laufender Pramienzah-
lungsweise,

- Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen mit einmaliger Pramienzah-
lungsweise,
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- Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge mit laufender
Pramienzahlungsweise,

- Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge mit einmaliger
Pramienzahlungsweise.

Die Abschlusskosten werden getrennt fiir die einzelnen Kategorien ermittelt. Die
Kennzahlen fiir die Berechnung sind die Anzahl der Neugeschiftspolizzen und die tat-
sichliche Hohe der Abschlusskosten.

Definition 1.8 Bezeichne

1 die Art der Neugeschdftspolizze, das heifst
- klassisch mit laufender Prdmienzahlungsweise,
- klassisch mit einmaliger Primienzahlungsweise,
- Risiko mit laufender Pramienzahlungsweise,
- Risiko mit einmaliger Pramienzahlungsweise,
- fonds- und indexgebunden mit laufender Pramienzahlungsweise,
- fonds- und indexgebunden mit einmaliger Pramienzahlungsweise,
- pramienbegiinstigte Zukunftsvorsorge mit laufender Pramien-
zahlungsweise,
- pramienbegiinstigte Zukunftsvorsorge mit einmaliger Pramien-
zahlungsweise,
w; € [0,1] ein deterministisches Gewicht fiir Neugeschiftspolizzen der Art i,
n; € N die deterministische Anzahl aller Neugeschdiftspolizzen der Art i im
betrachteten Geschdiftsjahr und
a € Ry die deterministischen, tatsdchlichen Abschlusskosten im betrachteten
Geschdiftsjahr.

Sei x = ). nyw;. Dann werden die Abschlusskosten a; € R einer Neugeschdiftspolizze
der Art i durch

w;a
—  Sonst
T

{o falls © = 0,
a; =

definiert. Die Héohe des Gewichts w; fiir Neugeschiftspolizzen der Art i wdhlt man ab-
hingig von der Hohe des Abschlussaufwandes der einzelnen Polizzenarten.

Verwaltungskosten

Man teilt den Versicherungsbestand des Lebensversicherungsunternehmens in folgende
Kategorien ein:

- Klassische Lebensversicherungen (Gemischte Lebensversicherungen, Erlebensfall-
versicherungen, Rentenversicherungen) mit laufender Pramienzahlungsweise,
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- Klassische Lebensversicherungen (Gemischte Lebensversicherungen, Erlebensfall-
versicherungen, Rentenversicherungen) mit einmaliger Pramienzahlungsweise,

- Risikoversicherungen mit laufender Pramienzahlungsweise,
- Risikoversicherungen mit einmaliger Pramienzahlungsweise,

- Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen mit laufender Pramienzah-
lungsweise,

- Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen mit einmaliger Pramienzah-
lungsweise,

- Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge mit laufender
Pramienzahlungsweise,

- Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge mit einmaliger
Pramienzahlungsweise.

Die Verwaltungskosten werden getrennt fiir die einzelnen Kategorien ermittelt. Die
Kennzahlen fiir die Berechnung sind die Anzahl der Polizzen und die tatsédchliche Hohe
der Verwaltungskosten.

Definition 1.9 Bezeichne
it die Art der Polizze, das heifit

- klassisch mit laufender Pramienzahlungsweise,
- klassisch mit einmaliger Pramienzahlungsweise,
- Risiko mit laufender Pramienzahlungsweise,
- Risiko mit einmaliger Primienzahlungsweise,
- fonds- und indexgebunden mit laufender Primienzahlungsweise,
- fonds- und indexgebunden mit einmaliger Pramienzahlungsweise,
- pramienbegiinstigte Zukunftsvorsorge mit laufender Pramien-
zahlungswesise,
- pramienbegiinstigte Zukunftsvorsorge mit einmaliger Pramien-
zahlungsweise,
w; € [0,1] ein deterministisches Gewicht fiir Polizzen der Art 1,
n; € N die deterministische Anzahl aller Polizzen der Art i im betrachteten
Geschdftsjahr und
v e R, die deterministischen, tatsdchlichen Verwaltungskosten im betrach-
teten Geschdftsjahr.

Seit x = ZZ n;w;. Dann werden die Verwaltungskosten v; € Ry einer Polizze der Art 1
durch

w;v
—  sonst
x

{0 falls x = 0,
v =

definiert. Die Hohe des Gewichts w; fiir Polizzen der Art i wdhlt man abhdngig von der
Héhe des Verwaltungsaufwands der einzelnen Polizzenarten.
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Schadenregulierungskosten

Man teilt den Versicherungsbestand des Lebensversicherungsunternehmens in folgende
Kategorien ein:

Klassische Lebensversicherungen (Gemischte Lebensversicherungen, Erlebensfall-
versicherungen, Rentenversicherungen),

Risikoversicherungen,

Fonds- und indexgebundene Lebensversicherungen,

Lebensversicherungen mit pramienbegiinstigter Zukunftsvorsorge.
Ferner muss man nach den Griinden der Schadenregulierung unterscheiden:
- Tod,
- Riickkauf,

- Ablauf.

Die Schadenregulierungskosten werden getrennt fiir die einzelnen Kategorien und
die einzelnen Schadenregulierungsgriinde ermittelt. Die Kennzahlen fiir die Berechnung
sind die Anzahl der Polizzen, die reguliert werden, und die tatséichliche Hohe der Scha-
denregulierungskosten.

Definition 1.10 Bezeichne

i die Art der Polizze, das heifit
- klassisch mit Regulierungsgrund Tod,
- klassisch mit Requlierungsgrund Rickkauf,
- klassisch mit Regulierungsgrund Ablauf,
- Risiko mit Regulierungsgrund Tod,
- fonds- und indexgebunden mit Regulierungsgrund Tod,
- fonds- und indexgebunden mit Regulierungsgrund Rickkauf,
- fonds- und indexgebunden mit Regulierungsgrund Ablauf,
- pramienbegiinstigte Zukunftsvorsorge mit Regulierungsgrund Tod,
- pramienbegiinstigte Zukunftsvorsorge mit Regulierungsgrund Rickkauf,
- pramienbegiinstigte Zukunftsvorsorge mit Requlierungsgrund Ablauf,
w; € [0,1] ein deterministisches Gewicht fiir Polizzen der Art i,
n; € N die deterministische Anzahl aller Polizzen der Art i im betrachteten Ge-
schdftsjahr und
s € Ry die deterministischen, tatsachlichen Schadenregulierungskosten im betrach-
teten Geschdftsjahr.
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Sei x = Y .nw;. Dann werden die Schadenregulierungskosten s; € Ry einer Polizze

der Art 1 durch

w;S
—  sonst
x

{0 falls © = 0,
S; —

definiert. Die Hohe des Gewichts w; fiir Polizzen der Art i wdhlt man abhdngig von der
Héhe des Schadenregulierungsaufwands der einzelnen Polizzenarten.

1.4 Value Added oder Embedded-Value-Gewinn

Der Value Added beschreibt die Verdnderung des Embedded Value von einem Jahr
auf das néichste. Er beschreibt den tatséchlich aus Aktionédrssicht erwirtschafteten Ge-
winn, der, neben dem bilanziellen Jahresiiberschuss, ebenfalls Veranderungen beim Pre-
sent Value of Future Profits beriicksichtigt. Die Analyse des Value Added erlaubt die
Offenlegung der Gewinnquellen.

Eine wesentliche Quelle des Embedded-Value-Gewinns ist der im betrachteten Ge-
schiftsjahr generierte Value of New Business (VINB), das heift der Neugeschéfts-
wert. Dieser ist der Barwert zukiinftiger Jahresiiberschiisse, die aus den Bestédnden des
aktuellen Neugeschiftsjahrganges generiert werden kénnen. Die Rechnungsgrundlagen
und Annahmen fiir die Berechnung des Value of New Business entsprechen denen, die
fiir die Berechnung des Embedded Value verwendet werden.

Value Added Analyse:

(1) Embedded Value zum Ende des Vorjahres
(2) + Auswirkungen von Modelldnderungen
(3) = Embedded Value zum Ende des Vorjahres mit neuem Modell

(4) + Verdnderung durch die planmifkige Fortschreibung des Embedded Value
(Roll forward)

(5) = Erwarteter Embedded Value zum Ende des Geschéftsjahres

(6) + Abweichungen vom planméfigen Verlauf wihrend des Geschéftsjahres
unterteilt nach wesentlichen Ergebnisquellen wie Kapitalertrage, Risiko,
Kosten und Zuweisungsquote

(7) + Wert des Neuzugangs des Geschéftsjahres mit den Annahmen des Vor-
jahres

(8) = Embedded Value zum Ende des Geschiftsjahres mit den Annahmen des
Vorjahres

(9) + Neue Modellannahmen in der Zukunft unterteilt nach wesentlichen Er-
gebnisquellen wie Kapitalertrage, Risiko, Kosten und Zuweisungsquote

(10) = Embedded Value zum Ende des Geschiftsjahres
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Kapitel 2

Stochastische Zinsmodelle

In diesem Kapitel 2 werden stochastische Zinsmodelle, die zur Bestimmung der Risi-
kodiskontrate des Embedded Value verwendet werden konnen, vorgestellt. Die dafiir
bendtigten mathematischen Grundlagen finden sich in Anhang A und sind Vorausset-
zung fiir die nachstehenden Ausfiihrungen. Diese sind dem Buch Arbitrage Theory in
Continous Time von Thomas Bjork [4] und dem Buch Interest Rate Models von Andrew
J.G. Cairns |6] entnommen.

2.1 Arbitragefreie Bewertung

2.1.1 Selbstfinanzierende Portfolios

Man betrachtet einen Finanzmarkt, der aus diversen Kapitalanlagen besteht. Im ge-
samten Kapitel 2.1.1 arbeitet man auf einem vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum
(9, F, P) mit einer Filtrierung F = (F;)Z, und man nimmt die Preisdynamik der Ka-
pitalanlagen als gegeben an. Ferner bezeichnet man im Folgenden alle risikobehafteten
Kapitalanlagen als Aktien', da dies sprachlich einfacher zu handhaben ist. Dies soll
jedoch nicht implizit bedeuten, dass die Kapitalanlagen nicht-negativ sind. Das Haupt-
ziel von diesem Kapitel 2.1.1 ist, die Dynamik des Wertes eines selbstfinanzierenden
Portfolios herzuleiten.

Definition 2.1 Sei N e N*, i =1,..., N undt € [0,T*]. Bezeichne

N die Anzahl der unterschiedlichen Aktienarten,
hi(t) die R-wertige, stochastische Anzahl der Anteile der Aktienart i, die zum Zeit-
punkt t gehalten werden,
c(t) den R-wertigen, stochastischen Geldbetrag, der zum Zeitpunkt t fir Konsum
ausgegeben wird und
Si(t) den R-wertigen, stochastischen Preis eines Anteils der Aktienart i zum Zeit-

punkt t.

Sei nun ein N-dimensionaler Preisprozess S = {S(t) = (S1(t),...,Sn(t)); t € [0,T7]}
gegeben, wobei Sy, ..., Sy Lisungen von stochastischen Differentialgleichungen der Ge-
stalt (A.13) sind. Bezeichne oy, ..., oy die jeweiligen Diffusionen.

Lengl. stocks

15
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1. Ein N-dimensionaler, F-adaptierter Prozess h = {h(t) = (h1(t),...,hn(t));t €
0, T*]} mit hyo; € L* fiir allei = 1,..., N heifit Portfoliostrategie oder oft
einfach nur Portfolio.

2. Das Portfolio h heifit Markow-Portfolio, wenn es die Form
h(t) = h(t, S(t))
fiir eine Funktion h : [0, T%] x RY — RY hat.

3. Der eindimensionale Wertprozess V" = (V(t))L, des Portfolios h ist durch

N
Vi) = hi(t)Sit), te[0,T7],
i=1
gegeben, wobei V'(t) der Wert des Portfolios h zum Zeitpunkt t ist.

4. Ein eindimensionaler, F-adaptierter, pfadweise integrierbarer Prozess ¢ = {c(t);
t € [0, 7]} heift Konsumprozess.

5. Das Portfolio-Konsum Paar (h,c) ist selbstfinanzierend, wenn

dVh(t) = Z hi(t) dSy(t) — c(t)dt, te[0,T],
das heifit !
dV"(t) = h(t)dS(t) — c(t)dt, te€ 0,77,
qilt.

Bemerkung 2.2 Gewdhnlich héngt das Portfolio zum Zeitpunkt ¢ € [0,7%], h(t), von
der gesamten vergangenen Preistrajektorie {S(u); 0 < u < t} ab. Kiinftig werden
jedoch ausschlieklich Markow-Portfolios behandelt, das heifst Portfolios, deren Wert zum
Zeitpunkt ¢ € [0, 77] nur von diesem Zeitpunkt und den Wert S(¢) des Preisvektors zu
diesem Zeitpunkt abhéngt.

Fiir rechnerische Zwecke ist es oft giinstiger, ein Portfolio mit relativen als mit abso-
luten Begriffen zu beschreiben. Das heifit, anstatt die absolute Anzahl der Anteile einer
bestimmten Aktie anzugeben, spezifiziert man den relativen Teil des gesamten Portfo-
liowertes, der in die Aktie investiert wird. Formal definiert man ein relatives Portfolio
folgendermalsen:

Definition 2.3 Sei S = {S(t) = (Si(t),...,Sn(t)); t € [0,T*]} der Preisprozess aus
Definition 2.1. Fir ein gegebenes Portfolio h = {h(t) = (hi(t),..., hn(t)); t € [0,T*]}
ist das entsprechende relative Portfolio u = {u(t) = (ui(t),...,un(t)); t € [0,T*]}
durch

hi(t)Si(t)

wt) = Sy =L N te 1,
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gegeben, wobei VI(t) # 0 fiir alle t € [0,T*] sein muss. Fiir das relative Portfolio gilt
stets

> u(t)y=1, telo,17.

Somit gilt folgendes Lemma:

Lemma 2.4 Sei S = {S(t) = (S1(t),...,Sn(t)); t € [0,T*]} der Preisprozess aus Defi-
nition 2.1 und sei ein Portfolio-Konsum Paar (h,c) mit h = {h(t) = (h1(t),..., hn(1));
t €[0,T*]} und c = {c(t); t € [0,T*]} gegeben. Ferner sei V'(t) # 0 fiir alle t € [0,T7],
Si(t) #0 fir allei =1,...,N und alle t € [0,7*] und u = {u(t) = (ui(t),...,un(t));
t € [0,T*]} das entsprechende relative Portfolio. Es folgt, dass das Portfolio-Konsum
Paar (h,c) dann und nur dann selbstfinanzierend ist, wenn der Wertprozess V" die
Bedingung

al dS;(t)
dvh(t) =Vt ()l —c(t)dt, te[0,T* 2.1
0= V'O N ul) gy —Od te0.T 1)
erfillt.
Beweis Das Lemma 2.4 folgt aus den Definitionen 2.1 und 2.3. U

Zukiinftig wird man das nachstehende Lemma bend6tigen, welches annédhernd Folgen-
des besagt: Wenn ein Prozess aussieht, als wire er der Wertprozess eines selbstfinanzie-
renden Portfolios, dann ist er auch einer.

Lemma 2.5 Sei S = {S(t) = (Si(t),...,Sn(t)); t € [0,T*]} der Preisprozess aus
Definition 2.1, wobei S;(t) # 0 fir alle i = 1,...,N und alle t € [0,T*] ist und
o1,...,0n wieder die jeweiligen Diffusionen bezeichnen. Ferner seien ein Konsumpro-
zess ¢ = {c(t); t € [0,T*]}, ein R\{O}-wertiger Prozess Z = {Z(t); t € [0,T*]} und
ein RN -wertiger, F-adaptierter Prozess ¢ = {q(t) = (qi(t),...,qn(t)); t € [0,T*]} mit
Z%f" € L? fiir allei=1,..., N gegeben, sodass

ds;(t) x
SRS c(t)ydt, telo,T, (2.2)
1

dZ(t) = Z(t) Z i(t)
Zqi(t): . tel0,77, (2.3)

ist. Nun definiert man ein Portfolio h = {h(t) = (hi(t),..., hn(t)); t € [0,T*]} durch

hi(t):%, i=1,...,N, te[0,T%]. (2.4)

Dann ist der Wertprozess V" des Portfolios h durch V' = Z gegeben, das Portfolio-
Konsum Paar (h,c) ist selbstfinanzierend und das entsprechende relative Portfolio uw =
{u(t) = (ur(t),...,un(t)); t € [0,T*]} ist durch u = q gegeben.
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Beweis Laut Definition 2.1 ist der Wertprozess V" durch

Vi) = h(t)S(t), te[0,T7],

Vi) = Z hi(1)Si(t) = ai(t)Z(t) = Z(t) Zq,.(t) =Z(t), tel0,T]. (2.5)

Wenn man nun (2.5) in (2.4) einsetzt, sicht man, dass fiir das Portfolio i das ent-
sprechende relative Portfolio u = {u(t) = (ui(t),...,un(t)); t € [0,7*]} durch u = ¢
gegeben ist. Beniitzt man diese Tatsache und setzt (2.5) in (2.2) ein, folgt

AV (t) = V(1)) ui(t) S0 —c(t)dt, tel0,T. (2.6)

1=1

(2.6) zeigt nun, dass das Portfolio-Konsum Paar (h, ¢) laut Lemma 2.4 selbstfinanzierend
ist. U

2.1.2 Derivate und Arbitragefreiheit

In diesem Kapitel 2.1.2 wird ein spezieller Fall des allgemeinen Modells untersucht, wel-
ches in Kapitel 2.1.1 beschrieben wird. Im gesamten Kapitel 2.1.2 arbeitet man auf ei-
nem vollstéindigen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) mit einer Filtrierung F = (F,)L,.
Nun betrachtet man einen Finanzmarkt, der nur aus zwei Kapitalanlagen besteht: einer
risikofreien Kapitalanlage mit eindimensionalem Preisprozess B = (B(t))L, und einer
Aktie mit eindimensionalem Preisprozess S = (S(t))L,. Eine risikofreie Kapitalanlage

wird folgendermafen definiert:

Definition 2.6 Der R* -wertige Prozess B = (B(t)){, ist der Preis einer ristkofres-
en Kapitalanlage, wenn er die Dynamik

dB(t) =r(t)B(t)dt, te[0,T7],

2.7
B(O) :bo, bo E]Rj_, ( )

hat, wobei r = (r(t))L, ein stetiger, R-wertiger, F-adaptierter Prozess ist.

Eine risikofreie Kapitalanlage wird also dadurch definiert, dass seine Preisdynamik kei-
nen Wiener Prozess enthélt. (2.7) kann man auch als

dB(t) _ .
7—7’(1&)3(1&), t e [O,T],

darstellen. Der Prozess B ist somit durch
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gegeben. Eine risikofreie Kapitalanlage kann man daher als ein Bankkonto mit Momen-
tanzinssatz r interpretieren.

Man nimmt nun an, dass die Dynamik des eindimensionalen Preisprozesses S =
(S(t))L, der Aktie unter dem Wahrscheinlichkeitsma P durch

dS(t) = a(t, S(t))S(t) dt + o(t, S(t))S(t) dW (t), t€0,T%], (2.8)

S(0) =sp, so€R, '
gegeben ist, wobei a : [0,7*] x R — R und o : [0,7%] x R — R gegebene determi-
nistische Funktionen sind und W = (W (t))L, ein eindimensionaler Wiener Prozess
beziiglich F ist. Ferner seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfiillt, sodass S
die eindeutige Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.8) ist. « heift lokale
Durchschnittsrendite von S, o heift Volatilitat von S.

Bemerkung 2.7 Die Rendite der risikofreien Kapitalanlage ist formal durch

dB(t)
B(t) dt

=r(t), tel0,T7], (2.9)

gegeben. (2.9) ist lokal deterministisch in dem Sinne, dass zum Zeitpunkt ¢ der Ertrag
durch die Beobachtung des Momentanzinssatzes r(t) bekannt ist. Im Vergleich dazu ist
die Rendite der Aktie formal durch

ds(t)
S(t) dt

AW (t)
it

= a(t,S(t)) + o(t,S(t))

te 0,77, (2.10)

gegeben, wobei S(t) fiir alle ¢ € [0,77] ungleich 0 sein muss. Diese Rendite ist zum
Zeitpunkt ¢ nicht beobachtbar: (2.10) besteht aus a(t, S(t)) und o(t, S(t)), die beide zum
Zeitpunkt ¢t beobachtbar sind, und einem ,weifsen Rauschen %, welches zufillig ist.
Im Gegensatz zu der risikofreien Kapitalanlage hat die Aktie daher eine stochastische

Rendite.

Der wichtigste Spezialfall des oben definierten Modells ist das Black-Scholes-Modell.
Dieses ist von Fischer Black und Myron Scholes im Jahr 1973 erstmals nach zweimaliger
Ablehnung durch renommierte Zeitschriften veroffentlicht worden. Robert C. Merton
war auch an der Ausarbeitung des Berechnungsmodells beteiligt, publizierte aber einen
separaten Artikel. Daher miisste das Preisberechnungsmodell fiir die Finanzwirtschaft
eigentlich auch seinen Namen tragen, was sich aber nie durchsetzte. Jedoch wurde
im Jahr 1997 Herr Merton gemeinsam mit Herrn Scholes fiir die Entwicklung dieses
Modells mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften geehrt, da Herr Black im
Jahr 1995 verstarb. Die Einmaligkeit und Originalitdt des Black-Scholes-Modells von
den Herren Black, Scholes und Merton ist heute umstritten. Denn bereits 1908 hatte der
Mathematiker Vinzenz Bronzin ein weitgehend identisches Modell entwickelt. Obwohl
die Urheberschaft inzwischen umstritten ist, heifst es weiterhin Black-Scholes-Modell,
da der Begriff sich eingebiirgert hat.?

Zaus Black-Scholes-Modell |5]
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Definition 2.8 Das Black-Scholes-Modell besteht aus einer risikofreien Kapitalan-
lage mit Preisprozess B = (B(t))L, und einer Aktie mit Preisprozess S = (S(t))L,. In

diesem Modell ist die Dynamik von B durch

dB(t) = rB(#t) dt, e[0T,
B(O) bo, bo € ]R*-i-’

und die Dynamik von S unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P durch

dS(t) = aS(t)dt + oS(t)dW(t), te 0,1, (2.11)

S(O) =Sp, Sp € R, '
gegeben, wobei der Momentanzinssatz r € R, o € R und o € R deterministische Kon-
stanten sind und W = (W (t))L, ein eindimensionaler Wiener Prozess beziiglich F
ist. Ferner seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfillt, sodass S die eindeutige
Lésung der stochastischen Differentialgleichung (2.11) ist.

Sei nun das Modell eines Finanzmarkts gegeben, welches aus einer risikofreien Kapi-
talanlage mit Preisdynamik (2.7) und einer Aktie mit Preisdynamik (2.8) besteht. Eine
europiische Kaufsoption® wird folgendermaken definiert:

Definition 2.9 Fine europdische Kaufsoption mit Austibungspreis K € R und
Austibungszeitpunkt T € [0,T*] der zugrunde liegenden Aktie mit Preisprozess
S = (S(t)L, ist ein Vertrag, der folgendermafen definiert wird:

1. Der Besitzer der Option hat zum Zeitpunkt T' das Recht, einen Anteil der zugrunde
liegenden Aktie zum Preis K vom Verkdaufer der Option zu kaufen.

2. Der Besitzer der Option ist keineswegs verpflichtet den Anteil der zugrunde lie-
genden Aktie zu kaufen.

3. Das Recht, den Anteil der zugrunde liegenden Aktie zum Preis K zu kaufen, kann
nur zum Zeitpunkt T ausgetibt werden.

FEine europdische Verkaufsoption’ ist ein Vertrag, der dem Besitzer auf dieselbe
Weise das Recht gibt, einen Anteil der zugrunde liegenden Kapitalanlage zu einem vor-
bestimmten Austibungspreis zu verkaufen. Bei einer amerikanischen Kaufsoption
kann das Recht, einen Anteil der zugrunde liegenden Kapitalanlage zu kaufen, zu jedem
Zeitpunkt bis zum Austibungszeitpunkt ausgetibt werden.

Es sei erwdhnt, dass der Austibungspreis K und der Austibungszeitpunkt T zu dem Zeit-
punkt bestimmt werden, an dem man die Option erwirbt. Dieser Zeitpunkt wird kiinftig
t =0 sein.

Die Gemeinsamkeit dieser Vertrige besteht darin, dass sie alle beziiglich der zugrunde
liegenden Kapitalanlage definiert werden. Deshalb nennt man sie Derivate®.

3engl. call option
“engl. put option
Sengl. contingent claims
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Definition 2.10 Man betrachtet einen Finanzmarkt mit einer Aktie, deren eindimen-
sionaler Preisprozess gleich S = (S(t))L, ist. Ein Derivat mit Ausiibungszeitpunkt
T € [0,T%] ist eine R-wertige, Fr-messbare Zufallsgrifie X. Ein Derivat der Form
X = ®(S(T)) heifst einfaches Derivat, wobei man die Funktion ® : R — R Ver-

tragsfunktion® nennt.

Ein Derivat kann man als einen Vertrag interpretieren, der festlegt, dass sein Besit-
zer zum Ausiibungszeitpunkt 7" den Betrag X erhilt, der positiv, negativ oder null
sein kann. Die Forderung, dass X eine Fp-messbare Zufallsgrofe ist, bedeutet, dass es
zum Zeitpunkt 7" moglich ist den Geldbetrag, der ausbezahlt wird, zu bestimmen. Die
europaische Kaufsoption ist also ein einfaches Derivat mit einer Vertragsfunktion, die
durch

®(r) = max{r — K,0}, z€R,

gegeben ist. Es ist offensichtlich, dass ein Derivat eine finanzielle Kapitalanlage ist, die
auf dem Finanzmarkt einen Preis erzielt. Wie viel sie auf dem Markt wert ist, héngt
natiirlich unter anderem von der Zeit ¢t € [0,7] und dem Preis S(¢) der zugrunde lie-
genden Aktie ab. Das Hauptproblem ist nun, fiir das Derivat einen ,fairen Preis zu
ermitteln. Man verwendet die Bezeichnung (TI(¢; X))7_, fiir den R-wertigen Preispro-
zess des Derivats X'. Im Fall eines einfachen Derivats bezeichnet man den Preisprozess
meistens mit (I1(¢; ®))L,. X beziechungsweise ® ldsst man in der Bezeichnung ofters
weg. Die Bestimmung des Preises zum Ausiibungszeitpunkt 7' € [0, T*] ist einfach. Im
Falle einer européischen Kaufsoption gilt Folgendes:

1. Wenn S(T') > K ist, wird die Option ausgeiibt, um Anteile der zugrunde liegenden
Aktie zum Betrag K zu kaufen. Dann werden die Anteile sofort zum Preis S(7')
verkauft, was einen Nettogewinn von S(7') — K ergibt.

2. Wenn S(T') < K ist, hat die Option Wert 0.

Der einzige verniinftige Preis I1(7") der Option zum Ausiibungszeitpunkt 7" ist daher
INT) = max{S(T) — K, 0}.

Fiir ein allgemeines Derivat X' mit Ausiibungszeitpunkt 7" € [0, T%] gilt also
[(T; X) = X

und fiir ein einfaches Derivat mit Ausiibungszeitpunkt 7' € [0, 7] gilt
I(T;®) = d(S(T)).
Fiir die Ermittlung des Preises zu einem Zeitpunkt ¢ € [0, 7) trifft man die Annahme,
dass der Finanzmarkt arbitragefrei ist. Dieser Begriff wird folgendermafen definiert:

Definition 2.11 Eine Arbitragemdaglichkeit auf einem Finanzmarkt ist ein selbstfi-
nanzierendes Portfolio h, sodass fiir seinen Wertprozess V"

V*(0) =0,

Sengl. contract function
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P(VMT)>0) =1,
P(VMT)>0)>0

fir einen fizen Zeitpunkt T € (0,T*] gilt. Der Finanzmarkt ist arbitragefrei, wenn es
keine Arbitragemaglichkeiten gibt.

Eine Arbitragemoglichkeit ist somit dquivalent zu der Moglichkeit, dass risikolos mit
positiver Wahrscheinlichkeit aus Nichts ein positiver Geldbetrag gemacht werden kann.

Nun macht man folgende Annahme:

Annahme 2.12 Der Preisprozess (11(t; X)), eines Derivats X mit Ausiibungszeit-
punkt T € [0,T"] ist derartig gestaltet, dass es auf dem Finanzmarkt, der aus (B, S,
(II(t; X))E,) besteht, keine Arbitragemdglichkeiten gibt.

Die folgende Proposition zeigt, wie man eine Arbitragemoglichkeit erkennen kann.

Proposition 2.13 Sei ein selbstfinanzierendes Portfolio h gegeben, sodass fiir seinen

Wertprozess V"
dVh(t) = V"()k(t)dt, te 0,7,

gilt, wobei k = (k(t))L, ein stetiger, R-wertiger, F-adaptierter Prozess ist. Bezeichne
r = (r(t))L, den Momentanzinssatz. Dann muss f.s. fir alle t € [0,T*] VMt)k(t) =
VE(t)r(t) gelten, sonst ist h eine Arbitragemdaglichkeit.

Beweisskizze Der Beweis erfolgt fiir konstante & und r.

Sei k > r. Dann wird zum Zinssatz r von der Bank Geld geliehen. Dieses Geld wird
sofort in die Portfoliostrategie h investiert, wo es zum Zinssatz k£ mit k£ > r wéchst. Der
Nettoaufwand zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist somit null, wohingegen das Vermdogen zu jedem
Zeitpunkt t € (0, 7] positiv ist. Das heift es gibt eine Arbitragemoglichkeit.

Wenn k < r ist, wird das Portfolio A leer verkauft, das Geld auf die Bank gegeben und
wieder gibt es eine Arbitragemoglichkeit.

Den Beweis fiir nichtkonstante r und £ fiihrt man auf die gleiche Weise. U

Wenn ein Portfolio also einen Wertprozess besitzt, dessen Dynamik keinen Wiener Pro-
zess enthilt, das heifst ein lokal risikofreies Portfolio ist, muss die Rendite des Portfolios
mit dem Momentanzinssatz iibereinstimmen, damit es keine Arbitragemoglichkeiten
gibt. Anders formuliert ist die Existenz eines Portfolios h dquivalent zu der Existenz
eines Bankkontos mit £ als Momentanzinssatz. Man kann dann die Proposition 2.13
umformulieren, indem man sagt, dass es auf einem arbitragefreien Finanzmarkt nur
einen Momentanzinssatz geben kann.

Um wieder zu der Ermittlung des Preises II(¢; X') eines Derivats X' mit Ausiibungs-
zeitpunkt T € [0, 7*] zu einem Zeitpunkt ¢ € [0,7) zuriickzukommen, sollte erwihnt
werden, dass X génzlich beziiglich der zugrunde liegenden Aktie definiert ist. Man legt
den Preis des Derivats X daher beziiglich des Preises der zugrunde liegenden Aktie fest.

Nun macht man folgende Zusatzannahme an den Finanzmarkt:
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Annahme 2.14

1. Das fragliche Derivat X mit Austibungszeitpunkt T € [0, T*] kann auf einem Fi-
nanzmarkt ge- und verkauft werden.

2. Der Finanzmarkt ist arbitragefres.

3. Der Preisprozess (I1(t; X)), des Derivats X hat die Form
I(t; &) = F(t,5(), 0<t<T,

wobei F € C2([0,T] x R%) eine R-wertige Funktion und S = (S(t))L, der
eindimensionale Preisprozess der zugrunde liegenden Aktie ist.

2.1.3 Die Black-Scholes-Gleichung

In diesem Kapitel 2.1.3 wird nun in einem konkreten Modell bestimmt, welche Form
die Funktion F' aus der Annahme 2.14 hat, wenn der Finanzmarkt arbitragefrei ist. Im

gesamten Kapitel 2.1.3 arbeitet man auf einem vollstdndigen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) mit einer Filtrierung F = (F,)L,.

Satz 2.15 (Black-Scholes-Gleichung) Man betrachtet ein verallgemeinertes Black-
Scholes-Modell, welches aus einer risikofreien Kapitalanlage mit Preisprozess B =
(B(t)E, und einer Aktie mit Preisprozess S = (S(t))L, besteht. In diesem Modell
st die Dynamik von B durch

dB(t) =rB(t)dt, te|0,T7],
B(0) = by, by e R,
und die Dynamik von S unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P durch
dS(t) = a(t,St))S(t)dt +o(t,S(t))S(t)dW(t), te[0,T%],
S(0) =s0, so€R,
gegeben, wobei der Momentanzinssatz r € R eine deterministische Konstante ist, o :
0, 7] xR — R und o : [0,T*] xR — R gegebene deterministische Funktionen sind und
W = (W(t)E, ein eindimensionaler Wiener Prozess beziiglich F ist. Die Bedingungen
der Proposition A.35 seien erfillt, sodass S die eindeutige Lisung der stochastischen
Differentialgleichung (2.12) ist. Ferner sei S positiv und reellwertig und X = ®(S(T"))

ein einfaches Derivat mit Ausibungszeitpunkt T € [0, T*], welches auf dem Finanzmarkt
gehandelt wird. Der Preisprozess (I1(t))_, = (IL(¢; @), von X sei durch

(t) = F(t,S(t), tel0,T], (2.13)
BF(t S( )

(2.12)

gegeben, wobei F € CH2([0, T xR%) eine R-wertige Funktion ist. Ferner sei S(t)
# F(t,S(t)) fir alle t € [0,T]. Dann ist die einzige Preisfunktion ' der Form (2 13)
die keine Arbitragemdglichkeiten zuldsst, die Losung des folgenden Grenzwertproblems
im Bereich [0,T] x R%, wobei die Indizes der Funktion F' die entsprechenden partiellen
Ableitungen kennzezchnen:

1
Fi(t,s) +rsFs(t,s) + 502(1&, 8)s°Fl(t,s) —rF(t,s) =0,
F(T,s) = ®(s).

(2.14)
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Beweis Zunichst wird die Preisdynamik des einfachen Derivats X = ®(S(7")) mit
Ausiibungszeitpunkt 7" € [0,7*] berechnet: Die Anwendung der Ito-Formel (A.10) auf
(2.13) beziehungsweise (2.12) ergibt

dIL(t) = an (DII(E) dt + o (DI dW(E), € [0,T],

wobel die Prozesse o, und o, durch

(t) = Fi(t, S(t) + a(t, S(#)S() Fs(t, S{t))
e F(L,5(0) .
30° (4 SO)S* O Ft S(1) o .
F(t, S(t)) ! ? )
o () = o(t, S(?(f’(;)g;;t, S(t))’ ce o, -

gegeben sind. Die Indizes der Funktion F' in den Gleichungen (2.15) und (2.16) kenn-
zeichnen die entsprechenden partiellen Ableitungen. Nun gestaltet man ein selbstfinan-
zierendes Portfolio, welches aus der zugrunde liegenden Aktie und dem einfachen Deri-
vat besteht. Sei (us = (us(t))y, ur = (ux(t))]_,) das entsprechende relative Portfolio.
Die Anwendung der Gleichung (2.1) auf dieses Portfolio ergibt die Dynamik seines Wer-
tes V,

AV (t) =V (t) {us(t) (a(t, S(t)) dt + o(t, S(t)) dW (t)) + ux(t) (ax(t) dt + o (t) dW(t))}

=V () (us(t)a(t, S(1)) + ux(t)ax(t)) di

F V() (us(t)a(t, S(1)) + ux () (1) dW (), € [0,T], (2.17)

wobei man annimmt, dass V(¢) # 0 fiir alle ¢ € [0,77] ist. Es sei erwihnt, dass beide
Ausdriicke in den Klammern der Gleichung (2.17) linear sind. Ferner muss das relative
Portfolio die Bedingung

us(t) +ur(t) =1

fiir alle ¢ € [0, 7] erfiillen. Daher definiert man dieses durch das lineare Gleichungssys-
tem

us(t) +ux(t) =1,

te0,7). 2.18
wo(t,50) + ur oty =0, <7 219
Aufgrund dieser Definition verschwindet der dW-Term in (2.17) und es folgt

dV (1) = V(t)(us(t)alt, S(t)) + ux(t)ox(t)) dt, € [0,T].

Also hat man ein lokal risikofreies Portfolio erhalten. Wegen der Bedingung, dass der
Finanzmarkt arbitragefrei sein muss, gilt (Proposition 2.13)

us(t)a(t, S(t)) + ur(t)or(t) =7, te€[0,T]. (2.19)
Das Gleichungssystem (2.18) hat die Losungen

o (t)
or(t) —o(t, S(t)’

us(t) = t e [0,7), (2.20)
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o(t, 5(t))
ox(t) —o(t,5(1))
(2.16) setzt man nun in (2.20) und (2.21) ein und es folgt

un(t) = e [0,7]. (2.21)

SR SW)

w0 = 5wEr sw) - Fisw) 0T (2.22)
B F(LS(1))

=) = 5oREs0) - Fesa) < 0T (2.23)

Wenn man (2.15), (2.22) und (2.23) in die Bedingung (2.19) einsetzt, ergibt sich nach
einigen Rechnungen die Relation

Fi(t, S(@)+rS () F(t, S(1))+ ; (8, S(6))S* () Fus(t, S(t)) —rF(t,S(t)) = 0, t€[0,T].

Diese und die Bedingung

aus Kapitel 2.1.2 miissen mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir jedes fixe ¢ € [0, T'] gelten. Ferner
kann man zeigen, dass unter Vorraussetzung einiger schwacher Annahmen, die in diesem
Modell erfiillt sind, die Verteilung von S(¢) fiir jedes fixe t € (0, 7] Tréger auf der ganzen
positiven, reellen Linie besitzt. Daher muss F' folgende partielle Differentialgleichung
im Bereich [0, 7] x R* erfiillen:

1
Fi(t,s) +rsFi(t,s) + 502(15, 8)s°Fl(t,s) —rF(t,s) =0,
F(T,s) = ®(s).
U

Es sei erwihnt, dass die Gleichung (2.14) nicht die lokale Durchschnittsrendite o der
zugrunde liegenden Aktie enthélt. Insbesondere bedeutet dies, dass die lokale Rendite
keine Rolle spielt, wenn der Preis eines Derivats ermittelt wird. Der einzige wichtige
Parameter ist die Volatilitdt o. Daher hat ein Derivat mit einer fixen Volatilitat fiir jede
Rendite denselben Preis. Dieses Phinomen ist eng verkniipft mit der Tatsache, dass der
Preis eines Derivats beziiglich des Preises der zugrunde liegenden Aktie festgelegt wird.

2.1.4 Risikoneutrale Bewertung

In diesem Kapitel 2.1.4 wird eine explizite Formel fiir die Funktion F' aus dem Satz
2.15 gegeben. Im gesamten Kapitel 2.1.4 arbeitet man auf einem messbaren Raum
(2, F) mit einer Filtrierung F = (F,)_,. Sei ferner P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
diesem Raum und der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) vollstindig. Man betrachtet
ein verallgemeinertes Black-Scholes-Modell, welches aus einer risikofreien Kapitalanlage
mit Preisprozess B = (B(t)), und einer Aktie mit Preisprozess S = (S(t))._, besteht.
In diesem Modell ist die Dynamik von B durch

dB(t) = rB(t)dt, te 0,77,

2.24
B(0) = by, by €RY, (224)
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und die Dynamik von S unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf P durch

dS(t) = a(t, S(t)S(t) dt + o(t, S{E)S(t) dW (1), te€[0,T%,

2.25
S(O) =50, So € R, ( )

gegeben, wobei der Momentanzinssatz r € R eine deterministische Konstante ist,
a: [0, 7] x R - Rund o : [0,7%] x R — R gegebene deterministische Funktionen
sind und W = (W (¢))L, ein eindimensionaler Wiener Prozess beziiglich F ist. Ferner
seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfiillt, sodass S die eindeutige Losung der
stochastischen Differentialgleichung (2.25) ist.

Nun definiert man einen Prozess a = (a(t))L, durch

alt) = alt,S(t) —r
o(t,S(t)

und einen Prozess Z = (Z(t))L, durch

te 0,77,

Z(t) = exp —/a(s) dW (s) —%/a(s)2 ds p, tel0,T7].

Man nimmt an, dass a die Novikov Bedingung (A.20) erfiillt. Ferner definiert man auf
dem messbaren Raum (€2, F) ein Mal ) durch

dQ .
T = 2T,

Dann ist ) laut dem Satz von Girsanov A.42 ein zu P aquivalentes Wahrscheinlich-
keitsma® und der Prozess W = (W (¢))L,, der durch

W) = () + / a(s)ds, te 0,77,

gegeben ist, ein Wiener Prozess beziiglich F unter (). Unter dem Wahrscheinlichkeitsmafs
@ ist die Dynamik des Preisprozesses S somit durch

dS(t) = rS(t) dt + o(t, S()S(E) dW (1), € [0,T"],
S(O) = Sg, So € ]R,

gegeben. Um die zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P und () zu unterscheiden, trifft man
nun folgende Annahmen:

Annahme 2.16

1. E bezeichnet den Erwartungswert, der unter dem Wahrscheinlichkeitsmafi P ge-
nommen wird, und E® bezeichnet den Erwartungswert, der unter dem Wahir-
scheinlichkeitsmafl () genommen wird.

2. W bezeichnet einen P-Wiener Prozess (das heift einen Wiener Prozess unter
dem Wahrscheinlichkeitsmaf$ P) und W bezeichnet einen Q- Wiener Prozess (das
heifit einen Wiener Prozess unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf Q).
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Satz 2.17 (Risikoneutrale Bewertung) Man betrachtet ein verallgemeinertes Black-
Scholes-Modell mit der in (2.24) definierten Preisdynamik der risikofreien Kapitalanlage
und der in (2.25) unter dem Wahrscheinlichkeitsmafs P definierten Preisdynamik der
Aktie. Sei S positiv und reellwertig und X = ®(S(T)) ein einfaches Derivat mit Aus-
tibungszeitpunkt T € [0, T, welches auf dem Finanzmarkt gehandelt wird. Ferner sei
der Preisprozess (I1(t; @)L, von X durch

(t; ®) = F(t,S(t), te[0,T], (2.26)

gegeben, wobei F € CY2([0,T] x R%) eine R-wertige Funktion ist. Sei S(t)w #
F(t,S(t)) fir alle t € [0,T] und sei der Prozess

(g(u, St,s(u))Sus(“)w> Z_o

in L* (siehe Definition A.16), wobei der Prozess Sis = (S;s(t)), durch (2.27) definiert
wird. Dann ist die einzige Preisfunktion F der Form (2.26), die keine Arbitragemdg-
lichkeiten zuldsst, durch

F(t,s) = e "TVER(S,s(T))], (ts) € 0,T] x R,

gegeben, wobei die QQ-Dynamik von Sy, (die Dynamik von Sy s unter dem Wahrschein-
lichkeitsmaf Q) im Intervall [t,T] durch

dSys(u) = rSes(u) du+ o(u, Sy s(u))Ses(u) dW (u),

0<t<u<T, scR, (227
St,s(t):S, StSUS S + ( )

gegeben ist. W = (W (t))L, ist ein eindimensionaler Q- Wiener Prozess beziiglich F und
die Indizes in Sy s heben hervor, dass der Anfangswert zum Zeitpunkt t gleich s ist.

Beweis Laut Satz 2.15 ist die Funktion F die Losung der Preisgleichung (2.14). Diese
wiederum ist dquivalent zum Grenzwertproblem der Feynman-Kaé-Formel (siehe Pro-
position A.40). Laut Proposition A.40 folgt somit

F(t,s) = e TVEQD(S,(T))], (t.5) € [0,T] x RY.
wobei die -Dynamik von S; s im Intervall [¢, 7] durch

dSys(u) = rSis(u) du+ o(u, S s(u))S:s(w) dW (u),

0<t<u<T, seR,
Sis(t) = s, - T *

gegeben ist. O

Fiir die Berechnung des Erwartungswertes wird nicht das Wahrscheinlichkeitsmafs
P, sondern das Mafs () genommen. Dieses heifst risikoabhiingiges Mafl oder auch
Martingalmafs. Der Grund fiir diesen Namen ist, dass der diskontierte Prozess #(?Z fiir
alle t € [0, 7] ein Martingal unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf () ist. Diese Eigenschaft

wird in der folgenden Proposition behandelt.
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Proposition 2.18 Im Black-Scholes-Modell hat der Preisprozess (IL(t))E, jeder ge-
handelten Kapitalanlage, sei es die zugrunde liegende Aktie oder das Derivat, die Ei-
genschaft, dass der diskontierte Preisprozess
11(%)
Z(t) = —=

ein Martingal unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl () ist.

te0,77],

Beweis Erliduterungen zum Beweis der Proposition 2.18 finden sich im Buch Arbitrage
Theory in Continous Time von Thomas Bjork [4] im Kapitel 6.4 auf der Seite 87. [

2.1.5 Die Black-Scholes-Formel

In diesem Kapitel 2.1.5 wird der arbitragefreie Preis einer europaischen Kaufsoption
im Black-Scholes-Modell ermittelt. Im gesamten Kapitel 2.1.5 arbeitet man auf einem
messbaren Raum (2, F) mit einer Filtrierung F = (F;)L . Sei ferner P ein Wahrschein-
lichkeitsmafs und @ ein Martingalmafl auf diesem Raum und seien die Wahrscheinlich-
keitsraume (2, F, P) und (Q, F, Q) vollstandig.

Proposition 2.19 (Black-Scholes-Formel) Man betrachtet das Black-Scholes-Mo-
dell, welches aus einer risikofreien Kapitalanlage mit Preisprozess B = (B(t))L, und
einer Aktie mit Preisprozess S = (S(t))], besteht. In diesem Modell ist die Dynamik

von B durch

dB(t) = rB(t)dt, te 0,77,
B(0) = by, by €R",

und die Dynamik von S unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P durch

dS(t) = aS(t)dt + oS(t)dW(t), te€0,T,

2.28
S(O) = Sp, Sp € R, ( )

gegeben, wobei der Momentanzinssatz r € R, a € R und 0 € R deterministische Kon-
stanten sind und W = (W (t))L, ein eindimensionaler P-Wiener Prozess beziiglich F
ist. Die Bedingungen der Proposition A.35 seien erfillt, sodass S die eindeutige Lo-
sung der stochastischen Differentialgleichung (2.28) ist. Sei S positiv und reellwertig.
Ferner betrachtet man eine europdische Kaufsoption mit Austibungspreis K € R und
Austibungszeitpunkt T € [0,T*], die auf dem Finanzmarkt gehandelt wird und deren
zugrunde liegende Kapitalanlage die oben definierte Aktie mit Preisprozess S ist. Der
Preisprozess (11(t))L, dieser europdischen Kaufsoption sei durch

I1(t) = F(t,S(t)), te][0,T], (2.29)
gegeben, wobei F € CH2([0, T|xR?) eine R-wertige Funktion ist. Ferner sei S(t)%

# F(t,S(t)) fir allet € [0,T] und sei der Prozess

(o502t

u=0
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in L? (siehe Definition A.16), wobei die Q-Dynamik des Prozesses Sy = (Si.s(t))y im
Intervall [t,T) durch

dSys(u) = rSys(u) du+ oS s(u) dW (u),

0<t<u<T, seR,
Sts(t) = s, - T +

gegeben ist und W = (W (t))L, ein eindimensionaler Q- Wiener Prozess beziiglich F ist.
Dann ist die einzige Preisfunktion F' der Form (2.29), die keine Arbitragemdglichkeiten
zuldsst, durch

F(t,s)=s-N[di(t,s)] —e " TVK - Ndy(t,5)], (t,5)€[0,T) xR,
F(T,s) =max{s — K,0}, seR},

gegeben. N ist die kumulative Verteilungsfunktion der N0, 1]-Verteilung, das heifst

Nla] = %_/ exp {—22_2} dz, z€R, (2.30)

und
d(t,s) = ﬁ (hl (%) * (T - %(72) - t>) " (t,s) €[0,T) x R~

Beweis Die europiische Kaufsoption ist ein einfaches Derivat ®(S(7")) mit Ausiibungs-
zeitpunkt 7" € [0,7%] und die einzige Preisfunktion F' der Form (2.29), die keine Arbi-
tragemoglichkeiten zulésst, ist somit laut Satz 2.17 durch

F(t,s) = e "TOERD(S, (T))], (t,5)€0,T] xR, (2.31)
gegeben, wobei die @-Dynamik von S; ¢ im Intervall [t, 7] durch

dSys(u) = rSes(u) du+ oS s(u) dW (u),

0<t<u<T, seR:, 2.32
St,s(t):S, Stxux> S + ( )

gegeben ist. Die stochastische Differentialgleichung (2.32) ist eine geometrische Brown’
sche Bewegung und laut Proposition A.38 kann man S; ;(7") daher als

S,u(T) = - exp { (7’ _ %&) (T —t) + o(W(T) — W(t))} , te0.T), s€eR,

darstellen. Somit ist S; ((T') = se¥’, wobei Y eine stochastische Variable mit Verteilung

N Kr — 302) (T—t),aQ(T—t)} , t€l0,T],

ist. Diese Ergebnisse setzt man in die Preisgleichung (2.31) ein und es folgt

o0

F(t,s) =e Y / O(se?) f(y)dy, (t,s) €[0,T) x RY, (2.33)

—0o0
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F(T,s) =®(s), seRY,

wobei f die Dichtefunktion der stochastischen Variablen Y ist, das heift

B 1 1 (y—(r—1a)(T -1\’
f(y)—mexp<—§( VT 1 )), yeR, tel0,T).

Sts(T) kann man auch als

Syo(T) = s - exp {f(T )+ az¢ﬂ}

darstellen, wobei s € R, 7 = (r — %O’z) , t €10,T], und Z eine standardnormalverteil-
te Variable ist. Die Vertragsfunktion & einer européischen Kaufsoption hat die Form
®(z) = max{x — K, 0} fiir alle 2 € R. Das Integral in (2.33) wird daher zu

]O max {s . exp {f(T )+ azm} ~ K, o} o(2)dz, (t,s) € [0,T)xR%, (2.34)

wobei ¢ die Dichte der N[0, 1]-Verteilung ist, das heifst

1 22
gp(z):mexp 5[ z e R.

Der Integrand im Integral (2.34) verschwindet, wenn

S+ exp {f(T—t) —I—UZ\/YTt} <K

ist, das heiflt, wenn z < zy ist, wobei zg durch

()T
0 oVl —1t ’

definiert wird. (2.34) kann man daher als

(t,s) € [0,T) x R,

j(s - exp {f(T —t)+ azm} - K) o(z)dz =

20
00

/ <s - exp {f(T —t)+ azx/ﬂ}) o(z)dz — fK(p(z) dz, (t,s)€[0,T) xR,

20
Z

A B
darstellen. Es gilt
B=K-P(z> z),

und da die N[0, 1]-Verteilung symmetrisch ist, folgt

B=K- Pz < —z).



2.2 Vollstandigkeit und Hedging 31

Die Anwendung der kumulativen Verteilungsfunktion der A[0, 1]-Verteilung (2.30) auf
B ergibt

Das Integral A berechnet man folgendermafsen:

o0

SeF(T—t) - 1
A= explozV/T —t — =22} dz
V2T / { 2

20

Ser(T_t) i 1 9 *
= [er g (v T) fae e xry

20

A beinhaltet die Dichte einer N [a\/T —t, 1]—Verteilung. Somit gilt
A=se"T V. P(Z' > 2), (ts)€[0,T)xRx,

wobei Z' N [ov/T —t,1]-verteilt ist. Wenn Z’ zu einer N[0, 1]-Variablen normalisiert
und Symmetrie angewendet wird, folgt

A= SeT(T_t) . N |:_ZO + U\/T - t} 5 (t, S) € [0, T) X Rj_
Zusammenfassend gilt also

F(t,s)=s-N [—zo +oVT — t} — e "TOR . N [—2)]
=5 - Ndy(t,8)] — e " T DK - Ndo(t,s)], (t,s)€[0,T) xR,

1 S 1,
dy(t,s) = a\/ﬁ(ln E)+<r+§a)(T—t)), (t5) € [0.T) x R,
dy(t,s) = di(t,s) —ovVT —t

ist. U

2.2 Vollstandigkeit und Hedging

In Kapitel 2.1 musste fiir die Ermittlung des arbitragefreien Preises eines einfachen
Derivats angenommen werden, dass dieses tatsichlich auf dem Finanzmarkt gehandelt
wird und a priori einen Preis besitzt. In diesem Kapitel 2.2 geht man jedoch fiir die
Ermittlung eines arbitragefreien Preises von einem etwas anderen Standpunkt aus, der
zwei Vorteile mit sich bringt: Man muss nicht mehr annehmen, dass das Derivat tat-
siachlich auf den Finanzmarkt gehandelt wird, und es wird ein eindeutiger Preis fiir
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dieses ermittelt.

Im gesamten Kapitel 2.2 arbeitet man auf einem vollstindigen Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, F, P) mit einer Filtrierung F = (F;)L,. Zuniichst betrachtet man einen Fi-
nanzmarkt mit einem N-dimensionalen Preisprozess S = {S(t) = (S1(t),...,Sn(t));
t € [0,7*]}, N € N*. Dieser Prozess S ist wie iiblich der Preisprozess der exogen ge-
gebenen, zugrunde liegenden Kapitalanlagen und es soll der Preis eines Derivats X
mit Ausiibungszeitpunkt 7" € [0, 7] ermittelt werden. Dafiir nimmt man an, dass alle
zugrunde liegenden Kapitalanlagen auf dem Finanzmarkt gehandelt werden. Es wird
jedoch nicht angenommen, dass ein a priori Finanzmarkt oder Preisprozess fiir das
Derivat existiert. Ferner sei der zugrunde liegende Finanzmarkt arbitragefrei.

Definition 2.20 Ein Derivat X mit Austibungszeitpunkt T € [0, T*] kann repliziert
oder gehedgt werden, wenn ein selbstfinanzierendes Portfolio h existiert, sodass

ViHT) =X P-fs.

ist. In diesem Fall ist h ein Hedge gegen X . Alternativ nennt man h ein replizierendes
Portfolio oder Hedgeportfolio. Der Finanzmarkt ist vollstandig, wenn jedes Derivat
repliziert werden kann.

Man betrachtet nun ein fixes Derivat X mit Ausiibungszeitpunkt 7° € [0,7*] und
nimmt an, dass dieses durch ein selbstfinanzierendes Portfolio A repliziert werden kann.
Dann wird folgendes Gedankenexperiment durchgefiihrt:

1. Seit € [0,T] ein fixer Zeitpunkt.
2. Man nimmt an, das man zum Zeitpunkt ¢ den Geldbetrag V" (t) besitzt.

3. Dieses Geld verwendet man, um das Portfolio h(t) zu kaufen. Wenn nun die
Portfoliostrategie im Zeitintervall [t, 7] verfolgt wird, kostet das nichts, da h
selbstfinanzierend ist. Zum Zeitpunkt 7" hat das Portfolio dann den Wert V(7).

4. Laut Definition 2.20 ist der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt 7" P-f.s. gleich X,
ungeachtet der stochastischen Preisbewegungen im Intervall [t, 7).

5. Aus rein finanzieller Sicht ist das Halten eines Portfolios A also dquivalent zum
Halten eines Derivats X.

6. Der korrekte® Preis II(t; X') von X zum Zeitpunkt ¢ ist daher P-f.s. gleich V"(¢).

7. Der eindimensionale Preisprozess (II(¢,X))[_, des replizierbaren Derivats X ist
somit P-f.s. durch
I(t, x) = Vi), telo,T], (2.35)

gegeben.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Form (2.35) des Preisprozesses (I1(¢, X'))l_, etwas
mit Arbitragefreiheit zu tun hat.
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Proposition 2.21

1. Angenommen ein Derivat X mit Ausibungszeitpunkt T" € [0,T*] kann durch ein
selbstfinanzierendes Portfolio h repliziert werden. Dann ist der einzige Preispro-
zess (I(t, X)), von X, der keine Arbitragemdglichkeiten zulisst, durch

I(t; ) = V"(t), telo,T],

gegeben.

2. Wenn ein Derivat X mit Austibungszeitpunkt T' € [0, T*] sowohl durch ein selbst-
finanzierendes Portfolio g als auch durch ein selbstfinanzierendes Portfolio h re-
pliziert werden kann, ist VI(t) = V(t) fiir alle t € [0, T] mit Wahrscheinlichkeit
1.

Beweis Der Beweis der Proposition 2.21 wird im Buch Arbitrage Theory in Continous
Time von Thomas Bjork [4] im Kapitel 7.1 auf der Seite 100 erldutert. O

Der folgende Satz behandelt die Vollstdndigkeit in einem verallgemeinerten Black-
Scholes-Modell.

Satz 2.22 Man betrachtet ein verallgemeinertes Black-Scholes-Modell, welches aus ei-
ner risikofreien Kapitalanlage mit Preisprozess B = (B(t)), und einer Aktie mit

Preisprozess S = (S(t))L, besteht. In diesem Modell ist die Dynamik von B durch

dB(t) =rB(t)dt, te|0,T7],
B(O) = bo, bo € Rj_,

und die Dynamik von S unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf$ P durch

dS(t) = a(t, S()S(t) dt + o(t, S{t)S(t) dW (1), te€[0,T",

2.
S(0) =sg, so€R, (2:36)

gegeben, wobei der Momentanzinssatz v € R eine deterministische Konstante ist, « :
0,7] x R = R und o : [0,7*] x R — R gegebene deterministische Funktionen sind
und W = (W(t))L, ein eindimensionaler P-Wiener Prozess beziiglich F ist. Ferner
seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfillt, sodass S die eindeutige Lisung
der stochastischen Differentialgleichung (2.36) ist. Wenn o(t,s) € R% fiir alle (t,s) €
[0, 7] xR ist, kann jedes Derivat mit Ausibungszeitpunkt T € [0, T*], welches beziiglich
der von S(T) erzeugten o-Algebra messbar ist, repliziert werden.

Beweis Erlduterungen zum Beweis der Proposition 2.22 finden sich im Buch Arbitrage
Theory in Continous Time von Thomas Bjork [4] im Kapitel 7.2 auf der Seite 100. O

In der folgenden Heuristik wird erldutert, unter welchen Voraussetzungen ein be-
stimmtes Modell vollstindig und/oder arbitragefrei ist.

Heuristik 2.23 Sei M € N die Anzahl der zugrunde liegenden Kapitalanlagen im be-
trachteten Modell, ohne die risikofreie Kapitalanlage, und sei R € N die Anzahl der ,,zu-
falligen Quellen®. Hier wird keine genaue Definition einer ,zufdlligen Quelle” gegeben,
aber das typische Beispiel ist ein Wiener Prozess. Es gelten dann folgende Relationen:
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1. Das Modell ist dann und nur dann arbitragefrei, wenn M < R ist.
2. Das Modell ist dann und nur dann vollstindig, wenn M > R ist.

3. Das Modell ist dann und nur dann vollstindig und arbitragefrei, wenn M = R ist.

Erlduterung: Vorweg sei erwihnt, dass Vollstindigkeit und Arbitragefreiheit entge-
gengesetzt arbeiten. Man betrachtet ein Modell mit M € N zugrunde liegenden Ka-
pitalanlagen und einer risikofreien Kapitalanlage, das heift das Modell besitzt M + 1
Kapitalanlagen. Man nimmt an, dass die Preisprozesse der zugrunde liegenden Kapi-
talanlagen R € N jzufillige Quellen beinhalten. Sei diese Anzahl R fix. Dann ist jede
zugrunde liegende Kapitalanlage, die dem Modell hinzugefiigt wird, ohne dass R er-
hoht wird, eine potentielle Arbitragemoglichkeit. Damit ein Modell also arbitragefrei
ist, muss die Anzahl M der zugrunde liegenden Kapitalanlagen im Vergleich zu der
Anzahl R der ,zufilligen Quellen” klein sein. Andererseits liefert jede zugrunde liegende
Kapitalanlage, die dem Modell hinzugefiigt wird, ohne dass R erhoht wird, eine neue
Moéglichkeit, ein gegebenes Derivat zu replizieren. Das heifst, ein vollstdndiges Modell
verlangt, dass die Anzahl M der zugrunde liegenden Kapitalanlagen im Vergleich zu
der Anzahl R der ,zufilligen Quellen® grofs ist.

2.3 Anleihen und Zinssatze

In diesem Kapitel 2.3 werden Nullkuponanleihen’, diverse Zinssiitze, Kuponanleihen®,
Zinsswaps® und Renditen'? vorgestellt. Im gesamten Kapitel 2.3 arbeitet man auf einem
vollstiindigen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) mit einer Filtrierung F = (F)L,.

2.3.1 Nullkuponanleihen

Definition 2.24 Fine Nullkuponanlethe mit Falligkeitszeitpunkt T € [0,T*| ist
ein Vertrag, der seinem Besitzer zum Zeitpunkt T eine einmalige Zahlung von 1 garan-
tiert. Diese Zahlung heiffit Nennwert oder Nominalwert. Den Preis so einer Anleihe
zum Zeitpunkt t € [0, T] bezeichnet man mit p(t,T').

Die Definition, dass der Nennwert gleich 1 ist, trifft man, da dies rechnerisch einfacher
zu handhaben ist.

Annahme 2.25 Man nimmt Folgendes an, um einen hinreichend geregelten Anlethen-
markt zu garantieren:

1. Es existiert ein Finanzmarkt fir Nullkuponanleihen mit Fdilligkeitszeitpunkt T fiir
jedes T € [0,T™].

2. Die Abbildung [t,T*] 5 T — p(t,T) ist fir jedes fize t € [0, T differenzierbar.

Tengl. zero coupon bonds
8engl. coupon bonds
Yengl. interest rate swaps
Yengl. yields
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3. Die Relationen p(t,T) > 0 und p(T,T) = 1 gelten fir allet, T mit 0 <t <T <

T~.

Die Relationen p(¢,7') > 0 und p(7,T) = 1 sind notwendig, um Arbitragemdoglichkeiten
zu vermeiden. p(t,T') ist also stochastisch mit zwei Variablen ¢ und 7'. Es gilt:

L. p(t,T) ist fiir ein fixes t € [0, 7] eine Funktion von 7" € [¢, T*]. Diese liefert Preise

fiir Nullkuponanleihen mit allen moglichen Falligkeitszeitpunkten zu einem fixen
Zeitpunkt t. Der Graph dieser Funktion heifit ,die Preiskurve einer Anleihe zum
Zeitpunkt ¢ oder ,die Zinsstruktur!! zum Zeitpunkt #“. Gewohnlich ist der Graph
sehr glatt, das heift die Abbildung [t, 7*] 5 T' +— p(t, T) ist fiir jedes fixe ¢t € [0, T"]
differenzierbar. Diese Eigenschaft ist eigentlich Teil der Annahme 2.25.

. (p(t, 7))L, ist fiir einen fixen Filligkeitszeitpunkt 7' € [0, 7] ein stochastischer

Prozess. Dieser Prozess liefert die Preise der Nullkuponanleihe mit fixem Féllig-
keitszeitpunkt 7" zu verschiedenen Zeitpunkten. Die Trajektorien sind gew6hnlich
sehr irregulér.

2.3.2 Zinssatze

Gegeben der Anleihenmarkt aus Kapitel 2.3.1 werden nun diverse Zinssitze definiert.
Folgendes Konstruktionsprinzip soll fiir die Festlegung der Zinssétze in der nachstehen-
den Definition 2.26 als Motivation dienen: Sei ¢ ein fixer Ausgangszeitpunkt und seien
S, T zwei weitere fixe Zeitpunkte mit 0 <t < S < T < T*. Der direkte Weg ist einen
Vertrag zum Zeitpunkt ¢ abzuschliefsen, der eine Investition von 1 zum Zeitpunkt S
erlaubt und im Intervall [S, T| eine F;-messbare Rendite einbringt, die zum Zeitpunkt
t folgendermafen bestimmt wird:

1.

. Mit diesem Ertrag kauft man genau

Zum Zeitpunkt ¢ verkauft man eine Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt S
und Preis p(t, S). Dies bringt einen Geldbetrag von p(t, S) ein.
p(tS5)

p(t,T)
punkt 7" und Preis p(¢,T). Somit ist die Nettoinvestition zum Zeitpunkt ¢ gleich

null.

Nullkuponanleihen mit Falligkeitszeit-

Zum Zeitpunkt S ist die Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt S féllig. Man
muss also 1 zahlen.

Zum Zeitpunkt T sind die Nullkuponanleihen mit Falligkeitszeitpunkt 7T fallig.

Dies bringt einen Geldbetrag von 1 pro Stiick ein, also einen Ertrag von 5 g;;

. Ausgehend von einem Vertrag zum Zeitpunkt ¢ liefert eine Investition von 1 zum

p(t,S)
p(t,T)

Zeitpunkt S daher einen Geldbetrag von zum Zeitpunkt 7.

Zum Zeitpunkt ¢t hat man somit einen Vertrag abgeschlossen, der einen risiko-
losen Zinssatz im zukiinftigen Intervall [S,T] garantiert. So ein Zinssatz heifst
Terminzinssatz'2.

Yengl. term structure
2engl. forward rate



36 Kapitel 2 Stochastische Zinsmodelle

Man verwendet zwei (von vielen moglichen) Methoden, um Terminzinssidtze zu no-
tieren: einfache Zinssidtze und Zinsintensititen. Einfache Zinsen werden am Ende des
Bezugszeitraums bezahlt, wihrend eine Verzinsung mit einer Zinsintensitidt eine lau-
fende Ausschiittung garantiert, die durch den Zinseszinseffekt zu einem exponentiellen
Wachstum fithrt. Sei 0 < ¢t < § < T < T*. Der einfache Terminzinssatz oder
LIBOR!"-Terminzinssatz L(t; S,T) ist die Losung der Gleichung

p(t, S)
p(t,T)

und die Terminzinsintensitéit'* R(¢; S, T) 16st die Gleichung

1+ (T = S)L(t;S,T) =

CREST)(T-S) _ p(t,S)
p(t,T)

wobei p(t, S) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt S zum Zeitpunkt
t und p(t,T') der Preis einer Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt 7" zum Zeitpunkt
t ist. Die einfache Zinssatznotation wird auf dem Finanzmarkt verwendet, wohingegen
die konforme Zinssatznotation in theoretischen Zusammenhéngen beniitzt wird. Sie sind
natiirlich sinngemafs dquivalent. Formal werden die Zinssitze folgendermafen definiert:

Definition 2.26 Sei der Anlethenmarkt aus Kapitel 2.3.1 gegeben und seien t, S, T
fize Zeitpunkte mit 0 <t < S < T <T*. p(t,S) ist der Preis einer Nullkuponanleihe mit
Filligkeitszeitpunkt S zum Zeitpunkt t, p(t,T') ist der Preis einer Nullkuponanleihe mit
Filligkeitszeitpunkt T' zum Zeitpunkt t und p(T, S) ist der Preis einer Nullkuponanleihe
mit Falligkeitszeitpunkt S zum Zeitpunkt T

1. Der einfache Terminzinssatz oder LIBOR-Terminzinssatz fir [S,T], der
zum Zeitpunkt t vertraglich abgeschlossen wird, wird durch

p(t, T) - p(t, S)

L(t;S,T) = —
I
definiert.
2. Der einfache Kassazinssatz!’ oder LIBOR-Kassazinssatz fir [S,T] wird
durch (S.7) 1
p{o, B
L(S,T) = —
S TR
definiert.

3. Die Terminzinsintensitdt fir [S,T], die zum Zeitpunkt t vertraglich abgeschlos-
sen wird, wird durch

~Inp(t,T) —Inp(t,S)

R(t;S,T) = T=3)

definiert.

13 London Interbank Offered Rate
Mengl. continuously compounded forward rate
YBengl. spot rate
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4. Die Kassazinsintensitat'® fir [S,T] wird durch

_Inp(S,T)

R(ST) = 7 2

definiert.
Seien t, T fize Zeitpunkte mit 0 <t <T < T*.

5. Der sofortige Terminzinssatz mit Falligkeitszeitpunkt T', der zum Zeitpunkt t
vertraglich abgeschlossen wird, wird durch

Olnp(t,T) — op(t,T) 1
or or  p(t,T)

ft,T) =

definiert, wobei p(t,T) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Failligkeitszeitpunkt
T zum Zeitpunkt t ist.

6. Der Momentanzinssatz'” zum Zeitpunkt t wird durch
r(t) = f(t,t)
definiert.

Es sei erwahnt, dass Kassazinssidtze Terminzinssitze sind, bei denen der Zeitpunkt der
Vertragschliefung mit dem Beginn des Intervalls iibereinstimmt, in welchem der Zins-
satz giiltig ist, das heifst ¢ = S. Der sofortige Terminzinssatz ist die Grenze der Termin-
zinsintensitdt, wenn S ' T'. Man kann ihn als risikolosen, zum Zeitpunkt ¢ vertraglich
abgeschlossenen Zinssatz iiber dem Infinitesimalintervall [T, T'+ dT'] interpretieren. Der
einfache Terminzinssatz L(¢; S,T) und der einfache Kassazinssatz L(S,T") miissen fiir
alle t, S, Tmit 0 <t < S < T < T grofer als _ﬁ sein, da laut Annahme 2.25
p(t,S) >0, p(t,T) > 0 und p(S,T) > 0 gilt.

Nun wird der Geldwertprozess definiert.

Definition 2.27 Der eindimensionale Geldwertprozess B = (B(t))L, wird durch

t

B(t) = exp /r(s) ds p, tel0,T7],
0
definiert, das heifst er hat die Dynamik

dB(t) = r(t)B(t)dt, te[0,T7],
B(0) =1,

wobei der stetige, eindimensionale stochastische Prozess r = (r(t))L, der Momentan-
zinssatz 1st.

engl. continuously compounded spot rate
Yengl. short rate
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Den Geldwertprozesses kann man wie in Kapitel 2.1.2 als ein Bankkonto mit Momen-
tanzinssatz r interpretieren.

Die folgenden Formeln sind eine unmittelbare Konsequenz der Definition 2.26.

Lemma 2.28 Sei der Anleihenmarkt aus Kapitel 2.3.1 gegeben und sei 0 <t < S <
T < T*. p(t,S) ist der Preis einer Nullkuponanleihe mit Filligkeitszeitpunkt S zum Zeit-
punktt, p(t,T) ist der Preis einer Nullkuponanleihe mit Filligkeitszeitpunkt T zum Zeit-
punkt t und der stetige, eindimensionale stochastische Prozess f = (f(t,T))o<i<r<T*
st der sofortige Terminzinssatz. Dann gilt

T
p(6.T) = p(t.) - expd — [ f(t.u)du
S
und insbesondere

T
p(t, T) = exp —/f(t,u) du

Man kann auf folgende Arten ein Modell fiir den Anleihenmarkt konstruieren:

1. Man kann die Dynamik des Momentanzinssatzes spezifizieren und dann mithilfe
von arbitragefreien Methoden versuchen, Anleihenpreise zu ermitteln.

2. Man kann direkt die Preisdynamiken von allen moglichen Anleihen spezifizieren.

3. Man kann die Dynamiken von allen moglichen Terminzinssidtzen spezifizieren und
dann das Lemma 2.28 anwenden, um Anleihenpreise zu erhalten.

In den Kapiteln 2.4 und 2.5 wird die Methode 1 angewendet, um Preise fiir Nullkupo-
nanleihen zu ermitteln.

2.3.3 Kuponanleihen

Auf den meisten Anleihenmérkten gibt es nur eine relativ kleine Anzahl von aktiv
gehandelten Nullkuponanleihen. Die Laufzeiten von Nullkuponanleihen sind generell
kurz (gewohnlich zwischen einem halben und zwei Jahren), wohingegen die meisten
Anleihen mit einer ldngeren Laufzeit Kuponzahlungen beinhalten. Es werden nun zwei
Arten von Kuponanleihen (fixe Kuponanleihen'® und variabel verzinsliche Anleihen!?)
vorgestellt und ihre Preise beziiglich der Preise von Nullkuponanleihen ermittelt. Sei
also der Anleihenmarkt aus Kapitel 2.3.1 gegeben.

Bengl. fived coupon bonds
Yengl. floating rate bonds
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Fixe Kuponanleihen

Die einfachste Kuponanleihe ist die fixe Kuponanleihe. Diese Anleihe liefert seinem
Besitzer an bestimmten Zeitpunkten vorbestimmte Zahlungen, die man Kupons nennt.
Formal wird sie folgendermafen definiert: Sei n € N* und seien Zeitpunkte Ty, ..., T,
mit 0 < Ty, < ... < T,, < T* fixiert. Ferner seien ein Nennwert X € R und de-
terministische Kupons ¢y, ..., ¢, € R gegeben. Tj ist der Ausgabezeitpunkt der fixen
Kuponanleihe und zu den Zeitpunkten 7;, ¢ = 1,...,n, erhilt sein Besitzer die ent-
sprechenden Kupons ¢;, ¢ = 1,...,n. Zum Zeitpunkt 7,, erhilt dieser zusitzlich den
Nennwert K.

Diese fixe Kuponanleihe kann durch ein Portfolio aus Nullkuponanleihen mit Féllig-
keitszeitpunkten T;, i = 1,.. ., n, repliziert werden. Genauer gesagt werden ¢; Nullkupo-
nanleihen mit Falligkeitszeitpunkt 7; fiir ¢ = 1,...,n—1 und K + ¢, Nullkuponanleihen
mit Félligkeitszeitpunkt 7T, gehalten. Der Preis p(t) dieser fixen Kuponanleihe zu einem
Zeitpunkt t € [T;_1,T;) ist daher fiir alle i = 1,...,n gleich

p(t) = Kp(t, Tn) + Z ij(t7 TJ)?
j=i
wobei p(t, T;) der Preis der Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7); zum Zeitpunkt
{ ist.

Die Kupons werden sehr oft beziiglich ihrer Ertrage bestimmt. Diese sind gewohnlich
nominale Sitze, die in der jeweiligen Periode [T;_1,T;], i = 1,...,n, auf den Nennwert
K angewendet werden. Wenn die Ertrige der Kupons also gleich ry,..., 7, € R (in der
Praxis stets r,...,7, € R, ) sind, folgt

Ci:’f’i(ﬂ—ﬂ_l)K, Z:]_,,’n,
Fiir eine standardisierte fixe Kuponanleihe sind die Zeitintervalle dquidistant, das heifst
T,=Ty+1, i=1,...,n,

fiir ein 0 € R, und die Kuponsitze r;, ¢ = 1,...,n, gleich einem gemeinsamen Kupon-
satz r € R (in der Praxis stets € Ry ). Der Preis p(t) so einer fixen Kuponanleihe zu
einem Zeitpunkt ¢t € [T;_,T;) ist daher fiir alle : = 1,...,n gleich

pt) = K <p(t= ) + T5zn:p(taTj)> :

j=i

Variabel Verzinsliche Anleihen

Es gibt diverse Kuponanleihen, fiir welche der Wert des Kupons zum Ausgabezeit-
punkt der Anleihe nicht fix ist, sondern fiir jede Kuponperiode neu festgelegt wird.
Héaufig hdngt die Bestimmung des Kuponwertes von einem finanziellen Richtwert wie
dem Marktzinssatz ab. Es gibt jedoch auch Anleihen fiir die der Kupon beziiglich eines



40 Kapitel 2 Stochastische Zinsmodelle

nichtfinanziellen Index festgesetzt wird. Der Zahlungsstrom der variabel verzinsli-
chen Anleihe entspricht also dem der fixen Kuponanleihe, wobei die Kupons variabel
sind. Sei n € N* und seien wieder Zeitpunkte Tg,..., T, mit 0 < Ty < ... < T, <T*
fixiert. Ferner seien ein Nennwert K € R und variable Kupons c¢y,...,¢c, € R gege-
ben. Ty ist der Ausgabezeitpunkt der variabel verzinslichen Kuponanleihe und zu den
Zeitpunkten T;, ¢ = 1,...,n, erhélt sein Besitzer die entsprechenden Kupons ¢;, i =
1,...,n. Zum Zeitpunkt 7}, erhdlt dieser zusatzlich den Nennwert K.

Als ein Beispiel wird eine der einfachsten variabel verzinslichen Anleihen behandelt,
fiir welche die Kuponsétze den einfachen Kassazinssitzen L(T;_1,T;), i =1,...,n, ent-
sprechen. Somit gilt fiir die Kupons

C; = L(T,_l,T,)(TZ —ﬂ_l)K, 1= 1,...,n. (237)

Es sei erwihnt, dass L(T;_1,T;) bereits zum Zeitpunkt 7;_; bestimmt wird, ¢; jedoch
bis zum Zeitpunkt 7; nicht verfiigbar ist. Nun wird der Wert dieser Anleihe zu einem
Zeitpunkt t € [0, 75 im Falle von dquidistanten Zeitintervallen

T,—T,y=0€R,, i=1,...,n,

ermittelt. Ohne Verlust der Allgemeinheit sei K = 1. Wenn die Definition des einfachen
Kassazinssatzes (Definition 2.26) in (2.37) eingesetzt wird, folgt
11— 7—‘7;— aﬂ 1 .
ci =20 ATia ): -1, i=1,...,n,
op(Ti-1,Ti) p(Ti-1,T;)

wobei p(T;_1,T;) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt T; zum Zeit-
punkt T;_4 ist. Seien nun zwei Zeitpunkte 7;_; und 7; fiir ein ¢ = 1, ..., n fix. Der Wert
des Terms —1, der zum Zeitpunkt 7; ausbezahlt wird, ist zum Zeitpunkt ¢ € [0, Tj]
natiirlich gleich

_p(ta E)7

wobei p(t,T;) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt T; zum Zeit-

punkt ¢ ist. Nun bleibt noch den Wert des Terms p;lm, der zum Zeitpunkt 7; ausbe-

T
zahlt wird, zum Zeitpunkt t € [0, 75| zu bestimmen. Dies wird folgendermafen gemacht:

1. Zum Zeitpunkt ¢ € [0,7] kauft man eine Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeit-
punkt 7;_; und Preis p(¢,T;_1). Das kostet also p(t, T;_1).

2. Zum Zeitpunkt 7;_; erhdlt man den Betrag 1.

3. Diesen Betrag investiert man in
punkt 7; und Preis p(T;_1,T;).

ﬁ Nullkuponanleihen mit Falligkeitszeit-

4. Zum Zeitpunkt 7T; werden diese Anleihen fillig, wobei jede Nennwert 1 hat. Das
heifst zum Zeitpunkt 7; erhélt man den Betrag

1
p(ﬂ—h E) .
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Diese Argumente zeigen, dass es moglich ist den Term b durch eine selbstfinanzie-

1

Ti—1,T;)
rende Anleihenstrategie mit Anfangskosten p(¢,7;_1) zu replizieren. Der Wert des Terms
m, der zum Zeitpunkt 7; ausbezahlt wird, ist zum Zeitpunkt ¢t € [0,7}] somit
gleich p(t,T;_1). Es folgt daher, dass der Wert des Kupons ¢;, der zum Zeitpunkt T;

ausbezahlt wird, zum Zeitpunkt ¢ € [0, Tg] gleich
p(t7 Cri—l) - p(tv ﬂ)

ist. Der Wert des Nennwertes K = 1 zum Zeitpunkt ¢ € [0,7p] ist gleich dem Preis
p(t, T,,) einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7,, zum Zeitpunkt t. Der Preis
einer variabel verzinsliche Anleihe mit Nennwert K = 1 und Kuponséitzen, die den
einfachen Kassazinssitzen entsprechen, ist zum Zeitpunkt ¢ € [0, Tp] daher gleich

p(t) = p(t. Tp,) + Z(p(t, Ti) — p(t, Th)) = p(t, Ty).

Er entspricht also den Preis einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7 zum
Zeitpunkt t. Insbesondere gilt zum Zeitpunkt ¢ = Tp, dass p(Ty) = 1 ist.

2.3.4 Zinsswaps

Bei einem Zinsswap wird ein Zahlungsstrom eines fixen Zinssatzes, dem Swapsatz,
mit einem Zahlungsstrom eines variablen Zinssatzes (gewohnlich ein LIBOR-Satz) aus-
getauscht. Es gibt viele Versionen von Zinsswaps und hier wird der ,.forward swap
settled in arrears“?’ beschrieben. Dazu seien ein Nennwert K € R, ein Swapsatz
R € R und Zeitpunkte Ty, ..., T, € [0,7*] mit T; = Ty + ¢4 fiir alle 7 = 1,...,n und
ein 0 € RY gegeben. Zahlung erfolgt zu den Zeitpunkten 7;, ¢ = 1,...,n (nicht zum
Zeitpunkt Tp). Seien nun zwei Zeitpunkte 7;_; und T; fiir ein ¢ = 1,...,n fix. Wenn
man einen fixen Zinssatz gegen einen variablen Zinssatz, der in diesem Fall der einfache
Kassazinssatz L(T;_1,T;) ist, austauscht, erhilt man zum Zeitpunkt 7; den Betrag

SL(Ty-y, T)K = i,

wobei ¢; der i-te Kupon der variabel verzinslichen Anleihe mit Nennwert 1 und Kupon-
siatzen, die den einfachen Kassazinssidtzen entsprechen, ist. Zum Zeitpunkt 7; bezahlt

man ferner den Betrag
ORK.

Der Nettogeldfluss zum Zeitpunkt 7; ist daher gleich
S(L(Ti,T;) — R)K.

Mit Anwendung der Resultate fiir variabel verzinsliche Anleihen aus Kapitel 2.3.3 ist
der Wert dieses Geldflusses zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7p] also gleich

Kp(t,T;-1) — (1 4+ 6R)Kp(t, T;),

20 Terminzinstausch, der im Nachhinein gezahlt wird
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wobei p(t,T;_1) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt 7;_; zum
Zeitpunkt ¢ und p(t,T;) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7;
zum Zeitpunkt ¢ ist. Der Gesamtpreis I1(¢) des ,forward swap settled in arrears® zum
Zeitpunkt t € [0, 7o) ist daher gleich

1) = K3 (0(t. i) — (14 5R)p(0.T)

und dieser kann vereinfacht werden, um die folgende Proposition zu erhalten.

¢

Proposition 2.29 Der Preis des oben definierten ,forward swap settled in arrears’
zum Zeitpunkt t € [0, To] ist gleich

(t) = Kp(t,Ty) — K Xn: dip(t, T),

1=1

wobes
dZ:(SR, izl,...,n—l,
d,=1+0R

und p(t,T;) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt T; zum Zeitpunkt
t ust.

Der Swapsatz R muss so bestimmt werden, dass der Wert des Zinsswaps zum Zeit-
punkt des Vertragsabschlusses gleich null ist. Somit gilt folgende Proposition:

Proposition 2.30 Wenn der oben definierte ,forward swap settled in arrears” zum
Zeitpunkt t = 0 ausgegeben wird, ist der Swapsatz R gleich

p— PO.10) —p(0.T,)
5 Z?:l p(07 TZ) ’

wobei p(0,T;) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt T; zum Zeit-
punkt 0 ist. Im Fall Ty = 0 gilt

52?:1 p(oa iTZ) '

2.3.5 Rendite

Man betrachtet eine Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt 7" € [0, 7] und Preis-
prozess p = (p(t,T))L,. Nun wird der interne ZinsfuR?' y der Nullkuponanleihe
ermittelt, das heifst der Abzinsungsfaktor, bei dessen Verwendung die diskontierten
kiinftigen Zahlungen dem heutigen Preis entsprechen. Es muss also die Gleichung

p(t,T)=e TV x 1, tel0,T),

gelost werden, wobei der Faktor 1 der Nennwert der Nullkuponanleihe ist. Dies fiihrt
zu folgender Definition:

2lengl. internal rate of return
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Definition 2.31 Die Nullkuponrendite® y: [0,T) x [0,T*] — R% ist durch

CInp(t,T)

t,T) =

gegeben, wobei p(t,T) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fdlligkeitszeitpunkt T zum
Zeitpunkt t ist. Fir ein fives t € [0,T*] heifit die Funktion (¢,7%] > T w— y(t,T)
Zinsstrukturkurve®’.

Es sei erwihnt, dass die Nullkuponrendite (¢, T") nichts anderes als die Kassazinsinten-
sitdt im Intervall [¢, T ist.

2.4 Modelle fur Momentanzinssatze

2.4.1 Einfiihrung

Man sucht ein Modell fiir eine arbitragefreie Familie von Preisprozessen {p(-,T); T €
[0, 7]} von Nullkuponanleihen, wobei man im gesamten Kapitel 2.4 auf einem messba-
ren Raum (£2, F) mit einer Filtrierung F = (F;)L, arbeitet. Sei ferner P ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf diesem Raum und der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F) vollstandig.

Da der Preis p(t,T) zum Zeitpunkt ¢ € [0,7], zumindest intuitiv, in irgendeinem
Sinne vom Verhalten des Momentanzinssatzes im Intervall [t, 7] abhéngen soll, muss
man zuerst eine a priori Spezifizierung der Dynamik des Momentanzinssatzes geben.
Der Momentanzinssatz r = (r(t))_, wird also unter dem Wahrscheinlichkeitsmak P als
die Losung einer stochastischen Differentialgleichung der Form

dr(t) = a(t,r(t)) dt + o(t,r(t)) dW(t), te[0,T7], (238)

r(0) =ry, 70 €R, '
modelliert. a : [0, 7*] xR — Rund o : [0, 7*] xR — R sind deterministische Funktionen
und W = (W(t))L, ist ein eindimensionaler P-Wiener Prozess beziiglich F. Ferner
seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfiillt, sodass r die eindeutige Losung der
stochastischen Differentialgleichung (2.38) ist. a heift lokale Durchschnittsrendite
von S und o Volatilitét von S. Der Momentanzinssatz r ist als einziger a priori gegeben,

also ist die einzige exogen gegebene Kapitalanlage der eindimensionale Geldwertprozess
B = (B(t))L,, dessen Dynamik durch

QL
oy
~—~
~
S—
Il

oo - Z(t)B(t) dt, telo,T7, 2.39)

definiert wird. Wie {iblich interpretiert man diese Kapitalanlage als ein Bankkonto mit
Momentanzinssatz r. Die Dynamik von B kann man als die Dynamik des Wertes eines
Bankkontos sehen. Zusammenfassend gilt folgende Annahme:

ZZengl. zero coupon yield
Bengl. yield curve
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Annahme 2.32 FEs existiert eine exogen gegebene lokal risikofreie Kapitalanlage. Der
Preisprozess B = (B(t))L, dieser Kapitalanlage hat eine Dynamik, die durch (2.39)
gegeben ist, wobei die P-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch (2.38)
gegeben ist.

Um die Existenz eines hinreichend grofien Anleihenmarktes zu garantieren, gilt fol-
gende Annahme:

Annahme 2.33 Man nimmt an, dass ein Finanzmarkt fiir Nullkuponanlethen mit Fdl-
ligkeitszeitpunkt T fir jedes T € [0, T*| existiert.

Somit nimmt man an, dass der Finanzmarkt alle moglichen Anleihen und eine ri-
sikofreie Kapitalanlage enthélt. Folglich ist er ein Finanzmarkt, der eine unendliche
Zahl von Kapitalanlagen enthilt, wobei die risikofreie Kapitalanlage als einzige exogen
gegeben ist. In diesem Modell betrachtet man diese daher als die zugrunde liegende
Kapitalanlage, wohingegen alle Anleihen als Derivate des ,zugrunde liegenden“ Mo-
mentanzinssatzes r betrachtet werden. Das Hauptziel ist, die Beziehung zu ermitteln,
die auf einem arbitragefreien Finanzmarkt zwischen den Preisprozessen von Anleihen
mit unterschiedlichen Félligkeitszeitpunkten besteht. In einem zweiten Schritt werden
arbitragefreie Preise fiir andere Derivate, denen der Momentanzinssatz zugrunde liegt,
ermittelt. Beispiele fiir solche Derivate sind Anleihenoptionen oder Zinsswaps.

Da Anleihen als Derivate des zugrunde liegenden Momentanzinssatzes r betrachtet
werden, stellt sich die Frage, ob Anleihenpreise nur von der P-Dynamik von r, die durch
(2.38) gegeben ist, sowie der Bedingung, dass der Anleihenmarkt arbitragefrei sein soll,
bestimmt werden. Die Antwort ist nein. Als Argument fiir diese Antwort wendet man als
erstes die Heuristik 2.23 auf den Anleihenmarkt an. In der gegenwértigen Situation ist
die Anzahl M der exogen gegebenen, gehandelten Kapitalanlagen, ohne der risikofreien
Kapitalanlage, gleich null. Die Anzahl R der ,zufélligen Quellen” ist andererseits gleich
eins, da es einen Wiener Prozess gibt. Laut der Heuristik 2.23 ist der exogen gegeben
Anleihenmarkt daher arbitragefrei, aber nicht vollstindig. Das Fehlen der Vollstdandig-
keit ist klar: Da die einzige exogen gegebene Kapitalanlage die risikofreie Kapitalanlage
ist, gibt es keine Moglichkeit Derivate zu replizieren.

Als zweites Argument wird der Preis einer bestimmten Nullkuponanleihe mit Fal-
ligkeitszeitpunkt 7" € [0,7%] mit Anwendung der Technik aus Kapitel 2.1.3 ermittelt.
Man nimmt nun an, dass der Preis dieser Anleihe fiir alle ¢ € [0, 7] die Form F(t,r(t))
hat, wobei ' € C*2([0,T] x R) eine R -wertige Funktion ist. Nun wird ein risikofreies
Portfolio gestaltet, welches auf der Nullkuponanleihe und der zugrunde liegenden Kapi-
talanlage basiert. Die Rendite dieses risikofreien Portfolios muss dann laut Proposition
2.13 gleich dem Momentanzinssatz r sein. Diese Bedingung ergibt einige Gleichungen
fiir die Bestimmung der Funktion F. Im Black-Scholes-Modell war die zugrunde liegen-
de Kapitalanlage die Aktie mit einem Preisprozess S, der auf dem ersten Blick dem
Momentanzinssatz r im gegenwértigen Modell entspricht. Der Hauptunterschied zwi-
schen dem Black-Scholes-Modell und dem gegenwértigen Modell besteht jedoch darin,
dass der Momentanzinssatz r nicht der Preis einer gehandelten Kapitalanlage ist. Das
heifst es gibt auf dem Anleihenmarkt keine Kapitalanlage, dessen Preisprozess durch r
gegeben ist.
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Zusammenfassend gilt also: Der Preis einer Anleihe wird nicht génzlich durch die
Spezifizierung (2.38) der Dynamik des Momentanzinssatzes r und der Bedingung, dass
der Anleihenmarkt arbitragefrei sein soll, bestimmt. Der Grund dafiir ist, dass der Preis
eines Derivats immer beziiglich des Preises der zugrunde liegenden Kapitalanlage festge-
legt werden muss, wenn man Arbitragemoglichkeiten vermeiden will. Im gegenwértigen
Anleihenmarkt gibt es jedoch nicht geniigend zugrunde liegende Kapitalanlagen.

Fiir die Bestimmung des Preises verwendet man nun folgende Idee:
Idee 2.34

1. Um Arbitragemoglichkeiten auf dem Anleihenmarkt zu vermeiden, miissen Prei-
se von Anleihen mit unterschiedlichen Falligkeitszeitpunkten bestimmte interne
Ubereinstimmungsrelationen erfiillen.

2. Wenn der Preis einer bestimmten Anleihe, die als ,Richtwert® dient, gegeben ist,
werden die Preise aller anderen Anleihen nur beziiglich des Preises dieser Anleihe
und der Dynamik des Momentanzinssatzes r ermittelt.

Die Idee 2.34 stimmt mit der Heuristik 2.23 iiberein: Der a priori gegebene Finanzmarkt
besteht aus einer Anleihe, die als ,Richtwert dient, und einer risikofreien Kapitalanlage.
Deshalb gilt M = R =1, was Vollstandigkeit garantiert.

2.4.2 Die Zinsstrukturgleichung

In diesem Kapitel 2.4.2 wird die Idee 2.34 formal ausgefiihrt. Dafiir nimmt man Fol-
gendes an:

Annahme 2.35 Man nimmt an, dass ein arbitragefreier Finanzmarkt fir Nullkupon-
anleihen mit Falligkeitszeitpunkt T fir jedes T € [0, T*| existiert. Ferner nimmt man an,
dass der Preis einer Nullkuponanleihe mit Filligkeitszeitpunkt T fir jedes T € [0, T%
die Form

p(t,T) = FT(t,r(t), tel0,T], (2.40)

hat, wobei F* € C%2([0,T] x R) eine R* -wertige Funktion ist und die P-Dynamik des
Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch
dr(t) = a(t,r(t)) dt +o(t,r(t))dW(t), te[0,T%,

2.41
T’(O) To, To € R, ( )

gegeben ist. o [0, T*| xR — R und o : [0, 7| xR — R sind deterministische Funktionen
und W = (W(t))L, ist ein eindimensionaler P-Wiener Prozess beziiglich F. Ferner
seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfiillt, sodass r die eindeutige Losung der
stochastischen Differentialgleichung (2.41) ist. T betrachtet man als Parameter.

Es wird nun F'T auf einem arbitragefreien Anleihenmarkt ermittelt. Wie im Fall von
Derivaten, dessen zugrunde liegende Kapitalanlagen Aktien sind, gibt es eine Grenzbe-
dingung: Der Nennwert einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7" € [0, 7] ist
1. Daher ist diese Nullkuponanleihe zum Zeitpunkt 7" 1 wert und es gilt die Relation

FY(T,ry=1 Y (T,r)€0,T*] xR. (2.42)
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Es sei erwihnt, dass der Buchstabe r in der Gleichung (2.42) eine reelle Variable kenn-
zeichnet, wiahrend r gleichzeitig als Bezeichnung fiir den stochastischen Prozess des
Momentanzinssatzes verwendet wird. Damit man mit der allgemeinen Beschriftung
iibereinstimmt, sollte man den stochastischen Prozess eigentlich durch einen Grofsbuch-
staben R und die Realisierung von R durch den Kleinbuchstaben r kennzeichnen. Die
Verwendung von r als Bezeichnung fiir den stochastischen Prozess des Momentanzins-
satzes ist aber so fixiert, dass sie nicht gedndert werden kann. Man verwendet r also
weiterhin als Bezeichnung fiir den Prozess und als Bezeichnung fiir die Realisierung des
Prozesses. Dies ist etwas salopp, es sollte aber aus dem Kontext heraus klar sein, welche
Bedeutung r hat.

Proposition 2.36 Sei der Anleithenmarkt arbitragefrei, die P-Dynamik des Momen-
tanzinssatzes v = (r(t))L, durch (2.41) gegeben und FT die in (2.40) definierte Preis-
funktion einer Nullkuponanleihe mit Failligkeitszeitpunkt T € [0, T*|. Dann ezistiert ein
eindimensionaler Prozess \, sodass fir alle T € [0, T*] und alle t € [0,T]

ar(t) —r(t)
O'T(t)

ist, wobei oy und op fir alle T € [0,T*] und alle t € [0,T] durch

ont) = ELLLT0) ol R rO) H s r RS Lr)
olt, r(O)FY (1, (1)
FT (6 (1)) (2.45)

= A\(t) (2.43)

or(t) =

gegeben sind. Die Indizes der Funktion F in den Gleichungen (2.44) und (2.45) kenn-
zeichnen die entsprechenden partiellen Ableitungen.

Beweis Fiir den Beweis gestaltet man ein selbstfinanzierendes Portfolio, welches aus
Anleihen mit unterschiedlichen Falligkeitszeitpunkten besteht. Seien T, S € [0, T*] zwei
fixe Félligkeitszeitpunkte. Mit Anwendung der It6-Formel (A.10) auf (2.40) erhélt man
folgende Dynamik des Preises der Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7', wobei
die Gleichung entsprechend fiir die Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt S ist:

dFT(t,r(t)) = ap(t)FT(t,r(t)) dt + op(t)FL(t,r(t)) dW(t), te[0,T). (2.46)
Die P-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, ist durch (2.41) gegeben und

F(t,r(t) + aft, r@) K (8, r(t))

OéT(t) = F
', r(t)) t €[0,7] (2.47)
L 20 (t, r(t ))Frr(t7r(t))’
FT(t,r(t))
or(t) = "(t’ﬁ?()f : ((tt)’;(t)), € [0,7), (2.48)

wobei die Indizes der Funktion F' in den Gleichungen (2.47) und (2.48) die entspre-
chenden partiellen Ableitungen kennzeichnen. Sei (ur = (ur(t))L,, us = (us(t))i,,)
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das entsprechende relative Portfolio. Die Anwendung der Gleichung (2.1) auf dieses
Portfolio ergibt die Dynamik seines Wertes V/,

T r S r
dV(t) = V(1) (mw% + us(t)%) . te[0,max{T,S}], (2.49)

wobei man annimmt, dass V(t) # 0 fiir alle t € [0, max{7, S}] ist. Wenn man (2.46)
und die entsprechende Gleichung fiir die Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt S
in (2.49) einsetzt, folgt
AV (t) =V (t)(ur(t)ar(t) + us(t)as(t)) dt
+ V() (ur(t)or(t) + us(t)os(t)) dW(t), t € [0, max{T,S}.
Genau wie in Kapitel 2.1.3 definiert man nun das relative Portfolio durch das Glei-
chungssystem

(2.50)

up(t) +us(t) =1,
ur(t)or(t) + us(t)os(t) =0,

Aufgrund dieser Definition verschwindet der dW-Term in (2.50) und es folgt
AV (t) = V() (ur(t)ar(t) + us(t)as(t)t) dt, ¢ e [0,max{T,S}]. (2.52)

t € [0, max{T, S}]. (2.51)

Das Gleichungssystem (2.51) hat die Losungen

___os() max
UT(t> = O_T(t)_o_s(t)u te [07 {T7S}]7
ug(t) = or(t) t € [0, max{T, S}.

or(t) —os(t)’
Diese Losungen setzt man in (2.52) ein und es folgt
Oég(t)O’T(t) — OéT(t)O'S(t)
davi(t) =VI(t
0=V (S

Die Annahme, dass der Anleihenmarkt arbitragefrei ist, impliziert laut Proposition 2.13,
dass das Portfolio eine Rendite haben muss, die gleich dem Momentanzinssatz ist. Somit
gilt die Bedingung

) dt, te€[0,max{T,S}.

as(t)or(t) — ar(t)os(t)
O'T(t) — O'S(t)

=r(t)

oder anders geschrieben
ar(t) —r(t) _ as(t) —r(t)
or(t) os(t)
fiir alle t € [0, max{7T, S}| mit Wahrscheinlichkeit 1. Auf der linken Seite von (2.53) gibt
es einen stochastischen Prozess, der nicht von 7" anhéngt, wohingegen es auf der rechten
Seite einen stochastischen Prozess gibt, der nicht von S abhingt. Der gemeinsame Quo-

tient hangt somit weder von 7" noch von S ab. Daher kann man den eindimensionalen
Prozess A fiir alle 7" € [0, 7] und alle ¢ € [0,7] durch

ar(t) —r(t)
O'T(t)

definieren. O

(2.53)

= A(t)
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Der Zéhler der Gleichung (2.43) enthélt den Term ar(t) —r(t). Laut (2.46) ist ar die
lokale Rendite einer Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt 7" € [0, 7*], wohingegen
r die Rendite der risikofreien Kapitalanlage ist. Die Differenz ap — r ist daher die Ri-
sikopramie der Nullkuponanleihe. Diese misst das Ubermaf der Rendite der riskanten
Nullkuponanleihe tiber der risikolosen Rendite, die der Anleihenmarkt verlangt, um Ar-
bitragemoglichkeiten zu vermeiden. Der Nenner der Gleichung (2.43) enthélt den Term
or(t), das heift die lokale Volatilitdt. A kann man somit als ,Risikoprdmie pro Volatili-
tat sehen. Der Prozess A ist bekannt als Risikomarktpreis und die Proposition 2.36
kann man nun mit folgenden Worten umschreiben:

Auf einem arbitragefreien Anleihenmarkt haben alle Anleihen, ungeachtet
ihres Falligkeitszeitpunktes, denselben Risikomarktpreis.

In der folgenden Proposition wird nun bestimmt welche Form die Funktion F7 hat.

Proposition 2.37 (Zinsstrukturgleichung) Sei der Anleihenmarkt arbitragefrei und
die P-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch (2.41) gegeben. Ferner sei
A(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt t € [0,T*] und der Preis einer Nullkupon-
anleihe mit Failligkeitszeitpunkt T € [0, T*] zum Zeitpunkt t € [0,T] durch p(t,T) =
FT(t,r(t)) gegeben, wobei FT € C2([0,T] x R) eine R -wertige Funktion ist. Dann
lost FT folgendes Grenzwertproblem im Bereich [0,T] x R, wobei die Indizes der Funk-
tion F' die entsprechenden partiellen Ableitungen kennzeichnen:

Fr(t,r)+ (alt,r) = AXt)a(t,r))FL(t,r) + %U2F,€(t, r) —rFT(t,r) =0,

(2.54) nennt man Zinsstrukturgleichung.

Beweis Fiir den Beweis der Proposition 2.37 wendet man die Proposition 2.36 auf eine
Nullkuponanleihe mit Félligkeitszeitpunkt 7" € [0, 7%]: Man setzt die Formel (2.44) fiir
ar und die Formel (2.45) fiir o in (2.43) ein und es folgt

Ff(t,r(t) +{alt,r(t) = At)o(t, r()}E] (¢, (1))
1
+ 507 (6 r(O)E(tr(8) — r(OF (£, 7(1)) =0, t€[0,T],
wobei die Indizes der Funktion F' die entsprechenden partiellen Ableitungen kennzeich-

nen. Der Momentanzinssatz r(t) kann fiir jedes t € [0, 7*] jeden positiven, reellen Wert
annehmen und laut (2.42) gilt die Relation

FX(T,ry=1 Y (T,r)€[0,T] x R.

Somit folgt, dass FT folgende Gleichung im Bereich [0, 7] x R erfiillen muss:

Fr(t,r) + (alt,r) — Xt)o(t,r))FI(t,r) + %azFﬁ(t, r) —rFT(t,r) =0,
FI(T,r) =1.
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Die Zinsstrukturgleichung steht in enger Beziehung zu der Black-Scholes-Gleichung
2.15. Sie ist jedoch aufgrund des Risikomarktpreises A komplizierter. Aus (2.43), (2.44)
und (2.45) folgt, dass A fiir alle (¢,7) € [0,7%] x R die Form A = A(¢,r) hat. Die
Zinsstrukturgleichung ist daher eine standardisierte partielle Differentialgleichung. Das
Problem ist, dass A nicht innerhalb des Modells bestimmt wird. Um also die Zinsstruk-
turgleichung l6sen zu konnen, muss A exogen angegeben werden, genau wie o und o.

Sei nun die P-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch (2.41) gegeben
und A(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt ¢ € [0,7*]. Man definiert wie in Kapitel
2.1.4 einen Prozess a = (a(t))L, durch

a(t) = \(t), telo,T7,

und einen Prozess Z = (Z(t))L, durch

Z(#) = exp —/a(s)dW(s)—%/a(s)zds L tel0, 1.

Man nimmt an, dass a die Novikov Bedingung (A.20) erfiillt. Ferner definiert man auf
dem messbaren Raum (€, F) ein Mak @) durch

dQ_ *
St = 2T,

Dann ist ) laut dem Satz von Girsanov A.42 ein zu P dquivalentes Wahrscheinlich-
keitsmaf und der Prozess W = (W (t))L,, der durch

t
W(t)=W(t) + /a(s) ds, tel0,77],
0
gegeben ist, ein Wiener Prozess beziiglich F unter ). Unter dem Wahrscheinlichkeitsmafs
Q ist die Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t)), somit durch
dr(t) = {a(t,r(t)) — XNt)o(t,r(t))} dt + o(t,r(t)) dW (t), te[0,T7],
r(0) =19, 19 €R,

gegeben.

Proposition 2.38 (Risikoneutrale Bewertung) Sei der Anleihenmarkt arbitrage-
frei und die P-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch (2.41) gegeben.
Ferner sei \(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt t € [0,T*] und der Preis einer
Nullkuponanleihe mit Fdlligkeitszeitpunkt T € [0, T*| zum Zeitpunkt t € [0,T] durch
p(t,T) = FT(t,r(t)) gegeben, wobei FT € C2([0,T] x R) eine R* -wertige Funktion ist.

Der Prozess
T T
(a(s,ws»&F (S’”’T(S)))
s=0

or
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sei in L% (siehe Definition A.16), wobei der Prozess ry, = (ry,(t)), durch (2.56)
definiert wird. Dann kann man die Funktion FT als

FT(t,r) = E? |exp —/Tt,r(s) ds p|, (t,r)€[0,T] xR, (2.55)

t

darstellen, wobei QQ-Dynamik von 1y, im Intervall [t, T durch

dri (s) = {a(s,re.(5)) — A(s)o(s, rer(s))} ds
+o(s,re0(s)) dW(s), 0<t<s<T, rekR, (2.56)

ree(t) =1,

gegeben ist. o [0,T*] xR — R und o : [0,7*] x R — R sind die Funktionen aus (2.41),
W = (W)L, ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess beziiglich F und die Indizes
in 1, heben hervor, dass der Anfangswert zum Zeitpunkt t gleich r ist.

Beweis Der Beweis der Proposition 2.38 wird im Buch Arbitrage Theory in Continous
Time von Thomas Bjork [4] im Kapitel 16.2 auf der Seite 249 erldutert. O

(2.55) kann man auch als

T
FT(tr) = B9 |exp —/rt,T(s)ds < 1|, (61 e[0,T] xR,
t

darstellen. Der Preis einer Nullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7" € [0, 7] ist
somit der Erwartungswert seines diskontierten Nennwertes. Anstelle des zugrunde lie-
genden Wahrscheinlichkeitsmafes P nimmt man wie iiblich das Martingalmafs Q). Es sei
erwiahnt, dass die Martingalmake je nach Wahl des Risikomarktpreises A unterschiedlich
sind.

Der Hauptunterschied zwischen dem gegenwértigen und dem Black-Scholes-Modell
besteht darin, dass das Martingalmaf im Black-Scholes-Modell eindeutig bestimmt
wird, da dieses vollstindig ist (diese Tatsache wird hier nicht bewiesen). Im gegenwér-
tigen Modell ist der exogen gegebene Anleihenmarkt nicht vollstdndig. Anleihenpreise
werden somit nicht eindeutig durch die gegebene P-Dynamik des Momentanzinssatzes
r bestimmt. Die Tatsache, dass es unterschiedliche Wahlmoglichkeiten fiir den Risiko-
marktpreis A gibt, bedeutet, dass es unterschiedliche Anleihenmérkte gibt, die alle mit
den gegebenen Dynamiken von r konsistent sind. Welcher Preisprozess der Anleihen
am aktuellen Markt realisiert wird, hingt von der Beziehung zwischen Angebot und
Nachfrage der Anleihen auf diesem Markt ab. Diese Faktoren werden zum Beispiel von
der Risikoaversion der handelnden Personen auf dem Anleihenmarkt bestimmt. Insbe-
sondere bedeutet dies, dass eine ad hoc Wahl von A (zum Beispiel A = 0) implizit eine
Annahme ist, welche die gesamte Risikoaversion auf dem Anleihenmarkt betrifft. Um-
gekehrt hat der Anleihenmarkt A indirekt durch die Gleichung (2.43) spezifiziert, wenn
er die Dynamik des Preisprozesses einer Nullkuponanleihe mit zum Beispiel Falligkeits-
zeitpunkt 7' € [0, 7] bestimmt. Dadurch werden also alle anderen Anleihenpreise durch
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die Zinsstrukturgleichung festgelegt. Das heifst alle Anleihenpreise werden beziiglich der
Basisnullkuponanleihe mit Falligkeitszeitpunkt 7" € [0, 7*] und beziiglich des Momen-
tanzinssatzes bestimmt. Wieder gilt, dass der Preis eines Derivats immer beziiglich eines
a priori gegebenen Preisprozesses festgelegt werden muss, wenn man Arbitragemoglich-
keiten vermeiden will.

Die oben behandelten Nullkuponanleihen sind deterministische Derivate. Fiir allge-
meinere Arten von Derivaten, denen der Momentanzinssatz r = (r(t))L_, zugrunde liegt,

gilt mit Anwendung der gleichen Argumente wie oben die folgende Proposition.

Proposition 2.39 (Allgemeine Zinsstrukturgleichung) Sei der Finanzmarkt ar-
bitragefrei und X = ®(r(T)) ein Derivat mit Ausibungszeitpunkt T € [0,T*] und Ver-
tragsfunktion ® : R — R, wobei die P-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L,
durch (2.41) gegeben ist. Ferner sei \(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt t € [0, T*

und der eindimensionale Preisprozess (IL(t; ®))L, des Derivats ®(r(T)) durch
(@) = F7(t,r(t)), 1€ [0.7),
gegeben, wobei FT € CY2([0,T] x R) eine R-wertige Funktion ist. Dann list F* fol-

gendes Grenzwertproblem im Bereich [0,T] x R, wobei die Indizes der Funktion F die
entsprechenden partiellen Ableitungen kennzeichnen:

Ferner sei der Prozess

(U(& e (5) aFT(sé:t,,«(s)) ) STO

in L? (siehe Definition A.16), wobei der Prozess vy, = (ry,(t)), durch (2.57) definiert
wird. Dann kann man die Funktion F* als

FT(t,r) = E® |exp —/rm(s) ds p x O(ry, (1)) |, (t,r)e€[0,T] xR,

darstellen, wobei die QQ-Dynamik von vy, im Intervall [t,T] durch

dri,(s) ={a(s,re.(s)) — A(s)o(s,rer(5))} ds
+o(s,rer(s)) dW(s), 0<t<s<T, rekR, (2.57)
ree(t) =1,
gegeben ist. o : [0,T*] xR — R und o : [0,7*] x R — R sind die Funktionen aus (2.41),

W = (W(t)E, ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess beziiglich F und die Indizes
in 1, heben hervor, dass der Anfangswert zum Zeitpunkt t gleich r ist.

Beweis Der Beweis der Proposition 2.39 ist dquivalent zum Beweis der Proposition
2.37 und zum Beweis der Proposition 2.38. U
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2.5 Martingalmodelle fiir Momentanzinssatze

2.5.1 @Q-Dynamik

Im gesamten Kapitel 2.5 arbeitet man auf einem messbaren Raum (€2, F) mit einer
Filtrierung F = (F;)7_,. Sei ferner P ein WahrscheinlichkeitsmaR und @ ein Martingal-
malk auf diesem Raum und seien die Wahrscheinlichkeitsraume (Q, F, P) und (2, F, Q)
vollstandig. Man betrachtet ein Zinsmodell, bei dem die P-Dynamik des Momentan-
zinssatzes r = (r(t))L, durch

dr(t)
r(0)

a(t,r(t))dt +o(t,r(t))dW, tecl0,T,

2.58
To, To € ]R, ( )

gegeben ist. a : [0, 7] xR — Rund o : [0, 7*] xR — R sind deterministische Funktionen
und W = (W(t))E, ist ein eindimensionaler P-Wiener Prozess beziiglich F. Ferner
seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfiillt, sodass r die eindeutige Losung
der stochastischen Differentialgleichung (2.58) ist. Wie in Kapitel 2.4 behandelt, wird
die Zinsstruktur (das heift die Familie der Anleihenpreisprozesse) sowie der Preis von
jedem anderen Derivat der Form X = ®(r(7)) mit Ausiibungszeitpunkt 7" € [0, 7] auf
einem arbitragefreien Finanzmarkt génzlich durch die allgemeine Zinsstrukturgleichung
im Bereich [0,7] x R,

EX(t,r) + (a(t,r) — Xt)o(t,r))FL(t,r) + %UQ(t, r)VFL(t,r) —rFT(t,r) =0,
FT(T,r) = ®(r),

bestimmt, wobei F7 € C*2([0, T| xR) eine R-wertige Funktion ist, A(¢) der Risikomarkt-
preis zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] ist und im Falle der Zinsstruktur natiirlich ®(r) = 1 gilt.
Angenommen o sei a priori gegeben. Dann folgt, dass es irrelevant ist wie o und A spe-
zifiziert werden. Der Term, der, abgesehen von o, die Zinsstruktur (und die Preise aller
anderen Derivate, denen der Momentanzinssatz r zugrunde liegt) wirklich bestimmt,
ist & — Ao, welcher der Driftterm des Momentanzinssatzes r unter dem Martingalmafs
@ ist. Somit gilt folgendes Resultat:

Resultat 2.40 Die Zinsstruktur sowie die Preise von allen anderen Derivaten, denen
der Momentanzinssatz r = (r(t)), zugrunde liegt, werden ginzlich durch die Spezifi-

zierung der Dynamik von r unter dem Martingalmaf$ () bestimmd.

Anstatt o und A\ unter dem Wahrscheinlichkeitsmal P zu spezifizieren, wird die
Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, von nun an direkt unter dem Mar-
tingalmafl ) bestimmt. Diese Methode nennt man Martingalmodellierung und die

iibliche Annahme wird sein, dass die )-Dynamik von r durch

dr(t) = alt,r(t)) dt +o(t,r(t))dW(t), tel0,T"],

2.99
r(0) =rg, 1o € R, (2:59)

gegeben ist. a : [0,7*] x R — R und o : [0,7%] x R — R sind deterministische Funktio-
nen und W = (W (t))L, ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess beziiglich F. Ferner
existiert eine eindeutige Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.59), welche
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zum Beispiel sichergestellt werden kann, wenn die Bedingungen der Proposition A.35
erfiillt sind. Von nun an kennzeichnet der Buchstabe o immer den Driftterm des Mo-
mentanzinssatzes unter dem Martingalmaf Q).

Nun werden einige Modelle vorgestellt, mit denen man die ()-Dynamik des Momen-
tanzinssatzes r = (r(t))L, spezifizieren kann, wobei W = (W (t))L, ein eindimensiona-
ler Q-Wiener Prozess beziiglich I ist. Wenn ein Parameter zeitabhéngig ist, wird dies ex-
plizit angegeben. Andernfalls sind alle Parameter konstant. Ferner seien fiir alle Modelle
(aufer dem Cox-Ingersoll-Ross (CIR) Modell und dem Hull-White Modell (erweitertes
CIR Modell)) die Bedingungen der Proposition A.35 erfiillt, sodass r die eindeutige Lo-
sung der jeweiligen stochastischen Differentialgleichung ist. Fiir das Cox-Ingersoll-Ross
(CIR) Modell und das Hull-White Modell (erweitertes CIR Modell) wird angenommen,
dass r die eindeutige Losung der jeweiligen stochastischen Differentialgleichung ist.

Vasi¢ek Modell:

dr(t) = (b—ar(t))dt+odW(t), te[0,T"], b,a,0 € R,
r(0) =719, 10 €ER

Ho-Lee Modell:

dr(t) = O(t) dt+ o dV(t), te (0,77, (), €R,
T’(O) =79, ToE R

Cox-Ingersoll-Ross (CIR) Modell:

dr(t) = a(b—r(t)) dt + o/r(t)dW(t), t€[0,T7], a,b€ R}, 0 €R,
r(0) =ry, ro€ R,

Hull-White Modell (erweitertes Vasi¢ek Modell):

dr(t) = (O(t) —a(t)r(t)) dt + o(t)dW(t), tel0,T7], O(t),0(t) € R, a(t) € R},
(O) To, To € R

Hull-White Modell (erweitertes CIR Modell):

dr(t) = (O(t) —a(t)r(t)) dt + o(t)\/r(t)dW(t), tel[0,T7], O(t),0(t) € R, a(t) € RY,
r(0) =19, 1o € R,

Dothan Modell:

QU
3
—~
~
N—
Il

ar(t)dt + or(t)dW(t), te€[0,T7*], a,0 € R,
T’(O) To, To € R+

Black-Derman-Toy Modell:

dr(t) =Ot)rt)dt+o(t)r(t)dW (t), tel[0,T7], ©(t),0(t) € R,
r(0)=ry, ro€R
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2.5.2 Invertierung der Zinsstrukturkurve

Es stellt sich nun die Frage, wie die verschiedenen Modellparameter der in Kapitel
2.5.1 dargestellten Martingalmodelle bestimmt werden sollen. Es ist moglich zu zeigen,
dass der Diffusionsterm der gleiche unter P und () ist. Somit ist es grundséitzlich mog-
lich, die @)-Diffusionsparameter mittels der P-Daten zu ermitteln. Fiir die Ermittlung
des Driftterms sei erwdhnt, dass der Finanzmarkt das Martingalmaf bestimmt. Man
muss daher Preisinformationen vom Finanzmarkt verwenden, um Informationen iiber
die Q-Driftparameter zu erhalten. Die iibliche Methode ist die der Invertierung der
Zinsstrukturkurve, die folgendermafen definiert wird:

1. Es muss ein bestimmtes Modell, welches einen oder mehrere Parameter hat, ge-
wahlt werden. Den ganzen Parametervektor bezeichnet man mit g € R", wobei
n € N die Anzahl der Parameter ist. Die ()-Dynamik des Momentanzinssatzes
r = (r(t))L, ist somit durch

dr(t) = alt,r(t);p)dt + o(t,r(t);u) dW(t), tel0,T"],

- 2.60
r(0) =719, 10 €R, (2.60)

gegeben. a : [0,7*] x R — R und o : [0,7*] x R — R sind deterministische Funk-
tionen und W = (W (t))L, ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess beziiglich
F. Ferner existiert eine eindeutige Losung der stochastischen Differentialgleichung
(2.60), welche zum Beispiel sichergestellt werden kann, wenn die Bedingungen der
Proposition A.35 erfiillt sind.

2. Man muss die Zinsstrukturgleichung im Bereich [0,7] x R,

1
Fi(tr) +alt,rs ) EL(t r) + 507 (6 ) Er(tr) = rFY (8 r) = 0,
FUTr) =1,

fiir jeden Filligkeitszeitpunkt 7' € [0, T*] 16sen, wobei F©' € C*2([0,T] x R) eine
R?* -wertige Funktion ist. Auf diese Art und Weise wird die theoretische Zinsstruk-
tur durch

p(t, T;p) = F7(t,r(t);p), 0<t<T<T"

berechnet. Es sei erwahnt, dass die Form der Zinsstruktur von der Wahl des
Parametervektors abhéngt und dass diese Wahl noch nicht getroffen worden ist.

3. Man nimmt Preisdaten vom Anleihenmarkt: Insbesondere wird heute, das heifst
zum Zeitpunkt ¢ = 0, p(0,7) fir alle T € [0,7%] beobachtet. Diese empirische
Zinsstruktur bezeichnet man mit {p*(0,7); T € [0,T*]}.

4. Den Vektor p wihlt man nun so, dass sich die theoretische Zinsstruktur {p(0,T"; p);
T € [0,7*]} an die empirische Zinsstruktur {p*(0,7"); T" € [0, 7]} so gut wie
moglich anpasst. Dies ergibt den geschitzten Parametervektor p*.

5. p* setzt man in o und o ein und bezeichnet diese nun mit o und o*. Es ist somit
bestimmt worden, mit welchem Martingalmals gearbeitet wird.



2.5 Martingalmodelle fiir Momentanzinssétze 5}

6. Nun konnen Preise von Derivaten, denen der Momentanzinssatz r zugrunde liegt,
ermittelt werden. Als Beispiel sei ein Derivat X = ['(r(7T")) mit Ausiibungszeit-
punkt 7" € [0,7%] gegeben. Der eindimensionale Preisprozess (I1(¢;T))L, dieses
Derivats ist durch

(7)) = G (t,r(t), telo,T],

gegeben, wobei die R-wertige Funktion GT € CY2([0,T] x R) die Zinsstruktur-
gleichung im Bereich [0, 7] x R,

GT(t,r) + 0" (1, YGE (1, 7) + 5 (0" (1) Gl 8,r) = G (1,7) =

16st.

Wenn man diese Methode ohne verniinftige Zeitgrenzen durchfiihrt, ist es natiirlich be-
sonders wichtig, dass die involvierten partiellen Differentialgleichungen leicht zu l6sen
sind.

Einige von den in Kapitel 2.5.1 dargestellten Martingalmodellen erweisen sich als
analytisch leichter zu handhaben als die anderen und dies fiithrt zu der Definition der
affinen Zinsstruktur.

2.5.3 Affine Zinsstruktur

Definition und Existenz

Definition 2.41 Man betrachtet ein Modell, in welchem die Q-Dynamik des Momen-
tanzinssatzes v = (r(t)), durch

dr(t) = a(t,r(t))dt +o(t,r(t))dW(t), tel0,T7],

2.61
T’(O) To, To € R, ( )

gegeben ist. o [0, T*] xR — R und o : [0, 7| xR — R sind deterministische Funktionen
und W = (W (t)), ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess beziiglich F. Ferner
existiert eine eindeutige Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.61), welche
zum Beispiel sichergestellt werden kann, wenn die Bedingungen der Proposition A.35
erfillt sind. Man sagt, dass dieses Modell eine affine Zinsstruktur besitzt, wenn die
Zinsstruktur {p(t,T); 0 <t <T < T*} fir alle T € [0,T*] und alle t € [0,T] die Form

p(t,T) = F'(t,r(t))
hat, wobei die R* -wertige Funktion FT € C¥2([0,T] x R) fir alle T € [0,T*] durch
FT(t,r) =exp{A(t,T) — B(t,T)r}, (t,r)€[0,T] xR, (2.62)

gegeben ist. A [0,T] x [0,7*] — R und B : [0,T] x [0,T*] — R sind deterministische
Funktionen.
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A und B sind Funktionen mit zwei nichtnegativen, reellen Variablen ¢t und 7. Es ist
jedoch leichter, A und B als Funktionen von ¢ und 7" als Parameter zu sehen.

Die Existenz einer affinen Zinsstruktur ist aus analytischer und rechnerischer Sicht
sehr angenehm. Es ist daher von betridchtlichem Interesse, so eine Struktur zu finden.
Insbesondere stellt sich folgende Frage: Fiir welche o und ¢ in der Q-Dynamik des
Momentanzinssatzes r ergibt sich eine affine Zinsstruktur?

Proposition 2.42 Man betrachtet ein Modell, in welchem die QQ-Dynamik des Momen-
tanzinssatzes r = (r(t)), durch

dr(t) = a(t,r(t)) dt +o(t,r(t))dW(t), tel0,T"],

- 2.63
r(0) =19, 10 € R, ( )

gegeben ist. v : [0, T*]xR — R und o : [0, T*] xR — R sind deterministische Funktionen
und W = (W (t))L, ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess beziiglich F. Ferner
existiert eine eindeutige Lisung der stochastischen Differentialgleichung (2.63), welche
zum Beispiel sichergestellt werden kann, wenn die Bedingungen der Proposition A.35
erfillt sind. o und o seien durch

a(t,r) = B)r +~(t),

o(t,r) = /max{5(t)r + €(t),0},
gegeben, wobei B : [0, 7] — R, v:[0,7%] - R, 6 : [0,7%] — R und ¢ : [0,7*] — R
deterministische Funktionen sind. Dann erlaubt dieses Modell eine affine Zinsstruktur

der Form (2.62), wobei die Funktionen A : [0,T]x[0,7*] — R und B : [0,T] x [0, T*] —
R folgendes Gleichungssystem im Bereich [0,T] x [0, T*| ldsen:

(t,r) € [0,T7] x R,

Bt T) + B(t)B(t, T) — %5@)32@1) _
B(T,T) = 0.

(2.64)

1
A1) = (B(T) ~ 5B, T),
A(T, T)=0.
Der Index in Bi(t, T) und Ay(t,T) kennzeichnet die partielle Ableitung nach t.

(2.65)

Beweis Der Beweis der Proposition 2.42 wird im Buch Arbitrage Theory in Continous
Time von Thomas Bjork |4] im Kapitel 17.3.1 auf den Seiten 256 und 257 erldutert. [J

Da die Gleichung (2.64) nur die Funktion B enthélt, 16st man diese zuerst. Die Losung
B setzt man dann in (2.65) ein und diese Gleichung wird integriert, um A zu erhalten.

Es stellt sich nun die Frage, ob es nur fiir affine o und o? eine affine Zinsstruktur
gibt. Generell ist das nicht der Fall. Wenn jedoch gefordert wird, dass o und o2 zeitab-
hingig sind, ist die Affinitéit von o und o2 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
einer affinen Zinsstruktur. Von den in Kapitel 2.5.1 dargestellten Martingalmodellen
besitzen alle aufser dem Dothan Modell und dem Black-Derman-Toy Modell eine affine
Zinsstruktur.
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Eine wahrscheinlichkeitstheoretische Diskussion

Es gibt gute wahrscheinlichkeitstheoretische Griinde, warum einige von den in Kapi-
tel 2.5.1 dargestellten Martingalmodellen leichter zu handhaben sind als die anderen.
Im Vasi¢ek Modell, im Ho-Lee Modell und im Hull-White Modell (erweitertes Vasic¢ek
Modell) wird fiir die Darstellung des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, eine lineare sto-
chastische Differentialgleichung verwendet. Solche stochastische Differentialgleichungen
sind leicht zu losen und man kann zeigen, dass r normalverteilt ist. Anleihenpreise zum

Zeitpunkt ¢ = 0 sind durch Ausdriicke wie

T
p(0,T) =E |exp —/r(s) dsp|, T e€l0,T7,
0

gegeben, und die Eigenschaft, dass r» normalverteilt ist, wird vom Integral fOTr(s) ds
iibernommen. Die Ermittlung von Anleihenpreisen in einem Modell mit einem normal-
verteilten Momentanzinssatz lauft also auf das Problem hinaus, den Erwartungswert
einer lognormalverteilten stochastischen Variable zu berechnen. Diese rein wahrschein-
lichkeitstheoretische Methode kann tatsachlich fiir alle linearen Modelle, die in Kapitel
2.5.1 dargestellt werden, ausgefiihrt werden. Von einem rechnerischen Standpunkt aus
gesehen ist es jedoch einfacher das Gleichungssystem (2.64)—(2.65) zu losen.

Im Gegensatz zu den linearen Modellen betrachtet man nun das Dothan Modell.
Dieses Modell fiir den Momentanzinssatz r ist dasselbe wie das Black-Scholes-Modell
fiir den Preisprozess einer zugrunde liegenden Aktie. Man konnte daher leicht glau-
ben, dass dieses Modell rechnerisch sehr einfach zu handhaben ist. Dies ist jedoch aus
folgenden Griinden nicht der Fall: Im Dothan Modell ist der Momentanzinssatz r lo-
gnormalverteilt. Also muss die Verteilung eines Integrals fOTr(s) ds, T" € [0,T*], von
lognormalverteilten stochastischen Variablen bestimmt werden, um Anleihenpreise zu
ermitteln. Das Integral von lognormalverteilten Variablen ist jedoch nicht so einfach
zu berechnen. Ferner hat das Modell die Eigenschaft, dass der Erwartungswert des
Geldkontos unendlich ist. Fiir dieses sowie fiir das CIR Modell und fiir das Hull-White
Modell (erweitertes CIR Modell) nimmt man das Quadrat der Losung einer linearen sto-
chastischen Differentialgleichung und berechnet mithilfe von diesem die Anleihenpreise.

Aus rein rechnerischer Sicht spricht also viel fiir die Verwendung einer linearen sto-
chastischen Differentialgleichung, um den Momentanzinssatz r zu beschreiben. Aller-
dings stoft man bei diesen Modellen auf das Problem, dass r normalverteilt ist und
daher negativ werden kann. Von einem 6konomischen Standpunkt aus gesehen ist dies
natiirlich unverniinftig. Im Dothan Modell ist der Momentanzinssatz r jedoch lognor-
malverteilt und daher immer positiv. Auch im CIR Modell ist der Momentanzinssatz r
immer positiv.

2.5.4 Einige Standardmodelle

In diesem Kapitel 2.5.4 wird die Theorie der affinen Zinsstruktur angewendet, um die
bekanntesten affinen Modelle zu studieren.
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Das Vasicek Modell

Proposition 2.43 (Vasi¢ek Zinsstruktur) Man betrachtet das Vasicek Modell, in
welchem die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes v = (r(t))L, durch

dr(t) = (b—ar(t))dt+ocdW(t), te[0,T7], (2.66)

r(0) =ry, 710 € R, '
gegeben ist, wobei b,a,0 € R% sind und W = (W (t)){, ein eindimensionaler Q- Wiener
Prozess beziiglich F ist. Ferner seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfillt,

sodass r die eindeutige Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.66) ist. Die
Anleihenpreise sind in diesem Modell fir alle T € [0,T*] und alle t € [0,T] durch

p(t,T) = exp{A(t,T) — B(t, T)r(t)}
gegeben, wobei

B(t,T)=~(1—eT—1t), (tT)el[0,T]x[0,T7,

ab—2) (B 1) =T 2 132
A(t,T) = 2>(a(2t ) +t)—UB4ELt’T>, (t,T) € [0,T] x [0,T7],

/R |~

15t.

Beweis Angesichts der affinen Form des Driftterms und des Diffusionsterms in der @-
Dynamik (2.66) des Momentanzinssatzes r kann man die Proposition 2.42 anwenden.
Die Anleihenpreise sind daher fiir alle 7" € [0, 77| und alle ¢ € [0, 7] durch

p(t,T) =exp {A(t,T) — B(¢,T)r(t)}
gegeben, wobei die Funktionen A und B folgendes Gleichungssystem im Bereich [0, T'] x
[0, 7] 16sen:

B,(t,T) — aB(t,T) = —1,

B(T,T) = 0. (2.67)

A T) = bB(,T) — %J2BQ(t,T),
A(T,T) = 0.

(2.67) ist fiir jedes fixe T € [0, T™] eine einfache lineare Differentialgleichung in ¢t € [0, T’
und hat die Losung

(2.68)

B(t,T) = 2 (L—e ™) (+,T) € [0,T] x [0,T7]. (2.69)

Wenn man (2.69) in die Gleichung (2.68) einsetzt und diese dann nach ¢ integriert, folgt

T T
2
A(t,T) :—b/B(s,T) ds+%/B2(s,T) ds
t t
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) T , T

=— 5/ e~oT=9) ) ds + % (1- 2e~T=%) 4 6_2“(T_5)) ds
t

_ b !

- t

( —a(T s)
1 _
—€

’ 1
+ 5 ((T — )= B(t,T) = 5- (227" — 1+ e-2a<T—t>))

(T —t)— B(t,T) — 232 (1 — e—a(T—t))2>
(T —t)— B(t,T) — 532(& T))
ST —-t)-B(tT) o*B*t,T)

a? 4a
ab(B(t,T) =T +t) — —(B(t T)-T+t) o*B%(t,T)

a? 4a

ab—2) (Bt,T) =T 2122
:< 2>(a(§ ) +t>_"B4(at’T), (t,T) €[0,T] x [0, T"].

Das Ho-Lee Modell

Proposition 2.44 (Ho-Lee Zinsstruktur) Man betrachtet das Ho-Lee Modell, in
welchem die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch

dr(t) = O(t)dt + o dW(t), te[0,T7],

2.70
r(0) =1y, 1€ R, (2.70)

gegeben ist, wobei o € R ist, W = (W (t))L, ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess
beziiglich F ist und man die Funktion © : [0,T*] — R so wdihlt, dass sich die theoretische
Zinsstruktur {p(0,T); T € [0,T*]} zum Zeitpunkt t = 0 an die empirische Zinsstruktur
{p*(0,T); T € [0, T*]} anpasst. Die Anleihenpreise sind in diesem Modell fir alle T €
[0,7*] und alle t € [0,T] durch

pit. 1) = T exp { (7= 0 (0.0) = FeT — 17 = (7 - 000

gegeben, wobei f*(0,t) den empirischen sofortigen Terminzinssatz kennzeichnet.
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Beweis Angesichts der affinen Form des Driftterms und des Diffusionsterms in der @-
Dynamik (2.70) des Momentanzinssatzes r kann man die Proposition 2.42 anwenden.
Die Anleihenpreise sind daher fiir alle 7" € [0,7*] und alle ¢ € [0, 7] durch

p(t,T) =exp{A(t,T) — B(t,T)r(t)} (2.71)

gegeben, wobei die Funktionen A und B folgendes Gleichungssystem im Bereich [0, T'] x
[0, 7] 16sen:

Bt(ta T) = _17
B(T,T) = 0.

ANJU:G@B@n-%&W@T%
A(T,T) = 0.

Die Losungen dieses Systems sind durch

B(t,T)=T—t, (t,T)€[0,T] x[0,T", (2.72)
A@ﬂ:/@@@aﬂ@+§i2;ﬁ (t.T)€[0,T] x [0,T7,  (2.73)

gegeben. Die Funktion © muss man nun so wihlen, dass sich die theoretischen Zinss-
truktur {p(0,7"); T € [0,7*]} zum Zeitpunkt ¢ = 0 an die beobachtete Zinsstruktur
{p*(0,T); T € [0,7*]} anpasst. Man muss also ein © finden, sodass p(0,7") = p*(0,7)
fiir alle T € [0,7%] ist. Fiir alle 7" € [0,77] ist p(0,7) = exp{A(0,7) — B(0,T)r(0)}

und p*(0,7) = exp{ fo *(0,s) ds} (siche Lemma 2.28). Somit muss

T P T
/@ T)ds + 5 3 Tr(0) = —/f*(O,s) ds, T e[0,77], (2.74)
0 0

erfiillt sein, wobei f*(0,¢) den empirischen sofortigen Terminzinssatz kennzeichnet.
Wenn (2.74) zweimal partiell nach 7" abgeleitet wird, folgt

—wﬂ+£T=—g%%Q,T€mfﬂ
& 0(T) = @§%9+ﬁﬂ T €[0,T7. (2.75)

Setzt man (2.75) in (2.73) ein, gilt

wem = [ (LD ) - myas s 2 20

0s 2 3

O0s

t t

T T T
:/8—8f*(0, s) ds — T/—af*(o’ s) ds + /02(52 — sT) ds
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(T* — 3T% + 3Tt* — t%)

-
:/( “(0,8) + £*(0, )+s%) ds — T(f*(0,T) — *(0,1))

S

T
+02<% %Tt>+%2(T3—3T2t+3Tt2—t3)
Td *(0
—— [rosas+ [TLED g 101 - p0.0)

t

(277 — 2* = 3T° + 3T + T? — 3T%t + 3T¢* — °)
f(0,8)ds +Tf7(0,T) = f7(0,8) = T(f7(0,T) = f°(0,1))
3t3 — 67't* + 31°t)

2

T
/f*O s ds—/f (0, 5) ) (T—t)f*(O,t)—%t(T2—2Tt+t2)
0

||
O\H A®|q “\ﬂ ®|qw Tt~

f*Osds+/f (0,s)d

2

+ (T — 1) f*(0,t) — ?t(T — )2, (t,T)€[0,T] x [0,T%].

(2.76)

Als néchstes setzt man (2.72) und (2.76) in die Preisgleichung (2.71) ein und es folgt
fiir alle T € [0, 7] und alle ¢ € [0, T

exp{—}f*(o,s)ds} 52
p(t,T) = : exp {(T —t)f*(0,t) — ?t(T —1)? — (T — t)r(t)}
exp {—Off*(O,s) ds}
_ 7;: *((%;) exp {(T —0F(0,0) = ST 1) (T t)r(t)} |
O
Das CIR Modell

Proposition 2.45 (CIR Zinsstruktur) Man betrachtet das CIR Modell, in welchem
die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch

dr(t) = a(b —r(t)) dt + o/r(t) dW(t), te 0,74, 277)
r(0) =79, 719 €RY, '
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gegeben ist, wobei a,b € RY. sind, o € R ist und W = (W (t))[, ein eindimensionaler Q-
Wiener Prozess beziiglich F ist. Ferner sei r die eindeutige Losung der stochastischen
Differentialgleichung (2.77). Die Anleihenpreise sind in diesem Modell fir alle T €
[0, T*] und alle t € [0, T] durch

p(t,T) = Ao(T — 1) - exp {=B(T — t)r(t)}

gegeben, wobei

B 2(e —1) .
B@) = ey S eI TE0T

2ab

A(s) — <2v.exp{<v+a><§>}>? e [0.T]. T €[0T,

(v +a)(e™ — 1) + 2y

und

v =+Va?+ 207
15t.

Beweis Der Beweis der Proposition 2.45 wird im Artikel ,A Theory of the Term Struc-
ture of Interest Rates* von John Cox, Jonathan Ingersoll und Stephen Ross im Journal
Econometrica [8] auf den Seiten 385 bis 408 erldutert. O

Das Hull-White Modell (erweitertes Vasicek Modell)

In diesem Kapitel wird eine vereinfachte Version des Hull-White Modells (erweitertes
Vasicek Modell) studiert. Die @Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, ist
durch

dr(t) = (O(t) —ar(t))dt + o dW(t), tel0,T"], (2.78)
r(0) =ry, 1o € R, '
gegeben, wobei © : [0,7%] — R eine deterministische Zeitfunktion, a € R%, 0 € R
und W = (W(t))E, ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess beziiglich F ist. Ferner
seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfiillt, sodass r die eindeutige Losung
der stochastischen Differentialgleichung (2.78) ist. In diesem Modell werden a und o
iiblicherweise so gewdhlt, dass man eine angenehme Volatilitdtsstruktur erhalt, wiahrend
© so gewahlt wird, dass sich die theoretische Zinsstruktur {p(0,7"); T" € [0,7*]} zum
Zeitpunkt t = 0 an die beobachtete Zinsstruktur {p*(0,7"); T" € [0, 77|} anpasst.

Lemma 2.46 Man betrachtet die vereinfachte Version des Hull-White Modells (erwei-
tertes Vasicek Modell), in welcher die Q-Dynamik des Momentanzinssatzesr = (r(t)),
durch (2.78) gegeben ist. Uberdies fiziert man eine beliebige empirische Zinsstruktur
{p*(0,T); T € [0, T*]}, die nur die Bedingung hat, dass die Abbildung T — p*(0,T) fiir
alle T € [0, T zweimal nach T differenzierbar ist. f*(0,T) kennzeichnet den empiri-
schen sofortigen Terminzinssatz. Die Funktion © wird so gewdhlt, dass

O(T) = f7(0,T) + ¢(T) + a(f*(0,T) + ¢(T)), T €[0,T7], (2.79)
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ist, wobei die Funktion g :[0,T*] — Ry durch

0'2 —aT\2
definiert wird und der Index in f}(0,T) die partielle Ableitung nach T' kennzeichnet.
Dann wird eine Zinsstruktur {p(0,T); T € [0, T*|} erzeugt, sodass p(0,T) = p*(0,T")
fir alle T € [0, T%] ist.

Beweis Angesichts der affinen Form des Driftterms und des Diffusionsterms in der @-
Dynamik (2.78) des Momentanzinssatzes r kann man die Proposition 2.42 anwenden.
Die Anleihenpreise sind daher fiir alle 7" € [0, 77 und alle ¢t € [0, 7] durch

p(t, T) =exp{A(t,T) — B(t,T)r(t)}

gegeben, wobei die Funktionen A und B folgendes Gleichungssystem im Bereich [0, 7] x
[0, 7] 16sen:

B,(t,T) — aB(t,T) = —1,
B(T,T) = 0.

A, T)=0@1)B(t,T) — %232(75, T),
A(T,T) = 0.

Die Losungen dieses Systems sind durch

B(,T) %(1 _ e T0Y (T € [0,T) [0, T,

A(t,T) = / (-@(S)B(S,T)M;—QB?(S,T)) ds, (£,T)€[0,T]x[0,T7, (2.81)

t

gegeben. Die partiellen Ableitungen von B(¢,T) und A(¢,7) nach T sind im Bereich
[0,7] x [0, 7] durch

Br(t,T) = e~ *T1 (2.82)
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2
=— / O(s)e T ds + 2‘% (1— e ™0y (2.83)

gegeben. Laut Annahme ist die Funktion © durch
O(T) = f7(0,T) + g(T) + a(f*(0,T) + g(T)), T €[0,17], (2.84)

gegeben, wobei f*(0,7") den empirischen sofortigen Terminzinssatz kennzeichnet und
die Funktion g durch

2

o 9 —aT 2
g(T) = 5.3 (1—e ) 5 B (0,7) (2.85)
definiert ist. Nun wird eine Funktion z : [0,7%] — R durch
z(T) = f7(0,T) + g(T) (2.86)

definiert, das heifst fiir alle 7' € [0,7*] ist #(T") = f7(0,7) + ¢(T'). Dann kann man
(2.84) auch als
oT)=a(T)+ ax(T), T e€][0,T7],

darstellen. Somit ergibt sich die Differentialgleichung

(T)=0(T)—ax(T), T €]0,T7],
2(0) = £7(0,0) = r(0).
Diese Gleichung hat die Losung
T
x(T) = /@(s)e_“(T_s) ds+e “Tr(0), T 0,7 (2.87)
0

Man setzt nun (2.85) und (2.87) in (2.86) ein und somit gilt

f10,7) = =(T) = g(T)

(
T
—a(T s 02 —aT\2 —aT *
O(s d8—2—2(1—e ) +er0), Telo,T7. (2.88)
0

(2.88) enthilt die partielle Ableitung von A(0,7") nach 7' (2.83) und die partielle Ab-
leitung von B(0,7T") nach 7" (2.82). Es folgt also

70, 7) = —A7r(0,T7) + Br(0,7)r(0), T €]0,77].

Somit gilt fiir alle 7' € [0, 7]

p*(0,T) = exp /f (0, s) = exp /T Bs(0,5)r(0)) ds

= exp {A(O,T) = B(0,T)r(0)} = p(0,T).
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Proposition 2.47 (Hull-White Zinsstruktur) Man betrachtet die vereinfachte Ver-
sion des Hull-White Modells (erweitertes Vasicek Modell), in welcher die Q-Dynamik
des Momentanzinssatzes r = (r(t))L, durch (2.78) gegeben ist. Wenn die Zinsstruktur-
kurve invertiert wird, indem © entsprechend der Gleichung (2.79) und g : [0,T%] — R,
entsprechend der Gleichung (2.80) gewdahlt wird, sind die Anleihenpreise fir alle T €
[0,7*] und alle t € [0, T] durch

_P( 1) * 0_2 2 _—2aty _
p(t,T) = p exp{f (0,t)B(t,T) — 4aB (t,T)(1—e"") B(t,T)r(t)}

gegeben, wobet

B(T) % (1—e ™) (7)€ [0,7] x [0,T7),

ist und f*(0,t) den empirischen sofortigen Terminzinssatz kennzeichnet.

Beweis Fiir den Beweis der Proposition 2.47 verwendet man das Lemma 2.46 und den
Beweis des Lemmas 2.46. Zuerst setzt man die Gleichung (2.79) fiir © in die Gleichung
(2.81) fiir A(¢,T") ein und integriert diese. Das Resultat dieser Integration setzt man
dann in die Preisgleichung

p(t,T) =exp{A(t,T)— B(t,T)r(t)}, (t,T)e€]0,T]x][0,T"], (2.89)

ein. Es gilt also
T
/( (s,7)+ — B2(s T)) ds
/T

X0,8) + g(s) +al(f*(0,s) +g(s)} B(s,T) + %232(3,T)) ds

50,s) +af*(0,s)) B(s,T)ds

-

I
T

—/ <(g(s) +ag(s))B(s,T) — %32(3,T)> ds, (t,T7)€10,T]x1[0,T"],

t

J/

-~

I

wobei f*(0,s) den empirischen sofortigen Terminzinssatz kennzeichnet und
( =), (s,T)€[0,T] x [0,T7],
2

ggz——u—5“):53%og s €[0,77],
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ist. I und I, werden einzeln integriert. Es folgt
T

I = / (f2(0,8) + af*(0, 5)) B(s, T) ds

t

= / (8(f*(0, Z)SB(S,T)) _ f*((]7 3)% + af*(O, S)B(S,T)) s
— / (8(f*(0, ?SB(&T)) + A0, 8)e T 1 (0, 5) (1- e—a(T—s))) s

= f*(0,T)B(T,T)— f*(0,t)B(t,T) + /f*(O, s)ds

T

—f*(0,t)B(t,T) + /f*(O,s) ds, (t,T7)€[0,T] x[0,T7],

und

epl
I
N\ﬂ

(9(s) + ag(s))B(s, T) ds—/%B%s,T) ds

Q
[N}

VR
—~
—_
|
QN

—a(T—s)) <2€—as _ 26—2as + (1 . €_as)2) _ (1 _ e—a(T—s))2> ds

[\]
Q
N

Q
[N}

~
n

_a(

I
O
@N‘%
AN T g T Ty T

VR
—~
—_
I
[N

)) (26—CLS o 26—2(18 +1—2e% 4 6—2as) _ (1 N €_a(T_8))2) ds

[\]
Q
N

(1 . 6—a(T—s)) (1 . 6—2(18 — 14 6—a(T—s)) ds

[\

_ 20-_2 (_6—2as + e—a(T—s) + e—a(T-‘rS) _ 6—20«(T—5)> ds

a

o2 (1 . 1 1 1 g
- = & —2as - —a(T—-s)  — _—a(T+s) _  — _—2a(T—s)

2a? 2a6 + a’ 0’ 2° .

o 1 ~2a5 | 9o —a(T—s) _ 9p—a(T+s) —2a(T_s)‘T
=—-.-—le e — 2e —e

da a? ( t )

o 1 2aT | 2aT 2at T—t T+t 2a(T—t
:g.a?(e_a _a’ _e_a’ _26_0’( _)_'_26_(1( +)+€_ a’( _))

o’ 1 o~ a(T—1) —2a(T—t) —2at —a(T+t) —2aT
= @ . a_2 (]_ ‘l’ e — € + 26 — € )

o’ 1 —a(T—t) —2a(T—t) —2at —a(T—t)—2at —2a(T—t)—2at
:E'—2(1—26 ) te —e + 2e —e )
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— Z_a ;2 (1 — % —a(T—t) + e—2a(T—t)> (1 _ e—2at>
2

= Z_a : % (1- e—a(T—t))2 (1—e2t)
2

= LB, T)(1 — e, (t,T) € [0,T] x [0,T"].

Somit gilt

A, T)=—1, — I
T

— £(0,0)B(t,T) — / £4(0, ) ds

t

(2.90)
— ZEB2(t T)(l _2at)7 (th) c [O,T] % [O,T*]

(2.90) setzt man nun in die Preisgleichung (2.89) ein und es folgt fiir alle 7" € [0, 7]
und alle ¢t € [0, T

T
p(t,T) =exp —/f*(O,s)ds

X exp {f*(O,t)B(t, T)— Z—iBQ(t,T)(l — e 20ty B(t,T)r(t)}

T

=exp —/f*(O,s)ds—l—/f*(O,s)ds
0

0

X exp

exp {—
exp {—

X exp {f* - 4—BQ(t,T)(1 — e 20ty B(t,T)r(t)}
)

0, )B(t,T) — Z—ZBQ(t,T)(l — e 20ty B(t,T)r(t)}

—

F0.9)ds)

£+(0,5) ds}

( )exp{ “(0, )(tT)—4—B (t, T)(1 — ‘“t)—B(t,T)r(t)},

wobei {p*(0,7); T € [0,T*]} die empirische Zinsstruktur ist. Laut Lemma 2.46 ist
p(0,T) = p*(0,T) fir alle T € [0,T*]. Somit folgt fiir alle T" € [0,7*] und alle ¢t € [0, T]

p(t,T) =

wobei

B(,T) = é (1— ™0y (1,T) € [0,T] x [0,T7],

ist. U



Kapitel 3

Weiterentwicklung des Embedded
Value

Die Ausfiihrungen des gesamten Kapitels 3 sind dem Vortrag Embedded Value — Eu-
ropean Embedded Value — Market Consistent Embedded Value von Laszlo Hrabovsz-
ki und Ute Kerres [9] und dem Vortrag Embedded Value Workshop von Towers Per-
rin/Tillinghast [13] entnommen.

Traditioneller Embedded Value (EV), European Embedded
Value (EEV) und Market Consistent Embedded Value (MCEV):

Die Hauptkritikpunkte am Traditionellen Embedded Value sind die unzureichende Be-
riicksichtigung von Optionen und Garantien, die Kapitalisierung der Préamien fiir das
Kredit- und Marktrisiko und die geringe Einheitlichkeit von Annahmen und Metho-
dik. Ferner ist der Embedded Value stark abhingig von ungewissen Planungspriamissen
und manipulierbar. Um diesen Méangeln zu begegnen, wurden vom 2002 gegriindeten
CFO Forum (Chief Financial Officer Forum) als Reaktion auf Analystenkritik und als
Abwehrmafnahme gegen Fair-Value-Uberlegungen der ,International Accounting Stan-
dards Board* 12 European-Embedded-Value-Prinzipien festgelegt. Diese wurden am
05.05.2004 verabschiedet und bis Jahresende 2005 umgesetzt.

Das CFO Forum besteht aus den Finanzvorstinden der européischen Versicherungs-
konzerne AEGON N.V., Allianz SE, Assicurazioni Generali S.P.A.; AXA SA, Aviva
ple, BNP Paribas Assurance, CNP Assurances, Fortis B.V., Hannover Riickversiche-
rung AG, IF P&C Insurance, ING Groep N.V., Legal & General Group plc, Mapfre
S.A., Miinchener Riick, Old Mutual plc, Prudential Assurance Company plc, Scottish
Widows Group, The Standard Life Assurance Company, Swiss Reinsurance Company
und Zurich Financial Services Group.!

Der entscheidende Punkt beim Market Consistent Embedded Value ist, dass zwingend
marktkonsistente Kapitalmarktszenarien verlangt werden.

taus CFO Forum |7]

68
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3.1 European Embedded Value

3.1.1 European-Embedded-Value-Prinzipien

Im Folgenden werden die 12 vom CFO Forum festgelegten European-Embedded-
Value-Prinzipien beschrieben.

Prinzipien 1-3: Einfiihrung, erfasstes Geschift, Definition des Embedded Value

1. Der Embedded Value ist ein Maf fiir den konsolidierten Wert des betrachteten
Versicherungsgeschiifts fiir die Aktionére.

2. Das mit dem Embedded Value erfasste Geschaft soll klar identifiziert und be-
schrieben werden.

3. Der Embedded Value ist der Barwert der Aktionérsertrige aus den Kapitalanla-
gen des zugrunde liegenden Bestandes unter ausreichender Beriicksichtigung der
eingeschlossenen Risiken. Er besteht aus folgenden Komponenten:

- freie Mittel, die dem betrachteten Geschéift zuzuordnen sind,
- erforderliches Kapital abziiglich Kapitalbindungskosten,
- Wert des zukiinftigen Finanzflusses fiir die Aktionére.

Der Wert des kiinftigen Neugeschéfts ist ausgeschlossen.

Prinzipien 4-6: freie Mittel, erforderliches Kapital, Present Value In Force

4. Die freien Mittel sind der Marktwert (zum Berechnungszeitpunkt) allen Kapitals
und Uberschusses, die dem betrachteten Geschift zugeordnet sind, jedoch nicht
zur Deckung der Verbindlichkeiten bendtigt werden.

5. Das erforderliche Kapital soll alle Werte enthalten, die nicht zur Deckung der
Verbindlichkeiten benotigt werden und deren Verteilung auf die Eigentiimer be-
schrankt ist. Dabei sollen Kapitalbindungskosten in Ansatz gebracht werden.

6. Der Wert des zukiinftigen Finanzflusses ist der Barwert der kiinftigen Ausschiit-
tungen an die Aktionédre, der sich aus einer Projektion der Kapitalanlagen ergibt
(Present Value In Force). Dieser Wert wird durch den Time Value of Options and
Guarantees, das heifst durch den Zeitwert der Optionen und Garantien, (wie in
Prinzip 7 definiert) reduziert.

Prinzipien 7-9: Optionen und Garantien, Neugeschift, Annahmen fiir die
Projektion

7. Der potentielle Einfluss aller finanziellen Optionen und Garantien auf den zu-
kiinftigen Finanzfluss fiir die Aktionére muss beriicksichtigt werden. Der Ansatz
muss den Time Value of Options and Guarantees enthalten, der auf stochasti-
schen Techniken basiert, die konsistent mit der Methodik und den Annahmen des
Embedded Value sind.
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8. Neugeschift entsteht durch den Verkauf neuer Vertrige in der Bewertungsperi-
ode. Der Wert des Neugeschifts schlieft den Wert kiinftiger Erneuerungen und
erwarteter kiinftiger Vertragsinderungen dieser Neuvertrige ein. Der Embedded
Value soll nur den vorhandenen Bestand beriicksichtigen und kiinftiges Neuge-
schift ausschliefien.

9. Die Schitzung geeigneter (nicht-6konomischer) Annahmen soll vergangene, der-
zeitige und zukiinftige Entwicklungen und alle relevanten Daten beriicksichtigen.
Zukiinftige Anderungen sind zu beriicksichtigen, wenn sie verniinftigerweise er-
wartet werden miissen. Es soll ein ,active review* der Annahmen stattfinden.

Prinzipien 10-12: 6konomische Annahmen, iiberschussberechtigtes Geschift,
Veroffentlichung

10. Okonomische Annahmen miissen untereinander und auch mit den beobachtbaren
Marktdaten konsistent sein. Glattung von Markt- oder Bilanzwerten, unrealisier-
ten Gewinnen oder Kapitalertragen ist nicht zugelassen.

11. Bei dem Versicherungsgeschéft mit Gewinnbeteiligung sind Annahmen iiber kiinf-
tige Gewinnanteilsitze und die Verteilung des Uberschusses auf die Versicherungs-
nehmer und die Aktionédre zu treffen. Diese Annahmen sollen zu den iibrigen An-
nahmen, der Unternehmenspraxis und den Marktgegebenheiten konsistent sein.

12. Resultate des Embedded Value sollen auf konsolidierter Basis fiir Geschiftsseg-
mente, die mit der Rechnungslegung konsistent sind, verdffentlicht werden.

3.1.2 Merkmale des gewinnberechtigten Geschifts

Die Uberschussbeteiligung und die Aktionirsertrige werden durch Puffer (auf Unter-
nehmensebene, nicht auf Produktebene) sowohl auf Aktiv- als auch auf Passivseite
geglattet. Dabei bestehen die Freiheiten des Versicherungsunternehmers vor allem aus
der Auswahl der Kapitalanlagestrategie und dem Timing der Uberschussbeteiligung.
Empirisch lassen sich nicht — wie in der Finanztheorie unterstellt — immer streng ra-
tional handelnde Marktteilnehmer finden, da die Versicherungsnehmer die Optionen
und Garantien nicht rational ausiiben und auch das Management nicht immer rational
agiert. Eine Lebensversicherung ist ein komplexes strukturiertes Produkt fiir das in der
Regel keine replizierenden Portfolios am Kapitalmarkt verfiigbar sind. Daher ist die
Bewertung mittels stochastischer Szenarien erforderlich.

3.1.3 Herausforderungen beim Umgang mit Optionen und
Garantien

Der Wert der Optionen fiir den einzelnen Versicherungsnehmer entspricht nicht den
Kosten der Optionen fiir den Aktionar. Die Optionen werden innerhalb des Bestands
ausgeiibt und koénnen zunichst durch Anpassung der zukiinftigen Uberschussbeteili-
gung kompensiert werden. Der Aktionér ist, wie an allen Geschéftsergebnissen, an den
Options- und Garantiekosten nur mit einem kleinen Anteil beteiligt. Nur ein negativer
Rohiiberschuss, der nicht mehr von anderen Versicherungsnehmermitteln ausgeglichen
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werden kann, geht vollstindig zu Lasten des Aktionérs.

Besonders wichtige Optionen und Garantien sind die Garantie eines Rechnungszinses,
die Option zum Riickkauf, insbesondere zu garantierten Werten, garantierte Renten-
umwandlungsfaktoren und die Option auf dynamische Anpassung mit den Rechnungs-
grundlagen bei Abschluss. Die wesentlichen Gestaltungsrechte der Versicherungsnehmer
sind der Storno, insbesondere bei garantierten Riickkaufswerten, und das Kapitalwahl-
recht bei Rentenversicherungen sowie das Rentenwahlrecht bei Kapitalversicherungen.

3.1.4 Bestimmung des Time Value of Options and Guarantees
(TVOG)

Der Time Value of Options and Guarantees wird in der Regel mit stochastischen Tech-
niken ermittelt, die mit Methodik und Annahmen des Embedded Value konsistent sind.
Die verwendete Technik sollte eine zu den iibrigen Annahmen konsistente, stochasti-
sche Variation der kiinftigen 6konomischen Verhéltnisse beinhalten. Der Einfluss des
Managements auf die Auswirkung von Optionen und Garantien kann in die Bewertung
einbezogen werden. Dann muss aber auch eine entsprechende Reaktion der Versiche-
rungsnehmer beriicksichtigt werden.

Bisher hat man lediglich eine deterministische Projektion durchgefiihrt, was der Be-
trachtung eines einzelnen Szenarios entspricht. Nun betrachtet man eine Vielzahl von
verschiedenen Szenarien (in der Regel rund 1000).

Definition 3.1 Der Time Value of Options and Guarantees ist der Unterschied
aus dem deterministischen Present Value of Future Profits, der fir ,best estimate” An-
nahmen (= mittlere der 000 Szenarien) berechnet wird, und aus dem Mittelwert des
Present Value of Future Profits, der fir x000 Szenarien berechnet wird.

Beispiel 3.2 (illustrativ) Beispiel fiir eine Periode: Garantie= 4%, Mindestgewinn-
beteiligung von 90% des Rohiiberschusses, drei mogliche, gleichverteilte Ausgénge

Versicherungsnehmer Aktionir

/1060 1058 2
1000 — 1040 1040 0
N\, 1020 1040 —20

TVOG
:= PVFP des mittleren Szenarios — Mittelwert des PVFEFP {iber die

stochastischen Szenarien

1
=0-5(2+0-20)=6.
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Hier wird fiir den Present Value of Future Profits die Diskontierung fiir ein Jahr ver-
nachléssigt.

3.1.5 Managementregeln

Da im Gegensatz zu den deterministischen Annahmen die Kapitalmarktszenarien stark
schwanken und jeweils unterschiedliche Reaktionen des Managements darauf erfordern,
sind statische Annahmen zum Management- und Kundenverhalten nicht ausreichend,
sondern werden im Modell durch dynamische Regeln ersetzt. Diese dynamischen Ent-
scheidungsregeln miissen die Aspekte der Unternehmenssteuerung moglichst weitgehend
umfassen. Sie werden allerdings angesichts der Grenzen des stochastischen Modells meist
auf folgende wesentliche Zielgréfsen beschrankt:

- Solvabilitét,

- freie Mittel (zum Beispiel freie Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung, Bewer-
tungsreserven),

- Rohiiberschuss und Jahrestiberschuss.

Diese Zielgrofen konnen vom Management durch Entscheidungen iiber die Nettover-
zinsung, die Uberschussbeteiligung, die Ausschiittungsquote und die Aktienquote be-
einflusst werden. Die Managementregeln sollen die Zielsetzung des Unternehmens wi-
derspiegeln. Diese kann zum Beispiel umsatz- und wettbewerbsorientiert oder mehr
sicherheitsorientiert sein. Die Managementregeln im Unternehmensmodell sollten mit
der Geschiftsleitung abgestimmt sein.

3.1.6 Effekt von Puffern

Die Beriicksichtigung von Managementregeln kann bewirken, dass die Volatilitét fiir den
Versicherer zu einem positiven Beitrag fiihrt. Insbesondere Puffer wie Bewertungsreser-
ven und freie Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung haben hierbei einen ,Chaméleon-
charakter”. In positiven Szenarien gehoren sie zum groften Teil den Versicherungsneh-
mern, in negativen Fillen kdnnen sie zur Vermeidung von Aktionérseinschiissen genutzt
werden.

Beispiel 3.3 (illustrativ) wie Beispiel 3.2, jedoch mit Startpuffern

Delta RfB Versicherungsnehmer Aktionir
/" 1060 +8 1050 2
1000 — 1040 0 1040 0

N, 1020 —20 1040 0
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TVOG
:= PVFP des mittleren Szenarios — Mittelwert des PVEFP tber die

stochastischen Szenarien
2

1
:0——(2+0+0):—§.

3
Auch hier wird fiir den Present Value of Future Profits die Diskontierung fiir ein Jahr
vernachlassigt.

Neugeschift mit geringerem Gesamtzins (= Garantiezins + Gewinnbeteiligung) re-
duziert langfristig das Risiko fiir den Gesamtbestand. Kurzfristig kann der Verbrauch
vorhandener Puffer jedoch das Risiko erhohen. Das heifst die Auswirkung auf den Ge-
samtwert ist stark abhingig von den verfiigharen Puffern.

3.1.7 Bestimmung des European Embedded Value

Es gibt 3 Methoden den European Embedded Value zu bestimmen:

1. direkt: EEV = EV von 2000 Simulationen auf zig000 Modellpunkten

Dies ist die sauberste Losung, jedoch technisch aufgrund der langen Rechenzeit
sehr aufwendig.

2. EEV = deterministischer EV — TVOG

Der Time Value of Options and Guarantees wird aus x000 Simulationen auf we-
nigen Modellpunkten ermittelt (der Bestand wird verdichtet).

Bei der Berechnung des deterministischen EV auf zig000 Modellpunkten werden
die Bestandsbesonderheiten wie bisher erfasst, wohingegen bei der Berechnung
des deterministischen EV auf wenigen Modellpunkten die Bestandsbesonderhei-
ten verloren gehen konnen.

3. direkt: EEV = EV von 2000 Simulationen auf wenigen Modellpunkten.

Diese Methode erfordert einen sorgfiltigen Test der Bestandsverdichtung.

3.1.8 Szenarioauswahl

Es gibt zwei mogliche Szenarien: realitdtsnahe Szenarien und marktkonsistente
Szenarien. Bei den realitdtsnahen Szenarien ist die Optionsbewertung so kalibriert,
dass eine Einschéitzung des Managements iiber die zukiinftige Entwicklung des Kapital-
markts reflektiert wird. Bei den marktkonsistenten Szenarien ist die Optionsbewertung
so kalibriert, dass mittels der Szenarien am Markt erhéltliche Optionen bewertet werden
kénnen. Im Falle von marktkonsistenten Szenarien spricht man vom Market Consistent

Embedded Value.
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3.2 Market Consistent Embedded Value

Es hat sich die Frage gestellt, warum marktkonsistente Bewertungen auch im Lebensver-
sicherungsbereich Anwendung finden sollten. Ein Grund ist, dass Lebensversicherungs-
produkte extrem options- und garantiereich sind. Bisher wurden diese Optionen und
Garantien jedoch selten quantitativ analysiert. Ferner haben sich im Versicherungsbe-
reich im Vorgriff auf Solvency II bereits verschiedene Aufsichtsmodelle auf marktorien-
tierte Bewertungen umgestellt, zum Beispiel ,Swiss Solvency Test in der Schweiz, ,,Twin
Peaks* und ,Institute of Chartered Accountants of Scotland* im Vereinigten Konigreich
und ,,Financieel Toetsingskader” in den Niederlanden. Ein anderer Grund ist, dass schon
fiir das Geschéftsjahr 2005 geméafs den European-Embedded-Value-Prinzipien des CFO
Forum eine Bewertung der Optionen und Garantien erforderlich wurde. Und nicht zu-
letzt sollten marktkonsistente Bewertungen im Lebensversicherungsbereich Anwendung
finden, da es sonst zu Arbitragemoglichkeiten zwischen verschiedenen Finanzdienstleis-
tern kommt.

3.2.1 Kennzeichen des Market Consistent Embedded Value

Der Market Consistent Embedded Value versucht Kapitalmarktrisiken innerhalb der
Berechnungen verniinftig zu beriicksichtigen. Der Ansatz liefert eine objektive Me-
thode zur Bestimmung von Risikodiskontsitzen sowohl auf Unternehmens- als auch
Produktebene. Ferner wird eine kapitalmarktkonforme Bewertung von Optionen und
Garantien sichergestellt und Kapitalbindungskosten entsprechend der Gesellschaftss-
truktur des Lebensversicherers beriicksichtigt. Es werden daher neue Erkenntnisse fiir
das Management der Gesellschaft hinsichtlich der Risiken des Geschéfts und moglicher
Steuerungsmechanismen zur Ertragsoptimierung geboten.

3.2.2 Marktkonsistente Bewertungs- und Rechentechniken
Bewertung von einfachen Strategien:

Verkauf von Anleihen: 80 5% — &4
Kauf von Aktien: 100 7% — 107

Nettoposition: —20 —23

Bewertung von einfachen Strategien — mehrfache Diskontraten:

Verkauf von Anleihen: 80 5% «—— 5% &4
Kauf von Aktien: 100 7% «— % 107

Nettoposition: —20 —23
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Welche Risikodiskontrate ist angemessen?
Verkauf von Anleihen: 80 5% — 84
Kauf von Aktien: 100 7% — 107

Nettoposition: —20 «— 777 =23

Fiir den Embedded Value kann man nach der Risikodiskontrate auflosen:
Verkauf von Anleihen: 80 5% — 84
Kauf von Aktien: 100 7% — 107

Nettoposition: —20 «— 15% —23

Das gleiche Ergebnis erhilt man auch durch Anpassung der erwarteten
Kapitalertrage:

Verkauf von Anleihen: 80 5% — &4

Kauf von Aktien: 100 5% — 105
Nettoposition: —20 «— 5% 21
Bewertungskonzepte:

Man kann drei theoretische Bewertungskonzepte unterscheiden:

1. Ansatz des replizierenden Portfolios: Es wird ein Portfolio konstruiert, welches
zum Falligkeitszeitraum bei jeder Kapitalmarktentwicklung genau die Zahlungs-
strome der Option repliziert. Das Prinzip der Arbitragefreiheit besagt, dass das
replizierende Portfolio und die Option den gleichen Preis haben miissen.

2. Risikoneutrale Bewertung: Der Preis der Option entspricht dem diskontierten Er-
wartungswert der Auszahlungen unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeits-
mafk. Diskontiert wird mit dem risikofreien Zins. Dieser Ansatz wird in der Regel
bei stochastischen Modellen herangezogen, wobei die erwartete Rendite aller An-
lagenklassen dem risikofreien Zins entspricht.

3. State price deflators: Hier wird mit subjektiven, realitdtsnahen Wahrscheinlich-
keiten und Erwartungen gearbeitet, doch miissen zustandsabhéingige, risikoad-
justierte Diskontfaktoren angesetzt werden, deren Herleitung in der Regel nicht
trivial ist. Die risikoadjustierten Diskontfaktoren heiffen ,state price deflators®.

Alle Ansétze liefern den gleichen Preis.

Rechentechniken:

Die Rechentechniken lassen sich in drei Kategorien gliedern:
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1. Geschlossene Formeln: Diese werden auf einfache Optionen angewendet, deren
Kosten nicht durch das Managementverhalten beeinflusst werden: zum Beispiel
auf das Kapitalwahlrecht bei der Ferien- und Reiseversicherung oder auf die ga-
rantierte Mindesttodesfallleistung.

2. Deterministische Verfahren: Diese werden auf Verpflichtungen ohne optionalen
Charakter angewendet: zum Beispiel auf das Risikogeschéft oder die fondsgebun-
dene Lebensversicherung.

3. Stochastische Simulationen: Diese werden auf Optionen komplexer Natur ange-
wendet, wobei das Verhalten vom Management und den Versicherungsnehmern
die Kosten beeinflusst: zum Beispiel auf das traditionelle gewinnberechtigte Ge-
schaft.

Fiir alle Rechentechniken wird gefordert, dass das Kapitalmarktmodell arbitragefrei ist
und dass relevante Marktpreise reproduziert werden konnen.

3.3 Vergleich der Embedded-Value-Ansatze

In diesem Kapitel 3.3 werden der Traditionelle Embedded Value, der European Em-
bedded Value und der Market Consistent Embedded Value in folgenden Attributen
miteinander verglichen: Ableitung der Zahlungsstrome, Verhalten des Managements,
Kapitalhinterlegung, Optionen und Garantien, Verhalten der Versicherungsnehmer, Dis-
kontierung.

Ableitung der Zahlungsstréme:

Fiir die Berechnung des Traditionellen Embedded Value verwendet man eine determi-
nistische Projektion. Ferner beriicksichtigt man geschlossene Fonds.

Beim European Embedded Value erfolgt zusitzlich zur deterministischen Projektion
eine stochastische Simulation (vor allem fiir die Ermittlung des Time Value of Options
and Guarantees). Man verwendet geschlossene und offene Fonds.

Fiir die Berechnung des Market Consistent Embedded Value verwendet man eine
stochastische Simulation. Wie beim European Embedded Value beriicksichtigt man ge-
schlossene und offene Fonds.

Verhalten des Managements:

Fiir den Traditionellen Embedded Value nimmt man an, dass sich das Management
statisch verhalt.

Beim European Embedded Value nimmt man neben einem statischen Verhalten des
Managements ein dynamisches Verhalten beziiglich der Ermittlung des Time Value of
Options and Guarantees an.

Die Berechnung des Market Consistent Embedded Value fordert nur dynamische
Annahmen in Bezug auf das Verhalten des Managements.
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Kapitalhinterlegung:

Die Hohe des Eigenkapitals ermittelt man beim Traditionellen Embedded Value be-
ziiglich der Solvabilititsvorschriften. Ferner muss man eine Uberschussverteilung der
Kapitalertrige (Zufithrung zur Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung) beriicksichti-
gen.

Beim European Embedded Value beriicksichtigt man fiir die Ermittlung des Eigenka-
pitals Ratinganforderungen. Wie beim Traditionellen Embedded Value muss man eine
Uberschussverteilung der Kapitalertriige (Zufiihrung zur Riickstellung fiir Beitragsriick-
erstattung) beriicksichtigen.

Fiir die Berechnung des Market Consistent Embedded Value verwendet man als Ei-
genkapital das 6konomische Kapital. Dieses Kapital wird definiert als ein Betrag, der
ausreichen wiirde, um das Gesamtrisiko eines Unternehmens (das heift das Aggregat
aus Marktpreis-, Adressenausfall- und operationellen Risiken) abzudecken. Es ist nicht
identisch mit dem bilanziellen Eigenkapital.

Beim Traditionellen Embedded Value, beim European Embedded Value und beim
Market Consistent Embedded Value weist man den Zinsverlust auf das bendétigte Ei-
genkapital als Cost of Capital aus.

Optionen und Garantien:

Bei der Berechnung des Traditionellen Embedded Value beriicksichtigt man keine Optio-
nen und Garantien. Auch hat das Asset-Liability-Management-Risiko keinen Einfluss.

Beim European Embedded Value ermittelt man den Time Value of Options and Gua-
rantees. Die Risiken dieser Optionen und Garantien unterschéitzt man jedoch angesichts
des marktinkonsistenten Bewertungsansatzes. Das Asset-Liability-Management-Risiko
wird berticksichtigt.

Der Market Consistent Embedded Value verlangt eine marktkonsistente und arbitra-
gefreie Bewertung der Optionen und Garantien. Wie beim European Embedded Value
beriicksichtigt man das Asset-Liability-Management-Risiko.

Verhalten der Versicherungsnehmer:

Fiir die Berechnung des Traditionellen Embedded Value verwendet man deterministi-
sche Annahmen. Diese ermittelt man durch Extrapolation der Vergangenheit.

Sowohl beim European Embedded Value, als auch beim Market Consistent Embedded
Value ist eine Modellierung rationaler Versicherungsnehmer moglich.



Kapitel 4

Marktuberblick zum Embedded
Value

In diesem Kapitel 4 wird der European Embedded Value beziehungsweise der Mar-
ket Consistent Embedded Value zum 31.12.2007 und der Value of New Business des
Geschéftsjahres 2007 zwischen folgenden Gesellschaften verglichen:

Allianz SE (Allianz): Die nachstehenden Werte zeigen Ergebnisse des Lebengeschéfts
in Deutschland.

AMB Generali Holding AG (AMB): Die nachstehenden Werte zeigen Ergebnisse
des Leben- und Krankengeschéfts in Deutschland.

AXA S.A. (AXA): Die nachstehenden Werte zeigen Ergebnisse des Leben- und Kran-
kengeschifts in Deutschland. Das Ergebnis der Winterthur Versicherungen wird mit
einbezogen.

Miinchener Riick Versicherungsgruppe (MR): Die nachstehenden Werte zeigen
Ergebnisse des Lebengeschifts in Deutschland.

UNIQA Versicherungen AG (UNIQA): Die nachstehenden Werte zeigen Ergeb-
nisse des Leben- und Krankengeschifts in Osterreich.

Vienna Insurance Group (VIG): Die nachstehenden Werte zeigen Ergebnisse des
Leben- und Krankengeschifts in Osterreich und Deutschland.

Die Daten fiir die Vergleiche stammen aus folgenden Berichten: Allianz Furopean Em-
bedded Value Report 2007 |1|, AMB Generali Full Year 2007 Results 2|, 2007 Additional
Information about Life & Savings European Embedded Value |3|,Furopean Embedded
Value 2007 |11, UNIQA Group Embedded Value 2007 [14] und Group Embedded Value
Results 2007 [15].

4.1 Vergleich European Embedded Value / Market
Consistent Embedded Value zum 31.12.2007

AMB Generali Holding AG hat zum 31.12.2007 einen Market Consistent Embed-
ded Value verdffentlicht, die restlichen oben genannten Gesellschaften haben zum
31.12.2007 European Embedded Values verdffentlicht. Im Folgenden werden diese
und ihre Zusammensetzung verglichen.

78
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Tabelle 4.1: Zusammensetzung des EEV / MCEV zum 31.12.2007 (in m EUR)
Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG

ANAV 1.460 1.064 633 1.012 609 735

PVFP 5.842 3.679 2.452 2.594 863 1.385

-TVOG —546 —111 —98 —138 —23 —32

—CoC —345 —554 —225 —586 —79 —76

EEV/MCEV | 6.412 4.078 2.762 2.882 1.369 2.013

Abbildung 4.1: EEV / MCEV zum 31.12.2007 (in m EUR)
Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG

. e 2o

Die Allianz SE hat im Vergleich das héchste Ergebnis erzielt. Die Ergebnisse der 0s-
terreichischen Gesellschaften liegen deutlich hinter den Ergebnissen der deutschen Ge-
sellschaften. Der European Embedded Value der Vienna Insurance Group ist héher als
der European Embedded Value der UNIQA Versicherungen AG. Dazu sei erwéhnt, dass
die Werte der UNIQA Versicherungen AG nur Ergebnisse des Osterreichgeschiifts, die
Werte der Vienna Insurance Group jedoch Ergebnisse des Osterreich- und Deutschland-
geschéfts zeigen.

Im Folgenden wird der Time Value of Options and Guarantees zum 31.12.2007 in
Prozent des European Embedded Value zum 31.12.2007 beziehungsweise in Prozent
des Market Consistent Embedded Value zum 31.12.2007 fiir die oben genannten
Gesellschaften verglichen.

Abbildung 4.2: TVOG zum 31.12.2007 in % EEV / MCEV zum 31.12.2007
Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG

! I . 1,6%
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Die Ergebnisse des Time Value of Options and Guarantees fiir die UNIQA Versicherun-
gen AG und die Vienna Insurance Group erscheinen relativ zu niedrig im Vergleich zu
den deutschen Gesellschaften. Der Time Value of Options and Guarantees in Prozent
des European Embedded Value beziehungsweise in Prozent des Market Consistent Em-
bedded Value der deutschen Gesellschaften variiert sehr stark, wobei die Allianz SE den
hochsten Wert hat. Der Time Value of Options and Guarantees in Prozent des Euro-
pean Embedded Value der beiden osterreichischen Gesellschaften zeigt ein homogenes
Bild.

4.2 Vergleich Value of New Business 2007

Definition 4.1

1. PVNBP bezeichnet den Present Value of New Business Premium, das
heifit den Barwert der zukiinftigen Neugeschiftsprimien die aus den Bestdinden
des aktuellen Neugeschiftsjahrganges generiert werden kénnen.

2. APE bezeichnet den Annual Premium Equivalent. Diesen definiert man als
die laufenden Neugeschdftspramien plus 10% der Einmalpramien des betrachteten
Geschiftsjahres.

Im Folgenden werden der Value of New Business, der Present Value of New
Business Premium und der Annual Premium Equivalent des Jahres 2007 fiir die
oben genannten Gesellschaften verglichen.

Tabelle 4.2: VNB, PVNBP, APE 2007 (in m EUR)
Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG
VNB 362 175 166 105 49 63
PVNBP | 9.188 8390  4.587  3.739  1.519  1.906
VNBin % PVNBP |  39%  21%  36%  28%  32%  33%
APE 881 978 457 458 187 205
VNBin % APE | 412%  179%  362%  229%  262%  30,7%

Abbildung 4.3: VNB 2007 (in m EUR)
Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG

.lss
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Auch hier liegen die Ergebnisse der Gsterreichischen Gesellschaften deutlich hinter den
Ergebnissen der deutschen Gesellschaften. Die Allianz SE hat im Vergleich wieder das
hochste Ergebnis erzielt. Erneut variieren die Werte der deutschen Gesellschaften sehr
stark. Ferner sei erwahnt, dass der Present Value of New Business Premium der AMB
Generali Holding fast doppelt so hoch ist wie der Present Value of New Business Pre-
mium der AXA S.A., obwohl der Value of New Business der beiden Gesellschaften
annahernd gleich ist. Das gleiche gilt fiir den Annual Premium Equivalent. Es ist auch
zu beobachten, dass der Present Value of New Business Premium der AMB Generali
Holding fast so hoch ist wie der Present Value of New Business Premium der Allianz
SE, obwohl die Allianz SE einen mehr als doppelt so hohen Value of New Business hat.
Der Annual Premium Equivalent der AMB Generali Holding ist sogar hoher als der
Annual Premium Equivalent der Allianz SE. Die Werte der Vienna Insurance Group
sind auch hier wieder hoher als die Werte der UNIQA Versicherungen AG.

Im Folgenden wird der Value of New Business des Jahres 2007 in Prozent des
Present Value of New Business Premium des Jahres 2007 fiir die oben genannten
Gesellschaften verglichen.

Abbildung 4.4: VNB in % PVNBP 2007
Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG

3,3%

Die Allianz SE weist wieder den héchsten Wert auf. Im Gegensatz zu den Osterreichi-
schen Gesellschaften, deren Neugeschiftsmargen fast gleich sind, zeigen die Margen der
deutschen Gesellschaften kein einheitliches Bild.

Im Folgenden wird der Value of New Business des Jahres 2007 in Prozent des
Annual Premium Equivalent des Jahres 2007 fiir die oben genannten Gesellschaften
verglichen.
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Abbildung 4.5: VNB in % APE 2007
Allianz AMB AXA MR  UNIQA VIG

Hier variieren die Sétze stark von ungefihr 18% bis fast 42%. Iim Vergleich zu den vorigen
Ergebnissen ist hier auch der Unterschied der Sitze der osterreichischen Gesellschaften
wesentlich grofer.



Anhang A

Stochastische Analysis

Dieses Kapitel gibt einen Einblick in die mathematischen Grundlagen, die man fiir die
Gestaltung von stochastischen Zinsmodellen bend6tigt. Nach einer kurzen Einfiihrung in
die Malfstheorie und der Definition von stochastischen Prozessen werden Ito-Integrale,
[t6-Prozesse, stochastische Differentialgleichungen und der Satz von Girsanov behan-
delt. Die Ausfiihrungen sind dem Buch Arbitrage Theory in Continous Time von Tho-
mas Bjork [4] und dem Buch Stochastic Differential Equations: An Introduction with
Applications von Bernt Oksendal [12] entnommen. Die meisten Beweise werden nicht
gefiihrt, sind jedoch in der jeweils angegebenen Literatur zu finden. Ferner wird teilwei-
se nur der eindimensionale Fall behandelt, die Ausfiihrungen in héheren Dimensionen
sind ebenfalls der angegebenen Literatur zu entnehmen.

A.l1 Einfiihrung in die MaBtheorie

Definition A.1 (Potenzmenge) Sei Q) eine beliebige Menge. Die Menge aller Teil-
mengen von S heiffit Potenzmenge und man bezeichnet sie mit P(S).

Definition A.2 (o-Algebra) Eine o-Algebra F iber einer Menge Q) ist eine Fami-
lie F von Teilmengen von § mit folgenden Eigenschaften:

1. 0eF.
2. Fe F= F°cF, wobei F€ = Q\F das Komplement von F in € ist.

o0

3. Al,AQ,...efjAZ: AZE}"
i=1
Das Paar (2, F) nennt man einen messbaren Raum. Die Teilmengen F' € F heiffen
F-messbare Mengen.

Annahme A.3 Man nimmt an, dass o-Algebren alle Mengen mit MafS 0, das heifst
alle Nullmengen, enthalten.

Nun wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem messbaren Raum definiert.

Definition A.4 (Wahrscheinlichkeitsmafl) FEin Wahrscheinlichkeitsmaf$ P auf
einem messbaren Raum (2, F) ist eine Funktion P : F — [0,1] mit folgenden FEigen-
schaften:

83
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2. Wenn Ay, Ay, ... € F und (A;)52, disjunkt sind (das heifft A; N A; =0 fir alle

i, j mit i # j), folgt
=1 i=1

Das Tripel (2, F,P) nennt man einen Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt es
einen vollstGndigen Wahrscheinlichkeitsraum, wenn F alle Teilmengen G von €
mit P-dufferem Maf$ 0, das heifit mat

P*(G):=inf{P(F); Fe F,GCF} =0

enthalt. Jeder Wahrscheinlichkeitsraum kann vollstindig gemacht werden, indem man
zu F alle Mengen mit dufferem Maj$ O hinzufiigt und P entsprechend erweitert.
Die Teilmengen F' € F heiffen Ereignisse und man verwendet die Interpretation

P(F) = ,die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis F' eintritt*.

Wenn insbesondere P(F') = 1 ist, sagt man, dass ,,das Ereignis F' mit Wahrscheinlichkeit
1 oder fast sicher (f.s.) eintritt®

In den folgenden Definitionen werden Borelmengen behandelt.

Definition A.5 Seild eine Familie von Teilmengen einer Menge ). Dann gibt es eine
kleinste o-Algebra Hy, die U enthdlt, ndmlich

Hy = ﬂ{H, H ist eine o-Algebra von Q, U C H}.

Hy nennt man die o-Algebra, die von U erzeugt wird. Wenn U zum Beispiel die Familie
aller offenen Teilmengen eines topologischen Raumes Q0 (zum Beispiel Q = R™) ist,
nennt man B = Hy die Borel-o-Algebra von €2 und die Elemente B € B nennt
man Borelmengen. B enthdlt alle offenen Mengen, alle geschlossenen Mengen, alle
abzdihlbaren Vereinigungen von geschlossenen Mengen, alle abzdihlbaren Durchschnitte
solcher abzahlbaren Vereinigungen und so weiter.

Definition A.6 Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gegeben. Eine FunktionY :
QO — R" ist F-messbar, wenn fir alle offenen Mengen U € R"™ (oder dquivalent fir
alle Borelmengen U C R™)

Y HU) ={weQ YW eU}eF
15t.

Definition A.7 Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gegeben. Fiir eine Funktion
X :Q — R" st die 0-Algebra Hx, die von X erzeugt wird, die kleinste o-Algebra tber
der Menge ), die alle Mengen

XNU), U CR" offen,
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enthdlt. Ferner gilt
Hx ={X'(B); B € B}, (A1)

wobei B die Borel-o-Algebra auf R™ ist. Fs folgt, dass X Hx-messbar ist und dass Hx
die kleinste o-Algebra mit der Eigenschaft (A.1) ist.

Lemma A.8 Seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und zwei Funktionen X :
Q—=R"undY : QQ — R" gegeben. Dann ist Y dann und nur dann Hx-messbar, wenn
eine borelmessbare Funktion g : R™ — R™ existiert, sodass

Y = g(X)
15t.
Nun werden Zufallsvariablen definiert.

Definition A.9 Sei ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gegeben. Ei-
ne Zufallsvariable X ist eine F-messbare Funktion X : Q0 — R". Jede Zufallsvariable
erzeugt auf R™ ein Wahrscheinlichkeitsmaf pix, welches durch

px(B) = P(X"'(B)), Be€B,

definiert wird, wobei B die Borel-o-Algebra auf R™ ist. ux nennt man die Verteilung
von X.
Wenn [ |X(w)|dP(w) < oo ist, nennt man

Q

B = [ 1X@)|dP@) = [ 2dux(
0 R"
den Erwartungswert von X beziglich P.
Wenn f: R™ — R" borelmessbar und [ f(X(w))dP(w) < oo ist, gilt

B0 = [ FX@)aPw) = [ 1) dux(a).

A.2 Stochastische Prozesse

Definition A.10 (Stochastischer Prozess) Fin stochastischer Prozess X ist ei-
ne parametrisierte Familie (Xy)ier von Zufallsvariablen X, die auf einem vollstindigen
Wahrscheinlichkeitsraum (0, F, P) definiert werden und Werte in R™ annehmen. Die
Menge T' nennt man den Parameterraum des Prozesses X . Beliebte Wahlen dafiir sind
N oder Z beziehungsweise R oder [0, 00). Im ersten Fall spricht man von einem Prozess
in diskreter Zeit, im anderen von einem Prozess in stetiger Zeit. Eine hdufige Bezeich-
nung fir einen stochastischen Prozess X ist X = {X;;t € T}. Fir jedes fizet € T
it
w Xi(w), weqQ,
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eine Zufallsvariable. Andererseits kann man fir jedes five w € Q0 die Funktion
t— Xy(w), teT,
betrachten, die man Pfad, Trajektorie oder Realisierung von X; nennt.

Fiir die Intuition ist es niitzlich, ¢ als ,,Zeit” und jedes w als einen individuellen ,Versuch*
zu betrachten. Mit dieser Interpretation représentiert X;(w) den Ausgang des Versuchs
w zum Zeitpunkt t. Sehr oft verwendet man die Bezeichnung X (¢,w) anstatt X;(w).
Somit kann man den Prozess auch als eine Funktion von zwei Variablen

(t,w) — X(t,w)

von T x €2 nach R™ betrachten. In der Folge wird diese Schreibweise verwendet, wobei
man w meistens weg lasst.

Definition A.11 Seien X = (X (t))ier und Y = (Y (t))ier stochastische Prozesse auf
einem vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum (0, F, P). Dann ist X eine Verston von
Y, wenn

Pw; X(t,w)=Y(t,w)})=1 VteT
ust.

Definition A.12 (Filtrierung) Sei ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,
P) gegeben. FEine Familie (Fy)ier von o-Algebren Fy C F heifit Filtrierung, wenn
Fs C F; fir alle s,t € T mat s < t st.

Sei X = (X (t))ier ein stochastischer Prozess auf (Q, F, P) und F;X fiir jedes fizet € T
die o-Algebra, die von den Zufallsvariablen X(s) mit s € T und s < t erzeugt wird.
Dann nennt man (FX)ier die natiirliche Filtrierung von X.

Sei Y = (Y (t))ier ein weiterer stochastischer Prozess auf (2, F, P). Man nennt 'Y ad-
aptiert an die Filtrierung F = (F,)er, wenn die Zufallsvariable Y (t) fir jedest € T
beziiglich F; messbar ist. In diesem Fall nennt man Y einen F-adaptierten stochasti-
schen Prozess.

Anschaulich interpretiert ist F; die Menge aller Ereignisse, iiber deren Eintreten man
zum Zeitpunkt ¢ € T Bescheid weik.

Definition A.13 Fir den Rest des Anhangs A fiihrt man einen Endzeitpunkt T € R
ein.

Spezielle Eigenschaften der stochastischen Prozesse haben zu folgenden Namen ge-
fiihrt:

Definition A.14 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), eine Fil-
trierung (F1)E, und ein stochastischer Prozess X = (X (t))L, gegeben.

1. Man nennt X einen GaufB-Prozess, wenn die R™-wertige Zufallsvariable Z =
(X (t1), ..., X(tg)) fiir alle k € N* und alle ty,...,t, mit 0 <t; <...<t <T*
eine multivariate Normalverteilung besitzt.
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2. Man nennt X einen Markow-Prozess, wenn fir alle s, t mit 0 < s <t <T*
E[f(X(1))|Fs] = E[f(X(#))[o(X(s))]

gilt, wobei f : R™ — R eine beschrankte Funktion ist und (X (s)) die von X(s)
erzeugte o-Algebra bezeichnet.

Ein Beispiel fiir einen Prozess, der sowohl Gaufs- als auch Markow-Prozess ist, ist der
Wiener Prozess.

Definition A.15 (Wiener Prozess) Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) und eine Filtrierung F = (F;)L, gegeben. Ein Wiener Prozess W =
(W ()L, beziiglich F ist ein stochastischer Prozess mit folgenden Eigenschaften:

1. W(0) =0.
2. W st beziiglich F adaptiert.

3. W hat unabhdngige Inkremente, das heifst fir alle s,t € [0,T*] mit s < t ist
W (t) — W(s) unabhdngig von Fs.

4. W(t)=W(s) ist fir alle s,t € [0,T*] mit s < t normalverteilt mit Erwartungswert
E[W(t) —W(s)] = 0 und Varianz Var(W (t) — W(s)) =t —s: (W(t) — W(s)) ~
N(0,t — s).

5. W hat stetige Trajektorien.

A.3 lt6-Integrale

Fiir die Konstruktion eines I[to-Integrals seien ein vollstandiger Wahrscheinlichkeits-

raum (2, F, P), eine Filtrierung F = (F,),, ein eindimensionaler stochastischer Pro-

zess g = (g(t))L, und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (¢))L, beziiglich

F gegeben. Im gesamten Kapitel A.3 gilt fiir die Grenzen des Intervalls [a,b], dass
0<a<b<T*ist.

Um die Existenz eines It6-Integrals zu garantieren, muss man an g zunachst einige
Integrationsbedingungen stellen.

Definition A.16
1. L%a,b] ist die Klasse der Funktionen

g(t,w) 1 [0, T7] x Q@ — R,

wobei jedes g folgende Bedingungen erfillt:
(1) g ist B® F-messbar, wobei B die Borel-o-Algebra auf [0, T7] ist.

() fE [g%(1)] dt < co.
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(1ii) g ist progressiv messbar, das heifit die Einschrankung von g auf [0,t] x Q ist
B([0,t]) ® Fi-messbar fir alle t € [0,T%].

2. L? ist die Klasse der Funktionen
g(t,w): [0, T"] x Q@ — R,

wobei jedes g € L2[0,t] fir alle t € (0,T*] ist.

Ein Ito-Integral f:g(t) dW (t) fiir einen stochastischen Prozess g € £2[a,b] definiert
man nun in zwei Schritten:

1. Man betrachtet einen einfachen stochastischen Prozess g € £2[a, b]. Das heikt
es existieren deterministische Zeitpunkte a =ty <t; < ... <t, =b<T* n €
N*, sodass ¢ in jedem Unterintervall konstant ist. Mit anderen Worten, es gilt
g(t) = g(tx) fir alle ¢t € [tg,tx+1) und alle & = 0,...,n — 1. Dann wird das
Ito-Integral durch

/g(t) AW (t) = ig(tk)[w(tkﬂ) — Wi(t)] (A.2)

definiert.

Bemerkung A.17 Fiir die Definition des [to-Integrals verwendet man die ,Vor-
wiartsinkremente” des Wiener Prozesses. Speziell wird der Prozess g im Term
g(ti)[W(tgs1) — W(ty)] der Gleichung (A.2) am linken Ende ¢, des Intervalls
[t,tgr1), Uber welchen man das W-Inkrement nimmt, ausgewertet.

2. Fiir die Definition des Ito-Integrals eines allgemeinen stochastischen Prozes-
ses g € L2[a,b], der nicht einfach ist, bendtigt man das folgende Lemma und die

nachstehende Proposition.
Lemma A.18 Fiir einen einfachen stochastischen Prozess [ = (f(t))L,, der
beschrinkt ist, gilt

E /f(t)dW(t) =E /f(t)2dt : (A.3)

Beweis Der Beweis des Lemmas A.18 wird im Buch Stochastic Differential Equa-
tions: An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Kapitel III
auf der Seite 23 erlautert. 0]
Proposition A.19

(i) Seig € L%a,b] beschrinkt und g(-,w) fiir alle w € Q stetig. Dann existierten
einfache stochastische Prozesse (gn)nen, sodass

E /(g(t) — gu(1))*dt| — 0 fiir n — oo.

a



A.3 Tto-Integrale 89

(ii) Sei g € L[a,b] beschrinkt. Dann existierten beschrinkte einfache stochasti-
sche Prozesse (gn)nen, sodass g,(-,w) fir alle w € Q und alle n € N stetig

18t und
b

E /(g(t) — gu(1)?dt| — 0 fiir n — oo.

a

(iit) Sei g € L?[a,b]. Dann existierten beschrinkte einfache stochastische Prozes-
se (gn)nen, sodass g, € L*[a,b] fir allen € N ist und

E /(g(t) — gn(t)*dt| — 0 fiir n — oo.

a

Beweis Der Beweis der Proposition A.19 wird im Buch Stochastic Differential
Equations: An Introduction with Applications von Bernt QOksendal [12] im Kapitel
[I1 auf den Seiten 24 und 25 erlautert. U

Da der stochastische Prozess g € £2[a, b] ist, kann man nun laut Proposition A.19
einfache stochastische Prozesse (g, )n.en Wihlen, sodass g,, € £2[a, b] fiir allen € N

ist und
b

E /(g(t) — gn(t))*dt| — 0 fiir n — oco.

a

Dann definiert man das It6-Integral durch

b b
/g(t) AW (t) = lim [ g,(t)dW(t) in L*(P).
Der Grenzwert existiert, da (fab Gn(t) AW (t))nen laut (A.3) eine Cauchy-Folge in

L*(P) ist.

Die wichtigsten Eigenschaften eines Ito-Integrals sind in der folgenden Proposition
rzusammengefasst.

Proposition A.20 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P), eine
Filtrierung F = (F,)L,, ein eindimensionaler stochastischer Prozess g = (g(t))L, €
L?[a,b] und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L_, beziiglich F gegeben.
Dann gelten folgende Relationen:

E / gty dw(t)| =0, (A.4)

b b
E /g(t)dW(t) =E /g2(t)dt , (A.5)
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/g(t) dW (t) ist Fp-messbar. (A.6)

a

Beweis Der Beweis der Proposition A.20 wird im Buch Arbitrage Theory in Continous
Time von Thomas Bjork [4] im Kapitel 3.3 auf der Seite 32 erlautert. O

Bemerkung A.21 Esist moglich ein [to-Integral fiir einen stochastischen Prozess g =
(g(t))E, zu definieren, der nur die schwache Bedingung

b
P /g2(t)dt<oo =1

a

erfiillt. Fiir so ein allgemeines ¢ gibt es keine Garantie, dass er die Eigenschaften (A.4)
und (A.5) erfiillt. Die Eigenschaft (A.6) ist nach wie vor giiltig.

Satz A.22 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P), eine Filtrierung
F = (F)L,, ein eindimensionaler stochastischer Prozess g = (g(t))L, € L£* und ein
eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L, beziiglich F gegeben. Dann existiert
eine t-stetige Version von

t

/g(s) aw(s), te]l0,T7,

das heift es existiert ein t-stetiger stochastischer Prozess X = (X (t)), auf (Q, F, P),

sodass
t

P X(t):/g(s)dW(s) 1 Vie[0,T]
15t.

Beweis Der Beweis des Satzes A.22 wird im Buch Stochastic Differential Equations:
An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Kapitel IIT auf den Seiten
29 und 30 erlautert. 0]

Annahme A.23 Im restlichen Anhang sowie im Kapitel 2 ist mit der Bezeichnung
fotg(s) dW (s) immer eine t-stetige Version des Integrals gemeitzt, wobei g = (g(t))L
irgendeinen stochastischen Prozess aus £ und W = (W (t))L, irgendeinen Wiener

Prozess bezeichnet.

A.4 Martingale

Die Theorie der stochastischen Integration ist eng verkniipft mit der Martingaltheorie
und die moderne Theorie der Finanzderivate basiert hauptséchlich auf dieser. Fiir die
Definition eines Martingals beno6tigt man den bedingten Erwartungswert:
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Definition A.24 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und ei-
ne eindimensionale stochastische Zufallsvariable Y, fir die E[|Y]] < oo gilt, gegeben.
Ferner sei eine Filtrierung (F;), gegeben. Dann bezeichnet E[Y|F,] den bedingten
Erwartungswert von Y gegeben F;. Dieser kann interpretiert werden als der ,Erwar-
tungswert von'Y gegeben die Information, die zum Zeitpunkt t verfigbar ist“. E[Y |F]
ist eine Funktion von Q nach R, fir die Folgendes gilt:

1. E[Y|F,] ist F;-messbar.

2. [E[Y|F]dP = [YdP Y F,€F,.

Ft Ft

Wenn die Filtrierung zum Beispiel von einem einzelnen beobachteten stochastischen
Prozess X = (X(t))L, erzeugt wird, hiingt die Information, die zum Zeitpunkt ¢ €
[0, T*] verfiigbar ist, natiirlich vom Verhalten von X im Intervall [0, ¢] ab. Also ist der
bedingte Erwartungswert in diesem Fall eine Funktion von allen vergangenen X-Werten

{X(s): 0<s <t}

Im Folgenden werden Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts erlautert.

Proposition A.25 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P), eine o-
Algebra F; fir ein t € [0,T*] und zwei eindimensionale stochastische Zufallsvariablen
Y und Z, fir die E[|Y]] < oo und E[|Z]] < oo gilt, gegeben.

1. Fir alle a,b € R gilt

ElaY + bZ|F) = aB[Y|F] + bE[Z|F)] fs.

2. EIE[Y|F] =E]Y] f[fs.
3. Wenn'Y beziglich F; messbar ist, gilt

EY|F]=Y Ffs.

4. Wenn'Y wvon F; unabhdangig ist, gilt

E[Y|F] =E[Y] fs.

5. Wenn Z beziiglich F; messbar und E[|Z - Y] < oo ist, gilt

E[Z-Y|F]=Z-E[Y|R] [s

Beweis Der Beweis der Proposition A.25 wird im Buch Stochastic Differential Equati-
ons: An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Anhang B auf der
Seite 240 erlautert. 0
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Proposition A.26 Seien ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P), eine
eindimensionale stochastische Zufallsvariable Y, fir die E[|Y|] < oo gilt, und zwei o-
Algebren Fy und F; mit 0 < s <t < T und Fs C F; gegeben. Dann gilt

Beweis Der Beweis der Proposition A.26 wird im Buch Stochastic Differential Equati-
ons: An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Anhang B auf der
Seite 240 erlautert. O

Ein Martingal wird nun folgendermafien definiert:

Definition A.27 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P), ein ein-

dimensionaler stochastischer Prozess X = (X (t))L, und eine Filtrierung F = (F)L,

gegeben. Dann ist X ein Martingal beziglich der Filtrierung F, wenn folgende Bedin-
gungen erfillt sind:

1. X st adaptiert an die Filtrierung .

2. Fir alle t € [0,T%] gilt
E[| X (#)]] < oo.

3. Fir alle s, t mit 0 < s <t <T* gilt die Relation

E[X(t)|Fs] = X(s) [s.

Ein eindimensionaler stochastischer Prozess X = (X ()L, heifit Supermartingal
beziiglich der Filtrierung F, wenn er die Bedingungen 1 und 2 und die Ungleichung

E[X(#)|Fs < X(s) fs.

fur alle s, t mit 0 < s <t <T* erfillt.
Ein eindimensionaler stochastischer Prozess X = (X(t))L, heifit Submartingal be-
ztiglich der Filtrierung ', wenn er die Bedingungen 1 und 2 und die Ungleichung

E[X(t)|F] > X(s) [fs.
fur alle s, t mit 0 < s <t <T™* erfillt.

Die erste Bedingung besagt, dass der Wert X (t) zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7*] beobachtet
werden kann. Die zweite Bedingung benotigt man nur technisch. Die wirklich wichtige
Bedingung ist die Dritte, die Folgendes besagt: Der Erwartungswert eines zukiinftigen
Wertes von X gegeben die Information, die heute verfiigbar ist, entspricht (ist klei-
ner/grofer gleich) dem Wert von X, der heute beobachtet wird.
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Proposition A.28 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P), eine
Filtrierung F = (F,)L,, ein eindimensionaler stochastischer Prozess g = (g(t))L, €
L2[a,b] mit 0 < a < b<T* und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L,
beziiglich F gegeben. Dann gilt

b

B /g(t)dW(t) Fl=0 fs

a

Beweis Der Beweis der Proposition A.28 wird im Buch Stochastic Differential Equati-
ons: An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Kapitel IIT auf der
Seite 29 erlautert. U

Korollar A.29 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (S, F, P), eine Fil-
trierung B = (F,)L,, ein eindimensionaler stochastischer Prozess g = (g(t))L, € L>
und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L, beziiglich F gegeben. Dann
ist der stochastische Prozess X = (X (t))L,, der durch

:/g(s)dW(s), te[0,17],

definiert wird, ein Martingal beziiglich der Filtrierung F.

Beweis Fiir den Beweis des Korollars A.29 fixiert man zwei Zeitpunkte s, t mit 0 <
s <t < T*. Dann gilt

E[X()|F] = E / g(u) dW ()| 7,

s t

. / g(w) dW(w)| 7| + B / o) dW(w)| 7| fs.

0 s

Das Integral im ersten Erwartungswert ist laut Proposition A.20 Fi-messbar. Somit
folgt laut Proposition A.25

S S

B / o) dw ()| 7| = / o) dW (u) fs.
0 0
Ferner gilt laut Proposition A.28

Also folgt
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A.5 It6-Prozess und Ito-Formel

Im gesamten Kapitel A.5 arbeitet man auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
mit einer Filtrierung F = (F;)L,. Zunichst definiert man #hnlich wie in Definition
A.16 eine Klasse von Funktionen.

Definition A.30 Seien ein eindimensionaler stochastischer Prozess g = (g(t))L, und
ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L, beziiglich F gegeben. M? ist die
Klasse der Funktionen

g(t,w) : [0, T"] x Q@ — R,

wobet jedes g folgende Bedingungen erfullt:
(i) g ist B® F-messbar, wobei B die Borel-o-Algebra auf [0, T7] ist.

(17) g ist progressiv messbar, das heifit die Finschrinkung von g auf [0,t] x Q ist
B(]0,t]) ® Fr-messbar fir alle t € [0,T%].

(iii) P <Of G(s)ds < 0oV t € [O,T*]) ~1.

Nun definiert man den Itd-Prozess.

Definition A.31 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), eine Fil-
trierung B = (F)L,, eine reelle Zahl xy, ein R-wertiger, F-adaptierter stochastischer
Prozess a = (a(t)), mit

t
P /|a(s)|ds<othE[O,T*] =1,
0

ein eindimensionaler stochastischer Prozess o = (o(t)), € M? und ein eindimen-

sionaler Wiener Prozess W = (W (t))L, beziiglich F gegeben. Dann nennt man einen
stochastischen Prozess X = (X (t))L, einen Ité-Prozess, wenn er durch

t t

X(t) =z +/a(s) ds+/a(s) aw(s), tel0,T7], (A.7)

0 0
definiert wird. (A.7) kann man auch folgendermafen darstellen:
dX(t) = a(t)dt + o(t)dW(t), te€][0,T7], (A.8)
X(0) = xo. (A.9)

Man sagt X besitzt ein stochastisches Differential, welches durch (A.8) gegeben
ist, mit einer Anfangsbedingung, die durch (A.9) gegeben ist. o heifft Drift und o
Diffusion.

Mit der Definition eines [tdo-Prozesses kann man nun die Ito-Formel im eindimensio-
nalen Fall erlautern.
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Satz A.32 (Eindimensionale It6-Formel) Seien ein eindimensionaler Ito-Prozess
X = (X(t)E, wie in Definition A.31 und eine R-wertige Funktion f € C1?([0, T*] xR)
(das heifit f ist nach der ersten Variable einmal und nach der zweiten Variable zweimal
stetig differenzierbar) gegeben. Dann ist der stochastische Prozess Y, der durch

Y(t) = f(t,X(t), tel0,T7],
definiert wird, wieder ein It6-Prozess mit stochastischem Differential

8f(t, X(t)) dt + 8f(th(t>> dX(t) + lazf(tv X(t)) (dX(t))2

di(t, X(1) == Bz 5 0n

Of(t, X(1)) of(t, X(¥) 1, Of(t X(1))
= <T +Oé(t)T + 50’ (t)T) dt (Alo)
+a(t)w AW (t), telo,T7,

oz
wobei (dX (t))? = (dX (t)) - (dX(t)) entsprechend der Regeln
dt - dt =0,

dt - dW(t) = dW (t) - dt = 0,
AW (t) - dW (t) = dt

berechnet wird.

Beweis Der Beweis des Lemmas A.32 wird im Buch Stochastic Differential Equations:
An Introduction with Applications von Bernt QOksendal [12] im Kapitel IV auf den Seiten
43 bis 45 erlautert. 0

Mehrdimensionale 1t6-Formel

Definition A.33 Fir den mehrdimensionalen Fall setv i =1,...,nund j =1,...,m
fir ein n € N* und ein m € N*. Ferner seien R-wertige, F-adaptierte stochastische
Prozesse a; = (a;(t))L, mit

t
P /|ai(s)|ds<othE[0,T*] _1
0

eindimensionale stochastische Prozesse o;; = (04;(t)), € M?, eindimensionale Wie-
ner Prozesse W; = (W;(t))L, beziglich F und reelle Zahlen x{ gegeben. Dann kann
man folgende n Ito-Prozesse darstellen:

dXi(t) = aq(t)dt + o1 (8) AW (t) + - - + o1 (8) AWV, (8), € 1]0,T7,

X1(0) = g,

. . (A11)
AX (1) = an(t) dt + 0y (t) AW () 4 - 4 G () AW, (t), ¢ € [0,T7],
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In Matrizschreibweise kann man (A.11) als

dX (1) = a(t)dt + o dW(t), te 0,7,

X(O) = To
darstellen, wober
Xl (t) (03] (t) Ull(t) ce Ulm(t)
Xt)y=1 : |[,a@®=| : [,0@)=| : 2
Xn(t) ay,(t) on1(t) o opm(t)
AW (t) = : , To = : [0, 7]
AW, (2) g

15t.

Satz A.34 (Mehrdimensionale Ito-Formel) Seien ein n-dimensionaler It6-Prozess
X = (X)L, wie in Definition A.33 und eine RP-wertige Funktion f = (f1,...,f,) €
CH2([0,T*] x R™) gegeben. Dann ist der p-dimensionale stochastische Prozess Y =
(Y1,....Y,), der durch

Y(t) = f(t, X(1), te 0,7,

definiert wird, wieder ein [to-Prozess, dessen k-ter Komponent, Yy, durch

iy = PEXQ) 4 SNOREXW)

8t —1 8@
51 t X (A.12)
k
() dX;(t telo, T
+ ;; axz 81'] ( ) ]( )7 € [ ) ]’
gegeben ist, wobei dX;(t) dX;(t) entsprechend der Regeln
dt - dt =0,
dt - dW;(t) = dW;(t) - dt = 0,
berechnet wird.
Beweis Der Beweis des Satzes A.34 ist dquivalent zum Beweis des Satzes A.32. 0

A.6 Differentialgleichungen

A.6.1 Stochastische Differentialgleichungen

Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), eine Filtrierung F = (F)7,,
eine reelle Zahl xg, eine Funktion « : [0,7%] x R — R, eine Funktion o : [0, 7] xR — R
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und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (¢))L, beziiglich F gegeben. Man
mochte nun einen stochastischen Prozess X = (X (t))L, ermitteln, der die stochasti-
sche Differentialgleichung

dX(t) = a(t, X (1)) dt + o(t, X (1)) dW(t), te€[0,T7],

X(0) (A.13)

16st. Man mochte also einen stochastischen Prozess X finden, der die Integralgleichung

t t

X)) =+ [als X(e)ds+ [ ols X()aW(s), te 0.7
0 0
erfiillt. o heifst wieder Drift und o Diffusion.

Die folgende Proposition garantiert unter gewissen Voraussetzungen die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung der stochastischen Differentialgleichung (A.13).

Proposition A.35 Seien xg, a und o wie oben definiert. Angenommen es existiert eine
Konstante K € R, sodass folgende Bedingungen fir alle z,y € R und alle t € [0,T"]
erfillt sind:

la(t, ) —a(t,y)| < K|z -yl
lo(t,z) —o(t,y)| < K|z -y,
la(t, z)| + [o(t, 2)| < K(1+ |z]).

Dann gibt es eine eindeutige Losung X = (X (t))L, der stochastischen Differentialglei-
chung (A.13), die folgende Eigenschaften hat:

1. X ist F-adaptiert.
2. X hat stetige Trajektorien.
3. X st ein Markow-Prozess.
4. Es existiert eine Konstante C' € R, sodass
E [IX()] < O+ [auf’), ¢ € 0,77,
i5t.
Beweis Der Beweis der Proposition A.35 wird im Buch Stochastic Differential Equati-

ons: An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Kapitel V auf den
Seiten 65 bis 68 erldutert. 4

Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch ein niitzliches Lemma erlautert, dessen
Beweis mithilfe von stochastischen Differentialgleichungen gefiihrt wird.
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Lemma A.36 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), eine Filtrie-
rung F = (F)L,, eine stetige, deterministische Zeitfunktion o : [0,T*] — R und ein
eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L, beziiglich F gegeben. Ferner sei der
Prozess X = (X (t))L, durch

t

X(t) = / o(s)dW(s), telo,T7],

definiert. Dann ist X (t) fir jedes five t € [0, T*] normalverteilt mit Erwartungswert 0
und Varianz

Var(X (t)) = /02(5) ds.

Beweis Es ist also zu zeigen, dass die charakteristische Funktion von X (¢) fiir ein fixes
t € [0,7*] durch

gegeben ist. Dafiir definiert man den Prozess Z = (Z(t))L, durch
Z(t) =¥t e 0,77, ucR.
Die Anwendung der It6-Formel (A.12) auf Z(t) ergibt
AZ(t) = iue™ O dx (1) + %i2u26i“X(t) (dX(®)?2 te(0,T", uek.

Also 16st Z die stochastische Differentialgleichung

2

—%Z(t)&(t) dt + iuZ()o(t) dW(t), te[0,T7], ueR,

QU

N
=

I

(A.14)

In Integralform kann man (A.14) als

Zit)y=1- u;/Z(s)az(s) ds + z'u/Z(s)a(s) dW(s), te€l0,T7], ue R, (A.15)

darstellen, da die Terme unter dem Integral quadratisch integrierbar sind (|Z(¢)| ist fiir
alle t € [0,7%] durch 1 beschrinkt). Man wendet den Erwartungswert auf (A.15) an
und es folgt (mit Beniitzung der Eigenschaft (A.4))

E[Z(t)] =1 “; / E[Z(s)]o%(s)ds, te 0,77, ueR.
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Mit der Definition
m(t) = E[Z(t)], tel0,T7],

gilt
9 t
m(t) =1— %/m(s)az(s) ds, te€[0,T7], ueR. (A.16)
0

Da E[Z(t)] fiir alle t € [0, T*] stetig in ¢ ist, ergibt die Integralgleichung (A.16) nach ¢
abgeleitet die Differentialgleichung

(A.17)

Die Losung von (A.17) ist die charakteristische Funktion von X(¢) fiir ein fixes t €
[0, 7]

A.6.2 Geometrische Brown’sche Bewegung

In diesem Kapitel A.6.2 wird die geometrische Brown’sche Bewegung beschrieben. Sie
findet vor allem in der Finanzmathematik Verwendung: Im Black-Scholes-Modell, dem
einfachsten und am weitesten verbreiteten (zeitstetigen) finanzmathematischen Modell
zur Bewertung von Optionen, wird die geometrische Brown’sche Bewegung als Naherung
fiir den Preisprozess einer zugrunde liegenden Kapitalanlage (zum Beispiel einer Aktie)
herangezogen.

Definition A.37 Seien ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P), eine Fil-
trierung B = (F,)L,, eine reelle Zahl xo, zwei Konstanten o € R und o € R und ein
eindimensionaler Wiener Prozess W = (W ()L, beziiglich F gegeben. Dann wird die
geometrische Brown’sche Bewegung X = (X ()L, durch

dX(t) =aX(t)dt+oX(t)dW(t), tel0,T7], (A.18)
definiert.
Diese Gleichung kann in einer etwas saloppen Form auch als

X(t) = (a+oWEt)X(t), telo,T,

dargestellt werden, wobei man W ,weifes Rauschen® nennt, das heift die Ableitung
eines Wiener Prozesses nach der Zeit. Somit kann man die geometrische Brown’sche
Bewegung als eine lineare Differentialgleichung mit einem stochastischen Koeffizient,
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der von einem ,weikes Rauschen” gesteuert wird, betrachten. Fiir kleine Werte von o
kommt die Trajektorie zumindest fiir kleine ¢ € [0,7*] ziemlich nahe an die Funktion
E[X (t)] = e* heran, wohingegen grofe Werte von o groke zufillige Abweichungen zur
Folge haben.

Die nachstehende Proposition definiert die Losung der geometrischen Brown’schen
Bewegung.

Proposition A.38 Sei die durch (A.18) definierte geometrische Brown’sche Bewegung
X = (X ()L, gegeben. Dann gilt Folgendes:

1. Die Gleichung (A.18) hat die Lisung
1
X(t) = xo - exp { (a - 502) t+aW(t)} , tel0,T7].

2. Der Erwartungswert von X (t) ist fir alle t € [0,T*] gleich

E[X (t)] = zoe™.

Beweis Der Beweis der Proposition A.38 wird im Buch Stochastic Differential Equati-
ons: An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Kapitel V auf den
Seiten 60 und 61 erldutert. O

A.6.3 Lineare stochastische Differentialgleichungen

In diesem Kapitel A.6.3 wird die lineare stochastische Differentialgleichung behandelt.
Diese Gleichung erscheint in diversen physikalischen Anwendungen und man bendtigt
sie auch in Verbindung mit der Zinstheorie.

Proposition A.39 Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), eine
Filtrierung F = (F)L,, eine reelle Zahl zy, eine Konstante a € R, eine determi-
nistische Funktion b : [0, T*] — R, eine deterministische Funktion o : [0,T*] — R und
ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))E, beziiglich F gegeben. Die Lisung
X = (X ()L, der linearen stochastischen Differentialgleichung

X(t) = (aX(t) +b(t)dt +0oX(t)dW(t), tel0,T7],

X(O) = X

1st durch

t t
X(t) = exg + /e“(t_s)b(s) ds + /e“(t_s)a(s) dW(s), tel[0,T7],
0 0

gegeben.

Beweis Der Beweis der Proposition A.39 wird im Buch Arbitrage Theory in Continous
Time von Thomas Bjork [4] im Kapitel 4.3 auf der Seite 57 erlautert. O
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A.6.4 Feynman-Kac-Formel

In diesem Kapitel A.6.4 wird die Beziehung, die zwischen einer stochastischen Differen-
tialgleichung und einer bestimmten parabolischen partiellen Differentialgleichung exis-
tiert, mithilfe der Feynman-Kac-Formel untersucht.

Proposition A.40 (Feynman-Kaé-Formel) Seien ein vollstindiger Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, F, P), eine Filtrierung F = (F,)L,, eine Funktion o : [0,T*] x R — R,
eine Funktion o : [0, T*] x R — R, eine reelle Zahl r, eine Funktion ® : R — R und ein
eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L, beziiglich F gegeben. Ferner sei eine
R-wertige Funktion F € CY?([0,T] x R) gegeben, die das folgende Grenzwertproblem
im Bereich [0,T] x R fir ein T € [0, T*] ldst:

OF (t, ) OF(t,x) 1 , O?F(t, ) B
BV + a(t,x)iax + 50 (, x)i&xz +7rF(t,z) =0,
F(T,x) = ®(x).
Der Prozess .
(U(&Xt@(s))w)
€T s=0

sei in L2, wobei der stochastische Prozess X;, = (X;,(t))L, im Intervall [t,T) die
stochastische Differentialgleichung

dX1a(s) = a(s, Xiz(s)) dt + o(s, Xia(s)) dW (s), 0<t<s<T, zeR,
Xt@(t) =,

lost. Dann kann F als
F(t,x) = T VE[®(X,.(T))], (t,x)€[0,T] xR,

dargestellt werden, wobei die Indizes in X, , hervorheben, dass der Anfangswert zum
Zeitpunkt t gleich x ist.

Beweis Der Beweis der Proposition A.40 wird im Buch Arbitrage Theory in Continous
Time von Thomas Bjork [4] im Kapitel 4.5 auf der Seite 60 erldutert. O

A.7 Satz von Girsanov

In diesem Kapitel wird der Satz von Girsanov erlautert. In der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie wird dieser Satz verwendet, um stochastische Prozesse zu verdndern. Dies passiert
mithilfe eines Makwechsels von einem Wahrscheinlichkeitsmafs P zum dquivalenten Mar-
tingalmals (). Der Satz von Girsanov hat auch eine besondere Bedeutung in der Finanz-
mathematik, da unter dem dquivalenten Martingalmaf die diskontierten Preise einer
zugrunde liegenden Kapitalanlage, zum Beispiel einer Aktie, Martingale sind. Zun#chst
wird eine Definition von dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafen gegeben.
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Definition A.41 Seien P und Q) zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem messbaren
Raum (2, F). Dann ist P dquivalent zu  und umgekehrt, wenn fir jedes Ereignis
A C Q folgende Aquivalenz gilt:

P(A)>0<= Q(A) > 0.

Satz A.42 (Satz von Girsanov) Seien ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum
(0, F,P), eine Filtrierung F = (F,),, ein R-wertiger stochastischer Prozess a =
(a(t)E, € L? und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))L, beziiglich F
gegeben. Sei ferner ein Prozess Z = (Z(t))L, durch

t t

ﬂw:ma—/ﬁ@mwg—l/awﬁ;,temjm (A.19)

0 0

gegeben und erfille a die Novikov Bedingung

E |exp %/a(s)2 ds p| < oo. (A.20)

0

Dann ist das Maf$ QQ, welches auf (2, F) durch

dQ .
=21 (A.21)

definiert wird, ewn zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs und der Prozess W =

(W), der durch

IWO:W®+/M@%,teMTL

gegeben ist, ein Wiener Prozess beziiglich F unter Q.

Beweis Der Beweis des Satzes von Girsanov A.42 wird im Buch Stochastic Differential
FEquations: An Introduction with Applications von Bernt Oksendal [12] im Kapitel VIII
auf den Seiten 147 und 148 erldutert. O

Bemerkung A.43

1. Die Novikov Bedingung (A.20) garantiert, dass der Prozess Z, der durch (A.19)
gegeben ist, ein Martingal unter P ist.

2. Die Ableitung (A.21) nennt man Radon-Nikodym-Ableitung. Sie misst die
relative Wahrscheinlichkeit eines unter den Wahrscheinlichkeitsmafen P und @
gegebenen w € Q) im Intervall [0, 7).
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