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Vorwort

Die Lehre von der Verteilung der Primzahlen
st als eines der allerwichtigsten Kapitel
der mathematischen Wissenschaft anzusehen...”

[Lan09a]

Primzahlen gehdéren wohl zum Faszinierendsten, was die Mathematik zu bie-
ten hat und haben zu allen Zeiten sowohl Mathematiker, als auch Laien in
ihren Bann gezogen. Tatséchlich zeichnen sich die Probleme auf dem Gebiet
der Primzahlen durch besondere Einfachheit und einzigartige Eleganz in
ihrer Beschreibung und Formulierung aus.

Und dennoch: nur all zu oft verbirgt sich hinter den spielerisch anmuten-
den Problemstellungen eine im wahrsten Sinne des Wortes ,, undenkbare
Komplexitit in den Details. Die Grundbegriffe, die fiir die Definition
der Primzahlen notwendig sind, lassen sich jedem Kind leicht beibringen.
Trotzdem gibt es unzéhlige Beispiele, die den menschlichen Geist weit zu
iibersteigen scheinen.

Den Problemen in der Theorie der Primzahlen ist es zu eigen, dass sie sich
oft lange Zeit hartnickig jedem Versuch der ,Erledigung”, wie es Landau
vor knapp 100 Jahren formulierte, entgegensetzen. Es hat iiberdies den
Anschein, als wiirde die intensive Forschung auf dem Gebiet der Primzahlen
mehr neue Fragen aufwerfen, denn alte l6sen. Seit sich Euler in der Mitte
des 18. Jahrhunderts als erster nach Euklid (der immerhin 2000 Jahre vorher
lebte) wieder mit den Primzahlen beschéftigte, sind eine Reihe wichtiger
Probleme nach und nach gelost worden. Einige jedoch hielten selbst den
Bemiihungen zahlreicher bedeutender Mathematiker bis jetzt stand.

Dies trifft auch auf die folgenden drei groflen Vermutungen zu, die in der
vorliegenden Arbeit eine bedeutsame Rolle spielen. Das erste Resultat stellt
in mehrfacher Hinsicht etwas Besonderes unter diesen dar. 1994 konnten An-
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drew Wiles und Richard Taylor nach jahrelangen Forschungen eine iiber 300
Jahre alte Vermutung endlich beweisen.

Satz 1 (Der grofie Fermat) Es gibt fiir n > 3 keine ganzzahligen Lisun-
gen x,y,z € Z\ {0}, mit
oyt = 2" (1)

Dieser Satz aus dem Jahre 1670 hat zunichst auf den ersten Blick unmittel-
bar gar nichts mit Primzahlen zu tun. In den vielen Beweisversuchen seither
wurde Satz 1 fiir Spezialfille immer wieder gelost. Dabei entstanden inter-
essante Definitionen von Primzahlen spezieller Bauart, wie sie in Kapitel 2
genauer untersucht werden.

Rund 70 Jahre spiter, zu der Zeit also, wo Euler sich mit den Primzahlen
beschéftigte, war es der Mathematiker Goldbach, der in einem Brief vom
7.Juli 1742 an Euler die zweite grofle Vermutung duflerte:

Vermutung 2 (Goldbach’sche Vermutung) Jede gerade natiirliche
Zahl n > 4 1ist als Summe von zwei Primzahlen p,q € P darstellbar:

n=p-+q. (2)

Wie der Name schon sagt, ist sie nach wie vor unbewiesen, und das seit
immerhin 260 Jahren! Es gibt auch hier Ergebnisse fiir manche Spezialfille,
die durch enormen Aufwand erzielt wurden, jedoch steht der groflie Durch-
bruch noch aus. Nicht zuletzt um diese Vermutung endlich zu entscheiden,
wurden im Laufe der Zeit neue, hochst komplizierte Siebmethoden ent-
wickelt. Sie stellen aus heutiger Sicht das aussichtsreichste Mittel dar, um
die Vermutung 2 zu beweisen. Im Jahre 1919 brachten die Anstrengungen
rund um das Sieben ein wichtiges Ergebnis durch Viggo Brun hervor, mit
dem sich Teile des letzen Kapitels beschéftigen werden.

Die letzte der oben angesprochenen Vermutungen entstand wiederum rund
120 Jahre spéter und ist nach dem Urteil vieler Mathematiker das herausra-
gendste ungeldste Problem der Mathematik. IThre Bedeutung ergibt sich aus
wichtigen Folgerungen fiir die verschiedensten Teilgebiete der Mathematik.

Vermutung 3 (Riemann’sche Vermutung) Die Nullstellen der Rie-
mann’schen Funktion ((s) im kritischen Streifen 0 < Re(s) < 1 liegen alle

auf der Mittelgeraden Re(s) = 1.
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Sie wird in Kapitel 3, zusammen mit Eigenschaften von ((s), etwas einge-
hender untersucht.

Bevor jedoch das Augenmerk auf Riemann und seine wertvollen Beitrige zur
Zahlentheorie gerichtet wird, werden zunéchst in einem einleitenden Kapitel
einige grundlegende Begriffe eingefiihrt, soweit sie in den anschlielenden
Kapiteln, welche von Anzahlsidtzen fiir Primzahlen und Primzahlkonstella-
tionen handeln, verwendet werden.

Mit Hilfe einfachster Mittel werden im zweiten Kapitel erste elementare
Resultate zu Primzahlen behandelt und ausgewé&hlte Sétze auch bewiesen.
Dies gilt etwa fiir das klassische Ergebnis von Euklid, fiir dessen Beweis zwei
verschiedene Varianten angegeben werden.

Anschlieflend werden spezielle Primzahlarten ausfiihrlich untersucht. Darun-
ter sind natiirliche Zahlen gemeint, die nach einem gewissen Muster gebildet
werden, und die prim sind. Neben den bekanntesten beiden Typen solcher
Zahlen, den Fermat’schen Zahlen F,, und den Mersenne’schen Zahlen M,
werden auch drei Arten von Primzahlen behandelt, die aus den Beweisver-
suchen von Satz 1 hervorgegangen sind. Aus Platzgriinden konnen jedoch
nicht alle verschiedenen bekannten Primzahlarten untersucht werden.

In einem letzten Abschnitt werden noch weitere interessante Fragestellungen
behandelt, und ein Beweis des Bertrand’schen Postulates 2.3.1 angegeben.

In Kapitel 3 schliefflich wird das Verstdndnis iiber die Riemann’sche
(-Funktion vertieft und auf ihre Rolle in der Primzahlverteilung einge-
gangen. In diesem Zusammenhang werden ausfiihrliche Rechnungen mit den
Nullstellen von ((s) angestellt, wobei die von DERIVE gebotene Moglichkeit,
die Stellenanzahl beliebig zu erh6hen, von groflem Nutzen ist.

Weiters wird der grole Primzahlsatz 3.2.1 samt seiner geschichtlichen Ent-
wicklung vorgestellt. Fiir einen Beweis muss aus Platzgriinden auf die
Literatur verwiesen werden.

Das Ende des Kapitels ist der Funktion 7(z), welche die Primzahlen kleiner
oder gleich = abzihlt, gewidmet. Es existieren mehrere Verfahren, 7(z) auch
ohne Kenntnis der einzelnen Primzahlen zu approximieren bzw. zu berech-
nen. Den Abschluss stellt eine Implementierung der zuvor entwickelten Ideen
in DERIVE dar.
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Das vierte Kapitel stellt ganz kurz das Analogon von 3.2.1 fiir Primzahlen
in arithmetischen Folgen vor. Wieder kann, nicht zuletzt aus Griinden der
komplexen Theorie dahinter, kein Beweis dieses Satzes - von zwei Spezi-
alfallen abgesehen - angegeben werden.

Schliefllich wird noch ausfiihrlich auf die Primzahlkonstellationen einge-
gangen. Zundchst werden einleitend einige Begriffe entwickelt, ehe die
Primzahlzwillinge als einfachste und wohl auch bekannteste Konstellation
genauer untersucht werden.

Auf die Arbeit von Hardy und Littlewood [HL22] aufbauend, wird fiir meh-
rere Beispiele von Primzahlkonstellationen eine Approximation ihrer Anzahl
aufgestellt, wobei auch wieder DERIVE zum Einsatz kommt.

Quer durch die gesamte Diplomarbeit tauchen immer wieder DERIVE - Pro-
gramme auf, die dem besseren Verstindnis der Materie dienlich sein sollen.
Darum findet sich auch im Anhang ein Verzeichnis verwendeter eingebauter
Funktionen, sowie der selbst programmierten Routinen. Die meisten dieser
kurzen Programme sind sehr einfach aufgebaut und als Modelllésungen zu
verstehen, die auch noch je nach Bedarf ausgebaut werden kénnen. Zum
Teil wird bei den Funktionen ein sinnvoller Input vorausgesetzt, da auf die
notwendigen Abfragen zu Gunsten der Lesbarkeit verzichtet wurde. Die
Berechnungen wurden in DERIVE 5.05 auf einem Pentium III mit 600 MHz
durchgefiihrt. Die Rechenzeiten sind dementsprechend zu interpretieren.

Neben einem ausfiihrlichen Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit, wurde
auch auf eine Liste der Internet-Seiten ein besonderes Augenmerk gerichtet.
Mathematiker sind weltweit rund um die Uhr bemiiht, das eine oder andere
Geheimnis iiber Primzahlen zu liiften. Das Internet bietet eine einfache
Moglichkeit, sich laufend auf dem neuesten Stand der Wissenschaft zu hal-
ten. Die angefithrten Adressen sollen dabei eine kleine Hilfestellung bieten,
um sich auf der Suche nach einschligigen Informationen im Internet leichter
zurechtzufinden.

Georg Gutenbrunner

Februar 2002
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

1.1 Grundbegriffe aus der Zahlentheorie

In Arbeiten auf dem Gebiet der Zahlentheorie scheint es besonders wich-
tig zu sein, die Menge N der natiirlichen Zahlen zu , definieren“. In dieser
Diplomarbeit wird unter N stets die folgende Menge

N=1{0,1,2,3,...}, (1.1)
verstanden. Statt N\ {0} schreibt man auch
N ={1,2,3,...}. (1.2)

Weiters seien die Begriffe Z, Q, R und C als Menge der ganzen, rationalen,
reellen bzw. der komplexen Zahlen definiert. Der Vollstandigkeit halber sei
hier auch noch die Menge P angemerkt, die in der Definition 2.1.1 ohnedies
als Menge der Primzahlen eingefiihrt wird.

In der Zahlentheorie tauchen immer wieder verschiedene Klammer-Arten auf,
die wir an dieser Stelle definieren wollen:

Definition 1.1.1 Sei a eine beliebige Zahl, dann bezeichnet

die ndichstkleinere ganze Zahl zu a, und

[a] (1.4)
die ndchstgrifiere ganze Zahl zu a. Damit folgt unmittelbar

la] +1=[a] bzw. la| = Ja] — 1. (1.5)
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Weiters wird bei einem Beweis von Satz 2.1.2 ein zentrales Ergebnis der
elementaren Zahlentheorie benotigt:

Satz 1.1.2 (Fundamentalsatz der Zahlentheorie) Sei n eine beliebige
natirliche Zahl, und seien die Primzahlen in beliebiger, aber fester Art und
Weise durchnummeriert: p1,pe,... (2.B. pr = 2,p2 = 3,p3 = 5,...). Dann

lasst sich n als Produkt von (endlich vielen) Primzahlen py,...,ps schreiben
S

n=pipst-pee = [ o (1.6)
i=1

Dabei gilt a; € N. Weiters ist diese Darstellung in folgendem Sinn eindeutig:

s t
n:pr”:Hpi"és:t (1.7)
i=1 i=1

und
ai:ﬁi,izl,...,s. (18)

Beweis:  Siehe etwa [HW58], §2.10, §2.11. O

Dariiberhinaus soll nachstehende Schreibweise eingefiihrt werden:

Definition 1.1.3 Bezeichne ggT(a,n) den grifiten positiven Teiler d von a
und n. Dann gilt
(a,n) =1 ggT(a,n) =1. (1.9)

Zahlen a und n mit (a,n) =1 heifien teilerfremd.

Wenn also aus dem Zusammenhang hervorgeht, dass man mit (.,.) kein
geordnetes Paar versteht, dann ist der grofite gemeinsame Teiler der beiden
Elemente in (.,.) gemeint.

Um den néchsten Satz formulieren zu kénnen, muss ihm eine Definition vor-
angestellt werden:

Definition 1.1.4 (Euler-Gamma) Das Fuler-Gamma ist wie folgt defi-
niert:

N
1
v := lim (Z ~—In N) ~ 0.5772156649. (1.10)

n=1

Damit gilt der Satz
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Satz 1.1.5 (Satz von Mertens) Bezeichne p eine Primzahl, und ~ das
Euler-Gamma, dann gilt fir + — oo

1 - 561

I1 (1——>~e—z056 . (1.11)
D Inx Inx

2<p<z

Beweis:  Siehe etwa [HW58], §22.8.

O

Unter der Bezeichnung ,,a ist quadratischer Rest mod p* versteht man, dass
ein z existiert, sodass x> = a(p) gilt. Existiert hingegen kein solches z, so
wird a ,quadratischer Nichtrest mod p“ genannt. In diesem Sinne ist die
folgende Definition zu verstehen.

Definition 1.1.6 (Legendre-Symbol) Sei p > 2 eine Primzahl, a € Z;
das quadratische Restsymbol nach Legendre ist definiert durch:

1 ... a st quadratischer Rest mod p
(%) = 0 ... pla
—1 ... a st quadratischer Nichtrest mod p

Mit Hilfe dieses Symbols kann man oft sehr leicht das Gebiet der quadra-
tischen Reste untersuchen. Ein wichtiges Resultat in diesem Zusammen-
hang ist das sogenannte ,,quadratische Reziprozitidtsgesetz“, zu dem es zwei
Ergénzungssitze gibt.

Satz 1.1.7 (Quadratisches Reziprozititsgesetz) Seien p,q Primzah-
len, beide grofier 2, dann gilt:

HE-co=

Satz 1.1.8 (Erster Ergénzungssatz) Sei p > 2 Primzahl, dann gilt
—1 p—1
| =(=1)=. 1.13
(=)= (1.13)
Es ist also —1 genau dann quadratischer Rest mod p, wenn p = 1(4), und

quadratischer Nichtrest mod p, wenn p = 3(4) ist.

Satz 1.1.9 (Zweiter Erginzungssatz) Sei p > 2 Primzahl, dann gilt
2 p2—1
-] =(-1)"=". 1.14
()= (1.14)

FEs ist also 2 genau dann quadratischer Rest mod p, wenn p = +1(8), und
quadratischer Nichtrest mod p, wenn p = £3(8) ist.
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Nun noch zum Begriff der zahlentheoretischen Funktion.

Definition 1.1.10 (Zahlentheoretische Funktion) Unter einer zahlen-
theoretischen Funktion f wversteht man eine Funktion, deren Definitionsbe-
reich gleich der Menge der natiirlichen Zahlen N* ist, und die in die Menge
der komplexen Zahlen abbildet:

f:N*=C (1.15)

Als Beispiel einer zahlentheoretischen Funktion sei hier die Teilersummen-
funktion o angefiihrt, die wie folgt definiert ist:

o(n) = Zd. (1.16)
din

Aber es tauchen auch andere Beispiele im Zuge der Arbeit auf, etwa:

Definition 1.1.11 (Euler’sche ¢-Funktion) Unter der zahlentheore-
tischen Funktion ¢ : N* — N* wersteht man jene Abbildung, die der
natirlichen Zahl n # 0 die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen < n
zuordnet:

o(n) = [{m € N*,m < n|ggT(m,n) = 1}|. (1.17)

Man nennt ¢ auch Euler'sche ¢-Funktion.
Vom algebraischen Standpunkt aus betrachtet, bezeichnet ¢(p) also die Kar-
dinalitit der multiplikativen Einheitengruppe Z,.

Abschlieflend wollen wir noch zur ,,Dickman-Funktion“ kommen, wozu wir
zunichst weitere Begriffe einfiihren miissen.

Definition 1.1.12 FEine natiirliche Zahl n heifit ,y-glatt”, wenn n keinen
Primteiler hat, der griffer y ist.
Diese Zahlen werden durch folgende Funktion abgezdhlt:

P(z,y) = {1 < n < x|n ist y-glatt}]. (1.18)

Von Dickman gibt es aus dem Jahre 1930 einen Satz, in dem die gesuchte
Funktion vorkommt:

Satz 1.1.13 (Dickman) Fiir jede feste reelle Zahl u > 0 gibt es eine reelle
Zahl p(u) > 0, so dass

O(x, 2" ~ pu)z. (1.19)
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Dickman beschreibt diese Funktion p(u) : [0,00) — R als Losung einer spe-
ziellen Differentialgleichung:

L plu)y=1fir0<u<1

2. p(u) = -2,

u

Fiir 1 < u < 2 gilt: p(u) = 1 —Inw, jedoch ist fiir grofiere u keine geschlossene
Form bekannt. p(u) kann numerisch approximiert werden, und es stellt sich
heraus, dass sie sehr rasch gegen Null konvergiert, rascher als u=", auch
wenn letzteres oft als Abschitzung in der Komplexititstheorie verwendet
wird. Tatséchlich gilt

Inp(u) ~ —ulnu. (1.20)

1.2 Grundlagen aus der Analysis

Die nachstehenden Landau’schen Symbole finden in dieser Arbeit hdufig Ver-
wendung, weshalb sie ihr vorangestellt werden.

Definition 1.2.1 (Landau-Symbole) Seien im Folgenden f(n) und g(n)
stets reelle Funktionen auf der Menge der natirlichen Zahlen. Dann definiert
man folgende Menge

O(g(n)) :={f(n)|3C > 0,ny € N: |f(n)| < C|g(n)| Yn > ny} (1.21)

als die Menge aller Funktionen f(n), die hochstens so rasch wachsen wie
g(n). Fir f(n) € O(g(n)) schreibt man kurz

f(n) = 0O(g(n)). (1.22)

Mathematisch gesehen bedeutet dies

. £ (n)]
llzris;}p a(n) < 00, (1.23)

es gibt also eine Konstante C', sodass fiir hinreichend grofes n
[f(n)] < Cy(n) (1.24)
gilt. Dariberhinaus betrachtet man auch

Qg(n)) ={f(n)|3C >0,n0 € N:|f(n)| > C|g(n)| Yn > ne},  (1.25)
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die Menge all jener Funktionen f(n), die mindestens so rasch wie g(n) wach-

sen. Es gilt
F(n) = Qg(n)) < lim int L)

oo g(n)

> . (1.26)

Weiters st folgende Definition wichtig:

O(g(n)) == O(g(n)) N Qg(n)) = {f(n)|f(n) = O(g(n)) A f(n) = Q(g(z’tl))Q}?-)
In der bisherigen Schreibweise bedeutet das also .

©(g9(n)) = {f(n)[3C1, C2 > 0,n0 € N : Ci|g(n)| < [f(n)| < Calg(n)| Vn = no}.
(1.28)
Fiir die Prazis gilt

)l et
731)11;) r ol =C,C>0= f(n) =06(g(n)). (1.29)

Im Spezialfall von C = 1 schreibt man auch f(n) ~ g(n) und sagt, die
beiden Funktionen seien ,asymptotisch gleich®. Schlieflich fihren wir der
Vollstindigkeit halber noch die beiden letzten Schreibweisen an:

O
o) = olg(w) s> Jim 1L o, (1.30)
also ,f(n) wichst langsamer als g(n)“, bzw.
=w(g(n)): im |f(n)|:oo

Lf(n) wichst schneller als g(n) .

Unter Verwendung der folgenden Eigenschaft des natiirlichen Logarithmus,
ldsst sich Satz 2.1.4 zeigen.

Lemma 1.2.2 FEs gelte —1 < x < 1, dann gilt folgende Potenzreihenent-

wicklung
0 i

In(1 - z) = —Z% (1.32)

=1

Zu Beginn der Untersuchungen der Riemann’schen (-Funktion in Kapitel 3
taucht der Begriff der Gamma-Funktion I'(s) auf:
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Definition 1.2.3 Unter der Gamma-Funktion I'(s),s € C,Re(s) > 0, ver-
steht man folgende Funktion

['(s) ::/ ¥ e " da. (1.33)
0
Durch mehrfache Anwendung der Funktionalgleichung
[(s+1)=sI(s) (1.34)
kann man ihren Definitionsbereich beliebig nach links vergrdfsern. Als ih-
re einzigen Pole erhdlt man die nichtpositiven ganzen Zahlen 0,—1,—2,....
Sdmitliche Pole sind von erster Ordnunyg.

Um den Satz 5.2.2 zu erhalten, bendtigen wir schliellich das folgende

Lemma 1.2.4

P / L YCY (L
nin’n 5 uln®u zln’z

2<n<z
. ) . (1.35)
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Kapitel 2

Primzahlen

2.1 Erste elementare Ergebnisse

2.1.1 Der Satz von Euklid

,Am Anfang war die Primzahl...“ konnte man in Anlehnung an das beriihmte
Bibelwort sagen, und so wollen wir es halten, und beginnen zunéchst mit der
allseits bekannten Definition der Primzahl, dem fundamentalen Begriff in
dieser Arbeit.

Definition 2.1.1 (Primzahl) Fine natirliche Zahl p € N,p > 2 wird als
prim bezeichnet, wenn die Menge ihrer positiven natiirlichen Teiler in N nur
die Zahlen 1 und p selbst, die sogenannten trivialen Teiler, enthdlt.

Eine prime Zahl wird auch Primzahl genannt, und die Menge aller Primzah-
len wird mit P bezeichnet.

Fiihrt man in der Mathematik einen neuen Begriff ein, so sollte man sich stets
davon iiberzeugen, dass die geforderten Eigenschaften nicht zu einschrinkend
sind, dass also noch Objekte existieren, die der neuen Definition geniigen.
Andernfalls besteht die Maoglichkeit, dass sich sdmtliche weiterfiihrenden
Untersuchungen auf die leere Menge () beziehen, aus der bekanntlich allerlei
Falsches hergeleitet werden kann.

Diese Gefahr scheint bei dem Begriff der Primzahl gebannt, gilt doch:
2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29,31, 37,41,43,47,53,59,61,67,... € P

Die Menge P der Primzahlen ist demnach nicht leer. Im Gegenzug kann man
sich nun die Frage stellen, wieviele natiirliche Zahlen die Eigenschaft, prim
zu sein, besitzen. Dazu zunéchst eine heuristische Uberlegung:

9
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Sei n € N eine beliebige, fest gewihlte natiirliche Zahl. Die Wahrscheinlich-
keit, dass n durch eine natiirliche Zahl d < n geteilt wird, ist é. Die Gegen-
wahrscheinlichkeit, dass also d 1 n gilt, ergibt sich somit zu 1 — é = % < 1.
Weiters besitzt jede zusammengesetzte Zahl m wenigstens einen Primfak-
tor kleiner oder gleich y/m. Somit ergibt sich unter der Annahme, dass die
Teilbarkeit durch verschiedene Primzahlen jeweils voneinander unabhingige
Ereignisse sind, fiir die Wahrscheinlichkeit, dass n prim ist, folgender Aus-
druck: )
Wheb)= [] (1 - —) (2.1)
pEP,p<vn p
Aus dem Primzahlsatz 2.1.9 folgt unmittelbar, dass diese Wahrscheinlich-
keit fiir ein grofles, zufillig gewidhltes x ungefdhr gleich ﬁ sein sollte, also

insgesamt
1 1
II (1-2)~— 22— (2.2)
P Inz

2§p§$0'5

Dies widerspricht jedoch dem Satz von Mertens 1.1.5, wonach folgende Nihe-

rung gilt
H 1- N L T — 00. (2.3)
P Inx

2<p<:c0'5615

Diese Diskrepanz muss in der Tatsache begriindet sein, dass es Feinheiten
in der Verteilung der Primzahlen bis y/z gibt, welche die Primzahlen in der
Umgebung von z beeinflussen, und die in unserem vereinfachten Modell,
das von der Unabhéngigkeit der Teilbarkeit durch verschiedene Primzahlen
ausgeht, nicht beriicksichtigt werden. Anders ausgedriickt ist das Sieb des
Eratosthenes, bei dem nur durch die Primzahlen bis \/x gesiebt wird, ,spe-
ziell“ in dem Sinne, dass es die Primzahlen effizienter aussiebt, als dies ein
,zufilliges” Sieb kann.

Ein entsprechendes Programm in DERIVE, zur numerischen Auswertung der
Formel (2.1) konnte etwa so aussehen:

wprim(n) :=
PRODUCT(1 - 1/p, p, SELECT(PRIME(d), d, 1, FLOOR(SQRT(n))))

Damit sind wir in der Lage, Tabelle 2.1 anzufertigen. Mit ihrer Hilfe kann
versucht werden, die obige Frage nach der Kardinalitéit von [P zu beantworten.

Scheinbar sinkt mit wachsendem n die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl
dieser Groflenordnung prim ist. Bei genauerer Betrachtung des Produktes
(2.1) ist dies auch nicht weiter verwunderlich, bildet man doch das Produkt
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n W(n € P) Rechenzeit
10" | 0.3333333333 0.00s
102 | 0.2285714285 0.00s
103 | 0.1528521513 0.00s
10" | 0.1203172904 0.00s
105 | 0.09651938696 0.01s
105 | 0.08096526350 0.02s
1019 | 0.04875291783 2.59s
102 | 0.04063820999 30.6s

Tabelle 2.1: Die Wahrscheinlichkeiten, dass eine Zahl der Grofle n prim ist.

iiber Zahlen, die allesamt echt kleiner 1 sind. Je gréfler man n wahlt, umso
mehr Faktoren kommen im Produkt dazu, also umso kleiner wird schlief3lich
das Ergebnis.

Demnach konnte man annehmen, dass die Primzahlen fiir wachsendes n
b
yausdiinnen“ und es somit nur endlich viele Primzahlen gibt:

AN € N: |P| = N. (2.4)
Tatséchlich aber tduscht diese Beobachtung und es gilt der folgende

Satz 2.1.2 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Fiir diesen Satz existieren zahlreiche Beweise, ein erster ist uns von Euklid
(um 300 vor Chr.) iiberliefert. Dieser wird oft als typisches Beispiel fiir einen
indirekten Beweis angefiihrt, und ist somit weit verbreitet.

In Folge dessen werden nachstehend zwei weitere gebracht. Eine Fiille
zusitzlicher Beweise, sowie der von Euklid, kénnen im Buch [Rib96] oder
bei [15] nachgelesen werden. Dariiber hinaus werden im Laufe dieser Arbeit
einige Resultate geliefert, aus denen Satz 2.1.2 ebenfalls folgt, was an der
entsprechenden Stelle angemerkt wird.

Der erste der beiden oben angesprochenen Beweise geht auf Polya (1887-
1985) zuriick. Er stiitzt sich auf folgende Eigenschaft der Fermat’schen Zah-

len:

Satz 2.1.3 Je zwei verschiedene Fermat’sche Zahlen sind teilerfremd.
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Beweis:  Seien F,, und Fj,; mit k£ > 0 die beiden Fermat’schen Zahlen, und
betrachten wir ein zunichst beliebiges m € N* mit

m|F,=2"+1, m|Fu,=2""+1 (2.5)
Setzen wir z = 22", dann folgt

Eop—2 22" 1 221

also gilt F,, | F,,1; — 2. Somit ist

m | Fn+k; m | Fn+k — 2, (27)

und deshalb m | 2. Da F,, ungerade ist, muss m = 1 gelten, da aus m | 2
insbesondere m < 2 folgt. Damit ist der Satz bewiesen. U

Unter Zuhilfenahme von Satz 2.1.3 ergibt sich nunmehr:

1. Beweis: wvon Satz 2.1.2

Jede der Fermat’schen Zahlen F, F;, ..., F, wird durch eine ungerade
Primzahl geteilt, die in keiner der anderen Zahlen aufgeht; deshalb gibt
es mindestens n ungerade Primzahlen unterhalb von F),. Somit haben wir
eine unendliche Folge von teilerfremden Zahlen gefunden, und der Satz von
Euklid ist bewiesen. O

Der zweite Beweis lauft - so wie der Euklidische - indirekt ab, und liefert uns
ein Zwischenresultat, das wir im Anschluss gleich wieder verwenden werden:

2. Beweis: von Satz 2.1.2
Wir nehmen an, es gidbe nur endlich viele Primzahlen, nennen wir sie
P1, ..., pr, und bilden

’ N1 11
1) =TI+ +). 2.8
L05) =105 .
Da die unendlichen Reihen auf der rechten Seite alle absolut konvergieren,

kann man sie gliedweise ausmultiplizieren, und die entstehende Reihe muss
wieder konvergieren:

! 1 1 1

H<1+;+—2+---): > - (2.9)

i=1 t ? n pr—glatt
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Da sich aber nach dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie 1.1.2 jede Zahl n

als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben lisst, miisste rechts im Nenner

jede Zahl n auftreten, da wir zu Beginn des Beweises angenommen haben,

dass pi1,...,p, schon alle Primzahlen sind. Die auf der rechten Seite von
o

(2.9) stehende Reihe miisste also gleich der Reihe > & sein, von der jedoch

n=1
bekannt ist, dass sie divergiert. Dies ist ein Widerspruch, womit unsere

Annahme widerlegt ist. O

Ganz analog zum eben abgeschlossenen Beweis folgt auch
1\ 1! 1
1--) = = 2.10
I1( > (2.10)

Insbesondere ist

2]
> %22%>/1 +1%>lnx. (2.11)

Aus (2.10) und (2.11) folgt nun durch Logarithmieren (z > 1)

Zln (1 - %) >Inlnz (2.12)

p<z

Nun gilt mit Lemma 1.2.2

1\1 1 1 1
111(1—}—)) = _ln(l_g_))_}_)+2—p2 - <
<yl 2 (2.13)
p P p plp—1) '
und daher folgt aus (2.12)
Zl>lnlnz—z#>lnlnx—i# (2.14)
p = p(p—1) = n(n—1) '
< <

=1
Somit folgt nunmehr, wenn wir dieses Resultat fiir x — oo betrachten, der
folgende Satz von Euler:

Satz 2.1.4 (Euler) Die Reihe

1

- 2.15
> 5 (2.15)

1t divergent.



14 KAPITEL 2. PRIMZAHLEN

Folgerung 2.1.5 Natiirlich folgt auch aus diesem Satz unmittelbar, dass es
unendlich viele Primzahlen gibt, da eine endliche Anzahl die Konvergenz der
Summe tiber die Reziprokwerte bedeuten wiirde.

Eine Reihe weiterer Beweise von Satz 2.1.4 findet sich etwa in [VE80].

2.1.2 Die Verteilung der Primzahlen

Nachdem wir die Anzahl der Primzahlen untersucht haben, kénnen wir uns
der Frage widmen, wie regelméfiig Primzahlen in den natiirlichen Zahlen
auftreten. In der Tabelle 2.2 ist die Anzahl der Primzahlen in den Intervallen
[1, n] aufgelistet.

n_|{pePll <p<nj
101 4

102 25

103 168

10* 1.229
10° 9.592
10° 78.498
107 664.579
108 3.761.455
10° 50.847.534
10" 455.052.512

Tabelle 2.2: Die Anzahl der Primzahlen p mit 1 < p < n.

Diese Tabelle ldsst vermuten, dass die Primzahlen immer seltener werden,
eine Beobachtung die uns auch schon zu der Vermutung veranlasst hat, dass
es nur endlich viele Primzahlen gibt. Tatséchlich kann man zu jeder beliebigen
Schranke s zwei aufeinanderfolgende Primzahlen p, und p,,; finden, die sich
um mindestens s unterscheiden:

Satz 2.1.6 FEs gibt in der Folge der natiirlichen Zahlen beliebig grofie
Liicken, die keine Primzahlen enthalten, d.h. beliebig lange Ketten aufein-
anderfolgender nicht primer Zahlen.

Beweis:  Sei n € N* eine beliebige natiirliche Zahl, dann sind die Zahlen

m+)+2,(n+D)+3,...,(n+D!+n,(n+ 1)+ (n+1) (2.16)
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gerade n aufeinanderfolgende, zusammengesetzte Zahlen, denn:
Seietwa g = (n+1)!+kmit2 <k <n+1,dann gilt k | k, k| (n+ 1), also
k|g,wobeik 21 (2<k)und k#g (9= (n+1)+k>k). 0O

Bemerkung 2.1.7 Diese Liicken kinnen natirlich schon friher eintreten,
etwa fiir n = 4 bildet die Zahlenfolge 24,25,26,27 schon eine Liicke, wie
gewiinscht, wobei 24 wesentlich kleiner ist, als (44 1)! +2 =542 = 122.

Das Studium der Primzahlverteilung konzentriert sich in erster Linie auf die
Untersuchung der Primzahlfunktion 7(z), welche die Anzahl der Primzahlen
p < z angibt. Es ist dies eine der wichtigsten zahlentheoretischen Funktio-
nen, ihre Werte zu berechnen ist allerdings eine extrem komplizierte und
arbeitsintensive Aufgabe.

Obwohl es eine Fiille an unterschiedlichen Berechnungsmethoden gibt, ge-
langt man nach wie vor schnell an die Grenzen des derzeit Machbaren. Der
erst kiirzlich verbesserte Rekord liegt nun bei

7(10%) = 201.467.286.689.315.906.290 (2.17)

Es ist keine einfache explizite Formel bekannt, die es gestattet, 7(x) schnell
und genau zu berechnen, wenn x vorgegeben ist. Wir werden allerdings spéter
sehen, dass unter geeigneten Voraussetzungen doch eine einfache Darstellung
existiert. Vorerst begniigen wir uns mit dem historisch gesehen ersten Ergeb-
nis in dieser Richtung, dem folgenden

Satz 2.1.8 (Tschebyschew)

T T

0'89111(:5) <m(x) < l'llln(z) (2.18)
Er gilt als Vorstufe zum beriihmten Primzahlsatz
Satz 2.1.9 (Primzahlsatz)
lim mr)ln =1 oder — m(x)~ . (2.19)
T—00 x Inz

Wir werden spiter noch ausfiihrlich auf die Funktion 7 (z) und die damit
verbundenen Fragen zuriickkommen (siehe Abschnitt 3.4, bzw. [Rie94]).
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2.1.3 Primzahlerzeugende Funktionen

Die beliebig grofien Liicken aus dem vorigen Abschnitt machen das Auffinden
von Primzahlen nicht gerade einfacher. Nun kann man sich aber die Frage
nach einer Funktion stellen, die ausschliefflich Primzahlen liefert - das wiirde
die Generierung von beliebig vielen Primzahlen ermoglichen. Der néchste
Satz bringt in diesem Zusammenhang eine Enttduschung mit sich:

Satz 2.1.10 Es gibt kein ganzzahliges Polynom f(x) € Z|x| der Gestalt
f@)=az" +ap, 12"+ +ax +ag,n>1,a, #0 (2.20)
welches fir jedes x = 1,2, 3, ... prim ist.

Beweis:  Angenommen, es gébe so ein Polynom; nennen wir es f(z). Dann
gilt fiir ein hinreichend grofles ng sicherlich | f(ng)| > 1. Wir nehmen nun eine
Primzahl p mit p | f(ng), und bilden

f(no + kp) = f(no) + kpfi(no, p, k). (2.21)

f1(no, p, k) ist dabei wieder ganz, und die Zahlen (2.21) sind fiir k = 1,2, 3, ...
samtlich durch p teilbar und fiir geniigend grofles k£ jedenfalls nicht prim.
Denn fiir geniigend grofes k ist | f(ng + kp)| > p und enthilt entweder p in
mindestens zweiter Potenz oder aufler p noch andere Primzahlen. O

Es gibt also offensichtlich kein ganzzahliges Polynom f(x) € Z[z], welches
nur Primzahlwerte annimmt. Umso erstaunlicher sind daher die folgenden
beiden Resultate:

Dem Mathematiker Mills ist es ndmlich gelungen, eine zahlentheoretische
Funktion zu konstruieren, die nur Primzahlwerte annimmt. Er bewies die
Existenz einer irrationalen Zahl A mit der Eigenschaft, dass [A%'] fiir
x = 1,2,3,... stets eine Primzahl ist (siehe [Mil47], bzw. [Dud69]). Dieses
erstaunliche Resultat hat jedoch lediglich theoretische Bedeutung, da man
nur sehr wenige Stellen von A explizit kennt, so dass sich kaum Primzahlen
wirklich berechnen lassen.

Auf den folgenden Satz trifft diese Einschréinkung leider auch zu. Fiir seinen
Beweis benétigen wir iiberdies ein Resultat, welches wir erst spéter zeigen
werden.

Satz 2.1.11 (Wright) Es gibt eine reelle Zahl « = ag mit der Eigenschaft,
dass simtliche mit der Rekursionsformel o, 1 = 2% bestimmten Zahlen [2°],
[291], [2%2],... Primzahlen sind.
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Beweis: Nach 2.3.1 existiert zwischen n und 2n mindestens eine Primzahl
p, sodass wir also eine Folge von Primzahlen Py, P, ... so auswihlen konnen,
dass:

oFn « Py < Popq +1 < 25011 (n=1,2,...) (2.22)

Mit Id z bezeichnen wir den Logarithmus von z zur Basis 2 und 1d™ z bedeute
den n-fachen Logarithmus von x zur Basis 2 : 1d1d...ldz. Aus (2.22) erhélt
man durch Logarithmieren

1d™ P, <1d™*V P,y <1d"(P, +1) <1d™(P, +1). (2.23)
Setzt man
Bp :=1d™ P, ~, :=1d"™(P, + 1), (2.24)
SO ist
B < Bax1 < Yni1 < Yn- (n=1,2,3,...) (2.25)

Die hieraus folgende Kette von Ungleichungen

Bi<Bo<fBs<- <Bp<Ym<tma1<--<%R<m (2.26)

definiert fiir n — oo offensichtlich als gemeinsemen Grenzwert der (3, und -,
eine Zahl «a, wobei 3, < a < 7, fiir alle n gilt. Durch Zuriickgehen von den
Logarithmen auf die Numeri erhalten wir

d" VP, <2° = ap <A™ Y(P, +1), (2.27)

d"?2 P, <2 = ay <1d™ (P, +1), (2.28

P, <2 = qa,<P,+1, (2.29)

oder P, = [a,], was zu beweisen war. O

Bemerkung 2.1.12 In der in diesem Beweis konstruierten Primzahlenfolge
P,, P, 1,... bedeuten die Indizes nicht, dass P, die nichstgrifsere Primzahl
auf P, sein muss. Setzt man also z. B. Py := 3, dann erfillt P, := 13 die im
Beweis geforderte Eigenschaft. Ein Beispiel ist etwa in [Tro53] zu finden.

Bei der Frage nach einer Funktion, die nur Primzahlen liefert, ist man also
praktisch gescheitert. Die Vermutung Fermat’s 2.2.4 hétte, wenn sie richtig
gewesen wire, auf diese Frage Antwort gegeben. Tatséchlich miissen wir sie
an dieser Stelle aber schuldig bleiben.
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Man konnte die Forderungen méfligen und nur nach einer Funktion fragen, die
wenigstens unendlich viele Primzahlen unter ihren Funktionswerten besitzt.
Nach dem Satz 2.1.2 wiirde die identische Funktion

id:N—=N,id(n) =n (2.30)

dies erfiillen. Abgesehen von trivialen Losungen ist aber der Satz von Dirich-
let 4.2.2 die einzige, die bekannt ist.

2.2 Primzahlen spezieller Bauart

Im Folgenden betrachten wir Zahlen von besonderer Bauart, welche sich oft
durch auflergewthnliche Eleganz oder grofle praktische Relevanz auszeich-
nen. Bei diesen Zahlenfolgen stellen wir uns die Frage, welche Elemente
daraus Primzahlen sind, und welche nicht. Ist es moglich, die Anzahl der
primen Zahlen aus den einzelnen Folgen zu bestimmen?

Wie sieht es zum Beispiel mit Zahlen der Bauart n?241 aus? Gibt es unendlich
viele Primzahlen der Form n? 4 1?7 Man kann keine eindeutige Antwort dar-
auf geben, aber schon im Jahre 1922 haben Hardy und Littlewood folgende
Vermutung ausgesprochen:

Vermutung 2.2.1 (,,Conjecture E“) FEs gibt unendlich viele Primzahlen
der Form m? + 1. Die Anzahl P(n) solcher primen Zahlen kleiner als n ist
asymptotisch gleich

P(n) ~C v (2.31)

logn’

wobei gilt

C = ﬁ 1—@ = ﬁ <1—(_1)?>%1.3727. (2.32)

pEP,p=3 pEP,p=3 p

Es folgten &hnliche Vermutungen zu allgemeiner gehaltenen Ausdriicken, die
sich lediglich in der Konstanten C' unterscheiden. Sierpinski hat folgendes
Resultat gezeigt:

Lemma 2.2.2 Flir jedes beliebige k € N gibt es ein positives b, sodass es
mehr als k Primzahlen der Form a® + b gibt.

Iwaniec kam mit seiner Aussage noch am néchsten zur urspriinglichen Ver-
mutung. Er konnte ndmlich zeigen:
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Satz 2.2.3 Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen n, fir die n* +1 das
Produkt von hdchstens 2 Primzahlen ist.

Ein weiteres Beispiel bilden die soganannten ,, Repunits“, das sind Zahlen der
Bauart 107 — 1
Rn = =11...1 (2.33)
9 S——

n

Die erste Primzahl entsteht fiir n = 2 : 11, weiters fiir n=19,23,317,1.031.
Man kann leicht einsehen, dass n selber eine Primzahl sein muss, wenn Rn
eine Primzahl sein soll. Erst kiirzlich hat Harvey Dubner bekannt gegeben,
dass R49.081 (wahrscheinlich) prim ist (sieche [Dub]).

Die Frage nach der Anzahl der primen Rn ist jedoch noch ein offenes Problem.
Dubner betrachtet weiters auch verallgemeinerte Repunits der Form

" —1

M =
b—1

(2.34)

(b beliebig). Er konnte dazu fiir b < 99 eine Liste moglicher Primzahlen
angeben (siehe [Dub93]).

Im Folgenden werden einige ,Primzahlarten® genauer betrachtet. Es gibt
jedoch eine Fiille weiterer Beispiele (etwa sogenannte ,,Cullen Primzahlen®
Cn:=n-2"+4+1 bzw. W,, := n - 2" — 1, siehe [Kel95], oder Primzahlen der
Bauart n! & 1, und viele mehr), auf die hier nicht eingegangen wird.

2.2.1 Fermat’sche Primzahlen

Pierre de Fermat ist spitestens seit 1994, als Andrew Wiles gemeinsam mit
Richard Taylor nach jahrelanger intensiver Arbeit der vollstindige Beweis
des GroBen Fermat’schen Satzes (Satz 1) gelang, einer breiten Offentlichkeit
bekannt. Auch die nach ihm benannte Zahlenfolge gehort mit den Mersen-
ne’schen Primzahlen zu den bekannteren ,,Primzahlen® spezieller Bauart.

Ihre Wichtigkeit ist unbestritten, hatte doch Gauss in seinen jungen Jahren
bereits gezeigt, dass ein regelméfliges n—Eck dann und nur dann mit Zirkel
und Lineal konstruierbar ist, wenn es von der Form

2"p1 Py (2.35)

ist, wobei die p; Fermat’sche Primzahlen sind.
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Auflerdem wird Fy; = 65.537 gerne in der Kryptologie beim RSA-Verfahren
verwendet. Dabei miissen Potenzen der Form a® mod N bestimmt werden,
wobei die Wahl e = F;, von Vorteil ist. Der Grund hierfiir liegt in der beson-
ders einfachen Maoglichkeit, diese Pontenz auszurechnen, wenn e die Form
2% +1 besitzt, zumal e in biniirer Schreibweise dann nur aus 2 Einser besteht.

Pierre de Fermat hat im Jahre 1637 folgende Vermutung gedufert:

Vermutung 2.2.4 (Fermat) Alle Zahlen der Form 2*" +1 mitn € N sind
Primzahlen.

Untermauert hat er dies bekanntlich mit der Tatsache, dass 22" y1=3¢ P,
2 41 =5¢eP2”+1 =17 € P,22 +1 = 257 € P und schlieBlich
22" + 1 = 65.537 € P gilt. Mit F5 = 22° 4+ 1 stieB Fermat an die Grenzen
der damaligen Moglichkeiten, eine gegebene Zahl auf ihre Primalitdt zu
untersuchen.

Man kann leicht zeigen, dass, wenn eine Primzahl von der Form 2™ + 1
existieren soll, m = 2 fiir ein k¥ € N gelten muss:

Satz 2.2.5 Ist p=2™+1 eine ungerade Primzahl, dann gilt m = 2% fir ein
ke N.

Beweis: Angenommen, p = 2™ + 1 sei eine ungerade Primzahl und m habe
einen ungeraden Faktor j, also sei m = jl, dann betrachtet man folgenden
Quotienten
2m+1 2041
2041 20417
und sieht, dass das Ergebnis wiederum eine ganze Zahl ist, denn es gilt

(2.36)

27t 41 — 9U=Dl _ 9(i-2) I, zj:(_l)n+12(j—n)l (2 37)
20+1 ' '
n=1
Es besitzt also insbesondere 2" + 1 einen echten Teiler, sodass 2™ + 1 keine
Primzahl sein kann, was im Widerspruch zur Annahme steht. U

Man kann auch erstaunliche Aussagen iiber die Gestalt von Teilern Fer-
mat’scher Zahlen machen:

Satz 2.2.6 (Euler) Sein > 2, dann hat jeder Primfaktor p von F,, = 2% +1
die Gestalt k(2"+?) + 1.
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Wir wollen uns aber jetzt mit der Frage nach der Anzahl der Fermat’schen
Primzahlen beschéftigen. Auch hier zunéchst eine heuristische Uberlegung:

Wie wir wissen, ist die Wahrscheinlichkeit dass eine Zahl der Gréflenordnung

n prim ist, etwa gleich . Somit ergibt sich fiir den Erwartungswert der
Anzahl der Fermat’ schen Prlmzahlen folgender Ausdruck:

2T (22"+1) - nz;ln(%") z%

2

n=0 lIl

o0

1

— = —— ~ 2.885390081. 2.38
n—O on ln ( )
_—2

Man kann also erwarten, dass es nur endlich viele Fermat’sche Primzahlen
gibt, insbesondere dass keine zusétzlichen zu Fq, ..., F, gefunden werden.
Wir kénnten uns somit auf unsere Heuristik berufen und folgende Vermutung
auflern:

Vermutung 2.2.7 Die Anzahl der Fermat’schen Primzahlen F, = 2%" +1
st endlich.

Es sei aber darauf hingewiesen, dass wir weit entfernt von einem Beweis sind.
Tatséchlich wachsen die Fermat’schen Zahlen fiir steigendes n derart stark
an, dass man lange Zeit bereits bei F,; nicht wusste, ob sie prim ist oder
zusammengesetzt. Mittlerweile ist die kleinste Zahl, die man nicht einordnen
kann, F33 (Stand: Februar 2002).

In der Tabelle 2.3 sind die Untersuchungsergebnisse zu den ersten 33 Fer-
mat’schen Zahlen aufgelistet. Fiir weitere Informationen siehe [BCDVHO00],

[CW80], [You98], bzw. [18]. Wenn eine Zahl F,, nicht komplett faktorisiert
ist, dann wollen wir sie kurz so schreiben

F=]]n-cC (2.39)

Der Unterschied zwischen dem Status ,teilweise faktorisiert und , Teiler
bekannt® liegt nun in der Information {iber C. Bei letzterem kann man
iiber C' noch nichts aussagen, bei ,teilweise faktorisiert* weifl man, dass C
zusammengesetzt ist, kennt jedoch noch keinen Teiler von C.
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n Status #d | Jahr Entdecker Lit.
0 prim 1 | 1637 Fermat
1 prim 1 | 1637 Fermat
2 prim 1 | 1637 Fermat
3 prim 1 | 1637 Fermat
4 prim 1 | 1637 Fermat
5 | komplett faktorisiert | 2 | 1732 Euler
6 | komplett faktorisiert | 2 | 1880 Landry [Wil93]
7 | komplett faktorisiert | 2 | 1970 | Morrison & Brillhart
8 | komplett faktorisiert | 2 | 1980 Brent & Pollard [BP81]
9 | komplett faktorisiert | 3 | 1990 Lenstra et al.
10 | komplett faktorisiert | 4 | 1995 Brent et al. [Bre99]
11 | komplett faktorisiert | 5 | 1988 Brent et al.
12 | teilweise faktorisiert | 5 | 1986 Baillie et al.
13 | teilweise faktorisiert | 4 | 1995 Brent et al. [BCDVHO00]
14 | zusammengesetzt 0 | 1963 | Selfridge & Hurwitz [SH64]
15 | teilweise faktorisiert | 3 | 1997 Crandall et al. [BCDVHOO]
16 | teilweise faktorisiert | 2 | 1996 Crandall et al. [BCDVHOO]
17 | teilweise faktorisiert | 1 | 1978 Gostin
18 | teilweise faktorisiert | 2 | 1999 Crandall et al.
19 | teilweise faktorisiert | 2 | 1963 Wrathall et al.
20 | zusammengesetzt 0 | 1987 Buell & Young [YBS8S]
21 | teilweise faktorisiert | 1 | 1963 Wrathall
22 | zusammengesetzt 0 | 1993 Crandall et al. [CDNY95]
23 Teiler bekannt 1 | 1878 Pervushin
24 | zusammengesetzt 0 | 1999 Mayer et al. [7]
25 Teiler bekannt 3 | 1987 McLaughlin et al.
26 Teiler bekannt 1 | 1963 Wrathall
27 Teiler bekannt 2 | 1985 | Gostin & Wrathall
28 Teiler bekannt 1 | 1997 Taura
29 Teiler bekannt 1 ] 1980 | Gostin & McLaughlin
30 Teiler bekannt 2 11963 Wrathall
31 Teiler bekannt 1 | 2001 Kruppa & Forbes
32 Teiler bekannt 1 | 1963 Wrathall
33 unbekannt

Tabelle 2.3: Der aktuelle Stand bei der Faktorisierung der Fermat’schen Zah-
len F,, bis zur ersten Zahl F33, wo man nicht weif}, ob sie zusammengesetzt
ist, oder nicht. Die dritte Spalte beinhaltet die Anzahl der bekannten Teiler,
das Jahr bezieht sich auf die Entdeckung des letzten Teilers, ebenso wie die
aufgelisteten Namen (siche [18]).
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Gilt eine Zahl F), ,nur“ als ,,zusammengesetzt“, so scheint daneben das Jahr
und der Verfasser das dazugehorigen Beweises auf.

Die grofite derzeit bewiesene zusammengesetzte Fermat’sche Zahl ist Figo 447,
von der Cosgrave & Gallot im Jahre 1999 zeigen konnten, dass sie als Teiler
3 - 2382449 hegitzt. Im 400. Geburtsjahr von Fermat kennt man mittlerweile
200 zusammengesetzte Fermat’sche Zahlen.

Im Jahre 1732 gelang es Euler erstmals eine Fermat’sche Zahl zu faktorisieren,
indem er zeigte
Fy=2% 41 =641-6.700.417. (2.40)

Knapp 150 Jahre spiter hat Landry 1880 bewiesen, dass
Fy=2% +1=274.177 - 67.280.421.310.721 (2.41)

gilt. Interessant sind wohl noch die beiden néchsten Félle n =7 und n = 8§,
fiir die Morehead und Western bewiesen haben, dass die dazugehorigen Fer-
mat’schen Zahlen F), zusammengesetzt sind, ohne einen Faktor bestimmen
zu koénnen.

Fermat hétte mit seiner Vermutung eine Antwort auf die Frage, ob es eine
Funktion gibt, die nur Primzahlen liefert, gegeben - wire sie nicht falsch
gewesen. Diesen ,, Fehler versucht man jetzt dadurch zu umgehen, dass man
vorgeschlagen hat, die Fermat’sche Folge durch die Folge

52
241,22 4+1,27 +1,22 +1,... (2.42)

zu ersetzen. Die ersten vier Zahlen sind Primzahlen, die fiinfte aber liegt
mit ihren 19.729 Stellen nach wie vor jenseits der Reichweite irgendeiner
bekannten Methode der Faktorisierung. Wenn die Anzahl der Primzahlen
F,, endlich ist, dann ist natiirlich die Anzahl der Primzahlen in dieser Folge
a fortiori endlich.

Angesichts unserer Vermutung 2.2.7 erscheint auch die folgende nicht weiters
verwunderlich:

Vermutung 2.2.8 Die Summe der Reziprokwerte diber alle Fermat’'schen
Primzahlen konvergiert, d.h.
1
Y —=acQ (2.43)

F,
F,eP ™™
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Man ist sogar versucht, folgendes anzunehmen:

1 N 1 N 1 n 1 n 1 2.560.071.829
o = — — —_— _ =
3 5 17 237  65.537  4.294.967.295

~ 0.5960631718. (2.44)

2.2.2 Mersenne’sche Primzahlen

Die zweite weithin bekannte Folge Zahlen spezieller Bauart bilden die nach
einem franzosischen Moénch benannten Mersenne’schen Zahlen. Es handelt
sich hierbei um Zahlen der Form

M,:=2"—1,pecP. (2.45)

Wie man leicht sieht, ist die Bedingung p € P fiir die Primalitit notwendig:
Betrachtet man 2™ — 1 mit m = ab, dann gilt:

om =290 = (2“ - 1) (2(”—”“ 420=Da 4y gey 1), (2.46)

sodass wir einen echten Teiler von 2™ — 1 gefunden haben, 2™ — 1 also nicht
prim sein kann.

Leider ist diese Bedingung aber nicht hinreichend. 1640 hatte Mersenne fol-
gende Behauptung aufgestellt:

M, mit ¢ < 257 ist prim fiir ¢ € {2,3,5,7,11,13,17,19, 31,67, 127, 257}.

Diese in Hinblick auf die beachtliche Grofle der beteilgten Zahlen be-
eindruckende Aussage konnte erst zu Beginn des vorigen Jahrhundertes
vollstindig iiberpriift werden, und erwies sich dabei als falsch: zum einen
irrte sich Mersenne bei den Zahlen 67 und 257, zum anderen vergafl er 61,
89 und 107 in seine Liste aufzunehmen.

Es ist offensichtlich nicht einfach zu bestimmen, ob eine Mersenne’sche Zahl
prim ist, oder wenn nicht, welche Teiler sie besitzt. Ein klassisches Ergebnis
diesbeziiglich geht auf Euler zuriick, und wurde 1775 von Lagrange, und 1878
von Lucas, bewiesen (sieche etwa [Rib96]):

Satz 2.2.9 Seiq € P und g = 3(4), dann teilt 2¢+1 M, dann und nur dann,
wenn 2q + 1 € P; in diesem Fall ist also M, zusammengesetzt.

Primzahlen wie in diesem Satz, wo p und 2p + 1 prim sind, werden spéter
noch extra behandelt (siehe Abschnitt 2.2.4).

Mit Hilfe des 2. Ergénzungssatzes 1.1.9 ldsst sich zeigen:
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Satz 2.2.10 Sein ein Teiler von M,, dann gilt n = £1(8) und n = 1(q).

Es gibt auch eine Vermutung von Gillies iiber die Verteilung der Teiler
Mersenne’scher Zahlen aus dem Jahre 1964, mit denen sich z.B. die Arbeiten
[Ehr67], [Wag78] beschéftigen.

Die heutige Liste der Mersenne’schen Primzahlen umfasst 39 Stiick (sie-
he Tabelle 2.4), darunter ist auch die derzeit grofite bekannte Primzahl
213466.917 _ 1 " Gje ist mit 4.053.946 Stellen die erst zweite Primzahl mit
mehr als einer Million Stellen, wurde am 14. November 2001 entdeckt, und
am 6. Dezember 2001 unabhingig davon verifiziert. Sie stellt die fiinfte
Mersenne’sche Primzahl in Folge dar, die durch GIMPS (,,Great Internet
Mersenne Prime Search®, [25]), den Einsatz tausender iiber das Internet
verbundener Computer, berechnet und bewiesen werden konnte.

Mit wenigen Ausnahmen ist die grofite bekannte Mersenne’sche Primzahl
auch die grofite jemals bewiesene prime Zahl allgemeiner Bauart. Das Inter-
esse an den Mersenne’schen Primzahlen griindet in der Tatsache, dass sie eng
mit den sogenannten , perfekten“ Zahlen zusammenhéngen. Perfekte Zahlen
werden durch folgende Eigenschaft charakterisiert:

o(n) =2n (2.47)

wobei o(n) die Teilersummenfunktion (siehe Kapitel 1) ist. Nun gibt es den
folgenden beriihmten Satz iiber den Zusammenhang von Mersenne’schen
Zahlen und geraden perfekten Zahlen. Seine beiden Richtungen wurden,
durch 2000 Jahre getrennt, von Euklid (<=) bzw. Euler (=) bewiesen:

Satz 2.2.11 Fine gerade natiirliche Zahln € N ist genau dann perfekt, wenn
n = 2P='M, fir ein p € P, sodass M, eine Primzahl ist.

Diesem Resultat ist es zu verdanken, dass man bislang 39 perfekte Zahlen
kennt - zweifellos wéren es ohne diesen Satz deutlich weniger, hat doch die zu
213466917 _ 1 gehirige Zahl 213-466-916(213.466.917 _ 1) gtolze 8.107.892 Stellen
und ist somit weit entfernt von den heutigen Moglichkeiten, eine Zahl zu
faktorisieren.

Bemerkung 2.2.12 Tatsdchlich hat man mit Satz 2.2.11 die geraden per-
fekten Zahlen im Griff. Ungeldst ist aber nach wie vor die Frage, ob es auch
ungerade perfekte Zahlen gibt. In letzter Zeit sind vor allem zu den mdglichen
Teilern solcher Zahlen eine Reihe von Publikationen erschienen (siehe etwa
[HIJC98], [Ian99a] bzw. [Ian99b]).
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Nr. g Jahr Entdecker (ev. Literatur)

1 2 - —

2 3 - -

3 5 - -

4 T - -

5 13 1461 Anonym

6 17 1588 P.A. Cataldi

7 19 1588 P.A. Cataldi

8 31 1750 L. Euler

9 61 1883 .M. Pervushin

10 89 1911 R.E. Powers

11 107 1913 E. Fauquembergue

12 127 1876 E. Lucas

13 521 1952 R.M. Robinson

14 607 1952 R.M. Robinson

15 1.279 1952 R.M. Robinson

16 2.203 1952 R.M. Robinson

17 2.281 1952 R.M. Robinson

18 3.217 1957 H. Riesel

19 4.253 1961 A. Hurwitz

20 4.423 1961 A. Hurwitz

21 9.689 1963 D.B. Gillies (|Gil64])

22 9.941 1963 D.B. Gillies (|Gil64])

23 11.213 1963 D.B. Gillies (|Gil64])

24 19.937 1971 B. Tuckerman

25 21.701 1978 C.Noll & L. Nickel

26 23.209 1979 C.Noll

27 44.497 1979 H. Nelson & D. Slowinski
28 86.243 1982 D. Slowinski

29 110.503 1988 W.N. Colquitt & L. Welsh Jr. ([CWJ91])
30 132.049 1983 D. Slowinski

31 216.091 1985 D. Slowinski

32 756.839 1992 P.Gage & D. Slowinski ([Ewi92])
33 859.433 1994 P.Gage & D. Slowinski ([Ewi94])
34 1.257.787 1996 P.Gage & D. Slowinski

35 1.398.269 1996 J. Armengaud & G. Woltman
36 2.976.221 1997 G. Spence & G.Woltman

37 3.021.377 1998 R. Clarkson, G. Woltman & S. Kurowski et al.
38(7) 6.972.593 1999  N. Hajratwala, G. Woltman & S. Kurowski
39(7) 13.466.917 2001 M. Cameron, G. Woltman & S. Kurowski

Tabelle 2.4: Die 39 zur Zeit bekannten Mersenne’schen Primzahlen. Dabei
weifl man nicht, ob zwischen den letzten dreien jeweils keine weitere prime
Mersenne’sche Zahl liegt.
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Wenden wir uns nunmehr wieder der Frage nach der Anzahl jener Prim-
zahlen zu, die die Form 2P — 1 fiir ein p € P haben: Analog zum Fall der
Fermat’schen Zahlen wollen wir zunéchst heuristisch an die Sache herange-
hen:

Wieder wird die Tatsache verwendet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ei-
ne Zahl der Grofle n prim ist, ungefidhr ﬁ betrdgt. Damit ergibt sich der
Erwartungswert fiir die Anzahl der Mersenne’schen Zahlen:

1 1 1 1 1
2 @1 pza; n(2) 2 pIn(2)  In(2) 25 (248

peP p€EP p€EP

wobei der letzte Ausdruck nach Satz 2.1.4 divergiert. Somit kommen wir im
Fall der Mersenne’schen Zahlen zu folgender

Vermutung 2.2.13 FEs gibt wunendlich wviele Mersenne’sche Zahlen
M, =27 — 1, die prim sind.

Richard K. Guy schreibt in seinem Buch [Guy94]:  Es besteht keinerlei Zwei-
fel, dass es unendlich viele Mersenne’sche Zahlen gibt, aber ein moglicher Be-
weis ist wiederum hoffnungslos weit entfernt“. In diesem Zusammenhang gibt
es aber auch eine Vermutung von H.W. Lenstra, Pomerance and Wagstaff:

Vermutung 2.2.14 Sei M(x) die Anzahl der Primzahlen p < z fir die
2P — 1 prim ist. Dann gilt
M(z) ~ e ldx (2.49)

Wie findet man eine Mersenne’sche Primzahl, wie etwa einen Kandidaten p,
fiir den 2P — 1 prim sein kénnte? Auf diese Frage versucht eine sehr belusti-
gende Vermutung eine Antwort zu geben:

Vermutung 2.2.15 (Eberhart) Sei g, die n-te Primzahl, sodass M, =

29" — 1 die n-te Mersenne’sche Primzahl ist, dann ist g, ~ (%)n

Bemerkung 2.2.16 Nach einer Arbeit von Wagstaff sollte man Eberhart’s
Vermutung 2.2.15 auf

G ~ (26‘”) ~ (1.475761397)" (2.50)

abdindern, wobei vy gleich dem Euler-Gamma (vgl. 1.1.4) ist.
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n | Pn In In n Pn In In

1 2 2 1 21 9.689 4.988 3.543

2 3 2 2 22 9.941 7.482 5.228

3 5 3 3 |23 11.213 11.223 7.716

4 7 5 5 24 19.937 16.834 11.386
51 13 8 7 125 21.701 25.251 16.804
6 17 11 10 26 23.209 37.877 24.798
7 19 17 15 27 44.497 56.815 36.596
8 31 26 22 28 86.243 85.223 54.007
9 61 38 33 29 110.503 127.834 79.702
10| &9 58 49 30 132.049 191.751 117.621
11| 107 86 72 31 216.091 287.627 173.580
12| 127 130 107 || 32 756.839 431.440 256.163
13| 521 195 157 || 33 859.433 647.160 378.036
14 | 607 292 232 || 34 1.257.787 970.740 557.890
151 1.279 | 438 343 || 35 1.398.269 1.456.110 | 823.313
16 [2.203 | 657 | 506 || 36| 2.976.221 2.184.164 | 1.215.014
17 12.281 | 985 747 || 37 3.021.377 3.276.247 | 1.793.071
18 |3.217 | 1.478 | 1.102 || 38 | 6.972.593(7) | 4.914.369 | 2.646.144
19 | 4.253 | 2.217 | 1.627 || 39 | 13.466.917(7) | 7.371.554 | 3.905.077
20 | 4.423 | 3.325 | 2.401 || 40 (7) 11.057.332 | 5.762.963

Tabelle 2.5: Die 39 Indizes zu den zur Zeit bekannten Mersenne’schen Prim-
zahlen sowie die Konstanten aus der Vermutung von Eberhart und der ab-
gewandelten Form nach Wagstaff.

Es spricht tasdchlich einiges dafiir, dass die abgewandelte Form der Eber-
hart’schen Vermutung der urspriinglichen vorzuziehen ist (siehe in diesem
Zusammenhang auch Tabelle 2.5).

Folgen wir kurz noch dem Gedankengang von Manfred Schroeder (siehe
[Sch83]), und gehen davon aus, dass fiir die zur n-ten Mersenne’schen Prim-
zahl M (n) gehérende Primzahl p gilt

4\ "
P~ (26 ) . (2.51)
Somit folgt fiir den Logarithmus zur Basis 2 von p

ldp~mn-e . (2.52)
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Da 1d p sehr nahe bei ld1d M (n) liegt, sind obige Aussagen zu der folgenden
dquivalent: Wenn wir ld1ld M(n) als Funktion von n aufzeichnen, dann
konnen wir diese Daten mittels einer Geraden, die den Anstieg e~ besitzt,
approximieren.

Dies lédsst sich mit DERIVE sehr gut iiberpriifen. Wir beschrinken uns bei
diesen Untersuchungen auf die ersten 37 Mersenne’schen Primzahlen, da
nicht bekannt ist, ob zwischen den letzten dreien noch weitere liegen.

Zunichst beschaffen wir uns jene 37 Primzahlen, die die ersten 37 Mersen-
ne’schen Primzahlen erzeugen. Das kann beispielsweise so geschehen:

m := VECTOR(MERSENNE_DEGREE(n), n, 1, 37)

Dabei sind in der internen Variable MERSENNE_DEGREE alle Indizes der Mer-
senne’schen Primzahlen gespeichert, und wir wihlen die ersten 37 davon aus.
Anschlieflend legen wir durch diese Punkte die Regressionsgerade

FIT([x, ax + b], TABLE(LOG(m SUB k, 2), k, DIM(m)))
und erhalten folgendes Ergebnis (siche auch Abbildung 2.1):
0.5641371555 - x + 0.8205911725. (2.53)

Diese Steigung ist bemerkenswert nahe bei e™7 ~ 0.5614594835, womit wir
in gewisser Weise die Bemerkung 2.2.16 begriindet haben.

1d(1d(M(n))) 1d(1d(M(n)))

20 ....

10

Abbildung 2.1: Die n-ten Mersenne’schen Primzahlen M (n) als Funktion von
n aufgezeichnet, bzw. mit der durch diese Punkte gelegten Regressionsgera-
den 0.5641371555x + 0.8205911725.

Wenn wir nun fiir  etwa 40 einsetzen, so gelangen wir zu der Aussage, dass
bei etwa, 219-962529 die 40. Mersenne’sche Primzahl liegen sollte. Somit kénnte
man also annehmen, dass tatséchlich zwischen 3.021.377 und 13.466.719 noch
eine Mersenne’sche Zahl iibersehen wurde, die prim ist.



30 KAPITEL 2. PRIMZAHLEN

Ein weiteres ungelostes Problem ist z.B., ob fiir primes p die Zahl 2P —1 stets
quadratfrei ist. Man kann zwar fast sicher annehmen, dass dem nicht so ist,
doch steht ein endgiiltiger Beweis noch aus.

2.2.3 Regulire Primzahlen

Bis zum Ende des letzten Jahrhunderts hat sich der ,Grofle Fermat® als
hartnéckiges Problem erwiesen, bei dessen 300 Jahre lang dauernden Beweis-
versuchen zahlreiche niitzliche Werkzeuge entdeckt und entwickelt wurden.
Dazu gehoren auch drei spezielle Primzahlarten.

Die erste taucht bei Kummer in Verbindung mit dem Groflen Fermat im
Jahre 1847 auf. In einem Brief an Liouville teilt Kummer diesem mit, dass
er fiir Primzahlen p, welche 2 Bedingungen erfiillen, den Grofien Fermat
bewiesen hétte. Spiter konnte Kummer noch zeigen, dass alle Zahlen, die
der ersten Bedingung geniigen auch die zweite erfiillen, sodass wir heute
von einer einfachen Charakterisierung der reguldren Primzahlen ausgehen
kénnen:

Definition 2.2.17 FEine Primzahl p heifit requlir dann und nur dann, wenn
p keinen der Zihler der Zahlen By, By, Bg, . .., By_3 teilt. Dabei werden B,
Bernoulli Zahlen genannt, die als Koeffizienten der Funktion

T "
= B,— .
et —1 Z "n! (2.54)
n>0
definiert sind. Es gilt
1 1 1 2(2k)!
By=1,B =—=,By=—~,..., By, = (=1} 2k 2.55
0 y D1 2a 2 67 s D2k ( ) (27T)2k<( ) ( )

wobei ¢ die Riemann’sche (-Funktion ist. (2.55) impliziert insbesondere, dass
die B,, sehr rasch anwachsen.

Kummer gab alle irreguldren Primzahlen kleiner als 163 an:
37,59,67,101,103, 131, 149, 157 (2.56)

Diese Aussage kann innerhalb von 10 Sekunden mit einem sehr einfachen
DERIVE-Programm nachgepriift werden:

regular(p) :=
SOLVE (MOD (PRODUCT (VECTOR (NUMERATOR (
BERNOULLI(n)), n, 2, p-3, 2)), p) /= 0)
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Das Programm regular(p) liefert zuriick, ob eine Primzahl p regulir ist
oder nicht, und der Aufruf

SELECT(NOT regular(p),p,SELECT(PRIME(q),q,1,163))

liefert schliefllich nach 10.2 Sekunden die Verifizierung der 8 nach Kummer
irreguldren Zahlen kleiner als 167.

Von den 78.498 Primzahlen kleiner als 10° sind 47.627 regulér, im Einklang
mit ihrer erwarteten Dichte von e 2. Es konnte jedoch noch nicht bewiesen
werden, dass es unendlich viele davon gibt. Andererseits iiberraschte Jensen
im Jahre 1915 mit einem ziemlich einfachen Beweis, dass es unendlich viele
irregulire Primzahlen gibt.

Zur Verteilung irreguldrer Primzahlen sei hier z.B. auf [Joh75], [Wag78] oder
[BCS92] verwiesen.

2.2.4 Sophie Germain Primzahlen

Dies sind die zweiten Primzahlen spezieller Form, die in der Geschichte der
Beweisversuche des Groflen Fermat’s auftreten. Wir haben sie auch schon
im Kapitel iiber Mersenne’sche Primzahlen kennengelernt, wo sie in einem
Kriterium nach Euler iiber die Teiler von Mersenne’schen Zahlen auftreten.

Definition 2.2.18 Sei p eine Primzahl, und dariberhinaus auch 2p+1 € P.
Dann heifit p eine Sophie Germain Primzahl.

Ein Beispiel fiir eine grofle Sophie Germain Primzahl ist etwa
p = 18.458.709 - 232611 _ 1, (2.57)

womit also M, als zusammengesetzt entlarvt ist, trotz der gewaltigen
GroBenordnung von 10'%" dezimalen Stellen.

Doch zuriick zum Groflen Fermat. Diese Zahlen werden nach Sophie Germain
benannt, weil sie folgenden Satz bewiesen hat:

Satz 2.2.19 Ist p eine Sophie Germain Primzahl, dann gibt es keine ganz-
zahligen x,v, z, alle ungleich der Null, und keine Vielfachen von p, sodass
xP 4+ yP = 2P erfillt wird.
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Sollte jemand weiter in die Materie rund um diese Primzahlen in Verbin-
dung mit dem GroBlen Fermat einsteigen, so sei er hier auf das Buch [Rib79]
verwiesen.

Wieder ist nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlen dieser Bauart
gibt. Aber wir konnen uns mit sehr einfachen Mitteln unter Zuhilfenahme
von DERIVE einen Uberblick iiber die Verteilung der Sophie Germain
Primzahlen verschaffen.

Zunéchst schreiben wir eine Routine next_germain(n), die uns zu einer ge-
gebenen Grofle n das néichstgrofiere p ausgibt, sodass p und 2p+ 1 prim sind.
Diese kénnte zum Beispiel so aussehen:

next_germain(n) :=
Loop
n := NEXT_PRIME(n)
If PRIME(2n + 1)
RETURN n

Dieses Programm wird nun in der Routine nog(n) verwendet, um die Anzahl
der Sophie Germain Primzahlen unterhalb von n zu bestimmen. (Beachte:
Dabei werden alle Primzahlpaare tatsédchlich berechnet, das Ergebnis ist also
absolut - keine Schétzung!)

nog(n, p_ =1, i_ := 0):=
Loop
p_ := next_germain(p_)
If p_>n
RETURN i_
If PRIME(2p_ + 1)
i_ :+ 1

Damit lisst sich bis zu n = 107 relativ verniinftig die Anzahl der Sophie
Germain Primzahlen bestimmen (siehe Tabelle 2.6).

Weiter wurden diese Zahlen mit DERIVE nicht untersucht, denn der zu
erwartende Aufwand wére zu grof. Auch eine etwaige Zwischenspeicherung
der bisher gefundenen Paare wiirde hier keine wesentliche Anderung bzw.
Verbesserung mit sich bringen. Man kann jedoch etwa in [Dub96] weitere
Beispiele solcher Primzahlen nachschlagen.



2.2. PRIMZAHLEN SPEZIELLER BAUART 33

n nog(n) | Zeit

10 3 0.000s
100 10 0.010s
1.000 37 0.010s

10.000 190 | 0.081s
100.000 1.171 | 0.701s
1.000.000 | 7.746 | 11.8s
10.000.000 | 56.032 | 939.2s

Tabelle 2.6: Die Anzahl der Sophie Germain Primzahlen unterhalb von 107.

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass die Sophie Germain Primzahlen ihre
Verwendung auch im Zusammenhang mit dem RSA-Verfahren finden. Fiir die
dabei zu wihlenden Primzahlen p und ¢ nimmt man aus Sicherheitsgriinden
zumeist sogenannte ,,sichere Primzahlen®, das sind solche, wo nicht nur p und
¢ prim sind, sondern auch ’%1 und q;—l. Diese ,,sicheren Primzahlen* sind also
von der Form 2p + 1, wobei p eine Sophie Germain Primzahl ist.

2.2.5 Wieferich’sche Primzahlen

Die letzte Art von Primzahlen, die bei der Suche nach dem Groflen Fer-
mat auftauchten, sind die Wieferich’schen Primzahlen. Bei ihrer Definition
beginnt man beim kleinen Bruder von Fermat’s letztem Satz, dem kleinen
Fermat:

Satz 2.2.20 (,,Kleiner Fermat“) Ist p eine Primzahl, dann erfillt p stets
folgende Kongruenz:
2Pt =1(p) (2.58)

Ausgehend von diesem trivialen Ergebnis, das als Start unterschiedlichster
Untersuchungen dient, wandelt man (2.58) in folgender Weise um:

2P~ = 1(p?) (2.59)

Nun stellt sich die Frage, welche Primzahlen die Kongruenz (2.59) erfiillen.
Solche Primzahlen werden schliefllich Wieferich’sche Primzahlen genannt. Er
war es auch, der im Jahre 1909 folgenden schwierigen Satz beweisen konnte:

Satz 2.2.21 Gibt es fir eine Primzahl p ein Trippel (x,y,z) mit p 1 zyz,
sodass
al +yP=2F (2.60)

erfillt ist, dann erfillt p die Bedingung (2.59).
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Wir konnen diese Primzahlen aber auch iiber den sogenannten , Fermat-
Quotienten* einfiihren:

Definition 2.2.22 FEine Primzahl p wird Wieferich’sche Primzahl genannt,
wenn fir den Fermat-Quotient

w-1_1
qp(2) == Y (2.61)
qgilt:
0 (2) = 0(p). (2.62)

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Verschwinden von ¢,(2) mod p liegt in et-
wa bei };. Da die Summe der Reziprokwerte iiber alle Primzahlen divergiert
(siehe Satz 2.1.4), kénnte man - einer (2.48) dhnlichen Heuristik folgend -
annehmen, dass es unendlich viele Wieferich’sche Primzahlen gibt:

Vermutung 2.2.23 Fs gibt unendlich viele Wieferich’sche Primzahlen.

In diesem Fall empfiehlt es sich jedoch, etwas weiter in die Theorie einzudrin-
gen, um herauszufinden, dass die Bedingung (2.59) von kaum einer Primzahl
p erfiillt wird. Interessanterweise wurden die beiden einzigen bislang bekann-
ten Wieferich’schen Primzahlen zu Beginn des vorigen Jahrunderts, also
noch lange vor dem Computerzeitalter, gefunden: 1913 entdeckte Meissner
die Zahl 1.093 und 9 Jahre spéiter stiel Beeger mit 3.511 auf die zweite
derartige Primzahl.

Ein mogliches Programm zur Auffindung dieser Primzahlen in DERIVE ist
wiederum sehr einfach aufgebaut:

next_wieferich(n) :=
Loop
n := NEXT_PRIME(n)
If MOD(2"(n - 1), n"2) =1
RETURN n

Der Computer konnte im Falle dieser Zahlen nur eingesetzt werden, um die
Nichtexistenz von Wieferich’schen Primzahlen zwischen 3.511 und 16 - 10!2
zu beweisen (siehe z.B. [CDP97]). Man weif} nicht, ob es - abgesehen von
den beiden bekannten - noch weitere Primzahlen gibt, die die Kongruenz
(2.59) erfiillen. (Die Richtigkeit von Vermutung 2.2.23 ist somit mehr als
fraglich!) Man weif§ nicht einmal, ob es unendlich viele Primzahlen gibt, die
diese Bedingung nicht erfiillen.
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2.2.6 Wilson’sche Primzahlen

Auch hier dient eine geldufige Tatsache als Ausgangspunkt. Dabei handelt es
sich um das einzige bekannte Primzahlkriterium:

Satz 2.2.24 (Wilson) FEine natiirliche Zahl p € N ist Primzahl dann und
nur dann, wenn gilt

(p—1)!=—1(p). (2.63)
Abermals wechselt man den Modul von p zu p? aus, und definiert:

Definition 2.2.25 Fine Primzahl p, die folgende Kongruenz
(p—1!'=-1(p") (2.64)

erfillt, wird Wilson’sche Primzahl genannt. Eine weiter Mdoglichkeit zur De-
finition bietet der sogenannte ,Wilson-Quotient “

B (p—l)!—i—l‘

= 2.65
pi= (2:65)

Eine Primzahl p wird genau dann Wilson’sche Primzahl genannt, wenn
wy, = 0(p) (2.66)

gilt.

Wieder kann fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Wilson-Quotient mod p
verschwindet, und dass somit die Primzahl p eine Wilson’sche Primzahl ist,
der Einfachheit halber % angenommen werden. Auch hier kénnen wir ohne
Schwierigkeiten ein Programm in DERIVE angeben, das die nichstgréfiere
Wilson’sche Primzahl berechnet:

next_wilson(n) :=
Loop
n := NEXT_PRIME(n)
If MOD(((n - 1)! + 1)/n, n) =0
RETURN n

Dabei wurde offensichtlich die zweite Md&glichkeit zur Definition implemen-
tiert, ndmlich iiber den Wilson-Quotienten.

Wie schon im vorangegangenen Abschnitt, lohnt sich eine eingehendere Aus-
einandersetzung mit der Thematik, denn auch in diesem Fall steht man bei
der tatséchlichen Berechnung bald vor unlésbaren Aufgaben. Neben 5, 13 und
563 ist keine weitere Wilson’sche Primzahl bis 5-10% bekannt (siehe [CDP97]).
Die grofite bekannte Wilson’sche Primzahl 563 wurde 1953 von Goldberg ent-
deckt, und stellt eine der ersten erfolgreichen Anwendungen eines Computers
in der Zahlentheorie dar.
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2.2.7 Primorials

Als Zwischenstufe zu unseren letzten Primzahlen spezieller Bauart betrachten
wir nun kurz die sogenannten ,,Primorials“. Sie sind wie folgt definiert:

Definition 2.2.26 Sein € N* eine beliebige natiirliche Zahl. Dann versteht
man unter dem n-ten Primorial folgende Zahl

n#:ZHPi+1:2'3'5'7"'pn+1- (2.67)

=1

Diese an sich sehr einfache Definition 148t sich auch miihelos in DERIVE
folgendermaflen implementieren:

primorial (n) : =PRODUCT (ITERATES (NEXT_PRIME(q) ,q,2,n-1))+1

Auf der Suche nach primen Primorials glaubt man sich zunéchst auf sicherem
Terrain zu befinden, stellt sich doch heraus, dass die ersten 5 Primorials prim
sind - genau wie bei den Fermat’schen Zahlen F),. Ahnlich wie bei Fy, also bei
der 6. Fermat’schen Zahl, wird man auch bei dem 6. Primorial 6# enttduscht,
gilt doch

6# =2-3-5-7-11-13+1 = 30.031 = 59 - 509. (2.68)

Aber im Gegensatz zu den F;, findet man rasch auch weitere Primzahlen in
der Folge der n#,n =17,8, ...

Mit der nachstehenden Funktion kann man sich in beliebigen Intervallen
[m, n] auf die Suche nach der Anzahl der primen Primorials begeben:

nopp(n,m:=1) :=DIM(SELECT (PRIME(q) ,q,VECTOR(primorial(1l),1,m,n)))

Es stellt sich heraus, dass die ersten 5 primen Primorials die einzigen mit
n < 10 sind. Aber schon mit 11# haben wir die 6. Primzahl gefunden. In der
Tabelle 2.7 finden sich die ersten 10 primen n#, die mit DERIVE und den
obigen Routinen berechnet wurden. Sie steht auch im Einklang mit &lteren
Arbeiten, wie z.B. [Bor72], [Tem80], [BCP82] bzw. [Kel83].

Weiter wurde mit DERIVE nicht gesucht, aber Harvey Dubner hat entdeckt,
dass Primzahlen auch fiir n = 457,616 und 643 resultieren. Dariiber hinaus
ist n# prim fiir n = 1.391 und n = 1.613, zwei Zahlen mit 4.951 bzw. 5.862
Stellen (sieche [Dub87]).
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nopp(n) | n | dim(n#t) | Zeit
1 1 1 0.000s
2 2 1 0.000s
3 3 2 0.000s
4 4 3 0.000s
d 5 4 0.000s
6 11 12 0.010s
7 75 154 0.721s
8 171 425 12.8s
9 172 428 14.3s
10 384 1.115 387.2s

Tabelle 2.7: Die ersten 10 primen Primorials. Um die zehnte, 1.115stellige
Zahl 384# zu entdecken, benétigt nopp(n,m) bereits 387.2 Sekunden.

Caldwell zeigte, dass neben 2.122# auch noch 23.801# und die 10.387stellige
Zahl 24.029# prim sind (siehe [Cal95]).

Uber die tatséichliche Anzahl der Primzahlen in der Folge der n# kann man
wieder nur eine Vermutung aufstellen:

Vermutung 2.2.27 FEs gibt unendlich viele Primorials n#, die prim sind.

2.2.8 Fortune’sche Zahlen

Als letzte besondere Art von Primzahlen wollen wir uns den nach dem An-
thropologen Fortune benannten , Fortune’schen Zahlen“ widmen. Sie sind
sehr einfach in ihrer Definition, und doch bergen sie, wie sich noch heraus-
stellen wird, eine groBe Uberraschung in sich.

Definition 2.2.28 Sei n € N wieder eine beliebige natirliche Zahl, und n4
wie 1m vorigen Abschnitt definiert. Dariiberhinaus bezeichne g, die kleinste
Primzahl, die grifier als n# ist. Dann nennt man Zahlen der Bauart

Fo=n—nit +1 (2.69)
Fortune’sche Zahlen.

Mit den Routinen des vorigen Abschnittes 148t sich auch diese Art der Prim-
zahlen rasch in DERIVE implementieren:
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fortune(n, k_) :=

Prog
k_ := primorial(n)
k_ := NEXT_PRIME(k_) - k_ + 1

Wenn man einige F, berechnet, so sieht man sehr bald, dass die einzelnen
F, nicht notwendigerweise unterschiedlich sind. Im Gegenteil: es tauchen
immer wieder Primzahlen p auf, fiir die es mehrere Zahlen n; gibt, sodass
p = F,, gilt.

Eine einfache Routine, um festzustellen, welches Element wie oft auftaucht,
konnte so aussehen:

noel(a, i_ :=1, q_, r_, s_ := [1) :=
Prog

a := SORT(a)

Loop
gq_ := a SUB i_
r_ := SELECT(n = g_, n, a)
s_ := APPEND_COLUMNS(s_, [q_; DIM(r_)])
i_ :+ DIM(r_)
if i_ > DIM(a)

RETURN s_

Damit 148t sich zum Beispiel feststellen, dass unter den ersten 150 F, 84
Primzahlen einfach auftreten, 22 doppelt vorkommen, 6 immerhin dreimal
auftauchen und eine sogar viermal. Tatséchlich gilt

f52 = .758 = fﬁl = f64 = 331. (27(])

Die eigentliche, bereits angekiindigte Uberraschung, die diesen Zahlen eigen
ist, liegt aber nicht in (2.70), sondern in der Tatsache, dass noch kein zusam-
mengesetztes F, bekannt ist! In der Tat lautet die Vermutung von Fortune
folgendermafien:

Vermutung 2.2.29 (Fortune) Sei F,, wie in (2.69) definiert, dann ist F,
stets prim, fir alle n € N.

Wir wollen uns im Folgenden diese Vermutung etwas genauer ansehen. Dazu
stellen wir die F,, etwas anders dar, und definieren dazu

P,:=pi-pa---pp. (2.71)
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Damit gilt:
Fon = pn — Pp. (2.72)

Da g, per Definition prim ist, kann F, nicht durch py, ps, ..., p, geteilt wer-
den. Folglich gilt F,, > p,1 fiir alle n € N. Solange andererseits F,, < p2 .,
gilt, muss F, prim sein, zumal die kleinste zusammengesetzte, zu P, teiler-
fremde Zahl gleich p2 ., ist. Es ist jedoch ziemlich unwahrscheinlich, dass F,
iiberhaupt so grofl wird, wie im Anschluss gezeigt wird:

Zunichst werden die folgenden 3 Eigenschaften benotigt, die unmittelbar aus
dem Primzahlsatz 3.2.1 folgen:

Lemma 2.2.30 1. p, ~nlnn firn — oo

n
2. .nP, = Inp; ~n firn— oo
i=1
3. Der ,Erwartungswert® fiir die Differenz pp.1 — pp ist ungefihr Inn

Angenommen, P, sei eine zufiillig ausgewéhlte Zahl, dann wiirde man die
nichstgroflere Primzahl bei

P,+InP,~P,+n (2.73)
erwarten. Wie jedoch schon gezeigt wurde, ist @, zumindest
P,+ppi1~ P, +nlnn. (2.74)
Weiters gilt p,11 > pp, + 2, also
Doy = Ph o+ Apn + 4, (2.75)

womit
Py+pi, > Py+ps ~ P +n’n’n (2.76)

folgt. Da der mittlere Abstand zwischen Primzahlen der Gréflenordnung
P, etwa In P, ~ n ist, kann man ungefihr nln®n Primzahlen im Intervall
[P, +1,P, + p2,,] erwarten. Nur wenn dieses Intervall frei von Primzahlen
wire, konnte die Fortune’sche Vermutung falsch sein. Tatséichlich folgt aus
den obigen Uberlegungen, dass fiir jede Primzahl ¢ aus diesem Intervall die
Differenz ¢ — P, prim ist (das kleinste dieser ¢ ist gleich p,!).

Die Tatsache, dass man viele Primzahlen in diesen Intervallen erwartet, ist
jedoch keine Garantie dafiir, dass stets wenigstens eine enthalten ist. Ein
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Ergebnis derart, dass fiir hinreichend grofles x stets eine Primzahl im Inter-
vall [z,z + S(InzInlnx)?] liegt, ist weit jenseits allem derzeit Erreichbaren
- und ist vielleicht sogar ,eine zu starke Aussage, um wahr zu sein“, wie
Solomon Golomb in seinem Artikel ,, The Evidence for Fortune’s Conjecture*
zu bedenken gibt (siehe [Gol81]).

Dennoch: wiirde diese Aussage stimmen, dann hitte auch Fortune recht, wie
man durch z = P, + 1 sofort sieht. Tatséchlich wiirde eine Vermutung von
Cramer das Gewiinschte leisten, sagt sie doch aus, dass sogar zwischen x
und (Inz)? stets eine Primzahl ist. Dies wiederum impliziert fiir hinreichend
grofles n - das bedeutet %lnlnn > 1, also n > 1.618 - die Fortune’sche
Vermutung. Derzeit ist kein Beweis von Cramer’s Vermutung in Sicht.

2.3 Weitere interessante Fragestellungen

Die Uberschrift lisst es schon erahnen: In diesem Abschnitt werden wir wie-
der mit zum Teil noch unbeantworteten Fragen konfrontiert. Generell hat es
den Anschein, als wére auf dem Gebiet der Zahlentheorie, im Vergleich zu
der Fiille an unbewiesenen Vermutungen, kaum ein Resultat bewiesen. In der
Tat findet man sogar eigene Biicher, die nur Vermutungen und Mutmaflun-
gen aus der Zahlentheorie zum Inhalt haben, wie etwa das Buch [Guy94], aus
dem auch so manche offene Frage in dieser Arbeit stammt.

2.3.1 Das Bertrand’sche Postulat

Im Abschnitt iiber die Fortune’schen Zahlen wurde kurz die Cramer’sche
Vermutung vorgestellt, wonach im Intervall [n,In®n] stets eine Primzahl
liegt. Wie dort ebenfalls angemerkt, ist kein Beweis dieser Aussage bekannt,
weshalb sie nach wie vor als Vermutung bezeichnet wird.

Im Folgenden soll das Hauptaugenmerk auf das Intervall (n,2n],n > 1 ge-
richtet werden. Dafiir gibt es ein beriihmtes Resultat, welches im Zuge dieser
Arbeit bewiesen werden kann:

Satz 2.3.1 (Bertrand’sches Postulat) Sei n € N~ dann gibt es stets
mindestens eine Primzahl p mit n < p < 2n.

Beweis:  Ein erster Beweis dessen geht auf Tschebyschew und das Jahr
1850 zuriick. Der nachstehende Beweis, der in 5 Schritten ablduft, folgt im
Wesentlichen dem Gedankengang aus [AZ01].
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In einem ersten Schritt wird das Postulat fiir n < 4.000 bewiesen, wo man -
einen Trick von Landau verwendend - beobachtet, dass

2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631, 1.259, 2.503, 4.001 (2.77)

eine Folge von Primzahlen ist, wo jede kleiner als das Doppelte der vorherge-
henden ist. Somit ist die Aussage fiir n < 4.000 bewiesen, und jedes Intervall
(n,2n] mit n < 4.000 enthilt eine der 14 Primzahlen.

Fiir den zweiten Schritt wird zunéchst das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 2.3.2 Seim € Nym > 1, dann gelten die beiden Ungleichungen
II »p=Cmh)<2m (2.78)
m+1<p<2m+1

Beweis: Die erste Ungleichung folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass
omt1 (2m +1)!

=———¢€N 2.79
) m!(m + 1)! ’ (2.79)

und die Primzahlen p, die wir in unserem Produkt betrachten, alle im Z&hler
enthalten sind, jedoch nicht im Nenner. Die zweite Ungleichung hélt, da

(> und (2m+h (2.80)

m m+1
zwei gleiche Summanden in der Summe

2m—+1

Z (277;?1) — 22m+1 (2.81)

Bl
Il
=)

sind. O

Unter Verwendung von Lemma 2.3.2 folgt nun:

Lemma 2.3.3 Seix € R,z > 2, so gilt

[[r<4 (2.82)

p<z

Beweis:  Zunichst gilt fiir die grofite Primzahl ¢ < x

Hp = Hp und 4971 < 47—t (2.83)

p<z p<q
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Somit geniigt es, (2.82) fiir den Fall z = ¢ € P zu zeigen. Fiir ¢ = 2 bedeutet
dies ,,2 < 4%, sodass es geniigt, mit den ungeraden Primzahlen ¢ = 2m + 1
fortzufahren. Dazu spaltet man das Produkt auf, und erhilt mit Hilfe von
Lemma 2.3.2 und der Induktionsvoraussetzung

II r=11r I p<samCrf)<amm=am (284)

p<2m+1 p<m-+1 m+1<p<2m+1

womit das Lemma bewiesen wire. O

Zum dritten Schritt wird ein Resultat von Legendre benétigt, das man sich
sehr leicht iiberlegen kann:

Satz 2.3.4 (Legendre) Die Zahl n! enthdlt die Primzahl p genau
n
> {—kJ (2.85)
k>1
mal.

Daraus kann man ableiten, dass (277) die Primzahl p genau

SERH)

mal enthéhlt. Dabei ist jeder auftretende Summand héchstens Eins, da die
folgende Beziehung erfiillt ist

Bl 3 ) e

und das Ergebnis dariiberhinaus eine natiirliche Zahl ist. Weiters verschwin-
den die Summanden, sobald p* > 2n gilt. Somit enthilt (277) p genau

> QQ—ZJ -2 {%J) < max{r|p" < 2n} (2.88)

= \Lp p

mal, sodass die gréfite Potenz von p, die (2:

Die Primzahlen mit p > v/2n tauchen nur einmal in (2:) auf.

) teilt, nicht grofler als 2n ist.

Tatsédchlich aber, und dies ist nach Erdos der springende Punkt, teilen
Primzahlen p mit %n < p < n die Zahl (27?) iiberhaupt nicht! Aus 3p > 2n
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folgt (fiir n > 3, also p > 3), dass p und 2p die einzigen Vielfachen von p
sind, die im Zahler von % auftauchen, wiahrend sie durch zwei p-Faktoren
im Nenner wieder gekiirzt werden.

Fiir den 4. Schritt wollen wir uns zunéchst noch kurz eine Abschéitzung fiir
den Binomialkoeffizienten (2:) iiberlegen. Da er ein mittlerer Summand in

2n

=2 =an, (2.89)

k=0
und somit grofler oder gleich aller 2n Summanden ist, muss er auch grofler als

der Durchschnitt % sein. Somit folgt nun mit allen bisherigen Uberlegungen
folgende Abschétzung fiir den Binomialkoeffizienten:

4n 2n
<O Il 2 II » I » (2.90)
p<v2n Van<p<in  n<p<2n
und da es hochstens v2n Primzahlen p < v/2n geben kann, schlussendlich
firn > 3
e<ent I e I e (2.91)

A /2n<p§%n n<p<2n

In einem letzten Schritt wird zunéchst angenommen, das Bertrand’sche Po-
stulat 2.3.1 wire falsch, dass also das zweite Produkt in (2.91) gleich Eins
ist. Dann setzt man (2.82) in (2.91) ein, und erhélt

4" < (2p)1HV2ngEn (2.92)
oder .
43" < (2p) V2R, (2.93)

(2.93) ist fiir hinreichend grofles n falsch: Unter Benutzung von a + 1 < 2¢
gilt

6
on = (V2n)° < ({\6/2@ + 1) < 28LV2n) < 96V, (2.94)

und somit erhalten wir fiir n > 50 (also 18 < 2v/2n) mit (2.91) und (2.94)
92n < (Qn)3(1+\/%) < 2%(18—1—18\/%) < 2209/%\/% — 920(2n)*/3 (2.95)

Daraus folgt (2n)'/% < 20, also n < 4.000. Aus der Annahme, dass 2.3.1
falsch ist, folgt dass n < 4.000 sein muss. Somit gilt umgekehrt fiir n > 4.000
das Bertrand’sche Postulat, und nachdem es in einem ersten Schritt auch fiir
die natiirlichen Zahlen n < 4.000 verifiziert wurde, ist der Beweis vollstindig

erbracht. 0



44 KAPITEL 2. PRIMZAHLEN

Das Lemma 2.3.3, welches im Laufe des Beweises benétigt wird, kann man
sogar noch genauer fassen. Nach Rosser gilt:

Lemma 2.3.5 (Rosser)

[[p<283 wnd []p>2" firz>29 (2.96)

p<z p<z

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden noch drei weitere Resultate (ohne
Beweis) gebracht. Zunéchst kann man das Bertrand’sche Postulat mit Hilfe
der Funktion 7(z), die vor allem im kommenden Kapitel genauer untersucht
wird, folgendermafien formulieren:

Satz 2.3.6 (Tschebyschew) Sein € N* eine natiirliche Zahl grifer oder
gleich Eins. Dann gilt

7(2n) —m(n) > 1. (2.97)

Wenn man noch genauer ist (siehe Satz 32 in [Tro53]), lisst sich die Differenz
7(2n) — w(n) etwas besser abschitzen, und man gelangt zu folgendem

Satz 2.3.7 (von Finsler) Sein € N* eine natirliche Zahl grifier als Eins.
Dann gilt

n ™
3Tn(2n) < m(2n) —7w(n) <

(2.98)

5lnn’

Die zweite Aussage in diesem Zusammenhang geht auf Legendre zuriick,
wonach folgender Satz gilt:

Satz 2.3.8 (Legendre) Sein € Nyn > 1, dann existiert in jedem Intervall
[n, n + 2v/n] mindestens eine Primzahl.

Dieses Resultat ist freilich viel stérker als das Betrand’sche Postulat, jedoch
ist letzteres weitaus beriihmter.

In einem Artikel von Dusart ([Dus99]), der eigentlich erst im iibernichsten
Abschnitt zur Anwendung gelangt, findet sich schliefilich noch folgende Aus-
sage, mit der dieser Abschnitt schliefit:

Satz 2.3.9 (Dusart) Sei n € N,n > 3.275, dann liegt in jedem Intervall

n,n+ —%—| zumindest eine Primzahl.
’ 2In“n
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2.3.2 Konstruktion von Primzahlen

Im Anschluss an das Bertrand’sche Postulat sollen zwei kurios anmutendende
Satze tiber Primzahlen mit gegebenen Anfangs- bzw. Endziffern vorgestellt
werden.

Nach den allseits bekannten Teilbarkeitsregeln kann eine Primzahl nur mit
1,3,7 oder 9 als letzte Ziffer enden. Demgegeniiber kénnen fiir die erste
Stelle keinerlei Einschrinkungen gemacht werden, wie schon ein Blick auf
die ersten 25 Primzahlen beweist.

Nun gibt es in diesem Zusammenhang sogar eine Verallgemeinerung von einer
Stelle auf mehrere, denn Sierpinski hat folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.3.10 (Sierpinski) Sind ¢y, co,. .., cn endlich viele Ziffern des De-
zimalsystems und ¢, # 0, so gibt es beliebig viele Primzahlen, die mit der
Ziffernfolge cico . .. ¢, beginnen.

Beweis:  Unter Zuhilfenahme von Satz 2.1.9 l&sst sich 2.3.10 sehr leicht
zeigen:

Sei a die aus ¢y, co, . .., ¢, in dieser Reihenfolge gebildete m-ziffrige Zahl. Es
geniigt zu beweisen, dass

lim {7[(a + 1)10"] — w(a-10")} = oo (2.99)

n—o0

gilt. Zu gegebenem a gibt es dann beliebig viele n mit
m[(a+1)10"] — 7(a - 10™) > 1. (2.100)

Jede solche Ungleichung zeigt die Existenz von Primzahlen zwischen a - 10"
und (a+1)10", die alle mit denselben Ziffern wie a beginnen. Beim Nachweis
von (2.99) geht jetzt (2.19) entscheidend ein. Wegen

nin10+In(a + 1)
im
n—oo nInl0+Ina

—1 (2.101)

erhdlt man nach leichter Umformung

ml(a+1)10"]  a+1
n—oo m(a-10") a

(2.102)

oder 1)10™ 10" 1
lim 7@ F D10 = ma-10%) _ 1 (2.103)
n—00 m(a-107) a
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Da der Nenner unendlich wird und der Quotient positiv bleibt, muss der
Zahler auch unendlich werden, was zu beweisen war. O

Auch beim zweiten Satz, der ebenfalls von Sierpinski stammt, wird im an-
sonsten recht einfachen Beweis ein schwieriges Resultat bené6tigt, das erst zu
einem spiteren Zeitpunkt genauer vorgestellt wird (vgl. Satz 4.2.2). Deswe-
gen ist es hier zunéchst als Lemma formuliert:

Lemma 2.3.11 Jede arithmetische Folge a + kd (k=0,1,2,...), wo a und
d zueinander teilerfremd sind, enthdlt unendlich viele Primzahlen.

Somit folgt nun unmittelbar:

Satz 2.3.12 (Sierpinski) Sind ci, ¢, ..., ¢ endlich viele Dezimalziffern,
und ¢, = 1,3,7 oder 9, so gibt es beliebig viele Primzahlen, die mit der
Ziffernfolge cico . . . ¢, enden.

Beweis: Die aus cqcs . . . ¢, in dieser Reihenfolge gebildete Zahl a ist zu 10™
teilerfremd. Nach 2.3.11 gibt es also unendlich viele p = k- 10™ + a, k > 0.
Die letzten m Ziffern dieser p sind mit denjenigen von a identisch, was zu
beweisen war. 0

2.3.3 Grofle der nten Primzahl p,

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns noch mit Abschitzungen
fiir die nte Primzahl bechiftigen. Eines der neuesten Ergebnisse auf die
Frage nach der Gréfle von p, wird spéter bei der Implementierung einer
Funktion in DERIVE, die die nte Primzahl ausrechnen soll, behilflich sein
(vgl. [Dus99]).

Ein fliichtiger Blick auf die Zahlengerade geniigt, um folgendes Lemma zu
,beweisen®:
Lemma 2.3.13 Die nte Primzahl p, ist stets echt griffer n.

Jedoch scheint diese triviale Beobachtung nicht wirklich eine befriedigende
Antwort auf die Frage nach der Grofle zu sein. Um die Funktion nprime (n)
neu zu implementieren, ist man an einer besseren Abschitzung interessiert.

Wie beim Lemma 2.2.30 angemerkt, folgt aus dem Primzahlsatz 2.1.9:
pn~nlnn (2.104)
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Rosser (siehe [R0s39]), dem wir schon in Verbindung mit dem Bertrand’schen
Postulat begegnet sind, zeigte

Satz 2.3.14 (Rosser) Sein > 1, dann gilt fir die nte Primzahl p,
Pn > nlnn. (2.105)

Er und Schoenfeld konnten diese Aussage noch prézisieren und formulierten
1962 den

Satz 2.3.15 (Rosser & Schoenfeld) Sei n > 2, dann gilt fir die nte
Primzahl p,

n(lnn +Inlnn —3/2) <p, < n(lnn+Inlnn — 1/2). (2.106)
Im Jahre 1983 gelang Robin ([Rob83]) ein weiterer Schritt, indem er
pn > n(lnn +Inlnn — 1.0072629) (2.107)

zeigte.

Letzterer wiederum war 1996 gemeinsam mit Massias ([MR96]) imstande,
folgenden Satz zu zeigen, der schon beinahe die Aussage beinhaltet, mit der
wir uns schlussendlich zufrieden geben werden.

Satz 2.3.16 (Massias & Robin) Bezeichne p, wie diblich die nte Prim-
zahl (py = 2,ps = 3,...), dann gilt fir 2 < n < &% und fir n > e die
Abschdtzung

pn > n(lnn+1Inlnn —1). (2.108)

Drei Jahre spiter erschien von Dusart jener Artikel [Dus99], in dem die
Liicke von € bis €!%% im obigen Satz geschlossen werden konnte, sodass
die Abschétzung (2.108) nunmehr fiir alle n > 2 Giiltigkeit besitzt.

Diese Aussage ist es auch, die im Abschnitt 3.4.6 am Ende zur Implementie-
rung von nprime(n) verwendet wird.

Fiir weiterfiihrende Literatur sei an dieser Stelle nochmals ausdriicklich auf
den Artikel von Dusart [Dus99] und sein reichhaltiges Literaturverzeichnis
hingewiesen.

Wir wollen uns jedoch nunmehr von den mehr oder weniger konkreten Be-
trachtungen dieses Kapitels abwenden, und uns einem anderen, nicht minder
faszinierenden Gebiet der Zahlentheorie, zuwenden.
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Kapitel 3

Der Primzahlsatz

3.1 Die Riemann’sche Vermutung

Wie bereits im vorangegangenen Kapitel sehr eindrucksvoll verdeutlicht wur-
de, besteht der iiberwiegende Teil der Resultate auf dem hier untersuchten
Gebiet der Zahlentheorie aus zahlreichen Vermutungen, die sich zum Teil
aus heuristischen Uberlegungen heraus erkliren lassen, die aber von einem
endgiiltigen Beweis mehr oder weniger weit entfernt sind. Als Beispiel sei nur
die Cramer’sche Vermutung erwiahnt, die im Zusammenhang mit den Fortu-
ne’schen Zahlen Klarheit schaffen wiirde, jedoch weit auflerhalb des derzeit
Erreichbaren angesiedelt ist.

3.1.1 Definition und Eigenschaften von ((s)

Das beriihmteste Beispiel einer Vermutung, noch dazu mit ,, unzihligen* Aus-
wirkungen auf die gesamte Mathematik, ist wohl die nach ihrem Schépfer
benannte Riemann’sche Vermutung, die auf den deutschen Mathematiker
Bernhard Georg Friedrich Riemann (1826-1866) zuriickgeht. Diese beriihmte
Vermutung tauchte erstmals in seiner anlésslich der Wahl zum Korrespondie-
renden Mitglied der Berliner Akademie der Wissenschaften eingereichten Ar-
beit ,,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GréBe® ([Rie59)])
auf. Er betrachtete darin die Funktion

Definition 3.1.1 Sei s eine beliebige komplexe Zahl s = o + i1 mit Re(s) =
o > 1. Dann definiert man die Funktion ((s) wie folgt

¢(s) ::Z% s=o0+ir,0 > 1 (3.1)

n=1

Man nennt diese Funktion heute ,,Riemann’sche C-Funktion®.

49
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Tatséchlich konnte Riemann genau diese Funktion dazu nutzen, um Aussa-
gen iiber die Primzahlverteilung zu bekommen.

Um den auf den ersten Blick nicht unmittelbar einleuchtenden Zusammen-
hang zwischen ((s) und den Primzahlen etwas zu verdeutlichen, batrachtet
man folgende Identitét:

Lemma 3.1.2 Mit den tiblichen Bezeichnungen gilt fiir eine komplexe Zahl

s mit Re(s) > 1
= 1 1
C(S):ZE:HI_T; (3.2)
n=1 s

peP p
Diese bereits von Euler entdeckte Beziehung war auch der Ausgangspunkt fiir
Riemann. Die Giiltigkeit von (3.2) ist sehr leicht einzusehen und folgt einem
dhnlichen Gedankengang, wie der 2. Beweis des Satzes 2.1.2 von Euklid. Da-
zu schreibt man jeden Faktor des Produktes als (konvergente) geometrische
Reihe an:

:1+pfs+p72s+p73s+_-_ ) (33)

1—ps
Multipliziert man ein Produkt der Gestalt

1T L =[[C+p>+p>+--) (3.4)

1—p=s
pel p pel

aus, so erhiilt man eine Summe iiber simtliche méglichen Kombinationen von
Produkten mit Faktoren aus I:

> oo -ph (3.5)

Dain (3.2) das Produkt iiber alle Primzahlen gebildet wird, folgt unmittelbar

M= (3.6)
p€eP p n=1

womit (3.2) bewiesen ist.

Mit der Untersuchung von (3.1) betrat Riemann also keinesfalls Neuland.
Was jedoch mit Riemann neu wurde, und worin seine Wichtigkeit begriindet
liegt, ist die Tatsache, dass er ((s) auf die gesamte Komplexe Ebene fort-
setzte. Somit schuf er eine Funktion, die mit Ausnahme von s = 1, wo sie
einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 besitzt, analytisch ist. Mit Hilfe
des Prinzips der analytischen Fortsetzung kann man den Definitionsbereich
von ((s) weiter ausdehnen:
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C(s) =14+ F+35 +5+ }
wCs) = 5 hEd
_ 11 1 = (=1)n?
1—2'"s =l——+—— — =y :
= ( ) ¢(s) st -t > (3.7)

Diese Reihe konvergiert nun sogar fiir Re(s) > 0, und sie stellt in dem Bereich
eine analytische Funktion dar. Aufler fiir s = 1 kann damit ((s) fiir alle s
mit Re(s) > 0 definiert werden. Um ((s) schliefllich auch fiir Re(s) < 0 zu
erkldren, bedient man sich iiblicherweise Funktionalgleichungen, wie z.B.

s

C(1— s) = 2*7" cos (7) D(s)¢(s) (3.8)
wobei I'(s) die Gamma-Funktion ist (siehe Definition 1.2.3).

Riemann konnte ferner beweisen, dass ((s) fiir alle s = —2n,n € N* eine
einfache Nullstelle besitzt, sonst aber fiir alle reellen s sowie fiir komplexe s
mit Re(s) = 0 < 0 bzw. 0 > 1 von Null verschieden ist. Somit miissen also
die von s = —2n verschiedenen Nullstellen von ((s) komplexwertig sein und
im Streifen 0 < o < 1 liegen.

Riemann stellte in seiner Arbeit mehrere Vermutungen auf, unter ande-
rem, dass es im Streifen 0 < ¢ < 1 unendlich viele Nullstellen von ((s)
gibt, die nicht nur symmetrisch zur reellen Achse, sondern auf Grund der
Funktionalgleichung (3.8) auch symmetrisch zur Geraden o = %, verteilt
liegen. Diese Vermutung wurde 1893 von Jacques Hadamard bewiesen,
drei Jahre bevor dieser gleichzeitig mit De la Vallée Poussin den beriihm-

ten Primzahlsatz zeigte, dem wir uns im folgenden Abschnitt widmen wollen.

Mit der Zeit wurden die von Riemann geduflerten Vermutungen nach und
nach bewiesen, mit einer Ausnahme:

Vermutung 3.1.3 (Riemann’sche Vermutung) Die unendlich  vie-
len Nullstellen der Riemann’schen Funktion ((s) im kritischen Streifen

0 < Re(s) < 1 liegen alle auf der Mittelgeraden Re(s) = .

Sie stellt heute wohl eines der grofiten Riétsel in der gesamten Mathematik
dar, da aus ihr zahlreiche wichtige Folgerungen in den unterschiedlichsten
Gebieten gezogen werden konnen. So basieren beispielsweise die derzeitigen
Beweisfragmente fiir die nicht weniger beriihmte Goldbach’sche Vermutung
(sieche Vermutung 2) allesamt auf ihr. Sollte sich 3.1.3 als falsch herausstel-
len - was jedoch allgemein bezweifelt wird - so wére sédmtlichen bisherigen
Uberlegungen rund um diese grofe Vermutung die Basis entzogen.
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Es wird durchwegs davon ausgegangen, dass die Riemann’sche Vermutung
richtig ist. Auch die grofien Anstrengungen, die mit einer numerischen Uber-
priifung verbunden sind, bestéitigen diese Annahme. So weify man z.B., dass
die ersten 1.500.000.001 Nullstellen exakt auf der Geraden Re(s) = 1 liegen.
(Siehe dazu [Bre79],[BLRWS82|,[LR83],[LRW86] bzw. [21].)

3.1.2 Zur Berechnung der Nullstellen von ((s)

Wie berechnet man solche Nullstellen der Riemann’schen (-Funktion? Die
effizienteste Art, die Werte von ((s) im kritischen Streifen (so nennt man das
Gebiet 0 < 0 < 1) zu bestimmen, geht auf Carl Ludwig Siegel zuriick, der im
Jahre 1932 diese Methode vorstellte, welche er aus Riemann’s unverdffent-
lichten Arbeiten rekonstruierte. Sie ist heute unter dem Namen , Riemann-
Siegel-Formel“ bekannt. Zunéchst definiert man fiir reelles t:

Definition 3.1.4 Sei t € R, dann definieren wir die Funktionen 6(t) und
Z(t) wie folgt:

1t tlnm
O(t) =argl' | -+ =] — 3.9
() =argr (3+7) - 15 (39)
1 .
Z(t):=¢ (5 + it) o). (3.10)
Wie sich herausstellt, impliziert die Funktionalgleichung
1
C(1—s)=2°7"""sin §S7TF(1 — 5)C(s) (3.11)

dass Z(t) reellwertig ist fiir t € R. Ferner besitzt Z(t) die gleichen Nullstellen
wie ((1/2 +it). Nach

‘c <%+2t>‘ = |Z(%)| (3.12)

kann man Z(t) als den Graphen von |((1/2 + it)| interpretieren, wobei die
negativen Teile der Funktion nach unten geklappt sind, sodass eine stetige
Funktion entsteht (sieche Abbildung 3.1).

Nachdem Z(t) eine stetige, reelle Funktion darstellt, kann mit dem einfa-
chen Zwischenwertsatz auf die Suche nach den Vorzeichenwechseln von Z(t)
gegangen werden. Vom Aufwand her benétigt die Riemann-Siegel-Formel
etwa +/f Schritte um ((1/2 + it) zu berechnen und ist damit viel effizienter
als beispielsweise die Euler-Maclaurin’sche Summenformel. Dariiberhinaus
konnen auch die Werte von gréfleren ¢ € R damit berechnet werden.
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z(t) 1/2+11t)\

i AM t

\/ 10 20 30 40
—1

Abbildung 3.1: Die Funktionen Z(¢) und |{(1/2 + it)| fiir 0 < t < 40.

Spéter soll versucht werden, den Einfluss der komplexwertigen Nullstellen
genauer zu untersuchen. Nunmehr ist klar, wie man die dazu benétigten
Nullstellen erhalten kann.

Zu Beginn muss die Funktion Z(¢) in DERIVE implementiert werden:

riemannsiegelz(t) :=
RE(ZETA (1/2+#it)EXP (#1 (PHASE (GAMMA (1/4+#1t/2))-tLN(pi) /2)))

Anschlieflend gilt es die Nullstellen von Z(t) zu bestimmen. Da dies einen
einmaligen Vorgang darstellt, erscheint es nicht sinnvoll, in die Berech-
nung der Nullstellen sehr viel zu investieren. So wéire beispielsweise die
DERIVE-Routine NSOLVE bei geniigender Zeit durchaus ausreichend. Je nach
gewiinschter Genauigkeit des Ergebnisses gelangt man etwa mittels

NSOLVE(riemannsiegelz(t), t, 10, 20)

mehr oder weniger rasch zur ersten Nullstelle von ((s), deren Imaginirteil
mit 14.13472514173469379 zwischen den beiden Startwerten 10 und 20 liegt.
Wir fiihren die Berechnung z.B. der ersten 50 Nullstellen einmal durch,
und speichern die Imaginérteile in der Variable zetaZeros in Form eines
Vektors ab. Fiir spétere Untersuchungen (siche Abschnitt 3.3.2) wurden die
Nullstellen auf etwa 70 Stellen genau berechnet (siehe Tabelle 3.1).

Dies ist vorlaufig alles, was getan werden kann. Die Imaginéarteile der Nullstel-
len sind fiir zukiinftige Rechnungen in der Variable zetaZeros abgespeichert.

Weiters kennt man die Nullstellen auflerhalb von 0 < ¢ < 1. Im Zusam-
menhang mit der Riemann’schen Vermutung weifl man auch, dass es aus
Symmetriegriinden geniigt, sich auf den Bereich % < 0 < 1 zu konzentrieren.
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14.134725141734693790457251983562470270784257115699243175685567
21.022039638771554992628479593896902777334340524902781754629520
25.010857580145688763213790992562821818659549672557996672496542
30.424876125859513210311897530584091320181560023715440180962151
32.935061587739189690662368964074903488812715603517039009279971
37.586178158825671257217763480705332821405597350830793218333001
40.918719012147495187398126914633254395726165962777279536161303
43.3270732809149995194961221654068057826456683718368 71446878893
48.005150881167159727942472749427516041686844001144425117775312
49.773832477672302181916784678563724057723178299676655592080422

Tabelle 3.1: Die Imaginirteile der ersten 10 Nullstellen der Riemann’schen
(-Funktion auf 50 Nachkommastellen berechnet.

Warum jedoch untersucht man in der Praxis ,nur“ den kritischen Streifen
0 < 0 < 17 Was ist beispielsweise mit (1 + it), und wie verhilt sich die
Funktion dort? Die Tatsache, wie schwierig allein der Nachweis war, dass die
Zeta-Funktion auf der Gerade o = 1 nullstellenfrei ist, zeigt abermals, wie
sehr viel komplizierter sich eine fundierte Untersuchung der Riemann’schen
Vermutung gestalten wiirde.

So einfach die Aufgabenstellung klingt, so schwierig war es, letztlich den
Beweis dafiir zu erbringen, dass die Riemann’sche (-Funktion fiir Re(s) =1
keine Nullstellen besitzt, und somit auch den Beweis fiir einen zu dieser
Aussage dquivalenten Satz in der Mathematik zu erhalten:

3.2 Der Primzahlsatz

Es dauerte rund ein Jahrhundert, um von den Anfingen des Satzes bis zu
seinem ersten Beweis zu gelangen. Ende des 18. Jahrhunderts glaubten Le-
gendre und der junge Gauss durch ihr Studium von zahlreichen Intervallen
und den in ihnen liegenden Primzahlen eine erste Niherung f(z) an die Funk-
tion 7(z) gefunden zu haben. (Jedoch blieb es bei beiden zeit ihres Lebens
bei reinen Vermutungen!) Das Wort ,N&herung* soll dabei so verstanden
werden, dass das Verhiltnis vom Fehler 7(z) — f(x) zum wahren Wert ()
fiir hinreichend grofles = beliebig klein wird. Es soll also

m(x) = flx) _ . fl@)
o R (3.13)



3.2. DER PRIMZAHLSATZ 39

fiir x — oo einen Limes besitzen, und dieser gleich Null sein:

lim L&) 1, (3.14)

00 7(a)

So stammt etwa von Legendre der folgende erste Ansatz:

m(x) &~ m (3.15)

wobei Legendre der Ansicht ist, dass die Funktion A(z) fiir z — oo gegen
den Grenzwert

lim A(z) = 1.08366. .. (3.16)

T—00

konvergiert. Auch Gauss ist dieser Ansatz bekannt, jedoch kann er sich trotz
oder gerade wegen seiner Untersuchungen an Primzahltabellen nicht zu einer
Aussage iiberwinden, was die Konvergenz der Funktion A(x) betrifft. Statt

dessen formuliert Gauss v g
~ — 3.17
() /2 Int’ ( )

beweist jedoch ebenso wie Legendre keines seiner Resultate. Heute wird der
zweiten Nidherung meist der folgende Ausdruck vorgezogen:

Todt

o Int’

li(x) :== (3.18)

wobei li(z) der Integrallogarithmus genannt wird. Wegen der Singularitét bei
x = 1 muss der sogenannte Cauchy’sche Hauptwert

i /HﬂJr/mﬂ (3.19)
EIE)% 0 lnt 14e lnt ’

berechnet werden, der von (3.17) nur um eine Konstante, 1i2 = 1.045. . .,
abweicht.

Nebenbei bemerkt sind die beiden Approximationen von Legendre und Gauss
sogar miteinander verbunden, denn

a ot dt

i m*/m—
ot t dt
= m*m“/ﬁ—

_ ¢ t +2/ ar (3.20)

lnt—1_1n2t(]nt—1) In3t
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Da die beiden letzten Terme in (3.20) von geringerer Ordnung sind als der
fithrende Term z/(Inx — 1), gilt:
liz liz
lim ——— = lim ——— = 1. 3.21
2500 x/Inz 2300 z/(lnz — 1) (321)

Somit erscheinen beide etwa gleich gute Niherungen zu bilden.
Der erste, der einem Beweis von Satz 3.2.1 einen Schritt ndher kam, war

Tschebyschew um die Mitte des 19. Jahrhunderts. In einer ersten Arbeit aus
dem Jahr 1851 zeigte er, dass

3

()

limsup —— >1 (3.22)
r—00 nz
und
lhninfﬁgw <1 (3.23)
T—00 m
gilt. Insgesamt folgt also: Entweder
lim Zigfl (3.24)
T—00 m

existiert nicht, oder aber der Grenzwert ist gleich Eins. Er zog in dieser Arbeit
noch eine zweite wichtige Folgerung, welche Legendre’s Vermutung (3.16)
iiber den Grenzwert von A(x) widerlegte. Tschebyschew bewies némlich:
Wenn

lim A(x) (3.25)

T—00

existiert, dann ist auch dieser Grenzwert = 1.

Das Hauptresultat seiner zweiten, ein Jahr spéter vorgelegten, Arbeit lautet:

Es ist

m(x)
X
nz

lim inf > a, (3.26)
T—00

wobei a die numerische Konstante

233353
a:=1In ( . 5) = 0.92129202293 . .. (3.27)

bezeichnet. Dariiberhinaus gilt auch

6
lim sup ) < ca = L10335042752. .. (3.28)

X
T—00 Inz
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Mit der heutigen Notation wiirde man das zweite Ergebnis von Tschebyschew
wie folgt zusammenfassen:

x
m(0) =0 (o). (3.29)
Tschebyschew ist zwar einen bedeutenden Schritt ndher zur Wahrheit
gekommen, aber iiber die Existenz der Grenzwerte konnte er keinerlei Aus-
sagen machen. Dazu musste erst noch Riemann mit seinen Ergebnissen die
Denkweise der Mathematiker verdndern. Wie bereits im vorhergehenden
Abschnitt angedeutet, besteht sein grofiter Beitrag darin, dass man nach
ihm mit der Theorie der Komplexen Analysis an das Problem heranging,
und es schliefflich auch 16sen konnte.

Geschehen ist dies am Ende des 19. Jahrhunderts. Auf die Arbeiten von
Riemann gestiitzt konnte Jacques Hadamard im Jahr 1896 folgenden

Satz 3.2.1 (Primzahlsatz) Bezeichne n(x) die Anzahl der Primzahlen, die
kleiner oder gleich x sind und 1i(z) den Integrallogarithmus von x. Dann gilt
fiir x — oo

m(x) ~ li(x) (3.30)
oder anders ausgedriickt
lim T8 4, (3.31)
T—00 ]1(:5)

beweisen. Gleichzeitig mit ihm erreichte auch De la Vallée Poussin das Ziel.
Ihm alleine war es vorbehalten, folgende Fragestellung zu beantworten:

Welche der Funktionen = bzw. li(z) ist die bessere Niherung fiir m(x)?

Um die Antwort von De la Vallée Poussin zu verstehen, muss der folgen-
de Begriff des ,,Ndherungswerts des Integrallogarithmus in endlicher Form*
definiert werden:

1z 21 —2)lx

x
= . 3.32
Ja(2) Inx + In’z  In’z I’z ( )

Er bewies nun fiir jedes ¢ die Relation

lim 22 (W(x) - /: dt) = 0. (3.33)

r—o0 I m
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Diese besagt also, dass [ %, somit auch li(z), die Funktion 7(z) besser
darstellt, als jedes f,(x). Wir Wollen aber auch (3.33) dhnlich dem Tscheby-
schew’schen Ergebnis noch in die heute gebrauchliche Schreibweise iiberset-
zen, und schreiben somit

7(z) = li(z) + O (ln”;" x) . (3.34)
Zum Abschluss sei noch angemerkt, dass (3.33) aus der ebenfalls von De la
Vallée Poussin bewiesenen noch schirferen Formel folgt:

aad Inz
/ —+ O ) , (3.35)

wobei a eine positive Konstante ist.

Wie aus den obigen Ausfithrungen ersichtlich, sind diese ersten Beweise von
Satz 3.2.1 dem Gebiet der sogenannten analytischen Zahlentheorie zuzuord-
nen. Die Suche nach ihnen dauerte rund 100 Jahre. Nachdem diese Beweise
endlich vollendet waren, benétigte man weitere 50 Jahre, bis Satz 3.2.1
auch mit ,elementaren® Mitteln gezeigt werden konnte. Der Durchbruch
diesbeziiglich gelang A.Selberg und Paul Erdds in der Mitte des vorigen
Jahrhunderts und darf als Meilenstein der elementaren Zahlentheorie be-
zeichnet werden (siehe dafiir z.B. [Sel49], [Spe56], [Dia82]).

Auf die expliziten Beweise kann hier nicht eingangen werden. Sie sind jedoch
in der einschlagigen Literatur allgegenwirtig. An dieser Stelle miissen wir uns
mit einem groben geschichtlichen Abriss begniigen, und auf einige Beispiele in
der Literatur verweisen, in welcher der Interssierte zusitzliche Informationen
finden kann (z.B. [Lan09a],[Rie94],[Spe56],[Tro53],[New80],. . .).

3.3 Einige Approximationen von 7(z)

3.3.1 Einfache Approximationen

Wie aus dem vorigen Abschnitt hervorgeht, ist nach dem Primzahlsatz 7 ()
asymptotisch gleich li(x). Genauer gesagt konnte Koch vor 100 Jahren unter
Annahme der Riemann’schen Vermutung folgendes beweisen

m(x) = 1i(z) + O(VzIn(x)). (3.36)

Das bedeutet also, dass etwa die Hilfte der fiihrenden Stellen von 7(x) mit
denen von li(z) iibereinstimmen. Fiir die bisher bekannten Werte von 7(z)
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trifft dies einigermaflen zu. Bedenkt man die Schwierigkeiten, die mit der
Berechnung von m(x) verbunden sind, ist obige Beobachtung doch recht er-
staunlich.

30
25
20
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10

20 40 60 80 100

Abbildung 3.2: Die Funktionen li(z) und 7 (z).

Wenn man einen Blick auf die Differenz li(x) — 7(z) wirft, scheint diese
stindig positiv zu sein. Tatséchlich war dies eine beriihmte Vermutung in
der Zahlentheorie, die jedoch widerlegt wurde. Littlewood bewies, dass diese
Differenz ihr Vorzeichen sogar unendlich oft wechselt. Auch wenn man noch
keine Zahlenwerte mit li(z) < 7(z) kennt, konnte Hermann te Riele beweisen,
dass zwischen 6.62 - 10*™ und 6.69 - 103" mehr als 10'° aufeinanderfolgende
Werte x liegen, mit li(z) — m(x) < 0 (sieche [Rie87]).

Neueren Arbeiten von Bays und Hudson nach zu urteilen, liegen mindestens
10'5% z-Werte in der Umgebung von 1.39822 - 10316 mit 7(z) > li(z) (siehe
[BH99).

Wihrend man beim Integrallogarithmus noch keinen konkreten Wert gefun-
den hat, bei dem die Niherung kleiner als der tatsédchliche Wert ist, so gilt
fiir die zweite Ndherung

ﬁ <m(x) Vo> 11, (3.37)
wie in der Abbildung 3.3 auf der néchsten Seite ersichtlich.

Riemann hat 1859 in seinem Artikel [Rie59] bemerkt, dass es besser ist, an
Stelle von 7(x) die Funktion

fa) =3 %W(ajl/") (3.38)

n=1



60 KAPITEL 3. DER PRIMZAHLSATZ
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Abbildung 3.3: Die Funktionen - und 7(x).

zu untersuchen. Sie zdhlt gewissermaflen die Primzahlpotenzen p" mit % ge-
wichtet. An den Sprungstellen wird {iberdies der jeweilige Funktionswert der-
art abgedndert, dass er gleich dem arithmetischen Mittel von linksseitigem
und rechtsseitigem Grenzwert ist. Bemerkenswert an f(x) ist nun, dass es
sich auch mit Hilfe der nichtreellen Nullstellen der Riemann’schen (-Funktion
folgendermaflen anschreiben l&sst:

fla) =li(z) = Y ei(plnx)+/oo(¢—ln2 (3.39)

2 —1)tlnt
¢(p)=0

wobei p die Nullstellen nach wachsendem Absolutbetrag geordnet durchléuft.
Weiters bezeichnet ei(z) das Exponetialintegral, welches fiir ein komplexes
Argument z = u + v, v # 0 wie folgt definiert ist:

co—+12v ez

ei(2) = / “ g (3.40)

00+1v Z

Man kann aber auch die urspriingliche Funktion 7(z) aus (3.39) zuriickge-
winnen:

m(z) =) @ Flam). (3.41)

Dabei tritt uns hier erstmals die sogenannte Mobius’sche p-Funktion entge-
gen, welche fiir alle natiirlichen Zahlen n # 0 definiert ist durch

Definition 3.3.1 (Mé&bius’sche p-Funktion) Sei n # 0 eine natirliche
Zahl. Nach dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie 1.1.2 existiert fiir n eine
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Darstellung der folgenden Form

n= ﬁpf’ (3.42)
i=1

Sei weiters k die Anzahl der o; aus (3.42), die verschieden von Null sind.
Dann wird die Mdbius’sche j-Funktion wie folgt definiert

“m*:{pjﬁ iiiif (343)

Setzt man jetzt in (3.41) fiir f(z) in erster Ndherung wie durch (3.39) na-
hegelegt li(x) ein, so erhiilt man eine weitere besonders gute Approximation

fiir 7(z):

Z 1) vy s ). (3.44)

Diese Funktion wird wieder nach Riemann, der sie als Erster untersucht hat,
Riemann’sche Funktion genannt. Fiir die Berechnung von R(z) empfiehlt es
sich jedoch, noch etwas weiter umzuformen, und man verwendet die durch
Einsetzen von

(Inz)"
li(z) = 7+hhz+§: - (x> 0) (3.45)
in (3.44) gewonnene Reihendarstellung
(Inx)™
=1 0). 3.46
+zzn'n(n%—l (v>0) (3:46)

Obige Reihe konvergiert sehr rasch, sodass zur tatséchlichen Berechnung von
R(x) die ersten 100 Glieder in der Regel mehr als ausreichend sind. Daher
ist es sinnvoll, diese ein fiir allemal approximativ zu bestimmen und in einem
Vektor abzuspeichern. In DERIVE konnte die endgiiltige Implementierung
von R(z) unter Beriicksichtigung dieser Tatsachen wie folgt aussehen:

r_h := APPROX(VECTOR(1 / (kZETA(k+1)k!), k, 1, 100), 20)

riemann(x) := 1 + ROUND(VECTOR(LN(x)"k_, k_, 1, 100)r_h)

Damit lisst sich ohne Weiteres R(10'°) berechnen. Nach 0.49 Sekunden wird
das Ergebnis 455.050.683 ausgewiesen, welches vom tatsédchlichen Wert von
455.052.511 nur um 1.828 oder 4 - 107*% abweicht. Berechnet man R(10%),
so betrigt die Differenz lediglich 79 bzw. 1.5 - 1074%!
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3.3.2 Der Einfluss der Nullstellen von ((s) auf die
Primzahlverteilung

Wir wenden uns nunmehr Berechnungen zu, die uns den Zusammenhang von
((s) und 7(z) endgiiltig erkldren sollen. Wie schon durch (3.39) angedeutet
wird, besteht eine Verbindung zwischen den Nullstellen der Riemann’schen
(-Funktion und der Anzahl der Primzahlen. Aus diesem Grund wurde auch
bereits die Frage nach der Berechnung der Nullstellen von ((s) erortert.

Riemann hat seinerzeit die Funktion 7(z) durch seine Funktion R(x), wie
sie in (3.44) definiert ist, angendhert. Tatséichlich kann nun R(z) seinerseits
durch Korrektur-Terme, die von der (-Funktion abgeleitet werden, zu einer
7(x) immer besser approximierenden Funktion ausgebaut werden. Solche Be-
rechnungen wurden erstmals von Riesel und Gohl ausgefiihrt (siehe [RGT70]).
Obwohl R(x) an sich schon eine gute ,grobe“ Niherung fiir 7(z) darstellt,
konnten sie zeigen, dass die feinen Abweichungen in der Verteilung der
Primzahlen durch die komplexen Nullstellen der Riemann’schen ¢-Funktion
gesteuert werden.

Wir halten uns im Folgenden hauptséchlich an [Wag99], in dem die Berech-
nungen mit Hilfe von MATHEMATICA gel6st wurden. Ein &hnlicher Gedan-
kengang kann auch in [Rie94] nachgeschlagen werden. Bezeichne dabei 7q(z)
die von Riemann betrachtete Variante von m(z), die sich von der urspriing-
lichen Funktion 7(z) eben darin unterscheidet, dass mo(p) = w(p) — 5 gilt
fiir alle p € P. Die von Riemann vermutete und durch von Mangoldt 1895
bewiesene exakte Formel fiir mq(x) lautet:

n xl/n
mo(x) =) W (3.47)

n>1

Dabei ist f(z) im Wesentlichen eine Summe von Integrallogarithmus und
unendlich vielen Termen, die jeweils zu einer nichttrivialen Nullstelle von
((x) gehoren. Wenn man diese Terme ignoriert, erhilt man direkt die Rie-
mann’sche Funktion R(x) (siehe (3.44)).

Nun ist jedoch m(x) eine Treppenfunktion, und R(z) eine stetige Funktion.
Riesel und Gohl hatten die Idee, fiir einen kleinen Bereich von 12 < 2 < 100
den Einfluss eben dieser Korrekturterme, in denen die ersten 29 komplexen
Nullstellen auftraten, zu untersuchen. Es zeigte sich, dass die glatte Funktion
in beeindruckender Art und Weise der Treppenfunktion immer , dhnlicher
wurde, je mehr Nullstellen, also je mehr Korrekturterme, man bei f(z) in
(3.47) einsetzte.
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Anhand der Darstellung

f(z) =li(z) — Z ei(plnz) + /00 m dt —In2 (3.48)

¢(p)=0
fiir f(x), die in
154 n
mo(x) = Z 7/1(71)];(:51/ ) (3.49)
n=1

einzusetzen ist, soll die Funktion m(x) (resp. mo(z)) angenidhert, also die
Gedankengénge von Riesel, Gohl bzw. Wagon nachvollzogen werden.

Als erschwerend wirkt sich die Tatsache aus, dass die Reihe in (3.48) nur
bedingt konvergiert, ihr Wert also von der Reihenfolge der Summation
abhéingt. Es muss mit aufsteigendem Absolutbetrag summiert werden.

An dieser Stelle sei auch noch darauf hingewiesen, dass in (3.49) die ersten
154 Summanden einer eigentlich unendlichen Summe als Nidherung betrach-
tet werden. Diese Wahl wird in [RG70] begriindet; dort wird ebenso gezeigt,
dass der entstehende Fehler mit 10~* abgeschitzt werden kann.

Die letzten beiden Terme in (3.48) sind fiir grofie = nicht sehr relevant. Riesel
und Gohl zeigten, dass folgende Abschitzung gilt

154

> 1 tan (=
ST e s L g
—~ n gim t(t?2 —1)Int s

Hilt man sich fiir f(z) die Formel (3.48) in (3.49) eingesetzt vor Augen, so
gelangt man mit Hilfe von (3.50) schlieflich zu

1(n) n
m(e) = ) S S@) =
n=1
154 154
1(n) 1. i/ f(n) /°° 1
= 1 B2 dt —1n2| —
—~ n i(z )+nz::1 n gim t(t?2 —1)Int "
Rf\Zm)
154
_ N A ci (21n)
n n
n=1 ((p)=0
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Wir definieren also

arctan (ﬁ)

R*(z) :== R(z) + — (3.52)
und wenden uns der Doppelsumme in 3.51 zu, die wir zum Schluss zu R*(z)
addieren. Je grofler man dabei K wéihlt, umso besser wird die Ndherung
sein. Die Durchnummerierung der Nullstellen erfolgt, wie schon weiter oben
begriindet, nach aufsteigendem Absolutbetrag geordnet, um die Konvergenz
der Reihe sicherzustellen.

Man bezeichnet bei jedem Paar konjugiert komplexer Nullstellen diejenige
mit positivem Imaginérteil als py, po, ... und isoliert deren Beitrag mittels:

Ty(x) := —i@ [ei(%lnz) +ei (%mx)]. (3.53)

Um die Berechnung von T (z) zu beschleunigen, wird folgende Eigenschaft
benutzt:

ei(cp) + ei(cp) = ei(ep) + ei(cp) = 2 Re(ei(cp)), (3.54)
die schlieBlich zu

Ti(z) = —2§@Re [ei (%mxﬂ (3.55)

fiihrt. 7, (z) steht also fiir den Beitrag der beiden Nullstellen £ =+ iy, wobei
ay den kten Imaginérteil bezeichnet.

Durch die vorstehenden Ausfiihrungen es ist nunmehr méglich, die Imple-
mentierung in DERIVE vorzunehmen.

In einem ersten Schritt wurden die Nullstellen der Riemann’schen (-Funktion
berechnet (siche Tabelle 3.1). Somit kann sofort die Implementierung von
(3.52) begonnen werden. Die Riemann’sche Funktion R(z) ist bereits als
riemann(x) programmiert und wird an dieser Stelle verwendet.

rplus(x) := riemann(x) + ATAN(PI/LN(x))/PI

Nach diesem sehr einfachen Ergebnis miissen wir uns jetzt mit der Funktion
des Exponentialintegrals auseinandersetzen. Die standardméflige Implemen-
tierung in DERIVE sieht wie folgt aus:

EI(x, m) := LN(x) + EULER_GAMMA + SUM(x"n_/(n_n_!), n_, 1, m)
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Man bedient sich dabei also der Darstellung

xn

ei(z) =In(z) +7+ > (3.56)

n-nl’

Will man eine verniinftige Ndherung fiir das Exponentialintegral gewéhrlei-
sten, ist es notwenig, mit sehr hoher Genauigkeit zu rechnen. Aus diesem
Grund wurde auch ein Steuerungsparameter m mitimplementiert, der sozu-
sagen eine manuelle Mitbestimmung, wieweit die Reihe ausgewertet wird,
ermoglicht.

Es ist jedoch unmoglich, bei einer derartigen Fiille von Rechnungen und
Aufrufen von EI(x,m), einen geeigneten Wert fiir m zu finden. Wahlt man
ihn zu klein, stimmen die Werte fiir gréfleres = nicht; wéihlt man ihn zu
grof}, werden fiir kleine xz-Werte viel zu viele Rechenschritte unnotigerweise
ausgefiihrt, sodass das Ergebnis zu lange auf sich warten ldsst.

Es erscheint somit sinnvoll, die Funktion EI(x,m), welche etwas rudimentér
implementiert ist, in ,intelligenter® Art und Weise auszubauen. Das Ziel
ist es, eine Funktion zu schreiben, die sich der gleichen Niherung (3.56)
bedient, wie das Original, die jedoch sobald die gewiinschten Stellen stehen,
automatisch abbricht. Dadurch wird erreicht, dass fiir kleine und grofle z
nur die notwendige Anzahl an Reihengliedern berechnet werden.

Weiters geniigt es, den Realteil des Exponentialintegrals zu kennen, sodass
man sich bei dessen Berechnung auf die Realteile konzentrieren kann. Die
Umsetzung all dieser Gedanken in DERIVE konnte schliefilich so aussehen:

eire(x, a_ =0, b_ :=0, n_ :=1) :=
Prog
b_ := EULER_GAMMA + RE(LN(x))
Loop

b_ :+ RE(x"n_)/(n_n_!)
If APPROX(a_ = b_)

RETURN a_
a_ := b_
n_ :+ 1

Mit dieser Realisierung konnte jedoch die hohe Sensibilitit des Ergebnisses
in Bezug auf die Rechengenauigkeit nicht vermieden werden. Wenn wir z.B.
in einer Genauigkeit von 50 Stellen rechnen, was durch folgende Zeile erreicht
wird



66 KAPITEL 3. DER PRIMZAHLSATZ

PrecisionDigits := 50
so ergibt sich fiir ei (2 In(100)) das offensichtlich falsche Ergebnis

eire((0.5 + #izetaZeros SUB 5)/1LN(100))=
-7.0922827787935261611883778365530513589549185869448-1011.

Tatséichlich ist es hier notwendig, die Berechnungen auf mehr Stellen genau
auszufiihren. Setzt man etwa

PrecisionDigits := 75,
so kommt bereits ein verniinftigeres Resultat zum Vorschein:

el (% ln(lOO)) = 0.0509674679984605513180605071565583661 ... (3.57)

Weiters kann an diesem Beispiel die grofle Stéirke von eire(x) gegeniiber
EI(x,m) gezeigt werden.

Im Zuge der Berechnung von T5(x) fiir 12 < z < 100, wie sie spéter durch-
gefiihrt werden, ist es notwendig, sowohl

i (% ln(lOO)) ~ 0.0509674704 (3.58)
als auch
i (%111(12)) ~ —0.1169195958 (3.59)

zu bestimmen.

Unter Verwendung der alten, eingebauten Variante EI(x,m) muss m ein
fiir allemal fest gewihlt werden. Es stellt sich jedoch heraus, dass fiir
ei (2 1n(100)) 549 Glieder in der Reihe (3.56) auszuwerten sind. Man miisste
also sdmtliche Berechnungen etwa mit m=550 durchfiihren, wenn man die
eingebaute Variante des Exponentialintegrals verwenden wollte. Hingegen
geniigen bei ei (£ 1In(12)) schon die ersten 38 Reihenglieder, sodass ein

154
Funktionsaufruf von EI(x,550) weit iiberzogen erscheint.

Aber selbst bei dem direkten Vergleich von eire(x) und RE(EI(x,m)) fiir
gleiche Werte von = und m schneidet die neue Variante besser ab. Auch
wenn am Rechenvorgang nichts grundlegend gedindert wurde, so geniigen
diese Verbesserungen schon, um auch in DERIVE das Exponentialintegral
mit verniinftigem Aufwand auszuwerten.
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Bevor wir uns der abschlielenden Berechnung der T}, (z) zuwenden, wollen wir
uns noch eine weitere Mdoglichkeit {iberlegen, die Rechenzeit zu optimieren.
Bei Betrachtung der zu berechnende Grofle

Ty(z) = —Qi@m [ei (%"mz)], (3.60)

erkennt man, dass die unter Umstédnden nach wie vor aufwendige Berech-
nung von Re [ei (22 Inz)]| im Falle von p(n) = 0 iiberfliissig ist. Es scheint
somit sinnvoll, fiir fixes m (in dieser Arbeit wird m = 154 gesetzt) jene n
zu bestimmen, fiir die u(n) # 0 gilt. Nur fiir solche n ist es notwendig, das
Exponentialintegral auszuwerten.

Die Moebiu’sche p-Funktion von n ist dann und nur dann gleich Null, wenn
die Zahl n durch ein Quadrat teilbar ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass n nicht
durch ein Quadrat d? teilbar ist, betriigt bekanntermafien

1
1— o (3.61)
Unter der Annahme, dass die Teilbarkeit durch verschiedene Zahlen vonein-
ander unabhéngige Ereignisse sind, ergibt sich somit fiir die Wahrscheinlich-

keit, dass n quadratfrei ist, folgender Ausdruck

I (1 - 1%) : (3.62)

peP

Wir wissen jedoch aus (3.2), dass folgende Beziehung gilt:

1 1 1 6
11 (1 - —2> =" 2" 0.6079271, (3.63)
peP p Z k% m
k=1

sodass wir in etwa mit 0.608 - m Zahlen n rechnen konnen, die iibrig bleiben.
Tatséchlich bleiben fiir m = 154 genau 94 n iibrig, bei denen p(n) # 0 gilt,
im Vergleich zu 0.608 - 154 = 93.682. Dies liegt sehr nahe dem erwarteten
Wert, und man erreicht eine Einsparung von fast 40% gegeniiber einer
herkémmlichen Implementierung.

Bei der Berechnung der verbleibenden j(n) werden zusitzlich zu den n die
Groflen —2% in zwei globalen Variablen abgelegt, sodass sie fiir fixes m
nur einmal berechnet werden miissen.

Dazu definiert man diese in DERIVE zunéchst:

[mupos :=, muval :=]
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Wie aus den Namen hervorgeht, werden in mupos die Positionen, also jene
n, abgespeichert, fiir die spiter noch das Exponentialintegral zu bestimmen

ist, und in muval dk}zugehérﬁgnl\Nbrte——QH%Q.
setmu(m, n_ := 1) :=
Prog
mupos := []
muval := []
Loop
If MOEBIUS_MU(n_) /= 0
Prog
mupos := ADJOIN(n_, mupos)
muval := ADJOIN(- 2 MOEBIUS_MU(n_)/n_, muval)
If n_ = m exit
n_ :+1

Um die Vorbereitungen fiir die Berechnungen mit m = 154 zu treffen, geniigt
also jetzt der einfache Aufruf setmu(154). Danach sind die Variablen mupos
und muval ein fiir allemal gesetzt, und konnen fiir die weiteren Berech-
nungen, also fiir alle Nullstellen, verwendet werden. Erst bei einer neuen,
anderen Wahl fiir m muss die Funktion entsprechend neu aufgerufen werden.

Nunmehr kann das Augenmerk auf die Implementierung von T} () gerichtet
werden. Voraussetzung ist neben der Initialisierung von mupos und muval
auch die von zetaZeros, in der die Imaginérteile der Nullstellen von ((s)
abgelegt sind. Dann ergibt sich die Berechnung von T (z) in zwei Schritten.

Zunéchst bestimmt man die Werte Re [ei (”7" In z)] wie folgt:

Tmu(x, k, r_, 1_ := [1, p_) :=
Prog

p- := mupos

r_ := 0.5 + #i zetaZerosSUBk

Loop
1_ := ADJOIN(eire(r_/FIRST(p_)LN(x)), 1_)
p_ := REST(p_)
If p_ = [

RETURN REVERSE 1_

In einem letzten Schritt werden die Zwischenresultate zu einem Endergebnis
vereinigt:

T(x, k) := FIRST(FIRST([Tmu(x, k)] [muval]‘))
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Somit ist die Berechnung der Grofien Ty(x) in DERIVE endgiiltig imple-
mentiert.

Bevor wir uns die Auswirkung auf 7 (z) anschauen, wollen wir einige Graphen
von Ti(z) in Abbildung 3.4 aufzeichnen.

o /\ - (\/\/\A/\ . A
Hifs

T3[X] T4[X]

0.075
0.06

0.04

0.025
0.02

-0.025 002

-0.04

-0.075 ~0.06

Abbildung 3.4: Die Korrekturterme Tj(x) zu den verschiedenen Nullstellen
der Riemann’schen (-Funktion, fiir 12 < 2 < 100 und % € {1, 2, 3,4, 29, 50}.

SchlieBllich ergibt sich mit Hilfe von (3.51) und (3.52)

mo(z) = R (z) + Y _ Tu(x), (3.64)

sodass zum Schluss sehr einfach die Korrekturterme der Nullstellen in die
Berechnung von 7y(x) einflieBen. Die abschliefende DERIVE-Routine kénnte
so aussehen:
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pi_null(x, k) := rplus(x) + SUM(T(x,k_), k_, 1, k)

Es wird dabei mit dem Parameter k die Anzahl der beriicksichtigten Null-
stellen von ((s) gesteuert.

Mit Hilfe dieser Programme kann man sich miihelos die Korrekturterme
zeichnen lassen (siehe Abbildung 3.4). Weiters kann auch mo(z, k) fiir ver-
schiedene k-Werte einfach aufgezeichnet werden:

mo[x, 0] molX, 1]

7o[X, 10] nolX, 25]

25 25

20 20

15 15

10 10

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
molX, 50] 7olX, 100]

25 25

20 20

15 15

10 10

Abbildung 3.5: Die Funktionen my(x, k) nach (3.49), wobei fiir f(z) in (3.48)
die ersten k Korrekturterme T (x) zu den ersten k komplexen Nullstellen py
verwendet wurden (k € {0,1,10,25,50,100}).

Je mehr Nullstellen man in die Berechnungen einflieflen ldsst, umso genauer
schmiegt sich die stetige Funktion der Treppenfunktion an (sieche Abbildung
3.5). Wie man beim Betrachten der Abbildungen sofort sieht, nimmt der
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Einfluss der einzelnen Nullstellen immer mehr ab. Weiters beginnen die
Nullstellen zunéchst fiir kleine x zu ,greifen”, und erst spéter tritt auch
fiir grofere z-Werte eine Anderung ein. Mit den 100 zuletzt betrachteten
Nullstellen lisst sich R(x) auch fiir £ > 100 bemerkenswert gut an mq(z)
approximieren.

Somit wurde der Zusammenhang der komplexen Nullstellen der Rie-
mann’schen (-Funktion und der Funktion 7 (z) (bzw. my(x)) ausfiithrlich dar-
gelegt.

3.4 Berechnung von 7(z)

Im Gegensatz zu den eben betrachteten Approximationen fiir 7(z) stehen
im Folgenden Maoglichkeiten im Mittelpunkt, den genauen Wert von m(zx)
zu eruieren. Tatsdchlich gibt es mehrere Algorithmen, mit denen man die
Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich einer gewissen Gréfie  berechnen
kann. Diese Tatsache wurde bereits im vorigen Kapitel erwéhnt.

Trotz gewaltiger Fortschritte ist es nach wie vor eine sehr aufwendige Berech-
nung, sodass man die Werte von m(x) erst fiir relativ wenige und kleine x
kennt. Bevor einige der Methoden zur Berechnung von 7(x) genauer betrach-
ten werden, sind mit der Tabelle 3.2 derzeit bekannten Werte vorangestellt.

x m(x) x m(x)
10° 4 102 37.607.912.018
10? 25 10 346.065.536.839
10° 168 10 3.204.941.750.802
10* 1.229 10" 29.844.570.422.669
10° 9.592 10'6 279.238.341.033.925
108 78.498 107 2.623.557.157.654.233

107 664.579 10" 24.739.954.287.740.860
108 5.761.455 10" 234.057.667.276.344.607
10° 50.847.534 1020 | 2.220.819.602.560.918.840
1019 | 455.052.511 || 10*' | 21.127.269.486.018.731.928
101 | 4.118.054.813 || 10?2 | 201.467.286.689.315.906.290

Tabelle 3.2: w(z) fiir x = 10", n=1,...,22.
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3.4.1 Formel von Legendre

Wie wir noch sehen werden, ist das Auswerten dieser iiberaus wichtigen zah-
lentheoretischen Funktion duflerst kompliziert und vor allem arbeitsintensiv.
Friiher wurde m(z) nicht selten durch einfaches Abzéhlen der Primzahlen
< x ,berechnet®. Aber durch oftmalige Fehler in den damaligen Primzahl-
tabellen kam man nicht selten zu falschen Ergebnissen.

Zu Beginn steht die einfachste, jedoch leider gleichzeitig auch aufwendigste
Methode der Berechnung. Sie wurde seinerzeit von Legendre entdeckt, und
basiert auf folgender Gleichung:

1+ 7(z) =
RGeS O Pl

Die Formel von Legendre ist beinahe selbsterklirend. Der Grundgedanke
dahinter ist folgender:

Eins + die Anzahl der Primzahlen = die Anzahl aller ganzen Zahlen - die
Anzahl aller zusammengesetzter Zahlen im Intervall [1, z].

Nachdem samtliche zusammengesetzten Zahlen in diesem Intervall einen
Primfaktor < /z besitzen, ist Zp,—<\/5 LTJ genau die Anzahl jener Zahlen

des Intervalls, die Vielfache von Primzahlen sind. Darin enthalten sind jedoch
auch die Primzahlen selbst, sodass m(y/x) wieder hinzugezéhlt werden muss.

Weiters besteht die Moglichkeit, dass eine Zahl durch 2 Primzahlen p;, p;
teilbar ist. Diese Zahl wird derzeit zweimal abgezogen, da sie sowohl als
Vielfaches von p; als auch von p; in der ersten Summe zweimal gezéhlt
wird. Somit muss sie einmal wieder hinzugezihlt werden. Diese Tatsa-

che erklart den Summanden Zp‘<p'<\/£ {LJ Durch diesen Term werden
i<Pj S Dbibj
jetzt jedoch all jene zusammengesetzten Zahlen, die durch drei Primzahlen

Di, P Pr < /@ geteilt werden, nicht weiter beriicksichtigt, sodass sie wieder
einmal abgezogen werden miissen, usw.

Bevor etwaige Schwierigkeiten bei der Berechnung nach Legendre aufgezeigt
werden, und diese Idee in DERIVE implementiert wird, soll zunéichst in einem
einfachen Beispiel 7(100) bestimmt werden:
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7(100) = w(10)+100_{%J_{1%0J_{100J rooJ
+__%Q%J +_L%Q%J_+ L;92J_+ {100J {100J

| 100 |y 100 | 100
2-3-5 2:3-7 2:5-7 3-5-7

L0 )
2.3.5-7

= 44100—50—-33—-20—14+16+10+7+6+4+2
—3-2-1-0+40—1
= 25. (3.66)

kgl

Wie man sich leicht vorstellen kann, stellt die Vielzahl an vorkommenden
Termen bei der Berechnung nach (3.65) eine groie Hiirde dar, sodass diese
Variante fiir eine oftmalige Anwendung unbrauchbar scheint.

Tatséchlich geht die erste Weiterentwicklung dieser Formel noch auf Legend-
re selbst zuriick, der schlieflich imstande war, 7(10%) auszurechnen. Sein
Wert lag mit 78.525 etwas neben der tatdchlichen Anzahl von 78.498 - ein
weiterer Hinweis auf die Schwierigkeiten, mit denen man bei dieser Form der
Berechnung zu kédmpfen hat.

Um den direkten Weg in DERIVE zu implementieren, benotigen wir zunéchst
eine Hilfsroutine prod(a), die uns sidmtliche Kombinationen an Produkten
mit Faktoren aus dem Eingabevektor zuriickliefert:

prod(a) :=
If DIM(a) =
APPEND (a)
APPEND ([FIRST(a)] ¢ [prod (REST(a))])

Damit ist es nunmehr moglich, die Funktion leg(x,k) zu schreiben. Sie be-
rechnet die Primzahlen kleiner oder gleich  nach (3.65), wobei der Parameter
k die maximale Anzahl an verschiedenen Primzahlen bezeichnet, die bei der
Summation beriicksichtigt werden:

leg(x, k, a_ := [1, i_ := 0, p_, q_, s_) :=
Prog
s_ := PRIMEPI(SQRT(x)) + FLOOR(x) - 1
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p_ := SELECT(PRIME(q), g, 1, SQRT(x))
Loop
a_ := INSERT(p_, a_)
i+ 1
q_ := SELECT(SQUAREFREE(q), q, prod(a_))
q_ := VECTOR(i, i, MAP_LIST(qSUBj, j, {1, ..., DIM(q_)}))
s_ :+ (-1)"i_SUM(FLOOR(x/q), q, q.)
If i_ =k

RETURN s_

Da spéter der Algorithmus nach Legendre ein zweites Mal, auf eine effizi-
entere Art und Weise, implementiert wird, soll an dieser Stelle nicht all zu
ausfiihrlich auf die oben angefiihrten Programme eingegangen werden. So
ist auch zu erklidren, warum in leg(x,k) die Funktion PRIMEPI verwendet
wurde, die DERIVE-intern die Anzahl der Primzahlen berechnet.

Wollte man ein genaues Resultat - ohne Riicksicht auf den Aufwand, der
dabei betrieben wird - so miisste man offensichtlich £ = 7(y/z) wéhlen. Aus
der vorangegangenen hindischen Berechnung von 7(100) (siehe (3.66)) geht
jedoch hervor, dass jener Term mit allen 4 Primzahlen 2, 3, 5 und 7 nichts zur
Summe beitrigt. Infolgedessen ist es vollkommen ausreichend, 1eg(100,k)
mit k=3 aufzurufen, ohne ein falsches Resultat zu riskieren:

leg(100,3) = 25 (0.03 Sekunden)
Der gleiche Aufruf mit z = 1.000 liefert folgendes Ergebnis

1leg(1000,3) = 145 (0.781 Sekunden)

Da [2_?}_'5?_07911J = 0 gilt, und somit sdmtliche Terme, bei denen mehr als 4
Primzahlen mitspielen, verschwinden, geniigt es hier einen Aufruf mit & = 4

zu starten, um das richtige Ergebnis von 7(1.000) zu erhalten:
1leg(1000,4) = 168 (13.9 Sekunden)

Der Zeitaufwand steigt jedoch sprunghaft an, sodass wir uns im Folgenden
mit etwas effizienteren Methoden beschéftigen wollen.

3.4.2 Meissel’s Variante

Der erste, der einen wichtigen Schritt weiter kam, und durch eine geschickte
Modifikation von Legendre’s Weg 7(x) fiir die Werte 107, 10® und 10° berech-
nen konnte, war Meissel ([Mei70], [Mei71],[Mei83] und [Mei85]). Allerdings
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waren auch seine Arbeiten nicht fehlerfrei, und der wohl am oftesten in
der Literatur auftauchende falsche Wert geht auf ihn zuriick. Im Jahre
1885 verdffentlichte er sein Ergebnis: m(10?) = 50.847.478. Der Fehler blieb
lange Zeit unbemerkt. Erst im Jahre 1958 korrigierte ihn D.E.Lehmer auf
7(10%) = 50.847.534.

Die Berechnungsweise nach Meissel stiitzt sich auf eine Analyse der Gréflen
Py (z,a). Darunter versteht man die Anzahl natiirlicher Zahlen zwischen 1
und z, die als Produkt von genau k (nicht notwendigerweise verschiedener)
Primfaktoren > p,, also der a-ten Primzahl, darstellbar sind. Durchlauft k
die Zahlen 1,2,3,..., dann zdhlen diese Ausdriicke genau jene Zahlen im
Intervall [1,z], die keinen Primfaktor ¢ < p, besitzen. Die |z]| natiirlichen
Zahlen im Intervall [1, z] setzen sich somit wie folgt zusammen:

1. Die Eins.

2. Die ersten a Primzahlen p; = 2,po =3,p3 =5,...,pa.

1<i<a pi pipj

mindest einen Primfaktor < p, besitzen.

3. > {EJ - > { L J + - -+ — a zusammengsetzte Zahlen, die zu-
1<i<j<a

4. Pi(z,a) = 7(x) — a Primzahlen p, mit p, < p < x.
5. Py(x,a) Zahlen n =p;p; <z mita+1<1i<j.

6. Ps(x,a) Zahlen n =ppjpy <z mita+1<i<j<k.

Z&hlt man all das zusammen, gelangt man zu folgendem Ergebnis:

s 2 b

1<i<a LD 1<i<j<a LPPi 1<i<jek<a LPiPiPk
+7(x) —a+ Py(z,a) + Ps(z,a) +--- = |z]. (3.67)

Zunichst wollen wir uns iiberlegen, wieviele der neuen Terme Py(z,a) zu
beriicksichtigen sind. Es ist offensichtlich, dass dies von der Wahl des Pa-
rameters a abhéngt. Wihlt man a so groB, dass p,y1 > /z gilt, dann ver-
schwindet bereits P,(z, a). Nach Definition ist P»(z,a) die Anzahl der Zahlen
< z, die als Produkt von genau zwei Primzahlen p;,p; > p,y1 dargestellt
werden konnen. Nun gilt jedoch p;p; > /x/x = x Vi,j > a + 1, wodurch
Py(xz,a) = 0 folgt. W&hlt man a derart, dann entsteht die urspriingliche
Formel von Legendre.
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Wihlt man a derart, dass 3 < Pat1 < 23, 50 ist Py(x,a) # 0, jedoch enthélt
nach einem &hnlichen Argument wie vorher Ps(z,a) keine Elemente mehr,
da pip;pr > T3TITs > 1 gilt.

Allgemein gilt P,(x,a) = 0 und P,_i(z,a) # 0, falls a folgendermafen
gewdhlt ist: rr < Dar1 < 271, Somit scheint es verniinftig zu sein,
a = w(x%) fiir ein passendes r zu wihlen. Man erreicht dadurch, dass p,1
gerade groBer ist als 27, und deswegen P,(x,a) verschwindet, die Formel
(3.67) insgesamt also abbricht.

Um zur Formel von Meissel zu gelangen, wollen wir uns im Folgenden mit
Py(x,a) genauer auseinandersetzen. Py(x, a) ist definiert als Anzahl der Zah-
len im Intervall [1, ], die das Produkt von zwei Primzahlen p; und p; mit
a+1 <1< jsind. Wéihlt man die erste Primzahl fest, so ergibt sich

Py(z,a) = Anzahl der Zahlen p,y1p; <z mita+1<j

+ Anzahl der Zahlen p,iop; <z mita+2<j

o CORTE
-y <7r (g) — (i 1)), (3.68)

wobei fiir ¢ gelten muss: p, < p; < \/x. Setzen wir jetzt b := 7(y/x), und
nehmen wir an, dass a < b gilt, dann erhalten wir insgesamt:

Py(z,a) = i: <7r <3> (- 1)) -

i=a+1 pi

I a)(62+a— D, zb: . (E) . (3.69)

i=a+1 Di

Definiert man abschliefiend a = ¢ := 7 (x%), um P3(z,a) und die hoheren

Summen vernachlissigen zu kénnen, erreicht man Meissel’s Formel:

(r) = m_i:FJ+ T Lp;jJ_...Jr

=1 LPi 1<i<j<c
b+c—2)(b—c+1) x
+ 5 - o) (3.70)

c<i<b
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3.4.3 Verfahren nach Lehmer

Nachdem wir uns jetzt etwas genauer mit Py(x,a) beschiftigt haben, und
dadurch zu Meissel’s Formel gestoflen sind, liegt es auf der Hand, mit einer
dhnlichen Vorgangsweise zu versuchen, einen Schritt weiter zu kommen,
und P3(x,a) zu analysieren. Tatsichlich ist dies jener Trick, der direkt zur
néchsten Verbesserung der urspriinglichen Formel (3.65) fiihrt. Aus diesem
Grund wird vorerst auf eine Implementierung in DERIVE verzichtet.

Wieder halten wir je eine der drei Primzahlen fest, die in P;(z, a) eine Rolle
spielen, und gelangen somit zu

Pi3(z,a) = Anzahl der Zahlen p,y1pjpr <z mita+1<j<k
+ Anzahl der Zahlen p,opjpr <z mita+2<j <k
+ e

= P2< * ,a)—I—P2< :E ,a—l—l)—l—
Pa+1 Pa+2

— ZPQ ( > (i — 1)) (3.71)

i>a

Nun fithren wir folgende Groflen ein: b; == 7 (ﬂ), sodass sich mit Hilfe
von (3.69) ergibt:

=2n <_ 2_1> Z Z( (mm) _(‘j_l)>' (372)

i>a i=a+1 j=1

Hierbei wird angenommen, dass a < ¢ := 7 (aﬁ) gilt, um sicher zu stel-
len, dass P3(z,a) von Null verschiedene Terme enthélt. Setzt man schliefilich

a:=m (x%), so hat man die urspriingliche Formel von D.H.Lehmer erreicht:

a

w(x):[xJ_ZFJjL 3 {?'J_1_1+(b+a—2)2(b—a+1)_

i—1 LPi a<i<j<a Pipj

) EECG) ) e

i=a+1 j=1

Bei der tatséichhchen Berechnung von m(z) stellt sich heraus, dass den ar-
beitsintensivsten Teil dieser Rechnungen die sogenannte ,,Legendre-Summe*
darstellt.
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Man versteht darunter folgenden Ausdruck

@(x,a):[xj—ngJrZLiJ—z{ i J+ (3.74)

Dbipj PiP;iPk

der die Anzahl jener Zahlen < x darstellt, die durch keine der ersten a Prim-
zahlen p; = 2,ps = 3, ..., p, teilbar sind. Angesichts der einfachen Implemen-
tierung dieser Funktion in DERIVE scheint diese Tatsache kaum vorstellbar:

Phi(x, a) :=
If a=0
FLOOR (x)
Phi(x, a - 1) - Phi(x/NTH_PRIME(a), a - 1)

Bei dieser rekursiven Implementierung macht man sich einen ersten Trick zu
Nutze, um die Berechnung von (3.74) mdglichst einfach zu gestalten.

Da ®(z,a) die Anzahl der Zahlen < x bezeichnet, die nicht durch eine der
ersten a Primzahlen teilbar sind, kann man ®(z, a) auch durch folgende Re-
kursion definieren:

B(z,a) = B(v,a— 1) — D (i,a - 1) . (3.75)
Diese Formel besagt eigentlich nur, dass jene Zahlen, die durch keine der
ersten a Primzahlen geteilt werden konnen, genau jene sind, die durch
keine der ersten @ — 1 Primzahlen pq, ..., p,—1 dividiert werden kénnen, mit
Ausnahme der Zahlen, die durch p, teilbar sind.

Unter Verwendung von (3.75) berechnet man ®(z,a) rekursiv bis zu ®(x, 1)
(= Anzahl der ungeraden Zahlen < z). In unserem Programm gehen wir noch
einen Schritt weiter, und berechnen die Legendre-Summe bis ®(z, 0). Da wir
uns jedoch spéiter Weiterentwicklungen zuwenden werden, geben wir uns mit
der hier gewdhlten Vorgangsweise vorldufig zufrieden. Unter Verwendung von
Phi(x,a) konnte eine zweite Version der Legendre’schen Formel in DERIVE
so aussehen

legendre(x, 1_) :=
If x <2
0
Prog
1_ := legendre(SQRT(x))
1_ + Phi(x, 1) -1
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Erinnern wir uns kurz an die vorhergehende Version leg(x,k). Diese bendtig-
te fiir die Berechnung von 7(1.000) noch 13.9 Sekunden. Die Wahl eines zwei-
ten Parameters muss bei der neuen Implementierung nicht getroffen werden,
und so ergibt sich

legendre (1000) = 168 (0.561 Sekunden).

Dies ist deutlich schneller als 1eg(1000,4). Es ist auch mdéglich, ohne grofien
Aufwand die Formel nach Meissel zu implementieren:

meissel(x, b_, c_) :=

If x < 2
0
Prog
c_ := meissel(x~(1/3))
b_ := meissel(SQRT(x))

Phi(x, c_) + (b_ + c_ -2)(b_ - c_ +1)/2 -
SUM(meissel (x/NTH_PRIME(n)), n, FLOOR(c_+1), FLOOR(b_))

Berechnet man damit die Primzahlen p < 1.000, so stellt sich abermals ein -
wenn auch weit kleinerer - Zeitgewinn ein:

meissel(1000) = 168 (0.291 Sekunden).
Ein weiterer Vergleichswert fiir z = 2.000

legendre (2000) = 303 (4.35 Sekunden)
meissel(2000) = 303 (0.491 Sekunden)

zeigt, wo die Stirken der Meissel’schen Variante liegen. Die Verbesserungen
werden erst fiir grofler werdende Werte von x sichtbar. Fiir kleine z, etwa
x = 100, kann mitunter auch eine Verschlechterung eintreten.

Von einer Programmierung von Lehmer’s Variante wird an dieser Stelle
abgesehen, zumal sie keinerlei relevante Verbesserung mit sich bringt. Bevor
wir uns jedoch mit der néchsten Weiterentwicklung beschiftigen, wollen wir
uns noch einmal der Legendre-Summe ®(x,a) zuwenden. Auch wenn die
Berechnung von ®(x,a) mit Hilfe von (3.75) auf die Berechnung von ®(z, 0)
resp. ®(z,1) zuriickzufithren ist, erweist es sich in der Praxis doch als viel
besser, einen Weg zu finden, nur bis zu ®(z, k) mit einem bestimmten k
rechnen zu miissen. Dies kann durch folgende Uberlegung erreicht werden:
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Man definiert zunéchst my := pips - - - pg, und betrachtet Legendre’s Formel
fir z = my:

B ) = Lom)) = 3|2 0 | 2|

DiD;

T DS S

biDj
1 1 1
) -3 o2)-
= ﬁ(pi — 1) = p(my). (3.76)

Da alle Quotienten in der ersten Zeile ganzzahlig sind, konnen ohne Weiteres
die Gauss-Klammern weggelassen und diese Vereinfachung vorgenommen
werden. (Fiir die Definition der Euler’schen o-Funktion siehe gegebenfalls
Definition 1.1.11).

Auf Grund der Periodizitdt und wegen (3.76) ergibt sich nunmehr
O(s-my +1t,k)=s-@o(myg) + (L, k), (3.77)

wobei fiir ¢ gilt: 0 < t < my. Weiters kann fiir ¢ > % neben der Periodizitit
auch die Symmetrie der Vielfachen um Null ausgenutzt werden, sodass man
schliellich bei

O(t, k) = p(my) — P(my, —t — 1,k) (3.78)

landet. Somit wére eine Tabelle mit Werten von ®(xz,k) fiir 0 < » < %k

wiinschenswert. Diese kann man in Form einer ,kritischen® Tabelle abspei-
chern, das heifit, es werden nur jene Wertepaare (x, ®(z, k)) gespeichert, in
denen sich ®(z, k) &ndert.

Um die in DERIVE eingebaute Routine PRIMEPI (x) zu verbessern, und eine
Berechnung von 7(10'%) in verniinftiger Zeit zu erreichen, wollen wir auch
diesen Weg nicht weiter verfolgen. Eine Tabelle fiir £ = 7 etwa besitzt be-
reits 47.081 Eintriage. Das erfordert wiederum eine effiziente Verarbeitung
der Liste, um dem Ziel einen Schritt ndher zu kommen.

3.4.4 Algorithmus von Mapes

Nachdem die drei vorangegangenen Methoden mehr oder weniger ausgefeilte
Varianten einer einzigen Idee waren, wollen wir uns jetzt mit einer 1963 von
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David C. Mapes entwickelten, noch besseren Art und Weise, die Terme in der
Legendre’sche Summe zu kombinieren, beschiiftigen. Dazu ist es zuné&chst
erforderlich, einige Schreibweisen einzufithren. Auf eine Implementierung,
bzw. eine Vertiefung in diese eher komplizierte Form der Berechnung von
m(z) wollen wir wieder verzichten. Der Interessierte sei dazu auf [Rie94]
verwiesen, bzw. auf Mapes [Map63] selber.

Zu Beginn steht die Beobachtung, dass die Legendre-Summe

(ID(x,a):LxJ—Z{%JwLZ{xJ—ZL - J+ (3.79)

PiDj DPiD;Dk

mit p; < p;j < pr < pg, und p, ist die a-te Primzahl, aus genau 2% Termen
besteht. Dies ermdglicht es, jeden einzelnen dieser 2* Terme folgendermafien
darzustellen:

T
Tk(x,a) — (_1)/30+,31+"'+Ba71 \‘ J ) (380)
p?opgl . -pga&

Hierbei sollen unter (; die Stellen in der Bindrdarstellung von k& verstanden
werden (d.h. 5; € {0,1}):

k=281 42 B0+ +2' 81 + 2°5,. (3.81)

Obwohl diese Schreibweise einen komplizierten Eindruck erweckt, steckt
doch nur ein formaler Trick dahinter: Man ordne 2"~! die n-te Primzahl p,
zu. Folglich wird 2 als erste Primzahl mit 2° verbunden, 3 mit 2!, 5 mit 22
usw. Weiters assoziiere man mit dem Produkt von verschiedenen Primzahlen
die Summe der unterschiedlichen, den Primzahlen entsprechenden, Potenzen
von 2. Das bedeutet 2 - 7 ist also 2° 4+ 23 zugeordnet. Schlielich versieht
man die Terme noch mit (3.79) entsprechenden Vorzeichen, und man erhélt
genau obige ,,Codierung*.

So kann beispielsweise die Legendre-Summe fiir a = 3 folgendermafien ge-
schrieben werden:

TO (50,3)

Ti(z,3) Tz(z,3) Ts(z,3) T4 (z,3) T5(x,3) Te(z,3) T7(z,3)
(3.82)

Es folgt unmittelbar
201

O(z,a) = Y Ti(z,a). (3.83)

k=0
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Sei jetzt M eine beliebige natiirlich Zahl < 2%, und 2¢ der gerade Anteil an
M (d.h. 2¢ | M, aber 271 § M). Dann definieren wir

M+2i—1

(M, z,a) = Z Ti(x,a), (3.84)

k=M

und erhalten schlief$lich
®(z,a) = To(z,a) + (2%, z,a) +y(2', z,a0) + - +~v(2* ", 2,a).  (3.85)

Definiert man weiters Ty (—z, a) als —Tk(z, a), so ergibt sich unter der Vor-
aussetzung 2° | k

sign Tk(l‘, a) — (_1)ﬂi+ﬂi+1+"'+ﬁa—l’ (386)

da die letzten ¢ bindren Stellen von k alle gleich Null sind; unter der gleichen
Voraussetzung gilt auch

ITk(fr,a)|={ - 5‘“J' (3.87)

Bi
Pit1Dito ' Pa

Setzt man jetzt Ty (z,a) fiir x, und i fiir @ in der Definition von Ty (z, a) ein,
erhélt man

Ty (Tk(:c,a),i):sign(Tk(x,a))(—1)56+ﬁ;+---+/3;_1.( Tz, a)| )

WA
piopy - p
(3.88)
wobei die 3] die Bindrstellen von
B = 2B 2 e 2B 4 208 (3.50)

sind, und 0 < &’ < 2' gilt. Angenommen es gelte 2° | k, so wird (3.88) mit
Hilfe von (3.86) und (3.87) zu

T (Ti(w, a), i) = Thyw (7, a). (3.90)

Aber Achtung: Nur wenn k£ und k' die Einser in ihrer Bindrdarstellung an
unterschiedlichen Stellen haben, kénnen sie in einer mit der Definition (3.80)
in Einklang stehenden Art und Weise addiert werden, ohne dass dabei ein
Uberlauf auftritt. Daraus resultieren die beiden Einschrinkungen k' < 2°
und 2" | k.
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Setzt man jetzt Ty (x, a) fiir z und gleichzeitig i fiir a in der Legendre-Summe
(3.79), so erhilt man

201 M+2i—1

O(Ty(z,a) ZTk' (Ty(z,a)) = Z Ti(z,a) =~v(M,z,a). (3.91)

Nunmehr kann die Summe ®(z, a) in (3.85) mit dieser Notation in folgender
Weise umgeschrieben werden

O(z,a) =To(x,a)+(Ty (2, a),0)+P(To(z,a), 1) +- - -+ D(Toe-1(z,a),a—1).

(3.92)
Wenn wir abermals = mit Ty, (x, a) und gleichzeitig a mit ¢ in (3.92) ersetzen,
bekommen wir unter Verwendung von (3.90):

O(Ty(x,a),i) =To(Ty(z,a),i) + (11 (T (z,a),4),0)+
+O(To (T (z,a),4),1) + - - - + P(Toi-1 (T (x,a),7), i — 1)
=Ty(z,a) + ®(Tyi1(x,a),0) + ®(Thio(z,a),1) + -
+@(Thryor (z,a),7) 4+ - - - 4+ ®(Thry9i-1(z,a),i — 1), (3.93)

falls 2¢ | M gilt. (Man beachte, dass nach (3.83) folgt: ®(Ty41(z,a),0) =
Trrsa(z, a).)

Beginnend mit ®(z,a) = ®(Ty(x,a),a) kann jetzt (3.93) ®(x,a) rekursiv
berechnet werden. Auch diesmal ist es hilfreich, wenn fiir kleine a entspre-
chende Tabellen fiir ®(z, a) zur Verfiigung stehen. Weiters empfiehlt sich bei
der Berechnung von ®(z,a) die Verwendung von (3.77) bzw. von (3.78).

Wie schon zu Beginn dieses Abschnittes erkldrt, wird hier sowohl auf eine
Umsetzung der Theorie in DERIVE, als auch auf ein Rechenbeispiel verzich-
tet. Einzig der Hinweis, dass ein solches etwa in [Rie94] zu finden ist, sei an
dieser Stelle noch hinzugefiigt.

3.4.5 Neuere Entwicklungen

Nach dem Exkurs in die etwas komplizierte Begriffswelt von Mapes wollen
wir uns jetzt noch kurz weiteren Methoden zur Berechnung von 7(x) wid-
men, ehe wir im Detail jene Funktionen untersuchen, die es in DERIVE
schlieBlich moglich machen, w(10?) bzw. 7(10'°) zu berechnen.

Zuerst sei hier eine kombinatorische Methode nach Lagarias, Miller und
Odlyzko erwihnt, deren Wurzeln unter anderem auch in den Arbeiten von
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Meissel und Lehmer zu finden sind. Nebenbei bemerkt wurde eine Version
genau dieses Algorithmusses in MATHEMATICA implementiert, um dort
die Funktion 7(x) zu berechnen.

Die Originalarbeit findet man unter [LMO85], eine Weiterentwicklung etwa
in [DR96]. Der grofie Fortschritt bei dieser Methode liegt zweifellos in einer
weiteren Verbesserung der Rechenzeit und des Speicherbedarfs. Das Haupt-
augenmerk bei einer detaillierten Besprechung der folgenden Algorithmen
miisste wohl auf den Nachweis, dass man wirklich mit einem Aufwand von
O(z3%) an Operationen und einem Speicherbedarf der Ordnung O(z37°)
auskommt, gelegt werden. Da dafiir eine umfassende Analyse erforderlich
wire, wollen wir hier darauf verzichten. Der Interessierte sei auf die Origi-
nalarbeiten oder z.B. auch auf [CP01] verwiesen.

Zu Beginn der Beobachtungen steht folgende Identitdt, die man leicht selbst
iiberpriifen kann:

O(z,a) = Py(z,a) + Pi(x,a) + Po(z,a) + - -, (3.94)

wobei Py(z,a) = 1 gilt fir x > 1. Wie wir uns im Zusammenhang mit
Formel (3.67) bereits iiberlegt haben, gilt Py (z,a) = 0 fiir p* > z, sodass
auch folgendes erfiillt ist:

O(z, w(z'?)) = 14 n(x) — n(z?) + Py(z, w(x'/?)). (3.95)

Dies ist die Gleichung, mit deren Hilfe im Verfahren nach Lagarias, Miller
und Odlyzko 7(x) bestimmt wird. Es ist offensichtlich, dass man 7(x) un-
ter Kenntnis von ®(xz,w(z'/?)), Py(z, 7(z'/3)) und 7(z'/3) leicht berechnen
kann. Letzteres wird dabei durch ein simples Siebverfahren ermittelt. Die
niichsteinfachere unbekannte Grofe ist Py(z, 7(2'/3)), deren Bestimmung im
Folgenden beschrieben wird. Es gilt:

Py(w,m(@'?)) = (") = (") + Y 7r<£> (3.96)
m(x1/3)<i<m(x1/?) pi

Diese Beziehung gilt ganz analog zu (3.69), nur dass wir hier nicht die
herkommliche Summenformel fiir eine arithmetische Reihe verwenden, son-
dern:

m(z'/?) m(z1/3)
> (i—1) = > (—-1)— Y (i—-1)
m(zl/3)<i<n(21/2) i=1 i=1
(7r(:r21/2)) _ (W(I;/s))’ (397)

womit (3.96) bewiesen wire.
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Um (3.96) verwenden zu kénnen, bendtigen wir also 7(2'/?), 7(2'/?) und die
Summe der 7(z/p;). Die erste Grofie haben wir bereits berechnet und 7 (2'/2)
wird ebenfalls mit Hilfe eines Siebes ermittelt, nur mit dem Unterschied, dass

es auf Blocke von ungefihr der Linge z'/3 zerteilt wird. Nachdem in der
Summe in (3.96) fiir jeden Summanden  gilt:
Pl (3.98)

p

kann man sie abermals durch ein simples Sieb nach Eratosthenes in einer
Zeit von O(z2?/3%€) berechnen. Bei entsprechender Vorgangsweise kommt
man mit einem Speicherbedarf von O(z'/3%¢) aus.

Wir wenden uns zum Abschluss noch der ausstehenden GroBe ®(z, 7(x'/?))
zu. Der Trick dabei ist wieder, die Berechnung von ®(z,7(x'/?)) auf jene
von viel kleineren Problemen zu reduzieren, wie das etwa mit der Rekursion
(3.75) geschehen kann. Durch sténdiges Anwenden dieser Beziehung gelangt
man schliefllich zu einer Gleichung der Form:

Owa)= Y wme/m)= Y ) |T|.  (399)

n|p1p2--Pa n|p1p2--pa

wobei p die Mobius’sche p-Funktion ist. Auch wenn wir uns folgende Iden-
titit zu Nutze machen: ®(x,1) = |[(x +1)/2], so sind die verbleibenden 247!
Terme viel zu viele, als dass dieser Rechenweg interessant wire. Wir miissen
jedoch nicht jedes n in Betracht ziehen mit n | pops---p,, da fir n > =z
natiirlich ®(z/n,1) = 0 gilt. Diese Abbruchbedingung reduziert die Anzahl
der Terme auf ein O(z), was langsam mit Siebmethoden vergleichbar wird.

Da ms = p1ps---ps = 2.310 gilt, konnte man etwa unter Verwendung von
(3.77) und einer Tabelle mit Werten von ®(z,5) fiir alle z = 0,1,...,2.309,
fiir beliebiges x den Wert von ®(z, 5) sehr rasch berechnen. Bricht man jetzt
die Rekursion (3.75) jeweils dann ab, wenn a = 5, oder z/p, < 1 gilt, so

erhélt man
O(w,a)= > p(n)d(x/n,5). (3.100)

n|pep7---Pa,n<x

Nachwievor gilt a = 7(z'/?), sodass sich die Anzahl der in (3.100) auftreten-
den Summanden asymptotisch zu cx ergibt, mit

c=p3)c " [[ (3.101)
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wobei p die Dickman-Funktion (siehe Satz 1.1.13) und ¢ die Riemann’sche
¢-Funktion ist. Setzt man p(3) &~ 0.0486 und ¢(2)' = & ein, so ergibt sich
c ~ 0.00987.

Da der vorliegende Algorithmus jedoch nur O(z?/3%€) Zeit benotigen will,
muss er sich einer anderen Abbruchbedingung bedienen. Er bricht die Rekur-
sion (3.75) von ®(y,b) immer dann ab, wenn einer der beiden Fille erfiillt
ist:

1. b=1und y > z?/3
2.y < 2?3

Dabei hat y die Form z/n, wo n | pops - - - pa gilt. Wieder lassen sich durch
geschickte Rechenschritte die angepeilten Aufwandsgrenzen erreichen. V.S.
Miller hat diesen Algorithmus auch implementiert, wenngleich er dazu einige
Modifikationen der theoretischen Form des Verfahrens vornehmen musste.
Es gelang ihm damit, den Wert von 7(10'®) aus der Tabelle von Jan Boh-
man zu korrigieren. Bohman erreichte in seinem Artikel [Boh72], in dem er
eine Methode nach Mapes verwendete, einen um 941 zu geringen Wert fiir
7(10'). Dariiberhinaus berechnete Miller verschiedene Werte bis 4 - 10%.

Neben diesem Algorithmus wird in [LMO85] noch eine Erweiterung davon
beschrieben, die auf M < z'/3 verschiedenen Prozessoren parallel rech-
net. Die dabei entstehende Komplexitit wird mit einem Zeitaufwand von
O(M~'2?/3+¢) und einem Speicherbedarf von O(z'/3+€) pro Prozessor, also
O(Mz'/3+¢) insgesamt, angegeben. Ideen zur Weiterentwicklung des Algo-
rithmus findet man auch in [DR98].

Zum Abschluss soll an dieser Stelle noch ein weiterer Algorithmus zur Be-
rechnung von 7(z) erwihnt werden. In [LO87] beschreiben hiezu Lagarias
und Odlyzko eine analytische Methode. Bisher ist jedoch die kombinatori-
sche noch iiberlegen, sodass es keine praktischen Resultate fiir den analyti-
schen Algorithmus gibt. Das diirfte aber nur eine Frage der Zeit sein; bisher
hilt man erst Werte von 10'® bis hochstens 10 fiir damit erreichbar. Einen
kurzen Abriss dieses Verfahrens findet man in [CPO1].

3.4.6 Implementierung in DERIVE

Zunichst werden noch einmal die GréBen Py(x, a) analysiert. Sie bezeichnen
bekanntlich die Anzahl der Zahlen < z, die das Produkt von genau & (nicht
notwendigerweise verschiedener) Primzahlen > p, sind. Es gilt offenbar
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P (z,a) = max(n(z) — a,0) (3.102)

i ,a)+---+Pk_1< ”T ,a+m—1> (3.103)
a+1 Pa+m

Pk(ZE, a) = Pk—l <
p
wobei m die grofite natiirliche Zahl mit p¥, = < z ist. (Man kann ja

j (i,a+j—1>,1§jgm (3.104)
pa—l—j

als Anzahl aller Zahlen < z interpretieren, die genau k& Primfaktoren > p,.;
haben.)

Wenn wir uns an (3.67) erinnern, so gilt
m(x) =®(x,a)+a—1— Py(z,a) — Ps(z,a) — -+ — Pp_1(x,a) (3.105)

mit pzﬂr_ll < z < pg4y- Um diese letzte Bedingung sicherzustellen, kann
man etwa a = 7( {/x) wihlen. Unser Grundgedanke besteht nun darin, fiir
kleine Werte durch ein Netz von Stiitzstellen, an denen die dazugehdrigen
Funktionswerte von 7(z) gespeichert wurden, durch einfaches Abzéihlen von
der néchstgelegenen Stiitzstelle weg den tatsdchlichen Wert von 7(z) zu
bestimmen. Im vorliegenden Fall wird ein Netz fiir # < 107 angelegt, und
dariiber hinaus mittels (3.105) weitergerechnet.

Im Folgenden werden weitgehend Funktionsnamen, wie sie durch [Wie97]
vorgegeben sind, verwendet. Zunéchst wenden wir uns der Erstellung der
Tabellen zu. Dafiir benétigen wir ein Programm, das die Anzahl der Prim-
zahlen p mit s < p < z berechnet, etwa:

ppi(x, s, k_ := -1, p_) :=
Prog

p- = s

Loop
If p_ > x

RETURN k_

p_ := NEXT_PRIME(p_)
k_ + 1

Mit Hilfe von ppi(x,s) werden 4 Listen mit unterschiedlichen Zahlenberei-
chen und Schrittweiten angefertigt; sie sollen fiir eine Primzahltabelle bis
107 dienen:
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Zunichst wird eine Liste fiir 7 < z < 1.002 erstellet. Dazu speichern wir 7(z)
nur fiir die Werte von z, die nicht durch eine der ersten 3 Primzahlen 2,3, 5
teilbar sind:

INSERT (0, VECTOR (ppi(x_,0) ,x_,SELECT(GCD(k_,30)=1,k_,7,1001)))

Weiter geht es mit 1.002 < x < 100.100, und einer Schrittweite von 100:

Prog(
s_ := ppi(1000,0)
v_ = [s_]
x_ := 1000
Loop

s_ :+ ppi(x_ + 100, x_)
v INSERT(s_, v_)
x_ :+ 100

If x_ = 100000
RETURN REVERSE(v_)

Ganz analog werden Tabellen fiir 100.099 < x < 1.000.500 - mit einer
Schrittweite von 500 - und 1.000.499 < z < 10.010.000, in Schritten von
10.000, angelegt. (Die entsprechenden Werte sind einfach in der obigen
Programmstruktur zu ersetzen.)

Bevor wir die somit erhaltenen Tabellen in unseren Programmablauf einbau-
en kénnen, miissen wir uns die Routinen schreiben, die zwischen den Stiitz-
stellen interpolieren. Dabei wird, je nachdem ob wir der oberen Grenze oder
der unteren ndher sind, von oben heruntergezihlt, oder von unten hinauf.
Zum Runterzdhlen wird zu allererst ein Pendant zur eingebauten Routine
NEXT_PRIME bendtigt:

prev_prime(x) :=
If PRIME(x - 1)
x -1
prev_prime(x - 1)

Schlieflich z&hlt ip1(x,p,s) die Primzahlen von p bis x zur Zahl s hinzu,
wobei hinaufgezdhlt wird

ipl(x, p, 8) :=
If p>x
S
ip1(x, NEXT_PRIME(p), s + 1)
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ip2(x,p,s) zihlt analog in die entgegengesetzte Richtung von x nach p
hinunter

ip2(x, p, s) :=
If p<=x
s
ip2(x, prev_prime(p), s-1)

Mit ip(x,d,0,1) wird der echte Wert von 7(z) zwischen den Stiitzstellen
mit der Schrittweite d interpoliert. o wird dabei zum richtigen Ansteuern der
Liste [ verwendet.

ip(x, d, o, 1) :=
If MOD(x, d) < 3d/5
ip1(x, NEXT_PRIME(FLOOR(x, d)d), 1SUB(FLOOR(x, d) - o))
ip2(x, prev_prime((FLOOR(x, d)+1)d), 1SUB(FLOOR(x,d)-o0+1))

Im Folgenden sind die 4 Routinen notiert, die den Wert fiir 7(z) unter Ver-
wendung der entsprechenden Listen zuriickgeben. Diese sind dabei jeweils
nur angedeutet:

pit(x) :=
If x <7
[0, 1, 2, 2, 3, 3]SUBFLOOR(x)
[0, 4, 5, 6, 7, ..., 166, 167, 168, 168]SUB(-FLOOR(x/30)

+ FLOOR(x/15) + FLOOR(x/10) + FLOOR(x/6) - FLOOR(x/5)
- FLOOR(x/3) - FLOOR(x/2) + FLOOR(x))

piht(x) := ip(x, 100, 9, [168, 184, 196, ..., 9584, 9592])
pim(x) := ip(x, 500, 199, [9592, 9632, 9673,..., 78466, 78498])
pizm(x) := ip(x, 10000, 99, [78498, 79251,..., 663965, 664579])

Somit ergibt sich 7(z) fiir alle z < 107 + 9.999 zu

smallpi(x) :=
If x < 1001
pit(x)
If x < 100060
piht (x)
If x < 1000000
pim(x)
pizm(x)
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Da wir im Folgenden eine Methode primepi bendétigen, setzen wir sie der
Einfachheit halber zunéchst mit smallpi gleich:

primepi(x) := smallpi(x)

Bei der kommenden Funktion wird aus Rechenzeitgriinden der alten Imple-
mentierung, wie sie in DERIVE 4 vorgenommen wurde, der Vorzug gegeben.
sel(x,k,a) ermittelt jene Primzahlen, die bei er Berechnung von Py (z,a)
benétigt werden:

sel(x, k, a) := DELETE_ELEMENT (ITERATES (NEXT_PRIME(p_), p_,
ITERATE (NEXT_PRIME(q_), q_, 1, a), MAX(primepi(x~(1/k)-a,0)))

Somit konnen wir P (z, a) mittels

P(x, k, a, s_) :=

Prog
s_ := sel(x, k, a)
If k =2

RETURN -DIM(s_) (DIM(s_)+2a-1)/2 + SUM(primepi(x/t_,t_,s_)
SUM(P(FLOOR(x/u_), k - 1, smallpi(u_) - 1), u_, s_)

berechnen. Hilt man sich an dieser Stelle (3.105) vor Augen, so ist der hintere
Teil der Formel erledigt. Es bleibt im Wesentlichen ,nur“ mehr die Berech-
nung von ®(z, a) zu implementieren. Eine Moglichkeit wurde bereits préisen-
tiert, bzw. eine rudimentére Realisation in DERIVE vorgestellt. Diesmal wol-
len wir aber mehr ins Detail gehen und rechnen nicht bis a = 0 zuriick,
sondern iiberlegen uns, ausgehend von (3.75) folgendes:

(x,a) = ®(z,a—1)—@ (ﬁ’a_1> _

Pa

= @(x,a—Q)—@( ¢ ,a—2>—<1><£,a—1>:
DPa—1 DPa

= q)(x,a—?))—(I)( i ,a—3>—<1>< i ,a—2>
Pa—2 Pa—1

= Oz, k) — Z o <£z— 1). (3.106)

In dem konkreten Fall wird £ = 10 gesetzt, und dafiir ®(z,10) in £10(x)
abgespeichert:
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£10(x) := FLOOR(x/6469693230) - FLOOR(x/3234846615) - ... -
- FLOOR(x/3) - FLOOR(x/2) + FLOOR(x)

Die benétigten Routinen, um diese Programmierung zu automatisieren, sol-
len an dieser Stelle nicht besprochen werden. Die Implementierung von
®(z,a) ergibt sich somit zu

ff(x, a) :=
If x < 10009999 AND a >= smallpi(SQRT(x))
MAX(smallpi(x) + 1 - a, 0)

f10(x) - SUM(ff(x/NTH_PRIME(a_), a_ - 1), a_ , 11, a)

Dabei ist die auftauchende Funktion NTH_PRIME durch
NTH_PRIME(n) := ITERATE(NEXT_PRIME(p_), p_, 1, n)

definiert. Somit kann das endgiiltige Programm, welches die Anzahl der Prim-
zahlen < z nach (3.105) berechnet, wie folgt formuliert werden:

primepi(x) :=
If x < 10009999
smallpi(x)
ff(x, 15) + 14 - SUM(P(x, i_, 15), i_, 2, 10)

Die dabei verwendeten Werte von ¢ = 15 und m = 10 sind willkiirlich
gewihlt, stellen aber in dieser Form alle nétigen Vorraussetzungen sicher.
Mit Hilfe dieses Programmes konnte die Tabelle 3.3 angefertigt werden.

x m(x) Zeit
107 664.579 0.00s
2.107 | 1.270.607 3.34s
5-107 | 3.001.134 7.17s
108 5.761.455 14.7s
2.10% | 11.078.937 | 26.7s
5-10% | 26.355.867 | 61.4s
10 | 50.847.534 | 135.5s
2.10° | 98.222.287 | 280.9s
5-10° | 234.954.223 | 740.4s
10" | 455.052.511 | 1567.3s

Tabelle 3.3: primepi (x) fiir ausgewihlte Werte von 107 < z < 10%°
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Mit entsprechendem Programmier-Aufwand ist es somit selbst in nicht auf
die Zahlentheorie spezialisierten Computeralgebrasystemen wie DERIVE
moglich, die Funktion 7(z) auf einem herkémmlichen PC fiir relativ grofie
Werte von z in verniinftiger Zeit zu berechnen.

Die Tatsache, dass wir diese Funktion auch fiir groflere Werte von z rasch
auswerten konnen, ermdglicht es uns umgehend, die Funktion nth_prime (n)
neu zu implementieren, und somit zu beschleunigen.

Dabei wird so vorgegangen, dass man zunéchst fiir die nte Primzahl gemé&f
(2.108) eine untere Abschitzung n annimmt. Danach wird 7(n) berechnet
(in der Regel gilt: m(n) < n). Davon ausgehend gelangt man iterativ mit
next_prime bis zum gewiinschten n.

Die Implementierung kann demnach folgendermaflen aussehen:

nprime(n, n_, p_) :=

Prog
p_ := FLOOR(n(LN(n) + LN(LN(n)) - 1))
n_ := primepi(p_)

ITERATE(NEXT_PRIME(q_), q_, p_—, n - n_)

Dass das neue Programm zu den gleichen Ergebnissen kommt, wie die
eingebaute Version, ldsst sich leicht mittels mehrerer willkiirlicher Testauf-
rufe verifizieren. Bemerkenswert ist der Gewinn an Zeit, der mit der neuen
Funktion nprime(n) einhergeht.

So bendtigte NTH_PRIME (n) fiir n = 10° etwa 20 Sekunden um zu dem Er-
gebnis
P100.000 = 1.299.709 (3.107)

zu gelangen, verglichen mit etwa 0.3 Sekunden von nprime (n).



Kapitel 4

Primzahlen in arithmetischen
Folgen

4.1 Die erweiterte Riemann’sche Vermutung

Im vorangegangenen Kapitel wurde unter anderem versucht, den Einfluss
der Riemann’schen (-Funktion und ihrer Nullstellen auf die Verteilung der
Primzahlen aufzuzeigen. Dabei stellte sich heraus, dass man - um etwa den
Primzahlsatz zu beweisen - die Lage der komplexwertigen Nullstellen von

() =3 (1.1)

n>1

genau untersuchen muss. Die Riemann’schen Vermutung 3.1.3 sagt aus, dass
jede dieser komplexen Nullstellen von ((s) (im kritischen Streifen) auf der
Mittelgeraden Re(s) = 3 liegt.

Wir wollen uns im Folgenden mit Primzahlen in arithmetischen Folgen
auseinandersetzen, und werden dabei zu Beginn eine Erweiterung der obigen
Aussage iiber die Nullstellen von ((s) kennen lernen, die fiir Fragestellungen
beziiglich der Anzahl von Primzahlen in arithmetischen Folgen von entschei-
dender Bedeutung sein wird.

Doch zunichst miissen einige Begriffe eingefiihrt werden, um diese Vermu-
tung formulieren zu kénnen. Allen voran lernen wir eine spezielle Art von
zahlentheoretischen Funktionen kennen, die sogenannten , Charaktere:

Definition 4.1.1 Es sei k eine natirliche Zahl. Die zahlentheoretische
Funktion x(a) heifit ein Charakter mod k, wenn folgende vier Eigenschaf-
ten erfillt sind:
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1. x(a) = 0 wenn (a. k) # 1
2. x(1) #0

3. x(ab) = x(a)x(b)

4. x(a) = x(b) wenn a = b(k).

Der durch x1(a) =1 fir alle zu k teilerfremden a erklirte Charakter x,1 heifst
Hauptcharakter mod k.

Bemerkung 4.1.2 Fiir x gilt dariberhinaus x : N — C,|x(n)| € {0,1}.
Weiters sei hier noch die Haupteigenschaft der Charaktere angeschrieben,

namlich
™ _Jelk) x=xa
| mod kX(l) B { 0 X 7& X1 (42)

Da wir auch hier keinen Beweis des entsprechenden Satzes bringen konnen,
wollen wir nicht weiter in die Theorie der Charaktere eindringen, und es
vorderhand bei der Definition belassen. Manchmal werden diese Funktionen
auch ,,Dirichlet’sche Charaktere“ genannt.

Vom Aufbau ganz &hnlich zur Riemann’schen (-Funktion sind nun die soge-
nannten ,, Dirichlet’schen L-Reihen, die gewissermaflen das Pendant dazu in
der Theorie der arithmetischen Progressionen bilden. Sie sind folgenderma-
en definiert:

Definition 4.1.3 Sei x(n) ein Dirichlet’scher Charakter, dann heifit die da-
zugehdrige Funktion

L(s,x) = Z X(?) Re(s) > 1 (4.3)

n
n>1

Dirichlet’sche L-Reihe zum Charakter x. Die Reihe ist wegen |x(n)| =1 oder
0 jedenfalls fiir Re(s) = o > 1 konvergent und definiert dort eine analytische
Funktion. Insbesondere fir k =1 gibt es nur den Hauptcharakter, und L(s, x)
geht in ((s) iber.

Die Funktion L(s, x) besitzt wieder unendlich viele Nullstellen im kritischen
Streifen 0 < Re(s) < 1. Somit liegt die Erweiterung von 3.1.3 schon so gut
wie auf der Hand:
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Vermutung 4.1.4 (Erweiterte Riemann’sche Vermutung) Die  un-
endlich wvielen komplexwertigen Nullstellen der Dirichlet’schen L-Reihe
L(s,x) im kritischen Streifen 0 < Re(s) < 1 liegen alle auf der Mittelgera-
den Re(s) = 1.

Ahnlich der urspriinglichen Vermutung 3.1.3 besitzt auch diese erweiterte
Form viele Anwendungen und Folgerungen. Einige sind beispielsweise bei
[BS96] zu finden; wir wenden uns dem groflen Resultat dieses Kapitels zu, in
dessen Zusammenhang auch 4.1.4 benétigt wird.

4.2 Der Satz von Dirichlet

Man betrachtet zunéichst die Verteilung der Primzahlen auf die ¢(n) primen
Restklassen mod n. Beispielsweise teilen sich die ersten 1229 Primzahlen
< 10* wie folgt auf die beiden Restklassen mod 3 auf: 611 sind = 1(3) und
617 Primzahlen sind = 2(3). So gelangt man schliefilich zur

Definition 4.2.1 Seien x eine beliebige Zahl, n und a zwei beliebige natiirli-
che Zahlen, dann versteht man unter m,q(x) die Anzahl der Primzahlen
p <z, fir die p = a(n) gilt.

Ahnliche Untersuchungen wie fiir m3(10*) bzw. m35(10*) kann man auch
fiir groflere Zahlenbereiche, bzw. andere Module vornehmen. DERIVE stellt
diesbeziiglich die eingebaute Routine primepi(x,n,a) zur Verfiigung, welche
die Anzahl der zu a kongruenten Primzahlen < z ausgibt.

|| m31() | ma2(x) || maa(x) | Tas(2)
102 11 13 11 13
103 80 87 80 87
10* 611 617 609 619
10° || 4.784 | 4.807 4.783 | 4.808
106 || 39.321 | 39.266 || 39.175 | 39.322

Tabelle 4.1: 75 (z) versus m3a(x), bzw. my(z) versus mys(x) fiir jeweils
100 < z < 10°.

Wirft man einen Blick auf diese Tabelle, so kann der Eindruck entstehen,
dass eine der beiden Funktionen stets grofier der anderen ist, dass also jeweils
eine der beiden Restklassen mod 3 bzw. 4 stirker besetzt ist als die andere.
Tatséchlich verhilt es sich dabei genauso wie mit der Funktion 7 (z) und dem
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Integrallogarithmus li(z), die sich bekanntlich unendlich oft an der Spitze
abwechseln. Wieder geht das entsprechende Resultat auf Littlewood zuriick,
der gezeigt hat, dass sich die vermeintlichen Ungleichungen 73 () < m32(2)
und 74 ;(2) < ma3(z) unendlich oft umkehren. Fiir den Modul 4 gilt etwa
(vgl. [Rie94)):

\/Elnlnlnx>' (4.4)

Inz

Fuale) = malo) = 2
Man weif§ also, dass z existieren, fiir die

7T473(l') < 7T471(l') (45)

bzw.
7T372(l') < 7T371(l') (46)

gilt. Beim ersten Modul (4) ist ein Beispiel dafiir relativ rasch gefunden.
Zum ersten Mal wird (4.5) fiir © = 26.861 erfiillt. Dabei gilt 74 3(26.861) —
741(26.861) = —1, was wenig spektakuldr erscheint. Bei der sechsten ,Re-
gion“, bei der (4.5) gilt, wird bereits ein Wert von —2.719 erreicht, und die
Ungleichung ist fiir immerhin mehr als 410 Millionen aufeinanderfolgender
Werte von x erfiillt: 18.54 - 10? — 18.95 - 10°. Der Grund fiir diese ungefiihre
Angabe der Grenzen ist unter anderem auch, dass die genaue Lage noch nicht
bekannt ist. In den Abbildungen 4.1 und 4.2 ist die Funktion 7y 3(x) — 741 (2)
aufgezeichnet, um einen kleinen Eindruck zu gewinnen, wie deren Verlauf
aussieht.

— T T T
13000 100000 1000000

Abbildung 4.1: 7y 3(x) — 741 (x) fiir 10* < z < 106,
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Abbildung 4.2: 7y 3(x) — 741 (x) fiir 12-10° < z < 12.7 - 106.

Fiir diesbeziigliche weitere Informationen sehe man in [Rie94|, [BH78b] bzw.
[BH78a] nach.

Vor gut 200 Jahren formulierte Legendre eine Vermutung die Anzahl der
Primzahlen in den einzelnen Restklassen betreffen. Sie konnte 1837 erstmals
bewiesen werden - die Rede ist vom beriihmten Dirichlet’schen Primzahlsatz:

Satz 4.2.2 (Dirichlet’scher Primzahlsatz) Sei n eine beliebige natiirli-
che Zahl, und sei a mit (a,n) = 1 ebenfalls beliebig, dann gibt es unendlich
viele Primzahlen p mit p = a(n).

Dass die Forderung (a,n) = 1 nicht weggelassen werden kann ist klar, da
ansonsten jede Zahl in der Folge a,a + n,a + 2n,... durch den ggT(a,n)
teilbar, also maximal 1 Primzahl in der Folge enthalten wére.

Wir konnen auch diesen Satz nicht in dieser allgemeinen Form beweisen,
jedoch werden wir zum Abschluss dieses Abschnittes 2 Sonderfille zeigen.
Wenn die Primzahlen gleichverteilt mod n sind, dann sollte die Summe der
Primzahlen in einer Kongruenzklasse etwa gleich der entsprechenden Summe
der Primzahlen geteilt durch ¢(n), der Anzahl der méglichen Restklassen,
sein. Das heifit also, 7, (), die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich z,
die kongruent a modulo n sind, sollte ungefahr ﬁ sein. Der erste, der das
beweisen konnte, war de la Vallée Poussin im Jahre 1896. Wir formulieren
hier eine moderne Version dieses Resultates mit der besten zur Zeit bekannten

Fehlerabschdtzung
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Satz 4.2.3 (Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen) Ses
Mz) := (Inz)**(Inlnz) ">, Fir jedes n gibt es ein positives ¢, sodass fiir
(a,n)=1 gilt

T

_ 1 : —cA(x)
Tna(T) = li(x) + O(ze ) PO

¢(n)

Ganz in Analogie zur Riemann’schen Vermutung, die man ja auch als

(4.7)

7(z) = li(z) + O(z/***) Ve >0 (4.8)

schreiben kann, kénnen wir auch beziiglich der Funktion , ,(x) die folgende
Aussage formulieren:

Vermutung 4.2.4 (Erweiterte Riemann’sche Vermutung) Seien n
und a zwei relativ prime natirliche Zahlen, dann gilt fir jedes € > 0

Tp.alX :M z/te
na(®) = 20y O, (4.9)

Auch zum Resultat (3.36) von Koch existiert ein Analogon, und zwar wurde
etwa 30 Jahre nach Koch von E. Titchmarsh folgender Satz bewiesen:

Satz 4.2.5 (Titchmarsh) Unter Annahme der Erweiterten Riemann’schen
Vermutung gilt fir (a,n) =1,a,n € N*:

li(z)

.ZEI/Q nwr nnj). .
o O ) (4.10)

Tna(x) =

Man weif3 also dank Dirichlet und seinem Satz 4.2.2, dass es in jeder arith-
metischen Folge kn + a mit (a,n) = 1 unendlich viele Primzahlen gibt, und
man vermutet auch, dass die Primzahlen insgesamt gleichméfig auf die ¢(n)
Restklassen mod n verteilt sind.

4.2.1 Konkrete Beispiele des Satzes

Wie bereits angekiindigt, wenden wir uns nunmehr 2 konkreten Beispie-
len von arithmetischen Folgen zu, und werden beweisen, dass sie jeweils
unendlich viele Primzahlen beinhalten; wir werden zeigen, dass die beiden
Restklassen mod 4, die der Zusatzbedingung des Dirichlet’schen Primzahl-
satzes 4.2.2: (a,4) = 1 geniigen, unendlich viele Primzahlen enthalten.

Wenden wir uns zunéichst dem einfacheren Fall zu. Beginnend mit der Folge
4k 4 3 zeigen wir den dem Satz 4.2.2 entsprechenden
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Satz 4.2.6 Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4k + 3 (k =
0,1,...), d.h. in der Menge der Zahlen {3,7,11,15,19,...} gibt es unendlich
viele Primzahlen.

Beweis:  Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen dieser Gestalt,
und bezeichnen wir sie mit py,...,ps. Dann bilde man N := p?---p? + 2;
nach Voraussetzung gilt p; = 4k; + 3 fiir ein gewisses k; € N (i=1,..., ),
also

pr = (4k; +3)% = 16k} + 24k; + 9 = 4k + 1 (4.11)

fiir ein k. Daher (4k + 3)(4l + 3) = 4m + 1 fiir ein m € N. Somit hat
N =pi---p>+2die Form (4n+1) +2 =4n + 3.

Sei N = ¢ - - - ¢, die Primfaktorzerlegung von N € N (N > 1). Nicht alle ¢;
sind von der Form 4k + 1 (da sonst auch N von dieser Form ist). Daher gibt
es ein ¢;, 1 < j < r, von der Form ¢; = 4k + 3 (Division mit Rest liefert:
0<a<4, alsoqgj =4-k+a. Aber 4k + 0 und 4k + 2 sind keine Primzahlen.
4k + 1 ist schon ausgenommen. 2 tritt nicht als Faktor auf, da N = 4k + 3
ungerade ist).

Es folgt: ¢; = p; fiir ein i (1 <1 < s) wobei ¢; | N und ¢; = p; | pi---p? =

S

qj | N —p}---p?---p? =2, also ¢; <2 - Widerspruch (¢; =4k +3 >3) O

Das zweite Beispiel, die arithmetische Folge 4k + 1, ist etwas schwieriger zu
untersuchen. Wir bendtigen in dem nun folgenden Beweis einen nicht ganz
trivialen Satz iiber das Legendre-Symbol, ndmlich den Ersten Ergénzungssatz
zum quadratischen Reziprozitéitsgesetz (siehe Satz 1.1.8). Damit folgt jedoch
der Beweis des entsprechenden Satzes unmittelbar:

Satz 4.2.7 Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4k + 1 (k € N*).

Beweis: Angenommen es gibt nur endlich viele dieser Form und bezeichnen
wir sie mit py,...,p,. Sei N := (2py -+ p,)? + 1, dann gilt: N = 2m + 1, also
ungerade, d.h. 2t N.

Wegen N > 1 gibt es eine Primzahl p mit p | N; d.h. N = 0(p). Also:
(2p1 -+ -pn)? = —1(p). D.h. —1 ist quadratischer Rest mod p. Nach der Defi-

nition des Legendre-Symbols entspricht dies also (’71) = 1. Nach dem Ersten
Ergénzungssatz 1.1.8 folgt nun unmittelbar
-1 - -1
1= (—) :(—1)])2_1<:>p—2 =2k (keN ) p—1=4k, (4.12)
p
also p = 4k + 1. Nach unserer Annahme folgt: p = p; fiir ein 1 < i < n.
Daher gilt p | (2p1 -+ pn)?; wegen p | N folgt: p | N — (2p1-+-pn)? = 1, also
p < 1 - Widerspruch! 0
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Uber diese beiden Beispiele hinaus gibt es noch zahlreiche weitere Spezialfiille
von 4.2.2, die man mitunter mit sehr dhnlichen Argumentationen beweisen
kann. Wir begniigen uns damit und werfen noch einen ganz kurzen Blick auf
eine etwas skurrile Variante eines uns schon sehr gut bekannten Satzes.

4.2.2 Das Bertrand’sche Postulat fiir arithmetische
Progressionen

Unter dem (herkémmlichen) Bertrand’schen Postulat versteht man den Satz,

dass im Intervall (n, 2n] mindestens eine Primzahl existiert (siehe 2.3.1). Wir

haben diese Aussage in Kapitel 2.3.1 nach [AZ01] bewiesen, wo wiederum der

Beweis aus der ersten Publikation von Paul Erdés entnommen wurde. Auch

in dem diesem Abschnitt zugrunde liegenden Artikel von Moree [Mor93|
wird auf die Arbeit dieses auflergewchnlichen Mathematikers aufgebaut.

Wie schon so oft, kann auf einen Beweis nicht ndher eingegangen werden.
Um den Satz formulieren zu kénnen, miissen zunichst noch einige Begriffe
definiert werden.

Definition 4.2.8 Sei d eine natiirliche Zahl > 2, und seien py, pa, . .., py die
Primzahlen kleiner als d, die d nicht teilen. Dann definiert man

1
o(d) := Z - (4.13)
Davon unabhdngig sei weiters

a(d) = d[ ] p7. (4.14)

pld

Erdés hat nun gezeigt, dass

Satz 4.2.9 (Erdés) Seio(d) <1 und z > m, dann liegt in jeder

primitiven Restklasse mod d wenigstens eine Primzahl im Intervall (x, zz]
fiir jedes hinreichend grofie x.

In [Mor93] findet sich weiters der etwas technisch anmutende Satz:

Satz 4.2.10 Sei o(d) < 1 und z > m(: Zmin), dann gibt es fir
jedes m > 1 eine reelle Zahl y,,, mit

1 ym>d
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2. ym (z = 1—o0(d)z — 75) Ina(d) > 2.152\/d(zy, + 1) + (7(d) + 1 +
m) In(d(zy, +1)).

Dariiber hinaus gilt fir jedes x > xp, = (ym + 1)d, dass das Intervall (x, zz)
mindestens m Primzahlen fir jede primitive Kongruenzklasse mod d enthdlt.

Es wird also bewiesen, dass jedes Intervall der Form (z, zx) mindestens m
Primzahlen = a(d) enthilt, solange z, a und d gewisse Eigenschaften erfiillen.

4.3 Arithmetische Primzahlfolgen

Zum Abschluss des Kapitels sollen noch arithmetische Folgen untersucht
werden, die nur aus aufeinanderfolgenden Primzahlen bestehen. Sie werden in
dieser Arbeit der Einfachheit halber ,arithmetische Primzahlfolgen* genannt.

Es handelt sich dabei um Folgen der Form kd + p,k = 0,1,..., wobei
jedes Element dieser Folge eine Primzahl ist, und die dazwischen liegenden
Zahlen alle zusammengesetzt sind. Ein Beispiel fiir eine solche arithmetische
Primzahlfolge ist etwa p = 121.174.811 und d = 30,k = 0, 1, 2, 3, 4.

A. Schinzel und W. Sierpinski duflerten die Vermutung, dass es beliebig viele
aufeinanderfolgende Primzahlen in arithmetischen Progressionen gibt, dass
es also zu jedem n € N* eine Folge von Primzahlen pq,ps,...,p, gibt, mit
pi — pi-1 = d, und fiir alle p; ;1 < ¢ < p; gilt ¢ ¢ P. Eine grofy angelegte
Suche mittels Computer war die Folge dieser Vermutung, und fiir einige n
hat man auch bereits Beispiele gefunden, wenngleich man wie so oft von
einem allgemeinen Beweis der Vermutung weit entfernt ist.

Grosswald stellte eine schirfere Vermutung in Anlehnung an Hardy und
Littlewood beziiglich einer asymptotischen Schétzung der Anzahl der arith-
metischen Primzahlfolgen der Linge m auf, wo jeder Term < z ist (siehe
[Gro82]). Aufler in dem Fall, dass m der erste Term der Folge ist, muss eine
arithmetische Primzahlfolge der Linge m eine konstante Differenz zwischen
ihren Folgegliedern besitzen, die ein Vielfaches von [[(m), dem Produkt
aller Primzahlen p < m, ist.

Pritchard wiederum verallgemeinerte die Formel von Grosswald auf arith-
metische Primzahlfolgen der Linge m mit einer Differenz, die durch [[(n)
geteilt wird (m < n). Somit wird im Folgenden die gemeinsame Differenz d
in der arithmetischen Primzahlfolge als f - [[(n), mit n € P und maximal,
dargestellt.
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In Tabelle 4.2 sind einige Beispiele von arithmetischen Primzahlfolgen auf-
gelistet, die wenigstens aus 20 Gliedern bestehen.

L p f n || L p f n
20 | 68.469.367.129 | 4.926 | 19 || 20 | 3.313.355.036.261 | 10.878 | 19
20 | 109.405.841.773 |29.684 | 19 || 20 | 3.362.427.181.159 | 5.956 | 19
20 | 214.861.583.621 | 1.943 | 19 || 20 | 3.774.669.829.057 | 3.205 | 19
20 | 474.054.896.773 | 6.321 | 19 [ 20 | 4.251.333.799.021 | 7.833 | 19
20 | 803.467.381.001 9 |23 20 4.252.782.701.327 | 2.470 | 19
20 | 882.050.255.881 | 10.525 | 19 || 21 | 2.930.617.401.661 | 29.465 | 19
20 | 1.140.997.291.211 | 788 |19 || 21 | 5.749.146.449.311 | 2.681 | 19
20 | 1.361.328.929.537 | 19.511 | 19 || 21 | 14.676.404.481.107 | 345 |29
20 | 2.364.458.499.701 | 11.583 | 19 || 21 | 11.410.337.850.553 | 20.660 | 23
20 | 2.750.642.120.531 | 4.663 | 19 || 21 | 28.383.220.937.263 | 8.343 | 23
20 | 2.773.814.832.407 | 155 | 19

Tabelle 4.2: Einige arithmetische Primzahlfolgen der Form p + f[[(n) der
Lange L > 20.

Wie bei den Primzahlen, gibt es auch bei der Linge der Primzahlfolgen mit
konstantem Abstand ein , Grolenwettrennen®. Derzeit liegt der Rekord bei
n =22 (vgl. [PMT95]) aus dem Jahr 1993 mit

11.410.337.850.553 + 4.609.098.694.200%

k=0,1,...

Fiir weitere Informationen siehe [LP67], [DN97], bzw. [Guy98].

21,

(4.15)




Kapitel 5

Primzahlkonstellationen

Wir haben in den bisherigen Kapiteln schon des oOfteren festgestellt, wie
wenig Ergebnisse auf dem Gebiet der Primzahlverteilung im Allgemeinen
und der Anzahlséitze im Speziellen als gesichert, also bewiesen, anzusehen
sind. Am Beispiel des Primzahlsatzes 3.2.1 etwa zeigt sich weiters, dass die
wenigen Beweise oft sehr umfangreich und kompliziert sind, sodass sie in
kurzer Form meist nicht verniinftig beschrieben werden kénnen.

Am Ende dieser Arbeit soll auf ein ebenso faszinierendes wie spekulatives Ge-
biet der Primzahltheorie eingegangen werden. Auch wenn der Begriff der Ver-
mutung schon in den vorangegangenen Kapiteln allgegenwértig ist, féllt doch
auf, dass beziiglich der Primzahlkonstellationen die Beweise noch diinner
gesit sind.

5.1 Einfiihrung

Der eingangs bereits erwidhnte Primzahlsatz 3.2.1 sagt aus, dass die mittlere
Dichte von Primzahlen im Bereich von z etwa ﬁ betrdgt. Das bedeutet,
falls wir in einem Intervall der Linge Az rund um x (Az klein beziiglich
x) eine Zahl ¢ wihlen, dann wird die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ prim ist,
gegen ﬁ streben fiir z — oo. Dieser Umstand deutet darauf hin, dass die
Primzahlen immer seltener werden, je grofler x wird - eine Beobachtung, die
bereits zu Beginn unserer Untersuchungen im Zusammenhang mit dem Satz

von Euklid 2.1.2 gemacht wurde.
Dies bedeutet jedoch auch, dass die Abstédnde zwischen aufeinanderfolgen-

den Primzahlen p,,; — p, im Mittel immer grofler werden. Wie passt es
jedoch dazu, dass man, soweit Primzahltabellen existieren, immer wieder auf
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aufeinanderfolgende Primzahlen st68t, fiir die p,, .1 — p, = 2 gilt? Man nennt
solche Paare von Primzahlen p,p 4+ 2 auch ,,Primzahlzwillinge®, womit wir
ein erstes Beispiel fiir eine Primzahlkonstellation kennen. (Eigentlich ist das
nicht ganz richtig, denn es wurden bereits in Abschnitt 4.3 iiber arithmeti-
sche Primzahlfolgen Konstellationen der Form p, p+d, . .., p+kd vorgestellt.)

Wie schon so oft, stellen wir uns auch hier gleich die Frage, ob das stéandige
Finden eines weiteren Beispiels fiir Primzahlzwillinge etwa darin begriindet
ist, dass es unendlich viele gibt. Und wie sieht es etwa mit einer Formel aus,
die es ermoglicht, die Anzahl der Primzahlzwillinge unter einer gegebenen
Grofle asymptotisch zu bestimmen?

Wir wollen uns dieser Frage zunéchst wieder heuristisch ndhern. Der junge
Gauss hat seinerzeit vermutet, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine
beliebige Zahl in der Nédhe von z prim ist, etwa 1/Inz ist. Somit gelangte er
zu der Vermutung, dass

Todt
o Int’
Was wire, wenn wir 2 Primzahlen in der Umgebung von x wihlen? Betrachtet
man deren Primalitit zundchst wieder als voneinander unabhéngige Ereig-
nisse, sollte die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide Zahlen prim sind, etwa
1/1n” z betragen. Fiihrt man die Funktion 7y (x) wie folgt

(5.1)

m(x) &

72(2) = |{p < alp,p+ 2 € P} (5.2)
ein, dann gelangt man zu der Vermutung

()~ [t (5.3)

2 ln2t

Es wurde bei diesen Uberlegungen jedoch mit der Annahme, die Primalitit
der einzelnen Zahlen sei voneinander unabhéngig, ein Fehler begangen. Unter
der Voraussetzung, dass p ungerade ist, hat p + 2 die doppelte Wahrschein-
lichkeit, dass 2 1 p+ 2 gilt, im Vergleich zu einer willkiirlichen Wahl von p+ 2.
Zufillige ungerade Zahlen haben somit die doppelte Wahrscheinlichkeit prim
zu sein, wie beliebige Zahlen, die nicht von vornherein ungerade sein miissen.

Es wird daher notwendig werden, noch verschiedene Korrekturterme in Be-
tracht zu ziehen, sodass man auf eine Schitzung der Form

T

L (5.4)

2 ln2t

7T2(fl?) ~C
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gelangt, wobei C' zunéchst eine beliebige reelle Zahl sein soll. Im Folgenden
werden diese Konstanten noch genauer untersucht. Vorher fiihren wir jedoch
einen wichtigen Begriff in der Analyse der Konstellationen von Primzahlen
ein.

5.1.1 Zulissige Konstellationen

Es scheint nicht sinnvoll zu sein, jede beliebige Konstellation von Zahlen zu
untersuchen. So kann sich etwa fiir die Konstellation [t,¢ 4+ 1] nur die eine
Losung t = 2 finden, was eine weitere Untersuchung iiberfliissig macht. Eben-
so existiert fiir die Konstellation [t, ¢+ 2,¢ + 4] nur eine einzige Losung. Wie
aber kann man ,,sinnvolle“ Konstellationen erkennen? Dazu fiihrt man den
Begriff der sogenannten ,,zuléssigen* Konstellation ein, und versteht darunter

Definition 5.1.1 (Zuléssige Konstellation) Eine beliebige Konstellation
von natirlichen Zahlen der Bauart

t+ay,t+as,....t+aq (5.5)

wird als zuldssig bezeichnet, wenn durch keine Teilbarkeitsbeziehungen ver-
hindert wird, dass sie zur Gdinze aus Primzahlen bestehen kann.

Diese etwas theoretische Definition soll anhand eines Beispiels niher erldautert
werden. Die oben betrachtete Konstellation [¢,t + 2, ¢+ 4] ist in der ,neuen®
Schreibweise gleich [t + 1,¢ + 3,¢ + 5], und ist nicht zuldssig, weil je drei
aufeinanderfolgende gerade oder ungerade Zahlen genau ein Vielfaches von
3 enthalten. Daran #ndert auch nichts, dass die drei Primzahlen 3,5,7
durchaus ein Beispiel einer obigen Konstellation bilden. Es sind nur Konstel-
lationen interessant, bei denen es mehrere verschiedene Beispiele gibt. Dies
ist hier nicht der Fall.

Um festzustellen, ob eine gegebene Konstellation zuléissig ist oder nicht, gibt
es eine im Prinzip einfache, wenngleich in der Praxis oft sehr arbeitsintensive
(fiir groBles [), Strategie. Man versucht das Intervall von [aj,q; mit den
Primzahlen 2,3, 5, ... so zu sieben, dass die Zahlen a; der zu untersuchenden
Konstellation nicht getroffen werden. Wenn das fiir alle Primzahlen p < [
gelingt, dann handelt es sich um eine zulissige Konstellation im Sinne der
obigen Definition, ansonsten ist sie nicht zuléssig.

Die Vorgehensweise erinnert ein bisschen an das klassische Sieb des Era-
thosthenes, jedoch sind in diesem Fall alle Startwerte fiir das erste Vielfache
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der Primzahlen zugelassen. Untersuchen wir beispielsweise die Konstellation
t+1,t+7,t+11,¢ 4+ 13,1+ 17, ¢t +19,¢ 4 23, + 29. (5.6)

Da sédmtliche a; die gleiche Paritdt aufweisen, brauchen wir die Primzahl
2 nicht zu betrachten, solange wir nur das ¢ gerade wahlen. Es gibt drei
verschiedene Wege, das Intervall [1,29] mit der Primzahl 3 zu sieben:

1,4,7,10,13,16, 19, 22, 25, 28
2,5,8,11,14, 17,20, 23, 26, 29
3,6,9,12,15, 18,21, 24, 27.

In der letzten Zeile taucht kein a; fiir 1 < < 8 auf. Das bedeutet also, dass,
wenn wir ¢ = 0(3) wihlen, soweit noch alles in Ordnung ist. Auch fiir die
Primzahl p = 5 bleibt genau eine Moglichkeit iiber, in der kein a; vorkommt:

5,10, 15, 20, 25.

Bisher wissen wir also, dass wir ¢ = 0(30) wéhlen miissen, um mit keiner der
ersten 3 Primzahlen zu kollidieren. Fiir die Primzahl 7 ergeben sich folgende
sieben Siebe:

1,8,15,22,29  2,9,16,23  3,10,17,24  4,11,18,25
5,12,19,26  6,13,20,27  7,14,21,28

Jede dieser sieben Mdglichkeiten enthélt zumindest ein a;, sodass die Kon-
stellation (5.6) als unmittelbare Folgerung dieser Tatsache nicht zul&ssig ist.

Dieser Umstand kann auch algebraisch so ausgedriickt werden, dass die a;
der Konstellation sdmtliche sieben Restklassen modulo 7 représentieren:

7=0,1=1,23=2,17=3,11=4,19 = 5,13 = 6(7). (5.7)

Somit liegt praktisch bereits eine einfachere Beschreibung der Vorgangsweise
auf der Hand, um {iiber die Zulissigkeit einer Konstellation zu entscheiden.
Alles was zu tun ist, ist zunéchst einen (beliebigen) Wert fiir ¢ zu fixieren,
und danach sdmtliche ¢ + a; mod p fiir alle a; der Konstellation zu berech-
nen. Bleibt dabei zumindest eine Restklasse mod p frei, und zwar fiir jedes
p <[, dann und nur dann ist die Konstellation zuléssig. Der Grund, warum
nur Primzahlen < [, also der Linge der Konstellation, betrachtet werden
miissen, ist klar: es ist unmoglich, mit [ Elementen mehr als / verschiedene
Restklassen zu besetzen.

Somit wollen wir nochmals fiir (5.6) die Untersuchung nach dem neuen Al-
gorithmus durchfithren und gelangen zum Ergebnis:
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Belegte Restklassen mod 2 1
mod 3 1,2
mod 5 1,2,3.4
mod 7 0,1,2,3,4,5,6

Da alle sieben Restklassen mod 7 belegt sind, folgt wiederum, dass die
Konstellation nicht zuléssig ist.

Nunmehr wenden wir uns wieder den Konstanten ,C* aus (5.4) zu.

5.1.2 Die Hardy-Littlewood’schen Konstanten

Bis jetzt konnen wir also bei einer gegebenen Konstellation entscheiden, ob
sich eine nihere Betrachtung lohnt, oder ob es aus bestimmten Griinden
unmoglich ist, dass jedes Element davon eine Primzahl ist.

Wir wollen noch kurz bei den eben betrachteten Restklassen bleiben. Offen-
sichtlich reprisentiert jede freigebliebene Restklasse mod p eine Mé&glichkeit,
mit Vielfachen von p zu sieben. Betrachtet man beispielsweise die Quadrupel
(t,t +2,t+ 6,t + 8), so stellt sich heraus, dass fiir die Primzahlen 2 und
3 jeweils nur eine Restklasse (= 1(2),= 2(3)) frei bleibt. Dies reduziert
insgesamt die Moglichkeiten fiir ¢t auf eine von 6 Restklassen. Wahlt man
aber ¢ = 5(6), dann erhéht das die Wahrscheinlichkeit, dass alle 4 Zahlen

€ P sind, um den Faktor (% . %)4 = 81 (im Vergleich zur zufilligen Wahl
81

aller 4 Zahlen). Somit liefert dies insgesamt einen Faktor von %
Wie aber kommt man auf solche Werte? Nun, die Wahrscheinlichkeit, dass
eine beliebige natiirliche Zahl n € N prim ist, wurde ganz zu Beginn von

Kapitel 2 mit

wner) = [ (1- 1) (5.8)

peEP,p<\/n P

angegeben. Jede Primzahl steuert also einen Faktor ’%1 zum Produkt bei.
Wiéhlt man die Zahl n willkiirlich, dann muss das gesamte Produkt betrachtet
werden. Wird jedoch jene Restklasse ausgewéhlt, die von den 6 Moglichkeiten
mod 2 und 3 iibrigbleibt, so kann die Zahl n nicht durch zwei oder drei geteilt
werden. Die Wahrscheinlichkeit (5.8) ist also gewissermafien durch

1 23 1
Wmep) = ] =15 11 )69
peEP,5<p<\/n pEP p<\/n
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zu ersetzen. Das erkldrt auch die beiden obigen Faktoren. Allgemein muss
also der Beitrag 1%1 jener Primzahl p, von der feststeht, dass sie als Teiler
nicht in Frage kommt, mit :r% sozusagen ,neutralisiert“ werden. Wenn man
dann noch bedenkt, dass diese Betrachtungen fiir jede einzelne Zahl gelten,
gelangt man schliefllich zu dem gewiinschten Wert von 81.

Bleibt die Frage zu kldren, warum man bei 3 aufhéren kann, die Anzahl
der freien Restklassen zu bestimmen, bzw. den Wert der urspriinglichen
Wahrscheinlichkeit zu korrigieren. Auch dies soll allgemein iiberlegt werden.

Es ist klar, dass man fiir die Primzahl p > a;, wobei a; wie iiblich das grofite
Element in der zu untersuchenden Konstellation darstellt, mit genau p — [
freien Restklassen rechnen kann, sodass eine Untersuchung der ersten m(q;)
Primzahlen ausreichend ist. Eigentlich kann man sich sogar auf jene Prim-
zahlen beschrinken, fiir die p < a;—ay gilt, wie folgende Uberlegungen zeigen:

Fiir die Primzahl p > [ bleiben mindestens p — [ Restklassen frei, da es fiir
p > | mehr als | Restklassen gibt. Somit konnen hochstens [ verschiedene
Restklassen belegt werden. Es wire jedoch moglich, dass zwei verschiedene
Elemente a; und a; in einer Restklasse landen, dass also mehr als p —
Restklassen frei bleiben. Das wiirde bedeuten

a; =aj(p) =pla —a;=p<a —aj. (5.10)

Daraus ist ersichtlich, dass die Primzahlen bis zum Maximum der Differen-
zen der a; gesondert untersucht werden miissen. Benotigt man die ersten [
Primzahlen zur Bestimmung der Zuléssigkeit einer Konstellation, so muss
man bei der Bestimmung der Konstanten C' die Primzahlen

p < max a; — min a; (5.11)
i=1,...,0 7=1,...,1

in Betracht ziehen. Auch wenn nicht explizit gefordert, so ist es doch aus
Griinden der Eindeutigkeit der Darstellung von Konstellationen sinnvoll,
a; < a; fiir i < j zu verlangen, sodass sich (5.11) schliellich als p < a; — a4
schreiben lédsst. (5.11) wird spéter in den Implementierungen in DERIVE
verwendet, um unnotigen Rechnungen aus dem Weg zu gehen.

Es ist also klar, dass fiir jede Primzahl p > 8 — 0 = 8 je p — 4 Mdoglichkeiten
existieren, ¢t zu wahlen, ohne dass t,t+42,t+6,t+8 Vielfache von p sind. Dem
gegeniiber stehen je p—1 Moglichkeiten, wenn die ¢’s unabhéngig voneinander
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gewihlt werden. Fiir diese p ergibt sich somit ein Faktor von

<1 - %) (1 B %) - %- (5.12)

Es stellt sich jedoch heraus, dass fiir p = 5 und p = 7 bereits p—4 Restklassen
iibrigbleiben, sodass die oben angefiihrten Korrekturen fiir p = 2 und p = 3
ausreichen. So gelangt man zu der Formel, die aus einer Vermutung von
Hardy und Littlewood (siehe [HL22]) hervorgeht, und z.B. fiir den Fall von
(t,t+2,t+ 6,t + 8) folgendermaflen aussieht:

27 1 Pi(p—4) /m dx
Pm ) +27 +67 +8 L — ~
(pp p p ) QH(p_1)4 ) 11141‘
p>5
d
~ 4.151180864/ iy (5.13)
9 In"x

Dabei sei noch angemerkt, dass die Produkte iiber die involvierten Primzah-
len zu nehmen sind. Das Symbol ,,< “ soll andeuten, dass es sich dabei nur
um vermutete Beziehungen handelt, jedoch nichts bewiesen werden konnte.
P,(...) bezeichnet die Anzahl der Konstellationen, deren kleinstes Mitglied
< x ist. Diese Ndherungen sind natiirlich fiir # — oo zu betrachten.

Das Endresultat unserer Untersuchungen der Restklassen sind also jetzt Kon-
stanten wie eben z.B. 4.151180864, die sogenannten , Hardy-Littlewood’schen
Konstanten®.

Um sich mit diesem Begriff noch etwas auseinanderzusetzen, soll zum Ab-
schluss folgende Konstellation betrachtet werden:

t4+11,¢+ 13,4+ 17, ¢+ 19,1 + 23,4 + 29, ¢ + 31,
t4 37t +41,¢+43,t + 47,1 + 53,1 + 57, t + 61, + 67. (5.14)

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass dies eine zuléssige Konstellation im Sin-
ne der obigen Definition ist, und suchen die Darstellung nach Hardy und
Littlewood. Da fiir ¢ = 0 alle Elemente € P sind, sind die ersten Primzahlen
2,3,5,7 offensichtlich nicht relevant. Die Konstellation besteht aus 15 Ele-
menten, sodass fiir alle hinreichend grofien Primzahlen p zumindest p — 15
Restklassen frei bleiben.

Die Primzahlen ab 11 muss man gesondert untersuchen, und es stellt sich
heraus, dass im Fall p = 11 die Restklasse = 5(11) frei bleibt (nach wie vor
gilt t = 0), sowie die Restklasse = 12(13). Fiir p = 17 bleiben insgesamt 4
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Restklassen iiber, fiir p = 19 sind es 6 und fiir p = 23 gibt es 9. Schliefllich:
fiir alle p > 29 bleiben p — 15 Restklassen frei.

Um jetzt die Konstanten zu berechnen, miissen die eben erhaltenen Infor-

mationen iiber die Restklassen verwendet werden. Somit gelangt man zu

folgender Formel fiir die Anzahl der Konstellationen vom Typ (5.14):
P(t+11,t+13,t+17,...,t +61,t +67) £

214 314 514 714 1114 1314 4 . 1714 6 - 1914 9. 2314
1157215 415 615 1015 1215 1615 1815 2215

Hp14(p—15) /‘” dv
(p—11B %z

p>29

g
~ 187823.7/ 1878237 — (5.15)
2

In" 2z In™zx

Zu dieser Formel sei noch gesagt, dass trotz der Tatsache, dass man die Prim-
zahlen nicht alle explizit kennt, die Konstanten dennoch in jeder beliebigen
Genauigkeit berechnet werden kénnen! Dies héngt damit zusammen, dass
(3.2) so umgeformt werden kann, dass jede dieser Konstanten als konvergen-
te Reihe bekannter Funktionen darstellbar ist.

5.1.3 Zwei sich widersprechende Vermutungen

Formeln wie (5.13) und (5.15) sind allesamt Spezialfille der folgenden, grofien
Vermutung:

Vermutung 5.1.2 (Prime k-Tupel Vermutung) Jede zulissige Kon-
stellation tritt unendlich oft als reine Primzahlkonstellation auf, und asym-
ptotisch ist die Anzahl der Konstellationen < x gegeben durch

9 (mﬁ) , (5.16)

wobet k gleich der Linge der Konstellation ist.

Diese Aussage ist, wie der Name schon andeutet, noch unbewiesen. Selbst
der einfachste Fall, jener der Primzahlzwillinge, ist ungelost! Aber samtliche
numerische Untersuchungen stiitzen 5.1.2 bis zum heutigen Tag.

Zur zweiten Vermutung: Der Primzahlsatz besagt, dass die Primzahlen im-
mer weniger dicht liegen, je hoher man in der Zahlenfolge nach oben geht.
Diese Tatsache hat Hardy und Littlewood bewogen, eine weitere Hypothese
aufzustellen, die
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Vermutung 5.1.3 (2. Hardy-Littlewood-Vermutung) In keinem In-
tervall [x + 1,2 + y| der Linge y gibt es mehr Primzahlen, als im Intervall
[1,y]. D.h.

m(r+y) —n(z) < 7(y) Vi, y. (5.17)

Mit anderen Worten: nirgends sind die Primzahlen so dicht, wie am Anfang
der Zahlenreihe. Auf den ersten Blick scheint diese Vermutung relativ plausi-
bel zu sein. Jedoch 1974 konnten Douglas Hensley und Ian Richards [Ric74]
nachweisen, dass bestimmte zuldssige Konstellationen existieren, die dich-
ter liegen als die Primzahlen zu Beginn der Zahlenreihe. Sie konnten unter
Voraussetzung von 5.1.2 zeigen, dass es ein y geben muss, sodass

7(y + 20.000) — 7(y) > 7(20.000) (5.18)

gilt. Das wiirde freilich der zweiten Vermutung komplett widersprechen, so-
dass nur eine der beiden Vermutungen richtig sein kann (siehe auch [Veh79]).
Heute geht man allgemein davon aus, dass die erste Vermutung (,,Prime k-
Tupel Vermutung“) richtig ist, und dass sich die zweite Hardy-Littlewood
Vermutung als falsch herausstellen wird, jedoch ist ein Beweis in diese Rich-
tung noch offen.

5.2 Primzahlzwillinge

5.2.1 Einfithrende Bemerkungen

Eines der bekanntesten Beispiele solcher Konstellationen und gleichzeitig
das einfachste bilden sicherlich die sogenannten ,,Primzahlzwillinge“, denen
der gesamte folgende Abschnitt gewidmet ist. Es sind dies Primzahlpaare
der Form (p,p + 2). Nach Hardy & Littlewood existieren unendlich viele
davon (siehe [HL22], Theorem X1).

In der Tat ist es nicht besonders schwierig, Zahlenbeispiele von Zwillingen
anzugeben:

(3,5), (5,7), (11,13), ..., (197, 199), (227, 229), (239, 241), . . .,
(1.091,1.093), (1.151,1.153), (1.229, 1.231), . .. (5.19)

Auch wenn man ad hoc wohl nur die ersten drei Vertreter nennen wird,
so sind doch alle Dreiergruppen interessant. Jede Gruppe besteht aus drei
aufeinanderfolgenden Primzahlzwillingen. Anhand dieses Beispiels kann man
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abermals erkennen, dass die Primzahlzwillinge immer weiter auseinanderzu-
liegen scheinen. Dennoch soll es unendlich viele geben. . .

Wir wollen noch einmal auf die Funktion mo(z) zuriickkommen, und eine
Darstellung der Form (5.4) anstreben. Die Hardy-Littlewood’sche Konstante
C'in (5.4) kann mittlerweile bestimmt werden.

Nach den Uberlegungen beim Studium dieser Konstanten folgt, dass man sich
bei der Bestimmung von C' auf die Primzahl 2 konzentrieren kann. Wegen
3 > as—ay; = 2 bleiben ab p = 3 genau p—2 Restklassen frei. Fiir die Primzahl

2 entsteht ein Korrekturfaktor der Form =% = 2, sodass sich unmittelbar die

2-1
folgende Formel ergibt:
. p(p — 2) /I dx /“" dx
<2 ~ 1.320323632 5.20
'/TQ(:B) 1:!;[3 (p_ 1)2 ) ln2ZE ) IDQI ( )

Dabei wird oft mit ¢y := 0.6601618159 die sog. ,,Primzahlzwillingskonstante“
bezeichnet. Trotz aller numerischer ,, Verifikation* bleibt es dennoch eines der
grofen ungelésten mathematischen Probleme, ob die Menge der Primzahl-
zwillinge unendlich grof ist. Ein Resultat, das damit fast iibereinstimmt, ist
jenes von Chen Jing-run aus dem Jahre 1966. Er konnte zu folgendem Satz
einen Beweis (!) angeben:

Satz 5.2.1 (Jing-run) FEs gibt unendlich viele Primzahlen p € P, sodass
p+ 2 entweder ebenfalls prim, oder aber gleich dem Produkt von 2 (anderen)
Primzahlen ist.

Bevor wir uns mit einer interessanten Tatsache im Zusammenhang mit den
Primzahlzwillingen néher auseinandersetzen, wollen wir noch einige Vertreter
von Zwillingspaaren kennenlernen. Am 25. Juli 1995 beispielsweise entdeckte
Tony Forbes das Paar

6.797.727 - 217328 £ 1. (5.21)

In [For97] werden die dazu verwendeten Routinen erklidrt. Zuvor, im No-
vember 1994, konnten Karl-Heinz Indlekofer und Antal Jarai die Primalitit
von

697.053.813 - 216352 £ 1 (5.22)

beweisen, Zahlen mit immerhin 4.932 Stellen (siehe [[J96]). Am 16. Februar
1999 schliellich meldeten dieselben Autoren, dass sie ein neues Paar noch
groflerer Primzahlzwillinge gefunden hétten:

242.206.083 - 28880 4 1 (5.23)
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mit unvorstellbaren 11.713 Stellen, womit ein bestehender Rekord von Har-
vey Dubner (5.129 Stellen) aus dem Jahre 1995 {iberboten wurde (siehe
[1J99]).

Weitere Arbeiten, in denen so manches interessante Detail {iber Primzahl-
zwillinge nachgelesen werden kann, sind etwa [CP79],[PSZ90].

Im Bereich der Primzahlen ist man stindig auf der Suche nach immer gréfie-
ren Exemplaren einer besonderen Bauart. So wird man auch hier wieder
groflere finden...

5.2.2 Die Brun’sche Konstante

Eine echte Ausnahme in all diesen Spekulationen stellt das folgende bewie-
sene Resultat von Brun dar. Der Satz war sicherlich nicht ganz einfach zu
zeigen. Es wire wohl kein Resultat der Primzahlentheorie, wenn nicht eine
gewisse Unsicherheit damit verbunden ist. Dazu kommen wir jedoch etwas
spater, zunédchst wollen wir uns kurz mit Siebmethoden beschéftigen.

Tatséchlich sind viele Resultate der letzten Jahre nur durch besonders ge-
schickt gewdhlte Siebmethoden beweisbar. Die Theorie des Siebens ist jedoch
hochst komplex, sodass hier nur ein kleiner Einblick gegeben werden kann.
Jedem bekannt ist das Sieb des Eratosthenes, welches beim Auffinden der
Primzahlen mitunter sehr gute Dienste leistet. Es ist ein sehr einfaches Sieb,
und doch ist es in gewissem Sinne speziell im Vergleich zu einem zufilligen
Aussieben (vgl. Kapitel 2.1.1).

Das Brun’sche Siebverfahren dient zur Siebung der Zahlen n < x einer
arithmetischen Folge F' mit dem Anfangsglied ¢ > 0 und der konstanten
Differenz d. Man streicht zunéichst aus der Primzahlenfolge die Zahl 2 und
die Primteiler von d weg. Die verbleibenden Primzahlen, der Grofie nach
geordnet, werden mit ¢, go, . .. bezeichnet; 7'(y) sei die Anzahl der ¢; < y.
Jedem einzelnen ¢; werden zwei arithmetische Folgen A; und B; mit den
Anfangsgliedern a; bzw. b; und der Differenz ¢; zugeordnet. Dabei gelte
0<a; <¢q,0<b <gqy,a; #b;. Die 27'(y) Folgen A; und B; bilden jetzt das
Sieb, indem man jene Zahlen aus F' streicht, die in einer Folge A; oder B;
vorkommen.

Die {ibrigbleibenden n < x erfiillen also die Bedingungen

1. n=a(d)
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2. n# a;(q)

3. n# bi(qi), ai # bi.

Die Anzahl dieser n bezeichnen wir mit N(d, x,y). Das Ziel des Siebverfah-
rens ist jetzt die Gewinnung von moglichst guten Abschéitzungen fiir diese
Grofle.

Wir wollen uns kurz folgendem Beispiel zuwenden: Sei a = 1,d = 2,¢; = 3,
@ = 5.¢ = piy;a; = 0 Vi;b = x(q;) fiir ¥ # 0(¢;) und b; # w(g;) fiir
z = 0(¢;). Ist = gerade, und u > 2 ganz, dann ist N(2,z,z'/*) die Anzahl
der ungeraden n < x mit der Eigenschaft, dass weder n noch n — x durch
eine Primzahl p < z!/* teilbar sind. (Aus # —n = 0(¢;) folgt niAmlich, dass
n = b;(¢;) fiir x # 0(¢;) und n = 0(g;) fiir z = 0(¢;).) Sémtliche Primteiler
von n und n — x sind also grofer als z'/%, insbesondere haben sowohl n als
auch z — n hochstens v — 1 Primfaktoren.

Damit liefe sich die Goldbach’sche Vermutung 2 in der harmlos anmutenden
Form N(2,z,z'/%) > 2 schreiben.

Mit Hilfe des Siebverfahrens nach Brun lasst sich schlieilich iiber die Anzahl
N(d, z,x'/") allgemein folgende Aussage herleiten

C

N(d,z,z"/%) = Q < (’;‘)x> . (5.24)
In"x

Der Weg dahin ist mitunter beschwerlich und miihsam. Der interessierte

Leser sei an dieser Stelle auf das Buch von Trost [Tro53] verwiesen, wo dieser

umrissen wird.

Auf das oben angekiindigte beriihmte Resultat gelangt man nun folgender-
maflen: Aus der Folge der ungeraden Zahlen n (a = 1,d = 2) sollen die
Primzahlzwillinge < z ausgesiebt werden. n — 2 und n < x sind beides Prim-
zahlen > /x, wenn sie durch kein p; < /z teilbar sind, das heifit, wenn
n # 0(p;),n — 2 # 0(p;) gilt. Dann ergibt sich also fiir m9(x), die Anzahl der
Primzahlzwillinge < z, aus (5.24)

C’ll‘
In?z
Ist t,, die groflere Primzahl im m-ten Zwillingspaar, so gilt also

Ctp 1 C C
< —5— oder — < 5 < - (5.26)
In“t,, tm mln“t,, mln“m

C
mo(z) = N(2, 2, 22) + mo(V/z + 2) < VI +2< ﬁ (5.25)

m
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Da ) —L— nach (1.35) konvergiert, erhalten wir den von Brun 1919 bewie-
senen

Satz 5.2.2 (Brun) Sei Py die Menge der Primzahlzwillinge. Dann gilt ent-
weder |Py| < oo, wenigstens aber

2:%<w. (5.27)

p€EP2

Die Summe iiber die Reziprokwerte der Primzahlzwillinge konvergiert also!
Das bedeutet, dass die Primzahlzwillinge wesentlich seltener sind, als die

Primzahlen selbst, denn deren Summe {iiber die Reziprokwerte divergiert
bekanntlich (siehe Satz 2.1.4).

Der Grenzwert dieser Summe (5.27) wird nach ihrem Schopfer auch
,Brun’sche Konstante“ genannt, und oft mit ,, B¢ bezeichnet. Nicht ganz
klar ist jedoch manchmal, welche Zahl sich hinter der Brun’schen Konstante
tatsdchlich verbirgt, gehen doch auf verschiedene Autoren verschiedene Defi-
nitionen zuriick. Wir wollen unter der Brun’schen Konstante folgende Summe
verstehen:

11 1 1 1 1 1 1

B=c-d4-d-dd—d—F—d—f-. 2
TR R TR TR T T I (5.28)

Selmer berechnete L1 . .
S e T B T 9
S 5+7+11+13+ , (5.29)

also ohne dem ersten Primzahlpaar (3,5). Froberg wiederum summiert nur
einmal {iber die Primzahl 5:
1 1 1 1 1

F=—f-odd—f—f- 5.30
TR T I (5.30)

wahrend bei Karst selbst die Form

K—1+1+1+1+1+1+1+1+ (5.31)
3 3 5 5 7 11 13 '

auftaucht. Es gilt, wie man sich unschwer davon iiberzeugen kann, allenfalls

folgender Zuammenhang
8 1 4

B=S+_—-=F+_-=K—-—. 5.32

* 15 * 5 3 (5:32)

Wir bevorzugen die Bezeichnung B, gibt sie doch auch die natiirliche Art

und Weise Primzahlzwillinge zu zédhlen wieder. An dieser Stelle sei allerdings
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angemerkt, dass Brun seinerzeit die Froberg’sche Form betrachtete, da er
die Primzahlpaare der Form 6 1 studierte.

Um die Brun’sche Konstante explizit zu berechnen, bedient man sich nun-
mehr der bekannten Primzahlzwillinge, und korrigiert die daraus resultieren-

de Summe der Form .
> - (5.33)

p€EP2,p<q p

mit einem Faktor, der sich aus der Annahme der Richtigkeit der 5.1.2 ent-
sprechenden Aussage fiir Primzahlzwillinge ergibt. Diese Rechnungen wollen
wir uns im Folgenden kurz iiberlegen.

Ausgangspunkt ist die Richtigkeit der Vermutung von Hardy-Littlewood. Es
soll also folgende Beziehung gelten:

() < 202/ #, (5.34)
9 In“x

wobei ¢y die Primzahlzwillingskonstante bezeichnet. Weiters kennt man samt-

liche Primzahlzwillinge unterhalb einer Grenze ¢, sodass die Summe {iber die

Reziprokwerte fiir Primzahlpaare kleiner oder gleich ¢ tatsidchlich berechnet

werden kann. Fiir die Anzahl der Primzahlzwillinge unterhalb von ¢ miisste

etwa gelten

T dx
7T2((]) & 262/ (535)
2

In® 2’
Somit ergibt sich fiir die Anzahl jener Zwillinge, die unbekannt sind, bzw.
nicht in der exakten Summe beriicksichtigt werden

2, / de (5.36)
q

In? x

Folglich erscheint es klar, dass die mit den Primzahlzwillingen bis ¢ erhalte-
nen Werte fiir B durch einen Term der Form

© 9 rod 4
2 / Y — 4e, - lim ’ = (5.37)
q

xln?z r—o0 J, zln’z  Ing

korrigiert werden miissen (siehe etwa [SW74], [Bre75]). Auf diese Weise ge-
langt man auf die jeweils aktuellen Werte der Brun’schen Konstante B. Der-
zeit ist der genaueste Wert

B = 1.9021605822...+ 8- 10 '°. (5.38)
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Um diesen Wert zu bestimmen, hat Nicely die Primzahlzwillinge bis 2.75-10%
zur Berechnung herangezogen, und danach mit Hilfe von (5.37) extrapoliert,
um den genauen Wert von B zu approximieren (siche auch [19]). Seine
fritheren Berechnungen brachten 1995 den nunmehr beriihmten Fehler im
Pentium-Chip zutage. Diese Entdeckung kostete den Verantwortlichen Mil-
lionen von Dollar (siehe auch [Nic95]).

Bewiesen im Zusammenhang mit dem Wert der Brun’schen Konstante ist
lediglich, dass folgende Ungleichung gilt

Lemma 5.2.3 Bezeichne B die Brun’sche Konstante wie in (5.28) definiert,
dann gilt

1.82 < B < 2.15. (5.39)

5.3 Untersuchungen mittels DERIVE

In diesem Abschnitt soll das bisher Bekannte genutzt werden, um in DERIVE
die Moglickeiten zu schaffen, mit Hilfe dieses Computeralgebrasystems einige
Beispiele von Konstellationen untersuchen zu kénnen.

Der erste Begriff, den wir kennenlernten, war der Begriff der zuléssigen (engl.
sadmissible) Konstellation. Wir wollen im Folgenden diese Bezeichnungen,
sofern nicht anders angegeben, verwenden: unter p sei wie immer eine beliebi-
ge Primzahl gemeint, und ,,a“ bezeichne einen Vektor, der die Konstellation
repréasentiert. Das Primzahltripel ¢, t+2, t4+6 werde beispielsweise so kodiert:
a=10,2,6].

Beim Begriff der zuléssigen Konstellation war zu iiberpriifen, ob modulo p
eine freie Restklasse in a existiert. Eine einfache Moglichkeit, dies zu ent-
scheiden, bietet

free(a, p, i_ = 0) :=
Prog
a := MOD(a, p)
Loop

If NOT MEMBER?(i_, a)
RETURN true

Ifi_ =p-1
RETURN false

i_ o+ 1
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Mit Hilfe von free(a, p) kann eine Funktion geschrieben werden, die iiber-
priift, ob eine Konstellation der Form (5.5) zuldssig ist, oder nicht. Dabei
sollen die a; wieder im Vektor a abgespeichert sein.

admissible(a, i_ := 2) :=
Loop
If NOT free(a, i_)
RETURN false
If i_ >= DIM(a)
RETURN true
i_ := NEXT_PRIME(i_)

Mit Hilfe dieser Funktion ergbit sich somit

admissible([0, 1]) = false

admissible([0, 2]) = true
admissible ([0, 2, 4]) = false
admissible([0, 2, 6]) = true
admissible ([0, 4, 6]) = true

Bei der kommenden Aufgabenstellung steht die Frage im Mittelpunkt, welche
Restklassen explizit im Vektor a mod p enthalten sind. Diese kann in DE-
RIVE durch den Einsatz von Listen gelost werden. Wéahrend es den Vektor

(o, 1, 1, 2, 2, 2, 3]

durchaus gibt, wird die Liste mit den gleichen Elementen folgendermaflen
vereinfacht:

{o, 1, 1, 2, 2, 2, 3} = {0, 1, 2, 3},

d.h. notiert werden nicht die einzelnen Elemente, sondern nur die verschiede-
nen, ohne deren Vielfachheit. Dies ist jedoch genau das hier Benotigte. Somit
ergibt sich ohne grofle Schwierigkeiten

rest(a, p) :=
SORT (VECTOR(j_, j_,MAP_LIST(MOD(aSUBi_,p),i_,{1,...,DIM(a)})))

Bei dem Beispiel von Riesel [Rie94], der die Konstellation (5.14) betrachtete,
welche wir der Einfachheit halber mit

riesel :=
[11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67]

abkiirzen wollen, ergibt obiges Program fiir p = 17 folgenden Output:
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rest(riesel, 17) =
[o, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 16].

Es wire desweiteren sehr interessant, wie man mit Hilfe der bisherigen
Routinen die Hardy-Littlewood’sche Form fiir P,(a), der Anzahl der Kon-
stellationen vom Typ a, die kleiner als x sind, moglichst automatisiert
erstellen kann. Die hinteren Glieder sind dabei ohnedies festgelegt, sie
hdngen nur von der Lénge der Konstellation ab. Fiir jede einzelne der Kon-
stellationen sind jedoch die Hardy-Littlewood’schen Konstanten spezifisch,
und diese mochten wir im Folgenden berechnen.

Zur Erklarung der IF-Abfrage sei noch einmal erwihnt, dass zwei Restklassen
a; mod p nur dann zusammenfallen kénnen, wenn zumindest p < @02 — min
gilt.

hardy(a, p_ = 2, r_, s_ := []) :=
Loop
If p <= MAX(a) - MIN(a)
Prog
r_ := rest(a, p_)
If DIM(r_) /= DIM(a)
s_ := APPEND(s_, [[p_, p_ - DIM(r_)1D)

p_ := NEXT_PRIME(p_)

RETURN s_

Als Output erhélt man eine Tabelle, die in der ersten Spalte die Primzahlen
enthilt, und in der zweiten Spalte die Anzahl der freien Restklassen anfiihrt.
Dabei werden nur diejenigen Primzahlen aufgelistet, bei denen weniger als
I Restklassen besetzt sind. Aus Ubersichtsgriinden werden jene Zahlen, bei
denen genau [ Restklassen mod p freibleiben, nicht in der Liste angefiihrt.
Ausgewertet fiir riesel, das Riesel’sche Beispiel, erhilt man:

hardy(riesel)=

—_
—_
O O == = = =
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Dies steht im Einklang mit [Rie94]. Auch wenn die Routine bis p = 53
rechnet, bleiben ab p = 29 jeweils genau 15 = [ Restklassen frei, weshalb
diese Primzahlen im Ergebnisvektor nicht mehr aufscheinen. Wir erhalten
also, wenn wir diese Tabelle miteinbeziehen, unmittelbar die Formel (5.15).

Abschlielend und unabhéngig von den obigen Routinen, soll noch in An-
lehnung an die Funktion NEXT_PRIME ein Programm entstehen, das zu einer
gegebenen Konstellation a und einer Gréfle x das kleinste Beispiel fiir die
Konstellation a angibt, wobei alle Elemente davon > x sind.

next_const(x, a, t_) :=
Loop
t_ := x — FIRST(a)

If EVERY(PRIME?(t_ + a_), a_, a)

RETURN VECTOR(t_ + a_, a_, a)
x := NEXT_PRIME(x)

Natiirlich will man sich auch hierbei von der Funktionalitit der Routine
iiberzeugen. Als Beispiel konnte man Tripel der Form [0, 2, 6] untersuchen:

next_const (190, [0, 2, 61)
next_const (191, [0, 2, 6]1)
next_const (192, [0, 2, 6]1)

[191, 193, 197]
[191, 193, 197]
[227, 229, 233]

Mit Hilfe von next_const kénnen auch ganze Intervalle nach Konstellationen
abgesucht werden:

noc(x, y, a, i_ = 0, t_) :=
Loop
t_ := next_const(x, a)
If EVERY(j_ <=y, j_, t_)
i:+1
RETURN i_

x := FIRST(t_ ) + 1

Somit steht einer genaueren Untersuchung von Konstellationen beliebiger
Bauart im Intervall [z, y] nichts mehr im Wege. Es ist klar, dass man etwa
durch noc(1,y,[0,2]) sofort m3(y), die Anzahl der Primzahlzwillinge kleiner
oder gleich y, erhilt.
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5.4 Konkrete Beispiele von Konstellationen

Mit Hilfe der nunmehr zur Verfiigung stehenden Implementierungen lassen
sich Primzahlkonstellationen sehr leicht untersuchen. Das gréfite Handicap
stellt wieder einmal der kleine Zahlenumfang dar, der in verniinftiger Zeit
mit einem einfachen PC untersucht werden kann. Man kann davon ausgehen,
wenigstens bis y = 10° keinerlei Bedenken haben zu miissen. Aus diesem
Grund lassen sich hochstens éltere Tabellen verifizieren, die neueren Werte
konnen auch weiterhin nur zitiert werden (Die Tabellen 5.1 und 5.2 stimmen
etwa mit denen aus [Wei99] iiberein).

Die Primzahlzwillinge [p,p + 2] wurden bereits vorgestellt. Es gibt jedoch
daneben noch weitere Primzahlkonstellationen, die aus zwei Primzahlen be-
stehen. Beispielsweise wollen wir die Konstellation

[t ¢+ 4] (5.40)

betrachten. Die Programme in DERIVE fiihren ohne Umwege direkt auf die
folgende Darstellung

P(p,p+4) © Hp —2) /2 @ ). (5.41)

In? x

Wir kénnen somit erwarten, dass es gleichviele herkommliche Primzahlpaare
(p,p + 2) gibt, wie Vertreter der Konstellation [t,¢ + 4]. Tatséchlich scheint
diese Beobachtung durch die Ergebnisse von noc(x,y, [0,4]) bestitigt zu
werden, wie anhand der Tabelle 5.1 ersichtlich ist.

Neben (5.40) betrachten wir noch die Konstellationen

[t,t + 6] [t,t+ 8] [t,1 + 10] [t,t+ 12]. (5.42)

Wieder stellen wir mit unseren Routinen die entsprechenden Berechnungen
an, und gelangen so zu den folgenden Abschitzungen

22.37rplp—2) [* dz
P.(p,p+6) <« = = 97y (), 5.43
ot < T IIG 5[ o, Gy
—2) [* dx
Ppp+8) © —Hp / = mafa), (5.41)
2

P 3 4 5epplp—2) (¢ dr 4
Py(p,p+10) © — Cro(x),  (5.45
(p.p+10) 122 42 H /2 e 3m@ (549)

22.37rplp—2) [* dz
P,(pp+12) &~ = — P,(p,p+6). (5.46
(p,p+12) {52 H /2 2. (p,p+6). (5.46)
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Da bei der Konstellaton [t,¢ + 6] modulo 3 nur eine Restklasse belegt ist
- verglichen mit den Primzahlzwillingen also eine zusétzliche freibleibt -
entsteht in (5.43) ein Faktor 2, der bewirkt, dass etwa doppelt soviele Prim-
zahlpaare mit Abstand 6 existieren sollten, als Paare mit Abstand 2 oder 4.

Ahnlich dazu bleibt im Falle von [, ¢+ 10] bei der Primzahl 5 eine Restklasse
mehr frei, sodass sich im Vergleich zu 7o(z) ein Faktor von % ergibt.

Da hardy([0,6])=hardy([0,12]) gilt, haben schliefflich diese beiden Kon-
stellationen approximativ die gleiche Formel, wie ebenfalls aus der Tabelle
5.1 hervorgeht.

(p,p+4) (p,p+6) (p.p+8)
10° ] 46 41 92 74 46 38

10* 214 203 428 411 214 208

10° || 1.249 | 1.216 2.498 2.447 1.249 | 1.260
106 || 8.248 | 8.144 || 16.496 | 16.386 || 8.248 | 8.242
107 || 58.754 | 58.622 || 117.508 | 117.207 || 58.754 | 58.595

(p.p+ 10) (p,p+ 12)
n P, # P, #
10°] 61 51 92 69

10* || 285 270 428 404
10° || 1.665 | 1.624 2.498 2.420
10° 1 10.997 | 10.934 || 16.496 | 16.378
107 || 78.339 | 78.211 || 117.508 | 117.486

Tabelle 5.1: Die Anzahl verschiedener Primzahlkonstellationen mit 2 Elemen-
ten unterhalb 107. Dabei steht die Vorhersage ,, P,“ den tatsichlich geziihlten
» 7" gegeniiber.

Neben diversen Paaren von Primzahlen ist es auch naheliegend, sogenannte
,Primzahltripel“ zu definieren resp. zu untersuchen. Wie wir schon im Laufe
dieses Kapitels festgestellt haben, ist ein Tripel der Bauart [¢, ¢+2, ¢ +4] nicht
zuléssig, da jeweils eine der drei Zahlen durch drei geteilt werden kann. Es
gibt somit keine zulédssige Konstellation aus drei Elementen mit a; — a; = 4.
Setzt man jedoch diese Differenz gleich Sechs, dann ergeben sich folgende
zwei Moglichkeiten:

[t,t+2,t+ 6] bzw. [t,t + 4,1+ 6]. (5.47)
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Von weiteren Beispielen mit drei Elementen soll hier Abstand genommen
werden. Stattdessen konzentrieren wir uns auf die Hardy-Littlewood’schen
Abschétzungen.

Es stellt sich sehr rasch heraus, dass man wiederum mit zwei identischen
Abschétzungen konfrontiert ist. Sowohl bei der Primzahl 2 als auch bei der
Primzahl 3 bleibt jeweils eine Restklasse frei, sodass eine Konstante der Form

2 3 Pp-3) _ 9P (p-3)
c-Twlle = Rl G (5.48)

p>5

resultiert. Somit gelten nach Hardy und Littlewood die folgenden Relationen

T T g
Py(p,p+2,p+6) & Py(p,p+4,p+6) &03/ L~ 2.858248596/ iy
9 In"z 5 Inx
(5.49)

Ausgehend von den beiden Tripeln (5.47) lassen sich nun Quadrupel kon-
struieren, indem man in geeignetem Abstand, also in sozusagen ,,zuldssiger
Art und Weise, eine vierte Zahl an die drei bestehenden anhéngt. Auf diesem
Wege gelangt man zu folgenden zwei Beispielen fiir Primzahlquadrupel:

[t,t+2,t+6,t+§] bzw. [t,t+4,t46,t+ 10]. (5.50)

Wieder steuern wir eine Abschitzung der Form

04/ da (5.51)
2

In* x

an. Im Fall der Konstellation [¢,¢ + 2,¢+ 6,¢ + 8] bleibt fiir die Primzahlen
2 und 3 jeweils genau eine Restklasse frei, fiir die iibrigen p jeweils p — 4. So
auch fiir p = 5, wo eine Restklasse unbelegt bleibt.

Bei [t,t + 4,t 4+ 6,t + 10] sieht die Lage zunéchst dhnlich aus, bleiben doch
wieder fiir 2 und 3 jeweils eine Restklasse frei. Aber fiir p = 5 treten nur die
Reste 0,1 und 4 auf, es bleiben also die Restklassen 2 und 3 nicht besetzt.
Das ist um eine Restklasse mehr, oder anders gesagt: das Doppelte, als bei
der ersten Anordnung. Daraus folgt unmittelbar, dass etwa doppelt soviele
Primzahlquadrupel der Form [t,¢ + 4,¢ + 6,¢ + 10] unterhalb einer festen
Grofe existieren, wie Vertreter von [t,t + 2, + 6,¢ + 8|.

Die Bestimmung von C ist nur mehr Formsache, liegen uns doch bereits alle
notwendigen Informationen dazu vor (wir ordnen C, willkiirlich [¢,¢ + 2,¢ +
6,1+ 8] zu):
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_ 2 P-4 -4
“= 24}:[5 -1t 2}1 (p—1*" (5:52)

Nach den Uberlegungen vorhin folgt nunmehr:

1
< 04/ Tzz4.151180864/ L
9 In"x 9 In"x

Abschlielend sei noch die zu den letzten vier betrachteten Primzahlkonstel-
lationen dazugehorige Tabelle angefiihrt:

[0, 2, 6] [0, 4, 6] [0,2,6,8] || [0,4,6,10]
n P, # P, it Py | # || Po| #
10° ]| 26 15 26 15 16 5 [ 321 10
10* ]| 69 57 69 55 24 | 12 || 48 | 25
10° || 279 | 248 || 279 | 259 || 53 | 38 [[106| 80
10 || 1.446 | 1.393 || 1.446 | 1.444 || 184 | 166 || 368 | 317

Tabelle 5.2: Die Anzahl verschiedener Primzahltripel und -quadrupel unter-
halb 10%. Dabei steht die Vorhersage ,P,“ den tatsichlich gezihlten ,#“
gegeniiber.

Auch wenn die Schitzungen mit den tatséchlichen Zahlergebnissen zum Teil
nicht sehr genau iibereinzustimmen scheinen, sind manche Vorhersagen iiber
Verhéltnisse unter den Konstellationen doch sehr bemerkenswert.

Es gibe sicherlich noch eine Fiille weiterer Beispiele, die hier angefiihrt
werden konnten. Der Interessierte sei an dieser Stelle jedoch angehalten,
die Konstellationen seiner Wahl mit Hilfe der hier vorgestellten einfachen
Programme in DERIVE selbst zu untersuchen, und die fiir ihn interessanten
Informationen herauszulesen.

Sollte sich jemand fiir Statistiken {iber Konstellationen interessieren, die iiber
den oben abgedeckten Zahlenbereich hinausgehen, sei er etwa auf [JLB67]
verwiesen, wo dhnliche Tabellen fiir Intervalle von [10%,10% + 150.000] bis
[10'°,10' + 150.000] zu finden sind.

Weitere Konstellationen mit bis zu 16 Elementen findet man in dem relativ
aktuellen Artikel [For99], wobei jeweils die groiten damals bekannten Bei-
spiele aufgelistet sind.



Anhang A

DERIVE

A.1 Verwendete Befehle in DERIVE

Im Folgenden sind die DERIVE-Befehle, die im Zuge dieser Arbeit verwendet
wurden, aufgelistet und moglichst kurz in ihrer Funktionalitéit beschrieben.
Man wird dadurch in die Lage versetzt, die Programmzeilen besser zu ver-
stehen und nachvollziehen zu kénnen. Auch soll das Verfassen eigener Pro-
gramme in DERIVE erleichtert werden.

‘ Befehl ‘ Ergebnis bzw. kurze Beschreibung

n! nl=1-2---n

#i i=+—1

/= 7

k:+1 der Wert von k£ wird um 1 erhoht

‘ Transponieren einer Matrix

ADJOIN(u,v) Vektor v mit u an erster Stelle eingefiigt

APPEND(v1,v2,...,vn) Vektor mit den Elementen von v1 bis vn

APPEND_COLUMNS (51,52, . . .) Spa}ten sl bis sn zu Matrix zusammen-
gehingt

APPROX (u, 1) Agsdruck u auf n Stellen genau approxi-
miert

ATAN (%) arctan(z)

BERNOULLI (n) nte Bernoulli-Zahl B(n)

DELETE_ELEMENT (v,n) Vektor v ohne dem nten Element

DIM(v) Dimension bzw. Linge des Vektors v

EULER_GAMMA gleichnamige Konstante

125
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Befehl

‘ Ergebnis bzw. kurze Beschreibung

EVERY (u,x,c)

u(z) wird fiir jedes x € ¢ ausgewertet. Ist u(x)
jedesmal erfiillt, so liefert EVERY (u,x,c) true, an-
sonsten false.

EXP(x) e’

FALSE Boole’sche Konstante ,,falsch“

FIRST(v) erstes Element im Vektor v
Liefert nach der Methode der kleinesten Fehlerqua-

FIT(f,A) drate eine Anndherung der Form f an die Daten
in der Matrix A.

FLOOR (x) |z ]

GAMMA (z) Gammafunktion I'(2)

INSERT (u,v,n) Vektor v mit u an der nten Stelle eingefiigt

ITERATE(u,x,x0,xn)

Iteriert u(x) fiir x = 20 bis x = xn und liefert den
letzten Wert zuriick

ITERATES (u,x,x0,xn)

Ahnlich zu ITERATE(u,x,x0,xn), jedoch werden
hier sémtliche Zwischenergebnisse in einem Vektor
ausgegeben

LN (x) In(x)
LOG(x,b) Logarithmus von z zur Basis b: ®log(z)
Loop Schleife innerhalb von Programmen (wird mit

EXIT oder RETURN verlassen)

MAP_LIST(u,x,c)

Liste aus u(z) mit = € ¢

MAX(x1,x2,...,xn)

Maximum von z1,...,xzn

MEMBER? (u,v)

ytrue® falls u € v, ,false® sonst

MERSENNE_DEGREE (n)

Exponent von M,

MIN(x1,x2,...,xn) Minimum von z1,...,zn
MOD (m,n) m mod n
MOEBIUS_MU (n) 1(n)

NEXT_PRIME (m)

nichstgrofere Primzahl zu m

NOT Boole’scher Operator , nicht*

NSOLVE (u, x) Lost die Gleichung u(z) numerisch nach x auf
NTH_PRIME (n) nte Primzahl p,

NUMERATOR (u) Zahler des Bruches u

PHASE(z) Phasenwinkel einer Komplexen Zahl z

PI s

PrecisionDigits Statusvariable zur Rechengenauigkeit

PRIME (p)

Liefert zuriick, ob p prim ist oder nicht
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‘ Befehl ‘ Ergebnis bzw. kurze Beschreibung

PRIMEPI (x) m(z)
m

PRODUCT (u,n,k,m) | [] u(n)
n=k

Pro Fasst mehrere Befehle innerhalb von Programmen zu-

& sammen

RE(z) Realteil einer komplexen Variablen z

REST (v) Vektor v ohne dem ersten Glied von v

RETURN () Beefldet eine Routine und liefert u als deren Wert
zuriick

REVERSE (v) Gespiegelter Vektor von v

ROUND (m) Néchstgelegene ganze Zahl zu n

SELECT(u,k,m,n,s)

Vektor mit Elementen fiir die u(k) erfiillt ist, wobei
k von m bis n in Schritten von s lauft

Ordnet der Funktion u einen Boole’schen Wahrheits-

SOLVE (u)

wert zu
SORT (1) Sortiert die Liste [
SQRT (z) vz
SQUAREFREE (n) Uberpriift, ob n quadratfrei ist
SUB Referenz auf Index
SUM(u,n,k,m) > u(n)

n=~k

TABLE(u,k,n)

Erzeugt Tabelle mit n Zeilen und 2 Spalten mit u(k),
k=1,....n

TRUE

Boole’sche Konstante ,,wahr®

VECTOR(u,k,m,n,s)

Vektor mit u(k), k

=m,...,n in Abstanden von s

ZETA(s)

¢(s)
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A.2 Eigene DERIVE-Programme

Hier finden sich die Programme bzw. Konstanten aufgelistet, die im Zuge
dieser Arbeit besprochen wurden. Uberdies wird die Seite angefiihrt, auf
welcher der entsprechende Source-Code nachgelesen werden kann.

‘ Name ‘ Erklarung ‘ Seite ‘
admissible(a) iliz)erpruft, ob die Konstellation a zuléssig 118
ei(z) unter Zuhilfenahme der ersten m
EL(x,m) Reihenglieder in ei(z) = In(z)+~y+ > 2 6
n=1
eire (x) Re(ei(z)) mit optimaler Wahl des m aus 65
EI(x,m)
£10(x) O (z,10) 91
ff(x,a) ®(x,a) mit fester Rekursionstiefe 91
fortune (n) nte Fortune’sche Zahl 38
Uberpriift, ob im Vektor a mod p eine
free(a,p) Restklasse mod p frei bleibt 17
Gibt die Primzahlen und die dazugehérige
hardy (a) Anzahl freier Restklassen aus, die zur Er- 119
y stellung der Hardy-Littlewood’schen Kon-
stanten bend6tigt werden
Bestimmung des Wertes von m(x) durch
. Interpolation. o ist Steuerungsparameter,
ip(x,d0,1) 1 eine Liste mit Werten, die in Abstéinden 89
d berechnet wurden
ip1(x,p,s) Zahlt 7(z) — p zu s hinzu 88
ip2(x,p,s) Zieht p — m(z) von s ab 89
leg(x,k) Berechnet 7(x) nach Legendre 73
legendre (x) Berechnet 7(x) nach Legendre, rekursiv 78
meissel(x) Berechnet 7(x) nach Meissel 79
mupos Positionen, wo u(n) # 0 ist 67
muval an den Stellen von mupos die Werte —2@ 67
next_const (x,a) Zu x néichstgroflere Konstellation vom Typ 120
. Gibt zu n das nichstgroflere Paar von So-
next_germain(n) . . . 32
phie Germain Primzahlen aus
next_wieferich(n) Ber?chnet 2 die néchstgrofiere Wiefe- a4
rich’sche Primzahl
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‘ Name ‘ Erklarung ‘ Seite ‘
next wilson(n) Ber’echnet zZu n die nichstgrofiere Wil- a5

son’sche Primzahl
noc(x,y,a) Zahlt Konstellationen a zwischen x und y 120
noel(a) gibt an, welches Element von a wie oft vor- ag
kommt
nog (n) Anzahl der Sophie Germain Primzahlen 39
unterhalb von n
Anzahl der primen Primorials im Intervall
nopp(n,m) m, 7] 36
. nte Primzahl mit Hilfe von eigenem
nprime (n) . . 92
primepi (x)
NTH_PRIME(n) eingebaute Routine fiir nte Primzahl 91
P(x,k,a) Berechnet die Groe Py(z,a) 90
Phi(x,a) Berechnet ®(z,a) 78
Stellt mo(x) als R*(z) plus Korrekturter-
pinull(x,k) me der ersten £ kopmlexen Nullstellen von 70
((s) dar
, m(z) fir 1.000 < 2 < 100.000 durch
piht (%) ip(x,d,0,1) 89
: 7(z) fiir 100.000 < z < 1.000.000 durch
pim(x) : 89
ip(x,d,0,1)
pit(x) 7(x) fiir x < 1.000 durch ip(x,d,0,1) &9
, m(x) fir 1.000.000 < z < 10.000.000
pizm(x) durch ip(x,d,o0,1) 89
. Berechnet die Anzahl der Primzahlen zwi-
Ppi(x,s) schen s und z: s <p <z 87
prev_prime (x) die zu z vorhergehende Primzahl 88
primepi (x) 7(x), Anzahl der Primzahlen < z 90
primorial(n) Berechnet ntes Primorial n# 36
Berechnet aus der mxn-Matrix alle mogli-
chen Produkte, die genau m Faktoren aus
prod(a) je einer Zeile aufweisen - fiir direkte Vari- £
ante von 7(x) nach Legendre
rh Hilfsgréfle zur Riemann’schen Funktion 61
R(z)
riemann (x) Riemann’schen Funktion R(x) 61
riemannsiegelz(t) Riemann-Siegel Funktion Z(t) 53
riesel Konstellation von Riesel, (5.14) 118
rplus(x) R*(x) 64




130 ANHANG A. DERIVE
‘ Name ‘ Erklarung ‘ Seite
regular(p) Uberpriift, ob p eine regulére Primzahl ist 30
liefert die einzelnen belegten Restklassen
rest(a,p) von a mod p zuriick, ohne deren Vielfach- | 118
heit
Ermittelt die Primzahlen, die man
sellx,k,a) braucht, um Py(x,a) zu berechnen 90
setmu (m) Belegt d}€ globalen Variablen mupos und 68
muval bis m
smallpi(x) Vorstufe zu primepi (x) 89
Korrekturterm fiir 7(x) zur kten komple-
TGk xen Nullstelle von ((s) 08
Berechnet die notwendigen Werte von
Tmu (x,k) Re [ei (22 Inz)] fiir die Berechnug von 68
wprim(n) Wahrscheinlichkeit, dass n prim ist 10
zetaZeros Imaginérteile dler komplexen Nullstellen 53
von ((s): pp = 5 £ ioy
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