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Kurzfassung

Die Frost- und Tauwirkung im Straflenkorper stellt fiir Straflenkonstruktionen bei unzureichender
Frostsicherheit einen wesentlichen Faktor der jahrlichen Schiadigung dar. Um dieser entgegenzuwir-
ken, ist es erforderlich den Straflenoberbau ausreichend frostsicher zu dimensionieren.. In welcher
Dicke die dazu im Oberbau vorgesehenen ungebundenen frostsicheren Tragschichten anzuordnen
sind, basiert derzeit auf erprobten Erfahrungswerten. Daher wird in dieser Arbeit versucht
flichendeckende Zusammenhénge mithilfe eines physikalischen Modells abzuleiten, um daraus
Riickschluss auf die Frostgefahrdung der Straflenkonstruktion zu erhalten. Um ein geeignetes
numerisches Modell mit geeigneter Messauflosung zu erhalten, sind verschiedene Moglichkeiten
der Finiten Differenzen Methode miteinander und mit der analytischen Loésung verglichen. Durch
Vergleich und Validierung verschiedener Modelle zur Abschéitzung der wirkenden Randbedin-
gungen an der Straflenkonstruktion konnte die Anzahl der benétigten Messgrofien auf eine
einzige zu messende Grofle, die Lufttemperatur, reduziert werden. Die Temperaturprofile sind
fiir verschiedene Standardaufbauten der RVS 03.08.63 berechnet und in Form einer Datenbank
gesichert. Nach Auswertung der Temperaturprofile wird ein Zusammenhang zur Dimensionierung
der erforderlichen Dicke des frostsicheren Aufbaus hergeleitet. Zusatzlich wird versucht die
bestehenden Erfahrungswerte mit Hilfe des Modells abzubilden.
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Abstract

The frost and thaw effect represents a significant factor of annual damage for road structures
if frost protection is inadequate. To ensure adequat service life, the road pavement must be
sufficently frost resistant. The design of the unbound frost protection layers is currently based
on tried and tested empirical values. Therefore, this work attempts to derive comprehensive
correlations with the help of a physical model in order to obtain conclusions about the frost
risk of the road structures. In order to derive a suitable numerical model with appropriate
measurement resolution, various possibilities of the finite difference method are compared with
each other and with the analytical solution. By comparing and validating different models
for estimating the acting boundary conditions on the road structure, the number of required
measured variables could be reduced to a single variable to be measured, the air temperature.
The temperature profiles in the road pavement are calculated for various standard structures of
the Austrian standard for pavement design RVS 03.08.63 and saved in the form of a database.
After evaluating the temperature profiles, a correlation is derived to design the adequat thickness
of the frost-resistant structure. In addition, an attempt is made to map the existing empirical
values with the help of the model.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung und Zielsetzung

Durch die jahreszeitlichen Temperaturschwankungen im Untergrund ist der Straflenaufbau
zuséatzlich zu der mechanischen Beanspruchung des Verkehrs durch Frost- bzw. Tauvorgénge
belastet. Um die in diesen Perioden entstehenden Schéden im Straflenkorper gering zu halten, ist es
erforderlich frostsichere Schichten in gewissen ausreichenden Dicken vorzusehen. In welcher Dicke
diese einzuplanen sind, beruht zur Zeit stark auf Erfahrungswerten. Daher wird in dieser Arbeit
versucht, das thermische Verhalten des Straflenkorpers iiber den Jahresverlauf nachzubilden, um
daraus die erforderlichen Dicken abzuschéatzen.

Fiir das Auftreten von Schiiden ist immer das Zusammenwirken folgender Faktoren verantwortlich

[24, 29, S. 63):
o frostempfindlicher Boden
o Wasser
o Frost (Tau)
o Verkehr

In den Monaten mit auftretendem Frost wird der Boden im Bereich der Frostgrenze mit Wasser
in Form von Kis angereichert. Schmilzt das Eis in der Tauperiode wird die Tragfahigkeit des
frostempfindlichen Bodens durch grofle Wassermengen und damit einhergehender grofler Teil-
chenmobilitat stark vermindert, was in Kombination mit der Verkehrsbelastung zu schweren
Schéiden fithren kann [25, S. 63].

Ziel dieser Arbeit ist es, die zu wahlenden Dicken basierend auf dsterreichischen flichendeckenden
Klimadaten und den bestehenden Richtlinien abzuschétzen bzw. zu errechnen.
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1.2 Vorgehensweise und Struktur 7

1.2 Vorgehensweise und Struktur

In dieser Arbeit sind verschiedene Varianten der Finiten Differenzen Methode (FDM) zur Losung
der Wiarmeleitgleichung ausgearbeitet und implementiert. Um das Konvergenzverhalten der
numerischen Verfahren besser zu verstehen, wird die analytische Losung hergeleitet und mit
den numerischen Verfahren verglichen. Diese Herangehensweise soll helfen, die FDM in ihren
Grundziigen besser zu verstehen und die Entscheidungsgrundlage fiir die Wahl des Verfahrens zu
legen.

Versucht wird, durch eine moglichst geringe Anzahl von Eingangsgréflen Temperaturprofile zu
approximieren. Zur Abschétzung der Randbedingungen sind verschiedene Modelle verglichen
und an entsprechender Stelle die gesuchten Regressionsparameter auf dsterreichische Verhéltnisse
angepasst. Mit den gewéhlten Modellansétzen werden fiir alle Lastklassen der Bautypen AS1 und
BE1 der RVS 03.08.63 [3] die Temperaturprofile mithilfe der gegebenen Messdaten der ZAMG
berechnet. Diese Ergebnisse werden in Form einer Datenbank gesichert. Aus den Temperatur-
profilen werden die Frostginge und weiter die tédglichen Frost- und Tauvorkommen extrahiert,
woraus durch Anpassen einer Verteilungsfunktion die Perioden abgeleitet werden. Durch den
Vergleich der aktuellen Richtlinie mit den ermittelten Perioden kann so ein Riickschluss auf die
erforderlichen Dicken gezogen werden.
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Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel sind die der angewandten Methodik zu Grunde liegenden Annahmen und
theoretischen Grundlagen beschrieben.

2.1 Wasser im Boden

Wasser stellt im Hinblick auf Frost- und Tauschidden an Straflen einen wesentlichen Faktor
dar. Aufgrund von geringerer Verdunstung und geringerem Wasserbedarf der Pflanzen zwischen
Oktober und Marz, also der kritischen Zeit, erreichen die Wasservorriate im Boden ihr Maximum.
Es ist daher davon auszugehen, dass in den kritischen Perioden meist ausreichend Wasser zur Ver-
fugung steht, um Eis im Strafienkérper anzureichern [29] S. 5]. Daher wird in den nachstehenden
Simulationen von feuchten Bodenverhéltnissen mit unbegrenztem Wassernachschub ausgegangen.
In milden Wintern konnte beobachtet werden, dass es zu einer grofieren Anzahl an Frostschdden
kommt als in strengeren [24, S. 6]. Durch das rasche Eindringen des Frostes wird der Wassernach-
schub unterbunden und es entsteht ein homogener Bodenfrost, der auch wahrend der Tauperiode
tragfahig bleibt. Eislinsen entstehen in diesem Szenario tendenziell tiefer im Untergrund und
damit in Zonen mit hoherem und giinstig wirkendem Uberlagerungsdruck. Dadurch liegen beim
Auftauen die weniger tragfihigen Zonen in einer Tiefe, die vom Einfluss der Verkehrsbelastung
schon ausreichend abgemindert ist und schneller konsolidiert. Wenn die 0°C-Isotherme jedoch in
einer Schicht mit geringerem Uberlagerungsdruck zu liegen kommt, wie es bei milderen Wintern
tendenziell eher der Fall ist, geschieht die Wasseranreicherung in den kritischeren Zonen. Der
geringere Uberlagerungsdruck in den oberen Schichten fithrt zu einem langsameren Konsolidie-
rungsprozess und damit zu einer ldngeren Zeitdauer, in der die Strafle eine geringere Tragfihigkeit
aufweist [25, S. 94].

Besonders Problematisch ist es, wenn der aufgeweichte Boden in die Frostschutzschicht eindringt.
Durch die Vermischung des frostsicheren Aufbaus kénnen vorher frostsichere Bodenschichten
frostempfindlich werden. Auftretende Frostschiden zeigen sich in so einem Fall meist erst in der
folgenden Tauperiode [25], S. 95].

2.2 Eislinsenbildung und Wasserwanderung

Beim Eindringen des Frostes in den Boden kénnen mehrere nicht zusammenhéngende Eisschichten
in unterschiedlicher Dicke entstehen. Diese Form der Wasseranreicherung wird als rhythmische
Eislinsenbildung bezeichnet. Bei der Kristallisation von Wasser zu Eis wird einem gréeren Kristall,
also einem bereits gefrorenen Eispaket, der Vorzug gegeben. Dabei versucht die Eislinse durch
den Boden hindurch zu wachsen. [25, S. 63] Je tiefer die Temperaturen sinken und je weiter sich
die Eislinse von der Gefrierfront entfernt, desto eher bildet sich ein neues Kristallisationszentrum.
Bei mehrfacher Wiederholung dieses Vorganges entstehen die typisch geschichteten Boden-Eis
Pakete, die im gefrorenen Zustand zwar zu erheblichen Hebungen fiithren, aber grundsétzlich als
sehr tragféhig gelten. Ein interessantes Phdnomen beschreibt [25], S. 63], dass das Wachstum



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

2.3 Tragfahigkeit der StraBlenkonstruktion 9

der Eislinse nicht nur in den Bereichen der 0°C-Isotherme, sondern auch dariiber stattfinden
kann. Bodenteilchen in einem wassergeséittigten Boden weisen eine gewisse Wasseraffinitét
auf. Sie streben danach, sich mit einer Wasserhiille zu umgeben. Diese Art von Wasser wird
Adsorptionswasser genannt und bleibt je nach Gefrierenergie (negative Temperatur) in einem
gewissen Mafle in einer gefrorenen Schicht in fliissiger Form erhalten. Wenn die Gefrierenergie in
den Schichten {iber der 0°C-Isotherme ansteigt, kann von den Bodenkérnern gebundenes Wasser
zum Wachstum der Eislinse herangezogen werden. Durch das Herausreiflen des gebundenen
Wassers aus der Wasserhiille des Korns und dem gleichzeitigen Bestreben diese wieder aufzufiillen,
werden Sogkréfte aktiviert, welche das Wasser in Richtung Gefrierfront ziehen.

Bei der Wasserwanderung kann also zwischen verschiedenen Arten unterschieden werden:

o Migration - Porenwasser (freies Wasser) wird in Richtung Eislinse transportiert.

o Segration - Porenwasser (Adsorptionswasser) wird in den gefrorenen Schichten in Richtung
Eislinse transportiert.

Der mogliche Wassertransport der Segration ist stark eingeschrinkt. Zwar kommt es zu einem zu-
sitzlichen Wachstum, allerdings ist dieses im Vergleich zur Migration deutlich weniger ausgepragt.

25, S. 65]

2.3 Tragfahigkeit der StraBenkonstruktion

Beim Frieren des Untergrundes verkittet das Eis den bestehenden Boden, wodurch es im allgemei-
nen zu einer Verfestigung im Untergrund kommt. Kritisch wird es dann, wenn das angereicherte
Eis in der Tauperiode zu schmelzen anféingt. Das vorher festigende Fis weicht den gewachsenen
Boden auf, wodurch Zonen mit erhohtem Wassergehalt und stark reduzierter Tragfdhigkeit
entstehen. Die reduzierte Tragfiahigkeit in Kombination mit einer fiir diese Zeit {iberhchten
Verkehrsbelastung (bspw. durch Holztransporte nach dem Winter) kénnen zu schweren Frost-
schiden in der Stralenkonstruktion fithren. Bis der Boden wieder die urspriingliche Tragfahigkeit
erreicht, muss das Wasser abgebaut werden. Die Abbaugeschwindigkeit ist stark abhéngig vom
Durchlissigkeitskoeffizienten des Bodens und dem vorherrschenden Uberlagerungsdruck. Die
Reduktion der Tragfahigkeit ist damit ein regenerativer Prozess.

Je tiefer eine Eislinse gewachsen ist umso héher der Uberlagerungsdruck. Eine tiefliegende An-
reicherung von Wasser im Untergrund kann schneller als eine hochliegende abgebaut werden.
Zusétzlich leistet der Uberlagerungsdruck im Untergrund der Eislinsenbildung einen Widerstand

25, S.93].

2.4 Frost- und Tauschaden im StraBenkorper

Die fiir die Stralenkonstruktion schwersten Schiaden sind jene, die sich aufgrund der verminderten
Tragfahigkeit im Untergrund in der Tauperiode ergeben. Es sind mégliche Arten von Schiden
der jeweiligen Kategorie beschrieben. Grundséatzlich kann zwischen Frost- und Tauschidden
unterschieden werden [29] S. 15].

2.4.1 Frostschaden

Aufgrund der Volumenzunahme beim Phaseniibergang erfolgen in der Straflenkonstruktion
langsame Hebungen. Sie fiithren, sofern sie gleichméfig erfolgen, kaum zu bleibende Schiaden
in der Straflenkonstruktion. Bei flexiblen Befestigungen kann es im Zuge der Hebungen zu
Langsrissen kommen. Starre unverdiibelte Aufbauten sind im Hinblick auf Hebungen anfélliger.
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10 2 Grundlagen

Es kann dabei zu Stufen- und Rissbildung sowie dem Offnen von Fugen kommen. Grundsétzlich
werden die moglichen Frostschdden jedoch als eher unbedenklich eingestuft. Problematisch ist es
nur, wenn durch Risse Verunreinigungen in den frostsicheren Aufbau gelangen. Dies kann bei
grofler Verunreinigung und haufiger Wiederholung die Tragfihigkeit des frostsicheren Aufbaus in
der Tauperiode stark reduzieren [29, S. 15].

2.4.2 Tauschaden

Gleiches gilt auch, wenn aufgeweichter Boden von unten in den frostsicheren Aufbau eingepresst
wird. Mit fortschreitender Durchtrankung des frostsicheren Aufbaus mit frostempfindlichen
Material wird die Tragfahigkeit deutlich abgemindert, bis hin zum Versagen bei ungiinstiger Ver-
kehrsbelastung [24]. Ungleichméfige Frosthebungen werden durch unterschiedliche Bedingungen
im Untergrund oder an der Oberflache hervorgerufen. Beispielsweise konnen Schneeablagerungen
der Schneerdumung eine ddmmende Schicht an der Oberfliche bilden. An den Randbereichen
kommt es damit zu geringeren Frosttiefen als in der Mitte der Straflenkonstruktion. Wie bereits
schon erwéhnt, muss dieser Umstand nicht immer einen positiven Effekt im Hinblick auf die
Frostgefahrdung haben. Es kann also sein, dass in den Tauperioden genau in diesen Bereichen
eine starker verminderte Tragfihigkeit auftritt [29, S. 15].
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Kapitel 3

Simulation der Temperatur in StraBenkorpern

In diesem Kapitel sind die Grundlagen beschrieben, um Temperaturfelder in Straflenkonstruktio-
nen numerisch zu approximieren. Zusétzlich sind fiir die numerischen Losungen die entsprechenden
analytischen Losungsansétze hergeleitet. Diese dienen dazu die Qualitdt der verschiedenen nume-
rischen Losungen abzuschéitzen. Auflerdem ist es wichtig herauszufinden in welcher Qualitdt bzw.
Auflésung Temperaturmessungen erforderlich sind, um prézise Abschédtzungen zu erhalten. Die
analytischen Losungen gelten immer nur fiir die jeweilige Kombination von Randbedingungen.
Trotzdem sind in dieser Arbeit auch die Herleitungen der zwar relativ einfachen, aber zum Teil
sehr aufwendigen Losungen der Differentialgleichungen hergeleitet. Diese Herleitungen sollen die
Basis fiir mogliche zukiinftige prazise Implementierungen legen.

Aufgrund der beschrinkten Giiltigkeit der analytischen Losungen der zugrunde liegenden Differen-
tialgleichung findet die Finite Differenzen Methode grofie Beliebtheit. Sie liefert einen universalen
und einfach umsetzbaren Losungsansatz auf vergleichsweise performante Weise. Es werden in
den entsprechenden numerischen Abschnitten die berechneten Temperaturfelder direkt mit der
zugehorigen analytischen Losung verglichen.

In diesem Kapitel ist anfangs die beschreibende Differentialgleichung des Warmetransports zusam-
mengefasst. Sie bildet die Ausgangslage fiir alle analytischen sowie numerischen Lésungsanséitze.
Danach werden alle notwendigen Losungsansétze beschrieben um die fiir Straflenkonstruktionen
relevante Problemdefinition analytisch zu l6sen. Im Anschluss an die analytischen Loésungen
folgen die numerischen Verfahren fiir verschiedene Arten von Randbedingungen. In allen Kapiteln
sind zwecks Nachvollziehbarkeit numerische Beispiele angefiihrt.

Es folgen verschiedene Modelle zur Abschéitzung der Transmission und Konvektion. Diese sind
direkt in die davor beschriebenen Verfahren eingesetzt, um deren Auswirkung auf die numerische
Approximation beurteilen zu konnen.

3.1 Grundgleichung der Warmeleitgleichung

Das Temperaturfeld einer Strafienkonstruktion wird vereinfachend durch eine lineare Differential-
gleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Diese wird als die Fourierische
Warmeleitgleichung bezeichnet. Die Differentialgleichung lésst sich fiir ein isotropes Material wie
folgt anschreiben, dabei stellt V den Nabla-Operator dar [28] S. 75]:

oT
— =aAT =a (V-VT) (3.1)
ot

Der Laplaceoperator auf ein Temperaturfeld angewandt beschreibt die Krimmung dieses Feldes.
Die Anderung der Zeit ist damit direkt proportional zur Kriimmung des Temperaturfeldes, wobei

der Proportionalitdtsfaktor eine materialabhéngige Grofie darstellt:

2 2 2
8T:a<8T 02T 8T> (3.2)

ot 922 " o2 T 922
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12 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Fiir unseren Anwendungsfall ist die Betrachtung des eindimensionalen Falls ausreichend. Daher
reduziert sich die Glg. (3.2) zu:

or O*T
T, =a- Th (3.4)

Dabei ist x in Richtung des Normalenvektors zur Oberfliche gerichtet. Die Temperaturleitzahl
am? s~ definiert die Geschwindigkeit des Wirmetransfers von warm zu kalt erfolgt. Sie berechnet
sich aus dem Quotienten von Wirmeleitfihigkeit A W m~* K=! und der volumetrischen Kapazitit

Cpor Jm™3 K= des Materials:

o= =2
Cp Cvol

(3.5)

Bei bekannter Anfangsbedingung und zeitunabhéngigen und damit konstanten Randbedingungen
handelt es sich um ein Anfangswertproblem, welches mit den gut bekannten Losungsansitzen
analytisch gelost werden kann. Auf die Straflenkonstruktion wirken aufgrund der meteorologischen
Bedingungen an der Oberflichen sowie den jahreszeitlichen Schwankungen der Untergrundtem-
peratur immer zeitabhéngige Randbedingungen ein. Es handelt sich um eine homogene Differen-
tialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeflizienten und zeitabhéngigen Randbedingungen.
Dieses im ersten Anschein komplizierte Problem, kann in eine inhomogene Differentialgleichung
1. Ordnung tberfithrt werden, fiir welche es in der Literatur [28] wiederum gut beschriebene
Losungsansétze gibt. Sie sind in der Herleitung aufwéindig und immer nur fiir bestimmt defi-
nierte Randbedingungen giiltig. Daher sind die analytischen Losungsanséitze in der Anwendung
unhandlich. Eine fiir jede vorherrschende Randbedingung giiltige Approximation von zeitabhéin-
gigen Temperaturfeldern bietet die Finite Differenzen Methode (FDM) mit all ihren Variationen.
Grundsétzlich sind bei allen Variationen die infinitesimalen Differentiale durch endliche finite
Intervalle At und Az ersetzt. Es ergeben sich fiir den eindimensionalen Fall aus Glg. :

AT AT

A" AT (36)

Damit ermoglicht die FDM, durch die einfache Differenzenbildung verschiedener Ordnung, Néhe-
rungslosungen mit verschiedensten Randbedingungen universal zu losen. Durch die Wahl des
Differenzenquotienten lassen sich verschiedene Variationen der FDM ableiten, welche Unterschiede
im Konvergenz- und Stabilitédtsverhalten der Approximation zeigen. Fiir diesen konkreten An-
wendungsfall, der Temperatursimulation in Straflenkonstruktionen, kann zwischen der Dirichlet-
(bekannte Oberflichentemperatur) und der Robin-Randbedinung (bekannte Umgebungstempe-
ratur mit bekanntem Warmetibergang) unterschieden werden. In den nachstehenden Kapiteln
werden die verschiedenen Loésungsansétze mit numerischen Beispielen beschrieben. Zwecks der
Reproduzier- und Nachvollziehbarkeit sind die verschiedenen Losungsansétze als Python-Package
umgesetzt.

3.1.1 Waiarmekapazitat

Die Wérmekapazitat C ist ein Mafl dafiir wie viel Energie aufgewendet werden muss, um eine
Temperaturianderung in einem Stoff zu bewirken. Sie definiert also jene Energie die bendtigt
wird um 1 m® eines Stoffes um 1°C zu erwirmen oder abzukiihlen. Fiir einen feuchten bzw.
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3.1 Grundgleichung der Wéarmeleitgleichung 13

gefrorenen Boden koénnen die Kapazitédten von Wasser und trockenem Boden in Abhéngigkeit
vom Wassergehalt addiert werden:

CmW - w

Cow = p1 - (c*ms omr ) (3.7)
CmE - w

Cop = pi- (Cms + 222 (3.8)

Dabei beschreibt C,,, die volumenbezogene Wirmekapazitit des ungefrorenen Bodens in J m=3 K1,
Cyy die volumenbezogene Wirmekapazitit des gefrorenen Bodens in J m™2 K1, p; das Trocken-
raumgewicht in kg m—3, C,,,5 die massenbezogene Wirmekapazitit des Bodenkorns in J kg~ K™%,
Cyw die massenbezogene Wirmekapazitit des gefrorenen Wassers in J kg=* K=t O, die mas-
senbezogene Wirmekapazitit des Wassers in J kg~ K~! und w den Wassergehalt in % [25][S. 2].

3.1.2 Wairmeleitfahigkeit

Die Warmeleitfidhigkeit ist jene Warmemenge, die in einer Zeiteinheit von 1 s durch ein Einheits-
volumen hindurch wandert. Sie ergibt sich aus der Leitfahigkeit der Matrix sowie der Leitfdhigkeit
des Porenraums [25][S.1]. Eine hohe Warmeleitfahigkeit fithrt dazu, dass Temperatur sehr schnell
innerhalb eines Korpers transportiert werden kann. Damit kann auf der einen Seite Frost schnell
in die StraBenkonstruktion eindringen, auf der anderen Seite die interne Wéarme des Erdreiches
schnell an die Oberflache dringen. Schichtauftbauten mit geringerer Wérmeleitfahigkeit bewirken,
dass der Frost nicht so schnell in den Boden eindringt, aber auch, dass der Boden sich langsamer
aufwirmt. Giinstigere Straflienaufbauten bezogen auf die Frosttiefe sind also jene, die eine geringe
Waiérmeleitfahigkeit in Kombination mit hoher Warmekapazitit aufweisen. Diese Befestigungen
leisten dem Eindringen des Frostes den grofiten Widerstand. Je nachdem, ob der Boden als
trocken, feucht oder wassergesattigt angenommen wird, ist der Porenraum mit Luft, oder teilweise
vollstdndig mit Wasser gefiillt. Eine einfache Moglichkeit das Zweiphasensystem zu beschreiben
besteht darin, die effektive Warmeleitfahigkeit, bzw. ihre Grenzen, iiber das volumetrische Gesetz
von Mixturen zu berechnen:

)\eff,o = )\3(1 — n) + )\p -n (3.9)
-1

1—n n
Xeffu=1|—+— 1
1 ( X +Ap> (3.10)

mit:
Vb

= — 3.11
n=y (3.11)

Dabei beschreibt Aoy, die obere Grenze der Warmeleitfihigkeit in Wm™* K™%, A s, die untere
Grenze der Wirmeleitfihigkeit in W m=* K=, A\, die Wirmeleitfihigkeit des Bodens in Wm~! K=,
A\p die Warmeleitfahigkeit des Porenraums in Wm~! K1, V, das Porenvolumen in m®, V, das
Gesteinsvolumen in m® und n den Porenanteil. Anders ausgedriickt geht man von einer wirme-
ddmmenden Wirkung des Porenraums aus [I3][S.2]. Wenn )\, << As kann mit guter Naherung

Glg. (3.9) zu:
Aeff = As(1—mn) (3.12)
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14 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

vereinfacht werden [I7]. Der gewachsene Boden unter der Strafienkonstruktion wird vereinfachend
als homogen angesehen, womit sich die Warmeleitfahigkeiten direkt aus erprobten Kenngroéfien
ergeben.

3.2 Analytische Losungsansatze

In diesem Abschnitt sind alle notwendigen Losungsanséitze beschrieben, die es braucht, um die
homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und zeitabhéngigen
Randbedingungen zu l6sen.

3.2.1 Homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Um die Problemdefinition mit zeitabhingigen Randbedingungen zu 16sen, wird in diesem Unter-
kapitel die in der Literatur ausfiihrlich beschriebene analytische Losung der Warmeleitgleichung
fir das Anfangswertproblem im homogenen Fall hergeleitet. Sie stellt die Ausgangslage fiir die
folgenden analytischen Losungsansétze dar. Da es sich bei der Losung um eine Reihenlésung
handelt, wird diese auch als semi-analytische Losung bezeichnet. Ausgangslage der Herleitung ist
die homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und folgenden
Randbedingungen [28][S. 248]:

Ty(z,t) = alyy(x,t)
7(0,t) = 0
T(,t)=0
T(x,0) =r(z) (3.13)

Gelost wird die Differentialgleichung durch Separation der Variablen. Es wird angenommen, dass
sich die Losung der Differentialgleichung aus einem Anteil abhéngig von z und einem Anteil
abhéngig von t zusammensetzt. Die Temperaturverteilung muss also folgende Form annehmen

[28][S. 232]:

T(x,t) = f(x)g(t) (3.14)
Einsezten des Losungsansatzes aus Glg. in Glg. fihrt auf:

og(t) _  9*f(x)

@) =a- =gl (3.15)
f(2)g:(t) = afea(x)g(t) (3.16)
Durch Separation der Variablen erhalt man:
foa(z) _ ge(2) 2
@) @) 47

wobei a eine beliebige Konstante beschreibt. Durch den soeben erhaltenen Ausdruck ergeben
sich folgende zwei Bedingungen, die in jedem Fall erfiillt sein miissen:

Joa(x) +a?f(2) =0 (3.18)
9:(t) + a’ag(t) = 0 (3.19)
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3.2 Analytische Lisungsansétze 15

Um die erste der beiden neu erhaltenen Differentialgleichungen zu l6sen, werden die Randbedin-
gungen in den urspriinglichen Losungsansatz (3.14) eingesetzt:

T(0,t) = f(0)g(t) —  f(0)=0 Vy(t) (3.20)
T(,t)=fgt) — f)=0 VYg(t) (3.21)

Es zeigt sich, dass die triviale Losung Teil des Losungsraumes ist, wodurch die Randbedingung
fiir jedes beliebige g(t) giiltig sein muss. Damit beschreibt Glg. (3.18) ein Eigenwertproblem,
welches mit folgendem Ansatz gelost werden kann:

f(x) = Acos(az) + Bsin(ax) (3.22)
Das Einsetzen der Randbedingungen fithrt auf:
f0O)=A=0 — f(l)=Bsin(al) =0 (3.23)

Gesucht sind gemaf} des Eigenwertproblems alle nicht trivialen Losungen der Glg. (3.23)). Daher
ergeben sich folgende Koeffizienten:

= ? mit n=1,2,3,.. (3.24)

fu(@) = Bysin <”7;“") — Bupn() (3.25)

Die zweite zu losende Gleichung ([3.19) ist eine homogene Differentialgleichung 1. Ordnung mit
konstanten Koeflizienten, welche mit folgendem Ansatz gelost werden kann:

g(t) = Ce "t (3.26)

Es ergibt sich weiter durch Einsetzen von « aus Glg. (3.24):

gn(t) = Cpe™(F) ot (3.27)

Damit kann die gut bekannte Losung des Randwertproblems angeschrieben werden:
T(z,t) = f(x)g(t) = rnef(nllf“t sin (m;:v) (3.28)
wobei 7, = B,C), hier eine beliebige Konstante sein kann. Da es sich um eine homogene

Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten handelt, gilt das Superpositionsprinzip. Dies
fithrt auf die (semi-) analytische Reihenlosung:

Tl t) =S rpe(F)at g (W> 2
(x,t) nZ::lre I sin { — (3.29)

Die nun erhaltene Reihenlésung muss die Anfangsbedingung erfiillen. Durch Einsetzen der
Randbedingung erhalt man:

T(z,0)=r(z) = niozlrngon(:n) mit 7, = ?/Ol r(x)sin (mlrx) dz (3.30)
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16 3 Simulation der Temperatur in Straflenkérpern

Numerisches Beispiel
In diesem numerischen Beispiel ist an der Oberfliche sowie im Untergrund eine konstante
Temperatur von 10°C definiert. Als Anfangsbedingung wird eine Sinushalbwelle angesetzt:

Ty(z,t) = aTly,(x,t)

T(0,t) =T, = 0

T(,t)=T3=0

T(z,0) = sin (%) (3.31)
(vgl. 3.30)) rn=0]|n=1 rn=1|Vn>2 (3.32)

Explizit ergibt das fiir die Parameter a =1, [ = 1:

(vel. [3.29) T(x,t) = e ™ sin (xm) (3.33)

Da es sich bei der gewdhlten Anfangsbedingung selbst um eine trigonometrische Funktion handelt,
degeneriert die unendliche in eine endliche Reihe mit der Anfangsbedingung als Koeffizient.
Die Losungsfunktion des Temperaturfeldes mit den vorgegebenen Randbedingungen sowie der
Anfangsbedingung ist in Abb. [3.1] dargestellt.

—— T(0,t)=Ts =0 L 1.0
—— T(,t)=Ty=0
—&— T(z,0) =sin (%w) - 0.8
- 0.6 8
=
- >
04 =
=
T o2
0.40 " 0.0

0.35
0.30 0.25
0.0

0.4 0.2

0.20
elt t[S] 0-15 0.10

0.05 0.6
0.8

Abb. 3.1: Temperaturprofil des homogenen Anfangswertproblems mit der halb sinusférmigen
Anfangsbedingung und den Randbedingungen 7°(0,t) = 0, T'(,t) = 0 fiir den fiktiven
Aufbau mit den Parametern = 1m, A\=1Wm * K ! p=1kgm 3 C=1Imn 3K,
iiber das Zeitintervall 0.0 <t < 0.4

3.2.2 Inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die Loésung des inhomogenen Problems der Warmeleitgleichung mit konstanten Randbedingungen
ist fiir die gesuchte Problemdefinition nur indirekt relevant. Sie wird hier aber trotzdem hergeleitet,
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3.2 Analytische Lisungsansétze 17

da sich das zu losende Problem mit zeitabhéngigen Randbedingungen, wie spater gezeigt, in diese
Art von Problemstellung tiberfithren ldsst. Daher wird in diesem Abschnitt auf ein numerisches
Beispiel verzichtet und lediglich die Herleitung angefiihrt. Im Unterschied zum homogenen Fall
enthilt die Differentialgleichung nun einen vom Ort und der Zeit abhéngigen Stoérterm h(x,t)
[30, 28]. Die Problemstellung sieht nun wie folgt aus:

Ti(z,t) = aTlys(x,t) + h(x,t)
7(0,£) = 0
T(,t)=0
T(z,0) =r(z) (3.34)

Anstatt des Losungsansatzes aus Glg. (3.29)) suchen wir nun nach einer von der Zeit abhéngigen
Reihe ¢, (t), welche folgende Bedingung einhalten muss:

[e.e]

T(z,t) = Z cn(t) sin (nﬂ-x> g cn(t)pn(x (3.35)

Der hier eingefithrte Losungsansatz fithrt nach Einsetzen in die Differentialgleichung auf:

Z

Zur Vereinfachung werden folgende Variablen eingefiihrt:
62g0n T 0?2 sin (2T nt\2  [/nrz
ax2( - ax(2 B (l) Sm( l ) = Ann() 337

An on ()

8cn

00 2
on(z) =3 aen(t) LEn2) g;Z( z) Z acn(H)Ann(z) + h(z,t) (3.36)
n=1

Aus der definierten Randbedingung und durch Vergleich der Reihenentwicklung ergibt sich, dass
die Koeffizienten ¢, (0) den Fourierkoeffizienten der Anfangsbedingung entsprechen miissen. Diese
Beziehung dient nach Integration zur Bestimmung von c¢y:

(vel. T(x,0) i cn(0)pn(x) = i Tnon(T) (3.38)
n=1 n=1

Zunéchst muss aber in einem néchsten Schritt die Storfunktion h(z,t) als Fourierreihe entwickelt
werden:

= ha(t)pn(x) (3.40)
n=1
Es ergeben sich die Koeffizienten der Storfunktion, wie schon in Glg. (3.30) definiert, mit:

l
o (£) = % /0 W@, £)on(z)dz (3.41)
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18 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Das Einsetzen der entwickelten Reihenformeln in Glg. (3.36|) liefert:

Z

acn

=" adnen(t )+ Z hin( (3.42)
n=1

5 (220 anen(t) — hot)) onla) = 0 3.43
> (%5 (1)~ hu(t)) #u(2) (3.43)

Da Glg. (3.43)) fir jedes beliebige ¢, (x) giiltig sein muss, erhalten wir folgende inhomogene
Differentialgleichung 1. Ordnung:

ey (t)
ot

So wie auch in Abschnitt ergibt sich die Losung durch Multiplizieren des gut bekannten
Losungsansatzes auf beiden Seiten:

—alpcn(t) = hp(t) VneN (3.44)

dep (t _ _
e—a)\nt Cdt( ) e aA"ta)\ncn(t) —e a)\nthn(t) (3.45)

%(e—‘“ntcn(t))

Nach der Integration erhilt man den nachstehenden Ausdruck. Zwecks der besseren Ubersicht
wird fiir die Integration ¢ mit 7 substituiert:

t d —aAnT _ t —aAnT
/0 E(e Cn(T)) dT—/O e b (T)dT (3.46)

t
e=nte, (1) — cn(0) = / e~ Th (r)dr (3.47)
—— 0

Tn

Schlussendlich ergeben sich durch Umformung die gesuchten Koeffizienten:

t

enlt) = Nty 4 e [T () dr (3.48)
0

Das Einsetzen in Glg. (3.35)) liefert nun das gesuchte Temperaturfeld der inhomogenen Differenti-

algleichung 2. Ordnung mit Stérfunktion:

o0

= eMrupn(z) + Z ( aAnt / aAnThn(T)dT> on(z) (3.49)

3.2.3 Homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
zeitabhangigen Dirichlet Randbedingungen

Die in diesem Abschnitt beschriebene Losung des Randwertproblems soll dazu dienen, das
Konvergenzverhalten sowie den Fehler der numerischen Losungsverfahren abschatzen zu koénnen.
Zusétzlich soll die nachstehende Herleitung den Grundstein fiir einen analytischen Losungsansatz
zur Berechnung von Temperaturfeldern in Mehrschichtsystemen legen. Ausgangslage ist, wie
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3.2 Analytische Lisungsansétze 19

auch bei den zwei oben beschriebenen Losungsansétzen, die Warmeleitgleichung (3.3)), diesmal
aber mit folgenden zeitabhéngigen Randbedingungen [28]:

Ti(z,t) = alyy(x,t)
T(0,t) = Tu(t)
T(l,t) = Ty(t)
T(z,0) =r(x) (3.50)

Hier stellen T(t) und T, (t) die zeitabhéngigen Dirichlet Randbedingungen an der Strafienober-
fliche und im Untergrund dar. Die Funktion r(z) beschreibt, wie gehabt, die Anfangsbedingung
im Untergrund.

Die Randbereiche aller Randbedingungen miissen thermisch kompatibel sein, daher ergeben sich
zusétzlich folgende Kompatibilitdtsbedingungen zwischen der Anfangsbedingung und den zwei
Randbedingungen:

r(0) = T5(0) (3.51)
(1) = T,(0) (3.52)

Ziel ist, das Problem mit zeitabhingigen Randbedingungen in ein stationédres Problem mit
homogenen Randbedingungen zu tiberfithren. Dies ermoglicht die in Abschnitt [3.:2.2| beschriebenen
Losungsanséitze unverandert anzuwenden. Dazu werden folgende zwei Funktionen eingefiihrt:

h(z,t) = Tu(t) + %

(Ty(t) — T(t)) (3.53)
v(z,t) =T (x,t) — h(z,t) (3.54)

Durch einmaliges Ableiten nach ¢ und zweimaliges Ableiten nach = der zwei neu eingefiigten
Funktionen h(x,t) sowie v(x,t)(3.54) ergibt sich:

(2, 1) — aUgg (2, t) = Ti(x,t) — he(x, t) — a (Tyz(,t) — hag(z, 1)) (3.55)

x

l
Das Einsetzen der abgeleiteten Beziehungen aus (3.56) in Glg. (3.55)) liefert:

he(z,t) =Ts1 + — (Tgr —Tst) und  hye(z,t) =0 (3.56)

(2, 1) — aUzg (2, 1) = Ti(x,t) — aTpe(z,t) +he(x,t) — ahgg(z,t) = he(x,t) (3.57)
0

vi(x,t) = avgg(z,t) + he(z, 1) (3.58)
Die neuen Randbedingungen ergeben sich durch Einsetzen weiter zu:

v(0,t) =T(0,t) — h(0,t) = Ts(t) — Ts(t) =
v(l,t) =T(,t) — h(l,t) =Ty(t) — Ty(t) =

(T,(0) = T.(0)) = () (3.59)

0
0

v(z,0) =T(x,0) — (TS(O) + %
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20 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Zusammenfassend zeigt sich nun folgende neue Problemdefinition:

vz, t) = avgg (2, t) + he(, )
v(0,t) =0
v(l,t) =0
v(z,0) = vo(x) (3.60)

Das Einfiihren der zwei Funktionen h(x,t) sowie v(x,t) fithrt also auf die inhomogene Differenti-
algleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und homogenen Randbedingungen. Dieses
umformulierte Problem lésst sich somit analog zu Abschnitt l6sen. Durch Reihenentwicklung
der neu eingefithrten, von der Randbedingung abhéngigen Funktion h(z,t) sowie der erhaltenen
neuen Anfangsbedingung vy (z) ergibt sich:

t) = Z hnon(z) mit  hy(t) = 7/0 h(z,t)pn(x)dx (3.61)
oo l
(x) = Z Vonpn(z) mit vo, = ?/0 vo(x)on(z)dz (3.62)

Die Losung lasst sich analog zu Glg. (3.49) anschreiben:

dhy,(T)

> t
o(st) = 3 ePlignn(@) Hz“m/ﬂméawﬁwg (3.63)
n=1

Als Storterm ist allerdings die zeitliche Ableitung der Funktion h(x,t) eingesetzt (vgl. dazu die
Problemdefinition aus (3.60))). Schlussendlich erhdlt man das gesuchte Temperaturfeld durch
Superposition, wie in Glg. (3.54) definiert, mit:

T(x,t) =v(z,t) + h(z,t) (3.64)
Numerisches Beispiel

In diesem numerischen Beispiel ist an der Oberflache eine zeitabhéngige Sinushalbwelle und im
Untergrund eine konstante Temperatur als Randbedingung angesetzt:

Tt(x7t) = alyy x t)
T(0,t) = A1 sin(fit) + B1
T(l,t) = B2
T(x,0) = T(0,0) + %@@@-T@m) (3.65)
vel. h(z,t) = Aysin (fit) + By + % (—Ajsin (fit) — By + Bs) (3.66)
vgl. hon (T, 2) = pn(x) (Arsin (fit) + B1 + Ba) (3.67)
L ha(r) = A fripn() cos (fi7) (3.65)

vgl. (3.62) Von =0 (3.69)
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3.3 Finite Differenzen Methode - Dirichlet Randbedingung 21

oo Aq fip? (—adne®nt + a\, cos (fit) — fisin (fit)
vel. B:63)  w(z,t) =) ( R ) (3.70)
n=1 a“An + fl

Explizit ergibt das fiir die Parameter A1 = 10, By =10, fi =1, Bo =10,l=1und a = 1:

> 10 (—7r2n26”2”2t cos (t) 4+ w2n? — e™ "t gin (t)) e ™"t sin? (mna)
= 71
vt =3 s (371)
wodurch das gesuchte Temperaturfeld berechnet werden kann:
T(x,t) = h(z,t) +v(x,t) (3.72)

Abb. B:2] zeigt das in diesem numerischen Beispiel berechnete Temperaturfeld der homogenenen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit zeitabhéngigen Randbedingungen. Wie zu erwarten, werden
alle Randbedingungen sowie die Anfangsbedingung eingehalten.

Um das soeben beschriebene Problem mit tatsdchlich gemessenen Temperaturen analytisch
l6sen zu kénnen, wire es erforderlich die zugrunde liegende Differentialgleichung mittels Fou-
rier Transformation umzuformen. Die Randbedingungen kénnten dann iiber die Fast Fourier
Transformation auf das zu lésende System angesetzt werden.

—e— T(0,t) = Ts = 10 sin(t) + 10

—— T(,t) =T, =10 L 0
—a— T(z,0) = 10
T(0.5,t) + s
16 8
=
- o
=
T 12
- 10

0.0

Zejt ¢ 1 1.0 0.2
s 0.5 0.6 O

: 0.8
0.0 1.0 Ore * o)

Abb. 3.2: Temperaturprofil der analytischen Lésung des Randwertproblems mit zeitabhéngigen
den Randbedingungen sowie A1 = 10, B; =10, fi =1, Bo=10,l=1und a =1
iuber das Zeitintervall 0.0 <t < 7.

3.3 Finite Differenzen Methode - Dirichlet Randbedingung

In diesem Kapitel werden verschiedene Varianten beschrieben, wie die Finite Differenzen Methode
mit einer Dirichlet Randbedingung anzuwenden ist. Diese Verfahren erméglichen es, bei bekannten
Temperaturen an zwei Punkten, bspw. durch Messung, die Temperaturverteilung im Untergrund
abzuschétzen.
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22 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Die hier zusammengefassten Verfahren sind mit der in Abschnitt hergeleiteten analytischen
Losung verglichen, um das Konvergenzverhalten der verschiedenen Anséitze besser abschétzen zu
konnen.

3.3.1 Euler Vorwiarts Verfahren - (explizit)

Ausgehend von der diskretisierten Grundgleichung der Wérmeleitung (3.6)) ergibt sich fiir eine
explizite Formulierung auf der linken Seite der Vorwérts-Differenzenquotient 1. Ordnung und auf
der rechten Seite der zentrale Differenzenquotient 2. Ordnung zum Zeitpunkt n. Es lasst sich

schreiben [10} 27, 28], B1]:

n+1
T; _TJn:a,. S — 2T+ T3

At J Am?

(3.73)

Der hochgestellte Index n entspricht dem Zeitpunkt und der tiefgestellte Index j der Schichtgrenze.
Durch Umformen ergibt sich die Temperatur zum Zeitpunkt n + 1 als Funktion in Abhéngigkeit
von der Temperatur zum vorherigen Zeitpunkt n mit:

Tt = aj% ' ( 2T TJ”_I) + 17 (3.74)

J

Die Temperatur zum néichsten Zeitpunkt kann damit direkt (explizit) berechnet werden. Dieses
Verfahren ist bei ungilinstiger Wahl an A¢ und Az nicht immer numerisch stabil. Um die
Stabilitatsgrenze abschétzen zu konnen, kann folgende Gleichung angewendet werden. Bei
Zeitreihen mit grofien Zeitintervallen miissen die einzelnen Schichtsegmente Ax entsprechend
grofl gewahlt werden, um eine stabile Losung zu erhalten. Dies fiihrt bei groflen Zeitreihen
und diinnen Schichten (bspw. einer Betondecke in der Strafenkonstruktion) zu numerischen
Schwierigkeiten:

At 1

L < .
Ae? =3 (375)

a;

Glg. (3.74)) lasst sich fir den gesamten Schichtaufbau mit Hilfe einer k x k& Abbildungsmatrix
A A anschreiben:

cj:ajﬁ% (3.76)
1 0 0 0 0 0]
co —2c0+1 ¢co - 0 0 0
Aa= |1 (3.77)
0 0 0 -+ cp1 —2c-1+1 cp_q
0 0 0 - 0 0 1

Dabei beschreibet k& die Anzahl der Schichtengrenzen und j die jeweilige Schicht. Die hier
eingefiihrte Matrix ist also eine konstante Grofie, welche von den Materialparametern der Schichten
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3.3 Finite Differenzen Methode - Dirichlet Randbedingung 23

und den gewéhlten Intervallen abhéngig ist. Das gesamte Temperaturprofil fiir den néchsten
Zeitpunkt n 4+ 1 kann mittels Matrix Vektor Multiplikation von A A und dem Temperaturprofil
zum vorherigen Zeitpunkt n berechnet werden. Zu beachten ist, dass die zeitabhéngige Dirichlet
Randbedingung an der Oberfliche und im Untergrund eingepréigt werden muss:

= —

Toi1 = A - T (3.78)

Der Fehler € des numerischen Verfahrens wéchst linear mit dem gewéhlten Zeitschritt At und
quadratisch mit der gewéhlten Schichtdicke Ax. Dieses Verhalten zeigt sich deutlich in Abbildung
[3-3] wo verschiedene Kombinationen von At und Az, eingesetzt in die FDM, der analytischen
Loésung gegeniibergestellt sind. Entscheidend fiir eine gute Approximation ist also die Wahl
moglichst kleiner Intervalle von At und Az, welche durch das Verhiltnis von At und Az?,
also der Stabilitdtsgrenze , begrenzt sind. Diese Grenze ist immer materialabhéingig (vgl.
Glg. ) Daher sind in einem ersten Schritt die numerisch ermittelten Abweichungen der
Temperaturgénge in Schichtmitte x = 0.5 aus Abschnitt fiir verschiedene Kombinationen von
At und Az in Abb. dargestellt. Es zeigt sich, dass eine Anderung des Zeitschritts At wenig
zur gewiinschten Minimierung des Fehlers beitrigt. Hingegen die Anderung der Schichtdicke Az
zu schneller Konvergenz fiihrt. Allerdings ist die Stabilitdtsgrenze fiir eine effektive Berechnung
in diesem fiktiven Beispiel schnell erreicht.

Um das Verhalten des Verfahrens fiir den relevanten und materialabhéngigen Anwendungsfall zu
studieren, ist in dem numerischen Teil des Abschnitts ein weiterer Vergleich angefiihrt. Dieser
soll helfen die geforderten Messauflosungen abschétzen zu kénnen.

0.3 . . .
A= Az =025m At=0.024s, |AT)naz| = 0.316

24 e rr e D
0 — Az =0.25m, At=0.023 s, |ATpmae| = 0.216 :

Az =025m At=0.003s, [ATmaz| = 0.216

L kS

0.1 -

0.0

AT in °C

—0.1 7

—-0.2 1

-0.3
0.

0.3

0.2 4-

0.1 -

0.0

AT in °C

—0.1 7

—0.2 Ferrerereee e

0.3 i ; ' i i ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Zeit t in s

Abb. 3.3: Abweichung des mittels Euler Vorwérts Verfahren numerisch ermittelten Temperatur-
ganges T'(0.5,t) von der analytischen Losung bei verschiedenen Kombinationen von
Az und At fiir den fiktiven Aufbau mit den Parametern [ =1m, A =1 Wm™* K1,
p =1lkgm3und C =1JIm 3K !iiber das Zeitintervall 0 <t < 7 s .
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24 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Numerisches Beispiel

In diesem numerischen Beispiel wird das Temperaturfeld einer 0.2 m dicken Betondecke mittels
Euler Vorwirts Verfahren bestimmt und mit der analytischen Loésung aus Abschnitt
verglichen. Es gelten folgende Randbedingungen:

T(z,0) = 10 (3.79)
T(0,t) =sin (wt) mit w= ﬁ (3.80)
T(,t) = 10 (3.81)

Die materialabhéngigen Koeffizienten der diinn besetzten Matrix ergeben sich fiir Beton wie
folgt:

A
vgl. (35) a="5= 8.88889¢ " m? s~ ! (3.82)
At
vgl. ([3776) ¢j = a5 = 0.055556 (3.83)

mit den Parametern Wirmeleitfihigkeit A = 1.6 Wm~* K=, Dichte p = 2000 kg m—3, Wirmeka-
pazitit C = 900 J m~3 K~ !, Schichtdicke Az = 0.004 m und Zeitinkrement At = 1.0 s. Durch
Einsetzen der Temperaturleitzahl a; sowie des dimensionslosen Koeffizienten in Glg. ergibt
sich nun die k£ x kK = 50x50 dimensionale materialabhdngige Abbildungsmatrix Aa zu:

1.0 0 0 0 0
0.0578 0.8844 0.0578 0 0
0 0.0578 0.8844 0.0578 0
vel. B77) Aa = (3.84)
0 0 0.0578 0.8844 0.0578
| 0 0 0 0 1.0 ]
kxk = 50x50
Damit kann nun des Temperaturfeld fiir den ersten Zeitschritt bestimmt werden.
10.0] 10.0087]
10.0 10.0
- 10.0 - - 10.0
vgl. (3.78)) 1= = T(zx,1)=Ty=Aa-T1 = . (3.85)
10.0 10.0
10.0 10.0
L=V L _
T(z,0)
Alle weiteren Temperaturprofile ergeben sich aufgrund des Assoziativgesetzes mit:
Toyi = (Ap)" - T (3.86)
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3.3 Finite Differenzen Methode - Dirichlet Randbedingung 25

Das Temperaturprofil nach 3600 s lésst sich wie folgt berechnen:

10.0087] [ 100 |
10.8533 10.8454
- o 11.5598 R R 11.5525
Tss00 = An - Tssos = | = Tseoo =Aa Tsseo = | (3.87)
10.0228 10.0228
| 10.0 | | 10.0 |

Durch die zeitabhingige Randbedingung an der Betonoberfliche miissen an der ersten und letzten
Stelle der Temperaturvektoren 7, n+i die definierten Randbedingungen eingeprigt werden. Das
numerische Temperaturfeld der gegebenen Problemstellung nach 3600 s ist in Abb. 3:4] und
das analytische Temperaturfeld der gleichen Problemstellung in Abb. dargestellt. Wie zu
erwarten zeigen sich qualitativ gleiche Ergebnisse zwischen der numerischen und der analytischen
Losung. Bei genauerer Betrachtung ergeben sich allerdings, je nach Wahl der Intervalle At und
Ax, verschieden grofle Abweichungen zwischen numerischer und analytischer Lésung.

Wie oben beschrieben sind die Konvergenzverhalten der verschiedenen Verfahren immer ma-

—e— T(0,t) =Ts = 10 sin (5555) + 10
—— T(,t) =T, = 10 L .
—=— T(z,0) =10
T(0.1,¢) i
18
T 16 &
Py
-JJ'\
m 14 N
...... =
T 12
300 . T e ~ 10
3000 o500
2000
Zoit 1500 o 0.0
t [s] 500 0.1
0 0.2 \w\
Oort *

Abb. 3.4: Temperaturfeld der numerischen expliziten Losung des Randwertproblems mit ei-
ner Dirichlet Randbedingung und den Parametern [ = 0.2 m, A = 1.6 Wm~* K%,
p = 2000kgm™3, C = 900 Jm 3K ! Az =0.004 mund At = 1.0 s iiber das
Zeitintervall 0.0 < ¢ < 3600 s .

terialabhéngig, daher ist der Temperaturgang fiir eine Betondecke mit einer Dicke [ = 0.2 m
in Schichtmitte x = 0.1 m fiir verschiedene Kombinationen an At und Az in Abbildung [3.6
dargestellt. Zusatzlich ist die Frequenz w sowie die Anzahl der Perioden erhoht, um das Verhalten
im Bereich einer Messauflosung von 1 h zu untersuchen. Folgende Zusammenhénge kénnen aus
dem Diagramm abgeleitet werden:
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26 3 Simulation der Temperatur in Straflenkérpern

| [ R
——e— T(0,t) =T, = 10 sin (55%5) +10| |
—— T(,t) =T, =10
— —&— T(z,0)=10

T 18

0.0

. 1500
Zeit ¢ 1000
Is] 500 0.1

ot ¥ )

Abb. 3.5: Temperaturfeld der analytischen Lésung des Randwertproblems mit einer Dirichlet
Randbedingung und den Parametern [ = 0.2m, A = 1.6 Wm ! K™%, p = 2000 kg m3,
C = 900 Jm3K! Az = 0.004 m und At = 1.0 s iiber das Zeitintervall
0.0 <t <3600 s.

o Es zeigt sich, dass es bei dem Euler Vorwérts Verfahren mit einer [ = 0.2 m dicken Betondecke,
auch bei sehr kleinen Intervallen von Ort und Zeit, zu schlechtem Konvergenzverhalten der
Losung kommt.

e Je diinner die Schicht ist, desto kleiner ist die geforderte Messauflésung.

e Die Stabilitdtsgrenze des Verfahrens ist fiir eine Messauflosung At = 3600 s und eine
Dicke [ = 0.2 m sowie die gewihlten Materialparametern fiir Beton A = 1.6 Wm™* K,
p = 2000 kgm™3 C = 900 Jm—3 K~ ! also nicht einhaltbar.

3.3.2 Euler Riickwarts Verfahren - (implizit)

Analog zur expliziten Formulierung ist die Ausgangslage die diskretisierte Grundgleichung der
Warmeleitung . Allerdings wird auf der linken Seite anstatt des Vorwérts-Differenzenquotient
der Riickwérts Differenzenquotient 1. Ordnung angewendet [27, 28]. Auf der rechten Seite bleibt
der zentrale Differenzenquotient 2. Ordnung zum Zeitpunkt n + 1 unverdndert erhalten:

+1 +1 +1 +1
) A S I (3.88)
At J Am?
Nach Umformung auf die Temperatur zum Zeitpunkt n ergibt sich:
TP — . At Tn+1 2 Tn—l—l Tn+1 Tn+1 3.89
j‘%@'(‘jﬂ"‘ =y _j—1)+j (3.89)
J
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Az = 0.05 m, At =3600.0 s, |ATmaez| = nan
—o— Az =0.05m, At=2900.0s, |ATyaz| = 0.356 |
S —4— Az =0.05m, At=600.0s, |ATmaz| = 0.355
= —4— Az =0.05m, At=180.0s, |ATpaz| = 0.355 |
E‘ H H H
< % : : :
_0.2_.. ‘ ............. ,,.\, .................. ..............................
—0.4 + ; ; ; ; . .
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
Pt N : ) ’ = ’
: e AN i =—h— Az =0.002m, At=36.0s, [ATmaz|=nan
B B N B
0.05 oo e g | = Az =0.004m, At=36.0s, |ATpas|=nan |
o S : N\, =% Az=00lm At=360s, |[ATpe| =0.087
£ 0.00 L L. : AR 2
&~ . :
<
—0.05 -
T T T T T

T
150000 200000 300000

Zeit t in s

0 50000 100000 250000

Abb. 3.6: Die Abweichung des mittels Euler Vorwérts Verfahren numerisch ermittelten Tempera-
turganges 7(0.5,¢) von der analytischen Losung bei verschiedenen Kombinationen von
Ax und At fiir eine Betonschicht mit den Parametern [ = 0.2m, A = 1.6 Wm~! K™%,
p = 2000kgm=3, C = 900 Jm 3K ! Az =0.004 m und At = 1.0 s iiber das
Zeitintervall 0.0 < ¢ < 4-3600 - 24 s und mit den Randbedingungen T'(x,0) = 10,
T(0,t) = sin (wt), T(l,t) = 10 mit w = gzer-.

Daraus kann wiederum die Abbildungsmatrix analog zu [3.3.1] angeschrieben werden:
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1 0 0 0 0 0
—c1 2c14+1 —c; 0 0 0
Ap = (3.90)
0 0 0 —cp 2c,+1 —cp
0 0 0 0 0 I

Der schicht- und materialabhingige Koeffizient c¢; ergibt sich analog zu der expliziten Formulierung
aus Glg. (3.76)). Nun wird das Temperaturprofil zum Zeitpunkt n+1 auf den Zeitpunkt n abgebildet
(Backward in Time).

—

AA : Tn+1 = Tn

(3.91)

Um das Temperaturprofil zum Zeitpunkt n + 1 zu erhalten, muss daher die Inverse der Abbil-
dungsmatrix A a gebildet werden. Dieser zusétzliche Rechenschritt ist zwar rechenintensiver als
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28 3 Simulation der Temperatur in Straflenkérpern

die explizite Formulierung, allerdings hat das implizite Verfahren die Eigenschaft in jedem Fall
numerisch stabil zu sein:

=

Thi1=AR' - T, (3.92)

Der in diesem Verfahren begangene Fehler € verhéalt sich in gleicher Weise wie im expliziten
Euler Vorwirtsverfahren aus dem Abschnitt [3.3.20 Er wéchst linear mit dem Zeitschritt At
und quadratisch mit der Schichtdicke Az. Das Konvergenzverhalten des fiktiven Beispiels ist in
Abbildung ersichtlich. Es zeigen sich folgende Zusammenhénge:

e Das Konvergenzverhalten des Fuler Riickwérts Verfahrens unterscheidet sich grundsétzlich
nicht vom Euler Vorwiérts Verfahren.

e Die Sicherstellung der Stabilitdt ermdglicht es, das Intervall Ax auch bei hoher Messauflo-
sung klein zu wahlen.

e Die Approximation ldsst sich dadurch ndher an die analytische Lésung heranfithren.

e Die implizite Formulierung ist fiir den gegensténdlichen Anwendungsfall also immer der
expliziten vorzuziehen.

Um auch hier wieder das Verhalten fiir den Anwendungsfall zu erkunden, ist im numerischen
Teil des Abschnitts ein weiterer Vergleich fiir Beton angefiihrt.

0.3 . . .
oo d ™ Az =0.25m At=0.024 s, |ATmaz| = 0.1 ; ; -
Y| =—— Az =025m At=0.023s, |ATna| = 0.105 : S
O 014 = Az =025m At=0.003s, |ATmaz| = 0.201
E 00 : : :
~
< —0.1 A
—0.2 1
0.3 i ; ' i i ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.3 . . .
O Az = 0.025m, At =0.003s, |ATmaz| = 0.01 ; ; L
] —a—= Az =0.05m At=0.001s, |ATmas| = 0.047 ' L _me--T
O 014 == Az =025m At=0.003s, |ATmaz| = 0.201 o ;
=] : : : - —k
3 00 \\\.\;-:——-:--r-—-:w
A 0. AN TR feosngganer TR s
L SO R : : :
—0.2 _‘--l-——"' ............... .................... P
0.3 i ; ' i i ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Zeit t in s

Abb. 3.7: Abweichung des, mittels Euler Riickwérts Verfahren, numerisch ermittelten Tempera-
turganges 7'(0.5,t) von der analytischen Losung bei verschiedenen Kombinationen
von Az und At fiir den fiktiven Aufbau mit den Parameternl = 1m, A =1Wm~! K1,
p =1lkgm3und C =1Jm 3K !iiber das Zeitintervall 0 <t < 7 s.
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3.3 Finite Differenzen Methode - Dirichlet Randbedingung 29

Numerisches Beispiel
In diesem numerischen Beispiel wird das gleiche Temperaturfeld wie in Abb. [3.6] fiir eine 0.2 m
dicke Betonschicht bestimmt. Dafiir gelten folgende Randbedingungen:

T(z,0) = 10 (3.93)
T(0,t) = sin (wt) mit w= 60%0 (3.94)
T(l,t) =10 (3.95)

Die materialabhéngigen Koeffizienten der diinn besetzten Matrix ergeben sich (vgl. u. [3.83))
fiir Beton:

A
vgl. (3.5) 0= 5= 8.88889%¢ " m? st (3.96)
At
vgl. (3.76) ¢ = a5 = 0.055550 (3.97)

mit der Wirmeleitfihigkeit A\ = 1.6 W m~* K, der Dichte p = 2000 kg m~3, der Wirmekapazitt
C = 900 Jm 3 K~ !, dem Schichtinkrement Az = 0.004 m und dem Zeitinkrement At = 1.0 s.
Durch das Einsetzen der Temperaturleitzahl a; sowie des dimensionslosen Koeffizienten in
Glg. ergibt sich nun die £ x k = 50x50 dimensionale materialabhéngige Abbildungsmatrix
An:

10 0 0 0 . 0 |
—0.0578 1.1156 —0.0578 0 . 0
0 —0.0578 1.1156 —0.0578 .. 0
vgl. (3.90) Aa= ' ‘ ‘ . . ' (3.98)
0 .. 0 —0.0578 1.1156 —0.0578
0 . 0 0 0 10 |
kxk = 50x50

und weiter die Inverse A~ !:

1.0 0 0 0 0
0.05195 0.898798 0.046693 0.00242573 ... 0
As1o 0.00?699 0.046693 0.901224  0.046819 ... o 5.99)
0 ... 0.002426  0.046693 0.898798 0.05195
0 0 0 0 1.0
kxk = 50x50
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30 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Damit ergibt sich das Temperaturprofil nach dem ersten Zeitinkrement zu:

[10.0] [10.0087]
10.0 10.0
1100 ) . 10.0
| = = Th=AR T = (3.100)
10.0 10.0
10.0 10.0
T(0) TGo1)

Alle weiteren Temperaturprofile konnen aufgrund des Assoziativgesetzes folgendermaflen berechnet
werden:

Ti = (A;l)i T (3.101)

Das Temperaturprofil nach 3600 s lésst sich also wie folgt anschreiben:

10.0087| [ 100 |
10.861 10.853
Tss509 = A - Thzos = 15069 —  Theo0 = A - Thse9 = H-o501 (3.102)
10.0228 10.0229
| 10.0 | i 10.0 |

Auch hier miissen die zeitabhéingigen Randbedingungen an den entsprechenden Komponenten
(erste und letzte) der Temperaturprofilvektoren T; eingepréigt werden. Nach 3600 s zeigt das
raumlich dargestellte Temperaturfeld aus Abb. B8] qualitativ das gleiche Bild wie die zugehorige
analytische Losung aus Abb. Zusitzlich sind in Abb. [3.9] die gleichen Kombinationen von At
und Ax wie in Abb. dargestellt. Grundsétzlich gilt wieder das gleiche Konvergenzverhalten,
jedoch mit dem entscheidenden Unterschied im Stabilitdtsverhalten. Dadurch ist die Anndherung
der Losung auch bei grofier Messauflosung und kleinem Schichtinkrement moglich.
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—e— T(0,t) = Ts = 10 sin (5555) + 10

—— Tt =T, =10 L .
—a— T(z,0) = 10
T(0.1,t) i
18
- 16 A
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-JJ'\
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Abb. 3.8: Temperaturfeld des numerischen Euler Riickwérts Verfahrens - Losung des Rand-
wertproblems mit einer Dirichlet Randbedingung und den Parametern [ = 0.2 m,
A =16WntK?tp = 2000kgm 3 C = 900 IJm 3Kt Azr = 0.004 m und
At = 1.0 s iiber das Zeitintervall 0.0 < ¢ < 3600 s

3.3.3 Crank Nicolson Verfahren - (implizit)

Das Crank Nicolson Verfahren verkniipft das Euler Riickwérts Verfahren mit dem Euler Vorwérts
Verfahren tiber die Trapezregel [26]:

Tt T g (TR -2 T T T 2 TR T
At 2 A2 - A (3.103)
+1 @At +1 +1 +1) _ alt
I+ 982 e e SAL2 (~Tp 42T = TRy) (3.104)

Aus diesem Ausdruck ergeben sich nun die beiden Abbildungsmatrizen fiir den Zeitpunkt n + 1
und n in analoger Weise zum Euler Riickwérts- und Vorwérts Verfahren mit:

1 0O 0 - 0 0 0]
_% Cl+]— —% 0 0
A = | (3.105)
Ck Ck
_k 1 =
0 0 0 5 Gt 5
0 0 0 0 0 1
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0.4 . . .
. Az =0.05m, At=3600.0s, |AT)az| = 0.288
0.2 4 A A\ . —o— Az =0.05m At=900.0s, [ATmqes|=0.194
© B —4— Az =0.05m, At=0600.0s, |ATmas| = 0.248
£ o0 g o —h— Az =0.05m At=180.0s, |[ATmas| = 0.323 |
E{ . \ - N . N E."
3 ‘
—0.2 4 - NNt it
—0.4 T T T T T T
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
¢’-"\ ’ ‘ . = i
: RN —d— Az =0.002m, At=36.0s, [ATimaz| = 0.008
005 wfesesasnsnnnnnnnnns ...... ,,. ...... \\ ........ —_—r— Aﬁ? — 0004 m, At £ 360 s, |ATmaz‘ _— 0026 J
o : : - Az =0.01mn At=36.0s, |AT 4| = 0.08
E 0.00 : : : '
&~
<

—0.05 1

150000 200000
Zeit t in s

50000 100000

250000

T
300000

Abb. 3.9: Abweichung des, mittels Euler Riickwérts Verfahren, numerisch ermittelten Tempera-
turganges 7(0.1,¢) von der analytischen Losung bei verschiedenen Kombinationen von
Ax und At fiir eine Betonschicht mit den Parametern [ = 0.2m, A = 1.6 Wm~! K™%,

p:

2000 kgm=3, C = 900 Jm 3K ! Az = 0.004 m und At = 1.0 s iiber das

Zeitintervall 0.0 < ¢ < 4-3600 - 24 s und mit den Randbedingungen T'(x,0) = 10,
T(0,t) = sin (wt), T(l,t) = 10 mit w = g5er-

1 0 0 0
C1 C1
— _1 N
g 2 0
A =
Ck
0 0 0 >
i 0 0 0 0

(3.106)

Dabei ist der schicht- bzw. der materialabhéngige Koeflizient c¢; wie in Glg. (3.76) definiert:

L = .
AN T = AN - T,

Ty = (Azﬂ)‘l AL T,

(3.107)

(3.108)

Mit Glg. kann in unverdnderter Art und Weise das Temperaturprofil fiir den néchsten
Zeitschritt n + 1 durch eine einfache Matrix-Vektor-Multiplikation berechnet werden. Der began-
gene Fehler e (siehe Abschnitt und Abschnitt wachst bei diesem Verfahren linear
mit dem Zeitschritt At und linear mit der Schichtdicke Axz. Auch fiir dieses Verfahren ist die
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3.3 Finite Differenzen Methode - Dirichlet Randbedingung 33

Abweichung des numerischen Temperaturprofils von der analytischen Losung in Abb. fiir
die fiktive Schicht dargestellt.

0.3 - - -
0.9 «:m- Az =0.25m, At=0.024 s, |[ATmaz| = 0.158
’ = Az =0.25m, At=0.023 s, |ATmaz| =0.16
O 0194 = Az=025m At=0.003s, |[ATmaz| = 0.209
g 0.0 : : :
5
—0.1 1 : i Oleb o RE R SURCETETETERCTCTCRCRI CORCRCRCRCRCRCRIRERERSREREDS”  'URSRLRLE
. —a-
- : — _—aT : : : \ :
0.2 At T..—u-'a?-\v-.e-.f" ............ .................... D 2 L
-0.3 1 i i 1 i i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.3 - - -
0.9 == Az =0.05m, At=0.024 s, |ATmaz| = 0.007
’ == Az =0.05m, At=0.001s, |ATpmas| = 0.05
S 019 == Az=0.25mn At=0.003s, |ATmax| = 0.209 __,,»l :
= pmm—me : : : .,f’]: - 2
g 0.0 \N i A A & A 1 : :
SN N, S e ’.___fl" ..................... s i
a_ : e ey : : : N
0.2 At T..—u-'a?-\v-.e-.f" ............ P T S D
-0.3 1 i i i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Zeit t in s

Abb. 3.10: Abweichung des, mittels Crank Nicolson Verfahren, numerisch ermittelten Tempera-
turganges 7°(0.5,¢) von der analytischen Losung bei verschiedenen Kombinationen
von Az und At fiir den fiktiven Aufbau mit den Parametern/ = 1m, A = 1Wm~ ! K1,
p =1lkgm3und C =1Jm 3K !iiber das Zeitintervall 0 < t < 7s

Numerisches Beispiel
In diesem numerischen Beispiel wird das gleiche Temperaturfeld fiir eine 0.2 m dicke Betondecke
bestimmt. Dafiir gelten folgende Randbedingungen:

T(z,0) = 10 (3.100)
s

(0,t) = sin (wt) mit w 060 (3.110)

T(,t) =10 (3.111)

Die materialabhéngigen Koeffizienten der diinn besetzten Matrix ergeben sich analog (vgl.
u. |3.83)) fiir Beton zu:

A
vel. (3.5) 0= 5= 8.88889¢ " m? s7* (3.112)
At

mit der Wirmeleitfihigkeit A\ = 1.6 Wm~ K1, der Dichte p = 2000 kg m3, der Wirmekapazitét
C = 900 Jm 3 K !, dem Schichtinkrement Az = 0.004 m und dem Zeitinkrement At = 1.0 s.
Durch Einsetzen der Temperaturleitzahl a; sowie des dimensionslosen Koeflizienten in Glg.(3.90))
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ergeben sich nun die beiden k£ x k = 50x50 dimensionalen materialabhdngigen Abbildungsmatrizen
1 sowie AR zu:
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1.0 0 0 . 0
—0.055556 2.11111  —0.055556 ... 0
vel. (3105) AR = (3.114)
0 . —0.055556 2.11111 —0.055556
0 - 0 0 1.0
kxk = 50x50
1.0 0 0 - 0
0.055556 1.88889 0.055556 0
vgl. (3.106) AR = (3.115)
0 ... 0.055556 1.88889 0.055556
0 e 0 0 1.0
kxk = 50x50
10 0 0 0 0
0.052668 0.896051 0.049931 0.001315 0
nr1) 1 n 0.001387 0.049931 0.897366 0.049965 0
(AR") - AR = (3.116)
0 0.001315 0.049931 0.896051 0.052668
0 0 0 0 1.0
kxk = 50x50
10.0] 10.0087
10.0 10.0
o 10.0 o -1 10.0
vel. (B.108) = — D= (AX") AR-Ti= (3.117)
10.0 10.0
10.0 10.0
T(z,0) T(x,1)
Alle weiteren Temperaturprofile ergeben sich aufgrund des Assoziativgesetzes mit:
- -1 i
Tri = [(Ag“) : Ag] T, (3.118)
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3.3 Finite Differenzen Methode - Dirichlet Randbedingung 35

Das Temperaturprofil ergibt sich somit nach 3600 s zu:

10.0087] [ 100 |
10.8726 10.8646
- 11.5885 R -1 o 11.5813
Ts599 = : — T3600 = (AHAH) -AQ - T3s99 = : (3.119)
10.0202 10.0203
| 100 | 100 |

So wie auch bei den anderen beiden Verfahren miissen die zeitabhéngigen Randbedingungen an
der ersten und letzten Komponente der Temperaturvektoren eingepriagt werden. Qualitativ zeigt
sich in Abb. B.I1]auf den ersten Blick auch hier ein dhnliches Temperaturfeld wie bei der exakten
analytischen Losung. Der grofle Vorteil dieses Verfahrens liegt in der, aufgrund der impliziten

—e— T(0,t) = Ts = 10 sin (5555) + 10

—— T(,t)=T, =10 L "
—— T(z,0) = 10
T(0.1,¢) i
18
- 16 8
=
- oz
=
..... 12
3500 . T 0 e " 10
3000 3
2500 o
Zoig 1500 0 0.0
1t ¢ [s] 500 0.1

0.2
0 Ort % o)

Abb. 3.11: Temperaturfeld des numerischen Euler Riickwérts Verfahrens - Losung des Rand-
wertproblems mit einer Dirichlet Randbedingung und den Parametern [ = 0.2 m,
A =16WmntKk 1t p=2000kgm™3 C = 900 Jm 3K ! Ar = 0.004 m und
At = 1.0 s iiber das Zeitintervall 0.0 < ¢ < 3600 s.

Formulierung, zusétzlich gewonnen Stabilitdt. Daher ist es moglich bei groflen Zeitintervallen
durch Variation der Schichtdicke eine schnelle Konvergenz zu erreichen. Dies hat zur Folge,
dass die Schichtintervalle weniger klein gewéhlt werden missen, als bei den beiden anderen
Verfahren, um die gleiche Genauigkeit zu erreichen. Anders ausgedriickt, liefert dieses Verfahren
bei Erhéhung des Zeitschritts At schneller eine genaue Losung als die anderen Verfahren. Die
Abweichungen zwischen analytischer und numerischer Losung fir verschiedene Kombinationen
aus At und Az sind in Abb. dargestellt.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

36 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Az =0.05m, At=3600.0s, |AT)az| =0.135
—— Az =0.05m, At=2900.0s, |ATpas| =0.275 |
S —— Az =0.05m, At=0600.0s, |ATjaz| = 0.301
= —d— Az =0.05m, At=180.0s, |ATpmas|=0.339 |
~ : : :
< ; ; ; ;
—0.2 4\ a - 4 , .........
—0.4 T T T T T T
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
/’--‘\ ’ ‘ . = i
: R —— Az =0.002m At=36.0s, |ATmaz| = 0.011
0.05 —-rerrrreeiiiiainns e //. ...... \s' ........ —— Az =0.004m At=360s, |ATmaz| = 0.03
o S ' * - Az =00lm At=236.0s, |ATmaez| = 0.084
2 0.00F : : s -
B K K
< . . . :
—0.05 - i § PN fg
i i i i .

T
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
Zeit t in s

Abb. 3.12: Abweichung des, mittels Crank Nicolson Verfahren, numerisch ermittelten Tem-
peraturganges 7'(0.1,¢) von der analytischen Losung bei verschiedenen Kombi-
nationen von Az und At fiir eine Betonschicht mit den Parametern [ = 0.2 m,
A =16WmntK?t p =2000kgm 3 C = 900 Jm 3K ! Az = 0.004 m und
At = 1.0 s iiber das Zeitintervall 0.0 <t < 4-3600-24 s und den Randbedingungen
T(x,0) = 10, T(0,t) = sin (wt), T(l,t) = 10 mit w = g5er-

3.3.4 Vergleich der Performance der Verfahren

In diesem Abschnitt sind die verschiedenen Verfahren auf Performance untersucht. Bestimmt
ist die Zeit die das Verfahren braucht, um das Temperaturprofil nach ¢ = 3600 s fiir eine
[ = 1 m dicke Schicht zu bestimmen. Dabei wird das Zeitinkrement sowie die Schichtdicke
variiert. In Abb. ist deutlich zu sehen, dass durch den zusitzlichen Rechenschritt der
Inversenbildung die Rechenzeiten der beiden Impliziten Verfahren wesentlich héher sind als bei
dem expliziten Verfahren. Das FEuler Vorwarts Verfahren und das Crank Nicolson Verfahren
zeigen kaum Unterschiede. Das Verhalten der Rechengeschwindigkeit bei Variation von At und
Az verhélt sich bei allen Verfahren gleich. Mit zunehmender Reduzierung der Inkremente wachsen
die Rechenzeiten exponentiell an.

3.4 Finite Differenzen Methode - Robin Randbedingung

Grofiflachige und vor allem lange Messreihen an Daten existieren meist nur von der Lufttemperatur.
Fiir die folgende Auswertung ist es zwingend notwendig, die Oberflachentemperaturen abzuschét-
zen. Bei bekannter Umgebungstemperatur (Lufttemperatur) und bekanntem Wérmetibergang
(Windgeschwindigkeit) lasst sich das Temperaturprofil mit Hilfe einer Robin Randbedingung
(gemischte Randbedingung) berechnen [10, BI]. In diesem Abschnitt ist die FDM mit Robin
Randbedingung beschrieben. Dieser Ansatz ist analog zu den Abschnitten [3.3.2] und [3.3.1] in
Matrix-Vektor-Form fiir das Euler Riickwérts und das Fuler Vorwérts Verfahren formuliert. Auch
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3.4 Finite Differenzen Methode - Robin Randbedingung 37

35 —_— — —_— —_—
Az =0.002 m
301 &  Euler Vorwirts Verfahren
954 ® Buler Rickwérts Verfahren (Pseudo-Inverse)
“ Crank Nicolson Verfahren (Pseudo-Inverse)
E
=1
D
N
T T T T T T T T
35 30 25 20 15 10 5 0
At in s
0.24 4 A g e ...................... ...................... ...................... ......................
tgpd & Buler Vorwirs Vesfaheen N .

®  Euler Riickwérts Verfahren
0.20 4- e  Crank Nicolson Verfahren

0.18 1

Zeit in s

0.16 1

0.14

0.12

0.10 ; : : : : : :
0.200 0.175 0.150 0.125 0.100 0.075 0.050 0.025 0.000
Az inm

Abb. 3.13: Vergleich der Performance der verschiedenen Verfahren bei Variation des Zeitinkre-
ments At und der Schichtdicke Az

hier gelten die positiven Stabilitétseigenschaften des Euler Riickwérts Verfahrens, weshalb in
weiterer Folge fiir die Auswertung der Oberflichentemperaturen dieses Verfahren zur Anwendung
gekommen ist.

3.4.1 Euler Vorwarts Verfahren (explizit)

Ausgangslage ist die diskretisierte Grundgleichung der Warmeleitung (3.6)). Die Differenzenquoti-
enten ergeben sich in analoger Weise zu Abschnitt [10, 31]:

+1
o, T2 AT (3.120)
At J Aa:?

Die Energiebilanz an der Straflenoberfliche setzt sich vereinfacht aus der Strahlungsbilanz @,
dem Bodenwérmestrom B, dem Strom fiihlbarer Wiarme L sowie der Kondensationswéirme
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38 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

V' zusammen. Die Kondensationswéarme V kann, aufgrund des geringen Einflusses auf die
Temperatur, an der Oberfliche mit guter Ndherung vernachléssigt werden [10] [31]:

Q+B+L+V=0 (3.121)

Q- A‘;—T —a(Ty—Ts) =0 (3.122)

Die verschiedenen Anteile der Bilanzgleichung ergeben sich wie folgt:

B = —)\({;Z; L=—a(Ts—Ts) V=0 (3.123)
Der Term L wird auch als Newton’sches Abkiihlungsgesetz bezeichnet. Es besagt, dass die
verlorene Wérme eines Korpers direkt proportional zur Differenz der Temperaturen zwischen
Umgebung und Koérper ist. Durch das Ersetzen der infinitesimalen Differentiale und Approxi-
mation mittels Differenzenquotienten 2. Ordnung erhélt man die approximierte Bilanzgleichung
(Robin - Randbedingung). Die Energiebilanzgleichung entspricht im eingesetzten Zustand der
Robin Randbedingung in allgemeiner Form:

Tn — T2

Qn_)\j J

Anmerkung: der hochgestellte Index n beschreibt den Zeitpunkt und der tiefgestellte Index j die
Schicht. Durch Umformen erhélt man einen Ausdruck fiir die Oberflichentemperatur 7:

T§ = djo (2Q"Az; + T}, + 2T%a" Ax) (3.125)
mit
) — (3.126)
P07 9an Az + A, ‘

Dieser kann nun in die approximierte Grundgleichung ([3.120]) eingesetzt und in einem weiteren
Schritt umgeformt werden. Dadurch erh&lt man einen neuen Ausdruck fiir die Temperatur an
der Schicht 1:

dioa; At oa; oAt diodiq
Tn+1 — 9 0= 7,927 n ]7 J ™ 7,947, ™ T 3.127
1 Ax x Q A.’L’J A =+ ijQ 1 + Cjlg ( )
mit
dj1 = (QOZnASC? + Ax?)\ —4daja"AtAx; — ajAt)\> (3.128)

Die Temperaturen an den {ibrigen Schichtgrenzen ergeben sich analog zu der Dirichlet Randbe-
dingung:

At

a:

J Am?

——
cj

T = (T =2 TP+ T,) + T (3.129)
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3.4 Finite Differenzen Methode - Robin Randbedingung 39

Mit Hilfe der Glg. (3.135)) und Glg. (3.129) kann die Abbildungsmatrix wie folgt angeschrieben
werden:

o 0 0 o -0 0 0]

0 1 0 0 -0 0 0
d‘oa'At d~0a4a”At d'od'l

2 7 J 2 J, J 75 ) .

AV Ax; A:EJZ < 0 0 0
AR = 0 0 ;. 2041 - 0 0 0 (3.130)

0 0 0 0 e Ck —Qk +1 Cl

I 0 0 0 0 -0 0 1_

Die Temperatur fiir den nédchsten Zeitschritt ergibt sich mit
Tpir = AKX T, (3.131)

Dabei muss in der ersten Komponente der Vektoren T, immer die Strahlungsbilanz und an der
zweiten Komponente die Lufttemperatur eingepriagt werden. In einer Nachlaufrechnung kann
die Oberflichentemperatur 7¢ fiir jeden Zeitpunkt mit der Glg. berechnet werden. Zu
berticksichtigen ist, dass der Koeffizient a eine von der Windgeschwindigkeit abhingige und damit
eine zeitabhéngige Grofie darstellt. Dies hat zur Folge dass die erhaltene Abbildungsmatrix nun
keine materialabhéingige Konstante des Schichtaufbaus darstellt, sondern fiir jeden Zeitschritt
neu berechnet werden muss. Dadurch nimmt der Rechenaufwand und damit die Performance des
Verfahrens erheblich zu.

3.4.2 Euler Riickwarts Verfahren (implizit) mit Robin Randbedingung

Ausgangslage ist die diskretisierte Grundgleichung der Wéarmeleitung (3.6)). Die Differenzenquoti-
enten ergeben sich in analoger Weise zu Abschnitt [3.3.2] [28]:

n-+1 n n-+41 n—+1 n—+1
L0 il R T S A B

At J A:U?

(3.132)

Aus der diskretisierten Warmehaushaltsgleichung (3.122)) kann analog zu der expliziten Formulie-
rung die Oberflichentemperatur fiir den Zeitpunkt n + 1 hergeleitet werden. Der Koeffizient d;
Glg. (3.126f) bleibt dabei unveréndert:

TEH = djo (2Q" Ay + TN, + 2T o™ Ag ) (3.133)
Nach Einsetzen in die approximierte Grundgleichung (|3.120)) und anschliefender Umformung
nach der Temperatur 77" zum Zeitpunkt n kommt man auf die Beziehung:

Tln = _QMQWH - QM

A.T}j A$j

diod;
T4 7233:2’%1"“ — Ty (3.134)
J
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40 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

mit:

dj1 = <2a”+1A:1:§? + Ax?)\ +da;a" T AtAT; + ajAt/\) (3.135)
Die Temperaturen an den iibrigen Schichtgrenzen ergeben sich analog zu der Dirichlet Randbe-
dingung fiir den Zeitpunkt 77:

At +1 +1 +1 +1
T} = a5 (_T]?grl +2. T T ) + T (3.136)
J
Damit liegen alle Gleichungen vor die gebraucht werden, um die Abbildungsmatrix A} anzu-
schreiben:

1 0 0 0 e 0 0 0
0 1 0 0 e 0 0 0
dioa; At dioa; oAt d;od;y

-9 ) -9 2,97 2,97, o 0 0 0

Ax; Ax; A{L‘? <
AA = 0 0 —cg 241 -+ 0 0 0 (3.137)

0 0 0 0 v —Ck 2k +1 —Ck

I 0 0 0 0 e 0 0 1 |

Die Temperatur fiir den nédchsten Zeitschritt ergibt sich mit:
Tpor = AKX T, (3.138)

Um das Temperaturprofil zum Zeitpunkt n+1 zu erhalten, muss die Inverse der Abbildungsmatrix
A A gebildet werden:

- -1

Ty = (A;“)A T (3.139)
An der ersten Komponente der Vektoren T, muss immer die Strahlungsbilanz und an der
zweiten Komponente die Lufttemperatur eingepragt werden. In einer Nachlaufrechnung kann
die Oberflichentemperatur T¢ fiir jeden Zeitpunkt mit der Glg. berechnet werden. So
wie auch in der expliziten Formulierung stellt die Abbildungsmatrix eine zeitabhéngige Grofe
dar. Aufgrund des zusétzlichen Rechenschritts ist die Performance des Verfahrens zwar etwas
langsamer als die explizite Formulierung, allerdings liefert die implizite Formulierung immer eine
Losung. Das Euler Riickwérts Verfahren mit Robin Randbedingung dient in weiterer Folge der
Auswertung zur Abschétzung der Oberflichentemperaturen.
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3.4 Finite Differenzen Methode - Robin Randbedingung 41

Numerisches Beispiel
In diesem fiktiven numerischen Beispiel ist das Temperaturfeld einer 0.2 m dicken Betondecke
bestimmt. Dafiir gelten folgende Randbedingungen:

T(z,0) = 10 (3.140)
a(0,t) = 43.62wm 2K~ 1) (3.141)
Q(0,t) = 10sin (wt) + 10 mit w = 607.T760 (3.142)
T4(0,t) = 10sin (wt) + 10 mit w = 607.T60 (3.143)
T(1,t) = 10 (3.144)

Die materialabhingigen Koeffizienten fir Beton der diinn besetzten Abbildungsmatrix (Sparse
Matrix) ergeben sich analog zur Problemstellung mit Dirichlet Randbedingung zu:

A
vgl. (35) a4 = 5= 8.88889¢ " m? s~ ! (3.145)
At

mit der Wiarmeleitfihigkeit A = 1.6 Wm~* K1, der Dichte p = 2000 kg m—3, der Wirmekapazitit
C = 900 Jm3 K™, der Schichtdicke Az = 0.004 m und dem Zeitinkrement At = 1.0 s. Durch
Einsetzen der Temperaturleitzahl a; sowie des dimensionslosen Koeffizienten in Glg. ergeben
sich nun die beiden k£ x £ = 50x50 dimensionalen materialabhéngigen Abbildungsmatrizen A}
sowie:

1.0 0 0 0 . 0
0 1.0 0 0 . 0
—2.334e-4 —1.018¢-2  1.068  —5.780e-2 ... 0
AL = : : (3.147)
0 . —5.780e-2  1.116  —5.780e-2 0
0 . 0 —5.780e-2  1.116  —5.780e-2
0 0 0 0 1.0

und weiter die Inverse Aa ! zu:

1.0 0 0 0 0
0 1.0 0 0 0
2.192e-4 9.561e-3 9.390e-1 4.878¢-2 ... 0
ALl = : : (3.148)
0 oo 46822 9.012e-1 4.669¢-2  2.699¢-3
0 ... 2.426e-3 4.669¢-2 8.988c-1 5.195¢e-2
0 0 0 0 1.0
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42 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Damit ergibt sich das Temperaturprofil nach dem ersten Zeitinkrement zu:

10.0] 10.01]

10.0 10.01
_ 1100 B L | 100
10.0 10.0
10.0 10.0

T(z,0) T(x,1)

Alle weiteren Temperaturprofile konnen aufgrund des Assoziativgesetzes folgendermafien berechnet
werden:

Tori = (A;l)i T, (3.150)

Das Temperaturprofil nach 3600 s ldsst sich damit wie folgt anschreiben:

10.01] 100 |
10.01 10.0
o R 12.63 o o 12.62
Ts599 = Aa - Ta508 = | = T3600 = Aa - T3s09 = | (3.151)
10.02 10.02
100 | 1100 |

Validiert ist das Verfahren mit meteorologischen Messdaten einer bei Wopfing betriebenen
Messstation. Gemessen wurden die verschiedenen Strahlungsanteile, die mittlere stiindliche
Windgeschwindigkeit, die Lufttemperatur und die Oberflichentemperatur. Es zeigt sich in
Abb. dass eine genaue und hochauflésende Messung zu einer guten Approximation der
zuriickgerechneten Oberflaichentemperatur fithrt. Dies erfordert jedoch einen sehr aufwéndigen
Messaufbau, welcher in den meisten Féllen nicht gegeben ist. Daher ist die erforderliche Qualitét
an Messdaten fiir eine flichendeckende Auswertung nicht verfiigbar.

3.5 Transmission

Einer der wichtigsten Einflussfaktoren zur Bestimmung der Oberflichentemperatur ist die Trans-
mission (Warmestrahlung) [8 [IT]. Um diese als zusitzliche Eingangsgrofie in der Randbedingung
an der Straflenoberfliche beriicksichtigen zu koénnen, ist sie, wie in Abschnitt gezeigt [10], B31],
iiber die Energiebilanzgleichung subsumiert (vgl. dazu Abschnitt . Daher sind in diesem
Abschnitt verschiedene Modelle zur Abschatzung der Strahlungsanteile zusammengefasst und
mit den gemessenen Daten verglichen. Bei all den beschriebenen Verfahren ist die Transmission
iiber die geometrischen Beziehungen zwischen Sonne und Erde abgeschétzt. Im Allgemeinen
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Abb. 3.14: Validierung des Euler Riickwérts Verfahrens durch den Vergleich der Oberflachen-
temperaturen mit den Parametern

kann zwischen der kurzwelligen und der langwelligen Transmission unterschieden werden. Die
Strahlungsbilanz kann damit als Summe dieser Anteile angeschrieben werden [I1]:

Qrad = Qkw T Qw (3152)

Die kurzwelligen und langwelligen Strahlungsanteile setzen sich weiter aus einem eingehenden
und aus einem ausgehenden Anteil zusammen. Es lassen sich damit folgende Anteile anschreiben:

9kw = kw,a — 9kw,r und Qiw = Qiw,a — Qlw,e (3153)

dabei beschreibt gy, o den absorbierten, gy, , den kurzwelligen reflektierten, g;,, , den langwelligen
von der Atmosphare ausgehenden und gy, . den von der Strafie emittierenden Anteil. Vereinfachend
lasst sich der kurzwellig reflektierte Anteil g, , als Funktion des eingehenden Anteils gy o
anschreiben:

Qewyr = (1 = @) Qrw,a (3.154)
N——
Albedo
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44 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Hier beschreibt o den Absorptionsgrad des Straflenbelags. Der Ausdruck (1 — «) wird dabei als
Albedo bezeichnet. Weiter ergibt sich durch das Einsetzen des reflektierten Anteils:

Gkw = Qkw,a — (1 - Oé) Gkw,a = @ Gkw,a (3155)

Um die Auswirkung der Strahlung fiir das angewendete Modell abschétzen zu kénnen, werden
die berechneten Strahlungsanteile direkt in die FDM mit Robin Randbedingung eingesetzt und
mit den gemessenen Strahlungsanteilen verglichen.

3.5.1 Kurzwellige Strahlung - Modelle in Abhangigkeit vom Zenitwinkel der Sonne
an wolkenlosen Tagen

Die nachstehenden Gleichungen stellen eine Zusammenfassung publizierter Modelle zur Abschét-
zung der kurzwelligen Strahlung in Abhéngigkeit vom Zenitwinkel dar [16].

Kasten-Czeplak Modell [9]:
Qrw = 910 - cos z — 30 (3.156)

Haurwitz Modell [6]:

Qo = 1098 - cos(z) - <_0'O57) (3.157)
COS z
Robledo-Soler Modell [14]:
Qrw = 1159.24 cos! 179 2 . ¢~ 0-0019-(3—2) (3.158)

In Abb. sind die drei Modelle zur Berechnung der kurzwelligen Strahlung miteinander
verglichen und der gemessenen Strahlung gegeniiberstellt. Grundsétzlich liefern alle Modelle an
wolkenlosen Tagen gute Approximationen der tatséchlich gemessen kurzwelligen Strahlung. An
bewolkten Tagen zeigen sich jedoch sehr grofie Abweichungen. Das Modell von Kasten-Czeplak [9]
zeigt nach Einsetzen der kurzwelligen Strahlung iiber das gesamte Jahr die kleinsten Abweichungen.
Allgemein l&sst sich fiir alle Modelle sagen, dass in jenen Monaten mit hoherer Strahlungsintensitéat
die Streuung grofler ist als in den Monaten mit geringerer Strahlungsintensitét. Der Grund dafiir
ist, dass in diesen Monaten durch die fehlende Sonne an bewolkten Tagen die Differenz der
Strahlungsintensitdt umso gréfler ist. Durch das Einsetzen der kurzwelligen Strahlungsanteile
in das oben beschriebene Euler Rickwirts Verfahren mit Robin Randbedingung zeigen die
Ergebnisse, wie auch beim direkten Vergleich mit der kurzwelligen Strahlen, dass an wolkenlosen
Tagen die Oberflichentemperatur vergleichsweise gut abgeschitzt werden kann. Zu grofien
Abweichungen der Temperatur kommt es wie beim Vergleich der Strahlung an bewolkten Tagen.
Es sei hier angemerkt, dass in Abb. die schwarz dargestellte Temperatur (Messstation
Wopfing) nicht der tatséchlich gemessenen, sondern der simulierten Temperatur mit gemessener
kurzwelliger Strahlung entspricht. Zur Bestimmung des Warmeiibergangskoeffizienten h ist der
Ansatz nach [7] mit einer konstanten Windgeschwindigkeit von 10 m s~! angewendet (siehe

Abschnitt .
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Abb. 3.15: Vergleich der simulierten kurzwelligen Strahlung [9, [6, 14] mit der gemessenen
kurzwelligen Strahlung in Wopfing
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Abb. 3.16: Vergleich der simulierten Oberflichentemperaturen der FDM mit Robin Randbe-
dingung nach Einsetzen der kurzwelligen Strahlung [0, [0} 14] und der Messung in
Wopfing
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46 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

3.5.2 Kurzwellige Strahlung - Modelle in Abhangigkeit der Linke Triibung an
wolkenlosen Tagen

Die nachstehenden Gleichungen stellen eine Zusammenfassung publizierter Modelle dar, welche
zusitzlich zum Zenitwinkel auch atmosphérische Einfliisse berticksichtigen. Nach [9] kann die
Globalstrahlung wie folgt bestimmt werden:

Qew = 0.84 - Ey - cos z - e~ 0-02T-AM:(fn1+fr1 (TL—1)) (3.159)

Dabei ist T'L die Linke Triibung ein Mafl zur Abschétzung der Absorption und Streuung der At-
mosphére aufgrund von Wasserdampf und aerosolen Partikeln. Mit zunehmender Linke Triibung
erfahrt die Strahlung in diesem Modell eine zunehmende Dampfung. Fiir den ausgewéhlten Stand-
ort Wopfing mit der geographischen Breite 47.866222 und Lange 16.052597 sowie einer Seehthe
von 402 m ii. A. ergibt sich der Jahresgang der Linke Triibung fiir das Jahr 2016 nach Abb. 4.

Wopfing
Breite = 47.866222

Lénge = 16.052597

Seehdhe = 402 m {i. A.

Linke Triibung
w
(@23
1

Abb. 3.17: Jahresgang der Linke Triibung nach dem Ansatz von [I5] umgesetzt mit Hilfe von
[4] fir den Standort in Wopfing

Zur Abschétzung der Luftmasse AM,..; aus Glg. (3.159)) fiir das Meeresniveau, ohne Beriicksichti-
gung der Erdkrimmung, kann die nachstehende Glg.(3.160|) verwendet werden und sie ergibt
sich aus den geometrischen Beziehungen zwischen der Sonne und einer zur Erdoberfliche parallel
liegenden Platte:
1
AM, o = —— (3.160)
CoS 2

allerdings divergiert die Massenfunktion bei einem Zenitwinkel z von 90° gegen —oo. Daher haben
[9] einen fiir jeden Zenitwinkel nicht divergierenden Ansatz entwickelt:

1
AMret = 3.161
"l = sz + 0.50572(96.07995 — 2)~ 16301 (3.161)
Die druckabhéngige absolute Luftmasse aus Glg. (3.159) ergibt sich nach [12] zu:
AMaps = AMe - b (3162)

101325
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dabei beschreibt p den atmosphérischen Druck in Pascal. Die beiden Regressionsparameter aus

Glg.(3.159) ergeben sich nach [9] zu:

—h_
fhl — 38000
—h

fh2 = €120 (3.163)

In [I5] ist das Modell nach [9] mittels Messungen und anschlieender Regression optimiert, indem
die beiden Koeffizienten c41 und cgo eingefithrt sind. Daraus ergibt sich die neue Formel zur
Bestimmung der kurzwelligen Strahlung zu:

Qkw = Cq1 - Lo - cos(z) - ¢~ Co2 AM-(fu1+fn2-(TL=1)) | (0.01-AM™# (3.164)
mit:
Cg1 = 9.09¢ ° - h +0. .
g1 = 5.09¢7° - h +0.868 3.165
Co2 =3.92¢ ° - h+0. .
52 = 3.92¢7° - h +0.0387 3.166

Die beiden Modelle sind in Abb. der Messung aus Wopfing gegeniibergestellt. Der Vergleich
zeigt, dass beide Modelle etwas kleinere Abweichungen als die rein vom Zenitwinkel abhéngigen
Modelle liefern. Der zusétzliche Dampfungsterm stellt in manchen Monaten eine bessere Abbildung
der gemessenen Strahlung dar, jedoch ist deren Anwendung wesentlich aufwindiger. Das Problem
der groflen Abweichungen an bewolkten Tagen bleibt auch bei diesen Modellen bestehen. Es sei
angemerkt, dass auch in Abb. [3.19]die dargestellte Temperatur aus Wopfing nicht der tatsichlich
gemessenen, sondern der simulierten Temperatur mit gemessener kurzwelliger Strahlung entspricht.
Zur Bestimmung des Wérmetibergangskoeffizienten h ist hier der Ansatz nach [7] mit einer
konstanten Windgeschwindigkeit von 10 m s~2 angesetzt (siehe Kapitel .
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Abb. 3.18: Vergleich der kurzwelligen Strahlung nach [9] [I5] mit der gemessenen kurzwelligen
Strahlung in Wopfing
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Abb. 3.19: Vergleich der simulierten Oberflichentemperaturen der FDM mit Robin Randbedin-
gung nach Einsetzen der kurzwelligen Strahlung nach [9, [I5] und der Messung in
Wopfing
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3.5.3 Kurzwellige Strahlung - Wolkenfaktor zur Abminderung der Strahlung mittels
Prominenz

Um den Grad der Bewolkung und damit die Schwankungsbreite der Abweichungen zu reduzieren,
wird in dieser Arbeit ein Wolkenfaktor eingefiihrt. Das thermisch gekoppelte System Strafe
Atmosphére ist in stdndigem Austausch. Strahlung, die auf die Strafle trifft, erwarmt die Atmo-
sphéire und damit die dariiber liegende Luft. Damit ist die Information des Sonneneintrags, in
transformierter Weise, in die Messdaten der Lufttemperatur projiziert. An wolkenfreien Tagen
zeigt sich ein typisches Bild eines Temperaturganges mit einem Maximum um die Mittags-
zeit. An bewolkten Tagen kommt es zu stark unregelméfligen Temperaturaufzeichnungen. Mit
Hilfe der normierten Prominenz (Schartenhohe) des téglichen Lufttemperaturganges iiber den
gesamten Messzeitraum ergibt sich ein Abminderungsfaktor (Wolkenfaktor) fiir den téglichen
Strahlungseintrag. Es ergibt sich also der Wolkenfaktor C' zu:

P(Tap)

Cn=1- max P(T4)

mit n=1, 2, ... (3.167)
wobei die Funktion P(T4,;) zur Bestimmung der Prominenz , T4 ,, dem Lufttemperaturgang des
Tages und der Index n den Tag beschreibt. Der Wolkenfaktor C' gibt also an wie stark bewolkt ein
Tag ist, respektive wie viel Strahlung an einem Tag auf die Strafe trifft. Der effektive kurzwellige
Strahlungseintrag gy s ergibt sich damit zu [8) [11]:

Qkw,ef f = 9kw (]— - Cn) (3168)

wobei die kurzwellige Strahlung gy, mit Hilfe der Modelle aus den Abschnitten [3.5.1] und er-
rechnet werden kann. Zur Validierung der Methodik ist, wie gehabt, die Messung der kurzwelligen
Strahlung aus Wopfing herangezogen. In Abb. [3:20| und Abb. [3:21] sind die Oberflachentempe-
raturen und Abweichungen fiir ein Modell aus Abschnitt und eines aus Abschnitt
dargestellt. Zwar sind nun die Strahlungsanteile zum Teil unterschitzt, allerdings liefern sie eine
deutlich kleinere Streuung der Abweichungen. Vor allem werden mit diesem Modell stark bewdlkte
Tage gut registriert. Das Ergebnis der Simulation ist auf den ersten Blick vielversprechend, da
als unbekannte und zu messende zeitliche Eingangsgrofie nur die Lufttemperatur erforderlich ist.
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Abb. 3.20: Vergleich der simulierten Oberflaichentemperaturen der FDM mit Robin Randbedin-
gung nach Einsetzen der kurzwelligen Strahlung g, nach [9] sowie der effektiven
kurzwelligen Strahlunge gp., rf und der Messung in Wopfing
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Abb. 3.21: Vergleich der simulierten Oberflaichentemperaturen der FDM mit Robin Randbedin-
gung nach Einsetzen der kurzwelligen Strahlung g, nach [15] sowie der effektiven
kurzwelligen Strahlunge gp., erf und der Messung in Wopfing
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3.5.4 Langwellig Strahlung - Modellbildung

Die langwellige Strahlung setzt sich aus einem von der Oberfliche ausgehenden emittierenden
Anteil ¢, und einem von der Atmosphére eingehenden immitierenden Anteil g, zusammen. Nach
dem Stefan-Boltzmann-Gesetz ist die von einem schwarzen Korper abgestrahlte Leistung, bezogen
auf seine Temperatur, direkt proportional zur vierten Potenz der Temperatur. Daraus ergibt sich
nach [8] [IT], 18] 19, 20] die vom Belag emittierte Strahlung zu:

Qlw,e = UETé (3169)

Da die Oberflichentemperatur in dem Anwendungsfall unsere gesuchte Grofie ist, ergibt sich die
Losung aus einem iterativen Prozess, bei dem die Abweichung zwischen den Oberflichentempera-
turen der Iterationsschritte minimiert wird. Das prozentuale Mafl an Bewolkung kann auch hier
mit Hilfe eines Wolkenfaktors C' abgebildet werden. An dieser Stelle kommt der in Abschnitt
eingefithrte Wolkenfaktor, bestimmt aus der Prominenz der Lufttemperatur, zum Einsatz.
Die von der Atmosphére emittierte langwellige Strahlung lésst sich aus einer empirischen Formel
abschétzen [11]:

Qe = 0T} (G — H-107¢) (3.170)

Die Regressionsparameter GG, H und J sind fiir 6sterreichische Verhéltnisse jeweils fiir Beton- und
Asphaltstraien angepasst. Dabei entspricht e dem Dampfdruck, welcher vom Séttigungsdampfruck
sowie der relativen Luftfeuchtigkeit abhéangig ist. Er ergibt sich damit aus folgender Beziehung:

e = o(t)E(T4) (3.171)

wobei ¢ die relative Luftfeuchtigkeit beschreibt. Der Sattigungsdampfdruck kann mittels Néhe-
rungsformel von Magnus sehr genau abgeschétzt werden:

C1Tp

E(T4) = E(0)e®™a  mit  E(0) = 610.78 Pa (3.172)

Fiir die Koeffizienten der Gleichung ergeben sich je nach Temperatur folgende Werte:

C1=17.08085 und C2=234.175°C VT4 > 0°C (3.173)
C1=17.84362 und (C2=245.425°C VT4 <0°C (3.174)

Die effektive langwellige Strahlung kann wiederum mit dem Wolkenfaktor C bestimmt werden.

Es ergibt sich damit aus Glg. (3.153)) [18|, 22]:

Quw,eff = (Qlw,a - QZw,e) : (1 - C) (3.175)

3.5.5 Langwellig Strahlung - Bestimmung der Regressionsparameter

Da es in dieser Arbeit darum geht, die Dicke der erforderlichen Frostschutzschicht abzuschétzen,
beschrénken wir uns auf die Winterperiode (16.12. - 15.03.) und die Frithjaherstauperiode (16.03.
- 15.05.) wie in der RVS 03.08.68 [I] definiert. Es sind jene Parameter ermittelt, welche zur
geringsten Abweichung zwischen den gemessenen und simulierten Oberflachentemperaturen in den
beiden Perioden fithren. Da die Parameter auf diese Perioden sowie fiir die gewahlten Bautypen
bzw. Lastklassen angepasst sind, haben sie vorrangig mit diesen Annahmen ihre Giiltigkeit. Fiir
andere Anwendungsfille (bspw. zur Abschatzung der Oberflichentemperaturen im Sommer)
sind die Regressionsparameter neu anzupassen. Verwendet sind Temperaturmessungen der
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52 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

Jahre 2017 bis 2020 von 121 Messstellen fiir Asphaltbefestigungen sowie 31 Messstellen fiir
Betonbefestigungen. Als Referenzaufbau sind fiir Asphaltbefestigungen die Bautype AS1 mit der
LK25 und fiir Betonbefestigungen die Bautype BE1 mit der LK21 gemafl RVS 03.08.63 [I] gewéhlt.
Die verwendeten Schichtaufbauten mit den Materialparametern sowie die Modellierungsansétze
konnen der Tabelle B.I] entnommen werden.

15
Asphalt
A G =0238 H=0.168 J = 0.062 (Lufttemperatur + rel. Luftfeuchtigkeit)

1079 @ ¢=0201 H=0.129 J =0.076 (Lufttemperatur)

Beton

57 & ®

Abweichung AT °C
o

710 -
B G =0.324 H=0.243 J = 0.012 (Lufttemperatur + rel. Luftfeuchtigkeit)
X G =0.187 H =0.165 J = 0.048 (Lufttemperatur)
_15 T T T T T T T T
A] K)V‘) K)] K)Q A] «09 K)/ K)g
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Abb. 3.22: Angepasste Parameter mit Abweichung der simulierten von den gemessenen Ober-
flachentemperaturen fiir Asphalt- und Betonbedeckungen fiir die Winter- (16.12. -
15.03.) und Frithjahrstauperiode (16.03. - 15.05.) - mit bekannter Lufttemperatur
und rel. Luftfeuchtigkeit sowie mit nur bekannter Lufttemperatur

Um die Anzahl der zu messenden Inputgréfien zu reduzieren, sind die Parameter mit konstanter rel.
Luftfeuchtigkeit von 80% angepasst. Es zeigt sich, dass es durch die vereinfachende Annahme zu
keiner Zunahme der Abweichung zwischen gemessenen und simulierten Oberflichentemperaturen
kommt. Dies erlaubt die von der Atmosphére emittierte langwellige Strahlung rein aus den
Lufttemperaturen und den angepassten Regressionsparametern abzuschétzen. Die angepassten
Modellparameter kénnen der Abb. entnommen werden.

3.6 Konvektion

Die Konvektion wird durch das Newtonsche Abkiihlungsgesetz abgebildet. Das Gesetz beschreibt
den Temperaturausgleich zwischen einem Korper und seiner Umgebung und besagt, dass der
Wiérmeiibergang direkt proportional zur Temperaturdifferenz zwischen dem Korper und der
Umgebung ist. Bei hohen Temperaturdifferenzen kommt es also zu schnellerem Wérmeabtrag.

qe = he (Ts — T,) (3.176)

Die Proportionalitdtskonstante h. entspricht dabei dem Warmeiibergangskoeffizienten.
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Schichtaufbauten
AS1 LK25 tinm AinWm 2 pinkgn 3 CinJkg 'K n
bit. Decke 0.25 0.7 2200 1000 50 ONORM B8110 [5]
ung. O. TS 0.2 0.7 1800 1000 50 ONORM B8110 [5]
ung. U. TS 0.3 0.7 1800 1000 50 ONORM B8110 [5]
Bodenmaterial 1.35 1.5 1200 1670 200 ONORM B8110 [5]
Modellierungsansétze
Verfahren FDM Euler Riickwérts mit Robin Abschnitt 3.4.2
Optimierer RBFOpt 123, [21]
Transmission (kurzwellig) Kasten-Czeplak qruyefy Abschnitt [3.5.3
Transmission (langwellig) Dempsey quu,eff Abschnitt 3.5.4
Konvektion Krebs und Béllinger h. (w = 10 ms™1) Abschnitt (3.6
Input GroBen
Lufttemperatur Messauflosung At = 3600
Absorptionsgrad Asphalt 0.8
Emissionsgrad Asphalt 0.9
Absorptionsgrad Beton 0.75
Emissionsgrad Beton 0.9

Tab. 3.1: angesetzten Modellparameter und Modellierungsansétze fiir die Anpassung der Para-
meter G, H, J von Asphalt- und Betonbefestigungen aus Abb.

3.6.1 Warmeiibergangskoeffizient

Zur Abschitzung des Warmeiibergangskoeffizienten kénnen empirische Formulierungen in Abhén-
gigkeit der Windgeschwindigkeit verwendet werden. Im folgenden Abschnitt werden verschiedene
Modelle zur Abschiatzung des Wérmetibergangs miteinander verglichen und bewertet. Dies soll
helfen, ein geeignetes Modell fiir die weitere Auswertung zu finden. Folgende, bei bekannter
Windgeschwindigkeit, sehr einfach umsetzbare empirische Formeln sind miteinander verglichen:

E. Barber 1957 [7]:

he = 5.678 (1.3 +1.135 - v0'75) (3.177)
Qin 2014 [I8]:
he =5.6+4-v Yo <5 ms (3.178)
he = 7.2 4+ 0078 Yo > 5 ms !
Krebs 1981 [10]:
he =10+ (0.174 4 0.941 - 39 (3.179)

In Abb. (3.23]) sind die gerade beschriebenen Modelle gegeniibergestellt. Bei niedrigen Wind-
geschwindigkeiten v < 5ms~! liefert das Modell nach [I8] die kleinsten Wirmeiibergangskoef-
fizienten. Sobald eine Windgeschwindigkeiten von v > 5 ms~! erreicht ist, wird die Wirkung
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54 3 Simulation der Temperatur in Straflienkérpern

des Wérmeiibergangs in [I8] reduziert. Das Modell nach [7] ergibt immer den héchsten Warme-
iibergangskoeffizienten. Um nun den Einfluss des Wérmeiibergangskoeffizienten auf die bis jetzt

—— Barber
30 4 — Qin and Hiller
—— Krebs and Béllinger

Ubergangskoeffizient Wm 21

20 |
10
T T T T T T T T
2 7 7 z 2 7 7 2
“0 “ E2 9 “o “0 o %
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- —— Geschwindigkeit (Messung)
RS
-4 6
2y
&S
g4
2
<
R 2
)
20
o
'S 0 T T T T T T T T
= 2 9, % A 25 9, % A
Qs ‘a, ‘Q, ‘Q, ‘q, O RN 2N
~p ~0 ~0 ~0 ~ ~0 ~0 )
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Abb. 3.23: Modelle zur Abschitzung des Warmetibergangskoeffizienten nach [7], [18] und [10]
berechnet aus der stiindlich mittleren Windgeschwindigkeit in Wopfing

beschriebene Modellbildung zu studieren, ist er, wie gehabt in die FDM mit Robin Randbedin-
gung eingesetzt. Es zeigt sich in Abb. [3:24] dass alle Modelle vergleichsweise dhnlich Ergebnisse
in der Simulation liefern. Der Warmeiibergang wird mit allen Modellen unterschatzt. Daher
liefert das Modell mit dem hochstem Warmetiibergangskoeffizient jene Ergebnisse mit den ge-
ringsten Abweichungen. Das nicht lineare Verhalten des Modells nach [I8] wirkt sich damit
negativ auf die Genauigkeit der Simulation aus. Fiir die in Abb. gezeigte Simulation sind
die Modellparameter aus angesetzt.
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3.7 Validierung der Annahmen und der Modellparameter 55

Schichtaufbau
Wopfing tinm AinWm 2 pinkgn 3 CinJkg 'K n
Beton Decke 0.08 1.65 2200 1000 100 ONORM B8110 [5]
Mortelbett 0.05 1.35 2000 1000 100 ONORM B8110 [5]
ung. TS 0.15 0.7 1800 1000 200 ONORM B8110 [5]
Modellierungsansétze
Verfahren FDM Euler Riickwérts mit Robin Abschnitt |3.4.2

Input Groen

Lufttemperatur Messauflosung At = 15 - 60 Wopfing
Transmission (kurzwellig) Messauflosung At = 15 - 60 Wopfing
Transmission (langwellig) Messauflosung At = 15 - 60 Wopfing
Windgeschwindigkeit Messauflosung At = 15 - 60 Wopfing
Absorptionsgrad Beton 0.75
Emissionsgrad Beton 0.9

Tab. 3.2: angesetzte Modellparameter und Modellierungsansitze aus Abb.

Mit der gemessenen stiindlichen Windgeschwindigkeit zeigen sich wie in Abb. [3:24] ersichtlich
nur marginale Unterschiede der Ergebnisse. Die abkiihlende Wirkung der Konvektion wird in
allen Modellen unterschétzt. Diese Erkenntnis und die Tatsache der schlechten Performance des
Verfahrens aufgrund der zeitabhéngigen Abbildungsmatrix (vgl. ist die Motivation das
Ansetzen von konstanten Windgeschwindigkeiten zu studieren. In Abb. sind die Oberfla-
chentemperaturen bei verschiedenen konstanten Windgeschwindigkeiten mit dem Modell nach [7]
gegeniibergestellt. Es zeigt sich ein Reduzierung der Abweichungen iiber das gesamte Messjahr
in Wopfing. Daher ist angenommen, dass die Konvektion zwar einen groflen Einfluss hat, diese
aber in guter Niherung mit konstanten 10 ms~! angenommen werden kann. Dies erspart fiir das
hier beschriebene Modell eine zusétzliche Messgréfie und erhéht die Performance der Berechnung
erheblich. Die Performance stellt vor allem bei langen Zeitreihen einen wichtigen Faktor dar.

3.7 Validierung der Annahmen und der Modellparameter

Um die angepassten Modellparameter und alle getroffenen Annahmen zu validieren, sind die
monatlichen Abweichungen fiir einen Datensatz aus den Jahren 2013 bis 2015 berechnet. Da keine
Information tiber den damals vorherrschenden Straflenbelag vorhanden ist, ist davon ausgegangen,
dass die Absorption und Emission des Strafienbelags dem einer Asphaltbefestigung entspricht.
Diese Annahme verfilscht die Ergebnisse zwar, jedoch kann dadurch gezeigt werden, in welcher
Groflenordnung die Abweichungen von der gemessenen Temperatur zu erwarten sind.
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Abb. 3.24: Oberflichentemperatur nach Anwendung der FDM mit Robin Randbedingung mit

den verschiedenen Modellen zur Abschéitzung des Warmeiibergangskoeffizienten

nach [7), 18] [10]
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Abb. 3.25: Oberflichentemperatur nach Anwendung der FDM mit Robin Randbedingung und

konstanten Windgeschwindigkeiten nach dem Modell von [7]
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Kapitel 4

Auswertung der Messdaten

4.1 Datenlage und Vorgangsweise

Anhand von flichendeckenden Oberflachentemperaturdaten an Osterreichischen Straflen sind die
oben beschriebenen Parameter fiir die zwei Bautypen in Asphalt bzw. Beton kalibriert. Diese
kalibrierten Schichtaufbauten sind in weiterer Folge dazu verwendet, die Oberflachentemperaturen,
also die gesuchte Dirichlet Randbedienung an der Oberfliche, anhand der Lufttemperatur
abzuschéatzen. Mit Hilfe der ermittelten Oberflichentemperaturen sind die Temperaturprofile iber
18 Jahre fiir alle Lastklassen der Bautypen AS1 und BE1 der RVS 03.08.68 [3] bestimmt. Daraus
sind alle Frostperioden extrahiert und ausgewertet. Die Frostperioden sind nach Gefihrdung
gefiltert und mit den zugehorigen Frostindices verkniipft.

4.2 Berechnung der zeitabhdangigen Temperaturprofile

Mithilfe der kalibrierten Parameter fiir die Standardaufbauten sowie den in Abschnitt [3.4]
beschriebenen Verfahren sind die Oberflichentemperaturen fiir Asphalt- und Betonbefestigungen
abgeschétzt. Die abgeschitzten Randbedingungen sind weiter in die FDM aus Abschnitt [3:3.2]
eingesetzt, welche mit Hilfe des analytischen Losungsansatzes aus Abschnitt validiert ist.
Die Auswertung erfolgt fiir 113 Stationen tiber den Zeitraum von 18 Jahren an Lufttemperaturen
und einer stiindlichen Messauflésung sowie fiir alle Lastklassen der Bautypen AS1 und BE1
der RVS 03.08.63 [3]. Ein exemplarisches zeitabhéngiges Temperaturprofil mit den zugehorigen
abgeleiteten Isothermen (Linien gleicher Temperatur) ist in Abb. dargestellt. Weiters sind
aus der Steigung der 0°C-Isotherme die Frost- und Tauperioden abgeleitet. Dabei bedeutet eine
fallende 0°C-Isotherme ein Fortschreiten des Frostes und eine steigende 0°C-Isotherme ein Tauen
des Bodens.

Besonderes Augenmerk ist auf die teilweise Zweigleisigkeit der Isotherme zu legen. Wenn die
Temperatur schnell ansteigt, kommt es zum beidseitigen Tauen im Boden. Diese Zeitabschnitte
gelten als besonders kritische Phasen fiir die Stralenkonstruktion und sollten in Zukunft genauer
untersucht werden. Von oben tauendes Schmelzwasser kann nicht abflieen, wodurch es im
Untergrund zu einer verstiarkten Aufweichung des Bodens kommen kann.

4.3 Einfluss der Dicke der StraBBenbefestigung auf die 0°C-Isotherme

Durch Variation der Asphaltbefestigung ist der Einfluss der Dicke auf die Temperaturverteilung
untersucht. Dargestellt sind in Abb. die 0°C-Isothermen aller Lastklassen der Bautype
AS1. Ndherungsweise ergibt sich, dass eine Verédnderung der Asphaltschicht um x cm eine
Reduktion der Frosttiefe um dem Faktor 2 verursacht. Einerseits wird das Eindringen des Frostes
erschwert und andererseits wird die frostempfindliche Tiefe nach unten versetzt. Es wird davon
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Abb. 4.1: Exemplarisch ermittelte zeitabhéngige Temperaturprofile mittels der FDM fiir die Sta-
tion Stockerau (Breitengrad: 48.39694444, Léingengrad:16.1925, Seehthe:203 m.ii.A)

ausgegangen, dass die untere Randbedingung nicht in 2 m Tiefe, gerechnet von der Oberfliche
der Straflenkonstruktion, sondern in 2 m Tiefe des gewachsenen Bodens wirkt.

4.4 Berechnung der jahrlichen Frost- und Tauperioden

Geméaf der RVS 03.08.68 [I] und RVS 03.08.69 [2] werden die Untergrundtragfihigkeiten in den
jeweiligen Perioden angepasst, um den verdnderten jahreszeitlichen Bedingungen Rechnung zu
tragen. Diese auf langjédhrige Erfahrung beruhende und bewehrte Methode wird statistisch zu
erfassen versucht. In dem Modell ist eine Frostperiode als jener Bereich definiert, bei dem die
0°C-Isotherme eine positive Steigung erfidhrt. In analoger Weise ist ein Tauabschnitt definiert,
wobei die 0°C-Isotherme eine negative Steigung aufweisen muss. Ein Kritikpunkt dieser Definition
liegt darin, dass zwischen den verschiedenen Steigungen der 0°C-Isotherme nicht differenziert ist.
Wie schnell Frost in den Boden eindringt, beeinflusst stark die Wahrscheinlichkeit der Eislinsen-
bildung und damit der ungiinstigen Wasseranreicherung. Um nun die Auftrittswahrscheinlichkeit
der Tauperioden und damit die jahrliche Schadigung bewerten zu kénnen, ist es notwendig eine
passende Verteilung fir die jahrliche Haufigkeit an Frost- sowie Tautagen zu finden. Es wird
versucht eine Verkniipfung der simulierten Temperaturprofile mit der aktuellen Richtlinie herzu-
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Frosttiefe in m
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Abb. 4.2: Exemplarisch ermittelte zeitabhéngige Temperaturprofile mittels der FDM fiir die Sta-
tion Stockerau (Breitengrad: 48.39694444, Léingengrad:16.1925, Seehthe:203 m.ii.A)

stellen. Fiir beide Fille sind Gaufiverteilungen angenommen. Die Dichte- und Verteilungsfunktion
lassen sich wie folgt abschreiben:

1 _(a—pw)?

f(z) = me 202 (4.1)

F(x eié(t%)th (4.2)

1 T
=l
Die sich ergebenden Momente g und o fiir die Haufigkeit von Tau- und Frosttagen kénnen der Abb.
[4.3] entnommen werden. Es sei darauf hingewiesen, dass zur Anpassung der Verteilungsfunktion
eine neue Metrik (Tag des Jahres) eingefithrt ist, wobei von einem Schaltjahr ausgegangen
ist. Durch Einsetzen der Zeitabschnitte der RVS 03.08.68 [I] und RVS 03.08.69 [2] sind jene
Quantil Werte bestimmt, welche es benotigt um auf gleiche Perioden zu kommen. Fir die
Frostperiode ergeben sich die Quantile 1.06% und 95.06%. Dieser Bereich wiirde mit der gewéhlten
Verteilung 94% aller Frostabschnitte aus 18 Jahren Temperaturdaten fiir Osterreich abdecken.
Die Tauperiode startet beim Quantil 88.74% und endet verzogert nach dem letzten auftreten
von Tau. Der Boden braucht Zeit, um sich zu konsolidieren und zu verfestigen, daher wirkt die
reduzierte Tragfihigkeit im Untergrund noch ldngere Zeit nach der letzten Tauphase. Die mit dem
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Abb. 4.3: Dichte- und Verteilungsfunktion der jahrlichen Héufigkeit an Frost- sowie Tautagen
mit 95% Intervallen

Verfahren ermittelte Frostperiode ergibt sich fiir ein Konfidenzintervall von 95% mit 92 Tagen und
fiir die Tauperiode mit gleichem Konfidenzintervall mit 104 Tagen. Im Vergleich zur Richtlinie
ist die Frostperiode mit der gewéhlten Interpretation sehr genau abgebildet, wohingegen die
Tauperiode stark iiberschétzt ist. Deswegen ist es notwendig, eine neue Grenze der Tauperiode zu
definieren. Wéhrend der Frostperioden treten oft durch Schwankungen der Temperatur ausgelost
durch meteorologische Bedingungen, kurze Tauphasen auf. Sobald die stiindliche 0°C-Isotherme
eine positive Steigung, unabhéngig von der Dauer, registriert, geht der Tag als Tautag in die
Statistik ein. Eine Tauperiode wird daher nur dann als solche definiert, wenn in den 18 Jahren
iiberwiegend Tau an diesen Tagen auftritt. Definiert ist die Periode als jener Bereich der folgende
Bedingung einhélt:

fFrost(x) < fTau(x) (43)

Die Tauperiode startet an jenem Punkt an dem die Dichtefunktion der Frosttage die Dichtefunk-
tion der Tautage unterschreitet. Dieser heuristische Ansatz liefert wie in Abb. [4.4] ersichtlich
vergleichbare Perioden, wie sie in der RVS 03.08.68 [I] und RVS 03.08.69 [2] definiert sind.
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Abb. 4.4: Dichte- und Verteilungsfunktion der jahrlichen Héufigkeit an Frost- sowie Tautagen
mit dem neu eingefithrten Kriterium zur Bestimmung der Dauer der Tauperioden

4.5 Die maximale Frosttiefen und die Verteilung iiber Osterreich

Die maximalen Frosttiefen sind fiir alle Lastklassen der Bautype AS1 und BE1 mit dem oben
beschriebenen Modell bestimmt und in Abb. sowie der Abb. gegeniibergestellt. Es sind jene
Bereiche markiert, in denen die Frosttiefe die frostsicheren Schichten iiberschreitet. Zuséatzlich
sind die errechneten maximalen Frosttiefen mittels Inverser Distanzwichtung (IDW) interpoliert.
Die Karten der maximalen Frosttiefen aller Lastklassen der Bautypen AS1 und BE1 kénnen
den Abb. Abb. 7], Abb. und Abb. entnommen werden. Wie zu erwarten zeigt
sich, dass in den Alpenregionen wesentlich hohere maximale Frosttiefen erreicht werden. Bei
Asphaltbefestigungen liegen ab LK4 und bei Betonbefestigungen ab LK2.1 90% alle errechneten
Frosttiefen der 18 Jahre im frostsicheren Aufbau. Alle héheren Lastklassen kénnen somit mit
einem Sicherheitsniveau von 90% als durchgehend frostsicher angenommen werden. In beiden
Féllen zeigt sich eine deutliche Reduktion der Frosttiefen bei Zunahme der Lastklasse. Eine
Erhohung der Lastklasse erhoht also nicht nur die Dicke des frostsicheren Aufbaus, sondern
reduziert auch die Frosttiefe und wirkt sich damit doppelt positiv auf die Frostsicherheit aus.
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4.6 Abschatzung der Dicke des frostsicheren Aufbaus

Abschlieflend stellt sich nun die Frage, wie fiir niedrigere Lastklassen die erforderliche Dicke
der Frostschutzschicht abgeschétzt werden kann. Es zeigt sich in den Abb. und Abb.
[£12] ein linearer Zusammenhang zwischen der Seehohe und der Frosttiefe, allerdings ergeben
sich selbst fiir die hochsten Lastklassen unrealistische Schichtdicken. Daher ist es notwendig
vorab nur jene Frostperioden in Betracht zu ziehen, welche auch tatséchlich zu kritischen
Tragfahigkeitsreduktionen im Oberbau fithren. Als gefihrlich werden jene Frostverldufe eingestuft,
welche langsam und iiber einen ldngeren Zeitraum in den Boden eindringen. In dieser Arbeit
sind jene Perioden beriicksichtigt, welche mit einer Geschwindigkeit < 2 cm/Tag in den Boden
eindringen. Weiter sind die Frosttiefen um den frostsicheren Aufbau bereinigt, woraus sich
direkt der Zuschlag zur unteren ungebunden Tragschicht (Frostschutzschicht) ableiten lésst.
Die gefilterten und bereinigten Regressionsparameter sind in den Abb. und den Abb.
dargestellt. Zusatzlich konnen die abgeleiteten Regressionsparameter in konzentrierter Fassung
der Abb. 414 und der Abb. £.16 entnommen werden.
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Abb. 4.5: Ermittelten Frosttiefen aller Lastklassen der Bautype AS1
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(a) max. Frosttiefen Bautype AS1 LKO0.05 (b) max. Frosttiefen Bautype AS1 LKO.1

(c) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK0.4 (d) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK1.3

(e) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK4

Abb. 4.6: Verteilung der maximalen Frosttiefen AS1 LKO0.05 - LK4
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(a) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK10 (b) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK25
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iefe i Frosttiefe in m

(c) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK42 (d) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK82

(e) max. Frosttiefen Bautype AS1 LK163

Abb. 4.7: Verteilung der maximalen Frosttiefen AS1 LK10 - LK163
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Abb. 4.8: Ermittelten Frosttiefen aller Lastklassen der der Bautype BE1
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BS1 LKO.15

Frosttiefe in m,

(c) max. Frosttiefen Bautype AS1 LKO0.6 (d) max. Frosttiefen Bautype BE1 LK2.1

BSI LK6.S

(e) max. Frosttiefen Bautype BE1 LK6.5

Abb. 4.9: Verteilung der maximalen Frosttiefen BE1 LKO0.075 - LK6.5
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BSILK1S BS1 LK21

Frosttiefe in m Frostticfe in m,

BS1 LKS9
Frosttiefe in m,

(c) max. Frosttiefen Bautype BE1 LK40 (d) max. Frosttiefen Bautype BE1 LK89

BSI LK185
Frosticfe in m

(e) max. Frosttiefen Bautype BE1 LK185

Abb. 4.10: Verteilung der maximalen Frosttiefen BE1 LK18 - LK185
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Abb. 4.11: max. Frosttiefen in Abhéngigkeit der Seehthe aller Lastklassen der Bautype AS1
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Abb. 4.12: max. Frosttiefen in Abhéngigkeit der Seehéhe aller Lastklassen der Bautype BE1
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Abb. 4.13: max. Frosttiefen in Abhéngigkeit der Seehthe aller Lastklassen der Bautype AS1
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Abb. 4.14: Regression in konzentrierter Fassung fiir die Bautype AS1
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Abb. 4.15: max. Frosttiefen in Abhéngigkeit der Seehéhe aller Lastklassen der Bautype BE1
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Abb. 4.16: Regression in konzentrierter Fassung fiir die Bautype BE1
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird die analytische Losung der Warmeleitgleichung mit zeitabhéngigen Randbe-
dingungen hergeleitet. Mit dieser wird das Konvergenzverhalten der verschiedenen Varianten der
Finiten Differenzen Methode untersucht, woraus eine fiir den gegenstéindlichen Anwendungszweck
zur Prognose der Frosteindringung in Stralenoberbauten geeignete Variante gewahlt wird. Um
die Anzahl der benotigten Messgréfien gering zu halten und um eine flichendeckende Auswertung
durchzufiihren, ist die FDM mit Robin Randbedingung formuliert. Dies ermdglicht es in dem
Modell, eine bekannte Oberflichentemperatur durch eine bekannte Umgebungstemperatur zu
ersetzen. Zusétzlich ist der Strahlungseintrag in dem Modell iiber die Energiebilanzgleichung sub-
sumiert, womit alle mafigebenden Einflussgrofien berticksichtigt werden kénnen. Zur Abschéatzung
der Einflussgréfien werden verschiedene Modelle miteinander verglichen und direkt in die FDM
eingesetzt, um die Auswirkung auf das zugrundeliegende Modell abzuschétzen. Durch Einfiihrung
eines Wolkenfaktors in Abhéngigkeit der Prominenz der téglichen Lufttemperatur konnte der
Strahlungseintrag rein aus den geometrischen Beziehungen zwischen Sonne und Erde mit guter
Néherung abgeschétzt werden. Es wird gezeigt, dass die Konvektion zwar einen grofien Einfluss
auf die Energiebilanz am Straflenkorper hat, diese jedoch bei gleichbleibender Genauigkeit als
konstant mit 10 m s~ angenommen werden kann. Dadurch ist es moglich mit dem verwendeten
Modell [10}, B1] die Oberflichentemperaturen am Strafienkoérper fiir Asphalt- und Betonbefesti-
gungen und in weiterer Folge die Temperaturprofile abzuschétzen. Alle Temperaturprofile der
Bautypen AS1 und BE1 werden anhand von Temperaturmessdaten aus einer 17-jahrlichen Mess-
reihe fiir das Osterreichische Bundesgebiet simuliert und fiir mogliche zukiinftige Auswertungen
in einer Datenbank gesichert. Anhand der Temperaturprofile sind die mafigebenden Frosttiefen
bestimmt und ausgewertet. Das Ergebnis der Auswertung sind Funktionen in Abhéngigkeit
der Seehohe und der Dicke des frostsicheren Aufbaus, mit denen der notwendige Zuschlag zur
ungebunden Tragschicht fiir die Bautypen AS1 und BE1 abgeschétzt werden kann. Fiir die
abgeleiteten Funktionen gilt es in Zukunft geeignete Anwendungsgrenzen zu definieren. Weiter
ist es erforderlich, das Kriterium der maflgebenden Frostverlaufe zu validieren. Auflerdem wére es
fiir zukiinftige Anwendungen lohnenswert, analytische Losungen fiir Mehrschichtsysteme mithilfe
der Fourier Transformation herzuleiten. Dies erméglicht es, die Randbedingung mittels Diskreter
Fourier Transformation und in weitere Folge mittels Fast Fourier Transformation zu diskretisieren.
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