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Verwendete Formelzeichen

Um die unterschiedlichen Schreibweisen in den Darstellungen der einzelnen Autoren fiir
diese Arbeit in eine einheitliche Form zu bringen, werden die hiufig verwendeten For-
melzeichen nachfolgend angefiihrt und kurz beschrieben.

X,Y,Z bewegtes, terrestrisches Koordinatensystem
x,y,z  inertialfestes Koordinatensystem

T kinetische Energie
Vv potentielle Energie V =U + W
U Potential der inneren Kréifte
W Potential der duferen Krafte
k Produkt aus Gravitationskonstanter G und Planetenmasse;
fiir die Erde: k = G'm, =~ 3,986 - 10"
G Gravitationskonstante
G =6,674-107" 2=
Me Erdmasse
me = 5,974 - 10%* kg
) Winkelgeschwindigkeit des betrachteten Planeten;
fiir die Erde: 19.9 - siderisgﬂ-er Tag - 23,?);:4/1 ~ 7’ 292 10_5 %
Te Erdradius
re = 6378137 m
Vie amended potential
Ve augmented potential
J locked inertia tensor
I3 Gruppengeschwindigkeit
Ko Wert der Impulsabbildung am relativen Gleichgewicht

ident¢, ident-Operator

H(f)  Hessematrix einer Funktion f

A Bezeichnung fiir Eigenwerte oder Hauptminoren von H (f)
lo ungedehnte Federldnge

A, A(s) Seilquerschnitt

im jeweiligen Ausdruck sind die Lingen auf rys bezogen

v



1. Einleitung

Faszinierend erscheint die Tatsache, dass sowohl die Raumfahrt in ihrer heutigen Form,
als auch die Idee des Raumaufzugs untrennbar mit den grundlegenden Uberlegungen von
Konstantin Eduardovich Tsiolkovskii (1857-1935) verbunden sind. Der russische Mathe-
matiklehrer Tsiolkovskii leitete einerseits die nach ihm benannte Raketengrundgleichung
her und folgerte daraus das heute praktizierte Konzept der Stufenrakete. Andererseits
ersann er, von der Konstruktion des Eiffelturms inspiriert, seinen Space Tower, der eine
materielle Verbindung der Erdoberfliche mit Hohen in der Gréfsenordnung des geosta-
tiondren Orbits darstellt. Diese Verbindung wiirde die Raumfahrt revolutionieren, weil
dadurch die hohen Kosten fiir Raketentriebwerke (=~ 10°€/kg Nutzlast im Jahr 2000),
die zum Uberwinden des Gravitationsfeldes der Erde und des Reibungswiderstandes der
Atmosphire notwendig sind, um Gréfenordnungen reduziert werden konnten.

Alle Untersuchungen namhafter Wissenschafter in der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts
blieben von akademischer Natur, weil zu jener Zeit kein technisch realistisch verarbeit-
barer Werkstoff den enormen Anforderungen gerecht wurde, die fiir die Realisierung des
Raumaufzugs notwendig sind. Die in den Werkstoffwissenschaften gebrduchliche Reif-
lange, vgl. Anhang B, ist dazu pradestiniert zu zeigen, warum zu damaliger Zeit nur
einige Idealisten sich mit dem Konzept des Raumaufzugs beschéftigten. Fiir Stahl wird
bereits bei einer Liange von [, ~ 64,5 km im oberen Aufhingepunkt die Zugfestigkeit
erreicht, weit unter der angestrebten Hohe des GEO 1y, &~ 42164 km.

1991 entwickelte Iijima [6] einen neuen Werkstoff namens carbon natotubes mit revo-
lutionéren elektrischen und mechanischen Eigenschaften. Dieser neue Werkstoff bietet
einen hohen E-Modul bei geringer Dichte, wodurch eine Realisierung des Raumaufzugs
als moglich erscheint.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Frage der Stabilitit eines Raumaufzugs, anhand ein-
facher mechanischer Modelle, zu studieren. Im Anhang B sind jene Werkstoffe angefiihrt
die auf ihre Fignung, fiir die Verwirklichung eines Sky-hooks, untersucht werden.

Um die Realitéit in einem mechanischen Modell abbilden zu kénnen, um sie mit den Me-
thoden der Mathematik beschreibbar zu machen, sind Idealisierungen und Vernachlés-
sigungen unausweichlich. Wir vernachléssigen viele, in der Realitit wirkenden, Kréfte:
Storungen des kugelsymmetrischen Erdschwerefeldes durch die Erdabplattung, Kréfte
zufolge aerodynamischer Effekte, Reibungskrifte, Anziehung durch Sonne, Mond und
andere Planeten sowie Strahlungsdruck des Sonnenwinds werden nicht betrachtet. Wir
beriicksichtigen somit nur dufsere Krifte zufolge eines kugelsymmetrischen Gravitations-
feldes und Krifte die in einem bewegtem Koordinatensystem zufolge der Erddrehung
als Scheinkrifte auftreten. Im Zuge der Modellbildung bedienen wir uns Idealisierungen,
die durch Eigenschaften wie ,masselos”, ,starr“ oder  linear elastisch der betrachteten
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Verbindungselemente, bzw. durch die zu verbindenden ,Punktmassen” angezeigt werden.
Eine letzte wichtige Vereinfachung ergibt die Einschrinkung auf ebene Probleme. Bei [9]
wurde gezeigt, dass fiir die Untersuchung von Hantelsatelliten die Behandlung des ebe-
nen Problems ausreichend ist. Beim Konzept des Raumaufzugs geht man grundsétzlich
davon aus, dass dieser am Auquator mit der Erdoberfliche verbunden ist, wodurch die
Betrachtung des ebenen Problems in erster Naherung gerechtfertigt ist.

Alle diese Vereinfachungen dienen dazu, einfache Systemgleichungen, die mit geringem
mathematischen Aufwand zu behandeln sind, zu erhalten. Die grundlegenden Eigen-
schaften, die daraus abgeleitet werden, sind fiir das Verstidndnis aufwendigerer Modelle
unverzichtbar. In der vorliegenden Arbeit werden mehrere Modelle betrachtet, die nach
dem Grad der Idealisierungen geordnet sind. Von einem Modell zum néchsten werden ge-
wisse Vereinfachungen fallengelassen und versucht der Realitdt ndher zu kommen. Diese
Vorgehensweise bringt einerseits von Modell zu Modell einen erhéhten mathematischen
Aufwand, fiihrt aber andererseits zu einem umfassenderen Verstindnis des Systemver-
haltens. Numerische Auswertungen wurden mit den Programmpaketen BIFPACK [15]
und BNDSCO [12] unter FORTRAN 95 durchgefiihrt.

Ein, aus den présentierten Ergebnissen, erwachsender Optimismus fiir eine realistische
Verwirklichung eines Sky hooks muss dahingehend gebremst werden, als dass in dieser
Arbeit nur die Stabilitit der Gleichgewichtslagen der Fahrbahn fiir den eigentlichen Auf-
zug betrachtet wird. Die Bewegung einer Kabine entlang des Raumaufzugs verlangt eine
dynamische Analyse der gesamten Anordnung. Weiters muss die Beeintrichtigung der
Werkstoffeigenschaften durch erosive Effekte und ein verminderter Querschnitt im Lauf
der Zeit duch Kollision mit kleinen die Erde umkreisenden Meteoriten oder Weltraum-
schrott beriicksichtigt werden. Aus heutiger Sicht ist das grofste Problem die Produktion
von carbon nanotubes, die im industriellen Rahmen zwar hergestellt werden, aber die
Lange von wenigen Zentimetern noch nicht iiberschreiten. Die Zielsetzung fiir die Zu-
kunft besteht darin, sich einerseits genauer mit dem eigentlichen Betrieb und den daraus
erwachsenden Problemen auseinander zu setzen. Andererseits muss man sich die Frage
stellen, wie die ausgezeichneten Eigenschaften der carbon nanotubes auf grofere Mak-
stidbe iibertragbar sind.



2. Stabilitatsanalyse eines
Hantelsatelliten

Die Stabilitdtsanalyse von Hantelsatelliten tritt als vereinfachtes Modell bei der Un-
tersuchung verkabelter Satellitensysteme (tethered satellite systems) auf. Diese Systeme
bestehen aus zwei oder mehreren Subsatelliten, die mit langen Verbindungselementen
aneinander gekoppelt werden [2]. Der Hantelsatellit ist somit der einfachste Fall, bei dem
nur zwei Subsatelliten verbunden werden. Diese Konzepte sind deshalb von Bedeutung,
weil sie bereits in der Realitiat umgesetzt wurden, und die analytischen Ergebnisse besté-
tigten. Die Idee besteht nun darin, die Lénge dieses Satellitensystems soweit zu erh6hen,
bis ein Ende die Erdoberfliche beriihrt. Wir behandeln in diesem Kapitel sowohl starre,
als auch elastische, aber masselose Verbindungselemente, stets mit der Zielsetzung, einen
der beiden Subsatelliten bis zur Erde zu fiihren.

2.1. Starrer Hantelsatellit

Zunichst wird der Hantelsatellit im Gravitationsfeld um einen beliebigen Planeten be-
trachtet. Bei diesem Modell werden, wie in Abb. 2.1 dargestellt, zwei gleich grofte Massen
m mit einem starren, masselosen Stab der Linge 2a verbunden.

v

X
=~ ~
r ~
N
N
N © Ta m
Y 2a
Ti \

\

9 |
, >
Planet Z

Abbildung 2.1.: Bewegung eines starren Hantelsatelliten im Zentralfeld eines Planeten

Mit ¢ ist der Winkel zwischen dem bewegten Koordinatensystem XY, (Z) (mit dem
Planeten verbunden) und dem inertialfesten System z,y, (z) bezeichnet. Der Hantelsa-
tellit kann eine, gegeniiber dem mitbewegten System um den Winkel ¢, verdrehte Lage
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einnehmen. Als dritter Freiheitsgrad tritt die radiale Lage r des Stabmittelpunkts auf.
Somit ergibt sich die kinetische und die potentielle Energie in Abhingigkeit von den drei
Freiheitsgraden r, o und ¥ zu

T = m (7‘3 + 122 + a? (19 - ¢>2) (2.1)

1 1
Vo= chm (m(n S w)!) ’ (22)

mit den Positionen der inneren und aduBeren Masse

[7i(r, )| = Va2 4 12 — 2ar cos @ [ra(r, @)| = Va2 + 12 + 2ar cos .

Weil ¥ im Ausdruck fiir das Potential (2.2) nicht auftritt und somit eine zyklische Va-
riable darstellt, wurde die Reduced Energy-Momentum Method (REMM) zur Stabilitéts-
untersuchung verwendet (vgl. Anhang A).

Fiir das vorliegende Modell ergibt sich der locked inertia tensor (A.10) zu

J(r) =2m(a® +r?),
womit sich geméf (A.8) das augmented potential zu

Lo,
[ri(r @)l [ra(r, )]

Ve(r,p) = —km — &m (a® +r?) (2.3)
( )

ergibt. Gleichung (2.3) ist nur von den beiden nicht-zyklischen Freiheitsgraden r und
p, sowie von der Gruppengeschwindigkeit £, die in dieser Anordnung dem ¥ entspricht,
abhéngig.

Bevor wir auf die Gleichgewichtslagen des Hantelsatelliten eingehen, besprechen wir den
wichtigen Fall einer Punktmasse im Orbit.

Punktmasse im Gravitationsfeld

Setzen wir die Stabldnge a = 0 voraus, dann konnen obige Gleichungen vereinfacht als

*

_m o 242
r-" (72 + r2d?) (2.4a)
y o Zhm 2.4b)
T
T(r) = m'r? (2.4c)
—km* 2 9
= — 2.4
Ve(r) = — ST (2.4d)

angeschrieben werden, mit m* = 2m. Als Freiheitsgrade erhalten wir einerseits die zy-
klische Variable 1, und andererseits die radiale Entfernung » vom Planeten. Die Gleich-
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gewichtslage bestimmt sich mit (2.4d) geméf (A.13) zu

=r==. (2.5)

Wenn es sich beim betrachteten Planeten um die Erde handelt, dann definiert (2.5), mit
den entsprechenden Konstanten, den geostationéren Orbit (GEO) rgs ~ 42164 km.

Fiir den Hantelsatelliten kann nun die Frage nach den relativen Gleichgewichtslagen mit
dem bekannten Potential (2.3) durch Bestimmung der kritischen Punkte von (A.13) be-
antwortet werden. Die Ableitungen des Potentials (2.3) nach den beiden Freiheitsgraden
@ und r liefern Bestimmungsgleichungen fiir die relativen Gleichgewichtslagen

oV 1 1
—£ =0 = sinp kmar ( 5 — 3> (2.6a)
O ri(r @) ra(r, o)
Ve _o_ km (—T_acosf—wracosf) — 2rmé?. (2.6b)
or ri(r @) [ralr, @)

Gleichung (2.6a) ist erfiillt wenn durch |r;| = |r,| der Klammerausdruck Null wird, oder

der Winkel ¢ Null bzw. ganzzahlige Vielfache von 7 annimmt. Weil der Hantelsatellit
aus zwei identischen Punktmassen m besteht, hat er nur eine tangentiale (¢ = 7/2) und
eine radiale (¢ = 0) Gleichgewichtslage. Um Aussagen iiber die Stabilitit dieser relati-
ven Gleichgewichtslagen im Zentralfeld eines Planeten treffen zu konnen, muss gezeigt
werden, dass diese Stellen im amended potential (A.7) ein Minimum darstellen. Um dies
mit (A.16) zu iiberpriifen, berechnen wir zunéchst den ident-Operator (A.17)

ident,, (6q) = —4¢ <”8T) ) (;) .

Gleichung (A.16) ergibt fiir die Freiheitsgrade r und ¢ folgende Matrix

2 2 2 g
P PVl TP sdent (5r)- 7 idente () %
H(V,) = or Orop _ ordy
o 02‘/”0 aZVMO 82‘/5 82‘/5 )
dpdr — 9¢* | 14 dpor 09% | g=q,

(2.7)

die fiir jede in Frage kommende Gleichgewichtslage q, = (rg, ¢o) auf positive Definitheit
iiberpriift werden muss. Die Eintrdge in der Nebendiagonale ergeben sich sowohl fiir
¢ = 0 als auch fiir ¢ = 7/2 zu Null, womit die Eintrdge in der Hauptdiagonale die
Eigenwerte der Matrix darstellen, die fiir Stabilitdt beide positiv sein miissen.
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Tangentiale Gleichgewichtslage (¢ = 7/2)

Spezifiziert man zunéchst den rechten unteren Eintrag von (2.7) auf ¢ = 7/2, erhélt
man
Ve  6a*r’km

05 (@)
womit sich die tangentiale Lage als eine instabile relative Gleichgewichtslage fiir jede
physikalisch sinnvolle Wahl der Parameter herausstellt. In weiterer Folge wird dieser Fall
nicht naher diskutiert. Das Interesse beschrinkt sich auf den radialen Fall, weil dieser
fiir sehr grofe Stablédngen ein stark idealisiertes mechanisches Modell fiir den Sky-Hook
darstellt.

Radiale Gleichgewichtslage (¢ = 0)

Beschrianken wir unsere Betrachtung auf die radiale Gleichgewichtslage ¢ = 0, kann
(2.6b) zu folgender nichtlinearen Gleichung

Ve 1 1 B 9
W—km((r_a)2 + (7“—|—a)2) 2rmé&° =0 (2.8)

umgeformt werden, deren Lésung die noch zu bestimmende radiale Gleichgewichtslage
r des Hantelsatelliten darstellt. Diese Gleichung gilt noch ganz allgemein fiir einen Han-
telsatelliten im Zentralfeld eines beliebigen Planeten. Die radiale Lage r ist nur von der
Stabldnge a und der Gruppengeschwindigkeit £ abhéngig. Wir wollen zunéchst die Glei-
chung in dieser allgemeinen Form weiter betrachten und nicht fiir das Gravitationsfeld
der Erde spezialisieren. Fiir die Stabilitdtsuntersuchung passen wir die beiden Eintrage
in (2.7) an den radialen Fall an, wodurch sich

OV _ —2m<£2+k(( Lo, ))+8m—r252 (2.9)

Or? r—a)3  (r+a)? a? + r?
9*V, 1 1
0o _ _ 2.1
= e (e ) 210

ergibt. Der Term (2.10) ist wegen r+a > r—a > 0 sicher positiv. Um schlieklich Aussagen
tiber die Stabilitdt machen zu konnen muss noch (2.9) niher untersucht werden. Nach-
dem eine relative Gleichgewichtslage (2.8) erfiillen muss, kann daraus £ ausgedriickt und
in (2.9) eingesetzt werden. Wird zusétzlich die dimensionslose Grofke 5 = r/a eingefiihrt,
kann (2.9) als

0*Viy _ \_ km {2 (B* — 1067 + 1)} (2.11)

o o | g1y
angeschrieben werden. Das Vorzeichen von (2.11) entscheidet somit, in Abhéngigkeit von
B, iiber die Stabilitdt der radialen Gleichgewichtslage.
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B=rla
Abbildung 2.2.: Stabilitdtsverhalten in Abhéngigkeit von 3

Weil die Parameter k, a und m keine negativen Werte annehmen koénnen, ist in Abb. 2.2
nur die eckige Klammer aus (2.11) dargestellt.

Das unerwartete Ergebnis kann so interpretiert werden, dass unabhingig von der Gro-
fse der beiden Endmassen m ab einem kritischen Verhaltnis (B =~ 3,146 keine stabi-
le Gleichgewichtslage mehr existiert. Fiir einen kurzen Hantelsatelliten (5 > (i) ist
die radiale, relative Gleichgewichtslage stabil. Wird der kritische Wert unterschritten
(8 < Diis) kann sich der Hantelsatellit zwar radial einstellen, aber eine kleine Stérung
geniigt, um ihn aus dieser Lage zu bringen, die er in weiterer Folge nicht mehr erreichen
kann. Es handelt sich bei dieser Form des Stabilitatsverlustes um eine Bahninstabilitét,
wie man aus der Simulation der Bewegungsgleichungen folgern kann [14].

Bei diesem Beispiel ist es gelungen, die im Allgemeinen aufwendige Kontrolle der posi-
tiven Definitheit der Matrix (A.16) auf eine einzige Gleichung (2.11) zu reduzieren. In
einem néichsten Schritt spezifizieren wir die obigen Ergebnisse auf unsere Erde, indem
wir an Stelle der Winkelgeschwindigkeit des Planeten 9 jene der Erde 9, stellen. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir in den folgenden Darstellungen auf den
Index e. Soll der Hantelsatellit im Gravitationsfeld der Erde studiert werden, muss (2.8)
fiir die Lage r und (2.9) fiir deren Stabilitéit gelost werden. Fiir die numerische Losung
dieser Aufgabe wurde ein Homotopieverfahren verwendet. Weil bei spiteren Auswertun-
gen ebenfalls von diesem numerischen Verfahren Gebrauch gemacht wird, sei an dieser
Stelle kurz die Grundidee skizziert.
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2.1.1. Homotopieverfahren [7, 15]

Ein kompliziertes System F'(x) besitzt zumeist auch eine einfacher gebaute Varian-
te Fo(x), die mit einem Newtonverfahren gelost werden kann. Die Aufgabe besteht
nun darin, mit einem Homotopieparameter 7 € [0, 1] beide Systeme in eine Fami-
lie f(x,7) = 0 einzubetten. Dieser Parameter verkniipft nun das einfache Problem
f(x,0) = Fy(x) mit dem komplizierten f(x,1) = F(x). Es wird vorerst numerisch die
Losung fiir das einfache Problem 7 = 0 berechnet. In einem néchsten Schritt wird der
Homotopieparameter auf 7,1 = 7, + 07 erhoht und die Losung der vorigen Berechnung
als Startvektor fiir die Losung des modifizierten Gleichungssystems verwendet. Falls die
Losungen stetig vom Homotopieparameter abhingig sind, ndhert man sich durch Wie-
derholung der Losungsschritte der gesuchten Losung des urspriinglichen Gleichungssys-
tems. Der Homotopieparameter ist entweder ein kiinstlich eingefiihrter Parameter oder
eine Grofe, die bereits in den Gleichungen vorhanden ist. In den nachfolgenden Berech-
nungen wird entweder die Position der inneren Masse oder die des inneren Fadenendes
ausgehend vom GEO in Richtung Erde gefiihrt, womit diese, in den entsprechenden
Gleichungen explizit auftretenden Gréfsen als Homotopieparameter dienen.

Numerische Auswertung und Diskussion der Ergebnisse

Abbildung 2.3 zeigt die Losung von (2.8), wobei in der numerischen Auswertung die
Stablidnge ausgehend von a = 0 soweit erh6ht wurde, bis die innere Masse den Erdradius
erreicht.

45 ™ r T
40 t :
35 1
30

25 T stabiler 7_ instabiler Bereich
20 } Bereich

15 ¢
10

ra/rgS(Radius aufen)

1 08"kt 06 0.4 02® 0
ri/rgS(Radius innen)

Abbildung 2.3.: Radiale Lagen des Hantelsatelliten

Fiir a = 0 befinden sich beide Massen im GEO rj/rg = 1, /15 = 1. Wird jetzt a schritt-
weise erhoht, so nimmt, auf Grund des nichtlinearen Gravitationsfeldes, der Radius der
dufleren Masse stirker zu als jener der inneren Masse ab. Um die Lage der inneren Masse
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bis auf die Erdoberfliche reduzieren zu konnen (rj/rys = re/rgs = 0,151), ist eine Lage
der duferen Masse von r,/rgs ~ 45 notwendig. Die Kurve in Abb. 2.3 stellt also die
Summe aller physikalisch sinnvollen Gleichgewichtslagen fiir ¢ = 0 dar. Wird nun die
Stabilitatsbedingung (2.9) auf das Gravitationsfeld der Erde angepasst, so ergibt sich
eine kritische Lage der inneren Masse von 7y & 0,756. Die, fiir kleine Stablingen a
stabile radiale Gleichgewichtslage wird instabil, noch bevor die innere Masse in die Nihe
des Erdradius gelangt.

Auf den ersten Blick scheint das mechanische Modell des Hantelsatelliten nicht geeignet
zu sein, wertvolle Aussagen fiir das Stabilitdtsverhalten eines Raumaufzugs zu liefern.
Mit einer kleinen Modifikation gelingt es dennoch, den Radius der inneren Masse weiter
zu reduzieren, bis er die Erdoberfliche erreicht, und trotzdem Stabilitdt zu garantieren.

2.2. Starrer Hantelsatellit mit zusatzlicher Masse im
GEO

Auf Grund der Tatsache, dass eine Punktmasse im GEO eine stabile, relative Gleichge-
wichtslage besitzt, kann das oben besprochene Modell durch eine zusitzliche Masse my
im GEOQO, die als eine Raumstation verstanden werden kann, stabilisiert werden.

Yy ‘ X
B T
1 N q)@ m
Tgs \ a
& N
Y ms
Ty \ A\ \
U \ \
i | o
Erde z

Abbildung 2.4.: Starrer Hantelsatellit mit zusétzlicher Masse in radialer Lage

Die zusétzliche Masse mg verdndert grundsétzlich die Anzahl der Freiheitsgrade im Sys-
tem nicht, weil die Verbindungen zu den beiden Endmassen iiber die starre Hantel er-
folgt. Analog zum vorigen Modell sind Gleichgewichtslagen nur in radialer (¢ = 0) oder
tangentialer (|| = |r,|) Konfiguration moglich, wobei die tangentialen Gleichgewichts-
lagen, unabhingig von den Parametern, instabil sind. Mit anderen Worten kann eine
beliebig grofte, zusétzliche Masse im GEO die tangentialen Gleichgewichtslagen nicht
stabilisieren, aus diesem Grund betrachten wir nur die in Abb. 2.4 dargestellte radiale
Konfiguration. Die benétigten Ausdriicke werden daher fiir ¢ = 0 angeschrieben und
zusdtzlich ein Massenverhéltnis a = mg/m eingefiihrt, wodurch sich die kinetische bzw.
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potentielle Energie zu

T=m (7'2 + 92 (r? + a2)) + %a (79 + 9% (r — b)2> (2.12)
vk (g e ) 1)

ergeben. Gemif (A.10) bestimmt sich der locked inertia tensor aus dem Ausdruck fiir
die kinetische Energie zu

J(r) = m(2(a® +1%) + a(r — b))
und der ident-Operator mit (A.17) zu
ident¢, (6q) = —Em(4r + 2a(r — b))or.
Somit ergibt sich das augmented potential (A.8) zu

1 1 a £ 2 2 12
(r—a)+(r+a)+(r—b))__m(z(a +r¥) +a(r—>0)7). (2.14)

Vitr) =~ :

Mit der Ableitung des Potentials (2.14) nach dem Freiheitsgrad r erhalten wir die Be-
stimmungsgleichung fiir die noch unbekannte Lage r

o T <(r _1a>2 MG —&a)z) — 2rm” +am (ﬁ —&(r— b)) . (2.15)

-~

= Gleichung (2.8)

In der Beschreibung der Position der zusédtzlichen Masse mg wurde mit r — b die Ab-
héngigkeit vom Freiheitsgrad r sichergestellt (starre Verbindung der Massen). Der letzte
Klammerausdruck aus (2.15) ergibt mit r — b = 74 und (2.5) Null. Wie zu erwarten
war, beeinflusst die Masse im GEO die Lage des Hantelsatelliten nicht, weil sich die
vom masselosen Stab zu iibertragenden Kréfte durch die zusdtzliche Masse mg nicht
verdndern. Gleichung (2.8) beschreibt somit die radiale Lage des Hantelsatelliten mit
und ohne zusétzlicher Masse im GEO.

Um die Stabilitdt der soeben bestimmten Lagen r zu iiberpriifen, muss die positive
Definitheit von (A.16) an dieser Gleichgewichtslage gezeigt werden.

OV _y _ OV

or? o2 ident,, (67) - J 'ident,, (67) (2.16)

Nach erfolgter Differentiation kann r — b durch 7, ersetzt werden und ergibt

*V,, 1 1 a 4(2r + rysar)?
= —2k —£2(2 gs
or? m[ (wﬂm+w+w+u@Q SRt R o

(2.17)
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In der bisherigen Darstellung aller Gleichungen war mit der Festlegung des Freiheitsgrads
r und der Stablinge a die Lage beider Massen m eindeutig bestimmt. Fiir die numerische
Behandlung der Systemgleichungen (2.15) und (2.17), aber auch um eine anschaulichere
Darstellung zu gewinnen, driicken wir die Gleichungen direkt durch die Lage der inneren
Masse r; und der duferen r, aus (vgl. Abb. 2.4) und erhalten schlieflich

ove 11 )

om0 k() g (215
2 ) 2

TVio _ \ iy {‘% (% +ot g) @ @ra)+ Mt TR0 ) g

2 3 21 2 2
or ; 3 o ra i+ ria

Die Untersuchung des starren Hantelsatelliten mit zuséitzlicher Masse im GEO reduziert
sich also auf die Losung von (2.18), die den Zusammenhang zwischen der Lage beider
Massen r; und r,, dem Massenverhéltnis o und dem Eigenwert A\ ausdriickt. Beide Glei-
chungen enthalten natiirlich den zuvor betrachteten Fall ohne zuséatzliche Masse im GEO
(a=0).

Fiir die numerische Losung machen wir wieder vom, im Kapitel 2.1.1 dargestellten, Ho-
motopieverfahren fiir nichtlineare Gleichungen Gebrauch. Als Homotopieparameter wur-
de der Radius der inneren Masse 7; verwendet, der fiir r; = 74 das einfache Problem
beider Punktmassen im GEO repréasentiert, und fiir r; — r. ein Modell fiir den Raumauf-
zug liefert. Zu Beginn der Rechnung wird av auf Null gesetzt und fiir jedes r; mit (2.18a)
das zugehorige r, bestimmt bzw. mit (2.18b) der Eigenwert A berechnet. Wie schon aus
dem ersten Beispiel bekannt, wird der Eigenwert A fiir die kritische Lage ry, =~ 0, 756
der inneren Masse Null. Ab dieser Lage wird in der Rechnung der Eigenwert auf Null
gehalten und fiir fortschreitende Reduktion von r; das notwendige Massenverhéltnis «
berechnet, das einen Eigenwert von Null sicherstellt.

8000 r r T T

7000 }
min j
BOOQ | R
5000 | ‘
s 4000 f
3000 |
2000 }

1000 f

07 06 05 04 03 02701 0
ri/rgs(Radius innen)

0

Abbildung 2.5.: Massenverhéltnis zur Stabilisierung des starren Hantelsatelliten
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Das System wird also nach dem Stabilitdtsverlust an dieser Stabilitdtsgrenze gehalten
und die innere Masse weiter in Richtung Erdoberfliche gefiihrt. Als Ergebnis wird das
Massenverhaltnis « zuriickgeliefert, das fiir A = 0 notwendig ist. Abbildung 2.5 zeigt die
Losung von (2.18) mit dem Ergebnis, dass ein ay, ~ 6200 notwendig ist, um den Radi-
us der inneren Masse bis auf den Erdradius zu reduzieren. Dieses Resultat ist wertvoll,
weil es die Grofsenordnung des Massenverhéltnisses zeigt, das fiir die Stabilisierung des
starren Hantelsatelliten mindestens notwendig ist. Die Betonung liegt auf mindestens,
weil das System an der Stabilititsgrenze gehalten wird.
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2.3. Elastischer Hantelsatellit

Bei diesem Modell versuchen wir der Realitdt ndher zu kommen, indem wir die starre
Verbindung der Punktmassen durch elastische, masselose Federn ersetzen. Natiirlich ist
das immer noch eine Vereinfachung, aber, durch Hinzunahme von Federsteifigkeit und
ungedehnter Federlinge, kommen Kennwerte in die Berechnung, die es uns erlauben
werden, verschiedene Werkstoffe zu analysieren und zu vergleichen.

Die Betrachtung des starren Modells hat ergeben, dass eine zusétzliche Masse im GEO
zur Stabilisierung notwendig ist, daher wird diese auch fiir den elastischen Hantelsatel-
liten vorgesehen. Auf Grund der einfachen Federelemente ist nur die Betrachtung der
radialen Konfiguration sinnvoll.

g A

Ty X

Erde ’ 'y

Abbildung 2.6.: Elastischer Hantelsatellit mit zusétzlicher Masse im GEO

Abbildung 2.6 zeigt das Modell mit den Radien rj, r, und 74 bzw. dem Winkel ¢, mit
deren Angabe die Lage des Systems eindeutig bestimmt ist. Die beiden Verbindungen
der Massen m mit der Masse im GEO my sollen aus dem gleichen Material sein, daher
werden beide Federn mit derselben Federsteifigkeit ¢ modelliert, aber mit unterschiedli-
chen ungedehnten Langen [y und lp,. Bevor die Systemgleichungen aufgestellt werden,
muss noch der Federsteifigkeit erhhte Aufmerksamkeit geschenkt werden. Ein wich-
tiges Ziel der Betrachtung des elastischen Hantelsatelliten ist es, Werkstoffe auf ihre
Anwendbarkeit in einem Raumaufzug zu untersuchen. In Tab. B.1 sind jene Werkstoffe
zusammengestellt, die in der vorliegenden Arbeit betrachtet werden. Um nun die ent-
sprechenden Werkstoffkennwerte in Federsteifigkeiten umzurechnen, stellt man sich die
Feder als einen elastischen Faden der Querschnittsfliche A vor, der eine Langssteifigkeit
von

EA
o
besitzt. Bleibt noch zu kliaren, wie grofs die Querschnittsfliche A in Rechnung zu stel-
len ist. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass sowohl beim elastischen als auch

beim starren Hantelsatelliten die Kraft im jeweiligen Verbindungselement nur von der
Lage der beiden Massen m abhingig, und entlang der Achse konstant ist. Die Kraft ist

c= (2.19)
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deshalb konstant, weil in beiden Modellen die vereinfachende Annahme von masselo-
sen Faden getroffen wurde. Beim elastischen Modell kann aus der Zugkraft im Faden
sofort iiber die maximale Zugspannung o, des jeweiligen Werkstoffs die notwendi-
ge Querschnittsfliche berechnet werden. Weil die Dichten der untersuchten Werkstoffe
nicht in die Rechnung eingehen, muss, fiir die Berechnung der Steifigkeit mit (2.19),
jeweils derselbe reprasentative Querschnitt verwendet werden. Wiirde der erforderliche
Querschnitt jedes einzelnen Werkstoffs in die Bestimmung der Federsteifigkeit eingehen,
dann hitte bei unseren Werkstoffen Stahl die grofste Steifigkeit. Fiir die nachfolgenden
Berechnungen soll weiters die Querschnittsfliche nicht an die jeweilige Lage der inneren
Masse r; (vgl. Homotopieverfahren) angepasst, sondern konstant gehalten werden. Der
Fadenquerschnitt bestimmt sich aus jener Konfiguration, die mit der groften Zugbelas-
tung verbunden ist. Befindet sich die Masse nahe der Erdoberfliche, so iiberwiegt die
Gravitationskraft die Kraft zufolge der Erdrotation, wodurch die Fadenkraft der Diffe-
renz beider Krifte das Gleichgewicht halten muss und den Faden auf Zug belastet. Diese
Uberlegung fiihrt auf die Bestimmungsgleichung

Amin - FFeder - m (E - §2Te) (220)

Omax Omax Tg

fiir die Fadenquerschnittsfliche. Gleichungen (2.19) und (2.20) stellen also formal den
Zusammenhang zwischen maximaler Zugspannung .y, dem E-Modul F und der Fe-
dersteifigkeit ¢ her. Bei aufwendigeren Modellen, wie sie bei [14] zu finden sind, wird fiir
jeden Werkstoff ein Querschnitt gewahlt der sich am jeweiligen o,,, orientiert, weil dort
die Dichte und somit die Masse des Fadens mitberiicksichtigt wird.

Mit den vier Freiheitsgraden 7y, ra, rgs, ¢ und dem Massenverhiltnis o = my/m (vgl.
Abb. 2.6) ergibt sich die kinetische und die potentielle Energie zu

1 . .
T=gm (fﬁ + 72+ PP+ ) + (ffn + rﬁﬁ)) (2.21)
1 1 (6] FA 2
= —k - - - 577 411 s — i [ i
V " <ri * Ta * Tgs) i 2 (loi + lOa) (Tg " 0)
EA
(ra — Tgs — lOa)2 . (222)

+ -
2 (lo + loa)

Aus dem locked inertia tensor (A.10)
T (15,74, 1gs) = m (1} + 12 4 ar,) (2.23)

und dem Potential (2.22) berechnet sich das augmented potential (A.8) zu

1 1 (e} EA 2
Ve(ri, 72, 7gs) = —k -+ =+ — ————— (Tgs — 71 — loi
(11, Ta, Tgs) m(ri +Ta+7"gs> +2(lOi+Z0a) (1gs — i — loi)
EA 2 g 2, 2 2
+ CY Y e (12 — Tgs — loa)” — 5m (Ti + 7+ ozrgs) ) (2.24)
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Fiir die spitere numerische Behandlung ist es vorteilhaft, alle explizit auftretenden Lén-
gen auf rg zu beziehen. Somit ergibt sich aus (2.23) und (2.24)

1 1 1 EA 2s Nm_fvi—flviQ
Ve(ri, ra, 7gs) = —km— (: + =+ Ng) + EaTes ((T 7 — loi) )

Tgs \Ti  Ta Tm 2 T Toi + loa
n E_AT_EQ;S (Ta :?m - lOa)2 . §—2mr2 (~2 ~2 ~2 )
2 T loi + loa

2 8
2 (2, 2 2
T (715 Tay Tgs) = MTyg (ri +7i+ ow“m) ,

und nach Division durch 3&%mr,

V 11 s — 1 — loi)”
%(ri,ra,rgs>__z(_.+_+g)M((rg r 0)>

Ti Ta Tgs lOi + lOa

(Ta - Tgs - lOa)2 2 2 2
+ K < . — (7’1 + 7+ args) (2.25)

~ 2
..7(7"1,7"&, rgs) = 5_2 (T12 + TZ + @Tgs) ) (226)
mit der Konstanten BA
= . (2.27)
£2mirgg

Es ist uns also gelungen, alle physikalischen Grofen in einen Parameter (2.27) zusammen
zu ziehen und sowohl das Potential, als auch den locked inertia tensor in eine skalierte
Form (2.25) bzw. (2.26) iiberzufiihren.

Die Stabilitéitsbetrachtung mit dem augmented potential (2.25) fiihrt in weiterer Folge
auf numerische Schwierigkeiten, weil die Matrix (A.16), deren positive Definitheit ge-
zeigt werden muss, fiir diese Wahl der Freiheitsgade (75, r, und rg), aus numerischer
Sicht, singuldr wird. Der Grund dafiir liegt in den stark variierenden Groéfenordnun-
gen der entsprechenden Eintrige. In (2.25) tibersteigt x alle anderen Werte um zwei bis
drei Grokenordnungen, wodurch die numerische Bestimmung der Eigenwerte der Matrix
(A.16) entsprechend schwierig ist. Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen ist die
Einfiihrung neuer Freiheitsgrade, die diese Unausgewogenheit der Matrixeintrége kom-
pensieren.

Der Freiheitsgrad der inneren Masse r; bleibt in den Gleichungen erhalten, wohingegen
res durch die Kraft in der inneren Feder [V, und r, durch die Kraft in der &ufieren Feder
N, ersetzt wird. Um diesen Ubergang zu schaffen, beschreibt man die Lage der mittleren
Masse 74 als Summe der Position der inneren Masse r;, der ungedehnten Federlange Iy
und der Verlingerung dieser Feder. Fiir die Lage der dufseren Masse r, geht man &hnlich
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vor und erhilt folgende Transformationen

T = T

Ni
Tgs:>7'i+loi (1—|—EA) (228)

ol (1 20 g, (14 D
Ta T 0i EA 0a. EA

die den Ubergang auf die neuen Freiheitsgrade r;, V; und N, darstellen. Angewandt auf
das Potential (2.25) und den locked inertia tensor (2.26) ergibt sich

~ 1 o
=—2|-+FA
%(Q) |:T’i + (T’iEA + l0a<Na -+ EA) —+ l(]i(Ni + EA) + TiEA -+ lOi(Ni -+ EA)):|

N, N, \1? N\ 12
_ 2 . . ! a . . 1
{rl + { Tl (1 n EA) o (1 + EA)} Ca { o (1+ EA)] }

]\712[(%1 + K Na?l?]a
EA)?(logi + loa) (EA)%(loi + loa)

_ 2 N, N, \1° N\
J(Q)ZS_Q{T12+|:Ti+l01<1+EA)+l0a(1+EA)} —i—()é|:’r’i+l()i(1+EA>:| }

(2.30)

+I€(

Mit dem Potential (2.29) wird wie in der vorangegangenen Stabilitdtsuntersuchung ver-
fahren, aber, auf Grund der Lange der entstehenden Beziehungen, werden die Gleichun-
gen nicht explizit angeschrieben. Die nachfolgende Darstellung beschrinkt sich auf das
zu losende Gleichungssystem, die Vorgehensweise bei der numerischen Behandlung und
die Diskussion der gefundenen Ergebnisse.

Zunichst fithrt die Ableitung von (2.29) nach den Freiheitsgraden r;, N; und N, geméf
(A.13)

o o ov

87’1 - (9N1_ ’ 0Na_
zu den Bestimmungsgleichungen fiir die Gleichgewichtslagen iy, Njo und Ny, aus denen
sofort mit (2.28) und den ungedehnten Langen ly;, lyp, die entsprechenden Lagen der
einzelnen Massen bestimmt werden kénnen. Aus der Menge aller Losungen des obigen
Gleichungssystems sind nur jene von Interesse, die einem stabilen Systemverhalten ent-
sprechen. Um mit (A.16) Aussagen iiber die Stabilitit machen zu konnen bestimmen
wir zunéchst den ident-Operator gemafs (A.17)

loa(Na + EA) + lgi(NV; + EA) (1 4+ o) + i EA(2 4+ «)

0 (2.31)

EA .

) 4| loi (loa(Nay + EA) + (nEA + I (N; + EA))(1 + «)) "i
ident,, (dq) = “z (BA)? 0N
loa (Ioi(N; + EA) + 5EA + lpa(N, + EA)) Na

(EA)?
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Dieser verkniipft die zweiten Ableitungen des augmented potentials mit jenen des amen-
ded potentials. In weiterer Folge ergibt sich mit (A.16) folgende Matrix

82 ‘/MO 82 VMO 82 VMO
852 87“@]\71 87"1(2Na

~ 2V, 0V, 9V,
- |ONdri  ONZ 9NN,

»*v,, 8V, 9V,
|ON.Ori ON,ON: ONZ | no

, (2.32)

die, um Stabilitdt zu gewdhrleisten, positiv definit sein muss. Es sei noch angemerkt,
dass durch den Ubergang auf die neuen Freiheitsgrade (rj, Njp und N,g) diese Matrix,
im Gegensatz zur Darstellung in den urspriinglichen Freiheitsgraden, vollbesetzt ist.
Grundsétzlich stehen mehrere Verfahren zur Auswahl, um die Definitheit einer Matrix
zu zeigen. Fiir dieses konkrete Problem wurden die Eigenwerte von H(V),,) bestimmt,
was auf die charakteristische Gleichung

det (H(f/,m) - >\I> —0, (2.33a)
oder in ausfiihrlicher Schreibweise

N+ XNd+ e+ f=0 (2.33b)

mit den entsprechenden Eintrégen der Matrix in Indexschreibweise

d = Hyy + Hyo + Hs3 (2.34a)
e = Hiy+ His + Hyy — Hy Hay — Hy Hag — Hog Hag (2.34b)
f= —H122H33 + H123H22 +2H o, H3Ho3 + Hy1 Hyo H3g (2.34c)

fiihrt. Im Stabilitdtsproblem des elastischen Hantelsatelliten treten neun Unbekannte
auf: die drei Freiheitsgrade r;, N; und N,, das Massenverhéltnis «, die ungedehnten
Federldngen beider Federn ly; und [y, sowie die drei Eigenwerte A, Ay und A3. Mit (2.31)
und (2.33) bzw. (2.34) haben wir erst sechs Gleichungen fiir neun Unbekannte, oder
anders ausgedriickt benoétigen wir noch drei Gleichungen fiir eine eindeutige Losung.
Eine weitere Gleichung liefert uns die Voraussetzung, dass die zusétzliche Masse im
GEO angebracht wird, womit

Ni
TgszlzTi—l—loj (1+EA> (235)

erfiillt werden muss. Bei der numerischen Behandlung kommt, wie bei den vorigen Bei-
spielen, ein Homotopieverfahren (Kap.2.1.1) zum Einsatz. Wieder ist die Lage der in-
neren Masse r; unser Homotopieparameter, der ausgehend von der Lage im GEO r; =1
(einfaches Problem) in Richtung Erde r; — 7. (kompliziertes Problem) gefiihrt wird. Das
Vorschreiben von rj, in Abhéngigkeit der Schrittweite, liefert eine weitere Gleichung. Zu
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Beginn der Auswertung wird das Massenverhéltnis a auf Null gehalten. Wenn im Laufe
der Rechnung einer der drei Eigenwerte Null ergibt, das System somit Stabilitdtsverlust
erleidet, so wird in der weiteren Berechnung dieser auf Null gehalten und das Massen-
verhiltnis aus den Gleichungen bestimmt. Durch Festhalten des Massenverhéltnisses,
bzw. des Eigenwerts auf dem Wert Null erhdlt man die letzte Gleichung, womit das
Gleichungssystem vollstandig definiert ist.

Numerische Auswertung und Diskussion der Ergebnisse

An dieser Stelle sei kurz die Vorgehensweise der Berechnung der Eigenwerte von (2.32)
skizziert. Die numerische Auswertung startet bei r; = 1, womit eine stabile Lage beider
Massen im GEO garantiert wird und daher alle Eigenwerte positives Vorzeichen besitzen.
Weil die Eigenwerte stetig von den restlichen Unbekannten des Systems abhéngig sind,
muss fiir Stabilitdtsverlust der kritische Eigenwert in Abhangigkeit vom Homotopiepara-
meter einen Nulldurchgang besitzen. Der kritische Eigenwert ist genau dann Null, wenn
in (2.33b) der Koeffizient f (2.34c) identisch gleich Null ist. Kommt das System an eben
diese Stabilitatsgrenze, wird in der numerischen Auswertung nicht der Eigenwert direkt,
sondern der Koeffizient f auf Null gehalten. Fiir die weitere Rechnung wird dann das
Massenverhiltnis « bestimmt und zusétzlich darauf geachtet, dass nicht e aus (2.34b)
ebenfalls Null wird, was einen zweiten Nulleigenwert zur Folge hitte. Bei allen nume-
rischen Auswertungen ist dieser Fall jedoch nie aufgetreten. Mit anderen Worten sind
nicht die drei Eigenwerte (A1, Ay und A\3) Unbekannte im Gleichungssystem, sondern die
Koeffizienten d, e und f mit den entsprechenden Bestimmungsgleichungen (2.34). Der
Grund fiir diese Vorgehensweise liegt darin, dass es einfacher ist, im Zuge der Homotopie
f auf Null zu halten als den Eigenwert selbst.

In Tab. B.1 sind jene Werkstoffe angegeben, die bei der numerischen Auswertung obi-
ger Gleichungen Beriicksichtigung fanden. Die Federsteifigkeit geht mit (2.19) in die
Rechnung ein. Wie bereits erwidhnt, muss, um die Vergleichbarkeit der Resultate zu ge-
wahrleisten, derselbe Fadenquerschnitt fiir alle Werkstoffe angenommen werden. Dieser
Querschnitt wird fiir das Material mit der geringsten Zugfestigkeit, also fiir Stahl mit
(2.20) bestimmt und ergibt Ay, ~ 2-1079m?, bei Endmassen von 1 kg. Zusétzlich wur-
den die Rechnungen auch mit einer Querschnittsfliche von A ~ 2-1078m? durchgefiihrt.
Weil in die Berechnung der Federsteifigkeit mit (2.19) fiir alle untersuchten Materialien
dieselbe Querschnittsfliche A in Rechnung zu stellen ist, und CTT und CTM gleichen
E-Modul aufweisen (vgl. Tab. B.1), ergibt die Stabilitdtsanalyse mit diesem Modell fiir
beide Materialien dieselben Ergebnisse.
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Abbildung 2.7.: Stabilititsverhalten fiir A = 2-107%m?

Abbildung 2.7 zeigt den Wert der Konstanten f in Abhéngigkeit von der Position der
inneren Masse. Erreicht die innere Masse einen kritischen Wert von ri/ry ~ 0,756,
wird ein Eigenwert Null und es tritt Stabilitdtsverlust ein. Fiir die Querschnittsfliche
von A = 2-107%m? zeigt sich, mit unterschiedlicher Grofenordnung der Werte fiir f,
dasselbe grundsétzliche Systemverhalten, das in Abb. 2.8 dargestellt ist.
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Abbildung 2.8.: Stabilititsverhalten fiir A =2 -1078m?

In beiden Féllen tritt Stabilitdtsverlust im Bereich der Werte des starren Hantelsatelliten
(vgl. Abb. 2.3) auf. Dieses Ergebnis ist zwar interessant, aber fiir unsere Betrachtung ist
es unerheblich, ob das System bei r;/rgs = 0, 756 oder erst bei 1;/rys = 0,7 instabil wird,
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weil diese Werte immer noch weit entfernt von der Erdoberflache r;/rgs = 0,151 liegen.
Ein signifikanter Unterschied zwischen den jeweiligen Materialien besteht im notwendi-
gen Massenverhiltnis o, um das System an der Stabilitdtsgrenze zu halten. Die Ergebnis-
se fiir beide Fadenquerschnitte sind in den Abbildungen 2.9 und 2.10 zusammengestellt.
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Abbildung 2.9.: Massenverhiltnis o, fiir Stabilisierung bei A = 2 - 10™9m?
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Abbildung 2.10.: Massenverhiltnis oy, fiir Stabilisierung bei A = 2 - 10~8m?

Der Vergleich beider Ergebnisse zeigt eindeutig, dass die in der Modellbildung als mas-
selos und linear elastisch vorausgesetzten Federn nicht dazu geeignet sind, Werkstoffe
auf ihre mogliche Anwendbarkeit beim Raumaufzug hin zu untersuchen. Der Grund
dafiir liegt in der Bestimmung der Federsteifigkeit mit (2.19), womit ein erhdhter Fa-
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denquerschnitt zu einer gréferen Steifigkeit ¢ fiithrt. In natiirlicher Weise wiirde diese
Querschnittserhéhung das Gesamtgewicht des Fadens erhdhen, was sich aber in den
masselosen Federn nicht widerspiegeln kann.

0.8 T T T T T 7

0.6 | Stahl ------ Do

0.238 Loy ;

0.147 o5 S
0.103 ot s

1 1 1

04 035 03 025 02 015 01
rilr gs(Radius innen)

Abbildung 2.11.: Dehnung der innern und duferen Feder

Trigt man die entsprechenden Dehnungen der Federn (g; = ¢,) iiber der Lage der inneren
Masse auf, so wird die Schwéche des gewéhlten Modells erkennbar. Abbildung 2.11 zeigt
die entsprechenden Verliufe fiir A = 2-107"m? (Kuvenschar (1)) und fiir A = 2-10~%m?
(Kurvenschar (2)). Eine Erhéhung des Fadenquerschnitts bewirkt also eine Verschiebung
der Dehnungskurven nach rechts, zu Lagen der inneren Masse ndher der Erde. Zusétzlich
sind die maximalen Dehnungen fiir die carbon nanotubes gemif Tab. B.1 eingezeichnet.
Die Analyse des vorliegenden Modells liefert, trotz seiner Einfachheit, qualitativ wichtige
Erkenntnisse iiber das Verhalten eines elastischen Hantelsatelliten im Gravitationsfeld
der Erde. Einerseits zeigt der Vergleich mit dem starren Hantelsatelliten, dass dieser
eine nie zu erreichende obere Schranke darstellt, weil mit geringstem Massenverhéltnis
a die Erdoberfliche erreicht wird (Abb. 2.9, Abb. 2.10). Andererseits ergeben die Resul-
tate dieses Modells, dass die Federsteifigkeit dariiber entscheidet, ob die innere Masse
bis auf die Erdoberfliche gefiihrt werden kann, bei gleichzeitig stabilem Systemverhal-
ten. Wir haben gesehen, dass durch die Modellierung mit einfachen Federn die Verlaufe
des Massenverhéaltnisses und der Dehnung entscheidend vom Querschnitt A abhéngig
sind. Ungeachtet dessen zeigt beispielsweise Abb. 2.9, dass fiir manche Steifigkeiten ein
Grenzwert fiir die zu erreichenden Lage existiert. Es ist zunéchst nicht einsichtig, warum
fiir « — oo nicht jede Lage r; erreichbar ist. Um dieses interessante Phinomen besser
verstehen zu konnen, betrachten wir ein Federpendel im Orbit.
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2.3.1. Federpendel

Fiir eine unendlich grofe Masse im GEO (Abb. 2.6) kann diese durch eine starre Befes-
tigung, wie sie in Abb. 2.12 angedeutet ist, ersetzt werden.

v
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Abbildung 2.12.: Federpendel in radialer Gleichgewichtslage
In radialer Gleichgewichtslage liefert das Kraftegleichgewicht

k :
r—gn = c(rgs — 1 — lo) +mri>.

Verwenden wir nun einerseits die Definition der Steifigkeit (2.19), und andererseits die
Definition vom GEO (2.5), so ergibt sich

km(i—L> :EA(rgs—r—lo).

2 3 *
r Tos 5
Beziehen wir nun, wie gewohnt, alle Langen auf rys erhalten wir

2 (5)-20-r-1)

s

In einem néchsten Schritt passen wir noch den Ausdruck fiir die Federsteifigkeit an den
entsprechenden Ausdruck aus der Betrachtung des elastischen Hantelsatelliten an

km (1 EA
- (72 - 7‘) - (1 _Fo l0> (2.36)
Tgs \T lOl + lOa

An dieser Stelle wird klar, warum in den Gleichungen verschiedene ungedehnte Feder-
langen auftreten, weil sie einerseits die Federsteifigkeit charakterisieren (lo1 + ZOa) und
andererseits die tatsichliche ungedehnte Lange der Feder (lo) darstellen. Anders ausge-
driickt wird die innere Feder aus dem elastischen Hantelsatelliten, mit der dort ermittel-
ten Steifigkeit, im Federpendelmodell mit variabler, ungedehnter Lange [y, verwendet.

Das Kriftegleichgewicht (2.36) liefert somit, in Abhéngigkeit von den physikalischen
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Parametern und der ungedehnten Federldnge ZE), die Gleichgewichtslage 7, die man sich
auch graphisch als Schnittpunkt der Funktionen beider Gleichungsseiten vorstellen kann.

10 T T T T T r
Potential einer Punktmasse
gt Feder mit: 19<lqyit -—---- ]
Lo=Lokrit —=-
Lo>Lokrit )
6 i -
S
~ 4t |
2 i -
0 7

Abbildung 2.13.: Kriftegleichgewicht (2.36) in skalierter Form

Abbildung 2.13 zeigt den qualitativen Verlauf von (2.36), wobei die linke Seite der Glei-
chung einem hyperbolischen Kraftverlauf entspricht, der durch das nichtlineare Gravi-
tationsfeld und dem Anteil zufolge der Fliehkraft entsteht. Die Geraden entsprechen
Federn mit derselben Steifigkeit, aber unterschiedlicher ungedehnter Federldngen [y. Fiir
lo < lowrit erhalten wir zwei Schnittpunkte, wobei der linke eine stabile und der rechte
eine instabile Gleichgewichtslage reprasentiert. Stellen wir eine ungedehnte Federlange
von lp > lokris in Rechnung, ergibt sich kein Schnittpunkt und somit auch keine Gleich-
gewichtslage. Besonders interessant ist der Fall [y = lgii;, Weil dort die stabile und die
instabile Lage zusammenfallen und dieser Wert fiir 7 genau jener Wert ist, der sich
in Abb. 2.9 bzw. Abb. 2.10 als Grenzwert in der zu erreichende Lage der inneren Masse
eingestellt hat. In der numerischen Auswertung der Gleichungen fiir den elastischen Han-
telsatelliten wurde, wie bereits erwihnt, ein Homotopieverfahren angewendet. Startwert
war jeweils die Lage beider Massen im GEO, somit haben wir, in Abhéngigkeit von der
Schrittweite, bei der Losung der Systemgleichungen stets Schnittpunkte auf dem linken
Hyperbelast (Abb. 2.13) berechnet.

Wir haben zwar mit dem einfachen Federpendelmodell geklart, warum bei entsprechen-
der Wahl der Parameter Grenzwerte fiir die zu erreichende Lage der inneren Masse
existieren, aber die Schwiche unseres Modells in Bezug auf die zu einfache Definition
der Steifigkeit (2.19) hindert uns daran, die Werkstoffe richtig zu beurteilen. Wie be-
reits erwihnt, ist bei [14] ein aufwendigeres Modell, das auch die Dichte des Materials
in Rechnung stellt, angegeben. Das dort verwendete Rechenmodell wird in leicht modi-
fizierter Form im Kapitel 3.2 verwendet und dort eingehend besprochen. Wir geben an
dieser Stelle nur die Ergebnisse fiir die in dieser Arbeit betrachteten Werkstoffe an und
besprechen diese.
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2.3.2. Ergebnisse des kontinuierlichen Hantelmodells [14]

Beim kontinuierlichen Modell wird an Stelle der Feder aus Abb. 2.6 ein kontinuierlicher
Faden betrachtet. Der Querschnitt wird durch die entsprechenden Gleichungen geliefert,
wenn man voraussetzt, dass in jedem Fadenstiick dieselbe maximale Dehnung herrscht,
um das Material optimal zu nutzen.

5 T T T T T T T T

-10 F

-15 +

1

Abbildung 2.14.: Kritischer Eigenwert A ohne zusétzliche Masse m

Abbildung 2.14 zeigt ein aus dem einfachen Modell bereits bekanntes Verhalten. Ab
einer kritischen Lage der inneren Masse r; ~ 0, 8 hat der kritische Eigenwert einen Null-
durchgang. Ein Faden aus Stahl wird nicht instabil, weil die geringe Zugfestigkeit einen
sehr grofen Querschnitt im GEO notwendig macht. Auf Grund des grofen Querschnitts
befindet sich ein betréchtlicher Anteil der Gesamtmasse im Bereich von rg, was sich
positiv auf das Stabilitdtsverhalten auswirkt. Zufolge der geringen maximal zuléssigen
Dehnung wiirde ein Faden aus Stahl enorme Querschnittsflichen notwendig machen, die
eine Gesamtmasse von ~ 10%® t bedeuten wiirden (vgl. Erdmasse m, ~ 6 - 10! t).
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Abbildung 2.15.: i, fiir den kontinuierlichen Hantelsatelliten an der Stabilitdtsgrenze

Versuchen wir nun das System an der Stabilitdtsgrenze zu halten, ergibt sich das Massen-
verhéltnis in Abhéngigkeit der Position der inneren Masse, wie in Abb. 2.15 dargestellt.
Dieses Modell weist fiir eine entsprechende Wahl der Werkstoffparameter, so wie bereits
beim einfachen Modell, Grenzwerte der zu erreichenden Lage der inneren Masse auf. Die
Erklarung dafiir haben wir bereits im Kap. 2.3.1 angegeben. Weiters wird aus den Er-
gebnissen ersichtlich, dass, unter der Voraussetzung maximaler Dehnung, nur mit CTE
eine materielle Verbindung zwischen dem GEO und der Erdoberfliche in Form eines
elastischen Hantelsatelliten moglich ist.



3. Stabilitatsanalyse eines
Raumaufzugs

Im Gegensatz zu den vorigen Modellen wird jetzt eine Konfiguration untersucht, die
vorsieht, dass ein Fadenende auf der Erdoberfliche fest verankert ist und am anderen
Ende eine Masse m angebracht wird. Diese Anordnung kommt der Idee des Raumaufzugs
sehr nahe. In diesem Kapitel gehen wir auch der Frage nach, welche Art der Befestigung
des inneren Fadenendes sich vorteilhaft auf das Stabilitdtsverhalten auswirkt.

3.1. Diskretes Modell mit masseloser Feder

Im vorliegenden Modell nehmen wir eine masselose, linear elastische Feder als Verbin-
dungselement zwischen Erdoberfliche und Punktmasse m an.

m
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Abbildung 3.1.: Raumaufzug mit masseloser Feder

Einerseits wird die Befestigung mit einem Festlager, wie in Abb. 3.1 gezeichnet, und an-
dererseits die Ausfithrung mit einem auf der Erdoberfliche frei verschieblichen Loslager
diskutiert. Verschiedene Autoren, darunter Beletsky [2]|, haben gezeigt, dass eine hori-
zontal verschiebbare Lagerung sich positiv auf die Stabilitdt auswirkt. Die Behandlung
dieses Modells erlaubt uns, auf Grund der einfachen Bauart der Gleichungen, beide Fil-
le in einer Rechnung zu diskutieren. An entsprechender Stelle wird auf die zusétzlichen
Terme hinzuweisen sein.

Unabhéngig von der Befestigung des Fadens auf der Erdoberfliche erhilt man die kine-

26
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tische Energie und das Potential mit den in Abb. 3.1 angegebenen Gréfien

1 , , . vy :
T = g™ [Tfn + 72 (192 + gb2> + 1292 + 2729 + 2rery (19 + gb) CoS  + 21Ty sin @
(3.1)
—km EA

+ (rm — lo)?, (3.2)

V=
‘r<rm7¢)‘ 2l(]

mit

7 (Tm, )| = \/7”3 + 72 + 27T cOS p.

3.1.1. Befestigung mit einem Festlager

Eine feste Verbindung des Fadens mit der Erdoberfliche reduziert die Anzahl der Frei-
heitsgrade auf zwei und zerstoért somit die Symmetrie des mechanischen Systems. Um
nun, wie bei der bisherigen Betrachtung, mit Hilfe eines modifizierten Potentials die
Gleichgewichtslagen und deren Stabilitdt zu iiberpriifen, betrachten wir zunéchst die
Krifte, die auf die Punktmasse wirken. Das dynamische Grundgesetz ist nur in Bezug
auf ein Inertialsystem streng giiltig, aber durch Hinzufiigen so genannter Scheinkréfte zu
den physikalischen Kriften konnen wir es auch in einem, gegeniiber dem Inertialsystem,
bewegten System anwenden. Die Kinematik der Relativbewegung lehrt uns, dass sich
die Absolutbeschleunigung einer Punktmasse aus Summe der Fiihrungs-, Relativ- und
Coriolisbeschleunigung zusammensetzt. Das dynamische Grundgesetz schafft nun den
Ubergang zur Kinetik, womit den einzelnen Beschleunigungen Scheinkrifte zugeordnet
werden. Zusammengefasst kann die Bewegung eines Massenpunktes in einem, gegen-
iiber dem Inertialsystem, rotierenden System durch zusétzliche Beriicksichtigung von
Massenkraft der Rotation, Corioliskraft und einer Zentrifugalkraft beschrieben werden
(vgl. [1, 5]). Fiir unser konkretes Beispiel spielt nur die Zentrifugalkraft eine Rolle, der
Hamel [5] in natiirlicher Weise ein Potential zuordnet.

Mit dem zusétzlichen Potential der Zentrifugalkraft ergibt sich das Gesamtpotential im
mitbewegten System zu

—km EA 1.
Vi (rm, ) = 7 (o )] + oo (rm — lo)? — 5192771 (rg + 72+ 21Ty cos <p) ) (3.3)

3.1.2. Befestigung mit einem Loslager

Wird das Fadenende mit einem Loslager befestigt, so tritt, neben den Freiheitsgraden ¢
und ry,, der Winkel 9 als eine zyklische Variable in den Gleichungen auf und wir kénnen
die REMM anwenden. In der schon gewohnten Vorgehensweise berechnet sich, mit dem
locked inertia tensor (A.10)

T (rm,p) =m (rg + rfn + 27Ty COS gp) (3.4)
das augmented potential (A.8) zu
—km FA 1
|% m - m l R 2 2 2 eT'm ! . 3.5
e(Tm, ) PE— + 2l (r 0) 25 m (re + 75+ 2rermy Cos gp) (3.5)
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Es gibt natiirlich keinen formalen Unterschied zwischen (3.3) und (3.5), aber die Her-
leitung ist, wie aus der obigen Darstellung ersichtlich, eine grundsatzlich verschiedene.
Vergleicht man die Argumentationen, die zu den beiden Potentialen gefiihrt hat, so wird
jetzt klar, warum die zusétzlichen Terme in (A.7) bzw. (A.8) bei einigen Autoren als
Potential der Fliehkrifte bezeichnet werden.

Auf Grund der Unabhéngigkeit des Potentials von der Wahl der Befestigung auf der
Erdoberflache haben natiirlich beide Anordnungen dieselben Gleichgewichtslagen, die es
nun zu bestimmen gilt. Beziehen wir alle Langen in (3.4) bzw. (3.5) auf r,5 und dividieren

durch 3&*mry,, so erhalten wir, mit der bereits in (2.27) definierten Konstanten r

v T _ —2 (rm — 1) 2, .2
Ve(rm, @) = Vip(Tm, @) = St B cos g +kK I — (r2 + 72 + 2rerm cos ¢)
(3.6)
~ 2
T (T, ) = e (r2 + 72 + 2rerm cos @) . (3.7)

Jetzt leiten wir das Potential geméf (A.13) nach den Freiheitsgraden (rm, ¢) ab und
bekommen

(9‘/5(7’m7 90) =0 = Singo Tel'm <1 _ ;3) (38&)
890 ‘7’<7am7 ()0)‘

8‘/5(7}11,90) A Tm— lO ; 1_

T, 0T Pt op 7Y B

als Bestimmungsgleichungen fiir die Gleichgewichtslagen. Gleichung (3.8a) impliziert,
dass eine Gleichgewichtslage fiir eine gedehnte Feder (nichttriviale Lage) stets ¢ = 0
erfiilllen muss. Spezialisieren wir (3.8b) auf eben diesen Fall, ergibt sich

Ve (Tm, ) m — lo 1
—_—m pr— e —_—m 1 . .
I 0=k I + (rm + 7e) - T’e)3 (3.9)

Mit 7 = 7¢ + 7, unter Verwendung der Konstanten s (2.27) und der Definition vom
GEO (2.5) lédsst sich (3.9) als

km (l _T) _ _%_A(T_Te_lo) (3.10)

2 2
rgs T 0

anschreiben. Die letzte Umformung erlaubt den obigen Ausdruck (3.10) mit dem Kraf-
tegleichgewicht beim Federpendel (2.36) direkt zu vergleichen. In der graphischen Dar-
stellung Abb. 2.13 von (2.36) zeigt sich, dass fiir das Federpendel, in Abhéngigkeit der
ungedehnten Federldnge, bei sonst konstanter Steifigkeit, nicht alle Lagen fiir die Mas-
se zuldssig sind. Gleichung (3.10) unterscheidet sich von der in Abb. 2.13 dargestellten
(2.36) nur durch das Vorzeichen beim Ausdruck fiir die Kraft zufolge der Federsteifig-
keit. Mit anderen Worten entsprechen die um die x-Achse gespiegelten Geraden den
Federcharakteristika im vorliegenden Modell. Natiirlich miissen wir unsere Betrachtung
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in Abb. 2.13 auf Zugfedern beschrianken, womit nur Lagen der Masse m auferhalb des
GEO physikalisch mogliche Gleichgewichtslagen darstellen. Zusammengefasst ist aber
jede Lage r > 1y in unserem Modell mit der entsprechenden Wahl der Parameter er-
reichbar, weil es zu jeder Steifigkeit immer ein passendes [, gibt, das genau einen Schnitt-
punkt der Federkennlinie mit der Hyperbel zur Folge hat. Weiters ist ersichtlich, dass,
im Gegensatz zum Federpendel, nur eine Gleichgewichtslage existiert, deren Stabilitit
noch zu zeigen ist.

In einfacher Form lisst sich aus (3.10) die ungedehnte Federlidnge [y in Abhéngigkeit der

Lage r als
l = rer (3.11)
=k|——""+— :
0 r3+kr2—1

darstellen. Wir betrachten zunichst die Stabilitét fiir den Fall der Befestigung des Fadens
mit einem Festlager. Um die Stabilitit der radialen Gleichgewichtslage zu zeigen, ist die
positive Definitheit der Hessematrix des Potentials (3.3) bzw. der skalierten Form (3.6)

Ve 0%V
7 7 or2  Ormdy -5+ 0
H(U) = H(T) = | Ob 0ol o717 T
AT 0 rerm (1= 55) 1, oo
0p0ry, — 0p?

(3.12)

zu zeigen, wobei (3.12) bereits auf die radiale Lage (¢ = 0) spezialisiert ist. Der untere
Eintrag ist fiir alle physikalisch sinnvolle Lagen r > 1 stets positiv, wohingegen der obere
Eintag auf [, umgeformt folgende Ungleichung

3

r
lOstabFest <K ( > (313)

73+ 2

ergibt. Mit anderen Worten kann mit (3.11) fiir ein beliebiges » > 1 ein Iy bestimmt
werden, welches, um Stabilitidt zu gewéhrleisten, kleiner dem lygiappest aus (3.13) sein
muss. Ein Vergleich beider Ausdriicke zeigt, dass dies stets fiir alle » > 1 gewéhrleistet
ist.

Fiir den Fall der Befestigung mit einem Loslager und der somit vorhandenen zyklischen
Variablen o), muss geméf (A.16) die zweite Variation des amended potential bestimmt
werden. Nachdem schon die positive Definitheit von Vi, = Vi mit (3.12) gezeigt wurde
und der Tatsache, dass der Korrekturterm aus (A.16) auch eine positive Groke darstellt,
ist die Befestigung mit einem Loslager mit Sicherheit ebenfalls stabil. Aus dem locked
inertia tensor (3.7) berechnet sich der ident-Operator (A.17) und schlieflich mit (A.16)
die Hessematrix

~ _ 24 K
_HW):QF T o (3.14)

0 TeT'm (1 - r_3):|r0,g00:0 .

Der untere Eintrag in (3.14) unterscheidet sich nicht von jenem aus (3.12), der obere

ergibt auf [y umgeformt
3

lOstabLos Z K ( T ) . (315)

2 —3r3
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Genauso wie (3.13) fithrt auch (3.15) fiir jedes r > 1 zu einer stabilen Gleichgewichtslage.
Die Lagerung mit einem Loslager bewirkt zwar einen zusdtzlichen positiven Term, der
sich stabilisierend auswirkt, aber auch ein Festlager erlaubt eine stabile, radiale Lage.
Das Loslager bietet einen wichtigen Vorteil, wenn es darum geht das untere Fadenende
kontrolliert zu verschieben und so z.B. Weltraumschrott oder Satelliten auszuweichen.
Wir wollen auf diese Fragestellungen in dieser Arbeit nicht ndher eingehen, verweisen
aber auf die weiterfithrende Literatur [13].
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3.2. Kontinuierliches Modell

Bei allen bis jetzt analysierten Modellen wurden Punktmassen mit starren oder elasti-
schen, aber stets masselosen, Verbindungselementen aneinander gekoppelt. Wir wollen
auf diese Idealisierung im Folgenden verzichten, wodurch aufwendigere Konzepte zur Lo-
sung des Stabilitdtsproblems notwendig sind. Bei [14] wurden eben diese Konzepte bei
der Behandlung des kontinuierlichen Hantelsatelliten angewendet. Wir leiten die ent-
sprechenden Gleichungen her, spezialisieren diese aber auf das vorliegende Problem des
kontinuierlichen Raumaufzugs.
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Abbildung 3.2.: Raumaufzug mit kontinuierlichem Faden in radialer Lage

Wir wollen nun das System des vorigen Abschnitts erneut betrachten, aber an Stelle der
masselosen Feder soll jetzt, wie in Abb. 3.2 dargestellt, ein linear elastischer Faden die
Verbindung zwischen Erde und Masse m darstellen. Mit dem Ersetzen der masselosen
elastischen Verbindung durch einen Faden erhilt man ein System mit abzdhlbar unend-
lich vielen Freiheitsgraden. Beim Aufstellen der Systemgleichungen eines Kontinuums
bezieht man sich entweder auf den unverformten oder den verformten Zustand, wobei
die erstere als Lagrange- und die letztere als Eulersche-Betrachtung bezeichnet wird.
Im Folgenden beziehen wir die Gleichungen auf die unverformte Bogenlénge s, die ver-
formte Bogenlinge wird mit 5 in Rechnung gestellt. Wie bei den vorigen Betrachtungen
brauchen wir zunichst die entsprechenden Ausdriicke fiir die potentielle und kinetische
Energie. Das Potential der masselosen Feder, aus den Betrachtungen des vorigen Ab-
schnitts, wird durch die Verzerrungsenergie des kontinuierlichen Fadens

1 [
U= 5/ EA(s) é*ds (3.16)
50
ersetzt. Mit A(s) sei angezeigt, dass der Querschnitt nicht als konstant vorausgesetzt,
sondern als eine von der Bogenlédnge s abhingige Grofe in Rechnung gestellt wird.
Ein unverformtes Element ds hat im verformten Zustand die Lange ds, womit sich die
Dehnung in Abhéngigkeit der Verformung des Fadens als
ds — ds ) ds
€= =n-1 mit n=—
ds

(3.17)
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darstellen lasst, wobei n als Verlingerung bezeichnet wird. An dieser Stelle sei ange-
merkt, dass eine Querkontraktion des Fadens, die mit einer Querschnittsverminderung
einhergehen wiirde, keine Beriicksichtigung in der folgenden Darstellung findet.
Mit der Definition des Tangenteneinheitsvektors aus der Differentialgeometrie [11]

or oOros 1

tz@s 8535_1';

und der Tatsache, dass dieser definitionsgemif ein Einheitsvektor ist (t -t = 1), folgt

n=+vr -r =],

Somit kann (3.17) als
e=n—1=[r|-1 (3.18)

dargestellt werden und der Ausdruck fiir die Verzerrungsenergie (3.16) vereinfacht sich
zu

1 [
U= §/ BA(s) (I (s)] — 1) ds. (3.19)
50
Weil der Faden massebehaftet in Rechnung gestellt wird, ergibt sich das Potential der
auferen Krifte zu — N
W = —/ pALs) o hm (3.20)
o [1(5)] [v(s1)|
womit wir schlieflich den Ausdruck fiir das Gesamtpotential
1 EA(s) s kpA(s) km
V—U+W—/ (—(|r’(s)]—l) — ds — (3.21)
50 2 r(s)] [v(s1)|

erhalten. Im Ausdruck fiir die kinetische Energie erhalten wir ebenfalls diskrete Anteile
fiir die Punktmasse und integrale Anteile zufolge der verteilten Fadenmasse.

T = %/s:l A(s)pi-Q(s)ds—i—% /5:1 A(s)p <r(3)19>2 ds+ %m 2 (s1) + %m (r(51)19>2 (3.22)

Mit der Definition (A.10) bestimmen wir den locked inertia tensor

J = / s)ds +mr*(sy), (3.23)
womit sich das amended potential (A.7) zu
1o
Vi =V + 27 (3.24)

berechnet. In obiger Gleichung tritt der Wert der Impulsabbildung py auf, der sich geméfs
(A.12) zu

o =EJ = 5/ (5)ds +mr*(s;) (3.25)
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ergibt. In der weiteren Behandlung benotigen wir die Variation der konstant bleibenden
Impulsabbildung ug, um die Variation des locked inertia tensor durch jene der Grup-
pengeschwindigkeit ausdriicken zu konnen, die wir an dieser Stelle angeben

Spto = 0 = 06T + €67 (3.26)

Es sei darauf hingewiesen, dass wir zu Beginn der Rechnung das amended potential
bestimmen, weil damit die Berechnung des Korrekturterms aus (A.16) entfillt und die
weitere Darstellung einfacher wird. Gleichung (3.24) ist eine skalare Funktion, die von ab-
z&hlbar unendlich vielen Freiheitsgraden r(s) abhéngig ist, womit an Stelle der Differen-
tiation nach einzelnen Freiheitsgraden eine entsprechende Variation dieser Freiheitsgrade
durchzufiihren ist. Wir wollen zunéchst nur Variationen in radialer Richtung zulassen,
wodurch wir r(s) = r(s)ex schreiben kénnen und in den folgenden Gleichungen auf die
vektorielle Darstellung verzichten. Zu Gunsten der Ubersichtlichkeit wird bei einigen
Ausdriicken die unabhéngige Variable s unterdriickt.

3.2.1. Radiale Gleichgewichtslage

Wenn fiir ein Kontinuum an Stelle der Differentiation die Variation tritt, dann fiihrt die
erste Variation des amended potential (3.24) geméf (A.13) zur Bestimmungsgleichung
der Gleichgewichtslage

Ho
OV =0V + 75u0 — 2j2

Unter Beriicksichtigung von (3.26) und dem Einsetzen der entsprechenden Ausdriicke
ergibt sich

5J—O

0V, = 6V — ng iy (3.27)

([ (240

2?25(/ A(s)pr2(s)ds + m r3(s )).

Vertauschung von Variation und Integration fiihrt auf

_ [ s)(r'(s) —1)6r'(s)ds 81kpA(5)TSS
(mo—/so EA(s) (r'(s) — 1) 6r'(s)d +/SO 22515y
km
+—7‘(51)26r<51 / A(s)pr(s)dr(s)ds + mr(s1)or(sy). (3.28)

Die gewohnte Vorgehensweise bei der Behandlung von Variationsproblemen verlangt
das Herausheben voneinander unabhéngiger Variationen. In (3.28) tritt einerseits die
Variation des Radius 07(s), und andererseits die der Ableitung des Radius d7/(s) auf.
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Die Letztere kann mit (3.18) sofort als die Variation der Dehnung interpretiert werden
dr'(s) = de. Somit ist klar, dass wir den Radius und die Dehnung nicht unabhéngig
voneinander variieren konnen. Im ersten Integral formen wir mit partieller Integration
die Variation der Dehnung in eine des Radius um und erhalten

/‘ EA(r' —1)ér'ds = FEA(r' —1)6r

S0

. / E(A( = 1)) 6rds

S0 S0

= E[A(s1) (r'(s1) — 1) or(s1) — A(so) (r'(s9) — 1) dr(s0)07(s0)]
— / 1 E(A(r' —1)) ords.

50

Wir geben einerseits die Lage des inneren Fadenendes vor, wodurch dessen radiale Va-
riation verschwindet 07(sg) = 0, andererseits verwenden wir die Definition der Impuls-
abbildung (3.26), womit sich zusammengefasst (3.28) vereinfacht als

6V, =0= / or {—E (A(r' = 1)) + —kPQA — & Ap 7"} ds
S0 r
km

—)2 —&m 7‘(31)} (3.29)

r(s1

+ dr(s1) {EA(Sl) (r'(s1) — 1) +

anschreiben ldsst. Weil dr im Integral unabhéngig vom Jr(s;) am Rand variiert wer-
den kann, muss sowohl der Integrand als auch der Randterm getrennt gleich Null sein.
Schenken wir zunéchst dem einfacheren Randterm unsere Aufmerksamkeit

km
r(s1)?

der sich bei genauerer Betrachtung als Gleichgewichtsbedingung fiir die Punktmasse
interpretieren lisst. Der erste Term repréasentiert die Kraft zufolge des gedehnten Fadens,
mit der Dehnung am freien Ende des Fadens geméif (3.18) €(s1) = 7/(s1) — 1. Die beiden
anderen Terme entsprechen der Gravitations- bzw. der Fliehkraft.

Die weitere Behandlung des Integranden aus (3.29)

_ kpA(s)
r(s)?

wird uns in weiterer Folge den noch unbekannten Verlauf des Fadenquerschnitts A(s)
liefern. An dieser Stelle muss man sich die Frage stellen, wie die Werkstoffeigenschaf-
ten fiir ein beliebiges Material am Besten ausgenutzt werden. Das vorliegende Modell
beriicksichtigt, im Gegensatz zu den bis jetzt betrachteten, sowohl die Elastizitit als
auch die Masse des Verbindungselements. Mit anderen Worten bedeutet eine Erhchung
der Querschnittsfliche sofort eine grofere Masse, die sich in einer zusétzlichen Belastung
bemerkbar macht. Um von diesem Sachverhalt ausgehend die optimale Losung zu finden
geht man den nahe liegenden Weg und definiert den optimalen Querschnittsverlauf als
jenen, fiir den in jedem einzelnen Querschnitt die maximal zuldssige Spannung o, auf-
tritt. Wenn aber in jedem Querschnitt dieselbe maximale Spannung herrscht, dann ist

EA(sy) (r'(s1) — 1) + —&mr(sy) =0, (3.30)

E(A(s) (' = 1))’ — & A(s)pr(s) (3.31)
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natiirlich die Dehnung im gesamten Faden konstant gleich der maximal zuldssigen Deh-
nung €max- In der weiteren Darstellung soll dieser Querschnittsverlauf bestimmt werden.
In einem ersten Schritt formen wir das einachsige Hook’sche Gesetz mit (3.18) um

Omax = Eemax = E (' — 1)
Uma,x

und vereinfachen damit (3.31) zu

B (A(s) ("%)) — A(s)p (mi)? _ 527»(5)) |

Weil auf der linken Seite nur noch der gesuchte Querschnittsverlauf von s abhéngig ist
erhalten wir

A(s) 1 dA(s)  p ko 2. (s
A(s A(s) ds  Omax (7‘(5)2 ¢ <)>

) =
LdA(s) S k 5 —&r(s) ) ds.
(S) Omax T(S)

Fiir die gestreckte Lage, die wir ja betrachten, gilt 7(s) = 5, womit beide Seiten ohne
Schwierigkeiten integriert werden kénnen

inlAGs) = 2 (-5 -

Umax

Wir beziehen den Radius 7(s) auf rgg

In|A(s)| = -2 <— b —52?(8)2T§S>+c

Omax 7(S)rgs 2

und erhalten mit der Definition vom GEO (2.5) den Querschnittsverlauf

A(s) = c.e™® mit 7(s) = —P (— ! —?@2), (3.33a)

OmaxTgs 7(s) 2

mit der Integrationskonstante c. Wir haben festgestellt, dass (3.30) dem Kriftegleich-
gewicht fiir die Endmasse m entspricht (vgl. Abb. 3.2). Die Umformungen aus obiger
Beziehung auf (3.30) angewendet fithren auf

A(sy) = ka (?(Sl)_?’(sll)?)' (3.33b)

Umax ,rgs
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Die Konstante ¢ in (3.33a) skaliert unseren Querschnittsverlauf, daher ist zunéchst zu
klaren, wie diese zu bestimmen ist. In der Betrachtung des vorliegenden Modells halten
wir den Faden am inneren Ende fest. Die auf die Lagerung iibertragene Kraft ist nur
vom Querschnitt A(sg) abhingig, weil im gesamten Faden dieselbe Dehnung €, herr-
schen soll. Mit anderen Worten konnen wir durch Vorschreiben des Querschnitts auf der
Erdoberfliche die Zugbelastung fiir die Lagerung bestimmen, aber gleichzeitig skalieren
wir damit den Querschnittsverlauf und somit die Konstante ¢. An Stelle der Vorgabe
des Querschnitts wollen wir in anschaulicher Weise eine Masse mg vorgeben. Man kann
sich vorstellen, dass die Kraft, die vom Lager aufgenommen wird, gerade so grof ist, um
diese Masse mg iiber dem Erdboden zu halten.

A(so) = kmOQ (—’fe + %) (3.33¢)

Umax /rgs ,re

Die Vorgabe der Masse am inneren Rand dient nur zur Festlegung des Fadenquerschnitts
(3.33¢) auf der Erdoberfliche, in der Stabilitdtsanalyse wird natiirlich das Loslager, wie
in Abb. 3.2 dargestellt, beriicksichtigt.
Um zu verstehen, wo die duftere Masse am Faden befestigt ist, nehmen wir zunéchst an,
wir héitten keine zusétzliche Punktmasse am duferen Ende des Fadens. Gleichung (3.33a)
stellt nun jenen Querschnittsverlauf dar, der in jedem Querschnitt die maximale Span-
NUNg omax garantiert. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass erst im Grenziiber-
gang

(li)m A(s) =0
der Querschnitt Null wird. Um also eine Gleichgewichtslage fiir einen Faden ohne zu-
sdtzlicher Masse zu erhalten, muss sich der Faden weit iiber den GEO hinaus erstrecken.
Die grundlegende Idee der Kopplung des Fadens mit einer Endmasse hat, neben der
Modellierung einer Raumstation, den Sinn, die Linge des Fadens zu reduzieren. Stellen
wir uns einen unendlich langen Faden in seiner radialen Gleichgewichtslage vor, dann
konnten wir ihn an einer Stelle r(s;) > rg abschneiden und dort eine Masse anbringen,
die gerade so grof ist, dass sie dieselbe Wirkung auf den Querschnitt A(s;) hat wie der
abgeschnittene Teil des Fadens.
Dieses Vorgehen spiegelt sich in (3.33a) und (3.33b) wider, die Masse m wird also an
jener Stelle r(s;) angebracht, wo der Querschnitt A(s;) die notwendige Kraft zum Halten
der Masse in r(s1) bereitstellt.
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Abbildung 3.3.: Querschnittsverlaufe mit Endmassen von 1 kg

Wir haben im Kapitel 2.3 gesehen, dass Stahl nicht als Werkstoff fiir den Raumaufzug in

Frage kommt, wir geben daher in Abb. 3.3 die Querschnittsverldufe fiir die carbon nano-
tubes aus Tab. B.1 an. Diese Verldufe kommen durch das Vorschreiben von Endmassen

von 1 kg an beiden Fadenenden zustande.
| Werkstoff | A(r) [m?] [ A(rg) [m*] [ 7 [=] | mpaden [kg] |
CTT 6,5e-11 9,2e-11 1,40 20,4
CTE 1,5e-10 3,6e-10 2,41 57,8
CTM 1,5e-10 3,5e-10 2,34 54,8

Tabelle 3.1.: Werte aus dem Querschnittsverlauf fiir Endmassen von 1 kg

In Tab. 3.1 sind die Querschnittsflichen auf der Erdoberfliche bzw. am GEO angegeben,
sowie das Verhéltnis beider v = A(r,s)/A(ro). Zusétzlich ist die Gesamtmasse des Fadens

MEaden = p/ A(s)ds, (3.34)

50
ohne Endmassen aufgelistet. Die aufsergewohnlich guten mechanischen Eigenschaften
von carbon nanotubes werden bei einem Vergleich der obigen Massen fiir den Faden mit
jener fiir Stahl (= 10?® t) ersichtlich.

Wenn fiir den Querschnittsverlauf die Masse, und somit der Querschnitt, am inneren
Fadenende mit verantwortlich ist, dann ist die Frage berechtigt, wie sich eben dieser

gemalk

Verlauf in Abhéngigkeit von dieser Masse verédndert.
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Abbildung 3.4.: Querschnittsverlauf mit verschiedenen Massen am inneren Fadenende

Die Auswertung der entsprechenden Gleichungen ergibt fiir CTT, mit Endmassen am
inneren Ende von 1, 5 und 10 kg und bei einer konstanten &uferen Endmasse von 1 kg,
den in Abb. 3.4 dargestellten Querschnittsverlauf. In natiirlicher Weise verdndert sich
der grundsitzliche Charakter der Kurve nicht, sondern sie verschiebt sich zu héheren
Querschnitten und das dufsere Ende reicht weiter in den Weltraum hinaus. Eine grofie-
re Endmasse am dufseren Ende wiirde eine Lage ndher dem GEO bewirken, wo eben
die Querschnittsfliche so grofs ist, um mit der konstant vorausgesetzten Dehnung die
Kraft zu erzeugen, die das Halten der verdnderten Masse garantiert. Die Beziehungen
(3.33a) und (3.33b), zusammen mit dem dort Gesagtem, erkléren dieses Verhalten. Al-
le unsere Uberlegungen basieren auf der Tatsache, dass in jedem Querschnitt A(s) des
gesamten Fadens die gleiche maximale Dehnung e, herrscht. In einem System, des-
sen Querschnitt fiir maximale Dehnung im Faden ausgelegt ist, fiilhrt eine nachtrégliche
Verdnderung der dufseren Masse zu einer Abhéngigkeit der Dehnung von der Bogenlén-
ge. In der vorliegenden Arbeit ist dieser Fall nicht dargestellt, es wird stets in jedem
Querschnitt dieselbe Dehnung verlangt.

3.2.2. Stabilitat der radialen Gleichgewichtslage

In diesem Modell behandeln wir ein so gennantes hybrides Modell, eine Kombination
aus einer diskreten Punktmasse und einem Kontinuum. Die Stabilitdtsanalyse unter-
sucht die Vorzeichen der Eigenwerte, also im vorliegenden Modell abzdhlbar unendlich
vieler. Es gibt zwei Vorgehensweisen, sich die Eigenwerte eines kontinuierlichen Systems
zu beschaffen. Einerseits besteht die Moglichkeit das Kontinuum zu diskretisieren und so
in Abhangigkeit von der Feinheit eine endliche Anzahl von Eigenwerten zu bekommen,
die eine Abschitzung der tatsichlichen Eigenwerte darstellen. Andererseits konnen wir
das Eigenwertproblem, mit den Konzepten der Kontrolltheorie, als Randwertproblem
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(Anhang C) formulieren. Diese Verfahren liefert moglicherweise den kleinsten und somit
den {iber die Stabilitit entscheidenden Eigenwert. Der Vorteil gegeniiber einer diskreten
Formulierung ist die grofte Genauigkeit, mit der dieser eine Eigenwert geliefert wird.
Es ist theoretisch moglich, dass im Laufe der Rechnung ein anderer Eigenwert kleinere
Werte annimmt, als jener der zu Beginn der Rechnung als kritisch eingestuft wurde. Fiir
die Stabilitdtsanalyse ist es wahrscheinlich, dass der Eigenmode, der keinen Nulldurch-
gang besitzt, also einem Starrkdrpermode am néchsten kommt, aussagekraftiger ist als
hochfrequente Figenmodi. Genau dieser Eigenwert wird mit der vorliegenden Rechnung
bestimmt. In der weiteren Darstellung wird stets vom kleinsten und somit kritischen
Eigenwert die Rede sein.

Mit den beiden Ausdriicken (3.33a) und (3.33b) ist es uns gelungen, den Querschnitts-
verlauf zu bestimmen, der die entsprechenden Werkstoffeigenschaften in der radialen
Gleichgewichtslage optimal ausniitzt. Dieser Abschnitt ist der Stabilitdtsuntersuchung
eben dieser Gleichgewichtslage gewidmet. Aus der gestreckten Lage heraus sind laterale
und radiale Variationen mdglich. Auf analytischem Weg kann die Stabilitidt gegeniiber
lateralen Storungen gezeigt werden [14]. Wir gehen nicht n&her darauf ein, sondern be-
schrianken unsere Darstellung auf radiale Storungen. Fiir Stabilitdt muss gewéhrleistet
sein, dass die zweite Variation des amended potential, ausgewertet an der zu untersuchen-
den Gleichgewichtslage, positiv definit ist. Um das zu zeigen, bilden wir die Variation
von (3.27) mit Beriicksichtigung von (3.26)

2 2 2
52V, = 62V — (ﬂauoaj sy 4 ﬂ(s?j)

J? J? 273
—52V+M—(2)(5J)2 — “_352j (3.35)
a J? 2J% 7 '

Nach Einsetzen der jeweiligen Ausdriicke ergibt sich

PV, =6 ( / (EA(S) (' —1) 60 + %2(8)57“) ds + T?ZL)?MSIO

2

2 s1
+ % (/so 2A(s)p rords + 2mr(51)5r(81>>

2 S1
- 2”—\7025 (/50 2A(s)prords + 2mr(31)5r(51))

und mit Berechnung der entsprechenden Variationen erhalten wir schlieflich

_ 2kpA(s)

r3

2km

#v = [ (B 60 () ds = 2% (6r(s)?
+ g_?; ( / 2A(s)p rords + 2mr($1)(5r(31))2 (3.36)

2 81
— ﬂ/ 2A(s)p 6r2ds + 2m (67(s1))? .
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Gleichung (3.36) liefert fiir unser System abzihlbar unendlich viele Eigenwerte A, die alle
positiv sein miissen, um die Stabilitdt zu garantieren. In der weiteren Betrachtung wird
nicht das Vorzeichen jedes einzelnen Eigenwerts iiberpriift, sondern in nahe liegender
Weise nur jenes des kleinsten Eigenwerts. Mit der im Anhang C skizzierten Vorgangsweise
versuchen wir (3.36) in ein leichter zu behandelndes Problem iiberzufiihren, und uns den
kleinsten und somit kritischen Eigenwert zu bestimmen. In der dortigen Darstellung ist
man an der zeitlichen Evolution eines Prozesses interessiert. Um die Konzepte auf unsere
Problemstellung anzupassen ist als unabhéngige Variable die Bogenléinge s an Stelle der
Zeit t zu beriicksichtigen.

Zur Vereinfachung obigen Ausdrucks betrachten wir zunéchst die Normalkraft im Faden

N = 0pmaxA(S) = emax FA(s) = (r' — 1) EA(s)
bzw. die entsprechende Variation, und erhalten
ON = or'EA(s)
ON
EA(s)

Um (3.36) in eine iibersichtlichere Form zu bringen betrachten wir weiters den Ausdruck
fiir den locked inertia tensor (3.23) bzw. dessen Variationen

= o' = (3.37)

J(s) = /Sl A(s)prids + mr?(sy) (3.38a)
0T (s) = /51 2A(s)prords + 2mr(sy)or(sy) (3.38b)
62T (s) = /81 2A(s)p 6r2ds 4+ 2m (6r(s1))” (3.38¢)

50
in integraler Form. Wir wollen an dieser Stelle daran erinnern, dass J jene Massenma-
trix darstellt, mit deren Hilfe die kinetische Energie bestimmt werden kann, wenn alle
Freiheitsgrade gesperrt sind und sich das System nur entlang des Gruppenorbits bewegt.
Resultiert die Symmetrie in einer zyklischen Variable, dann ist 7 ein expliziter Eintrag
in der Massenmatrix des Gesamtsystems, der der entsprechenden zyklischen Variablen
zugeordnet ist. Somit ist klar, dass am inneren Ende des Fadens (s = sy) dieser Teil der
Massenmatrix Null, und fiir das dufere Ende (s = s1) J(s1) betréigt, das sich aus einem
integralen Anteil des Fadens und einem diskreten zufolge der Punktmasse zusammen-
setzt. Ahnlich verhilt es sich mit den entsprechenden Variationen, somit kénnen obige
Ausdriicke in differentieller Form

'(s) = A(s)p 12 J(s0) N
j'(s) = A(s)p i(s0) = 7(8) (3.39a)
'"(s) = s)pror 97 (s0) =0
57’ (s) = 2A(s)prd 5i(s1) = 87 () (3.39h)
2 . 5) — s 7“2 52j(80) =0 .
6%j'(s) = 2A(s)p & 525(s1) = 827 (5) (3.39¢)
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angeschrieben werden. Mit (3.37) und (3.38) vereinfacht sich (3.36) zu

b [T ONY 2kpA(s) 2km 2, Mo 52 Mo s
0" Vi = /SO <EA(5) R (0r)" ) ds — r(s1)? (Or(sa)”+ T3 (07)" = 2525 -

(3.40)

Wie oben bereits gesagt, werden wir das Maximum-Prinzip von Pontrjagin dazu ver-
wenden, den kleinsten und somit kritischen Eigenwert zu bestimmen. Gleichung (3.40)
stellt das zu minimierende Funktional dar, wobei wir zusédtzlich die Nebenbedingung

/ " A(s)p (60 ds + m (9r(s1))” = 1 (3.41)

S0

beriicksichtigen, die wir in der Form

B= / A(s)p (0r)*ds = 1 —m (0r(sy))?, (3.42)

S0

verwenden wollen. Gleichung (3.42) als Differentialgleichung interpretiert ergibt
V(s) = A(s)p (6r)°. (3.43)

Wir benétigen die Nebenbedingung (3.41), um unsere Eigenfunktionen entsprechend zu
skalieren. In (3.39) und (3.43) sind jeweils die differentiellen Formulierungen von (3.38)
und (3.42) angegeben. Der Grund dafiir ist die Art der Implementierung dieser Terme
in die Hamiltonfunktion H. Das Konzept der Lagrange-Multiplikatoren erlaubt entspre-
chend formulierte Nebenbedingungen zu beriicksichtigen. Die Idee besteht nun darin die
zusdtzlichen Bedingungen in Form von Differentialgleichungen in der Hamiltonfunktion
zu beriicksichtigen. Diese Gleichungen werden in der numerischen Auswertung zusétz-
lich zum eigentlichen Variationsproblem gelost. Im vorliegenden Fall haben wir drei
Differentialgleichungen: eine fiir die Skalierungsnebenbedingung b/(s), eine fiir die erste
Variation §7'(s) und eine um die zweite Variation 6%5'(s) des locked inertia tensors zu
berechnen. Als Kontrollvariable fithren wir NV ein, also die Variation der Normalkraft
die wir mit (3.37) durch Variation der Verzerrung ausgedriickt haben und erhalten die
Hamiltonfunktion

ON?  2kpA(s ON
H— SO Prg( ) (67)2 =\ {l(s)ﬂ(ér)i—i-)\g 2A(<<i),pr5r —|—A;;\2A(3)£ ((5r)i+)\4 EA(s)
b (s) 35 (s) 825" (s) —
(3.44)

mit den jeweiligen Lagrange-Multiplikatoren, deren Entsprechungen in Tab. 3.2 zusam-
mengefasst sind. Es sei auf das negative Vorzeichen von \; hingewiesen, wir geben spater
eine Begriindung dafiir an.

Kozustandsvariable -\ Ao A3 Ay

Zustandsvariable b(s) G1.(3.43) | 07(s) GL.(3.39b) | 42%5(s) G1.(3.39¢) | or G1.(3.37)

Tabelle 3.2.: Variablen in der Hamiltonfunktion H
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Die durch die Einzelmassen am Rand verursachten Anteile des amended potentials wer-
den in der Restwertfunktion & zusammengefasst. Diese sind einerseits die Randwerte
der entsprechenden Differentialgleichungen (3.39b) und (3.39¢), und andererseits die des
diskreten Anteils aus (3.36).

2 S1 2
§ = =2 (or(s) + g—( [ 2t rinds 2mrtoin) j
2> s oy (3.45)
Iz ' 2
_ 2_‘702 /SO 2A(s)p or*ds + 2m (67 (s1))
527

Zunéchst leiten wir, geméf (C.6), H nach der Kontrollvariable ab

O _OH _ _ 2N A
ou  OIN FEA(s) FEA(s)
M\ = —26N (3.46)

was uns den ersten der vier zu bestimmenden Multiplikatoren liefert. An den adjungier-
ten Kozustandsgleichungen (C.2)

, OH
A= ~ () =0 = )\ =const (3.47a)
OH
/ = — pum— = .4
A, 357(5) 0 = Ay =const (3.47Db)
, OH
A3 = _662—](3) =0 = A3 = const (347C)

X, =

r3

COH [ 4kpA(s)
aor

or — M2A(s)por + Xa2A(s)pr + )\34A(s)p5r) (3.47d)

ist ablesbar, dass A, Ao und A3 Konstanten darstellen, deren Werte in weiterer Folge
zu bestimmen sind. Wir betrachten nun die Transversalititsbedingung in allgemeiner
Formulierung (C.9)

oS

i) _)\E(Si) b((Sl))
SR Aa(s 07(s
a5j(s1) | _ 2(51 . JUS L 3.48
e A3 (1) 0%j(s1) (349
aéi’m )\4(81) 57"(51)

Fiir die weitere Behandlung obiger Beziehung stellt man sich wieder die Frage nach den
voneinander unabhéngigen Variationen. Wir setzen zunichst die Variation der Neben-
bedingung (3.42)

6b(s1) = 0B = —2mér(s1)8*r(s;)
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n (3.48) ein, und erhalten

oS
Fofs1) —Ai(s1) —2m57“2(31)527"(31)
' Aa(s1) 0%j(s1)
i | _ [ Ae(s) | . _
ey || M) 55(s) . (3.49)
ey Aals1) O%r(s1)

In der Transversalitidtsbedingung (3.49) treten drei voneinander unabhéngig Variationen
(62r(s1),0%5(s1),0%j(s1)) auf. Weil diese beliebig variiert werden konnen, miissen die
entsprechenden Ausdriicke verschwinden. Die beiden mittleren Zeilen liefern zunéchst
die Kozustandsvariablen Ay und As

oS , oS 202
(m — /\2(81)) (52](81) =0 = /\2(81) == /\2 aéj j;’) j (350&)

) 3.0\ _ N
(m - /\3(31)> j(s1) =0 = A3(s1) = A3 = 5557 = 377

Um die letzte unbekannte Kozustandsvariable A1 zu berechnen betrachten wir die rest-
lichen zwei Zeilen aus (3.49)

(82:9(21 i );\14((8811))> (o) (_Qmir@l)) o (8.51)

Oor(s1)

(3.50D)

Zunichst bestimmen wir die partiellen Ableitungen der Restwertfunktion (3.45)

o8 0S8 0
8b(31) n 8[)’ n
oS 4km
Forsr) _T(81)35 r(s1) + ﬁéjélmr(sl) — ﬁQmér(sl)
die in (3.51) eingesetzt auf
4km 2 ue
—1(s1)2mor(sy) — W&T(s 1)+ jdéjélmr(sl) j22m5r(31) Ai(s1) =0

fithrt. Unter Verwendung von (3.25), (3.26) und der bekannten Kozustandsvariablen
(3.46) kann der Ausdruck fiir A;(s;) vereinfacht werden, und als

2k

r(s1)?

ON(s1) = (— . )\1> mor(sy) — 2mérd (3.52a)

angeschrieben werden. Gleichung (3.52a) stellt somit die Variation der Normalkraft am
aufseren Fadenende dar. Am inneren Ende haben wir einerseits keine zusitzliche Punkt-
masse und andererseits ein Loslager, wodurch eine radiale Variation nicht auftreten kann

dr(sg) = 0. (3.52b)
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Um das Gleichungssystem zu vervollstandigen setzen wir in (3.47d) die bereits bestimm-
ten Kozustandsvariablen Ay und A3 aus (3.50), bzw. A4 aus (3.46) ein, und bekommen

 kpA(s)

r3

ON' =

2013 e
or — MA(s)pdr + ?5\7A(s)pr - jZA(s)pér.

Obiger Ausdruck kann erheblich vereinfacht werden, wenn wir die Definition der Impul-
sabbildung (3.25) und deren Variation (3.26) verwenden

ON' = (—T(Qf)g — 2 - )\1) A(s)pdr(s) — 2A(s)pErd€. (3.52¢)
An dieser Stelle sei die obige Vorgehensweise kurz zusammengefasst, bevor wir auf die
numerische Auswertung und die Diskussion der Ergebnisse eingehen. Wir haben gesehen,
dass die Stabilitdtsanalyse des Fadens das Auffinden des kleinsten und somit kritischen
Eigenwerts erfordert. Die Aufgabe reduzierte sich in einem ersten Schritt auf die Bestim-
mung der kritischen Punkte des amended potentials (3.24), also der Gleichgewichtslagen.
Die Auswertung von §V,,, = 0 ergab mit (3.33) das Gleichungssystem zur Berechnung
des Fadenquerschnitts und der Lage der dufseren Masse. Diese Ergebnisse wurden unter
der Voraussetzung konstanter Dehnung im gesamten Faden gewonnen. Um nun die ge-
fundene radiale Gleichgewichtslage auf Stabilitit zu untersuchen, muss, in einem zweiten
Schritt, diese in 6%V, eingesetzt positive Eigenwerte garantieren. Weil nur das Vorzei-
chen des kleinsten Eigenwerts von Interesse ist, formulieren wir die Fragestellung als ein
Problem der Variationsrechnung. Mit der im Anhang C gezeigten Vorgehensweise be-
stimmten wir zunichst die Hamiltonfunktion H. Tabelle 3.2 zeigt, welche Kozustands-
variablen welchen zuséitzlichen Gleichungen entsprechen. Im Laufe der Rechnung hat
sich A\; nicht aus den entsprechenden Gleichungen bestimmen lassen. Es kann gezeigt
werden, dass dieses A\; genau der gesuchte Eigenwert A ist. Um diese Aussage zu besté-
tigen, ist erheblicher Rechenaufwand notwendig, wir beschrianken uns auf den Verweis
auf [16], wo dies fiir einfachere Probleme gezeigt wird. Wenn jetzt unser \; den ver-
meintlich kritischen Eigenwert A des Problems darstellt, dann ist klar, warum dieser mit
negativem Vorzeichen in Rechnung gestellt wurde (vgl. (3.44)). Das Maximum-Prinzip
maximiert stets die entsprechende Grofse, wenn diese nun mit negativem Vorzeichen
Beriicksichtigung findet, so liefert sie den kleinsten positiven Wert. Zusammenfassend
muss die Losung des aus (3.18), (3.26), (3.33), (3.34), (3.37), (3.39), (3.43) und (3.52) be-
stehenden Gleichungssystems, unter Verwendung der jeweils auftretenden Konstanten,
gefunden werden.

Die Vorgehensweise bei der numerischen Auswertung wird im Folgenden kurz zusammen-
gefasst. Zunéchst schreibt das Homotopieverfahren (vgl. Kap. 2.1.1) die Lage des inneren
Fadenendes r(sg) vor, und mit (3.33) berechnet sich einerseits der Querschnittsverlauf
A(s) und andererseits die Lage der duferen Masse 7(s1). Somit ist die radiale Faden-
konfiguration fiir diesen Homotopieschritt bestimmt und die Stabilitdtsanalyse beginnt.
Die Losung von (3.52) wurde mit Hilfe des Randwertlosers BNDSCO [12]| bestimmt.
Dieses Programmpaket arbeitet mit einem Mehrzielverfahren, einer verbesserten Form
des einfachen Schiefverfahrens. Wird eine vorgegebene Genauigkeit erreicht, so startet
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der ndchste Homotopieschritt und bewegt das innere Fadenende in Richtung Erde. Im
Gegensatz zum kontinuierlichen Hantelmodell sind die Zwischenergebnisse fiir die Lagen
des inneren Fadenendes zwischen 4 und r, von geringem Interesse.

18 ///,',_7__\'\\ ' ' ' ' CTT';
17 r CTE ------ ]
6l CTM -~
15 |

14 |

12 |

11 |

10 |
9 /\

1 09 08 07 06 05 04 03 0.2
ro/rgs

Abbildung 3.5.: Verlauf des kritischen Eigenwerts

Prinzipiell sind somit nur die Eigenwerte fiir o = r, entscheidend fiir die Stabilitit des
Raumaufzugs, trotzdem ist in Abb. 3.5 der Verlauf des kleinsten Eigenwerts in Abhén-
gigkeit der Lage des inneren Fadenendes dargestellt. An dieser Stelle sei daran erinnert,
dass nur das Vorzeichen fiir die Beurteilung ausschlaggebend ist. Wie bereits beim ein-
fachen Modell gezeigt, ist die radiale Konfiguration stabil.

Im Kapitel 3.2.1 haben wir die radiale Gleichgweichtslage eingehend besprochen und
gezeigt, wie durch Festlegung des Fadenquerschnitts auf der Erdoberfliche die Gesamt-
lange beeinflusst werden kann. Wir geben in der Rechnung diesen inneren Querschnitt
nicht direkt an, sonder schreiben dort eine entsprechende Punktmasse vor, die jedoch
an der Lagerung mit einem Loslager nichts dndert. Weiters wurde gezeigt, dass mit der
duferen Masse die Linge des Fadens verdndert werden kann. Fiir die Stabilititsanalyse
wurden beide Endmassen mit 1 kg in Rechnung gestellt und gewéhrleisten die Stabilitét
der, in Abb. 3.3 dargestellten, radialen Gleichgewichtslage.



A. Der Stabilitatsbegritf

In den unterschiedlichen Disziplinen der Mechanik haben sich verschiedene Definitio-
nen des Stabilitdtsbegriffs durchgesetzt. IThnen allen gemein ist jedoch die grundlegende
Frage, wie sich die gefundenen Losungen der entsprechenden Systemgleichungen bei ge-
storten Anfangsbedingungen, Parametern oder physikalischen Gegebenheiten verhalten.
Die Stabilitdtsuntersuchung kennt folgende drei Vorgangsweisen:

e Dynamische Methoden:
Die Aussagen werden anhand der Bewegungsgleichungen getroffen und sind immer
anwendbar.

e Energiemethoden:
Kann nur dann angewendet werden, wenn alle am System angreifenden Krafte aus
einem Potential herleitbar sind.

e Gleichgewichtsmethoden:
Nur wenn nach Stabilitdtsverlust das System wieder in eine Gleichgewichtslage
iibergeht, kann diese Methode angewendet werden.

In der vorliegenden Arbeit geht es um das Auffinden von Gleichgewichtslagen und
Bestimmung ihrer Stabilitdt. Es wurden ausschliefslich Konzepte angewendet, die den
Energiemethoden zugeordnet sind. Wir geben die notwendigen Definitionen und Begrif-
fe an, um die behandelten Problemstellungen auf solide, theoretische Grundlagen zu
stellen. Wir beschranken unsere Betrachtungen auf einfache mechanische Systeme, fiir
die H = T4V gilt. Diese Einschrinkung ist notwendig, weil die Stabilitdtsbegriffe auch
auf andere Systeme, mit entsprechenden Verallgemeinerungen, anwendbar sind.

A.1l. Gleichgewichtslagen

Betrachten wir ein endlichdimensionales System, dann wird die Dynamik durch die Be-

wegungsgleichungen
d (0L oL
— — =0 =1,... Al
mit der Lagrangefunktion L(q,q) = T'(q,q) — V(q), bestimmt. Suchen wir die Gleich-
gewichtslagen, dann miissen wir ¢ = q,, ¢ = 0 in die Lagrangegleichung (A.1) einsetzen
und erhalten folgendes Gleichungssystem

ov.

dq

~0. (A.2)

g=qy

46
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Aus der Menge aller Gleichgewichtslagen, die (A.2) liefert, sind nur jene stabil, fiir die
der folgende Satz giiltig ist.

A.1.1. Kriterium von Lagrange-Dirichlet

Satz. Die Gleichgewichislage q, ist eine stabile Gleichgewichtslage, wenn die potentielle
Energie in thr ein Minimum besitzl

0*V

2
aq 9=99

> 0. (A.3)

Die Stabilitatsanalyse beschrankt sich daher auf die Betrachtung des Potentials V', also
nur auf den n-dimensionalen Konfigurationsraum Q.

A.2. Relative Gleichgewichtslagen

Die Theorie der relativen Gleichgewichtslagen ist mathematisch anspruchsvoll, daher
begniigen wir uns mit der Definition der wichtigsten Konzepte, ohne alle verwendeten
Begriffe anzugeben. Die verwendeten Bezeichnungen sind so wie bei Marsden [10] ge-
wahlt.

Ist fiir alle z € P die Hamiltonfunktion H(z) invariant gegeniiber der Wirkung einer
Lie-Gruppe G, auf den Phasenraum 7%(), dann spricht man von einem symmetrischen
Hamilton’schen System. Wir bezeichnen mit ¥, : 7*Q — T™(Q diese Wirkung von G auf
den Phasenraum T*(Q), somit gilt

H(V,(z)) =H(z) firalle geG,z€P. (A.4)
Man nennt z; ein relatives Gleichgewicht, wenn gilt
zo(t) =V i) - %0 = exp(t€) - zo fiirein € € g, (A.5)

wobei mit g die Lie-Algebra zur Lie-Gruppe G bezeichnet wird. Ein relatives Gleich-
gewicht ist nun dadurch gekennzeichnet, dass die Geschwindigkeit des Punktes zo im
Phasenraum 7*@) mit dem zur Gruppengeschwindigkeit £ gehorenden infinitesimalen
Generator entlang des Gruppenorbits iibereinstimmt. Das bedeutet

. d > I~
20=Ep(z9) = pr exp(t€) - zo firein £ € g. (A.6)
=0

Die Stabilitdtsuntersuchung solcher symmetrischer Systeme verlangt allgemeinere Kon-
zepte wie z.B. die Energy Momentum Method [10], die den Symmetrieeigenschaften
entsprechend Rechnung trdgt. Diese Methoden haben den Nachteil, dass sie im 2n-
dimensionalen Phasenraum 77 arbeiten. Die Grundidee der Reduced Energy Momen-
tum Method besteht nun darin, ein verindertes Potential zu finden mit dem in einem
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niedrigdimensionalen Raum scharfe Aussagen iiber die Stabilitit gemacht werden kon-
nen.

Bei vielen Systemen kann die Symmetrie dahingehend ausgenutzt werden, dass die Wahl
der verallgemeinerten Koordinaten zu zyklischen Variablen fiihrt. Diese treten dann nicht
in der Lagrange- und somit auch nicht in der Hamilton-Funktion auf, und die entspre-
chenden Impulse sind konstant. Fiir diesen angenehmen Fall kann mit der Methode von
Routh, die noch gesondert behandelt wird, das Stabilitdtsproblem gel6st werden.

A.2.1. Die Reduced Energy-Momentum Method

Fiir ein tieferes Verstédndnis dieser Stabilitdtsanalyse sind Begriffe aus der Differential-
geometrie und der Gruppentheorie notwendig, die bei [17] und den dort zitierten Autoren
bereitgestellt werden. Ein Zugang zur REMM, der mehr den Anforderungen eines Inge-
nieurs gerecht wird, ist in |8, 9] dargestellt. Die Theorie der REMM geht vom Potential
V(q) aus, und modifiziert dieses, um der Symmetrie im System gerecht zu werden. Man
definiert ein so genanntes amended (engl. berichtigt, gedndert) potential

Vo (@) = V(@) + mtto - T () o, (A7)

2

In manchen Féllen ist der Umweg iiber das augmented (engl. erweitert, vermehrt) po-
tential

Ve(q) =V(q) - %6 T (@)€ (A.8)

aus rechentechnischer Sicht empfehlenswert. Wir geben ohne mathematische Strenge die
Definitionen der in (A.7) und (A.8) eingefiihrten Grofen an, es sei darauf hingewiesen,
dass bei der folgenden Darstellung die verbale Erklarung im Vordergrund steht. Fiir eine
mathematisch fundierte Erklarung dieser Begriffe und deren Herleitung sei auf [17] bzw.
[10] verwiesen.

e Fiir die Gruppengeschwindigkeit & € g ist der zugehdrige infinitesimale Generator
definiert durch

€r(2) = Jrowmlie) 7| (A9)

und stellt den Tangentenvektor an den Gruppenorbit dar. £, ist jene Geschwin-
digkeit mit der sich das System entlang des Gruppenorbits bewegt, wenn die Sym-
metriegruppe auf den Phasenraum 7@ wirkt und alle anderen Freiheitsgrade fest-
gehalten werden.

e Der locked inertia tensor J(q) : g — ¢* wird als

J(qv =J(q,FL(vq(q))) (A.10)

definiert, wobei FL : T'(Q) — T*() die Legendre-Transformation und J : T%Q) — g*
die Impulsabbildung ist, die durch

J(z) &= {(9).p) (A.11)
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bestimmt ist. Darunter hat man sich eine generalisierte Massenmatrix vorzustellen,
die durch Einfrieren, daher die Bezeichnung locked, einer Konfiguration g entsteht.
Wenn sich das System nur mit der Geschwindigkeit v entlang des Gruppenorbits
bewegt, dann ist J gerade die Massenmatrix. Die Problemstellungen, die in dieser
Arbeit betrachtet werden, fithren stets auf zyklische Variablen, vorausgesetzt es
existiert eine Symmetrie, womit J jeweils einem entsprechenden Eintrag in der
Massenmatrix des (Gesamtsystems entspricht.

e Wert der Impulsabbildung am relativen Gleichgewicht:

-~

to = J(20) = T (q0)€ (A.12)

Entspricht (A.11) ausgewertet an der Stelle des relativen Gleichgewichts z,. Ist der
Impuls im System, wenn eine Lage q festgehalten wird, und nur eine Bewegung
entlang des Gruppenorbits auftritt.

In Analogie zum Kriterium von Dirichlet kann die Stabilitdtsanalyse, trotz vorhandener
Symmetrien, mit den modifizierten Potentialen erfolgen. Zunédchst bestimmen wir mit
einem der beiden Potentiale geméaf

3‘/5(Q) —0 bzw. a‘//to (q) -0 (A13)

aq q=q, aq g9=qq
die kritischen Punkte, also relative Gleichgewichtslagen q, des Systems. Beide Potentiale
(A.7) und (A.8) liefern die Gleichgewichtslagen go des betrachteten Systems. Aus der
Menge aller moglichen Gleichgewichtslagen g, wollen wir nun Aussagen beziiglich deren
Stabilitdt treffen. Bei der Stabilitdtsuntersuchung fiir die mit den obigen Gleichungen
bestimmten Gleichgewichtslagen fiihrt
D*Ve| >0 (A.14)

ga=qp

zwar auf eine Stabilitdtsaussage, aber nur
DQVuO}q:qO >0 (A.15)

zu einer scharfen Bedingung fiir ein stabiles Systemverhalten. Gleichgewichtslagen die
(A.14) erfiillen sind stabile Lagen, aber es ist denkbar, dass (A.14) nicht erfiillt ist
aber (A.15) schon. Bei einer Punktmasse im geostationdren Orbit s tritt genau dieser
Fall auf. Aus diesem Grund ist immer die positive Definitheit des amended potentials
mit (A.15) zu zeigen, um eine Gleichgewichtslage als stabil zu charakterisieren. Weil
Variationen in Symmetrierichtung Nulleigenwerte zur Folge hétte, wird der Raum der
zuldssigen Variationen entsprechend eingeschrinkt.

Bei der Auswertung von (A.15) fithrt die zweite Ableitung des inversen locked inertia
tensors J *(q) in vielen Fillen zu Schwierigkeiten. Im Anhang von [8] wird gezeigt wie
diese unangenehme Berechnung vermieden wird und das Stabilitdtskriterium in Form
von

D*V,,(q0)(8q,0q) = D*V¢,(q,)(dq, 6q) + idente, (6q) - T '(q,)idente, (dg) (A.16)
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mit dem ident-Operator

identg, (6q) = —(DJ (q,) - 69) - & (A.17)

angeschrieben werden kann.

Fiir die REMM konnen die Freiheitsgrade fiir ein symmetrisches Hamiltonsches System
beliebig gewihlt werden, auch wenn diese zu keinen zyklischen Variablen fiithren. Der
Grund dafiir liegt in der Tatsache begriindet, dass die grundsétzliche Eigenschaft einer
Symmetrie nicht von der jeweiligen Wahl der Freiheitsgrade, sondern nur vom System
selbst abhéngig ist. Diese Freiheit in der Wahl der verallgemeinerten Koordinaten ist der
wichtigste Vorteil der REMM, der dieses Verfahren zu einem niitzlichen Werkzeug zur
Stabilitdtsuntersuchung komplizierter Systeme macht.

A.2.2. Die Methode von Routh

Fiir ein gegebenes n-dimensionales einfaches mechanisches System sei eine Variable ¢,
zyklisch, dann stellt sich die Lagrange-Funktion als

L:L(qh'"7qn—17"'aq17"'7Qn7t)

und die entsprechende Hamilton-Funktion als

H= H(qb‘"7%1—17"‘7p1>"'7pn—17a7t>

dar. In der Formulierung nach Lagrange treten alle n verallgemeinerten Geschwindigkei-
ten auf, womit das Problem ein n-dimensionales ist, obwohl eine Variable zyklisch ist.
Das Vorhandensein einer ignorierbaren Variablen reduziert in der hamiltonschen Formu-
lierung die Dimension auf n — 1, weil der zur Variablen ¢, zugeordnete Impuls p, = «
konstant ist. Das Verhalten der zyklischen Variablen wird durch

_OH
- da

beschrieben. Dieser eindeutige Vorteil in der Handhabung von zyklischen Variablen mit
den Hamiltonschen-Gleichungen in Verbindung mit der Lagrange-Funktion fiihrt auf die
Formulierung einer weiteren Funktion, der Routh-Funktion.

Die Methode teilt also die Freiheitsgrade eines Systems in zyklische und nicht-zyklische
und fiihrt die ersteren der hamiltonschen, und die letzteren der lagrangeschen Formu-
lierung zu und bildet so die Routh-Funktion R. Von unseren n-Freiheitsgraden seien
r =n — s zyklisch. Die Routh-Funktion

n

R(q(1),...,q(s),q(1),...,4(s),p(s+1),...,p(n),t) = i piGi — L (A.18)

i=s+1
erfiillt nun einerseits die Hamiltonschen-Gleichungen

_OR . OR
_api’ pl_aqz'_

Gi 0 i=s+1,...,n (A.19)
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und andererseits die Lagrange-Gleichungen

d (OR OR
— — = i =1,...,s. A2

Die den zyklischen Variablen zugeordneten Impulse sind geméf (A.19) konstant, womit
die Routh-Funktion nur mehr von s Unbekannten

R=R(q(1),...,q(s),4(1),...,4(s),a,...,a.,t)
anhéngig ist. Die Gleichgewichtslagen bestimmen sich nun aus

OR
dqi aio

0 i=1,...,s (A.21)

Mit einer beliebig kleinen Abweichung von der Gleichgewichtslage €;(t) ergibt sich zu-
ndchst
¢i(t) = qio + (1)
Gi(t) = &(t)
nun werden obige Grofen in die Routh-Funktion eingesetzt und um die Gleichgewichts-
lage in eine Taylorreihe entwickelt

i=1,...,s, (A.22)

OR OR 1 O0?R O?R 1 R
R=Roto—eito—Gts gt 6t o 6+ 0(€). (A23
’ \aqo_i ddoi ' 2 0q0i0q0; 7 9q0i0do; 7 2 0Goiddo; 7 (€)- ( )
0 - v ——
- —Cij 9ij aij

Der erste Term Ry im obigen Ausdruck ist konstant und der zweite erfiillt die Lagran-
gegleichung, womit R in erster Ndherung als

1 1
R = éaijéié]‘ + gijeiéj — §cij€i6j (A24)

angeschrieben werden kann. In die Bewegungsgleichung nach Lagrange fiir ¢; eingesetzt
ergibt

a;j€; — b;é; + ¢;je; = 0, (A.25)
mit dem, auch als gyroskopischen Term bezeichneten, Ausdruck
bij = 9i; — 9;i- (A.26)
Mit einem exponentiellen Ansatz bekommt man folgende Determinante
’c—H’wb—wQa‘ =0, (A.27)

deren Losungen, als charakteristische Gleichung, iiber Stabilitit der Bewegung um die
Gleichgewichtslage entscheiden. Reelle Werte fiir w bedeuten eine beschriankte und somit
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stabile Gleichgewichtslage. Imaginire w’s filhren zu einer unbeschriankten Vergrofierung
von € im Laufe der Zeit und bedeutet instabiles Verhalten.

Um die soeben beschriebene Methode von Routh anwenden zu kénnen, muss eine im
System vorhandene Symmetrie durch eine passende Wahl der Freiheitsgrade auf eine
ignorierbare Variable fiihren. Der grofse Vorteil der REMM besteht nun darin, dass be-
liebige Freiheitsgrade moglich sind, und trotzdem Aussagen iiber die Stabilitdt gemacht
werden konnen. Doch auch in Systemen mit zyklischen Variablen ist die Anwendung der
REMM vorteilhafter, weil die Stabilitdtsuntersuchung mit einfacheren Rechenschritten
durchgefiihrt werden kann. Bei [8, 9] sind neben den zwei erwidhnten Methoden zwei
weitere Moglichkeiten der Analyse mechanischer Systeme mit Symmetrien angegeben
und anhand eines einfachen Beispiels verglichen. In der vorliegenden Arbeit wurde auf
Grund der dort beschriebenen Vorteile jedoch nur von der REMM Gebrauch gemacht,
obwohl in allen Modellen die Freiheitsgrade so gew#hlt wurden, dass eine vorhandene
Symmetrie auch zu einem zyklischen Freiheitsgrad fiihrt.



B. Die untersuchten Werkstoffe

Um die technische Realisierbarkeit eines Raumaufzugs zu iiberpriifen, muss man sich
zunachst die Frage stellen, welche Werkstoffe fiir eine derartige Konstruktion in Frage
kommen. Um verschiedene Wekstoffe zu charakterisieren und zu vergleichen, kennt die
Werkstoffwissenschaft eine Vielzahl von Kenngrofen, fiir den Raumaufzug aber ist die
Reiflénge

l — Omax

09
jener Kennwert, der am aussagekriftigsten ist. Darunter versteht man jene Lange, bei
der ein Material unter seinem Eigengewicht gerade die Zugfestigkeit im oberen Auf-
héngepunkt erreicht. Fiir sehr lange Konfigurationen kann ¢ nicht mehr als konstant
angesehen werden. Stellen wir uns nun diesen Aufhingepunkt im GEO vor und das freie
Ende auf der Erdoberfliche, dann wird die Spannung im Fadenquerschnitt durch die
Gravitationskraft, und die Kraft zufolge der Erddrehung (,Fliehkraft), in Abhéngig-
keit der Entfernung vom Zentrum der Erde, bestimmt. Stellt man fiir diese Anordnung
die Frage der maximalen Belastung, so fiihrt dies auf die bei Beletsky [2] angegebenen

Reifldnge im Orbit
L* _ l 2 Omazx .
AR

Material Abk. | Omae [GPa] | E [GPa] | 0 [kg/m®] | €maz | ls [km] | Ls [km]
Stahl St 1-5 200 7900 0.025 | 64.5 8900
carbon nanotubes | CTT 150 630 1300 0.238 | 11700 | 120000
CTE 65 630 1300 0.103 | 5100 79000
CTM 65 441 1300 0.147 | 5100 79000

Tabelle B.1.: In den numerischen Auswertungen verwendete Materialkennwerte.
Omaz: Lugfestigkeit; E: Elastizitdtsmodul; p: Dichte;
Emaz: Verzerrung bei o,,q4.; [«: Reiflinge; L,: Reiflinge im Orbit.

In Tab. B.1 sind nun jene Werkstoffe angegeben die in dieser Arbeit beriicksichtigt wur-
den. Die Werte von CTT sind die theoretischen Eigenschaften von carbon nanotubes,
wohingegen die Werte von CTE experimentellen Untersuchungen an realen Proben ent-
stammen [14]. CTM entspricht einer Wahl der Parameter, die sich an der Berechnung
der mechanischen Eigenschaften von defekten carbon nanotubes [13| orientiert.

23



C. Variationsprobleme - Optimale
Steuerung

Die Grundaufgabe in der Variationsrechnung ist das Auffinden einer Funktion, die ein
gegebenes Integral innerhalb eines bekannten Intervalls maximiert. Soll diese gesuchte
Funktion zuséatzlich einer Nebenbedingung in integraler Form geniigen, spricht man von
einem isoperimetrischen Variationsproblem. Fiihren wir zusétzlich eine Kontrollvariable
u ein, mit der wir den Wert des Integrals verdndern kénnen, kann man sich die Frage
nach dem zeitlichen Verlauf von w(t) stellen, mit dem Ziel, den Wert des Integrals zu
maximieren. Mit solchen Fragen beschiftigt sich die Theorie der optimalen Steuerungen,
die vor allem in der Okonomie eine wichtige Rolle spielt. Wir gehen in diesem Anhang
nur auf die wichtigsten, zur Vereinfachung der Gleichungen beim Modell mit kontinuier-
lichem Faden notwendigen, Begriffe ein (vgl. [3]).

C.1. Das Maximum-Prinzip von Pontrjagin

Fiir ein wie immer geartetes Problem sei die Dynamik der Zustandsvariable g durch eine
Differentialgleichung

q=f(t.qmu) (C.1a)

gegeben, mit der Kontrollvariable w in einem offenen oder abgeschlossenen Gebiet {2 C R™.
Gesucht ist jener zeitliche Verlauf w(t), fiir den das Funktional

I /tl F(t, g, w)dt + S(t, q(tr)) (C.1b)

to

maximiert wird. Die skalare Funktion F(¢,q,u) wird bei Anwendungen wirtschaftlicher
Natur als Nutzenfunktion bezeichnet, unter der Restwertfunktion oder auch Schrottwert
S(t1,q(t1)) hat man sich den Wert des Zustandes g zur Zeit t; vorzustellen. Wir nehmen
an, dass alle auftretenden Funktionen hinreichend oft stetig differenzierbar sind und dass
die zulédssige Menge (2 nicht leer ist. Zur Zeit t = ¢y sei der Anfangszustand des Systems
bekannt

q(to) = qy. (C.1c)

o4
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Der Endzustand sei keiner Beschrankung unterworfen. Mit der Hamiltonfunktion
H(t7q7u7 A) = F(t7q7,u’> +Af(t7q7’u’>7 (C2)

wobei A den Kozustand bezeichnet, lisst sich das zentrale Resultat der optimalen Kon-
trolltheorie wie folgt formulieren:

Satz. Es sei u*(t) eine optimale Steuerung fir das Kontrollproblem (C.1) und X* die
zugehdrige Zustandstrajektorie. Dann existiert eine stetige und stiickweise stetig diffe-
renzierbare Funktion A(t) € R™, welche als adjungierte Variable oder Kozustandsvariable
bezeichnet wird, so dass folgende Aussagen gelten: An allen Stellen t € [to, t1], wo u*(t)
stetig ist, gilt die Mazimumbedingung

H(t g ', A) = maxH(t, q", u, A) (C.3)

und die adjungierte Kozustandsgleichung

‘ OH
A=———(tq" u",A). C.4
(R (c4)
Am Endzeitpunkt gilt die Transversalitdtsbedingung
oS
A1) = a_q(tla(I(tl))- (C.5)

Wenn das Maximum der Hamiltonfunktion beziiglich w im Inneren von ) angenommen
wird, dann ldsst sich
oH
e
als notwendige Bedingung erster Ordnung fiir ein lokales Minimum verwenden.
Wir geben eine Herleitung mittels der Variationsrechnung an, um zu zeigen wie die Rand-
terme entsprechend zu behandeln sind. Gesucht ist also jene Funktion uw*(¢) die einer-
seits das Funktional (C.1b) extremal werden ldsst und andererseits das Differentialglei-
chungssystem (C.1a) erfiillt. Wir beriicksichtigen die Nebenbedingungen mit Lagrange-
Multiplikatoren A

0 (C.6)

L= [ Flqw+A(f(ta.w - @)dt + St alt).

to
Mittels partieller Integration des Terms mit g vereinfacht sich der Ausdruck zu

t1

L= /tl (F(t, a,u) + Af(t.q,u) + ;\q) dt + S(t1,q(t)) — A\q

to

to
bzw. unter Verwendung der Definition (C.2) zu

t1

L= /tl <H(t,q,u,)\) + )\q) dt +S(t1,q(t1)) — Aq

to

to
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Wir wollen L nach v maximieren und betrachten daher Variationen von L zufolge einer
Anderung von w auf u + du und der entsprechenden Systemantwort von q auf q + dq

5L = /t:l K%—?; + ,'\) 5q + %—Zéu} dt + {%(tb a(t) — A(t1)| dq(t:) + A(to)dq(to).

Das gesuchte u maximiert L, womit die notwendige Bedingung L = 0 nur dann erfiillt
ist, wenn die Koeffizienten von du und dq verschwinden, was zu

oH oM

0 ou - 0 Alty) = ﬁ(ﬁ, q(t)) (C.7)

=
dq

fithrt. Falls der Anfangs- oder Endzustand von g auf einer Mannigfaltigkeit beschrinkt
wird, liefert

A(to)dq(to) =0 = A(to) L dg(to) (C.8)

(g_j<t1’q<tl)) _ A(h)) iq(t;) =0 = (g_j(tla q(t1)) — )\(tl)) 1Ldq(t1) (C.9)

den passenden Satz von Randbedingungen fiir A. Schreiben wir beispielsweise ein g; an
einer Stelle t, € {tg,t;} vor, so spricht man von einer kinematischen Randbedingung,
wobei fiir die entsprechende adjungierte Variable A;(¢,) keine Randbedingung angebbar
ist. Kann umgekehrt z.B. ¢;(;) frei variieren, ergibt sich die natiirliche oder dynamische
Randbedingung \;(t1) = g—;.

Weil der Fall der natiirlichen Randbedingung in der Betrachtung des kontinuierlichen
Fadens auftritt, geben wir eine verbale Interpretation an. Verlangen wir von einer Zu-
standsvaribalen, dass ihr Anfangs- oder Endwert auf einer Mannigfaltigkeit liegen soll,
dann liefert die Transversalitatsbedingung (C.9) eine zusétzliche Bedingung. Anschaulich
sucht man also ein Extremum einer Funktion, deren Randwert auf einer Mannigfaltigkeit
liegen muss. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass diese Bedingung nur zu erfiil-
len ist, wenn am Rand die gesuchte Funktion senkrecht auf die Mannigfaltigkeit steht.
Im einfachsten Fall steht die kiirzeste Verbindungskurve eines Punktes zu einer belie-
bigen Geraden senkrecht auf diese, da man sonst kiirzere Verbindungskurven angeben
konnte.
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