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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, die Darstellung von harmonischen und analytischen
Funktionen durch ihre Randwerte auf Distributionen zu verallgemeinern. Fiir
harmonische und analytische Funktionen gibt es aufbauend auf die Pois-
sonsche Integraldarstellung eine sehr fundierte Theorie, dafiir sei etwa auf
|Ros94| verwiesen. Zu diesem Thema lassen sich zwar verschiedenste Ver-
allgemeinerungen klassischer Resultate finden, dennoch gibt es bisher keine
einheitliche, leicht zugéngliche Literatur zu diesem Gebiet. Daher werden
in dieser Arbeit von der klassischen Theorie ausgehend analoge Resultate
fiir Distributionen in einer vereinheitlichten Notation sowie ohne Bedarf von
zusétzlichem speziellem Vorwissen entwickelt.

Die Arbeit besteht aus drei Abschnitten. In Kapitel 1 werden aufbauend
auf der Theorie der lokalkonvexen Vektorrdume die Distributionen rigoros
eingefiihrt.

Eine Einfiihrung in die Fouriertransformation und Laplacetransformation
fiir Funktionen und Distributionen folgt in Kapitel 2. Kapitel 3 wendet sich
dann der klassischen Theorie der harmonischen und analytischen Funktionen
zu. Dabei werden die Darstellungen mittels Cauchytransformation, Poisson-
integral sowie Cauchyintegral hergeleitet. Als Randwerte sind Funktionen
sowie Borel-Mafse zugelassen. Des weiteren werden die durch das Poissonin-
tegral induzierten Zusammenhinge zwischen Hardyrdumen und Funktionen-
rdumen erldutert.

Beginnend mit Kapitel 4 werden als Randwerte Distributionen betrach-
tet. Zunéchst wird hierbei die Darstellung von harmonischen Funktionen
mittels Poissonintegral auf immer gréfsere Distributionenrdume erweitert,
um dann einen Darstellungssatz fiir alle Distributionen zu beweisen. Ana-
log zum klassischen Fall gibt es Zusammenhénge zwischen den Raumen der
Randwerte und den R&umen der harmonischen Funktionen. Dieses Kapitel
folgt hauptsichlich den beiden Arbeiten [LiB85| und [LiS84|. Die Anwen-
dung dieses Kapitels beruht in erster Linie in Versuchen die Multiplikation
mittels harmonischer Darstellung auf Distributionen zu erweitern, hier sei
auf [Boi98| verwiesen. Kapitel 5 erweitert die Idee der Darstellung mittels
Cauchytransformation auf Distributionen. Zu diesem Themengebiet gibt es
am meisten Literatur. Dabei sei auf [Til53] und [Til61]| sowie [Brem65] ver-
wiesen. Die meisten Arbeiten beziehen sich aber auf h6herdimensionale Ver-



allgemeinerungen und speziell auf kegelférmige Bereiche, die in der Physik
eine Rolle spielen (Lichtkegel). Distributionelle Randwerte sind insbesonders
in der Quantenfeldtheorie von Bedeutung, wo die Vakuums-Erwartungswerte
Distributionen sind. Hier sei auf [Con71]|, [Con71| sowie [Con68| verwiesen.
Viele Resultate und Referenzen hierzu sind in [Car89] zu finden. Kapitel 6
verallgemeinert schlieklich das Cauchyintegral auf eine spezielle Klasse von
Distributionen und zeigt so, wie man die Hardyrdume verallgemeinern kann.
Wiederum sind Anwendungen hauptséchlich in der Physik zu finden. Ein
Buch dazu, das zusitzlich noch auf einige Anwendungen eingeht, ist [Bel66].
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Kapitel 1

Einfihrung in die
Distributionen

1.1 Ubersicht

Der Begriff | Distribution® ist am engsten mit der ,Delta-Distribution“ ver-
kniipft. Sie tauchte implizit bereits sehr frith (1822) bei Fourier in Verbindung
mit den Fourier Reihen auf. Explizit fiihrte sie Paul Dirac fiir die Quanten-
mechanik als eine juneigentliche Funktion* mit folgenden Eigenschaften ein:

d(z)=0firx#0

/ ¢(z)d(x)dx = ¢(0) fiir ¢(z) hinreichend glatt.
R

Natiirlich stehen die beiden Punkte dieser Definition in einem Widerspruch
zueinander, da das Integral iiber eine Funktion, die fast iiberall verschwindet,
0 ergeben miisste.

0(z) kann daher nicht einfach als normale Funktion aufgefasst werden,
iiber die man im herkdmmlichen Sinn integriert, sondern man muss eine
Erweiterung des Funktionenbegriffs einfiihren, in der dieser Widerspruch ge-
16st wird. An eine solche Erweiterung werden auch andere Forderungen ge-
stellt, da es speziell in der Differentialrechnung Probleme mit dem klassischen
Funktionenbegriff gibt. Die Klasse der Distributionen sollte daher folgende
Eigenschaften erfiillen:

e Jede Funktion ist auch eine Distribution.
e Rechenregeln, die fiir Funktionen gelten, sollen erhalten bleiben.
e Jede Distribution ist differenzierbar.

e Vertauschung von Grenzprozessen soll allgemein gelten.
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Wie wir spiter sehen werden, erfiillen die Distributionen all diese Forde-
rungen und sind daher fiir praktische Anwendungen oft viel einfacher und
eleganter zu beniitzen als klassische Funktionen.

Es gibt mehrere Zuginge, um Distributionen zu definieren, die wir kurz
skizzieren wollen. Wichtig ist, dass eine Distribution, wie wir es bei der Delta-
Distribution gesehen haben, auf eine hinreichend glatte Funktion ,angewen-
det wird“. Hinreichend glatt wird so formuliert, dass f(z) einem bestimm-
ten Funktionenraum, dem so genannten , Testfunktionenraum®, entstammen
muss. Wir miissen daher kliren, wie diese Anwendung zu erfolgen hat, da wir
gesehen haben, dass das Integral in diesem Zusammenhang die geforderten
Eigenschaften nicht erfiillt.

e Stetige lineare Funktionale auf Testfunktionenriumen

Um den Funktionenbegriff zu erweitern, gehen wir zuerst von einer
integrierbaren Funktion f aus. Diese fassen wir als eine Abbildung T
auf, die jeder Testfunktion ¢ die Zahl [, f(x)@(x)dx zuordnet.

Wollen wir nun den Funktionenbegriff auf Distributionen erweitern,
lassen wir neben den Abbildungen Ty auch andere lineare Abbildungen
vom Testfunktionenraum auf R zu. Fiir die Delta-Distribution ersetzen
wir das nicht sinnvoll definierbare Integral ¢ — [ ¢(x)d(z)dz = ¢(0)
durch die lineare Abbildung:

5 3(0).

Wir werden im folgenden diesen Zugang wéhlen, da er der Eleganteste ist
und auch von Schwarz bei der Einfithrung der Distributionen gew&hlt wurde.
Speziell fiir Physiker und Ingenieure wurden noch andere Zugénge entwickelt,
die auf den ersten Blick etwas anschaulicher wirken und keiner funktional-
analytischen Grundlagen bediirfen.

e Spezielle Aquivalenzklassen geeigneter Cauchy-Folgen

Bei diesem Zugang ersetzten wir das Integral [ f(x)¢(x)dz nicht durch
eine lineare Abbildung, sondern durch eine Grenzwertfolge, womit wir
wieder einen erweiterten Funktionenbegriff erhalten:

lim [ fu(2)é(x)da
R

n—~oo

Damit dieser Ausdruck sinnvoll ist, fordern wir aukerdem, dass
(Jg fn(z)o(z)dz) ey Hir alle geeigneten Testfunktionen ¢ eine Cauchy-
folge bildet.

Als Darstellung der Delta-Distribution kann man z.B.

fn(x) = %en:ﬁ
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wihlen, denn sie erfiillt die Eigenschaften der Delta-Distribution

wobei ¢(x) hinreichend glatt, also eine Testfunktion, sein muss.

Da es auch andere Folgen gibt, die die gleiche Eigenschaft haben, de-
finiert man, dass zwei Folgen g, und h, &quivalent heifsen, wenn gilt:

lim [ fu(x)é(z)de = lim [ g,(z)o(z)dz.

n—oo Jp n—oo Jr
Damit lisst sich die Delta-Distribution mit einer Aquivalenzklasse von
Cauchy-Folgen von Funktionen identifizieren.

Lokal als schwache Ableitung stetiger Funktionen

Dieser letzte und am seltensten verwendete Zugang zur Distributionen-
theorie geht von der Idee der partiellen Integration aus:

/ fl(@)d(@)de = f(2)d(2)| 13 — / f(x)¢' (x)dz =
R R

- | 1@ @y

falls ¢(x) im Unendlichen hinreichend stark abfillt, was wir von Test-
funktionen immer fordern werden.

Falls man f(z) nicht ableiten kann, kann man trotzdem den Ausdruck
Jz f'(x)¢(x)dz bilden, indem man — [ f(x)¢'(x)dz berechnet. Wenn
man f(x) mit der Distribution und ¢(x) mit der Testfunktion identifi-
ziert, bedeutet daher die schwache Ableitung, die Ableitung im Sinne
der Distributionen, dass man die negative Ableitung der Testfunktion
bilden muss.

Wir wollen nun zeigen, wie man durch die Ableitung in diesem Sin-
ne auf die Delta-Distribution kommt. Die Heaviside Sprungfunktion
erhalten wir durch Ableitung einer stetigen Funktion (f(z) = 0 fiir
x <0 und z fiir z > 0).

0: <0
O(x) = v , Heaviside Sprungfunktion
1: z>0

Leiten wir im Sinne der Distributionen 6(z) ab, erhalten wir §(x), weil
die Ableitung im Sinne der Distributionen von 6(x) die Eigenschaft
Delta-Distribution erfiillt:

- [ ba)t@yda = [ "1 ¢ (w)de = —g(o00) + B(0) = B(0).
R 0
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1.2 Funktionalanalytische Grundlagen

Fiir die Definition der Distributionen {iber Testfunktionenriume bendtigen
wir gewisse Grundlagen der linearen Algebra und der Funktionalanalysis.

1.2.1 Vektorraum

Definition 1.1 (K-Vektorraum) Fin Vektorraum V dber einem Kérper
K, kurz K-Vektorraum, ist eine Abelsche Gruppe (V,+), auf der zusdtzlich
eine Multiplikation mit einem Skalar aus K erkldart ist:

S KxV -V

Die Skalarmultiplikation muss dabet fiir alle u,v € V und o, 8 € K folgende
Eigenschaften erfillen:

o Assoziativitit: o (8- v) = (a- ) - v.
o Distributivitit: o - (u+v) = -u+a-v.
o Kommutativitat: (o + ) -v=a-v+ (- v.

o Neutralitat der 1: 1-v =.

Definition 1.2 (Eigenschaften linearer Riume) Sei V' ein Vektorraum
iber K und E CV, dann heiffit E

e Konvex, falls fur alle x,y € E,0 < X <1 gilt, dass \x + (1 — Ny € E.
o Kreisformig, falls fir alle x € E, )\ € K, |\ <1 gilt, dass Az € E.

o Absorbierend, falls fiir alle x € V' ein t > 0 existiert, mit tx € E.

Definition 1.3 (Lineare Abbildung zwischen Vektorriumen) Seien
Vi, Vo zwei K-Vektorraume, dann heifst eine Abbildung T : Vi — Vb linear,
falls fir alle u,v € V und o, 8 € K gilt:

T(a- v+ B-v2) = aT(vi) + BT (v2)
Eine lineare Abbildung erfiillt folgende Eigenschaften:
e 7(0)=0

e Das Bild eines Untervektorraums U < Vi ist ein Unterraum von Vs,
also T'(U) < Va. Speziell nennt man 7'(V;) den Bildraum.

e Das Urbild eines Untervektorraums U < V5 ist ein Unterraum von V7,
das heiftt T-1(U) < V1. Speziell nennt man T-1({0}) den Kern.
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1.2.2 Topologischer Raum

Definition 1.4 (Topologischer Raum) Sei X eine Menge, und T ein
System von Mengen: T C P(X).
(X, T) heifit topologischer Raum, wenn T folgende Eigenschaften erfillt.

(01) 0,X €T
(02) U;ceT,icl= ;g ;UicT
(08) Uy,...,U, eT:ﬂ}"‘zl U T

Die Elemente von 7 nennt man offene Mengen im topologischen Raum, ihre
Komplemente abgeschlossene Mengen. Der Abschluss einer Menge A ist die
kleinste abgeschlossene Menge die A enthélt.

Die iibliche Topologie auf R zum Beispiel wahlt als offene Mengen jene
Mengen, die sich als Vereinigung von offenen Intervallen darstellen lassen.
Eine kurze Rechnung zeigt, dass dieses Mengensystem die geforderten Ei-
genschaften erfiillt.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum, dann bezeichnen wir U C 7 als Basis
der Topologie 7, falls sich jede Menge aus 7 als Vereinigung von Mengen
aus U schreiben ldsst.

Als Subbasis bezeichnen wir eine Menge V C 7 dann, wenn
X U{NiL,Vi: V; € V} eine Basis von 7 ist. Sei V C P(X), dann existiert
genau eine Topologie fiir welche V eine Subbasis ist.

Seien 77 und 73 zwei Topologien auf X, so nennt man 77 feiner als 7s,
falls 73 mehr offene Mengen als 73 enthilt, und gréber, falls 7o mehr offene
Mengen als 77 enthélt.

Als offene Umgebung U von einem Punkt x bezeichnet man eine offene
Menge, die x enthélt. Eine Umgebung von x ist eine Menge, die eine offene
Umgebung von x als Teilmenge besitzt.

Wir definieren weiter den Umgebungsfilter 4(x) als die Menge aller Um-
gebungen von z. Man kann iiber die Umgebungsfilter offene Mengen charak-
terisieren.

Satz 1.5 FEine Menge O C X ist offen (d.h. O € T) & Vr e O: 0 € U(x)

Beweis: ;= Ist O offen und = € O, dann gilt per Definition x € (x).
,<=“ Fir alle x € O gibt es, wegen O € #(x), nach Definition eine offene
Menge V, C O, die x enthilt.

Konstruieren wir die Menge V' := J,co Vz, so ist diese als Vereinigung von
offenen Mengen offen, weiters gilt:

O CV da jedes V; in O liegt.

O DV dajedes x € O in V; und damit in V' liegt.

Insgesamt erhalten wir also O = V', also ist O offen. a
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Satz 1.6 Wenn fiir zwei Topologien auf X, Ty und Ts, gilt, dass fiir jedes
re X, U(x)=U(x), folgt T = Ts.

Beweis: Eine Menge O C X ist offen beziiglich 77, falls O € i (z) fiir alle
x € X. Dies ist dquivalent zu O € Us(z) fiir alle z € X und damit zu O € 7T5.
O

Umgebungsfilter werden wir durch folgende Eigenschaften charakterisieren:

Satz 1.7 Die Umgebungsfilter {{(x) : © € X} erfiillen:

(U1) U (x) ist nichtleer; x € U fir alle U € U(x).

(U2) Uecll(z), VCXundUCV =V eilzx).

(U3) Uy,....Up € U(z) = Uy N ...N Uy € 8(z).

(U4) YU € U(x)3AV € U(x),V C U sodass U € L(y) fir alley € V.

Beweis: (U1/2): Aus der Definition offensichtlich.

(U3): Per Definition gibt es offene Mengen O;,...0, mit x € O; C U,.
Weiters ist O := O1 N ... N O, offen und nach Konstruktion gilt x € O C
UinNn..NnU,.

(U4): Per Definition gibt es eine offene Menge V' € U(z) mit z € V C U und
nach Satz 1.5 gilt fiir alle y € V'V € 4U(y), womit nach (U3) die geforderte
Eigenschaft folgt. ad

Man kann aus einer Familie von Umgebungsfiltern eine Topologie zuriickge-
winnen, die [dee kommt dabei aus Satz 1.5.

Satz 1.8 Einer Menge X kann mittels einer Familie von Mengen
{Mz) : x € X}, die die Eigenschaften (U1)-(U4) erfillt, eine Topologie T

zugeordnet werden.:
T ={UCcX:VeeU:Uceizx)}
U(x) ist ein Umgebungsfilter dieser Topologie T

Beweis:

(01): Nach (U2) folgt X € {(z) Va € X und per Definition gilt () € 7.
(02): Sei {U; :i € I} eine Familie von Mengen aus 7. Fiir beliebiges = €
U := U,;c; Ui gibt es einen Index ig € I mit x € Uy,. Nach Definition gilt
Ui, € 4(x) und nach (U2) U € U(z), also U € 7.

(03): Fiir Uy, ...U,, € T und beliebiges x € U := U; N...N U, gilt nach (U3)
U € U(x) und damit wieder U € 7. O

In der Folge werden wir zur Beschreibung einer Topologie nicht den Begriff
des Umgebungsfilters, sondern den der Umgebungsbasis verwenden:
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Definition 1.9 (Umgebungsbasis) Sei (X,7) ein topologischer Raum,
x € X, W(x) C U(x), dann heifit W(x) Umgebungsbasis <

VW ell(z) 3U e W(z):UCV

Den Umgebungsfilter 4(z) erhalten wir dann als die Menge aller Teilmengen
von X, die eine Menge aus 20(z) enthalten:

Ux)={VCX:WeW):UcCV}

Definition 1.10 (Hausdorff-Raum) (X,7) heifit Hausdorff-Raum, falls
es zu je zwei Punkten x,y € X, x #y Umgebungen U € U(z) und V € U(y)
gibt, sodass gilt:

unv =40.

Definition 1.11 (Konvergenz) Wir sagen, die Folge (x;)nen € X konver-
giert gegen x € X, in Zeichen x; — x, falls in jeder Umgebung von x fast
alle (d.h.: alle bis auf endlich viele) Folgenglieder liegen.

Wie aus der Definition ersichtlich, besitzt jede Folge in einem Hausdorff-
Raum hochstens einen Grenzwert.

Definition 1.12 (Stetige Abbildung zwischen topologischen Riumen)
Seien (X1,71), (X2,72) zwei topologische Raume, dann heifit eine Abbildung
T : Ty — Ty stetig in x, falls fir alle Ungebungen U von T(x) folgt, dass
T~YU) eine Umgebung von x ist. Diese heift stetig, wenn sie fiir alle x € X1
stetig 2st.

1.2.3 Initiale und finale Topologie

Satz 1.13 Sei X eine Menge, (Yi,7;) topologische Riume und f; : X —
Y;,i € I Abbildungen, dann existiert genau eine Topologie T auf X, sodass
alle Abbildungen f; . (X,T) — (Y;,T;) stetig sind.

Diese Topologie T, genannt tnitiale Topologie hat folgende universelle Ei-
genschaft: Sei (Y,Ty) ein topologischer Raum und g : Y — X eine Abbil-
dung, dann ist g : (Y, Ty) — (X, 7) genau dann stetig wenn alle Abbildungen
fiog: (Y, Ty) — (Y3, T;) stetig sind.

Eine Subbasis von T ist gegeben durch J;c; f; ' (T5).

Beweis: Ohne Beweis. O

Spurtopologie

Sei (Y, 7) ein topologischer Raum, sei X C Y eine Teilmenge und bezeichne
t: X — Y, «(z) =z die kanonische Einbettung, dann ist die Spurtopologie
die initiale Topologie beziiglich der Abbildung ¢.
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Produkttopologie

Seien (X;,7;),i € I topologische Riaume, sei X := Il;cr und seien m; : X —
x;, mi((zi)ier) = x; die kanonischen Projektionen, dann ist die Produkttopo-
logie die initiale Topologie beziiglich der Familie von Abbildungen m;, ¢ € I.

Satz 1.14 Sei X eine Menge, (Y;,7;) topologische Raumen und f; : Y; —
X,i € I Abbildungen, dann existiert genau eine Topologie T auf X, sodass
alle Abbildungen f; : (Y;,T;) — (X, 7) stetig sind.

Diese Topologie T, genannt finale Topologie, hat folgende universelle Ei-
genschaft: Sei (Y, Ty ) ein topologischer Raum und g : X — Y eine Abbildung,
dann ist g : (Y, Ty) — (X,7) genau dann stetig, wenn alle Abbildungen
go fi: (Yi, T;) — (Y, Ty) stetig sind.

Die Topologie T ist gegeben durch T = {O C X: fi_l(O) €71 Vic I}.

Beweis: Ohne Beweis. O

Strikt induktiver Limes

Seien (X;,7;),i1 € I topologische Rdume mit X; C X, fur i < j, sei X =
Uier Xi und seien ¢; : X; — X, (;(x) = z die Einbettungen, dann ist der
strikt induktive Limes (X,7) der Raume (X;,7;), die finale Topologie be-
ziiglich der Familie von Abbildungen ¢;, ¢ € I.

1.2.4 Topologischer Vektorraum

Wenn wir nun einen Vektorraum zusitzlich mit einer Topologie versehen,
miissen die linearen Operationen des Vektorraums nicht notwendigerweise
stetig sein. Wir fordern daher von einem topologischen Vektorraum:

Definition 1.15 (Topologischer Vektorraum) FEin topologischer Vektor-
raum ist ein Vektorraum X, der zusdtzlich mit einer Topologie T ausgestatiet
ist, sodass die folgenden Abbildungen stetig sind:

+: X xX > X (x1,29) = 1 + z2.

G KxX —-X (Az)— A

Die Stetigkeit der Addition beziiglich der Produkttopologie bedeutet, dass
zu jedem x1, 72 € X und zu jeder Umgebung V' € U(z1 + z2) Umgebungen
Uy € U(x1), Uz € U(z2) mit Uy + Us € V existieren. !

Die Stetigkeit der Skalarmultiplikation bedeutet, dass fiir alle A\g € K,z €
X und jeder Umgebung V' € $(A\gz), eine Umgebung U € $4(x) und ein € > 0
existiert, sodass AU C V fiir alle |A — Ag| < € gilt.

Da die Translation und Skalarmultiplikation mit fixen X stetig ist, folgt
die folgende Charakterisierung der Umgebungsbasen:

'Wir verwenden folgende Notation: = + U := {x+U:uc U}, U +V =
{u+v:ue UyveV}und \U :={ u:uecU}
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Satz 1.16 Sei X ein topologischer Vektorraum mit Umgebungsfiltern $A(x)
und Umgebungsbasen 20(x), dann gilt:

1. W) ={x+U:U € U(0)}
(Sowie analog 20(0) ist eine Nullumgebungsbasis <
{z+U:U €2(0)} ist eine Umgebungsbasis von x.)

2. Fiir alle A € K gilt: U € 84(0) < AU € 4(0).

Sind umgekehrt diese Eigenschaften erfiillt, so ist die Skalarmultiplikation
stetig. Aus den beiden Eigenschaften folgt U € U(x) & AU € U(\z), da-
mit ist eine Umgebung von Az von der Form AU mit U € U(z). Wegen
/\(A—/\OU) C MU und da (%U) € U(x) gilt, ist die Stetigkeit gezeigt.

Die Addition ist ebenfalls stetig, weil eine Umgebung von 1 + xo die
Form x; + x2 + U mit U € Y(0) hat.
Es gilt 1 + %U + x9 + %U C 21+ U+ 29+ U. Wir haben daher fiir eine
gegebene Umgebung von 1 + x2 Umgebungen von 1 und z2 gefunden, die
die fiir die Stetigkeit geforderte Bedingung erfiillen.

In einem topologischen Vektorraum reicht damit die Nullumgebungsbasis
zur Beschreibung der Topologie aus. Eigenschaften der Nullumgebungsbasis
sind:

Satz 1.17 In einem topologischen Vektorraum (X,T) ist jede Nullumge-
bungsbasis absorbierend.

Beweis: Da fiir alle x € X die Abbildung K — X, A — Ax an der Stelle A =0
stetig ist, gilt fiir alle Umgebungen W von 0 = Oz: Es existiert ein ¢ > 0 mit
treW. O

Satz 1.18 In jedem topologischen Vektorraum (X, T ) existiert eine kreisfor-
mige Nullumgebungsbasis. Besitzt der topologische Vektorraum eine konve-
ze Nullumgebungsbasis, so ist die kreisformige Nullumgebungsbasis ebenfalls
konvexz.

Beweis: Wegen der Stetigkeit von (A,z) — Az an der Stelle (0,0) gibt es
fiir jede Nullumgebung U € $4(0) ein » > 0 und eine Nullumgebung V' mit
W= {tx:|t| <r,z €V} CU. W ist nach Konstruktion kreisformig.

Sei w := A(tx) + (1 — A\)(sy), [t],|s| < r eine konvexe Kombination von
Elementen aus W. Es gilt v := /\H()f;)\)sx + )\t(J:(_li)i)sy € V fiir V konvex.
Es gilt w = (At 4+ (1 —A)s)v € W, da |Xt + (1 — \)s| < r. Damit ist gezeigt,
dass W konvex ist. O

1.2.5 Lokal konvexe Vektorraume

Definition 1.19 FEin lokal konvexer Vektorraum ist ein topologischer Vek-
torraum, der eine Nullumgebungsbasis aus konveren Mengen besitzt.
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Jede Menge einer Nullumgebungsbasis ist nach Satz 1.17 absorbierend, was
wir daher in Folge nicht immer explizit anfiihren werden. Wir werden aufser-
dem immer mit einer Nullumgebungsbasis aus kreisférmigen Mengen arbei-
ten, was nach Satz 1.18 stets moglich ist. Lokal konvexe Vektorrdume sind
eng mit Seminormen verkniipft. Wie wir zeigen werden, kann man jede Topo-
logie eines lokal konvexen Vektorraums durch eine Familie von Seminormen
erzeugen.

Definition 1.20 (Seminorm) Sei X ein Vektorraum und p : X — [0, 00).
p heifit Seminorm, wenn fir alle x,y € X und o € C gilt:

(81) p(z +y) <p(z) +p(y)
(82) pla-x) = |afp(z)
Elementare Eigenschaften einer Seminorm sind:
e p(0)=0
e p(z) 20
e Dreiecksungleichung nach unten: Va,y € X : [p(z) — p(y)| < p(x —y)

Zum Vergleich zweier Seminormen p; und py auf einem Vektorraum X
definiert man:
P <prepi(z) <ps(x) Ve e X

Definition 1.21 (filtrierend) Ein System von Seminormen P auf einem
Vektorraum heifit filtrierend, falls es zu zwei beliebigen Seminormen p1,p2 €
P eine Seminorm q € P gibt, sodass gilt:

p1 < qund ps <gq

FEine einfache Methode, um aus einem beliebigen System von Seminormen
Py ein filtrierendes System von Seminormen P zu bilden, ist einfach, die
Maxima endlich vieler Seminormen aus Py zu bilden.

pEPES dp,..pn €EPy:p= max p;
)

Wir werden daher in Folge immer mit filtrierenden Systemen von Seminor-
men arbeiten, was keine Einschrénkung ist.

Mit einer Seminorm p kann man auf einem Vektorraum X den Begriff
der offenen p-Kugel vom Radius € definieren:

V(p,e):={zr € X : p(x) < €}.

Satz 1.22 Sei X ein Vektorraum und p eine Seminorm auf X, dann gilt fiir
alle € > 0, dass V(p,€) konvex, kreisformig und absorbierend ist.

10
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Beweis: konvex: Seien z,y € V(p,€),0 < A < 1.

p(Az + (1= N)y) < p(Az) +p((1 - N)y) =

Ap(z)+ (1 =MNply) <Ae+(1—=Ne=€ec=Ix+(1—-Ny € V(p,e).
kreisformig: Seien x € V(p,e€), || < 1.

p(Az) = [Alp(z) < p(z) < e= Az € V(p,e).

absorbierend: Sei x € X, t := W.

Es gilt: p(z) = § =1 < § < £, Also p(tx) = tp(x) < e = tx € V(p,e). O

Satz 1.23 Sei X ein K-Vektorraum und P = (p;)icr eine filtrierende Fami-
lie von Seminormen auf X. Dann erzeugt P Umgebungsbasen einer Topologie
T’P;

W(z) =z + 2W(0) mit W(0) :={V(p,¢) :p € P,e > 0},

diese erzeugen Umgebungsfilter (x), die (X, Tp) zu einem lokal konveren
Vektorraum machen.

Beweis: Um zu zeigen, dass (x) Umgebungsfilter dieser Topologie sind,
reicht es wegen Satz 1.7, die Eigenschaften (U1)-(U4) zu iiberpriifen.
(U1) Wegen 0 € V(p,¢) gilt z € x + V(p,e) C U.

(U2) Sei U € U(x),U C V, dann gilt nach Definition V' € U(z).

(U3) Seien Uy, ..., U, € U(x), dann gilt fiir gewisse P;,er:  + V(p1,€1) C
Ui, ....x+V (pn, €,) C U,. Definieren wir € := min{ey, ..., €, } und wihlen wir
eine Seminorm p > p1,...,p > pp, dann gilt: z + V(p,€) C (z+ V(p1,€1)) N
N (x+V(pp,€r)) C UL N...N U, und damit Uy N ... N U, € U(x).

(U4) Sei U € U(x) und definieren wir V := x4 V(p, §) C U. Dann gilt fiir
alley e V:Uy) >y +V(p,§5) Cxz+Vip,5)+V(p, 5) =2+ V(p,e). Damit
gilt fiir alle y € V : U € U(y).

Die Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation folgt direkt aus der
Form der Umgebungsfilter. O

Beziiglich dieser Topologie sind die Seminormen p; : X — K stetig. Es
reicht, die Stetigkeit bei 0 zu zeigen. Sei p stetig in 0, da p(0) = 0, gibt es eine
Nullumgebung U mit p(u) < € fiir alle w € U. Wegen der Dreiecksungleichung
nach unten gilt ebenfalls |p(x + u) — p(x)| < p(u) < €, womit klar ist, dass
p iiberall stetig ist. Es reicht daher, die Nullumgebungen zu betrachten, in
[0, 00) sind die Umgebungsbasen [0,¢) und es gilt: p~1([0,€)) = V(p, €) ist
eine Umgebung in X. Daraus folgt die Stetigkeit.

Diese Topologie ist sogar die Grobste, beziiglich der alle Seminormen
stetig sind. Es ist die initiale Topologie beziiglich der p € P.

Satz 1.24 Sei P ein filtrierendes System von Seminormen auf X, dann gilt:
Eine Seminorm q : X — [0,00) auf X ist stetig beziiglich Tp < Es gibt ein
A >0 und ein p € P mit ¢ < Ap.

Beweis: Wegen der Stetigkeit der Addition reicht es wieder, Nullumgebungen
zu betrachten.

11



Kapitel 1. Einfithrung in die Distributionen

»,=" Aus der Stetigkeit von ¢ folgt, dass V(g,1) eine Nullumgebung ist,
damit folgt, dass es ein p € P,e > 0 gibt mit V(g,1) D V(p,€), woraus
q < %p folgt.

»<"“ Aus ¢ < Mp folgt V(q,€) D V(p, ), was eine Nullumgebung ist, womit
auch V(g, €) eine Nullumgebung ist, woraus die Stetigkeit folgt. O

Umgekehrt kann man sogar zeigen, dass jeder lokal konvexe Vektorraum
durch eine filtrierende Familie von Seminormen entsteht, dafiir brauchen wir
gewisse Vorbereitungen.

Definition 1.25 (Minkowski-Funktional) Sei X ein Vektorraum und
E C X absorbierend. Dann definieren wir das Minkowski- Funktional
pug X —[0,00):

pe (z) :==inf {t > 0: tlre E}

Satz 1.26 Sei E € X konver, kreisformig und absorbierend. Dann ist ug
eine Seminorm auf X.

Beweis: (S1): pup(z +vy) < pgp(x) + pup(y): Seien z,y € X, e > 0. Dann
gibt es t < pp(x) +€,5 < pp(y) + emit 7,2 € E. Da E konvex ist, folgt:
iii’ = S%t%%-s%t% EE=up(x+y) <s+t=pup(x)+psly) + 2.

(82): pp(Az) = [Mpp(@): pp(Az) =inf {t > 0: ¢t 1Az € A} =

inf {t >0: tilﬁm S ﬁA} = da kreisformig = {t >0:tlwc ﬁA} =

= [Ainf {t > 0:t7 'z € A} = |A|pp(z). O

Satz 1.27 Sei (X,7) ein lokal konvezer Vektorraum und 20(0) eine Nul-
lumgebungsbasis aus konvezen, kreisformigen, absorbierenden Mengen. Dann

bildet Pt = (LE)Eeaw(o) eine Familie von filtrierenden Seminormen.
Pr induziert wieder die Topologie T (dh.: T =Tp).

Beweis: Wegen Satz 1.26 sind die pg Seminormen.

Es reicht, um 7 = 7p zu zeigen, die Gleichheit der Nullumgebungsbasen
zu zeigen. Das machen wir, indem wir zeigen, dass fiir £ € 20(0) und jedes
0<e<l, (1—eECV(ug,1)C E gilt.

Aus z € (1 — €)F folgt pp(xr) <1 —-c€alsox € V(ug,1). Ist x € V(ug, 1),
also pp(x) < 1, so folgt t~'z € E fiir ein t < 1. Wegen der Kreisférmigkeit
folgt © = tt~1x € E. a

Mit Satz 1.23 und Satz 1.27 kénnen wir jetzt folgenden Satz formulieren:

Satz 1.28 Sei X ein Vektorraum. Dann ist (X, T ) ein lokal konvezer Vek-
torraum < Es existiert eine Familie von filtrierenden Seminormen P auf X,
die die Topologie T erzeugt.

12



Kapitel 1. Einfithrung in die Distributionen

Definition 1.29 (separierend) Ein System von filtrierenden Seminormen
P auf einem Vektorraum heifit separierend, falls es zu jedem x € X, x # 0
ein p € P mit p(x) > 0 gibt.

Satz 1.30 Ein lokal konvezer topologischer Vektorraum ist Hausdorff < Das
System von filtrierenden Seminormen P, das die Topologie erzeugt, ist sepa-
rierend.

Beweis: ,=* Sei (X,7p) Hausdorfl, dann gibt es nach Definition zu jedem
x € X,z #0Mengen U,V € Tp mit x € U,0 € V und UNV # (. Nach
Definition von 7p gibt es p,q € P mit (z + V(p,€e1)) € U,V (q,€e1) € V und
damit (z 4+ V(p,e1)) NV (g, e1) =0, also q(x) > ez > 0.

<= Sel 11,19 € X, x = x9 —x1 # 0 gegeben, so gibt es nach Definition ein
p € P mit € := p(z) > 0. Daraus folgt (z1 + V(p,5)) N (z2+ V(p,5)) = 0.

Denn sei y ein Punkt aus diesem Durchschnitt, dann gibt es 21, z2 € V(p, §))
mit y = 1 + 21 = T2+ 22, also * = 3 — 1 = 21 — 22 und somit gilt
e =p(x) = p(z1—21) < p(x1) +p(r2) < $+5 = €, was zu einem Widerspruch
fihrt. O

1.2.6 Konvergenz in einem lokal konvexen Vektorraum

In diesem Abschnitt wollen wir Konvergenz, Cauchy-Folge und Stetigkeit auf
einen lokal konvexen Vektorraum (X, 7p) iibertragen, indem wir mit offenen
p-Kugeln arbeiten.

Satz 1.31 Fine Folge (z;) konvergiert beziglich der Topologie Tp gegen x
& fir alle p € P gilt p(x; — x) — 0 (also Ye > 0 I(p,e) : Vi > I(p,e) :
plz; —x) <€)

Beweis: ,=“ Da fiir jedes z € X die Translation stetig ist, konvergiert
x; —x — x —x = 0, und damit gilt p(z; — x) — p(0) = 0 fiir jede stetige
Seminorm.

»<=" Sei U eine Umgebung von x, dann existiert eine Seminorm p € P und
ein € > 0 mit (z + V(p,€e)) C U. Wegen p(z; —x) — 0, also p(x; —x) < € fiir
i > I(p,¢€), gilt daher z; € U fir i > I(p,¢€), also x; — . O

Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert, falls X ein Hausdorff-Raum ist,
d.h. falls P separierend ist. Weiters definieren wir: (x;) ist eine Cauchyfolge
< Fiirallep € Pund e > 031 (p, €), sodass fiir alle 4, j > I(p, €) p(zi—x;) < €
gilt.

Definition 1.32 (vollstindig) Ein lokal konvezer Vektorraum (X, Tp)
heifst folgen-vollstindig, folls jede Cauchyfolge gegen einen Punkt in X kon-
vergiert.

13
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1.2.7 Stetigkeit in einem lokal konvexen Vektorraum

Auf lokal konvexen Vektorrdumen lésst sich Stetigkeit linearer Funktionen
auf mehrere dquivalente Arten klassifizieren.

Satz 1.33 Seien (X,Tp, ) und (Y ,Tp, ) lokal konveze Vektorrdume, die Haus-
sdorff sind und sei f: X — Y eine lineare Funktion, dann ist dquivalent:

1. f stetig.
2. f stetig bei 0.

3. Fiir jede stetige Seminorm q in'Y ist qo f eine stetige Seminorm in
X.

4. Zu jeder Seminorm q € Py ewistiert eine Seminorm p € Px und ein

A >0 mit q(f(z)) < Ap(z) Vo € X.

Beweis: (1 < 2) Gilt fiir lineare Funktionen in beliebigen Riumen.

(1 = 3) q ist eine stetige Seminorm, f ist stetig und linear = ¢ o f ist eine
stetige Seminorm.

(3 = 2) Sei U = V(q,¢) eine Umgebung von f(0) = 0 in Y, dann ist
f~YU) = V(qo f,e) eine 0-Umgebung in X, womit die Stetigkeit bei 0
gezeigt ist.

(3 & 4) Folgt aus Satz 1.24. O

1.2.8 Initiale Topologie auf lokal konvexen Vektorridumen

Wir wollen nun analog zur in Satz 1.13 eingefiihrten initialen Topologie, fiir
lokal konvexe Vektorrdume und lineare Abbildungen eine initiale Topologie
konstruieren.

Satz 1.34 Seien (Y;,Tp,),i € I, lokal konvexe Vektorrdume, X ein Vektor-
raum und f; : X — Y;, 1 € I, eine Familie von linearen Abbildungen. Dann
wird durch die Familie von Seminormen

P=J{aofi:qeP}

i€l

eine Topologie auf X induziert. Sie ist die grobste Struktur (dh die mit den
wenigsten Seminormen), beziiglich der alle fy, stetig sind. Wir nennen diese
Topologie die initiale Topologie.

Sie hat folgende universelle Eigenschaft: Sei (Y, Tp, ) ein lokal konvezer
Vektorraum und g : Y — X eine lineare Abbildung, dann ist g : (Y, Tp,) —
(X,T) genau dann stetig, wenn alle Abbildungen f;og: (Y, Ty) — (Y, T;)
stetig sind.

14
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Beweis: Die f; sind genau dann stetig, wenn fiir alle stetigen Seminormen ¢
auf Y; ¢ o f; eine stetige Seminorm auf X bildet. Folglich ist P die kleinste
Familie von Seminormen, beziiglich der alle f; stetig sind.

Fiir die lineare Abbildung ¢g: Y — X, gilt:

f ist stetig<= Vg e P:g(x; —x) — 0

< VEkVp € Py :po fr o f ist stetig < Vk : fi o f ist stetig,

womit die universelle Eigenschaft gezeigt wire. O

Der so erzeugte Raum ist wegen Satz 1.27 ein lokal konvexer Vektorraum.
Fiir die Spurtopologie auf einem linearen Teilraum Y eines lokal konvexen
Vektorraums X folgt, dass die Seminormen auf ¥ genau die Seminormen auf
X, eingeschrinkt auf Y, sind.

1.2.9 Finale Topologie auf lokal konvexen Vektorrdumen

Wir wollen jetzt die in Satz 1.14 eingefiihrte finale Topologie ebenfalls fiir
lokal konvexe Vektorrdume betrachten.

Satz 1.35 Seien (X;,7p,),i € I lokal konvexe Vektorrdume, Y ein Vektor-
raum und f; : X; — Y 1 € I eine Familie von linearen Abbildungen. Dann
wird die finale Topologie durch die Familie von Seminormen

P = {p Seminorm auf Y : po f; € P;}
erzeugt.

Beweis: Die f; sind genau dann stetig, wenn fiir alle stetigen Seminormen po f;
auf Y, p eine stetige Seminorm auf X; ist. Erfiillt p diese Voraussetzungen,
8o ist p nach Definition in P und damit ist die so erzeugte Topologie die
Finale. O

Der so erzeugte Raum ist wegen Satz 1.27 ein lokal konvexer Vektorraum. Ge-
nau wie fiir topologische Raume lésst sich der strikt induktive Limes (X, 7)
der lokal konvexen Vektorraumen (X, 7;) bilden. Der strikt induktive Limes
ist wieder ein lokal konvexer Vektorraum.

1.2.10 Dualraum eines topologischen Vektorraums

Definition 1.36 (Dualraum) Sei (X,7 ) ein topologischer K— Vektorraum,
dann heifit

o der Raum aller linearen Abbildungen T : X — K algebraischer Dual-
raum (X*).

15
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e der Raum aller stetigen linearen Abbildungen T : X — K topologischer
Dualraum (X').

Von grofserem Interesse ist der topologische Dualraum. Sowohl X™ als auch
X' sind wieder K-Vektorrdume, denn fiir (stetige) lineare Abbildungen S, T
gilt: S+ T und AS sind ebenfalls (stetige) lineare Abbildungen.

Sei (X,7p) ein lokal konvexer Vektorraum, dann kénnen wir auf dem
Dualraum X’ eine Topologie konstruieren, indem wir auf X’ eine Familie
von Seminormen (pg)sex erkléren.

pg: X' —[0,00), py(T) := |T(¢)]

Diese Topologie ist die Grobste, beziiglich der alle Auswertungen T +— T'(¢)
stetig sind, also die initiale Topologie beziiglich der Abbildungen. Diese To-
pologie heifit schwach* Topologie.

Wir werden fiir die Auswertung in Folge (7', ¢) schreiben, denn

(,): X'xX =K

ist eine bilineare Abbildung. Dies folgt aus dem Umstand, dass X und X’
Vektorraume sind und 7T linear ist.

1.3 Distributionen

1.3.1 Der Raum Dy

Sei Q C R” offen und nichtleer, was wir in Folge immer annehmen wer-
den, und k = 0,1,2,.... Dann bezeichnet man C*(Q) den Vektorraum al-
ler Funktionen f : Q@ — K, die stetige Ableitungen bis zur Ordnung k
besitzen. Die beliebig oft differenzierbaren Funktionen definieren wir als
C®(Q) = Lo CF(Q).

Als Triger einer Funktion bezeichnet man supp f := {x € Q: f(z) # 0}.
Sei K C  eine kompakte Menge (d.h. jede offene Uberdeckung K C Uier Ui,
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung), dann kénnen wir durch C%(Q) :=
{ feCkQ):supp f C K } den Untervektorraum aller Funktionen mit Tré-
ger in K definieren. Analog zu den unendlich oft differenzierbaren Funktionen
werden auch die beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit Trager in K
definiert.

Sei @ = (a1, ...., @) € N” ein Multiindex. Zur Vereinfachung der Notati-

on definieren wir
5o o\ g\
o\ o T\ Oz, '

Dieser Differentialoperator hat die Ordnung |a| = ag + ... + ap,.
Auf dem Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit
Trager in K, C(2), kénnen wir das System von Seminormen
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Pr = {pky:1=0,1,2....} mit pri(d) 1= sup,ex |a|<i |0%¢(x)| einfiihren.
Aus der Definition der Seminorm ist ersichtlich, dass Py wirklich ein System
von Seminormen ist. Px induziert daher eine Topologie 7p und wir konnen
definieren:

Definition 1.37 D (Q) := (C¥(Q), Tp,)

Dk () ist ein lokal konvexer topologischer Vektorraum, der, wie man anhand
Satz 1.30 sieht, iberdies Hausdorff ist. Fiir zwei kompakte Mengen Kj, K»
mit K1 C Ky gilt, dass DK1 (Q) - DK2(Q).

1.3.2 Der Raum D

Als C¥(Q) bezeichnen wir die Funktionen mit kompaktem Triger, die stetige
Ableitungen bis zur Ordnung k besitzen. Wir definieren daher:

ChQ) = U ck@.

KCQ, kompakt

Die beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompakten Triger nennen
wir C3°(92).

Es ist nicht moglich eine abzéhlbare Familie von Seminormen anzugeben,
die C§°(€2) zu einem lokal konvexen Vektorraum D(2) macht. Wir werden
daher den strikt induktiven Limes der Rdume Dk (€2) bilden, auf denen wir
bereits eine Familie von Seminormen gefunden haben.

Definition 1.38 Durchlaufe (K;) eine Basis von kompakten Mengen in Q.
Fir Q=R" 2.B.({z : |z] < i})ien.
Dann definieren wir D(Q2) als den strikt induktiven Limes der Riume D, (2).

Nach Abschnitt 1.2.9 ist D(Q2) ein lokal konvexer topologischer Vektorraum
und eine lineare Funktion 7' : D(2) — Y (Y sei ein lokal konvexer Vek-
torraum) ist genau dann stetig, wenn fiir alle kompakten Mengen K C €,
Toug : Dr(2) — Y stetig ist.

1.3.3 Distributionen D’

Wir sind mit den gemachten Vorbereitungen nun in der Lage, Distributionen
als lineare, stetige Funktionale auf dem Testfunktionenraum D(2) zu defi-
nieren. Es sei in Folge immer 2 C R™ als offen und nichtleer angenommen.

Definition 1.39 (Distribution) 7 : D(Q) — K ist genau dann eine Dis-
tribution auf Q, wenn T ein stetiges lineares Funktional auf D(QY) ist. Die

Menge der Distributionen entspricht daher genau dem topologischen Dual-
raum D'(Q).
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Der Raum D'(Q) wird, wie wir in Abschnitt 1.2.10 gesehen haben, mit der
schwach* Topologie zu einem lokal konvexen Vektorraum. Die entsprechende
Familie von Seminormen ist

(Pg)gep() mit py(T) := (T, ¢)|.

Wir werden in Folge immer diese Topologie auf dem Raum der Distributionen
verwenden.

Nach Satz 1.33 und der Konstruktion von D(2) als strikt induktiver Li-
mes der Rdume D (2) kénnen wir zur Entscheidung, ob ein lineares Funktio-
nal 7" stetig, also tatsichlich eine Distribution ist, folgende Charakterisierung
verwenden:

Satz 1.40 T € D*(Q) ist genau dann eine Distribution, wenn gilt:
Sei K € Q, kompakt und ¢ € D (), dann existiert ein lx 7 € N und ein
Ckg >0:

IT(9)| < Crpr g ().

Wir definieren, dass zwei Distributionen T, S € D'(Q) gleich sind, wenn fiir
alle ¢ € D(Q),(T,¢) = (S,¢) gilt. Die Nulldistribution " = 0 muss fiir
alle ¢ € D(2),(0,¢) = 0 erfiillen. Wir sagen eine Distribution 7" € D'()
verschwindet auf einer offenen Menge G C Q, T'= 0 auf G, wenn (0,¢) =0
fiir alle ¢ € D(G) gilt.

Definition 1.41 Als lokale Ordnung O(T, K) einer Distribution T beziig-
lich einer kompakten Menge K, bezeichnet man das Infimum aller i 1, fir
welche die Abschdtzung aus Satz 1.40 gilt.

Als Ordnung O(T) einer Distribution, bezeichnet man das Supremum tiber
alle kompakten Mengen K, also supy O(T, K).

Stetige Funktionen
Sei f € C(Q). Dann lasst sich f als Distribution auffassen, indem man
definiert: Iy : D(Q) — R, (I5,¢) = [o[f(x)p(x)dz. Es gilt fir alle ¢ €

Dk (), K C Q, kompakt:
< [ 11@)ta)lds < sup o@)] [ 1£(o)]do

Ly 6] = '/Kf(:v) o)

Da f stetig ist, gilt fiir jedes kompakte K, Cx = [} |f(x)|dz < oo und wir
konnen daher weiter abschitzen

|(If,0)| < Cxpr,o(e).

Aus dieser Abschétzung folgt direkt, dass Iy eine Distribution ist. Die Li-
nearitét folgt aus den Rechenregeln fiir Riemannintegrale, die Stetigkeit aus
Satz 1.40.
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Regulire Distributionen

Der Vektorraum aller messbaren Funktionen, die lokal integrierbar sind, also
fir die ||f|x = [x |f(@)]dz < oo gilt, wird mit L}, () bezeichnet. Man
kann eine lokal integrierbare Funktion f in gleicher Weise wie eine stetige
Funktionen als Distribution Iy auffassen. Wir nennen Distributionen T', fiir
die es eine Funktion f € L} (Q) mit T = Iy gibt, reguliire Distributionen.

loc

1.3.4 Elementare Operationen

Es gilt, da D'(2) ein Vektorraum ist, (11 + T2, ¢) = (T1,¢) + (T2, ¢) und
(AT, 6) = NT, ).

Auch die Ableitung lédsst sich auf Distributionen iibertragen. Damit die
Rechenregeln erhalten bleiben, fordern wir, dass Rechenregeln, die fiir Funk-
tionen f gelten, auch fiir die Distributionen I gelten. Fiir alle f € C1(R)
und ¢ € D(R) gilt (partielle Integration):

1y.0) = [ F@owis = - [ f@f@)de = [ F@owis = ~17.6).
Das lasst sich direkt auf R™ ausdehnen:

(Igay, 6) = (=1)lU(I1,0%9).
Wir definieren daher:

Definition 1.42 Sei Q C R" und o ein Multiindex, dann definieren wir die
Ableitung einer Distribution T € D'(QY), 0T durch

<8aT7 ¢> - (_1)‘04 <Ta aad)).

Mit dieser Definition ist jede Distribution beliebig oft differenzierbar, denn
0% ist eine stetige lineare Abbildung D(Q2) — D(£2). Dies konnen wir daran
erkennen, dass fiir jedes K € Q,¢ € D(Q) die Abschétzung pr m(0%¢) <
pK7m+‘a|(¢) erfiillt ist. Weiters erkennen wir an dieser Abschitzung, dass
die lokale Ordnung O(T, K) einer Distribution durch die Ableitung um |«
erhoht.

Die Ableitung 0 definiert beziiglich der schwach* Topologie eine lineare
stetige Abbildung D'(2) — D'(2). Sei ¢ € D, dann gilt py(0°T) = [(0°T, ¢)]|
= (T, 0%¢)| = paeg(T). Die Linearitat ist klar und nach Satz 1.40 folgt auch
die Stetigkeit.

Wir wollen nun die Konvergenz von Distributionenfolgen erklaren. Mit
der schwach* Topologie und Satz 1.31 folgt direkt:

Satz 1.43 Sei T}, € D'(Q) eine Folge von Distributionen, dann gilt

T — 0in D'(Q) & (T}, ¢) — 0 fiir alle ¢ € D(Q).
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Der Grenzwert einer Distributionenfolge ist wieder eine Distribution, denn
Satz 1.44 D'(Q) gemeinsam mit der schwach* Topologie ist vollstindig.

Beweis: Sei T; eine Cauchyfolge, dann ist auch ({7}, ¢)) eine Cauchyfolge in
K. Aus der Vollstandigkeit von K folgt, dass die Abbildung 7" : ¢ — lim(T}, ¢)
wohldefiniert und ein lineares Funktional ist.

{{T3, ¢),i € N} ist beschrankt weil ({1}, ¢)) konvergiert, und mit Satz 1.40
damit stetig.

(T;, ) — (T, ¢) bedeutet T; — T. O

Wie wir gesehen haben, ist jede Distribution differenzierbar. Wegen der Ste-
tigkeit der Ableitung ermdglicht D’ gemeinsam mit der schwach* Topologie
auferdem, Limesbildung und Ableitungen zu vertauschen. D’ erfiillt daher
die Forderungen, die wir an die Distributionen gestellt haben.

Das einzige Manko besteht darin, dass man die Multiplikation von Dis-
tributionen miteinander nicht allgemein definieren kann. Damit die Multi-
plikation sinnvoll ist, misste Iy - Iy = Iy gelten. Es ldsst sich aber eine
lokalintegrierbare Funktion f finden, fiir die f? nicht lokalintegrierbar ist

1
(F =)

Wir kénnen aber die Multiplikation einer Distribution mit einer Funktion
definieren. Sei g € C*°(2), dann definieren wir die Multiplikation durch die
Abbildung g - : D'(Q) — D'(Q) mit

(9-T,¢)=(T,99).

1.3.5 Faltung von Distributionen

Analog zum Triager von Funktionen definieren wir den Triger einer Distri-
bution:

Definition 1.45 Der Triger einer Distribution T € D'(Q), supp T, ist die
kleinste abgeschlossene Teilmenge von 2, auferhalb welcher T verschwindet,
also

supp 1" := ﬂ A
AeCr

mit Cp = {A C Q, abgeschlossen : T(¢) =0 Ve € D(Q\ A)}.

Um die Faltung fiir Distributionen zu definieren, betrachten wir zuerst die
Faltung von stetigen Funktionen.

Definition 1.46 Seien f,g € Cy(R™) stetige Funktionen mit kompaktem
Trager ouf R™, dann definieren wir die Faltung von f mit g durch

(f*g)(z) := - [z —y)g(y)dy, = € R".
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Die Definition ist sinnvoll, denn fiir festes x ist y — f(x — y)g(y) ebenfalls
eine stetige Funktion mit kompaktem Trager und damit integrierbar.

Eigenschaften der Faltung von stetigen Funktionen sind:

e fxg = gxf (Direkt mittels einer Variablentransformation nachrechen-
bar.)

o fxg ist stetig. (Klar als Integration einer stetiger Funktion iiber eine
kompakte Menge.)

e supp f*g C supp f +supp g ((f *g)(z) # 0, falls y € supp f und
x —y € supp g, also x € supp f + supp g.)

Die Faltung einer Distribution mit einer Funktion, genannt Regularisierte,
erklidren wir in Analogie dazu durch:

Definition 1.47 Sei T € D'(Q) und f € D(R), dann gilt:
(T f)(x) = (T(y), f(z = y))
Eigenschaften der Faltung einer Funktion mit einer Distribution sind:

o (Tx f)(x), liegt in C*°(Q2) und es gilt (T * f) =0T« f =T x 0 f
(Die Stetigkeit folgt sofort, da die Komposition zweier stetiger Abbil-

dungen stetig ist. Wegen 0%(T'(y), f(z—y))(x) = (T(y), 0" f(x—y))(x)
ibertrigt sich die Stetigkeit der Ableitungen von f sofort auf 7" * f.)

e supp T+ f C supp T +supp f (Analog zur Faltung von 2 Funktionen.)

Wir wollen nun ganz allgemein die Faltung fiir Distributionen erkléren, daher
betrachten wir:

Uryd) = [ (Fra@ot@as= [ ([ 1= natar) sta)do -

= / . f(@)g()o(E + y)didy = (If(x), (I,(y), p(x +y)))

Aus diesem Grund definieren wir die Faltung von zwei Distributionen wie
folgt:

Definition 1.48 Seien T, S € D'(Q), dann gilt:

(T 5,¢) = (T(x), (S(y), o(x +y))) = (S(y), (T(2), oz +y)))
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Sei ¢p(z,y) € D(QxQ), dann ist z — (S(y), p(z+y)) ein Element von D(Q).

Die Funktion ¢ € D(Q2) hat zwar einen kompakten Trager in R™, aber
¢(z + y) muss nicht unbedingt einen kompakten Tréger in R” x R™ haben.
Damit das erfiillt ist, fordern wir zusétzlich fiir jede kompakte Menge K C R"
und den Triger der Distributionen, dass die Menge

{(z,y) e R?* .z € supp T,y € supp S,x+yec K}

eine kompakte Teilmenge des R?" ist. Diese Einschrinkung nennen wir Tri-
gerbedingung.

Eigenschaften der Faltung von Distributionen, die die Tragerbedingung
erfiillen, sind:

o '« S =S5xT (Geht aus der Definition hervor.)
e T'xSeD(Q) (Da(S(y),p(x+y)) € D(N).)
e supp 7'+S C supp T +supp S (Analog zur Faltung von 2 Funktionen.)

e 0%(T*S)=0T S =T %0*S.
(Es gilt (9(T % S),¢) = (—1)*NT « 8,896 (x + y)) =
= (=D)l*lT(z), (S(y), 0y d(x + y))), was genau der Anwendung der
Ableitung auf S entspricht.)
Durch die Vertauschbarkeit gilt Analoges auch fiir 7.

Ein wichtiges Beispiel ist die Faltung von Funktionen aus

Di(R) :={T € D'(R) : supp T C [0,00)}. Diese Distributionen erfiillen die
Trégereigenschaft und (D!, (R), *) bildet daher eine Abelsche Gruppe mit ¢
als Eins.

1.4 Andere Testfunktionenraume

Definition 1.49 Der Raum X ldsst sich in den Raum Xo D X1 einbetten,
X1 — Xo, falls die identische Abbildung vx, stetig ist. Fir die Fortsetzung
eines Elements x1 € X1 auf Xo schreiben wir ebenfalls x;.

Wir werden in Folge grofiere Testfunktionenrdume betrachten, in die sich der
Testfunktionenraum D(S2) einbetten lasst. Wie wir zeigen werden, ldsst sich
hierdurch der neu erhaltene Distributionenraum in D’'(2) einbetten.

Seien X7 C Xo lokal konvexe Vektorrdume und sei aufferdem die iden-
tische Einbettung ¢ stetig. Das ist nach Satz 1.33 erfiillt wenn es fiir jede
Seminorm ¢ auf X5 eine Seminorm p auf Ximit ¢(¢(x1)) < p(z1) gibt. Dann
gilt nach Definition X — Xo.

Den Dualraum X/ konnen wir in X| einbetten. Als Topologie verwen-
den wir wie immer die schwach™ Topologie. Die dazugehéorige Restriktion ist
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X, — X :Tw T|x, =Tou Esgilt dann [(T|x,, ¢)| < (T, ¢)| und damit

Wir konnen die Restriktion des Raumes X |x, mit X/ identifizieren, falls
die Restriktion injektiv ist. Das ist genau der Fall, wenn X; dicht in X3 liegt,
also X7 = Xo. Dann gilt T|x, = 0 &< T, ¢ >=0Vp € X1 &< T,¢ >=
0 V¢ € X9 & L = 0. Das entspricht genau der Injektivitit.

1.4.1 Distributionen mit kompaktem Triger &’

Definition 1.50 Wir definieren als €& den Raum C*°(Q) aller beliebig oft
differenzierbaren Funktionen gemeinsam mat der Topologie, die durch die Fa-
milie von Seminormen P := {pg;:1=0,1,2..., K C Q, kompakt} induziert
wird. (pi1(¢) = subyek o<1 |07 (2)])-

Der Raum £(£2) ist ein lokal konvexer Vektorraum und es gilt D(2) C £(Q2).
Daher ist der topologische Dualraum £’(€)) gemeinsam mit der schwach* To-
pologie ein lokal konvexer Vektorraum und ein Teilraum der Distributionen
D'(2). Direkt aus der Definition sehen wir, dass die Distributionen &’(2) von
endlicher Ordnung sind. Wir nennen £'(2) den Raum der Distributionen mit
kompaktem Triger. Das wird durch folgenden Satz gerechtfertigt.

Satz 1.51 Ist T € £'(Q), so hat T|pr € D'(QY) einen kompakten Triger.
Umgekehrt lisst sich jedes T € D'(Q), das einen kompakten Triger hat,
eindeutig auf E'(Q) fortsetzen.

Beweis: Da T € £'(Q), gibt es fiir jedes ¢ € £(2) wegen des Satzes 1.33 eine
Seminorm pg; und ein A mit [(T, )| < Apg(¢). Sei nun ¢ € D(Q\ K), dann
gilt px 1(¢) = 0 und daher auch (T, ¢) = 0, woraus supp T' C K folgt. Sei nun
T € D'(Q) mit kompaktem Triger K, fiir die Fortsetzung auf £(Q) setzen
wir (T, ¢) = 0 fiir alle ¢ € £(R2) ohne Triger in K. Es gibt eine Seminorm
pr; und ein A mit |(T, ¢)| < Apx(¢) und damit ist die Fortsetzung stetig
und ein Element von &'(Q). O

1.4.2 Temperierte Distributionen S’

Definition 1.52 Wir definieren als S(2) den Raum der Funktionen ¢ €
C>(Q), fir die

Pa,ﬁ(qb) ‘= sup
e

gilt. Der Raum S(Y) heifit Raum aller schnellfallenden Funktionen.

Auf dem Raum S(Q2) wird durch die Familie von Seminormen
P:={Pyp:a,B=0,1,2..} eine Topologie erklirt, die S(Q) zu einem lokal
konvexen Vektorraum macht.

xaa%ﬁ(:n)‘ < 00
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Der Raum S(€2) ist ein lokal konvexer Vektorraum und es gilt, da fiir alle
kompakten Mengen K C €2, die Abschétzung

Pays(6) = sup|a*9°6(x)| < Cicpico1(9)
e

erfiillt ist D(2) C S(£2). Damit folgt wiederum, dass der topologische Dual-
raum S’(Q2) gemeinsam mit der schwach* Topologie einen lokal konvexen
Vektorraum und einen Teilraum der Distributionen D'(€Q) bildet. Wir nen-
nen §’'(2) den Raum der temperierten Distributionen. Da fiir alle kompakten
Mengen K C €2 die genannte Abschéitzung P, s(¢) < Ckp|g),x(¢) gilt, folgt
direkt eine wichtige Figenschaft der temperierten Distributionen.

Satz 1.53 Die temperierten Distributionen sind von endlicher Ordnung.

Es gelten folgende Einbettungen:
Satz 1.54 &£'(Q) — §'(2) — D'(Q)

Beweis: Wir wir gesehen haben, geniigt es, D(2) — S(2) — £(£2) zu zeigen.
Um D(2) — S(£2) zu zeigen, reicht es wegen der Konstruktion von D(€2) als
strikt induktiver Limes der Dy (), fiir jedes kompakte K die Stetigkeit der
Einbettung Dg () — S(Q) zu zeigen. Mit Satz 1.33, folgt das direkt daraus,
dass

Pa,ﬂ(¢) = sup
e

mit Cx = max{|z®|: z € K} gilt.
Die Stetigkeit der Einbettung S(2) — £(2) ist wegen

pri(¢) = sup [9%(x)| < sup  [0%(x)| = Pop(¢)

zeK,|al<l z€Q,|a|<l

220 p(x) ‘ < Ckpig,x(9)

ebenfalls gegeben. a
Aufserdem gilt:

Satz 1.55 S(Q) liegt dicht in E(Q) und D(Q) liegt dicht in S(Q).

Beweis: Es reicht £(2) = D(Q) zu zeigen. Wir miissen zeigen, dass es fiir
jedes ¢ € £(2) und € > 0 ein ¢ € D(Q) mit px (¢ — ) < €. Das ist nach
Satz 1.51 moglich. a

1.4.3 Die Bremermann-Riume O/

Definition 1.56 Sei o € R, dann definieren wir O, als den Raum aller
C>®-Funktionen auf R™, sodass ¢(z) = O(|| z ||*) und d%¢(x) = O(|| = ||*)
fiir alle 8 € N™.
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Wir definieren, dass eine Folge {¢;} im Raum O, gegen ¢ konvergiert, falls
gilt

o ¢; € O fiir alle 1.

e Fiir jedes 3 konvergiert die Folge {0%¢;} gleichmiiRig auf jeder kom-
pakten Teilmenge des R™ gegen 0%¢.

e [iir jedes 3 existiert eine Konstante Mg, fiir die gilt

[0¢i(2)] < Mp(1+ |z])®.

Das heibt, eine {¢;} konvergiert in O, falls sie in £ konvergiert und zusétz-
lich
07 ¢i(x)] < Mp(1 + |2])°

erfiillt.

Als Bremermann-Réume O, definieren wir dann die Menge der stetigen
linearen Funktionale auf O,,.

Da D C O, und die Konvergenz im Sinn von D die Konvergenz im Sinn
von O, impliziert, folgt O, C D’. Die Bremermann-Riume sind also Distri-
butionenrdume. Analog folgt, da O, C &€ und die Konvergenz im Sinn von
O, die Konvergenz im Sinn von & impliziert, & C O!, und damit insgesamt

E&co,cD.

1.4.4 Die Sobolev-Ridume D}

Definition 1.57 Sei 1 < p < oo, dann heift der Raum der C*°-Funktionen
¢, die 0°p(x) € LP fiir alle 3 € N™ erfiillen, Dy,.

Die Topologie auf dem Raum Dy, definieren wir durch die Familie von Se-
minormen P := {¢pm : m=0,1,2, ...} mit

(@) = s ([ ra%mwdx)‘l’

[B|<m
Als D}JP, 1 < p < 00, definieren wir den Raum der stetigen linearen Funktio-
nale auf Dr_, % + é =1
Da D C D, und die Konvergenz im Sinn von D die Konvergenz im Sinn

von Dp,, impliziert, folgt D’Lp C D'. Die Sobolev-Riaume sind also ebenfalls
Distributionenrdume.
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Die Fouriertransformation

2.1 Die Fouriertransformation auf !

Sei (92, A, p) ein Mafraum, dann ist der LP(2) Raum (1 < p < oo) die
Menge aller Aquivalenzklassen von messbaren Funktionen f, die ||f|, =

(Jo ]f(a:)]pd,u(x))% < oo erfiillen. Die Aquivalenzrelation ist f ~ g < u({z € Q|f(z) # g(z)}) =
0. Die Norm auf diesem Raum || f||, wird p-Norm genannt.

Der Raum L enthélt alle wesentlich beschrinkten Funktionen, die Norm
auf diesem Raum ||f||co ist das wesentliche Supremum.

|| f|loo = essup|f(z)| := inf ye 4 u(nv)=0 SUDzea\ N [ f(2)].

Definition 2.1 Sei f € LY(R"), dann heifit

FLAE) = A fla)e ™ dx
die Fouriertransformierte der Funktion f.

Satz 2.2 FEigenschaften der Fouriertransformation sind:

1. Die Abbildung f — F|[f] ist eine beschrankte lineare Transformation
von L' auf L. D.h. es gilt || F[f]lloo < ||f]1-

2. Sei f € L', dann ist F[f] gleichmdfig stetig.
3. Sei f € L', dann gilt lim . F[f](t) = 0 (Riemann-Lebesgue).
Beweis:

1. Falls t; — t, folgt e~ — ¢~ yund wegen der Lebesgue dominierten
Konvergenz F|[f](t;) — F[f](t).

2. Folgt aus Punkt 1.
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3. Sei X C L' die Menge der Funktionen f, die limyy oo F[f](t) = O er-
fiillen. X ist ein Vektorraum und wegen 1. abgeschlossen beziiglich der
L'-Norm. Wir kénnen die Fouriertransformation der charakteristischen
Funktion des n-dimensionalen Intervalls I = {z € R" : a; < = < b;}
explizit als iteriertes Integral berechnen und es folgt, dass die charakte-
ristische Funktion in X liegt. Da endliche Linearkombinationen davon
dicht in L' liegen, folgt schon X = L.

O

Die Fouriertransformation ladsst sich auf endliche Borelmafe p verallgemei-
nern. Die Fouriertransformation ist dann definiert durch

Pl = [ e (o).

Die ersten zwei Punkte von Satz 2.2 gelten analog, wenn man die L'-Norm
durch die totale Variation von p ersetzt.

Wir haben bei den Distributionen bereits die Faltung kennen gelernt. Fiir
zwei Funktionen f,g € L! ist die Faltung

h(z) = (f * 9)(a /fx—

h ist eine messbare Funktion und indem man die Integrationsreihenfolge
vertauscht (Satz von Fubini), kann man h(x) € L' und ||h|]1 < ||f]l1]lg]]x
zeigen.

Wir kénnen die Faltung auch zwischen einer Funktion f € LP und einem
endlichen Borelmafs p definieren

hz) = (f * dp)(z) = - f(x = y)du(y).

Wiederum gilt die eben beschriebene Ungleichung, wenn man die L'-Norm
durch die totale Variation von u ersetzt.

Eine zentrale Eigenschaft der Fouriertransformation wird nun im folgen-
den Satz beschrieben

Satz 2.3 Fir f,g € L' gilt
FLf = g] = F[f]Fg]-

Beweis: Wir verwenden fiir den Beweis wieder den Satz von Fubini. Es gilt

FIf«alt) = [ (Fra@e = [ [ e pa = pgldudy -
[ ANy = FIAGFl)
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O

Fine vor allem in den Anwendungen hiufig ausgenutzte Eigenschaft der Fou-
riertransformation ist

Satz 2.4 Sei f(x) und seien x;f(x) und 8%1_]“(:5) fiir alle i in LY, dann gilt
o o 7L = Fl-izfl(®)
o FIELI) = it FIf1()

Diese Eigenschaften lassen sich klarerweise auf héhere Ableitungen verallge-
meinern

FIo*f1(t) = (@) F[F1(t)-

Ein weiteres zentrales Resultat ist die Multiplikationsformel

Satz 2.5 Fir f,g € L' gilt

Flfl(x)g(x)dr = . f(@)Flg)(x)da.

Rn

Beweis: Wir verwenden erneut den Satz von Fubini

Flfl(z)g(w)dr = / ) ( f(t)e‘i"”‘tdt) g(z)dx =

Rn Rn

_ / n < / n gme—z‘wtdx) fityde = | 0 Flg)(ty

Eine sehr wichtige Fouriertransformation ist

1 1 . 1 a
f[e—a\ﬂ] _ / e—a|t\e—z:c.tdt - .
(2m)™ (2m)™ Jgn Wn (g2 + ‘$|2)%1
wobei it
T 2
EECS

die halbe Oberfliche der Einheitskugel im R™! darstellt. Diese Funktion
heifst Poissonkern P,(z) und wird uns bei der Darstellung von harmonischen
Funktionen durch ihre Randwerte noch begegnen. Der Poissonkern erfiillt
folgende Eigenschaften (e > 0):

e P(x) >0 firz e R"

° fR” P (z)dz =1
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o limeoy [gn ; Pe(x)dz = O fiir alle offenen Intervalle um 0 1

Eine Familie von Funktionen {¢.(z),e > 0}, die diese Eigenschaften erfiillen
nennt man approximierende Eins. Fine Eigenschaft, die eine approximie-
rende Eins besitzt, ist ||f * ¢ — f|[1 — 0.

Satz 2.6 Sei f € L', dann gilt fiir alle € > 0
[l f(t)Pe(x —t)dt — f(x)||1 — O fiir e — 0.
R”
Beweis: Wegen

f)Pe(x —t)dt — f(x) = - fO)Pe(x —t)dt — | f(t)Pe(t)dt =

Rn Rn

— [ a0~ s@)Pa

kénnen wir mit der Minkowski-Ungleichung abschitzen

I [ sora-oi-i@li< [ ([ se-0- i) ol

= [ ([ ste = syie) imrioan
n R"
und mit der Lebesgue dominierten Konvergenz gilt das Gewlinschte. O

Wir haben jetzt gesehen, dass die Fouriertransformation F auf dem Raum
L*(R™) wohldefiniert ist und auf stetige beschrinkte Funktionen R" — C,
die im Unendlichen verschwinden, abbildet. Wir wollen nun zeigen, dass diese
Fouriertransformation eine Umkehrung besitzt.

Satz 2.7 Fulls sowohl f als auch die Fouriertransformierte F|[f] integrierbar
sind, gilt fir fast alle x
1
fx) =
D= @ e
Beweis: Aus der Multiplikationsformel folgt
1

— z)e wtemeltl gy = ) P.(x — t)dx.
o L FUE do= [ fa)Po—t)d

Wegen Satz 2.6 konvergiert dieses Integral gegen f(z). Wir konnen damit,
indem wir € gegen 0 gehen lassen, zeigen, dass auch ﬁ Jan FLA(E)e dt

FIfl(t)e=tdt.

gegen f in der L'-Norm strebt, was den Satz beweist. O

Wieder durch Anwendung von Satz 2.6 konnen wir die Eindeutigkeit der
Fouriertransformation zeigen. Dafiir miissen wir den Satz auf f = fi — fo
anwenden.

Satz 2.8 Falls fi, fo € L' und F[fi](z) = Ff2](z) fir x € R, dann folgt
f1(t) = fa(t) fiir fast alle t € R™.
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2.1.1 Die Fouriertransformation auf S

Wir wollen nun die Fouriertransformation auf dem Schwartzraum S(R")
einfiihren. Dass dieser Raum besonders dafiir geeignet ist, zeigt folgender
Satz.

Satz 2.9 Die Fouriertransformation
Flfi) = [ fe)e = dt
R”
ist ein Isomorphismus von S nach S (d.h. eine bijektive stetige Abbildung,

deren Inverse ebenfalls stetig ist). Die inverse Fouriertransformation ist ge-

geben durch
1

Gy L, et

F U ) =
und es gilt fir alle f € S
O Ff1(t) = Fl(=it)* f1(t)
Flo*f1(t) = (it)*F[f](t).
Beweis: Fiir f € S;a, 8 € Ny gilt
t° 0 FIf](t) = t*(~DIF7 1) = Fl0* (-2)° £1(2)

Fiir m > & folgt damit

P FNO) = [ 0" (<) fa)da

S/ (14 |2) ™™ (L + o)™ |0%" f () |da,
Mit einem geeigneten v € Nj gilt
sup (1-+ [ )| f (@) < Pa())
zER?

wobel P, ,(f) < 0o, da f € S ist. Damit kénnen wir mit
Crn = [ (14 |2]?)"™dz

Pa,ﬁ(f) < CmPocfy(f)

abschiitzen. Da F eine lineare Abbildung ist, wire damit gezeigt, dass F|f]
in & liegt, sowie dass F stetig ist.

Die durch F[f](z) = [gn f(t)e dt = F[f](—x) definierte Abbildung
F~! besitzt die gleichen Eigenschaften wie F, es verbleibt uns also zu zeigen,
dass

FloF=FoF '=ids

gilt. Da F den Raum S auf sich selbst abbildet und S C L; gilt, folgt es aus
der fiir L1 bewiesenen Fourierinversionsformel.

Die restlichen zwei Eigenschaften folgen daher ebenfalls aus den bereits
fir L1 bewiesenen Resultaten. O

30



Kapitel 2. Die Fouriertransformation

2.2 Die Fortsetzung auf &'

Definition 2.10 Sei T € S'(R"™) eine temperierte Distribution, dann ist
die Fouriertransformation tiber die Fouriertransformation der Testfunktio-
nen definiert:

(F[T],¢) = (T, Flo)) fiir alle ¢ € S(R™)

Diese Definition ist sinnvoll, da wir festgestellt haben, dass F und F ! stetige
lineare Abbildungen von & und S sind. Sie ist {iberdies mit der identischen
Einbettung f + Iy der Funktionen vertréglich.

(Fllsl, ¢) = Iy, Flo]) = - f(@)Flo)(x)de =

= / § Rnf(svw(t)e*“'xdtdx: FIA®)b(t)dt = (Irg, ).

R
Die Umkehrung der Fouriertransformierten ist dazu analog durch

(FHT), ¢) = (T, F[g)])
definiert.

Satz 2.11 Die in Definition 2.10 fiir Distributionen definierte Fouriertrans-
formation ist ein Isomorphismus von S'(R™) auf S'(R™) und es gelten fol-
gende Rechenregeln:

°FITN) = FI(=)*T](?)
FIOT)(t) = (it)*F[T)(t).

Beweis: Die Linearitéit der Fouriertransformation auf S’ folgt aus der Linea-
ritdt auf S. Die Injektivitdt ergibt sich aus

FI=0= (T,Fp))Vp € S =T =0.
Die Bijektivitit von F auf & folgt wegen F ' F[T] =T,
FUFIT)G) = (T, FF[¢]) = (T,¢) Vo €S.

Die Stetigkeit iibertrigt sich ebenfalls von S auf &', da aus lim, .o T, =T
limy, oo F[Ty]) = F[T] folgt:

FIT)(6) = (T, FI6)) — (T, Fl8)) = FIT)(6)V6 € .
Die Rechenregeln gelten, da fiir alle ¢ € S gilt:
(0“F[T), 0) = (=1)*(FIT],0%¢) = (=1)*(T’, F[0“¢])
= (=D)™T, (iz)* Fgl) = (Fl(=ix)*T], ¢).

(F10°T), ) = (=1)*(T,0°Fl¢l) = (=1)*(T, Fl(—ix)*¢]) = (i) F[T], ¢)-
O
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2.3 Die Laplacetransformation

2.3.1 Die klassische Laplacetransformation

Definition 2.12 Die Laplacetransformierte einer Funktion f(t) : Ry — C
15t durch

LIf)(z) = /0 e at
fiir alle z € C, fiir die das Integral existiert, definiert.

Die Existenz der Laplacetransformierten L£[f](z) fir Rez = = > o ist fur
stiickweise stetige Funktionen f(t) gewéhrleistet, die hochstens exponentiel-
les Wachstum bestitzen, also fiir welche Konstanten M, «a > 0 mit

()] < Me™

existieren. Dies folgt aus

[ e irwar <o [ et sy
0 0
1

e—(m—a)t
—ME =M M
—(z —« r—a r—a«

e—(z—a)T

weswegen fiir x > o, 7 — 00

M

r—«

/ S et r )t <
0

gilt, was schlussendlich zeigt, dass die Laplacetransformation absolut kon-
vergiert.

Des weiteren ist die Laplacetransformierte einer Funktion, die alle ge-
nannten Eigenschaften erfiillt, analytisch fiir x > . Das beweisen wir mit
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Eine Diskussion der ana-
lytischen Funktionen folgt noch in Kapitel 3.1. Ohne Beschrankung der All-
gemeinheit nehmen wir an, dass f(t) reellwertig ist. Fiir z = = + iy gilt

/ h F(t)e~EFwltgy = / h F(t)e ™ cos(yt)dt — i / h f(t)e ™ sin(yt)dt
0 0 0

=u+v

Das Integral
>0
\/0 p (t)e™*" cos(yt)dt|

konvergiert gleichméfig fiir x > o genau wie das Integral
— f(t)e *" sin(yt)dt
[ e sinutya
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fiir y. Die Abschétzung hierzu ist analog zur bereits fiir die Laplacetransfor-
mation gemachten. Da die Laplacetransformation gleichméfig konvergiert,
kénnen wir die Differentiation unter das Integral ziehen und erhalten insge-
samt

—u x,y) / 7t cos(yt)dt

/ — sin(yt)dt = ;yv(x,y).

Analog lasst sich @u(:c, y) daa; (x,y) zeigen.
Zuletzt wollen wir noch die Inverse der Laplacetransformation betrach-
ten, sie ist durch

r+100
f(t) = - / e L[f)(2)d

211 — oo

gegeben. Um die Existenz zu sichern, miissen wir zusiitzlich noch e** L[f](z) €
L fordern.
2.4 Die Laplacetransformation auf D',

In Analogie zur klassischen Laplacetransformation, wollen wir die Laplace-
transformation fiir Distributionen definieren. Am allgemeinsten ist die Defi-
nition der Laplacetransformation fiir Distributionen D'(R)

Definition 2.13 Se: T'(t) € D'(R) eine Distribution, dann definieren wir
fir v € R mit e T (t) € S', die Laplacetransformation durch L[T](z) =
L[T)(x + iy) = FT(t)e™|(y).

Diese Definition ist mit der klassischen Laplacetransformation vertriglich.
Erweitern wir die Funktion f(¢),t > 0 durch 0 auf ¢ < 0, dann gilt

FUO] = (10 = (e ) = [ joear

was der klassischen Laplacetransformierten entspricht.
Wir werden in Folge nur die Laplacetransformation der Distributionen
D, (R) bendtigen.

Satz 2.14 Sei T'(t) € D', (R) und sei e *'T'(t) € S’ fiir x > x¢, dann gilt
LIT|(z) = (T(t),e™™)

fiir Rez > xg.
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Beweis: Wir miissen zeigen, dass (T'(t), e~*') der Definition der Laplacetrans-
formation F[T(t),e '] entspricht. Fiir alle Testfunktionen ¢ gilt

(FIT()e™](s), d(s)) = (T()e ™", Flg](1)).

Andererseits gilt

(T (1), ™), 8(y)) = (™ T(1), ™), d(y)) = (e T(t)(d(y), ™))

Die Laplacetransformation erfiillt folgenden zentralen Satz:
Als Vorarbeit benétigen wir noch die Menge der fiir Rez > 0 analytischen
und durch
f(2)] < Ml2|".

beschrinkten Funktionen, die wir mit H bezeichnen. Sie werden uns bei
den distributionellen (D’L2) Randwerten noch in Kapitel 6 begegnen.

Satz 2.15 Sei T € D' mit e *'T(t) € S’ fiir Rez = x > 0 oder dquivalent
seiT €S =8 ND.,, dann gilt L[T)(z) € Hy.

Umgekehrt ist fiir f(2) € Hy, f(z) die Laplacetransformierte L[T](z)
einer Distribution T € D', die fiir x > 0 T(t)e *t € S’ erfiillt.

Beweis: Sei Rez =z > 0 sowie £1 > 0, dann gilt

(f(8),e7) = (f(t)e™, e 00

Da f(t)e®tt € 8, kénnen wir den Satz 1.53 anwenden und es gilt
F(Bent = dlg(t)

flir eine stetige Funktion g mit Trager in Ry und héchstens polynomialem
Wachstum, also

<8’g(t), e—(z—:r1)t> — (Z _ xl)l<g(7§), 6_(Z_rl)t>.

Da dies einem Integral entspricht, kénnen wir die in Kapitel 2.3.1 bespro-
chene klassische Theorie fiir Laplacetransformationen verwenden, woraus die
Analytizitat folgt. Die im klassischen Fall gleichméfige Beschrénktheit wird
wegen des Vorfaktors (z — z1)! zur gleichmiifig hochstens polynomialen Be-
schranktheit.

Ist umgekehrt f(z) € Hy, gilt 5 l(fg € Lj und wir konnen die inverse

Laplacetransformation
1 L4100 (Z)
g(t) = / €Ztizl+2 dz
x

21 — 00
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verwenden und deshalb ist e®'g(t) beschriinkt. Da sich g(¢) nicht mit x ver-
andert, entspricht dies der distributionellen Fouriertransformation und wir
erhalten

f(z)

Tz = Fle T 9(0y) = LIg) = (9(t),e™)
sowie
(g2 (8),e7) = 22 (g(t), ™) = f(2)
Wir haben hiermit eine Distribution g/+2)(t) € D/, gefunden, die Gewiinsch-
tes liefert. O

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Fourier und Laplace Trans-
formation einer Distribution:

Satz 2.16 Sei e ™'T(t) € S fiir x > 0, dann gilt
limg .z, L[T)(z + iy) = FIT(t)e™""](y).

Beweis:
(LIT)(= +iy), o(y)) = (F[Te™™|(y), 8(y))
= (T(t), Flo(t)e™™)

Lassen wir nun x gegen Null gehen, erhalten wir

O

Satz 2.17 Fulls T € S', dann gilt L|T| € HY und lim,_o L[T)(x + iy) =
F|T)(y) (im S'-Sinn).

Umgekehrt gilt falls h(z) € Hy und falls h(z) einen Randwert lim, .o h(z) =
g(y) besitzt, dass h(z) = L[T)(z) fir ein T € S’ und g = F[T] gilt.

Beweis: Wie wir bereits im Beweis zu Satz 2.15 gesehen haben, folgt aus
T € S, dass L[T|(z) € Hy liegt. Fiir ¢ € S gilt

(LIT)(= +1iy), ¢(y)) = (T(t), Flo](t)e™™)

was analog zum Beweis von Satz 2.16 fiir = gegen 0 gegen

(FIT(y), 9(y))

geht.

Umgekehrt wissen wir bereits aus Satz 2.15, dass sich jedes h(z) € Hi
als Laplacetransformation einer Distribution T' € D', schreiben ldsst. Da fiir
pes
lim (L[T)(z + iy), ¢(y)) = (9(y), 6(v))

r—

35



Kapitel 2. Die Fouriertransformation

gilt, folgt g € S’ und es existiert daher ein S € 8’ mit g = F[T]. Wegen Satz
2.16 gilt sogar g = F[S] und damit auch T € D/, US' = &,. O

Dieser Satz besagt daher, dass wir die Randwerte g der Funktionen
h € Hy als Laplace- und Fouriertransformation (¢ = F[T], h = L[T]) einer
Distribution T € S’ auffassen koénnen und umgekehrt, und stellt daher das
zentrale Resultat fiir Kapitel 6 dar, in dem wir Randwerte von den Funktio-
nen aus H, betrachten werden.
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Harmonische und analytische
Funktionen

3.1 Analytische Funktionen

Wir wiederholen kurz die grundlegenden Eigenschaften der analytischen Funk-
tionen. Eine Funktion f von einer offenen Menge 2 C C nach C heifst ana-
lytisch auf €2, wenn zu jedem Punkt zy € 2 eine Potenzreihe

0o
Z an(z - ZO)n
n=0

existiert, die auf einer Umgebung von zop gegen f konvergiert. Fiir die kom-
plexe Zahl z = z + 1y € C bezeichnen wir x = Rez und y = Imz, mit z
bezeichnen wir x — 1y.

Eine weitere wichtige Klasse bilden die holomorphen Funktionen auf ei-
ner offenen Menge 2 C C. Das sind genau die komplex differenzierbaren
Funktionen, also Funktionen, fiir die

gy LD = )

dz h—0 h

existiert.

Wie wir spéter zeigen werden, entsprechen die analytischen und holomor-
phen Funktionen einander. Die Menge der analytischen bzw. holomorphen
Funktionen auf Q bezeichnen wir mit H(£2).

Die komplexe Differenzierbarkeit einer Funktion f(z) = u(x,y)+iv(z,y)
in einer Umgebung ist dquivalent dazu, dass die Cauchy-Riemannschen Dif-

ferentialgleichungen
ou Ov ou ov

= —und — =

%_ay ay__%

in dieser Umgebung erfiillt sind.
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Damit folgt, dass eine Funktion analytisch auf € ist, falls

1,0 0
of = (am—kzay)f—o
auf € gilt, denn das ist genau dann der Fall, wenn die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfiillt sind.

Wir werden nun einige zentrale Sétze der Funktionentheorie herleiten,
wobei wir dafiir nicht die klassischen Beweismethoden verwenden werden,
sondern die Theorie der Distributionen. Der Differentialoperator 0 wird dabei
eine grofe Rolle spielen.

Wir bendtigen zunéchst folgenden Satz, weiters werden wir die Folgerung
aus der Formel von Green-Riemann verwenden:

= 1
/ Oda(x)dxdy = — a(x,y)(dz + idy) (3.1)
B 2t Jon
Satz 3.1 Die reguldre Distribution W(miiy) ist eine Flementarldsung des Dif-
ferentialoperators O auf D' (R?):
= 1
0— =
m(z + iy)
Beweis: Wir miissen zeigen, dass <_7r =) ,<b( z,y)) = ¢(0,0) fiir alle Test-
funktionen ¢ gilt. Fiir ¢ € D' mit suppp C B(0, R) gilt
_ 1 1 _
8 ) “\N T\ a )
Oy 00) =~ D)
1 1 _
= — —————0¢é(x,y)dxdy = — lim ————0¢(x,y)dxd
/]R” m(x + iy) (e y)drdy = = finy </ 1<k T(T + 1Y) (& y)dody

1

was moglich ist, da der Integrand absolut integrierbar ist. Da 5 ( 5 Tig, ay oy__1__ )

fiir (z,y) # 0 0 ist, folgt mittels partieller Integration

= —lim 020V gy
=0 Je<\ /a2 ry2<r T(T + 1Y)

Wegen der Formel von Green-Riemann 3.1 folgt weiter

I, P(z,y)

= ——lim

2mi =0 ) [ 2= T+ 1Y

und mit der Einfithrung von Polarkoordinaten = = ecos(f), y = esin(0)

(dx + idy)

1 2
— lim o(x,y)dd = ¢(0,0)

O

Da ein Differentialoperator genau dann hypoelliptisch ist, wenn er eine
Elementarlosung in C*°(R™ \ {0}) besizt, folgt aus Satz 3.1 direkt:
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Satz 3.2 0 ist ein hypoelliptischer Differentialoperator in D' (R?): Das heifit,
falls fiir eine Distribution T' € D'(R?) auf der offenen Menge Q C R?
0T eine C°°-Funktion ist, dann ist T auf ) selbst eine C°°-Funktion.

Fiir den Kern gilt damit folglich
Kerd = {T € D'(R?): 0T =0} = {f € C*(R?) : 9f = 0}.

Analoges gilt fiir eine offene Menge Q C R2?. Wir fiihren jetzt die holomor-
phen Funktionen auf der Menge €2 als

H={a:Q—C:9a=0inD(Q)} = {acC®®):da=0}

ein. H(Q) ist eine Algebra beziiglich Addition und Multiplikation. Da 0 :
D'(Q) — D'(2) eine stetige Abbildung und damit der Kern abgeschlossen
ist, ist auch H(€2) abgeschlossen, also jede konvergente Folge von Elementen
aus H(Q) konvergiert in H(£2).

Satz 3.3 (Satz von Cauchy) Fir alle a € H(Q2) und alle offenen Teil-
mengen B mit glattem Rand OB, fir die B eine kompakte Teilmenge von §2

ist, gilt
7{ a(z)dz = 0.
0B

Beweis: Erneut wegen Green-Riemann 3.1 folgt

= 1
/ da(x)dxdy = — a(z,y)(dr + idy).
B 2t Jon
Da aber H = Kerd gilt, folgt das Gewiinschte. ad

Satz 3.4 (Integralformel von Cauchy) Flir alle a € H(Y) und jede hin-
reichend glatte Kurve I', die der orientierte Rand einer kompakten Teilmenge

K ist, gilt
17{ a(z) ds — 0, falls z0 ¢ K
2mi Jr 2z — 2 a(zp), fallszge K\T

Beweis: Sei a € H(Q2) und x die charakteristische Funktion, dann ist 7' =
Xr\ra eine reguldre Distribution mit Tréiger in K. Wegen da = 0 gilt daher
fir jede Testfunktion ¢

(0T, ) = —(T,0¢) = —/ a(2)0pdxdy

K\l

— da¢)dxdy = —;ijga(Z)eb(Z)dw

K\
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wobei wir wieder die Folgerung aus der Formel von Green-Riemann verwen-
den

= 1
/ Oda(x)dxdy = — a(z,y)(dr + idy).
B 2i Jop
Wegen Satz 3.1, also 3%% =4, gilt

— .1 a(z)

T(z0) = —(9T'(z) dz.

1
el , N
s zZ— 2 21 Jr 2 — 2

O

Wir kénnen nun, wie bereits in der Einfiihrung angedeutet, die Menge der
analytischen Funktionen einfiihren:

{a: Q — C:aist in einer Umgebung um jeden Punkt in eine Potenzreihe

entwickelbar }.

Alle Funktionen a(z) = Y™ a,2" sind holomorphe Funktionen und da-
mit ist die Menge der analytischen Funktionen eine Teilmenge der Menge der
holomorphen Funktionen. Wir werden nun beweisen, dass sogar Gleichheit
gilt. Das zeigen wir, indem wir jede holomorphe Funktion fiir zg € € in der
Umgebung B(zp,7) C € in eine Potenzreihe entwickeln.

Zur Berechnung dieser Potenzreihe verwenden wir die Integralformel von

Cauchy:
a(z) = = al?) dz
- 211 \2—z0|:r2_z

Indem wir in eine geometrische Reihe entwickeln, erhalten wir
o0

1 1 z—2z20\"
2—222—20;(2—2)

0

Da die Reihe gleichméfig konvergiert, konnen wir Summation und Integra-
tion vertauschen und erhalten

&1 Ca®d L
"= nzzo (27” j{z—zdr (z — z)n+1d ) ( o)™

Satz 3.5 Die Gesamtheit der auf Q) holomorphen Funktionen ist gleich der
Gesamtheit der auf Q0 analytischen Funktionen.

40



Kapitel 3. Harmonische und analytische Funktionen

3.2 Darstellung durch analytische Funktionen

Die Darstellung von Funktionen f(z),z € R mittels analytischer Funktio-
nen a(z),z € C\ R tritt in nattirlicher Weise auf, wenn man die inverse
Fouriertransformation betrachtet (sei f € L!)

% /R e Ff)(t)dt.

Wir kénnen diese Gleichung umschreiben zu

16 =g | AN o [ A
f+(2) f-(2)

flz) =

Sei z € C, dann ist, wie wir noch beweisen werden, fi analytisch auf der
oberen Halbebene C, und f_ analytisch auf der unteren Halbebene C_.
Wir kénnen weiters eine neue Funktion f(z) auf C\ R einfiihren, die auf der
oberen Halbebene fy und auf der unteren Halbebene f_ entspricht. Wegen
Satz von Fubini gilt

fr(z) = % /000 ZSZ}" / / ZStf dtds =

1 is(z— Q)
_ - is(z—t) -
=5 | f(t)/o e dtds = 2 1 dt Imz > 0.

Analog erhalten wir

> f®)

~—2dt, Imz > 0,
z

fﬁ_2m P

und insgesamt

= f(@)
2m i —~dt, ze C\R.

f(z) =

f(2) nennen wir Cauchy-Transformation der Funktion f(t),t € R. Wir wer-
den die Cauchy-Transformierte von f mit S[f](z) bezeichnen.

Da fiir alle € > 0 f(z + i€) — f(x 4 ie) die inverse Fouriertransformation

von e F[f](t),t € R ist, gilt

f(z) = lim 1 /_ - e MF[f1(t)e t2dt =

e—0+ 271

= lim [f(z +ic) — f(z —ie)),

e—0+

wobei die Konvergenz gleichmifbig ist. Damit kénnen wir die Inverse der
Cauchy-Transformation schreiben als

S fl(2) = lim [f(z +ie) - fx — ie)]

e—0+
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Wir wollen nun der Motivation folgend die Cauchy-Transformation rigoros
einfiihren:

Satz 3.6 (Cauchy-Transformation) Fulls das Integral

Sl = [ 40

C2mi ) t—2

dt,ze C\R

konvergiert, definiert es eine analytische Funktion auf C\ R.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass S|[f](z) analytisch auf C \ R ist. Falls z; €
C\R gilt

dt.

Slf1(z) = S[f](z1) _ 1 /°° ft)

z—2 Tomi ) o (t—2)(t—2)

Bezeichnen wir mit F(t) die (beschrénkte und stetige) Stammfunktion von
f@)

Goa)? dann gilt
1 )
(i [AO]p [t A0,
27 a——00,b—+oo |t — 2 —o0 (t — 2)2
1 > F

T omi ) o (t—2)2

Dieses Integral ist absolut konvergent, damit erhalten wir fiir z € C\ R

d - SA(z) = Sifl(z) _ 1 /°° Fi(t)
dzsm(zl) by z— 2z 270 J_ o (t— 21)?
Womit gezeigt wire, dass S[f](z) analytisch auf C \ R ist. O

Falls das Integral fiir ein beliebiges zp € C \ R konvergiert, konvergiert es in
ganz C\ R. Wihlen wir speziell zy = i, so lautet die Bedingung, dass fiir f
% € L' gilt. Wir werden die Klasse von Funktionen, die diese Bedingung
erfiillen, L' nennen.

Die héufig auftretenden Funktionen f € LP erfiillen die Bedingung, wie

folgender Satz zeigt.
Satz 3.7 Sei f € LP,1 < p < 0o, dann folgt f € L' sowie
SIA(2)] < -2, fiir alle z € C\ R
z ——, fiir alle z .
~ Imz’
Beweis: Fiir z =z + iy, y # 0 gilt

S < L [T WL,

21 Jooo /(t — 3)2 + 32
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1

1 > a\q
< olsll ([ (=07 +47)?) dtécqz”f"i
- Y|P

01,1
m1t5+§_1
O

Die Cauchy-Transformation S ist daher eine lineare Abbildung von L%! auf
H(R\ C). Fiir f'(t) € L' gilt, wie eine kurze Uberlegung zeigt

d

S(F(2) = - SI1(2)

Man kann fiir die Cauchy-Transformation sogar eine Inverse angeben:

Satz 3.8 (Inverse Cauchy-Transformation) Sei f € L' und sei f(z) =
S[f1(z), dann gilt

S f)@) = lim [f(z +ic) = f(z —ie)] = f(x).

e—0+

fiir alle Stetigkeitspunkte von f.

3.3 Harmonische Funktionen auf C

Definition 3.9 Sei Q) eine offene Teilmenge von C, sei u: Q — C und sei
u(2), als Funktion der Variablen x = Re(z) und y = Im(z) zwei mal stetig
differenzierbar, dann heifit u harmonisch, falls

d%u

(Au)(z) =

&%u
2

(2) +

2 Y (2)=0

auf 2 gilt.

Harmonische Funktionen sind eng mit analytischen Funktionen verbun-
den. Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ist fiir eine
analytische Funktion f : Q — C, jede der Funktionen f, f, Re(f),Im(f)
harmonisch auf €. Fiir reellwertige harmonische Funktionen gilt sogar, dass
sie sich stets als Realteil einer analytischen Funktion schreiben lassen.

Wegen Au = 4% ist eine Funktion u genau dann harmonisch, wenn
% : 0 — C analytisch ist. Es folgt ebenfalls, dass eine harmonische Funktion
unendlich oft differenzierbar ist. Sei weiters a : ' — € eine analytische
Funktion und sei v : £ — C eine harmonische Funktion, dann ist w o a :
) — C harmonisch.

Die in 2 harmonischen Funktionen bilden wegen der Linearitit des La-
placeoperators (A) einen Vektorraum iiber C. Eine zentrale Eigenschaft der
harmonischen Funktionen ist das Eindeutigkeitsprinzip:
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Satz 3.10 Sei Q eine offene beschrinkte Teilmenge von C mit Rand OS).
Sei weiters u eine ouf Q = QU IN stetige und auf Q harmonische Funktion.
Dann gilt das Eindeutigkeitsprinzip: Ist ulgpq = 0, dann folgt w =0 auf 2.

Beweis: Es reicht den Satz fiir u reellwertig zu beweisen, denn mit u sind
ebenso Re(u) und I'm(u) stetig auf Q und harmonisch auf Q. Wir fiihren den
Beweis indirekt: Existiere ein z9 € € mit u(zp) > 0. Da Q beschrénkt ist,
existiert ein M > 0 mit |z — z0|* < M fiir alle z € Q. Wihle § > 0 sodass
SM < u(zp), dann ist die Funktion g(z) := u(z) +8(|z — 20| = M) auf z €
stetig. g(z) nimmt daher auf z; € Q ein Maximum an. Da g(z) negativ auf 99
und positiv in zg ist, liegt z; in Q. Es folgt (Ag)(z1) = %(zl) + %(zl) >0
Andererseits folgt aus u harmonisch (Ag)(z) = (Au)(2)+46 =45 > 0,z € Q,
was ein Widerspruch ist.

Fiir zp € © mit u(20) < 0 ersetzen wir einfach u durch —u. O

Weitere Eigenschaften wie die Mittelwerteigenschaft werden wir spéter im
allgemeineren Rahmen des euklidischen Vektorraums R™ beweisen.

3.4 Das Poissonintegral

Fiir die weitere Betrachtung werden wir reellwertige harmonische Funktionen
auf dem Einheitskreis in C betrachten. Komplexwertige harmonische Funk-
tionen konnen wir in Real- und Imaginérteil aufteilen. Mit D = {z : |2| < 1}
bezeichnen wir den Einheitskreis in C sowie mit T = {e“ 1t € R} den Rand
von D. Des weiteren fiihren wir den Raum

Hp(D) := {u:D — R : u ist stetig auf D und harmonisch auf D}

ein. Fiir reellwertige harmonische Funktionen gilt iiberdies das Maximum-
prinzip. Falls eine harmonische Funktion u auf einem Bereich Q C C ein
lokales Maximum oder Minimum hat, dann ist u konstant. Das Maximum-
prinzip werden wir fiir euklidische Vektorrdume in Satz 3.18 beweisen.

Hp(D) ist ein Vektorraum, den wir mit der Supremumsnorm ||u||s =
sup,¢p [u(z)| ausstatten werden. Weiters definieren wir die Einschriankung
auf T durch R u := u|y. Wegen des Maximumprinzips bleibt die Norm durch
die Abbildung R erhalten und weiters ist

R:Hp(D) — C(T) u— ulr

eine stetige lineare Abbildung.

Fiir die Umkehrung dieser Abbildung, also die Darstellung einer harmo-
nischen Funktion durch die Randwerte, benttigen wir den Poissonkern, den
wir durch . | |2

it €tz 1|z
P(z,e") = Reeit Sl P e
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definieren. Verwenden wir Polarkoordinaten z = 7€, dann definieren wir
den Poissonkern iiber

o

1—r2 :
P.(t) .= — |n| jint
(1) 1 — 2rcos(t) + r? Z e

=—00

firo<r<l1,teR.
Damit kénnen wir nun das Poissonintegral einer Funktion f € C(T)
durch

PUre”) = [ Bo=0fehie = [ P00
definieren. Wir kénnen das Poissonintegral P[f] daher sehr elegant als Fal-
tung der Funktion f mit dem Poissonkern auffassen. Mit A bezeichnen wir
stets das normierte Lebesgue-Maf auf T mit A({e? € T: a > 0 > 8}) =
(8- a).

Wir definieren nun fiir f € C(T) eine Abbildung durch

{f(z): zeT
Plfl(z): zeD’

Es gilt:
Satz 3.11 Fir f € C(T) liegt Pf in Hp(D).

Beweis: Fiir z € D setzen wir

u(z) = PIAY) = Re [ £

Das Integral ist auf T analytisch, womit gezeigt wire, dass P[f](z) harmo-
nisch ist.

Wir miissen nun noch zeigen, dass Pf stetig auf D ist. Sei 0 < 7 < 1
und sei u,(¢) = u(r¢), dann ist jedes u, stetig am Einheitskreis und es reicht
zu zeigen, dass fiir r — 1 u, gleichméikig gegen f konvergiert. Speziell fiir 1
liefert die obige Formel

(©)-

1— |2

=Pl = [ =g

und wir erhalten daher fiir jedes p € T

1—r?
10) = )] = | [[(£0) = FQ)F g dNQ)
1- 42
< [116) = HOlE =m0
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Da T kompakt ist, ist f gleichméfbig stetig und daher existiert fiir jedes € > 0
ein 6 > 0 mit |f(v) — f({)| < e fiir [v — ] < 9. Fiir [v — (| > ¢ gilt

1 — 72 1— 72 1— 72

P S+ A= = 0= (-2

Da die rechte Seite fiir 7 — 1 gegen 0 geht, existiert ein r¢ mit

1—r2

—— <efirrp<r<l1, v-( >4
¢ —rvf?

Und wir erhalten daher

_ 2 2
) ()] < / )~ Ol ar(Q)+ / L7 e

lv—c|<5 I —ryf? v—¢|zs 1C — v

2
<[ e a0+ /| o, 2SO < € 2l e

€
w—cl<s 1€ —1v|?

Hiermit wire gezeigt, dass fiir r — 1 u, gleichméfig gegen f konvergiert. O

Mit dem Poissonintegral 14sst sich das Dirichletproblem fiir den Einheits-
kreis 16sen. Es besteht darin, fiir eine auf T stetige Funktion f eine auf D
stetige Funktion h zu finden, die auf T mit f iibereinstimmt sowie auf D
harmonisch ist. Wie wir gesehen haben, erfiillt h = P f diese Eigenschaften.
Wir kénnen aufserdem noch eine weitere Aussage iiber die Abbildungen P
und R treffen:

Satz 3.12 Die Abbildungen R : Hp(D) — C(T) sowie P : C(T) — Hp(D)

sind zueinander inverse lineare Isometrien.

Beweis: Dass R linear ist und die Norm erhélt, haben wir bereits gezeigt.
Aufserdem haben wir gezeigt, dass P linear ist und R P die Identitét liefert.
Auferdem ist R surjektiv, denn fiir R u; = R wgy gilt, dass die Differenz
u=wu; —uy € Hp(D) auf T Null ist, und mit dem Maximumprinzip folgt
daraus bereits, dass v = 0 auf ganz D ist. Damit ist R sogar bijektiv und die
Inverse von P. Da R eine Isometrie ist, muss P auch notwendigerweise eine
Isometrie sein. O

3.5 Hardy-Raume

Wir wollen nun das Poissonintegral auf Borel-Mafie verallgemeinern. Die
Menge aller Borel-Mafe auf T bezeichnen wir mit M (T).

PUE) = [ P.0du(0), 2 €D,
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Als Spezialfall betrachten wir die bereits in 2.1 kennengelernten Funk-
tionen LP(T). Sie stellen die Menge von Aquivalenzklassen A-fast iiberall
gleicher mekbarer Funktionen auf T dar, die ||f|[, < oo erfiillen. Und fur

0 < p < oo bezeichnet
il = [ irrano)’

[|flleo := essupcer|f(C)]-
Damit gilt nun fiir f € LP(T)

sowie fiir p = o0

Pm@%=AP@OﬂOM@%z€D

Wir sind nun in der Lage, die harmonischen Hardy-Raume h,, fiir 0 < p < 0o
zu definieren:

hp(D) :={u:D — R : uw harmonisch , sup ||u,||, < oo},
0<r<1
wobei u,(z) := u(rz). Wir bezeichnen ||ul|g, := supg<,<1 ||us|[- Die Ver-
bindung mit dem Poissonintegral ist gegeben durch:

Satz 3.13 1. p = 1: FEine harmonische Funktion u : D — R ist genau
dann in h1(D) wenn ein Borel-Maf 1 € M(T) mit u = P[u] existiert.

In diesem Fall gilt u, - \ konvergiert in der schwach* Topologie gegen
p fir v — 1 und [|u|[m, = [|pl].

2. 1 < p < oo: Eine harmonische Funktion u : D — R ist genau dann in
hyp(D), wenn eine Funktion f € LP(T) mit u = P[f](z) existiert.

In diesem Fall gilt u, konvergiert in der LP Topologie gegen f firr — 1
und |[ul|m, = |[f]]-

3. p = oo: Eine harmonische Funktion u : D — R ist genau dann in
hoo(D), wenn eine Funktion f € Loo(T) mit u = P[f](z) existiert.

In diesem Fall gilt: u, konvergiert in der schwach* Topologie gegen f
fir r — 1 und [|ul| ., = [|f1].

Beweis: (i) p = 1 Wir haben bereits gezeigt, dass fiir jedes p € M(T),
Plu] € hi(D) erfiillt ist und dass ||u|| g, < ||p|| gilt. Sei umgekehrt u € hy (D),
dann liegen die Mafe u, - A in einem Ball vom Radius ||u||p,. Nach dem
Satz von Bourbaki-Alaoglu folgt, dass dieser Ball kompakt in der schwach*
Topologie ist. Daher existiert ein Maf p € M(T) mit ||p|| < ||u||lg, und
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eine Folge r,, die gegen 1 strebt, und u,,, - A — p in der schwach* Topologie
erfiillt. Damit folgt fiir jede Funktion € C(T) und n — oo

/f Yy, (O)AA(C —>/f V(¢

Wenden wir das speziell fir f(¢) = P(z,() an, erhalten wir
tp, — Jy P(,C)dp(C), also u = Plp].
Wir miissen noch zeigen, dass genau ein Mak p mit u = P[u] existiert.
Falls f € C(T) und v = P[f], dann gilt mit dem Satz von Fubini

/ // (¢, &) F ()N du(C)

//Pmc (O(Ozéw@ﬂ@%@

Damit folgt mit Satz 3.11, dass v, gleichméfig gegen f fiir r — 1 konvergiert
und damit

/mme ur () F(Q)dA(C)

folgt, also muss u der schwach* Grenzwert von u, A sein.
Fiir (ii) und (iii) verlaufen die Beweise ahnlich. O

Die Hardyrdume H, auf dem Einheitskreis sind definiert als:
H,(D) :={F :D — C: F analytisch , sup [|F||, < oo}
0<r<1

H), besteht daher aus jenen Funktionen in h), die sogar analytisch sind.
Eine Funktion ist weiters genau dann in H),, wenn ihr Realteil und ihr Ima-
ginérteil in h, liegen. Mit diesem Resultat kénnen wir die Ergebnisse des
Satzes 3.13 fiir h, einfach auf H, umlegen.

Es gibt fiir Funktionen aus H), zusdtzlich noch die Darstellung iiber das
Cauchyintegral. Sei F' € H,(D) fiir ein p > 1, dann konvergiert F' schwach*
gegen eine Funktion f € LP(T) fiir » — 1. Wihlen wir ein 29 € D und ein
r < 1, dann folgt mit der Cauchyschen Darstellungsformel:

FT(ZO) =

o [ L0 g LTI gy [ )

270 Jp 2 — 2o 2mi Jo e — 29 71— 20C

Die Funktion ¢ — ist stetig, damit folgt

1
1—20¢
1 z
T 1—20C 2mi Jr 2z — 2o
und wir sehen, dass F durch das Cauchyintegral von F' gegeben ist. Es folgt
fiir |z0| > 1 analog

0= L £ (2) dz aus 0= L 1(2) d

21 J1 2 — 20 21 J1 2 — 20
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3.6 Der Raum H?(C,)

Nachdem wir Hardyrdaume am Einheitskreis D betrachtet haben, wenden wir
uns jetzt Hardyrdumen auf der oberen Halbebene C4 := {z € C: Imz > 0}
zu. Wir definieren dafiir die Rdume

HP(C4) := {F(z) analytisch auf C : sup/ |F(z 4 iy)|Pdz < oo}.

y>0J -0

Um zwischen dem Einheitskreis und der oberen Halbebene transformieren
zu kénnen, bendtigen wir folgende konforme Abbildungen

1
a:D—-Cy, z2—1 te
1—2z
z—1
:C D, .
p:Cy — Aty

Fiir die obere Halbebene definieren wir mit z = = + iy das Poissonintegral
durch

Plfl(2) = ;IJT/C: (t—];g?Jr gl v>0.

Das Cauchyintegral definieren wir durch
1 [ f(t
i) = o [ Lary 0.

o) t—2

Wie eine kurze Uberlegung zeigt, ldsst sich mittels der Abbildungen a, 3
Satz 3.11 auf die obere Halbebene {ibertragen, indem wir fiir z € C1 u(z) =
(uoa)(B(2)) = P[(uoa)(e?)](uoa) beniitzen. P ist hier das Poissonintegral
am Einheitskreis.

Satz 3.14 Sei 1 < p < oo und sei F(z) so, dass F o a € H,(D), was
insbesondere fiir F' € HP(CL) erfullt ist. Sei weiters f(x) der Randwert von
F(z), dann ist f2) ¢ LY (—00,00) und fiir y > 0 gilt

142
F(z) = P[f](2).

Das Cauchyintegral erfiillt:

Satz 3.15 Sei 1 < p < oo und sei F(z) € HP(Cy) mit Randwert f(x),
dann gilt f(z) € LP(—o00,00) und fir y > 0 F(z) = C[f](z) sowie firy <0
0= Clf](2).

Sei umgekehrt f(x) € LP(—o00,00) und gelte C[f](z) = 0 fiir y < 0, dann
gilt

F(z) = Cf1(2) = P[f](2) fiir y > 0.

F(z) ist auferdem in HP(CL) und der LP Grenzwert ist fast iberall gleich
().
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Speziell gilt fiir eine Funktion F(z) aus H2(C,), dass sie genau dann der L?
Randwert einer Funktion f(x) aus L?(—o0, o0) ist, falls

Clfl(z)=0firy <0

also falls

F(z) = Clf1(2) = Pf](2) fiir y > 0

gilt. Das Poisson- und Cauchyintegral C, sowie dieses Resultat werden wir
in Kapitel 6 auf Distributionen erweitern.

3.7 Harmonische Funktionen auf R"

Definition 3.16 Sei Q eine offene Teilmenge von R™, sei u : Q — C und

sei u(z) = u(zy, ..., xn) nach jeder Variablen zwei mal stetig differenzierbar,
dann heifft u harmonisch, falls
0u 0?u
(Au)(z) == —5 () + ... + —5(2) =0
L7 Ln
auf Q gilt.

Sei w eine harmonische Funktion auf Q und y € R", dann gilt fiir die um
y verschobene Funktion, die durch @(z) := u(z — y) (im Bereich y + )
definiert ist, dass sie ebenfalls harmonisch ist. Definieren wir die um den
Faktor r gestreckte Funktion durch u,(z) := u(rz) (im Bereich 1), dann
gilt Au, = r?(Au),, womit die um den Faktor r gestreckte Funktion ebenfalls
wieder harmonisch ist.

Satz 3.17 (Mittelwerteigenschaft) Seiw harmonisch auf der abgeschlos-
senen Kugel B(a,r), dann lisst sich die u(a) durch ein Mittel iiber den Rand
0B(a,r) darstellen:

1
u(a) = o /Su(a—i-rs)ds,

wobei S := 0B(0,1), und wp—1 die halbe Oberflache von S ist.

Beweis:
Wir beweisen den Satz zuerst fiir n > 2. Wegen der Verschiebungseigen-
schaften kénnen wir @ = 0 annehmen. Der Satz von Green besagt

/ (uAv — vAu)dV = / (uOnv — VOQu)ds.
Q o0

Der Satz von Green folgt direkt aus dem Satz von Gauss

/VFdV:/ F - nds
Q G19)
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angewandt auf die Funktion (uAv —vAu). Wenden wir diesen auf u(x) und
v(z) == |z|>~™ mit dem Bereich Q = {z € R" : ¢ < |z| < 1} an, erhalten wir

0=(2—-n) / uds — (2 — n)el_”/ uds — / Onuds — 62_"/ Opudz.
S €S S €S

Da aus dem Satz von Green mit v = 1 und « harmonisch

Onuds
o0

folgt, sind die letzten zwei Terme 0 und es gilt

/uds—eln/ uds,
S eS

was fiir ¢ — 0 unter Verwendung der Stetigkeit von u bei 0 den Satz beweist.
Fiir n = 2 gehen wir analog mit v := log |z| vor. O

Die Mittelwerteigenschaft ist wie wir sehen werden eine zentrale Eigenschaft
der harmonischen Funktionen. Man kann sogar zeigen, dass die harmonischen
Funktionen durch diese Eigenschaften charakterisiert werden. Gehen wir zu
Polarkoordinaten (s, r = 1) iiber

o1, o
—_ udV = u(s)ds,
VBO.D) Jaon " = o Jo

erhalten wir eine dquivalente Formulierung

“U) = B /WBW) udV.

Satz 3.18 (Maxiumprinzip) Sei Q) zusammenhdangend und seiu : Q@ — R
eine reellwertige harmonische Funktion. Wenn u auf Q ein Mazimum oder
Minimum annimmt, dann ist u konstant.

Beweis: Angenommen v nimmt sein Maximum bei a € © an. Wir wihlen
ein r > 0 mit B(a,r) C Q. Wire u fiir einen Punkt in B(a,r) kleiner als
u(a), wiirde das der dquivalenten Formulierung von Satz 3.17 widersprechen.
Damit muss u konstant auf B, (a) sein. Damit ist die Menge, auf der u das
Maximum annimmt, offen in € und wegen der Stetigkeit auch abgeschlossen.
Da 2 zusammenh#ngend ist, muss daher u auf ganz 2 konstant sein.

Falls v ein Minimum annimmt, gehen wir analog fiir —u vor. O

Eine dquivalente Formulierung dazu ist, dass, falls u stetig auf Q (Q be-
schrankt) und harmonisch auf €2 ist, ein Maximum /Minimum nur am Rand
0§ angenommen werden kann. Wenden wir diese Aussage auf u;(z) — ua(x)
an, erhalten wir direkt:
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Satz 3.19 Seien ui,us stetig auf Q (Q beschrinkt), harmonisch auf @ und
gleich auf dem Rand 02, dann ¢ilt uy = uo auf ganz 2

Wir wollen uns jetzt dem bereits in C besprochenen Dirichletproblem zu-
wenden, also fiir 2 C R"™ und eine auf 00 gegebene stetige Funktion f eine
auf Q definierte stetige Funktion u finden. Die Einschrinkung von u auf
soll dabei harmonisch sein und auf 0 soll u(z) = f(x) gelten.

Die fiir den Einheitskreis hergeleitete Darstellung mittels Poissoninte-
gral ist auch fiir die n-dimensionale Einheitskugel moglich und sie 16st das
Dirichletproblem fiir die n-dimensionale Einheiskugel.

u(x) = /S £(5)p(s, 2)ds,

wobei der Poissonkern fiir die Einheitskugel

1 1—1]z* 1 1—r?

Wpo1 |z —s]"  wno1 (1 —2rcosf+12)2

p(S,f) =
ist. Dabei ist r = |z| > 1 = |s| und 6 der Winkel zwischen den Vektoren z
und s.
3.8 Das Poissonintegral auf R

Wir wollen aber nicht auf der Einheitskugel, sondern auf dem oberen Halb-
raum R := R" x (0, 00) arbeiten, der Rand von R’ ist R”. Wir erhalten
folgende Poissondarstellung:

Satz 3.20 Sei f € LP(R™), 1 < p < o0, und sei
u(z,y) = Plfl(z,y) = A f(@)Py(z —t)dt

das Poissonintegral von f, dann ist u harmonisch auf Riﬂ,
Es gilt limy_o4 u(z,y) = f(z) fir fast alle x € R™ und

1
el = ( [ futelras)” <11l
fiir alle y > 0. Auferdem gilt fir y — 0+
lu(z,y) = fllp = 0.
Beweis: Ohne Beweis. O
Auch auf RT’I lassen sich die harmonischen Hardyrdume durch

hp(REY) = {u : R — R : w harmonisch, sup ||u(z,y)|], < oo}
y>0
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definieren. Wir bezeichnen |[|u|[n, := sup,~¢ [|[u(z,y)||p. Erneut in Analogie
zum bereits auf D besprochenen Fall gilt fiir 1 < p < oo, dass die Abbildung
f — P[f] eine Isometrie von LP(R™) auf h,(R:H) ist.

Mithilfe der alternativen Formulierung der Mittelwerteigenschaft 1dsst
sich, wie eine kurze Rechnung zeigt, eine Funktion v € hy,(R") durch

)] < St

’y p
abschitzen, mit natiirlichem n und einer Konstanten C, die nur von p ab-
héngt.

Das Poissonintegral auf dem oberen Halbraum ]R’}r'H werden wir im fol-
genden Kapitel auf Distributionen erweitert. Dafiir bendtigen wir aber noch
einige weitere Eigenschaften von harmonischen Funktionen auf R™, die wir
ohne Beweis anfiihren:

Satz 3.21 Sei u eine Funktion im R", die harmonisch in der Einheitskugel
(lz| < 1) und stetig in der abgeschlossenen Finheitskugel (|x| < 1), ist, dann
existiert eine Rethenentwicklung

u(z) = Z a®) (z)

k=0

wobei a®) (x) homogene harmonische Polynome von Grad k sind. Die Reihe
ist absolut konvergent in |z| < 1 und gleichmapig konvergent in |z| < r < 1.

Satz 3.22 Sei Q C R ein symmetrischer Bereich, fir den aus (z,y) =
(21, s Tnyy) € Q auch (z,—y) € Q folgt. Sei u eine stetige Funktion auf
Q, die u(z,y) = —(x,—y) erfillt und die weiters harmonisch auf Q4 :=
{(z,y) € Q,y > 0} ist, dann ist u auf ganz Q@ harmonisch.
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Distributionelle Randwerte
harmonischer Funktionen

Definition 4.1 Sei T € D'(R"), dann heifit eine harmonische Funktion
u(z,y) : R — C harmonische Darstellung von T (im oberen Halbraum),
falls fiir alle ¢ € D gilt:

lim u(z,y)p(x)dx = (T, ¢).
y—0+ Rn

Dabei bezeichnet R den oberen Halbraum R™ x (0,00). Man kann
aber auch analog zu dieser Definition eine harmonische Darstellung auf der
unteren Halbebene definieren.

Dieser Grenzwert lésst sich eleganter als Grenzwert im distributionellen
Sinn schreiben, indem man die harmonische Funktion w als Distribution I,
auffasst. Wir werden in Folge aber nicht mehr zwischen v und I, unterschei-
den, wenn aus der Gleichung klar ist, ob wir eine Funktion als Distribution
auffassen wollen.

I =T
Jim (@, y)

Die harmonische Darstellung von Distributionen ist daher genau analog
zur harmonischen Darstellung, die wir in Abschnitt 3.7 eingefiihrt haben,
nur mit dem Unterschied, dass sie einen distributionellen Randwert besitzt.

Direkt aus der Definition kann man bereits einige Eigenschaften der har-
monischen Darstellung ablesen. Sind u;(x,y) und ua(z,y) harmonische Dar-
stellungen der Distributionen 77 und 7%, dann ist ui(z,y) + ua2(z,y) eine
harmonische Darstellung von 77 + T5. Auerdem ist fiir ¢ € C, cu(z,y) eine
harmonische Darstellung von cI'. ) )

a1 gan

Dariiber hinaus gilt mit 0% := S - G dass 0%u(x,y) eine harmoni-

sche Darstellung von 0T ist. Denn 0%u(x,y) ist als Ableitung einer harmo-
nischen Funktion wieder harmonisch und wegen

lim [ 0%u(z,y)p(x)de = lim (—1) /u(w,y)8§‘¢(x)dx =

y—0+ y—0+
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Kapitel 4. Distributionelle Randwerte harmonischer Funktionen

= (—=1)NT, 02 ¢(x)) = (95T, ¢)

folgt, dass es eine harmonische Darstellung von 05T ist.

Seien u; (z,y) und us(z,y) zwei harmonische Darstellungen der Distribu-
tion T, dann ist ua(z,y) — u1(x,y) eine harmonische Darstellung der Null-
distribution. Harmonische Darstellungen sind daher bis auf eine harmoni-
sche Darstellung der Nulldistribution eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen
die Menge der harmonischen Darstellungen der Nulldistribution mit Hp.

4.1 Distributionen aus £'(R")

Die Distributionen &£’ besitzen einen kompakten Trager suppT’ und stellen
daher den einfachsten Fall dar. Wir werden beginnen, die klassische Theorie
auf diese Distributionen zu iibertragen. Fiir die Darstellung mittels harmoni-
scher Funktionen bendtigen wir analog zum klassischen Fall den Poissonkern
fiir die obere Halbebene R/t
1
Py (.’L’) = 7%
n (]2 +42)F
Damit kénnen wir in Anlehnung an Satz 3.20 das verallgemeinerte Pois-
sonintegral formulieren:

Definition 4.2 Sei T € &'(R™), dann nennen wir
PT](x,y) = (T(t), Py(x — 1)), y€R\{0}, z €R"
das verallgemeinerte Poissonintegral von T

Diese Definition ist sinnvoll, da P[T](x,y) fiir y # 0, wohldefiniert ist und
Py(z — () € E(R™) gilt.

Wie wir schon im klassischen Fall angemerkt haben, ldsst sich das verall-
gemeinerte Poissonintegral eleganter iiber eine Faltung mit dem Poissonkern
schreiben

P[T](x,y) = (By * T)(x).

Auf eine Testfunktion angewandt, l4sst sich der Poissonkern auf diese iiber-
tragen. Es gilt fiir y > 0

<P[T](l‘,y),¢> = <T’ Py *¢>a

da | P[T)(z,9)é(x)de = [(T(0), Py — 1) d(a)da —
(T(t), [ Py(x — t)p(x)dx) = (T, P, * ¢) gilt.

Satz 4.3 Das Poissonintegral der Distribution T € &' ist eine harmonische
Funktion auf R\ suppT. Es besitzt auflerdem die Symmetrieeigenschaft

PT](x,y) = =P[T](x,~y) (x #0).

5%)
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Beweis: Die Symmetrieeigenschaft folgt direkt aus der Form des Poisson-
kerns.
Um zu zeigen, dass P[T](z,y) harmonisch auf R"*!\ suppT ist, verwenden
wir Satz 3.22. Wir miissen daher zeigen, dass P[T](z,y) harmonisch auf R"**
fiir y # 0 ist und stetig auf R" !\ suppT.

P[T)(x,y) ist fiir y # 0 harmonisch, denn wegen 8%iP[T] (x,y) =
= (T(¢), %Py(x —t)) und Analogem fiir 6% gilt

AP[T)(z,y) = (T(t), AP, (x — 1)) = 0.

Um die Stetigkeit zu beweisen, zeigen wir fiir xg € R™ \ supp7’, dass
Hm g ) (0,0 P[T](z,y) = 0 gilt. Da z¢ & suppT’, existiert eine Umgebung
U von suppT, die zg ¢ U erfiillt. Wir setzen A(¢) eine Funktion A(t) € D(R"),
die die Bedingung erfiillt:

At = 1: t € einer Umgebung von supp?l C U
0: t¢U.

Damit gilt suppT C suppA(t) C U.

Fir y # 0 gilt P[T)(x,y) = (T'(t), Py(x —t)) = (T'(t), A\(t) Py(z — t)), wir
miissen daher lim; ) (z0.0) A(t) Py (7 — t) = 0 zeigen.
Falls t ¢ U, gilt sogar A(t)Py(x —t) = 0, wir miissen daher nur mehr zeigen,
dass A(t)Py(z — t) in E(U) gegen 0 konvergiert. Das ist erfiillt, da zo ¢ U
ist. O

Satz 4.4 Sei T € E'(R™), dann gilt im Sinne des distributionellen Grenz-
werts limy_o P[T)(z,y) =T.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass limy_.o4 (P[T)(z,y), ¢(z)) = (T, ¢) gilt. Da-
zu schreiben wir die Gleichung zunéchst zu limy o4 (T, P, * ¢) = (T, ¢) um.
Damit reicht es, limy o4 (P * ¢)(t) = ¢(t) in E(R™) fiir alle Testfunktionen
¢ zu zeigen.

Fiir ein beliebiges 0f* und ¢ gilt 9f (P * ¢)(t) = [gn O Py(t — x)p(x)dx
[ 0Pt — 2)0()dr = [ Pyt — 2)0%0()dr = (P, + 9%0)(1), da
nach Satz 3.20 limy_o4 P, x 0%¢ = 0% gleichméfig auf jeder kompakten
Teilmenge des R™ konvergiert. g

Wir haben damit gezeigt, dass fiir eine Distribution mit kompaktem Tré-
ger T auf R™ P[T](z,y) eine harmonische Funktion auf dem oberen Halb-
raum R” ist und

lim P[T|(z,y) =T
y—0+

erfiillt, woraus folgt, dass P[T](z,y) eine harmonische Darstellung von T ist.
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4.2 Distributionen aus D'(R")

Um eine harmonische Darstellung u(z,y) fiir eine Distribution T € D’ zu
finden, kénnen wir nicht einfach genau wie fiir £’ das Poissonintegral auf D’
iibertragen, da das Poissonintegral nicht fiir jede Distribution in D’ definiert
ist. Wir werden daher die Distributionen in eine lokal endliche Summe von
Distributionen mit kompaktem Trager zerlegen. Des weiteren werden wir
die Tatsache verwenden, dass sich jede harmonische Funktion in eine Reihe
entwickeln 1asst, wie wir in Satz 3.21 gesehen haben.

Satz 4.5 Seir T € D'(R™), dann ezistiert ein u(x,y), das harmonisch in
R\ suppT ist und fiir das im Sinne der Distributionen limy_o4 u(z,y) =
T(x) gilt.

Beweis: Seien v € Z" die Punkte in R™ mit ganzzahligen Koordinaten, dann
ist die Menge aller Einheitskugeln {B,(v,1) : v € Z"} eine offene Uberde-
ckung des R™. Es existiert eine Zerlegung der 1 fiir diese offene Uberdeckung,
also eine Menge {A, () : v € Z"}, die erfiillt: A\, (t) € D(R™); 0 < A\, (t) < 1;
Ay (t) = 0 aukerhalb von B(v,1); >, czm Au(t) = 1 fiir alle t € R™.

Es gilt nun mit dieser Zerlegung fiir jedes ¢ € D, > czn A, = ¢, und

fiir jedes T € D/,
Y TN =T
veL™

Bezeichnen wir nun 7, := A, T, dann gilt T, € £, da die Distribution we-
gen suppT}, C Bx(v,1) einen kompakten Triiger besitzt. Das Poissonintegral
P[T,](x,y) ist demnach gem#f Satz 4.3 harmonisch in R"™!\ B, (v,1) und
es gilt aukerdem

P[Tu](w7y) = _P[Tu](xv _y)'

Deshalb ist fiir |v| > 2 speziell P[T,](x,y) auch harmonisch in /|z|? 4+ y? <
|v| — 1 und wir kénnen Satz 3.21 anwenden, sodass wir eine Reihenentwick-
lung bekommen

PIL)(a,y) = 3 axla,y),
k=0

wobei ax(z,y) homogene harmonische Polynome von Grad k auf R*! sind.

Des weiteren ist diese Reihe auf \/|z|? + y? < |v|—2 gleichmiiRig konvergent.
Wir definieren nun die in y ungerade Funktion by (x,y) := w
Die bg(z,y) sind wiederum harmonische Polynome vom Grad k und es gilt

ebenfalls

k=0

Auch diese Reihe ist auf /|z|? + y? < |v] — 2 gleichméfig konvergent.
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Sei hy, = > 07 br(z,y), so dass in /|z]?2 +y2 < |v| — 2, |P[T,)(z,y) —
hy| < 27 gilt. Wir setzen weiters

u(x,y) = Z P[Tl/](x>y) + Z [P[Tu](xay) - hu($7y)]'
<2 v]>3
Es handelt sich hier um eine Reihe von harmonischen Funktionen. Aufser-
dem ist die Reihe >, 5 nyo[ P[] (2, y) — hu(z,y)] gleichméfig konvergent
in /[z2+y2< N, da Z\V|2N+2 2~ "l < 00. Damit kénnen wir folgern, dass
u(z,y) harmonisch in R"*1\ | suppT, ist und damit in R"*1 \ suppT.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass limy o4 u(z,y) = T'(x) gilt. Sei
¢ € D mit suppp C {x : |z| < N}, dann gilt u(z,y) =

= Z P[TV](xvy) - Z hu($7y) + Z [P[Tl/](xay) - hV(l'ay)]v

[v|<N+2 3<|v|KN+2 [v|>N+3

und setzen wir

g(z,y) == Z hy(z,y) € Ho, sowie
3<|v|<N+-2

f(xmy) = Z [P[TV](x7y)_hV(xay)]7
|v|>N+3

eine Reihe von harmonischen Funktionen, die gleichméfig konvergent in
|| < N, ly| <1 ist. Daher ist in diesem Bereich f(z,y) auch eine harmo-
nische Funktion. Weiters gilt f(x,0) = 0, womit auch lim,_.o1 f(z,y) =0
gleichméRig in || < N gilt. Bilden wir von (u(z,y),¢(x)) =

= Y (P w), 6@) — (g(x ), 6() + / f (0 9)d(x)dx

| <N+2 |z|<N+2

den Grenzwert y — 0+, so ergibt das

Z <TV7 ¢> - <T7 Z AV¢> = <T7 ¢>7

|v|<N+2 [v|<N+2

womit limy_o4 u(z,y) = T'(x) gezeigt wire. O

4.3 Klassifizierung der harmonischen Darstellungen

Wir haben in Satz 4.5 gezeigt, dass jede Distribution 71" eine harmonische
Darstellung besitzt, also dass sich jede Distribution als Randwert einer har-
monischen Funktion darstellen ldsst. Als néchstes wollen wir betrachten,
welche harmonischen Funktionen wirklich eine Distribution 7' € D/(R"™) als
Randwert annehmen. Wir werden damit in Satz 4.12 die harmonischen Dar-
stellungen von Distributionen klassifizieren.

Wir definieren dafiir die Menge Hy der lokal langsam wachsenden har-
monischen Funktionen.
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Definition 4.6 Fine harmonische Funktion u auf RT‘I liegt in H4, wenn
sie die folgende Bedingung erfillt: Fir jede kompakte Menge K C R™ und
jedes n > 0 existiert eine Konstante M und eine ganze Zahl m > 1, sodass
gilt

u(z,y)] < My™, (z,y) € K x (0,7].

Wir zeigen zuerst, dass jede harmonische Darstellung eine lokal langsam
wachsende harmonische Funktion ist.

Satz 4.7 Sei u(x,y) eine harmonische Darstellung von T € D'(R™), dann
gilt u(x,y) € Hy.

Beweis: Wie wir in der Einfiihrung iiber Distributionen gesehen haben, exis-
tiert fiir eine Distribution 7" und eine beliebige kompakte Menge K C R" ein
a und eine stetige Funktion f, sodass 0%f|x = T|x gilt. Wihlen wir nun
eine Funktion ¢ € D, sodass ¢ = 1 auf K ist und sei

Pl fl(x,y) = @) f(t), By(t — x)),y >0,

L ¥ _ . eine harmonische Darstellung
" (|22 4y?) 2
von ¥ f. Dann gelten fiir das verallgemeinerte Poissonintegral P[0% f](z,y)

und alle ¢ € D(K) die Gleichungen:

mit dem Poissonkern Py(z) =

lim [ P[%f](z,y)¢(x)dx = (T, $)

y—0+ K

Jim | u(ay)o(z)dr = (T.0).

Damit ldsst sich u(z,y) — P[0 f](z,y) zu einer stetigen Funktion h(z,y)
auf R U U fortsetzen.
Wir betrachten nun das Wachstum von P[0*Y f](x,y). Es gilt

P[0y f)(x,y) = (=1)* (@ (t) f(¢), 0" Py (t — ).

Fiir die Ableitung des Poissonkerns gilt

a qa\z,y
0“Py(z) = (xé—i-y)Q)S’ s € Ry, ¢(z,y) Polynom.

t liegt in supp® und x in K, damit liegt ¢ — = in einer beschriankten Menge
V C R". Es existiert ein N mit

lglx —t)| < Nfirz—teV, 0<y<L1.

Damit kénnen wir weiters abschiitzen, dass |[0*P,(t—x)| < Ny~2% ist (wieder
t € suppy und z € K).
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Da nun u(z,y) = P[0*Y f](x,y) + h(z,y) gilt, ist es einfach, Konstanten
M, m zu finden, sodass fiir alle v > 0

u(z,y)| < My™™ fiir (z,y) € K x (0,v]
gilt, womit u(z,y) € H4 gezeigt wire. O

Wir fiihren des weiteren fiir u(z,y) und einen beliebigen Punkt (xo,yo),
die Funktion u(=(z, y) als Mittelwert der Funktion u(z,%) auf dem Linien-
segment von (x,y) nach (zg,yp) ein.

Definition 4.8 Fir u(x,y) € Hy definieren wir fir einen beliebigen Punkt
(w0, o) € R

1
WV (2, y) = /0 w(ao + tx — x0),y + H(y — yo))dr.

Die so definierte Funktion ist harmonisch auf ]RZ’_H. Indem wir u(~2)(z,y) als
Mittelwert der Funktion u(~"(z,y) auf dem Liniensegment von (z,y) nach
(0,yo0) definieren und das iterativ fortsetzen, konnen wir fiir alle m € N die
Funktionen u(~™(z,y) fiir einen beliebigen Punkt (zo,yo) definieren.

Satz 4.9 . Sei uy(x,y) harmonisch auf Q4 = Q QR’}FH und existiert

lim [ uy(z,y)¢(z)de = (T4, §)
y—0+ Jo

fiir jede Testfunktion ¢ € D(Q), dann existiert

lim /Q o(x) augj’y)dx

y—0+

ebenfalls.

Beweis: Sei K der Trager von ¢, dann gilt fiir hinreichend kleines ¢ > 0,
K x (0,¢] C Uy und

8u+ o 6U+ v 82U+
ay (I',y) - ay (.’13‘, 6) + . 8y2 (CC, y)dy
8U+

Y
:ay(xve)_/ Al‘uﬁ-(‘rvy)dya $€K7 O<y§€-

Wegen limy o4 [, us (2, y)¢(x)dz = (T (x), p(x)) gilt auch

lim [ Ao (e,9)6()ds = (Ts(2), Ha0(2)
y— Q
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und daher kénnen wir die auf (0, €] stetige Funktion

li JAVS dx
i, | Bres(a1)0t2)

stetig auf [0, €] fortsetzen. Daraus folgt dass

lir(r)1+/ o(x / Aguy (z,y)dydr = hm / /(b Aguy (2, y)dedy
’y—)

existiert und somit auch

Damit kénnen wir folgern:

Satz 4.10 Wenn der Grenzwert limy,_o+ u(_l)(x,y) beziiglich D' existiert,
dann ezistiert auch der Grenzwert limy,_,o1 u(x,y) beziglich D'

Beweis: Wir wihlen Polarkoordinaten (r,w) in R"*! mit Ursprung (zo, o).
Dabei sei r € [0,00) und w € B,,. Damit vereinfacht sich die Definition zu

und daraus folgt wegen %u(*l)(r, w) =

— —%u(—l)(r,w) + %u(r, w) die Beziehung

1

—= Cu(r, w)dr + u(r w) =

u(r,w) = rgu(*l) (r,w) + u=Y (r, w).

or
Wir wollen nun wieder zuriick zu kartesischen Koordinaten wechseln. Es
. 0 __ n 0 o0 __ n  xr;—xg; O Y—yo O :
gl.lt Br = Diet Wigy, T Wntigy = Dy U5 5 + £ 5, Damit erhalten
wir

- J 9 _
ulw ) = 3 (s = w0i) 5 -u Y (@) + (= o) 5w @ p) +uD @, y).

i=1 v

Aus der Existenz von limy_o4 u(=Y(z,y) in D'(U) folgt sofort die Exis-
tenz von limy o4 a%iu(*l)(:c, y). Da u=Y(z,y) harmonisch ist, folgt aus Satz

4.9, dass limy_o4 %u(_l)(az, y) existiert. O

Satz 4.11 Sei u(x,y) eine harmonische Funktion auf R"™ und sei
By (zo,a) :={x € R" : |z —x¢| < a}. Falls eine Konstante M und ein m € N
existieren, sodass

‘U(l‘,y)‘ < Myima (xvy) € Bn(x()y CL) X (O7y0]
gilt, dann lisst sich u"™=2) (z,y) stetig auf R U B(zo, a) fortsetzen.
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Beweis: Sei zuerst m > 1. Dann gilt fiir (z,y) € By(20,a) x (0, yo),

1
0

1
M M _ —
S R T s e (R !
M _ _
— 7(y—m+1 o y() m+1) S Ny m—l—l7

m(yo —y)
wobei N eine Konstante ist. B
Sei nun m = 1, dann gilt fiir (x,y) € By (o, a) x (0, yol,

1 M M
(1) < / dt = 1 ity — t=1 __
U x, n —0 =
| ( y)| 0 (yO t(y yO)) Y — 10 (yO (y y(]))‘t 0

= (Iny — Inyo) SN(lny_l—i—N),
Y—1Y
wobel N wieder eine Konstante ist.
Es gilt daher fiir m > 1, [u(=")(z,y)| < N(Iny~' + N) und damit auch

1
D (2, )| < /0 N(In(yo + t(y — yo)) " + N)dt

N Yy

= (Int~t 4+ N)dt < N,
Y—%Yo Yo

mit einer Konstanten N.
Als nichstes zeigen wir, dass u(~""2)(z,y) stetig auf erfl U B(zo,a)

fortgesetzt werden kann. Da u(~™~1(z,0) beschrinkt auf B(zg,a) x (0, o]

ist, existiert u(=™=2)(z,0) = f01 w0 (20 4 t(z — z0), (1 — t)yo)dL.

Fiir @y, z2 € B(zo,a),yo > € > 0 gilt

W2 (29, 0) — w72 (21, 0)] < 2Ne+

1—e
+| /0 [ (wo+t(z2—20), (1—t)yo) —u' ™™D (zo+t(x1—20), (1—t)y0)]dt|-

Da u(=""Y(z,y) gleichmiRig stetig auf B, (o, a) x [e, o] ist, existiert ein
d > 0, sodass fiir alle |1 — x2| < ¢

[ (129, 0) — w2 (21,0)| < (2N + 1)e

gilt. Sei nun (z,y) mit y < € ein Punkt auf der Verbindungslinie zwischen
(z2,0) und (x9,yo), aukerdem gilt

™D (2, y) — w7 (29, 0)] < Ne.
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Dann gilt }
w2 (2, y) — w2 (@, 0)] < (BN + 1)e,

da |21 — 22| < d. Dies zeigt die Stetigkeit von ul="=2)(z,y) bei (z1,0) und
damit auch auf By(zo,a). O

Wir kénnen nun jene harmonischen Funktionen klassifizieren, die harmoni-
sche Darstellungen von Distributionen T' € D'(R™) sind.

Satz 4.12 Sei u(x,y) eine harmonische Funktion auf RCLFH, dann ist u ge-
nau dann eine harmonische Darstellung von einer Distribution T € D'(R"),
wenn u € H.

Beweis: Wir haben in Satz 4.7 gezeigt, dass jede harmonische Darstellung
in H4 liegt. Wir miissen jetzt noch zeigen, dass jede Funktion u € Hy eine
harmonische Darstellung ist.

Sei fiir beliebiges a > 0, U := {z € R: |z — 29| < a}. Aus der Definition
von ‘H4 wissen wir, dass eine Konstante M und eine ganze Zahl m > 1
existieren, sodass gilt

lu(z,y)] < My™™, (z,y) € U x (0,yo].

Aus dem vorherigen Satz konnen wir folgern, dass u(~""2)(z,y) zu einer

stetigen Funktion auf R’ |JU fortgesetzt werden kann und dass daher
limy oy u("™ 2 (2,y) (in D'(U)) existiert.

Wegen Satz 4.10 existiert damit auch limy o4 u(z,y) in D'(U). Da a
beliebig war, existiert auch der Grenzwert in D/(R™). O

Da wir gezeigt haben, dass die harmonischen Darstellungen von D’ genau
‘H sind, sowie dass sie bis auf harmonische Darstellungen der 0, also einer
Funktion aus H, eindeutig sind, gilt folgende Aquivalenzdarstellung:

D' = H, /Ho.
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Darstellung von Distributionen
mittels analytischer Funktionen

5.1 Distributionen auf R

Definition 5.1 Sei T'(z) € D'(R) und T(z,y) eine analytische Funktion auf
C\ R, dann heift T analytische Darstellung von T, falls

Jim [Tz +iy) =Tz —iy)] =T

als Grenzwert im distributionellen Sinn gilt.

Analog zur harmonischen Darstellung kénnen wir den Grenzwert auch als

lim [ (T(z +iy) = T(z — iy))p(x)dx = (T’ ¢),
y—>0+ R
fiir ¢ € D(R) schreiben.
In einer Dimension besteht eine Bijektion zwischen analytischen Darstel-

lungen und harmonischen Darstellungen. Sei T eine analytische Darstellung
der Distribution 7' € D/(R), dann ist

w(z,y) =Tz +iy) — T(z — iy), (z,y) € R x Ry

eine harmonische Darstellung von 7. Denn da analytische Funktionen har-
monisch sind, muss v harmonisch sein. Dass u eine harmonische Darstellung
von T ist, lasst sich direkt aus der Definition ablesen.

Sei nun umgekehrt u(z,y) eine harmonische Darstellung und sei fiir ein
(70, %0) € R x Ry,

Y Ou , , /:p I , ,
v(z,y) = —(x,y )dy — —(z',yp)dx'".
(z,y) /y aI( y')dy 5 ay( Yo)

0
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Dann ist v(x,y) c}ie harmonische Konjugierte von u(zx,y), denn es gilt % =
By sowie oy = —%. Die komplexe Funktion

1 .

5 : 0
w(z -+ iy) = ?(U(w,y) (@, y)) y>

7(—u(@, —y) +iv(z, —y)): ¥y <0
ist auf C\ R analytisch und erfiillt fir y > 0

w(z +iy) — w(z —iy) = u(z,y).

Damit ist die Bijektion zwischen harmonischen und analytischen Darstellun-
gen gezeigt.
5.2 Cauchy-Transformation
5.2.1 Darstellung in &’

In Analogie zur Cauchy-Transformation, die wir in Satz 3.6 iiber das Integral

S = g [ 1Y

2w ) t—2z

dt, ITm(z) # 0

o0

eingefiihrt haben, fithren wir fiir Distributionen die Cauchy-Transformation
iiber ein verallgemeinertes Integral ein.

Definition 5.2 Sei T € £'(R), dann nennen wir

SITI(=) = 5= (T(0), =), Tm(z) £0

T 2mi

die Cauchy-Transformation von T.

Da m fiir Imz # 0 in & liegt, ist S[T](z) fir Imz # 0 definiert.

Satz 5.3 S[T|(z) erfillt folgende Eigenschaften:
e S[T](z) ist eine analytische Funktion in C\ supp(T).
o iwS[T](2) = S[T™](z)

dzm
Beweis: Fiir die Ableitung gilt

d . 1 1 1 1
22T ) = Jim o AT, 2 (7, — 1=

))-

Da im Sinn von & %(tlefh — i) gegen ﬁ konvergiert, gilt

ZITIC) = 5T, = 5a)

T 2mi
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S[T](z) ist komplex differenzierbar fiir alle z mit Imz # 0, womit folgt, dass
S[T)(z) fiir Imz # 0 analytisch ist. Auberdem gilt

d
—S[T](z) = S[T’
< S[T)(2) = S[T')(2),

LS[T)(2) = 2(T(t), i) = —5=(T(t), £75) = S[T”
was wegen - S[T](z) = 75(T(1), =) = —gm(T (1), Gi=) = S[T'|(2)
folgt. Setzen wir das induktiv fort, folgt weiter

d?’b

@S[T] (2) = S[T(”)](z),

Zu zeigen bleibt noch, dass S[T)(z) aukerhalb von K = supp(T') auch
analytisch fiir Tmz # 0 ist. Sei nun A(tf) € D so, dass A(t) = 1 in K und
suppA = K, dann gilt

(T(), ) = (T(), A(#)

).

t—z t—z
Fiir einen Punkt 29 € R\ K gilt im Sinn von &, dass fiir o — 2 A(t)=

gegen A(t)—— konvergiert. Damit folgt

t—xo

lim S[T)(z) = (T, A(t)—

Z—X0 t — j)’jo>

Aus der Stetigkeit von S[T](z) folgt, dass S[T](z) auch analytisch in R\ K
und damit in C \ supp(7) ist. O

Die Cauchy-Transformierte ist daher insbesondere auf der oberen sowie un-
teren Halbebene analytisch. Wir wollen uns nun dem Wachstumsverhalten
der Cauchy-Transformierten zuwenden.

Satz 5.4 Sei T € &', dann gilt
o |S[T(2)] = O(l[)
o S[T)(z +iy) — S[T)(x —iy) = O(|2|7?).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass fiir |z| — oo, S[T](z) verschwindet. Daftr
fithren wir wieder eine Funktion A(¢) € D ein, sodass A(t) = 1 auf K gilt.
Damit konvergiert A(t);1) gegen 0 im Sinn von &.

S[T](z) besitzt eine Laurententwicklung

al a9
S|\T = —+ =+ ...
[ ](Z) a0+ P + 22 + )

die auferhalb einer Kreisscheibe, die suppT enthilt, sicher konvergiert. Da
S[T](z) fiir |z| — oo gegen Null geht, muss ap = 0 gelten, womit

[SIT](2)] = O(l2| ™)
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gezeigt ist. Da S[T](z) — S[T](2)| = % = O(]z|™1) gilt, folgt sofort
S[T|(x + i€) — S[T](x — ie) = O(|z|2).
O

Dass die Cauchy-Transformierte wirklich eine analytische Darstellung ist,
zeigen wir, indem wir auf das verallgemeinerte Poissonintegral fiir S’ zu-
riickgreifen.

Satz 5.5 Sei T € &', dann gilt
lim [S[T)(x + i€) — S[T)|(z — ie)] = T.

e—0+
Beweis:
SIT(2) - SITIE) = 5 (T(1), ) + = (T(), )
z) — Z) = — — Y4+ —
2mi "t—z 2mi t—z
1 Yy
7). ) = PIT)a)
Damit erhalten wir das Resultat direkt aus lim, .o P[T|(z,y) = T. 0

5.2.2 Darstellung in O’

Die Cauchy-Darstellung
1

)
existiert nicht fiir alle Distributionen T € D', da i ¢ D. Distributionen aus
&' lassen sich, wie wir bereits gesehen haben, mit dem Cauchykern darstellen.
Um eine moglichst grofse Klasse von Distributionen mit dem Cauchykern
darzustellen, verwenden wir den in Kapitel 1.4.3 eingefithrten Bremermann-
Raum O’ ;. Wir haben O_; als den Raum der C'*° Funktionen ¢(t) einge-
fithrt, die ¢(t) = O([t|™1), ¢(t)® = O(|t|~") fiir alle k erfiillen. Der Raum
O’ 4, der zwischen D’ und &’ liegt, ist mit diesen Wachstumsbedingungen
genau der Cauchydarstellung angepasst.

L)

2mi

Satz 5.6 Se: T € O, dann nennen wir

SIT)(2) = 5 (TW), =), Tm(z) #0

"~ 2mi

die Cauchy-Darstellung von T
S[T)(2) ist eine analytische Funktion in C\ supp(T') und sogar eine analyti-
sche Darstellung von T

lim b [S[T](z + i€) — S[T](x — i€)|p(x)dx = (T, ¢)

e—0+ J_ o

fiir alle Testfunktionen ¢ € D.
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Beweis: Wir tibertragen dazu die Resultate von £ auf O_p. Fiir Imz # 0
gilt = = O(|t|™!) € O_;. Daraus folgt die Existenz von S[T](z). Auferdem

gilt, dass
1 1 1 1
— — —
h\t—z—h t—z (t — 2)?

auch in O_; konvergiert, womit gezeigt wire, dass S[T](z) fir Imz # 0
analytisch ist. Um zu zeigen, dass S[T|(z) auch auf R \ suppT analytisch
ist, fithren wir eine Funktion A(t) € D ein, die auf suppT identisch 1 ist.
AuRerhalb des Triigers von A(t) ist (T'(t), A(t) /2-) analytisch und da wir den
Tréager beliebig nah am Trager von T wihlen konnen, gilt das Gewiinschte.

Uber die Verbindung mit dem Poissonintegral folgt dann, analog zum

Beweis in &', dass es eine analytische Darstellung ist. O

5.3 Darstellung in D’

Wir wollen nun die Darstellung auf den ganzen Distributionenraum D’ aus-
dehnen. Da wir am Anfang des Kapitels eine Bijektion zwischen harmoni-
schen und analytischen Darstellungen bewiesen haben, folgt die Darstellung
mit analytischen Funktionen direkt aus der Darstellung von Distributionen
durch harmonische Funktionen, die wir in Satz 4.5 bewiesen haben.

Satz 5.7 Sei T € D', dann existiert eine Funktion T(z), die analytisch in
C \ supp(T) ist und

o

lim [T(x + i€) — T(x — ie)|p(z)dx = (T, $)

e—0+ oo

fiir alle Testfunktionen ¢ € D erfillt.

5.4 Eindeutigkeit der analytischen Darstellung

Die analytische Darstellung einer Distribution 7' ist nicht eindeutig. Sei 7'(z)
eine analytische Darstellung von 7', dann gilt fiir jede ganze Funktion g(z),
dass T'(z) + g(z) ebenfalls eine analytische Darstellung von 7" ist. Das resul-
tiert aus der Bedingung fiir analytische Darstellungen

lim [T(x + dy) — T(z —iy)] = T.
y—0+

Wir kénnen nun analog zu den harmonischen Funktionen eine Aquivalenz-
darstellung herleiten. Dafiir fithren wir den Raum H,(C\ R) ein. H.(C\ R)
ist der Raum aller Funktionen ¢(z) in H(C\R), fiir dieesin 0 < r = |z| < o0
stetige monoton wachsende Funktionen M (r) und n(r) gibt, sodass

l9(2)| < M(r)|y|"™

68



Kapitel 5. Darstellung von Distributionen mittels analytischer Funktionen

fiir alle 0 < |y| < 1 erfiillt ist.

Sei T' eine analytische Darstellung der Distribution T € D', dann ist
diese nur bis auf eine ganze Funktion ¢(z) bestimmt. Seien I,,, die Intervalle
(m —1,m + 1), die eine offene Uberdeckung des R bilden. Dann fiihren wir,
in Analogie zum harmonischen Fall, eine Zerlegung der Distribution

T:ZTm
m

ein, wobei wir T}, so wihlen, dass es Triiger in I, hat. Sei nun T),(2) eine
analytische Darstellung von 7T;,, dann ist diese nur bis auf eine ganze Funk-
tion g, (z) bestimmt. Wir fithren daher eine neue analytische Darstellung

Ton(2) = Tru(2) = gm(2)
ein, wobel wir g, so wihlen, dass
Tin(2) — g(2)] < 27™ auf |2| < |m| — 2

gilt. Bs gilt nun auf 2| <mg -2 mit T =3, T,

T < D0 (Tl +lgmDD) + Y [Tn(2) + gm(2)]

|m|<mo [m|>mg

< Y Muy T D gm(2) Y 27 < Ny fir [y| < 1

|m|<mo Im|<mo [m|>mo

Daraus kénnen wir direkt folgende Aquivalenzdarstellung herleiten:

D'(R) = H,(C \ R) /H(C).
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Kapitel 6

Distributionelle Randwerte von
Hy

In diesem Kapitel werden wir die distributionellen Randwerte der polynomial
beschrinkten analytischen Funktionen Hy betrachten. In Satz 2.17 haben
wir bewiesen, dass wir die Randwerte g der Funktionen h € Hy als Laplace
und Fouriertransformation (¢ = F[T], h = L[T]) einer Distribution T €
S’ auffassen konnen und umgekehrt. Dieser Satz stellt daher das zentrale
Resultat dar, das wir fiir dieses Kapitel benotigen. Die Grenzwerte sind,
wenn nicht anders angegeben, stets im Sinn &’ zu verstehen.

Definition 6.1 Se: T € D'LQ eine Distribution, dann definieren wir das ver-
allgemeinerte Cauchyintegral von T als

OMTN(e) = = (T(), =

0.
) e
Das verallgemeinerte Cauchyintegral entspricht dem in Kapitel 3.6 auf der
oberen Halbebene eingefiihrten klassischen Cauchyintegral

e =5 [ Iy zo

Der Unterschied besteht nur darin, dass wir fiir das verallgemeinerte Cauchy-
integral auf der rechten Halbebene {z € C: Rez > 0} arbeiten werden, die
beiden Integrale entsprechen einander daher bis auf eine Drehung.

Die grundlegenden Eigenschaften des verallgemeinerten Cauchyintegrals
werden in folgendem Satz zusammengefasst:

Satz 6.2 Sei T € DILQ eine Distribution, dann existiert das verallgemeinerte
Cauchyintegral C|T)(2) und ist analytisch fir Rez # 0.

C[T)(z) konvergiert fiir x — 0+ im Sinne von S' gegen eine Distribution in
D}, Falls die Distribution T(t) auferdem der (S'-)Randwert einer auf der

70



Kapitel 6. Distributionelle Randwerte von H_

rechten Halbebene definierten Funktion aus H, ist, dann konvergiert C[T](z)
sogar gegen die Distribution T .
Analoges g¢ilt natiirlich fir die linke Halbebene fir t — 0—, wenn man

C[T](z) durch —C[T)(z) ersetzt.

1
z—it

Beweis: Fiir festes z mit Rez # 0 gilt € D}, und damit existiert

CIT)(e) = o

1
(T(t), —) fiir T € D,

)
zZ—1

Aufserdem gilt im Sinne von D;lz fiir Rez # 0

I 1 1 1 1
im — =— :
doz \ 2 —it z—it) 2 —2 (2 —it)?

¢n — ¢ falls [7 0% (¢n — ¢)|dz — O fiir alle k > 0. Daher gilt aus Stetig-
keitsgriinden

d 1 . 1 1 1 1
£<T’ z— it> B j/anZ<T, (z’ —it  z— it> 2 — z> = (T (- it)2>’
womit folgt, dass C[T](z) fiir z # 0 analytisch ist.

Fiir z > 0 gilt e *0(t) € S’ und Fle *'0(t)](y) = ﬁlz.y, wobei () die
bereits in der Einfiihrung kennengelernte Heaviside Sprungfunktion ist.

Da T € D}, gilt fiir die inverse Fouriertransformation F~*[T] € 8" Des
weiteren folgt aus der Definition der Laplace Transformation, dass fiir S € &’
und x > 0 L[SO] = F[S(t)e~*0(t)] gilt.

Damit kénnen wir aus Satz 2.2 folgern

LIFTHTIG) = FIFTI()e™0(t)]

1 . 1 _ i(T ; 1
27 r+iy 27
fiir Re(z) > 0.

Aus Satz 2.17 folgt wegen F~1[T] € &', dass die Laplacetransformierte
L[F[T]] und damit auch das verallgemeinerte Cauchyintegral C[T](z) fiir
x — 04 im Sinne von &’ gegen eine Distribution konvergiert. Diese liegt in
D}, da F7UT]0 in S ist.

Wenn T' nun aukerdem der (§’-)Randwert einer, auf der oberen Halbebe-
ne definierten, Funktion f(z) € Hy ist, dann gilt wegen Satz 2.17, f(z) =
LIFYT) = L[FT)0] = C[T](2) fiir Re(z) > 0. Es gilt lim,_o C[T](z) =
lim, o L[FYT))(z) = T(y) fiir z — 0+ im Sinne von S’ O

) = C[T(2)

Tz —it

Eine Folgerung von diesem Satz ist folgender Darstellungssatz:
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Satz 6.3 Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Dis-
tribution T € DY, der Randwert (v — 0+) einer Funktion h(z + iy) € H
ist, also dass eine Distribution S € D! existiert mit h(z) = L[S](z) und
T = F[S], ist:

C[T)(z) = 0 fiir Re(z) < 0.

In diesem Fall gilt:

h(z) = C[T](z) fiir Re(z) > 0.

Beweis: Wegen Satz 6.2 gilt C[T](z) = L[S](2) fiir Re(z) > 0 sowie —C[T](z) =
(S,e=#0(—t)) fiir Re(z) < 0, was aufgrund S = 0 fiir ¢ < 0 gleich 0 ist.

Umgekehrt folgt fiir T = F[S] € D}, aus (T, e~ *6(—t)) = 0 fiir Re(2) <

0 nach Satz 2.17 S € D/, O

In Analogie zu den klassischen Ableitungsformeln fiir das Cauchyintegral
erhalten wir

Satz 6.4 Sei T € D, dann gilt fiir Rez # 0.

dr - (—1)kE! 1 -

iR = 5 = T ) = (29 CIT W) G2).

Beweis: Seien T,T®*) ¢ D}, dann existieren nach Satz 6.2 C[T)(z) sowie
CITW](2) und es gilt fiir Re(z) # 0

~ 1

CIT®(2) = o 1 (=1)"k! 1

Tz — it> T or T (z — Z't)k+1>

(T™(2)

Durch mehrfache Anwendung des im Beweis von Satz 6.2 hergeleiteten Glei-
chung

d 1 1

S N~

dz< ’z—it> (T, (z—it)2>

erhalten wir daraus

(—i)F dF o1

LT, ——) = (i) @)

Ein weiterer bedeutender Darstellungssatz ist:

Satz 6.5 Sei T € D’LQ ein Randwert von h(z) € Hy, dann gilt fir die
Halbebene Rez > 0
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Beweis: Aus Satz 6.3 folgt fiir Rez < 0 %(T, z_lzt> = 0 oder fiir Rez > 0
1 1

E< )’ —Z—it

) =0, was, wenn man Real- und Imaginarteil trennt, zu

) 1
7<R6T7 — > = —ﬂ<:[]_'_n_7—‘7 ﬂ> fur Rez < 0

wird. Wegen

1 1
= —(ReT +ilmT, ——)

h(z) = é[T](z) o z— 1t

folgt hieraus der zu beweisende Satz. O

Die Darstellung durch das verallgemeinerte Cauchyintegral steht in Verbin-
dung zum verallgemeinerten Poissonintegral. Fiir T' € D’L2 und Rez > 0
gilt .
~ ~ ~ x
PIT|() = C1T1(2) ~ CIT)(D) =TT 3o
Analog zum Cauchyintegral entspricht dieses verallgemeinerte Poissoninte-
gral P[T](z) bis auf die Drehung, also die Vertauschung von z und y, dem
in Kapitel 3.6 klassischen und dem in Kapitel 4 fiir RTFI eingefiithrten ver-
allgemeinerten Poissonintegral.
P[T](z) ist nicht notwendigerweise analytisch in Rez # 0, da —C[T(Z)
nicht analytisch sein muss, das verallgemeinerte Poissonintegral ist aber har-
monisch.

Satz 6.6 Sei T € D, dann ist P[T)(z) fir Rez > 0 eine harmonische
Funktion, die gegen den Randwert T konvergiert.

Beweis: Wir benotigen zuerst das Hilfsresultat, dass fiir den Randwert von
C[T)(z) in Rez > 0 T} sowie den Randwert von —C[T](z) in Rez < 0 Tb,
T =T+ T gilt.

Es gilt aulkerdem

—C[T)(2)|rez<0 = —C[T](2)|Rez>0,
also —C[T](2)|Rez<0 — T» und damit
CIT)(2)—C[T)(2) = T + T, =T.

Dass P[T](z) fiir Rez > 0 eine harmonische Funktion ist, lisst sich analog
zum Kapitel 4 nachweisen. O

Zuletzt zeigen wir noch

Satz 6.7 T € D} ist der Randwert einer Funktion h(z) € Hy auf Rez > 0,
genau dann, wenn gilt

h(z) = C[T)(2) = PIT)(2).
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Beweis: Wegen Satz 6.3 gilt, da T' der Randwert einer Funktion in H ist,
—C[T](Z)’Rez<0 = —C[T](E)‘Rez>0 =0, also

h(z) = C[T](z) = P[T](z), Rez > 0.

O

Die vorangegangenen Sétze folgen als Spezialfall der in Kapitel 3.6 fiir die
obere Halbebene C* hergeleiteten Poisson- und Cauchydarstellungen mittels
Integralen, wenn man die Distributionen auf Funktionen in Lo einschrinkt
und die distributionelle Konvergenz gegen die Randwerte durch eine nor-
mierte Konvergenz ersetzt.

Die Distributionen D’L2 stehen daher als Randwerte von den polynomial
beschrénkten analytischen Funktionen H, in gleicher Verbindung zueinan-
der, wie Lo zum Hardy Raum H?2. Da H? C H, sowie Ly C D}, haben wir
daher die klassische Theorie erweitert.
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