Die approbierte Originalversion dieser Diplom-/Masterarbeit ist an der
Hauptbibliothek der Technischen Universitat Wien aufgestellt
(http://www.ub.tuwien.ac.at).

The approved original version of this diploma or master thesis is available at the
main library of the Vienna University of Technology
(http://www.ub.tuwien.ac.at/englweb/).

TU

WIEN

DIPLOMARBEIT
MASTER’S THESIS

Das Stabilitidtsproblem Biegedrillknicken

bei Verbundbriicken im Bauzustand

Modellbildung, Berechnung und numerische Simulation

sowie Konstruktion von Aussteifungssystemen

ausgefiihrt zum Zwecke der Erlangung des akademischen Grades eines

Diplom — Ingenieurs

unter der Leitung von
Univ. Prof. Dipl. — Ing. Dr. techn. Josef Fink
und
Ao. Univ. Prof. Dipl. — Ing. Dr. techn. Francesco AIGNER

Institut fiir Tragkonstruktionen — Abteilung Stahlbau
eingereicht an der Technischen Universitit Wien

Fakultét fiir Bauingenieurwesen

von

Richard KERSCHBAUMER

Matrikelnummer 0026392
Lederergasse 14a/16
1080 Wien

Wien, im Juni 2007 e



VORWORT

Gerne mochte ich ein paar Zeilen dazu verwenden, mich bei allen Personen, die mafigeblich

Anteil am Zustandekommen dieser Arbeit hatten, zu bedanken.

Herrn Univ. Prof. Dipl. — Ing. Dr. techn. Josef Fink mochte ich an dieser Stelle nicht nur fiir
die interessante Aufgabenstellung und seine personliche Unterstiitzung bei der Beschéftigung
mit der vorliegenden Arbeit danken. Seinem Engagement an der Technischen Universitét

verdanke ich einen Grofiteil meiner Begeisterung fiir den Stahlbau’

Es ist mir ein Bediirfnis, mich an dieser Stelle ganz besonders herzlich bei

Herrn Ao. Univ. Prof. Dipl. — Ing. Dr. techn. Francesco Aigner zu bedanken.

Bereits wihrend meiner Studienzeit war er mir ein hervorragender Lehrer und Freund, von
dem ich in unzihligen Gesprichen und Diskussionen viel lernen durfte. Auch wihrend der
Bearbeitung der vorliegenden Diplomarbeit stand er mir jederzeit mit auflerordentlich

wertvollen Anregungen zur Verfiigung, wofiir ich ihm herzlich danke.

Weiters geht mein Dank an alle meine Freunde und Studienkollegen, die mich auf meinem
Weg durch das Studium begleitet haben und denen ich auch in Zukunft freundschaftlich

verbunden sein werde.

Grofler Dank geht auch an meine Arbeitgeber wihrend der Studienzeit.

Zwar war es oft sehr schwer, Arbeit und Studium zu vereinbaren, doch die dabei
gesammelten Erfahrungen sind derart wertvoll, dass sie mich zumindest einige der unzihligen
mit Arbeit verbrachten Stunden in der Freizeit oder am Wochenende vergessen lassen.

Ganz besonderer Dank geht an das Team des Ingenieurbiiros Sigl fiir sein Vertrauen in meine

Arbeit und alles, was ich von ihm im Zuge der Bearbeitung etlicher Projekte lernen durfte.

Besonderer Dank gebiihrt meiner Familie und meiner Freundin. Sie waren immer an meiner

Seite.

DANKE!



KURZFASSUNG

Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit dem Stabilitéitsproblem Biegedrillknicken bei
Stahl — Stahlbeton — Verbundbriicken im Bauzustand.
Anhand eines exemplarischen Verbundbriickentragwerks werden verschiedene Mafinahmen

zur Anhebung der Sicherheit gegen Stabilititsversagen untersucht.

Die Berechnung der Struktur erfolgt einerseits mit Hilfe des RITZ’schen Verfahren nach der
Potentialmethode, begleitend dazu werden die modellierten Systeme auch mit Hilfe eines
kommerziellen 3D — FEM — Programms berechnet und die Ubereinstimmung der Ergebnisse
nach diesen beiden Methoden verglichen.

Fir die Naherungsverfahren wird besonderer Wert auf eine geeignete Modellbildung zur
Berechnung der Struktur gelegt, was sich durch gute Ubereinstimmungen der Ergebnisse

nach RITZ mit jenen der aufwindigeren Berechnung nach der FE — Methode bezahlt macht.

In den ersten Kapiteln erfolgt eine allgemeine Finfithrung in die Stabilitétstheorie, die sich
anschlieflend vertieft dem eigentlichen Problem des Biegedrillknickens widmet.
Anschlielend wird das vorliegende Briickensystem vorgestellt und daran
Stabilitdtsuntersuchungen durchgefiihrt.

Die weiteren Kapitel widmen sich der Stabilisierung des Systems durch Quertriiger und
Verbidnde, welche anhand verschiedenster Kriterien optimiert werden. Bewusst wurde dabei

immer der Bezug zur Praxis bewahrt.

Wegen der Vielzahl an Faktoren, die das komplexe Stabilitdtsproblem Biegedrillknicken
beeinflussen, ist es kaum méglich, allgemein giiltige Formeln oder gar Anleitungen zu
Stabilitéitsberechnungen verschiedenster Systeme anzugeben.

Dennoch wird immer wieder von speziellen Problemstellungen ausgehend der Versuch
unternommen, Zusammenhénge aufzuzeigen und diese in einem méglichst allgemeinen

Kontext zu betrachten.



ABSTRACT

This work concentrates on the stability problem lateral torsional buckling of composite
bridges during their state of construction. The discussed systems consist of steel made main
girders and reinforced concrete slabs above.

By means of an exemplary bridge structure different measures to improve safety against loss
of stability such as transverse members between the main girders and stiffening bracings are
being examined.

On the one hand the system is being calculated with the RITZ — method, on the other hand
the analysis uses a commercial three dimensional finite element program. The results are

continuously being compared to each other and evaluated.

In all those considerations a strong emphasis lies on the proper modelling of the structure
which represents the basis for all further investigations. This turns to account in good
matches of the results gained by the RITZ — approximation method compared to the results

from the finite element analysis.

The first chapters give a general introduction into stability theory and deepen into the actual
problem of lateral torsional buckling. Afterwards the examined bridge system is being
presented.

Further chapters are dedicated to calculations of different stabilization methods against

stability failure.

Due to the complexity of the topic it’s hardly possible to give generally valid instructions on
how to cope with lateral torsional buckling. Nevertheless the author tries to reveal general

contexts through the help of examinations at the discussed systems.



INHALTSVERZEICHNIS

INHALTSVERZEICHNIS

1

EINLEITUNG . .. oeiiiiiiieee ettt ee et eeeeee ettt s et it e e s abatsseesrseeerseebbesaaanss st s e s s e esseassansesssesens 1
1.1 Allgemeines zu Verbundbriicken im Bauzustand — Problemstellung.....................cceeee. 1
1.2 Aufgabenstellung und Zielsetzung.........cccooooviiviiiiiiiiiinninni 2

MATHEMATISCHE UND MECHANISCHE GRUNDLAGEN ........c.ocoviiiiiiiiiiinniieeen, 4
2.1 KoordinatensSySTeIm .. ...vuuuiiiiiin it e e e 4
2.2 TAYLORIeihenentWiCKIUIg ... ..uoiiiiiiiiiiiineee et e ee ettt e e e ecer s s e s e et e e eneeenanes 5

2.2.1 TAYLORreihenentwicklung in einer Variable..................... D v ereraerereeteantarsaaertanrnntn 5

2.2.2 TAYLORreihenentwicklung in mehreren Variablen ...........ccccccoiviiiiiiiiiiiiinicnenicnnnn, 5
2.3 Mechanische EnergieprinZipien..........ccuveiiniiiiiiiiiiiiii i s 6
2.4 Orthogonalitiit ..........vvuiiireiiiiii et e e st raan 6
P2 I o) 1 OO PP TP P 7
2.6 FouriereNtWICKIUNE ......ciiiiiiiiiiii et e s e e e s e eeat e e e sa s e eennaees 7

NOMENKLATUR. ...t e 8
3.1 MaterialkenngrOBem. ... ..vviiriuueireei e e e e e 8
3.2 KoOTdinatenSYSteIIL . ... cvuiiiiiiriiiiiiiniiieeet e reire e s e s eeersenra s cebs s e et e ebiestt s eabnaerinsarnis 8
3.3 QuerschnittspUnKEE. .. ..ouiiiiiii i e 8
3.4 QUETSCRIMIEESWETTE 1.uvuvvveerieiiiii e ee ettt r et e e e et e e e e e berab e e e s bbb e s s areraans 9

3.4.1 Flichenintegrale 0. Ordnung.........oooviviiiineiiiinrieeeiin i res e eeeriiieseerne e eesiieerernannes 9

3.4.2 Flichenintegrale 1. OTdNUNE......c.coviiiiiiiiiiii s 9

3.4.3 Flichenintegrale 2. Ordnung.......c.covvvviiiiiiiiniiiiiiiiii s, 10

3.4.4 Kindem’sche Querschnittsfunktionen ..............ccvviviiiieiiiiciinn s, 10
R I Y/=1 6 (o) w01 10N Y1) o H PP PPPT 10
3.6 BelASTUIZEI c.vvuuiiiiii ittt ettt et e e e e ar e et e e e tet e e b et e e rat e enrea s 11
3.7 SchnIttETOBEIL....eiivi i e e 11
3.8 Differentialgleichung der Biegelinie .........c..cccciiiiiiiiiiiiiiiii e, 12

STABILITATSTHEORIE .......ccuoioiiitteitiettecie ettt etteette e evve vt sra e sbestbeerneesae s stesabeeree s 13
4.1 Energetische Betrachtungen von Stabilitéitsproblemen — Das Prinzip vom stationéren
Wert der potentiellen Energie..........ccooeiiiiiiiiiiiiiiiiii i 13
4.2 StabilitATSETENZE ...\ vvvveiiiciies et 14
4.3 StabilitAtSVErIUS......cciiiiiiiii e 15
4.4 Losungsmethoden fiir Eigenwertprobleme ...............ocoovviviiiiiiiiiiiiinn 19

4.4.1 Exakte (analytische) Loésungsmethoden............ccocoiiiniiiiiiiin 19

4.4.2 Niherungslésungen nach der Energiemethode..........o.ocovvieiiiiiiiiiiiiiiii, 19

4.4.2.1 RITZ — Verfahren ... e 20
4.4.2,2 GALERKIN — Verfahiren ......ccuviiiiiiiiiiiii i e e 22

4.4.2.3 Finite Elemente Methode (FEM)...........ocooiiiniiriiiiiiiiincice e 22



INHALTSVERZEICHNIS

4.4.2.4 Randelemente Methode (Boundary Elements Method — BEM)............cccceue 23
4.4.3 Allgemeines iiber die Wahl von Ansatzfunktionen............ccccoeeeeieiieiineiieeiinieeeinnenns 23
4.4.3.1 Trigonometrische Funktionen Sinus und Cosinus...........cccccocciiniiieeriecniiinneenn. 24
4.4.3.2 Polynomiale Funktionen (Potenzreihen) ...........ccccccovniiiinniniciinnnn i, 24
4.4.3.3 HERMITE’sche Polynome.........c..ccoooiiiiiviiiiiiiniiciiiiin e 24
5 WOLBKRAFTTORSION NACH THEORIE II. ORDNUNG .........ccocoovviveriieeereenienn 25
5.1 AlLGEINEINES ... ccii ittt ettt e e 25
5.2 VOTaUSSEEZUIZEI ...ccuvniiriiiieiiiisriri i eeii ettt e e st e ettt et rar e e ee s e e et e te e e erattee st earaeeses 25
5.2.1 Potential der d&ufleren Kréfte.............ooovviveniiiiin, J PPV 25
5.2.2 Das Material ist elastisch, homogen und iSOtrop .........co.ceeevviiiiiiiniiiiiiiiiiieeerirvnnnenn 25
5.2.3 Samtliche Forminderungen sind Klein.............ccovviiviinniinniiiiinn e, 26
5.2.4 Die Querschnittsform bleibt im Zuge der Verformung des Stabes erhalten............ 26
5.2.b Fiir die Biegebeanspruchung gilt die Hypothese von Jakob BERNOULLI vom
Ebenbleiben der Querschnitte........oovivvveiriiiiiiniiiin e e 27
5.2.6 Giiltigkeit der WAGNER, — Hypothese........cooooiiviiiiiiiiiiii e eeennenn 27
5.2.7 Lokale Instabilitéit (Beulen) sei ausgeschlossen..............ccccovviiiiiiiiiniiniinicn, 28
5.3 Die Differentialgleichungen ...........ccoooeuiiiiiiiiiiiiii e e 28
5.4 Das elastische Potential des Biege — Torsionsproblems ...........c.cvvivviriieniiiinnenienineneennn 29
5.4.1 Das Potential der inneren Krafte ...........coccviminiieiiiiiiiiiiic e 29
5.4.1.1 Der Anteil von elastischen Lagerungen und Bettungen am Potential der
Inneren KTafte. .......cooiii e 30
5.4.2 Das Potential der duBeren Kréfte..........ccccoooiiiriiiiiiiiiii e, 31
5.4.3 Das Gesamtpotential laings— und querbelasteter Stdbe .............cccoovviiviiiniiiiiiennnnnne. 32
5.5 Das Funktional % 02 L.......cccoiiiiiiiiiiiiciie et 32
5.5.1 Das Funktional % O[] des untersuchten Systems...........ccccocveecrvirieeririecinviiieeninn 33
6 DAS STABILITATSPROBLEM BIEGEDRILLKNICKEN...........cccovvverieniireenieereenenn, 34
6.1 AlLGOINEINES ... ....ivveeiiiiriitiititttt s ssaas e sea s s aaaeeeeeeaeaeeaeeaaaeseeaaeeereetretesarrrnrereennrebnnnnnssnnnnns 34
6.2 Elementarfille des Biegedrillknickens...........cccooviiiiiiiiiiiiiiiiiicee e 35
6.2.1 Druckkraft im Schubmittelpunkt ..........ccooooeeiiiimiiii e, 37
6.2.2 Zentrischer DIUCK .....ovvuiiiiiiiiiiis e ettt e e 38
7 BERECHNUNG DER IDEAL KRITISCHEN LASTEN NACH DEM RITZ’SCHEN
VERFAHREN ...ttt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e se ittt aeeeae bbb s s 41
7.1 Verwendete Mathematiksoftware ..o e 41
8 BERECHNUNG DER IDEAL KRITISCHEN LASTEN NACH DER FINITE
ELEMENTE METHODE........cciitiiiiiiiiiiiiiiiiies e e e e e e e e raeenatntreevssebiesbenabsana e es 42
8.1 FEM — MOdEIIEIUIE ... .cceiitiiiiieieiiiii ettt ettt e et e e e e eeabae e 42
8.2 Verwendete FEM — SOftWAre .......c..cuoiiiiiiiiiiiiiiii et 42
8.2.1 Raumliches FEM — Modell des untersuchten Briickensystems...........c..c...cceevivnenn. 42

8.2.2 Elementeigenschaften..........ccoooooiiiiiiiiiiii e e 43



INHALTSVERZEICHNIS

8.3 Berechnung der Eigenwerte und dazugehoriger Eigenformen..............ccooooviiiiininnnnen, 44
8.4 Vergleichsrechnungen zur Uberpriifung des Modells..............cceovverviiriiaineiireenreeniennnn 45
8.4.1 Beispiel 1: Kragarm unter zentrischem Druck...........ccccccccovinniinnnn, 45

8.4.2 Beispiel 2: Beidseitig gabelgelagerter Einfeldtriger unter konstantem Moment

(HKIDDEIL®) ottt e 47
9 DAS UNTERSUCHTE BRUCKENSYSTEM........ccecvverviiriitreireeriirenreessenreenseivesseesrenes 49
9.1 System UNd GEOMEETIE .. ....ccuuvuiiiiiiiiiiice ettt e e s e et e er e e raeeserennns 49
9.2 Belastungsannahmen im Bauzustand .............cccoooiiiiiiiiiini e 50
9.3 Statisches System, Rand— und Ubergangsbedingungen.............. TP RN SR 51
0.3.1 HaupbtIiger .oovuu ittt e eer e ettt e ettt et er et e e e e e ea e ean e ee 52
9.3.1.1 MomentenvVertellUILZ ........coovivviririeri e eeeenin i eeern e rer s seren s seereneesas 52
9.3.1.2 Rand— und Ubergangsbedingungen .............c..ccceevririieiiveeieeiesiesiveeneesreesineenes 52
9.3.1.3 Querschnittswerte Haupttrager......ooovvvvviini i e e 53
0.3.2 QUETETAZET ...eivviiiiriiii it e it e et s s s et et e ers e eerrt e s e ae b s e aans s e s esan st assneeeaanseenarenses 54
9.3.2.1 Querschnittswerte QUEItTAGET..........covvviiiiiiiiiiiiiiire e 54
10 EINFLUSS DER QUERTRAGER AUF DIE IDEAL KRITISCHEN LASTEN......... 56
10.1 Modellierung der Quertriger als diskret angeordnete Einzeldrehfedern ..................... 57
10.1.1 Eigenformen und elastische Drehfedersteifigkeiten Cy der Quertriger................. 57
10.1.2 Modellbildung und Berechnung fiir das RITZ’sche Verfahren .............ccccccoenne. 60
10.1.3 Variation der Quertriigeranzahl — Ergebnisse der Berechnung nach der FE —
MEEROAE ...ttt et e 62
10.1.4 Variation der Quertriigeranzahl — Ergebnisse der Berechnung nach RITZ........... 62
10.1.5 Graphische Darstellung der ersten Eigenform der verschiedenen Briickensysteme63
10.1.6 Diskussion der ErgebniSse ...........euiimmimmiiiiiiiiimiiiie e 64
10.2 Modellierung der Quertriger als kontinuierliche Drehbettung ............occcovviiviviiieninen. 65
10.2.1 Ergebnisse der Berechnung fiir die Systeme mit vier und fiinf Quertrigern......... 67
10.3 Mindestdrehfedersteifigkeit Cy” fiir das Vorliegen einer ideellen Gabellagerung......... 72
10.4 Graphische Darstellung der ersten drei Eigenformen des Briickensystems mit fiinf
L0 1012 i 272 o R P OPP PSPPI 78
11 EINFLUSS VON HORIZONTALVERBANDEN AUF DIE IDEAL KRITISCHE
LASTEN oot e e e e e e e e e s e e s et s ea e bbb 80
11.1 Untersuchte VerbandsfOrmen ..........cccuvuiiiiiiiiiiiiii e, 80
11.2 Modellbildung zur Berechnung von Aussteifungsverbidnden.............cccccevvinniiiiiiiinnnnn, 82
11.3 Vergleich der Verbandsschubsteifigkeiten...........cccccoceeiiiiieciiiiiiiii e 84
11.4 Variation der Anzahl von Verbandsfeldern.................ccccviiniciiiiniiiiniieee, 86
11.4.1 Ergebnisse der Berechnung nach RITZ.............ccoooiiiiiiiiiiin e 86
11.4.2 Ergebnisse der Berechnung nach der FE — Methode.............ccccoocvviiniinnnnnnn 87
11.4.3 Diskussion der Ergebmnisse ........ccuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiii e e 89

11.5 Vergleich und Bewertung der Verbandsformen.............coocuviiniiiiiiiiincine e 90



INHALTSVERZEICHNIS

) R T B K o) 13 o TP PO PSP UP PP 90
11.5.2 Bewertung mit Kennziffern ..............ccoooviiiiiiiiiiiiiiii i 90
11.5.2.1 Ergebnisse der Berechnungen fiir die Ersatzsysteme ..............ccccccoeeiiiiiiiinnnn, 93
11.6 Ideal kritische Kipplasten je nach Lage des Verbandes.............cccoceveviiiiiiiiiiiininnnnn, 94
11.7 Ideal kritische Lasten in Abhéingigkeit von der Verbandssteifigkeit.................cc.vvve. 97
11.8 Mindeststeifigkeiten der Verbénde fiir Vorhandensein einer Zwangsdrillachse........... 98
11.9 Zwangsdrillachse macht Biegedrillknicken unmoglich...........cooooooviiiiiiiiiniiiininnnn, 104
11.10 Einfluss des Angriffsortes der #uBeren Belastung auf ideal kritische Lasten........... 106
12 VERGLEICH DER AUSSTEIFUNGSMETHODEN QUERTRAGER UND
HORIZONTALVERBANDE ......cocotiittititiiteertete sttt sttt ettt beetaesresnssaee e 108
13 MOGLICHE MODELLBILDUNGEN SAMT ZUGEHORIGER
ANSATZFUNKTIONEN FUR DAS RITZ’SCHE VERFAHREN........c.cocooiviiviiriieenen, 110
14 SCHLUSSBEMERKUNGEN ......couucviiiiimmmmiiiiiniiiiiiiessierenssseeeeerinireeeenseresesieens 114
15 LITERATUR.....ootiitiittttiiiiiiiiiiiretree e s s sssibireeee it e e s e s s snse bbbttt aeeeeneanssssbastbsaeeees 115
16 ANHANG ... s r et e e e e e s s s bbbttt e e e e e aae s e s e nbbabbseeeeeas 117
16.1 Maple — SKIIDES ... cieeiiiiiii e ie ittt e e e e s e et e e e e et e e e 117
16.1.1 Berechnung der Querschnittswerte der Haupt— und Quertriger..........c...cccvunn... 117
16.1.2 Berechnungen am System ohne Verbinde nach RITZ ...........cccccooeiiiiiiiiiinnninn, 118
16.1.3 Berechnungen am System mit Verbiinden nach RITZ............cccooooovivnniinnnnnnnn, 119

16.1.4 Berechnungen am System mit Zwangsdrillachse zufolge Verbénden nach RITZ 120
17 ABBILDUNGSVERZEICHNIS.......ccutttiiiiiiiiiiiiiireeiiiineeeesnsimiirreseessneeesessnnsnsssssees 121
18 TABELLENVERZEICHNIS ......cctiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e iiivrrseeeeeae e e s ssiainsseeeee s 124



EINLEITUNG Seite 1

1  EINLEITUNG

1.1 Allgemeines zu Verbundbriicken im Bauzustand — Problemstellung

Stahl — Stahlbeton — Verbundbriicken liegen im Trend.

Im Vergleich zu reinen Stahl- oder Stahlbetonbriicken weisen sie eine Reihe von Vorteilen
auf, aufgrund derer sich ihre Verwendung einer immer gréfier werdenden Beliebtheit erfreut.
Sie vereinen und nutzen die spezifischen Eigenschaften der Baustoffe Stahl und Stahlbeton
innerhalb eines Tragwerks. Dies kann jedoch erst vollstindig nach Aushirtung der Bauteile
aus Beton geschehen — vorher besitzt das System nur einen Bruchteil der Steifigkeit des
Endsystems, muss jedoch schon in diesem Bauzustand erhebliche Lasten aufnehmen und

unter anderem die Stabilitit gewihrleisten.

Nachdem die Widerlager und eventuelle Zwischenauflager so weit fertig gestellt sind, dass die
Montage der Stahlkonstruktion mdéglich ist, wird das vorgefertigte Stahltragwerk in seine

endgiiltige Lage gebracht.

Abbildung 1.1: Einheben des Stahltragwerks; [12]

Dieses Stahltragwerk (noch ohne Stahlbetonplatte) triigt in weiterer Folge sdmtliche Lasten
im Bauzustand, welche sich im Wesentlichen aus dem Eigengewicht

e der eigentlichen Stahlkonstruktion,

o des Schalwagens fiir die Stahlbetonbauteile,

e des Betons im frischen Zustand,

e des Bewehrungsstahl in den Stahlbetonbauteilen
und

e den Nutzlasten zufolge Bauausfithrung

zZusammensetzen.
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Abbildung 1.2: Abbildung 1.3:
Blick auf Schalwagen mit Baustellen— Verbundtragwerk mit Schalwagen und teilweise
einrichtung; [12] fertig gestellter Fahrbahnplatte; [12]

Diese Einwirkungen kénnen beim Stahltragwerk unter anderem zu Stabilitétsversagen fiihren.
Da die abstiitzende Wirkung der Stahlbetonplatte fiir die gedriickten Gurte der Stahltriger
im Bauzustand noch nicht vorhanden ist, sind die Haupttriger des Briickensystems im

Besonderen gefihrdet, auf Biegedrillknicken zu versagen.
Das Biegedrillknicken eines durch Biegemomente beanspruchten Tréigers (ohne Normalkréfte)

bezeichnete man friiher als , Kippen“ — dieser Begriff wird auch in der vorliegenden Arbeit

beibehalten.

1.2 Aufgabenstellung und Zielsetzung

Speziell offene, diinnwandige Querschnitte sind aufgrund ihrer geringen Drillsteifigkeiten
naturgemiB gefihrdet, auf Biegedrillknicken zu versagen. Um dies zu verhindern, wird das
Stahltragwerk im Bauzustand ausgesteift, was auf verschiedene Arten erfolgen kann.

Eine Moglichkeit zur Erhohung des Widerstandes gegen Stabilitdtsverlust stellt die
Anordnung von verdrehungsbehindernden Querrahmen entlang der Briickenachse dar.

Im vorliegenden Fall eines Briickensystems, das aus zwei Haupttriigern besteht, geschieht
dies durch die Anordnung von Quertréigern zwischen diesen beiden Haupttrégern (siehe
Kapitel 10).

Moglich ist auch, die stabilitdtsgefihrdeten Gurte der Tréger durch Verbénde zu
stabilisieren. Diese Aussteifungsverbéinde verursachen jedoch zusitzlichen Materialbedarf und
Aufwand fiir die Montage, ganz abgesehen davon, dass sie die Bauausfithrung teils erheblich
behindern kénnen. Verbinde werden in Kapitel 11 niher untersucht.

Abgesehen von diesen Moglichkeiten zur Beeinflussung der Randbedingungen des Systems

flieBen noch viele andere Faktoren in die ideal kritischen Lasten beim Biegedrillknicken ein.
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Einen davon stellt die tatsichliche Lage der Lastangriffspunkte im System dar.
Im Zuge der Betrachtungen nach Theorie II. Ordnung wird daher auch besonderer

Augenmerk auf die Lasteinleitung ins System gelegt.

Abbildung 1.4:
Am Obergurt der Haupttriger angreifende Mittels Kranfahrbahn am Untergurt der

Lasten; [13] Haupttriger angreifende Lasten; [13]

Ein erstes Ziel der vorliegenden Arbeit ist, das Stabilitéitsverhalten eines konkreten
Briickensystems in Bezug auf Biegedrillknicken zu untersuchen und anschlieBend auch

verschiedene Méglichkeiten zur Stabilisierung aufzuzeigen und miteinander zu vergleichen.

Im vorliegenden Fall wird das Briickensystem durch Quertriger und Horizontalverbénde
stabilisiert und diese nach verschiedenen Kriterien optimiert und bewertet. Fiir diese
Methoden werden die Verldufe der ideal kritischen Lasten in Abhingigkeit verschiedenster
Parameter ermittelt. Diese werden einerseits mit aufwindiger Modellierung und Berechnung
durch Finite Elemente Methode — Software, andererseits auch mit einfachen
N#herungslésungen nach der Energiemethode ermittelt.

Die Ergebnisse dieser zwei Berechnungsmethoden werden laufend miteinander verglichen und

auf ihre Genauigkeit untersucht.

Das zweite Ziel dieser Arbeit ist also, das tatséichliche Verhalten der realen Struktur durch
eine sinnvolle Modellbildung zu beschreiben und damit so einfach wie méglich berechenbar zu
machen. Verschiedene Bauteile wie Quertriger und Horizontalverbinde werden durch
geeignete Federmodelle beschrieben und so einer einfachen Berechnung zugénglich gemacht.
Trotz der relativen einfachen mathematischen Handhabung dieser Modelle soll jedoch die

Qualitit der Ergebnisse nicht unter diesen Vereinfachungen leiden.
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2 MATHEMATISCHE UND MECHANISCHE
GRUNDLAGEN

2.1 Koordinatensystem

(siehe [6])

Den Ausfiihrungen in dieser Arbeit liegt ein rechtwinkeliges kartesisches Rechts —
Koordinatensystem zugrunde. Dieses wird durch drei zueinander orthogonale
Koordinatenachsen x;, X, und x; mit gleicher, linearer MaBeinteilung durch den Ursprung 0O
festgelegt. Ein beliebiger Vektor v wird als Linearkombination dreier linear unabhéngiger

Basisvektoren ¢, €,, ¢, in der Form v=ve, +v,e, +v;e, dargestellt (siche Abbildung 2.1).

4Ta

U3

Abbildung 2.1:

Darstellung des Vektors V in einem rechtwinkligen

L2 kartesischen Koordinatensystem; [6)

/

Im Raum mit Skalarprodukt (v, v) sind die projizierten Liéngen von v in Richtung der

Basisvektoren gleich

v, =v-¢ =vcos(a, ),
v, =v-e, =vcos(a,, ), (2.1)

v, =v-e; =vcos(a,;).

In den weiteren Betrachtungen wird, wie es in der Technik iiblich ist, die x; — Achse mit ,x“,

die x, — Achse mit ,;y“ und die x; — Achse mit ,z“ bezeichnet.



MATHEMATISCHE UND MECHANISCHE GRUNDLAGEN Seite 5

2.2 TAYLORreihenentwicklung

(siehe [6])

2.2.1 TAYLORreihenentwicklung in einer Variable

Fiir eine im Intervall von der betrachteten Stelle x = ¥ bis zu einer beliebigen Stelle x

mindestens (n+1) — mal differenzierbare Funktion f(x) gilt die TAYLOR’sche Formel:

-

+(x—x)"+l d(,.+1)f| (2.2)
. (meD)r gyt

N Gk N
- n!  dx"

¥+9(x-%)

wobei 0< 8 <1 ist. Der letzte Term in Gl. (2.2) ist das TAYLOR’sche Restglied. Strebt
dieses Glied mit wachsendem 7 gegen Null, so wird fiir #—90 aus der TAYLOR’schen
Formel die TAYLOR’sche Reihe. Ihre Auswertung an der Stelle x =x + # fiihrt auf

rEen=r@) AL LA

1! dxx=1—c+ 2! dx* 23)

X=X

Die Abbildung 2.2 zeigt die bei Abbruch der TAYLOR’schen Reihe nach dem linearen Glied

erhaltene Approximation des Funktionswertes f(x +h) .

d Abbildung 2.2: TAYLOR’sche Reihe; [6]
417_{ (z)+ h-—fﬁ:)
T =T

2.2.2 TAYLORreihenentwicklung in mehreren Variablen

Die Verallgemeinerung von Gl. (2.3) fiihrt auf die Entwicklung von f(x) in mehreren

Variablen mit x =| x,,%,,..., X, JT an der Stelle x=X+h:

_ 3 _ n i l n_n azf
fE+h)=f(X) +iz=1:h,. ox + 2'ZZh,.hj nis| +o (2.4)

X=X Ti=l =1
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2.3 Mechanische Energieprinzipien

Die mechanische Energie in einem System setzt sich aus
e der Verzerrungsenergie,
e dem Potential der dufieren Krifte und
e der kinetischen Energie

Zusamimen.

Mathematisch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials ist die Konservativitiit ihres
Potentialfeldes, oder abstrakter: Kurvenintegrale iiber geschlossené Kurven verschwinden in
solchen konservativen Feldern.

Anschaulicher wird dieser Sachverhalt mit den Worten der Physik: In einem konservativen
Kraftfeld kann niemals Energie dadurch gewonnen werden, dass man eine Masse auf einer
geschlossenen Kurve zum Startpunkt zuriickbringt — es existiert also in einem konservativen
Kraftfeld kein perpetuum mobile 1. Art (siehe [7]). Krifte behalten im Zuge der Verformung

des belasteten Systems auch ihre Richtung bei. Man nennt sie daher auch richtungstreu.

Basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) in der EULER’schen
Fassung (siehe [6]) gilt fiir die Bewegung eines Koérpers, dessen innere und duBere Kréfte iiber
Potentiale verfiigen, also, dass die Summe aus potentieller und kinetischer Energie im System
konstant bleibt.

IT + K = konst. (2.5)
I1 potentielle Energie
K kinetische Energie

Gl. (2.5) ist typisch fiir Bewegungen in einem konservativen Kraftfeld.

2.4 Orthogonalitit

In [7] wird der mathematisch prézise Orthogonalitétsbegriff in einem Vektorraum V durch

das Skalarprodukt
(p.w)= [o(x)w (x)r(x)dx (2.6)

beschrieben, wobei r(x) eine Gewichtsfunktion darstellt.
Fiir die im Zuge der Stabilitdtsuntersuchungen ermittelten Eigenformen gelten die so

genannten Orthogonalititsrelationen

(pr0,)=0 (k=) (2.7)
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2.5 Norm

Jedes Skalarprodukt induziert eine Norm

I]:= 1. £). (2.8)

Uber die Festlegung

f.g
cosa ;) = m (2.9)

{
I¢

kann ein Cosinus des Winkels, den die beiden Vektoren f und g miteinander einschliefien,
gemessen werden.
Fiir die graphische Festlegung der Eigenformen zu den jeweiligen Eigenwerten bedient man

sich dieser Normierung (siche auch Abschnitt 8.3).

2.6 Fourierentwicklung

Ist f ein Element im Vektorraum V mit "f || <o , dann hat die Fourierapproximierende

m
S, =@ +...+C,@, = chq)k die Fourierkoeffizienten ¢, = (f.00) = <f’(p"2 ) .
k=1 (2, 01) e ||

Im Zuge der Ndherungslésung von Stabilititsproblemen werden die Ansatzfunktionen zur

Formulierung der Eigenformen zweckmiBig im Sinne von Fourierreihen entwickelt.
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3 NOMENKLATUR

Im Folgenden sind die im Zuge dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen angefiihrt.
Bei einheitenbehafteten Gréien sind weiter die physikalischen Einheiten (nach dem SI —
System) angefiihrt, wobei das dynamische Grundgesetz der Mechanik in der folgenden

Formulierung gilt:

Kraft=Masse - Beschleunigung

[Newton]=[ke] [E] —
s
3.1 Materialkenngréfien
E Elastizitétsmodul [N/m?]
14 Querdehnzahl (Poisson’sche Zahl) [
G Schubmodul [N/m?]
G=—2L (3.1)
2(1+v)

3.2 Koordinatensystem

b Stabldngsachse
¥y Querschnittshauptachse
z Querschnittshauptachse

3.3 Querschnittspunkte

S Schwerpunkt
¥, y — Koordinate des Schwerpunktes (bezogen auf einen beliebigen Nullpunkt)

z, z — Koordinate des Schwerpunktes (bezogen auf einen beliebigen Nullpunkt)

M Schubmittelpunkt
¥y ¥ — Koordinate des Schubmittelpunktes (bezogen auf den Schwerpunkt)

Zy z — Koordinate des Schubmittelpunktes (bezogen auf den Schwerpunkt)
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3.4 Querschnittswerte

Samtliche in der Folge verwendeten Querschnittswerte verwenden als Bezugssystem ein
rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem, dessen Lingsachse sich mit der
Schubmittelpunktsachse deckt. Diese Vereinbarung ist deshalb sinnvoll, da die natiirliche
Drehachse eines Querschnittes durch seinen Schubmittelpunkt geht.

Die Querschnittswerte fiir dieses System (Hauptsystem) werden durch (maximal) zweimalige
Normierung der Werte aus einem allgemein gewiihlten Bezugssystems ermittelt. Fiir eine
ausfithrliche Darstellung dieser Methode sei an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen (z. B.
[1]). ‘

Um den Umfang zu beschrinken, werden nur Werte angefiihrt, die in dieser Arbeit auch

tatsiichlich Verwendung finden.

0] Einheitsverwolbung, Wélbordinate [m?]

@= [ rds  (siche Abbildung 3.1)

s=0
\ d
y ! y
a
g]t u/ % Abbildung 3.1: Zum Begriff der Verwélbung; [5]
Y.
idw

3.4.1Flichenintegrale 0. Ordnung

A= IdA Querschnittsfliche [m?]
y/

3.4.2 Flichenintegrale 1. Ordnung

4,= j y(s) d4=S, statisches Moment um die z — Achse [m?]
4

4, = J-z(s) dA=S, statisches Moment um die y — Achse [m?]
4

A, =J.(o(s) dA Wolbfliche oder statisches Sektormoment A, [m]
4
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3.4.3 Flichenintegrale 2. Ordnung

4, = J. yrdA=1I, Flichentriagheitsmoment um die z — Achse [m?]
4
A,= Izz dd=1, Flichentrigheitsmoment um die y — Achse [m’]
4
A,,= Iaf dA=1, Weélbwiderstand bezogen auf den Schubmittelpunkt M [m?]
4
1, =Zb-t3 St. Venant’sche Torsionssteifigkeit (n = Anzahl der Einzelbleche) [m]
Aﬁp = -‘-( Y422 )dA polares Trigheitsmoment bezogen auf den Schwerpunkt S [m]
Y
A+
A;; = , | polares Trigheitsmoment bezogen auf den Schubmittelpunkt M [m]
+A( Yut+2zy )
45
ig = f polarer Trigheitsradius bezogen auf den Schwerpunkt S [m]
M
iﬁl = f polarer Trigheitsradius bezogen auf den Schubmittelpunkt M [m]
2 2
rM=\/(y—yM) +(z-2zy) [m]
i =%Irfl dA =i12, +ya + 2y [m?]

3.4.4 Kindem’sche Querschnittsfunktionen

1

T, :TI y ryd4d  Kindem’sche Funktion in y [m]
»

T, =ALJ‘Z red4d  Kindem’sche Funktion in z [m]

T, =ALJ‘0) "A24 d4 Kindem’sche Funktion in w -1

3.5 Verformungen

u Verschiebung entlang der Stabachse in Richtung positiver x — Richtung [m]
v Verschiebung quer zur Stabachse in Richtung positiver y — Achse [m]

w Verschiebung quer zur Stabachse in Richtung positiver z — Achse [m]
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@p= % Biegewinkel der Stabachse [rad]

9= % Verdrehung der Stabachse [rad]
d$8 .

9' = Verdrillung der Stabachse [rad/m]

3.6 Belastungen

DPxs Pys Pa Linienlasten in den jeweiligen Richtungen x, y, z [N/m]
pP,, P, P, Einzellasten in den jeweiligen Richtungen x,y,z - [N]
my Torsionslinienmoment entlang x — Achse einschlieflich

allfilliger Anteile zufolge exzentrisch angreifender

Linienlasten p,, p, [Nm/m)]
Mp Einzeltorsionsmoment [Nm]
M, M, Einzelbiegemomente um y — bzw. z — Achse [Nm]
M, Einzelwslbbimoment [Nm?]

3.7 Schnittgréfien

N, Normalkraft in positiver x — Richtung [N]
v, Querkraft in positiver y — Richtung [N]
V, Querkraft in positiver z — Richtung [N]
M, rechtsdrehend positives Torsionsmoment entlang x — Richtung [Nm]
M, rechtsdrehend positives Biegemoment um positive y — Achse [Nm]
M, rechtsdrehend positives Biegemoment um positive z — Achse [Nm]

Die Schnittgréfien sind dann positiv, wenn ihr Vektor am positiven Schnittufer in die

jeweilige positive Koordinatenrichtung zeigt.
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3.8 Differentialgleichung der Biegelinie

Seite 12

In der linearen Stabtheorie darf die Kriitmmung der Biegelinie fiir kleine Durchbiegungen

(Z—w « 1) linearisiert werden.
x

Mit ds = dx erhilt man also fiir den Ausdruck der Kriimmung

o9 _ Ow
ox oxt

-

Durch Gleichsetzen des Ausdrucks in (3.2) mit der bekannten Beziehung zwischen

Biegemoment und Kriimmung

M,
K=—2=
EAJ'J'
erhilt man somit
Fw__ M,
ox? EA_’

V44

(3.2)

(3.3)

(3.4)

oder anders formuliert, die Differentialgleichung der Biegelinie fiir statische Belastungen

(ohne Temperatureinfliisse)
*w
@

0 o’w
—| EA.— |=-0.
6x[ “asz -

0? o*w o*w
— | EA. —|=q. - pA—.
52( ‘zasz q4.—-p W

EA,

(3.5)
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4 STABILITATSTHEORIE

4.1 Energetische Betrachtungen von Stabilititsproblemen — Das Prinzip vom

stationiiren Wert der potentiellen Energie

(siehe [6])

Energetisch betrachtet befindet sich ein System unter Einwirkung konservativer Belastung
(sieche Abschnitt 2.3) im Gleichgewichtszustand, wenn dieser Zustand durch einen stationéren
Wert der gesamten, im System gespeicherten potentiellen Energie gekennzeichnet ist.

Die mathematische Formulierung dieses Sachverhaltes lautet prizise:

[=stationar, (4.1)
es muss also gelten, dass die Variation der potentiellen Energie verschwindet:
oIl = 0. (4.2)

Gl. (4.2) ldsst jedoch noch keine Aussagen iiber die Stabilitit dieser Gleichgewichtslage zu,
was in den Abbildungen 4.1 bis 4.3 veranschaulicht wird.

In jeder dieser Darstellungen befindet sich die Kugel in einer Gleichgewichtslage (was durch
den stationiiren Wert der potentiellen Energie im System, graphisch dargestellt durch die
waagrechte Ebene bei [ = konst. = stationir, verdeutlicht wird), jedoch ist nur die
Gleichgewichtslage in Abbildung 4.1 stabil, die beiden anderen Abbildungen 4.2 und 4.3

hingegen zeigen instabile Gleichgewichtslagen.

O(ul ¥ u?)
6’“1
Abbildung 4.1: Abbildung 4.2: Abbildung 4.3:

Stabile Gleichgewichtslage; [6] Instabile Gleichgewichtslage; [6]  Instabile Gleichgewichtslage; [6]

Notwendig fiir die Stabilitdt ist also zusétzlich zur Forderung der Gl. (4.2) die Bedingung
5TI>0, (4.3)

die potentielle Energie im System muss also ein Minimum sein.
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Die drei Kriterien

>0 stabil
S°TIy =0 indifferent (4.4)
<0 labil

geben also Auskunft iiber die Stabilitit der zu beurteilenden Gleichgewichtslage.
Die beiden Gl. (4.3) und Gl. (4.4) zusammen ergeben nun das Kriterium von DIRICHLET
=0 51> 0. (4.5)

Der Nachweis der Stabilitéit mit Hilfe dieses Kriteriums stellt also eine statische Aufgabe dar,

wie aus den Gleichungen in (4.5) ersichtlich wird.

4.2 Stabilitiitsgrenze

(siehe [6])

Nach LJAPUNOY sind stabile Gleichgewichtslagen mechanischer Systeme dadurch
gekennzeichnet, dass die durch eine hinreichend kleine Storung verursachte Bewegung des
Kérpers fiir alle Zeit in einer vorgegebenen Umgebung der Gleichgewichtslage bleibt.
Einer Zahl £ > 0, die diese Umgebung kennzeichnet, ist also eine Zahl § > 0 zugeordnet,
welche die Begrenzung des Gebietes hinreichend kleiner Stérungen der Gleichgewichtslage
charakterisiert (siehe Abbildung 4.4).

Wenn die Stérbewegung fiir £ — o0 wieder zuriick zur urspriinglichen Gleichgewichtslage

fithrt, wird diese Gleichgewichtslage als asymptotisch stabil bezeichnet.

Die Beurteilung der Stabilitit anhand dieses Kriteriums ist folglich also eine Aufgabe der

Dynamik.

Storbewegung

Abbildung 4.4: Stérbewegung; (6]
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4.3 Stabilitiitsverlust

Stabilitédtsverlust statischer Systeme kann auf drei Arten erfolgen:
e Verzweigung des Gleichgewichts (Verzweigungsprobleme),
e Durchschlagen (Durchschlagprobleme),
e Erreichen der Traglast des Systems (Traglast— bzw. Spannungsprobleme).

Die mathematische Formulierung von Durchschlag— und Traglastproblemen fiihrt auf
inhomogene Gleichungssysteme. Bei diesen Stabilitéitsproblemen handelt es sich um
Spannungsprobleme. -

Im Gegensatz dazu wird man bei der Losung von Verzweigungsproblemen immer auf
homogene Gleichungssysteme gefiihrt, sie stellen also Eigenwertprobleme im mathematisch —

physikalischen Sinne dar.

Im Folgenden sei der Sachverhalt fiir die wichtige Gruppe der Verzweigungsprobleme kurz
anhand eines typischen Beispiels — dem beidseitig gelenkig gelagerten EULER’schen

Knickstab — erldutert.

ssww
L]

{

I1 I

I Verzweigungs- I
punkt P = P,
1 =)

stabile Gleichgewichtslagen

------ instabile Gleichgewichtslagen
Abbildung 4.5: Abbildung 4.6: Abbildung 4.7:
System und Belastung Erste Eigenform des Last — Verschiebungsdiagramm fiir EULER. -
des EULER — Knickstabes; [6] Knickstab; [6]

Knickstabes; [6]

Die Benennung von Verzweigungsproblemen trégt der Tatsache Rechnung, dass bei
Erreichen der Stabilitétsgrenze (P = P,) im Last — Verschiebungsdiagramm fiir das System
eine Verzweigung auftritt. Dieser Sachverhalt bedeutet, dass an der Stabilitéitsgrenze fiir ein—
und dieselbe Belastung (P = P,) mindestens eine infinitesimal benachbarte, ausgebogene
Gleichgewichtslage neben der urspriinglichen geraden Gleichgewichtslage existiert.

Man spricht in diesem Zusammenhang von indifferentem Gleichgewicht.
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Im Sinne von Gl (4.2) gilt in der urspringlichen geraden Gleichgewichtslage (im Folgenden
werden Ausdriicke, die sich auf diesen Grundzustand beziehen, mit den Indizes ...,
gekennzeichnet) natiirlich auch

oI, =0, (4.6)
da es sich ja um eine Gleichgewichtslage handelt.

Nach Erreichen der Stabilititsgrenze kann diese Forderung auch fiir die infinitesimal
benachbarte Lage (dessen Terme mit den Indizes ..., gekennzeichngt werden) formuliert
werden, da sich ja auch diese per Definition im Gleichgewicht befindet.

Es muss also auch die Variation der potentiellen Energie fiir die neu entstandene

Gleichgewichtslage verschwinden, es gilt also
Jal, =0. (4.7)

Die potentielle Energie IT, wird zweckméBigerweise ausgehend von der potentiellen Energie
I1, des Grundzustandes ermittelt. Dazu fiihrt man die spezielle 5 - Variation ein, die sich
nur auf die vom Grund— zum Nachbarzustand fiihrenden Gré8en bezieht.

Die Verformungen v,,, w,, und 8 variiert man dementsprechend in benachbarte Lagen

Vi >V +0Vy,
Wy D Wy, + 0w, (4.8)
93— 8+5689.

Das Potential geht damit im Sinne einer TAYLORentwicklung (siehe Abschnitt 2.2) iiber in

1

o3
3!6 I, +... (4.9)

H1=H0+AH0=H0+3HO+%_6_2HO+

Fiir die weiteren Formulierungen werden alle Glieder von 3. Ordnung und héher (517831'10 +...

) vernachléssigt, um nichtlineare Terme in den folgenden Differentialgleichungen der
Variation zu vermeiden. Da sich die beiden Gleichgewichtslagen ja in infinitesimaler

Nachbarschaft befinden, ist dieses Vorgehen im Sinne einer Linearisierung zuléssig.
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Neu formuliert nimmt Gl. (4.9) somit folgende Form an:

I, =TI, + oT1, +%5_2r10, (4.10)

oder in Worten:

Die potentielle Energie des Nachbarzustandes ist gleich der potentiellen Energie des

Grundzustandes plus deren erster und zweiter (mit Y multiplizierter) spezieller Variationen.

Gl. (4.6) beschreibt das Gleichgewicht des Grundzustandes, im Sinne von Gl. (4.7) muss sich
natiirlich auch der infinitesimal benachbarte Grundzustand im Gleichgewicht befinden, wir
wenden diese Forderung also auf Gl. (4.10) an.

Unter Beachtung, dass bei Vorliegen von statischem Gleichgewicht jede erste Variation der
potentiellen Energie stets identisch verschwinden muss (dI1; =0), es gilt also auch SH,- =0

fiir die spezielle Variation g, erhiilt man nun fiir die erste Variation von IT,
1°53 13

In Gl. (4.11) verschwindet nun wiederum 1, weil ja einerseits statisches Gleichgewicht

vorliegt (dI1; =0) und der Grundzustand im Zuge der Variation selbst unversinderlich sein

soll. Es ergibt sich also nach Division durch den Faktor %

5(§H0) —0, (4.12)

Diese Beziehung stellt das Kriterium von TREFFTZ dar, das eine notwendige aber noch
nicht hinreichende Bedingung fiir die Stabilititsgrenze darstellt.

Ein Gleichgewichtszustand ist demnach indifferent, wenn die erste Variation von mindestens
einer speziellen zweiten Variation der potentiellen Energie des Grundsystems bei ein—- und

derselben Belastung identisch zu Null wird.

Die Forderung dass & zl'IO einen stationidren Wert annehmen muss, besagt lediglich, dass es
sich bei diesem Wert um ein lokales Extremum handelt — ob Minimum oder Maximum, kann

anhand von Gl. (4.12) nicht beurteilt werden.
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Nach dem Kriterium von DIRICHLET — Gl. (4.5) — kann man also abschlieBend fiir

indifferentes Gleichgewicht die nachstehende, energetische Doppelbedingung formulieren:
5(62H0)=0 und 6°T1, = Min (4.13)

Wenn man die spezielle zweite Variation als Stérarbeit auffasst, muss also die Variation der
Stérarbeit verschwinden, die Storarbeit selbst also ein Minimum sein, um indifferentes

Gleichgewicht zu erzeugen.

Abbildung 4.8:

Gleichgewichtslage an der Stabilititsgrenze fiir ein

System mit zwei Freiheitsgraden; [6]

Die Abbildung 4.8 stellt die potentielle Energie eines Systems mit zwei Freiheitsgraden (die
Kugel kann sich in der 6u,-6u, — Ebene bewegen) fiir eine infinitesimale Umgebung der
Gleichgewichtslage an der Stabilitétsgrenze dar. Hier gilt fiir alle beliebigen Variationen
(Bewegungen der Kugel auf der Schale aus der Gleichgewichtslage) 8*T1 = Min. , einzig die
Variation von 6u; aber (entspricht einer Bewegung der Kugel entlang der &u, — Achse)
erzeugt indifferentes Gleichgewicht.

Die spezielle Variation ist in der Abbildung mit du, =0 ersichtlich.
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4.4 Ldésungsmethoden fiir Eigenwertprobleme

4.4.1 Exakte (analytische) Losungsmethoden

Leider lisst sich nur eine geringe Anzahl von Stabilitétsproblemen exakt auf analytischem
Wege 16sen. Allerdings sei in diesem Zusammenhang erwihnt, dass die beschreibenden
Differentialgleichungen selbst ja bereits unter vielen vereinfachten Voraussetzungen
formuliert werden, wie etwa der Annahme ideal — elastischen Materialverhaltens, geometrisch
perfekter Strukturen, etc.

Oftmals werden die dann aufgestellten Differentialgleichungen noch weiter vereinfacht — z. B.
durch Linearisierungen (vgl. Abschnitt 3.8) — und dann unter Vorgabe von Randbedingungen
streng geschlossen gel6st.

Als Beispiel sei der einfeldrige, beidseits gabelgelagerte Stab erwédhnt, der durch
Stabendmomente belastet wird. Fiir dieses System existiert eine exakte analytische Lésung
im mathematisch — physikalischen Sinne.

Werden die Randbedingungen dieses Systems nun aber beispielsweise so veridindert, dass an
einem Stabende eine unendlich starre Einspannung existiert, so verhindert bereits diese
relativ einfache Systeménderung eine exakte Losung und die Berechnung entzieht sich einem

analytischen Zugang — es miissen folglich Niherungsverfahren angewendet werden (siehe [5]).

4.4.2 Niherungslésungen nach der Energiemethode

Bei der niherungsweisen Losung von Stabilitétsproblemen nach der Energiemethode werden
fiir die unbekannten Verformungen Ansatzfunktionen gewihlt. Fiir diese angesetzten
Funktionen gilt natiirlich, dass die Genauigkeit der damit berechneten Ergebnisse umso
besser ist, je besser die anfangs gewihlten Ansatzfunktionen mit den wirklichen
Verformungen iibereinstimmen.

Die errechneten Stabilitéitsgrenzen liegen jedoch immer auf der unsicheren Seite, da
Abweichungen von der wirklichen Verformung als zusétzliche Zwinge im System interpretiert
werden kénnen, welche aber im tatséichlichen System nicht vorhanden sind.

Diese zusitzlichen Zwéinge erh6hen den Anteil der inneren Energie am Gesamtpotential und

iiberschétzen somit das richtige Resultat (nach [2]).
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4.4.2.1 RITZ — Verfahren

Mathematisch betrachtet kénnen mit Hilfe des RITZ’schen Verfahrens allgemein Néherungen
fiir die Lésung u einer inhomogenen Operatorgleichung Au = f mit homogenen
Randbedingungen gefunden werden. Grundlage des RITZ’schen Verfahrens ist dabei der
stationire Wert der potentiellen Energie des betrachteten Systems — die Losung u hat

demnach minimale Energie im Vektorraum V .

Die RITZapproximierende s, der Lésung hat minimale Energie im Unterraum V,,.
Entscheidend ist, die Losung durch Wahl von geeigneten Ansatzfunktionen im Vorhinein
durch ihre RITZapproximierende s, so gut wie méglich anzunshern. Praktisch bedeutet dies,
die Verformungsfigur im Stabilitidtsfall méglichst gut zu beschreiben. Dies erfordert die
Erfiillung der geometrischen (kinematischen) Randbedingungen durch die Ansatzfunktionen.
Statische bzw. dynamische Randbedingungen hingegen diirfen unberiicksichtigt bleiben.

Zur Wahl der Ansatzfunktionen siehe Abschnitt 4.4.3.

Im Folgenden wird das Verfahren nach RITZ néher beschrieben (siehe auch [1]):

Um die potentielle Energie des Systems berechnen zu konnen, ist es notwendig, dass es sich
um ein konservatives Kraftsystem handelt. In einem solchen ist die potentielle Energie der
Krifte von den durchlaufenen Wegen unabhéingig (wie in Abschnitt 2.3 dargestellt ist).
Mathematisch sieht man diesen Zusammenhang sofort nach Ableitung der potentiellen
Energie nach den verallgemeinerten Verschiebungen — diese liefern ndmlich die zugeordneten,
verallgemeinerten Kriifte.

Um die geometrischen Randbedingungen erfiillen zu kénnen, ist es notwendig, die
Verformungsfigur im Stabilitétsfall zu kennen — diese spezielle Variation folgt aus der

Gleichung

5(§n0)=0. (4.14)

Die tatséichliche Verformung wird durch die angenéherte Verformung (mit den gewéhlten
Ansatzfunktionen) beschrieben. Allgemein sind diese Ansitze fiir die

Verformungskomponenten von der Bauart
o(x)= Zanqo" (x)=a,¢ (x) + a0, (x) +... 4+ a,0,(x). (4.15)

Die ¢; (x) sind darin Ansatzfunktionen, von denen verlangt wird, dass sie die geforderten

Randbedingungen erfiillen.
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Da es sich um ein Ersatzsystem handelt, welches das Originalsystem niherungsweise
beschreibt, geht das Potential des Originalsystems folglich iiber in ein Ersatzpotential

L]

MMN-IT. (4.16)
Formuliert man nun die Stérarbeit mit den Verschiebungsansitzen laut Gl. (4.15), so erhilt
man die zweite Variation des Ersatzpotentials & I1", welche jetzt nur noch von den freien

Parametern a; in Gl. (4.15) abhingig ist.
&I =61 (a;) (4.17)

Im Sinne der Ausfiihrungen in Abschnitt 4.2, wird nun natiirlich an diese Ndherungslosung
dieselbe Forderung wie an die tatsichliche Lésung gestellt, ndmlich jene, dass die erste
Variation einer speziellen zweiten Variation der Energie im Stabilitédtsfall ein Minimum wird.

Fiir die Parameter a; soll demnach gelten:

a(?n‘) .
———2=0 baw. grad(52H ):0 fiir i=1,2,...n (4.18)
a

Uber diese Forderungen erhiilt man dann die n Gleichungen fiir die n frei gewihlten

Parameter a; in den Ansatzfunktionen.

Liegt nun ein Verzweigungsproblem vor, das im mathematischen Sinn ja einem

Eigenwertproblem entspricht, ist dieses (an) — Gleichungssystem stets homogen.

Das Nullsetzen der Determinante der Koeffizientenmatrix liefert die charakteristische
Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte, aus welchen in Folge dann auch die zugehorigen
(orthogonalen) Eigenformen bestimmt werden kénnen. Dies natiirlich nur qualitativ, ein
unbekannter Multiplikator in der Eigenform (Streckungs— oder Stauchungsfaktor) bleibt ja

stets in der Lésung enthalten.

Von praktischem Interesse ist jedoch meist nur der kleinste positive Eigenwert samt
dazugehoriger Eigenform, bei dem Stabilitétsverlust erfolgt. Stillschweigend wird dadurch
angenommen, dass unterhalb dieses Verzweigungspunktes durchwegs Stabilitit vorliegt. Dies
ist laut [1] unter der Voraussetzung zuléissig, dass zwischen labilen und stabilen Bereichen
stets indifferente Gleichgewichtszustinde liegen. In praktischen Féllen wird dies meist erfiillt

sein, fiir Ausnahmen davon sei auf die Literatur verwiesen.
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4.4.2.2 GALERKIN — Verfahren

Ein weiteres Verfahren zur Gewinnung von Niherungslésungen ist das Verfahren nach
GALERKIN. Zum Unterschied vom Verfahren nach Rayleigh/RITZ miissen bei Verwendung
des GALERKIN - Verfahrens neben den geometrischen (kinematischen) auch die statischen
bzw. dynamischen Randbedingungen durch die Ansatzfunktionen befriedigt werden.

Dieses Verfahren kommt in dieser Arbeit jedoch nicht zur Anwendung und wird daher nicht

weiter beschrieben.

4.4.2.3 Finite Elemente Methode (FEM)

Das FE — Verfahren ist ebenso wie die Verfahren von RITZ und GALERKIN ein auf
energetischen Betrachtungen basierendes Verfahren zur Ermittlung von Niherungslosungen.
Anders als bei den vorher erwihnten Verfahren ist es jedoch hier nicht notwendig, dass die
Ansiitze fiir die Verformungskomponenten Giiltigkeit fiir das gesamte System (global)
besitzen miissen.

Bei der Methode der finiten Elemente wird das System durch eine endliche (finite) Anzahl
von Elementen diskretisiert und fiir jedes dieser Elemente lokale Verschiebungsanséitze
formuliert. Diese Ansétze lassen sich selbst bei komplexen Randbedingungen stets leicht
angeben.

Anschlielend wird iiber die Summe aller finiten Elemente das Verhalten des Gesamtsystems

beschrieben. So gesehen stellt die FE — Methode also eine konsequente Erweiterung der
Verfahren von RITZ und GALERKIN dar.

Abgesehen von diesen eigentlichen Ansi#itzen hiingen die Qualitit und vor allem die
Richtigkeit der Ergebnisse sowie der notwendige Rechenaufwand somit sehr stark von der

Art und Feinheit der Diskretisierung der Struktur ab.

Nur zu oft werden diese Umstinde und die Tatsache, dass es sich auch bei der Methode
mittels finiten Elementen nur um ein Ndherungsverfahren handelt, in Kombination mit
fehlendem Hintergrundwissen und immer leistungsfihigeren Rechnern in der praktischen
Anwendung iibersehen.

Auf eine genauere Beschreibung der Finite Elemente Methode wird an dieser Stelle

verzichtet, dies wiirde den Rahmen dieser Arbeit bei Weitem sprengen.
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4.4.2.4 Randelemente Methode (Boundary Elements Method — BEM)

Die BEM ist ebenso wie die FEM ein Verfahren zur Gewinnung von Néherungslosung. Dabei
wird das Innere der untersuchten Struktur jedoch sukzessive von dessen Rand aus
beschrieben.

Fiir eine detaillierte Beschreibung dieser Methode wird hier wieder auf die einschligige

Literatur verwiesen.

4.4.3 Allzemeines iiber die Wahl von Ansatzfunktionen

-

Im Zuge der Niherungslésung von Stabilitétsproblemen mit Hilfe der Energiemethode (siehe
Abschnitt 4.4.2) ist es erforderlich, die tatséchlichen Verformungen so gut wie moglich durch
Verformungsansitze zu beschreiben. Meist ist die Formulierung mehrgliedriger Ansitze

erforderlich. Diese kénnen — wie bereits erwihnt — allgemein in der Form

o(x)= ;a"q, (x)=ap (x)+ a0, (x)+..+a,0,(x) (4.19)

formuliert werden.
Die Ansatzfunktion ¢, (x) muss nun, um — der Variationsrechnung entsprechend — gute
Ergebnisse zu liefern, bestimmten Voraussetzungen geniigen:
e 0, (x) muss eine mégliche Variation der anzunéhernden Funktion sein, es miissen
also die vorhandenen Randbedingungen erfiillt sein.
Fiir die Anwendung des RITZ’schen Verfahrens geniigt die Erfiillung der
geometrischen Randbedingungen, wihrend beim GALERKIN — Verfahren zusitzlich
auch die dynamischen Randbedingungen befriedigt sein miissen.

e 0, (x) muss im betrachteten Bereich stetig und differenzierbar sein.

Die Faktoren a; in Gl. (4.19) werden im Zuge der Variationsrechnung bestimmt.

Die Gleichgewichtsforderung 8I1 = 0 aus Gl. (4.2) geht im Verlauf der Variation iiber in n

lineare Gleichungen o =0, i=1...n, iiber welche dann ein Gleichungssystem mit dem

Oa,

Faktorenvektor a;, bestimmt werden kann.
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4.4.3.1 Trizonometrische Funktionen Sinus und Cosinus

Trigonometrische Funktionen werden sehr hiufig fiir die Formulierung von Ansatzfunktionen
verwendet, da sie einige entscheidende Vorteile aufweisen.

e Thr Funktionenverlauf ist leicht iiberschau— und handhabbar.

e Sie sind im Sinne der Ausfiihrungen in Kapitel 2.4 zueinander orthogonal.

e Die Ableitungen von sin(x) und cos(x) reproduzieren sich laufend. Jede gerade

Ableitung ist wieder — abgesehen vom Vorzeichen — die Funktion selbst.

AuBerdem stellt die Funktion ¢(x) =a: sin% die erste Eigenform’einiger einfacher

Stabilitdatsprobleme (z. B. 2. EULER’scher Knickstab, gabelgelagerter Biegetriger unter
konstanten Endmomenten) dar.
Samtliche Berechnungen dieser Arbeit nach dem RITZ’schen Néherungsverfahren wurden mit

trigonometrischen Sinusfunktionen in den Verschiebungsansiitzen durchgefiihrt.

4.4.3.2 Polynomiale Funktionen (Potenzreihen)

Potenzreihen fiir die Verformungsanséitze der Form

k

viwl9=> Ax (4.20)

i=j
mit den unabhingigen Beiwerten A; sind prinzipiell fiir die Anwendung im Zuge von
Niherungsverfahren gut geeignet, da sie leicht zu integrieren sind und auch deren
Ableitungen ohne Probleme ermittelt werden kénnen.
Allerdings sind sie im Allgemeinen nicht zueinander orthogonal und nur schwer den
gegebenen Randbedingungen des zu untersuchenden Problems anzupassen. Aulerdem sind

die qualitativen Verldufe von Potenzreihen héherer Ordnung oftmals nur schwer erkennbar.

4.4.3.3 HERMITE’sche Polynome

Durch die systematische Anpassung von Potenzreihen an die vorgegebenen Randbedingungen
kann ein geeigneter Stamm von Ansatzfunktionen, die so genannten HERMITE ’schen
Polynome entwickelt werden. Sie sind fiir Standardprobleme bekannt und tabelliert, also
leicht verfiigbar. In dieser Arbeit werden sie jedoch nicht verwendet, es bleibt daher an dieser

Stelle bei einem Verweis auf die Literatur (z. B. [2]).
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5 WOLBKRAFTTORSION NACH THEORIE II. ORDNUNG

5.1 Allgemeines

[1] gibt einen kurzen historischen Abriss der Entwicklung der Wélbkrafttorsion nach Theorie
II. Ordnung wieder. Am Anfang stand zuniichst die Erkenntnis, dass ein auf Biegung
beanspruchter, schlanker Stab kippen (siehe Kapitel 1.1), und mittig oder auBermittig
gedriickte Stibe biegedrillknicken kénnen.

Infolge dessen wurde der Zusammenhang erkannt, dass die Last, zufolge derer
Stabilitdtsverlust eintritt, nicht nur von den Biegesteifigkeiten, sondern auch wesentlich von
der Torsions— und Wolbsteifigkeit des Stabes abhingt.

Diese am idealen System ermittelte Last wird als ideal kritische Last bezeichnet.

Im Folgenden wird die Walbkrafttorsion nach Theorie II. Ordnung (Betrachtungen am

verformten Element) vorgestellt.

5.2 Voraussetzungen

In [1] sind die tiblichen Voraussetzungen fiir die Wélbkrafttorsion nach Theorie II. Ordnung

angegeben:

5.2.1 Potential der dufleren Kriifte

Um Wolbkrafttorsion nach Theorie II. Ordnung in der vorliegenden Form betreiben zu
konnen, ist es notwendig, dass die Belastung auch bei Verformung des Stabes ihre Richtung
beibehiilt. Es handelt sich dabei um Belastungen in einem konservativen Kraftfeld — es

existiert also ein Potential der dufleren Krifte.

5.2.2 Das Material ist elastisch, homogen und isotrop

Das Hooke’sche Gesetz ist unbeschrinkt giiltig, es gilt also

oc=¢-E. (5-1)

Die Materialeigenschaften sind in jedem Punkt in alle Richtungen gleich.
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5.2.3 Siimtliche Forminderungen sind klein

Unter dieser Voraussetzung gilt fiir die Kriimmung folgende Linearisierung:

—= L T, (5.2)

Fiir die Kriimmungen in y bzw. z — Richtung gilt demnach

1 1
—=— —=-w (5.3)

P, p;

5.2.4 Die Querschnittsform bleibt im Zuge der Verformung des Stabes erhalten

Diese Forderung bedeutet, dass sich die rdumliche Verschiebung eines jeden
Querschnittpunktes durch die Verschiebungen v,, und w,, eines definierten
Querschnittspunktes (hier: Schubmittelpunkt) und die Querschnittsdrehung 9 beschreiben
ldisst. Die Drillruheachse der Verformung beschreibt im Allgemeinen eine rdumliche Kurve,

wie in Abbildung 5.1 zu sehen ist.

Abbildung 5.1:
Zum Ebenbleiben der Querschnitte
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5.2.5 Fiir die Biegebeanspruchung gilt die Hypothese von Jakob BERNOULLI
vom Ebenbleiben der Querschnitte

Samtliche vor der Biegedeformation senkrecht zur Stabachse liegenden Querschnittsebenen
sollen gemiB der Hypothese von Jacob BERNOULLI auch nach der Deformation senkrecht
zur Stabachse liegen und eben sein. Bei gleichzeitig wirkender Torsion gilt dies jedoch nicht

mehr.

5.2.6 Giiltigkeit der WAGNER — Hypothese .

Nichtwélbfreie Querschnitte erfahren unter gleichzeitiger Biegung und Torsion neben den
Verschiebungen v und w in der Querschnittsebene auch Verschiebungen u aus der
Querschnittsebene heraus.

Die WAGNER - Hypothese geht dabei vom Fehlen der Schubverzerrungen 7y in der

Profilmittellinie aus, was Gl. (5.4) mathematisch prézisiert:

ou Ot
— + —

=—+—=0. 5.4
4 Os Ox (54)
X,u X,u
A A
________ 9
e i Hypothese :
/ ot / T
Liy,=— / von Wagner =+ o
3 kf Ox ou / -
/ n=— 1\ ox
/ os _f
"""" = > Y >
‘ ds . st ou_ ol st
Os Ox

Abbildung 5.2: Schubverzerrung eines Flichenelementes

Dies gilt jedoch nur fiir offene Profile. Bei geschlossenen Profilen werden nur

Schubverzerrungen zufolge des Bredt’schen Schubflusses beriicksichtigt (primére

Schubspannungen aus St. Venant’scher Torsion). Die Verzerrungen zufolge sekundérer

Schubspannungen (Wélbschubspannungen) werden dort meist vernachlissigt.

Uber diese Bedingung lisst sich dann die Lingsverschiebung u(x, s) wie folgt bestimmen:
u(x,s)=u,(x)- jgds. (5.5)

Jo Ox

uy(x) ist der Wert fiir die Langsverschiebung am Startpunkt s=0, der als

Integrationskonstante erhalten wird.
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Nach Umformungen und Integration erhiilt man schliellich unter Verwendung des
Ausdruckes der Verwélbung (sieche Abschnitt 3.4) fiir die Verschiebung aus der

Querschnittsebene heraus

u(x,s) =1, (x)=v'(x)y(s)-w(x)z(s) - ' (x) o(s) (5.6)

Wie der letzte Term in Gl. (5.6) verdeutlicht, gilt hier also offensichtlich fiir den
Gesamtquerschnitt die BERNOULLI — Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte nicht

mehr.

>

5.2.7 Lokale Instabilitit (Beulen) sei ausgeschlossen

Dies wird durch geeignete konstruktive Aussteifungen sichergestellt.

5.3 Die Differentialgleichungen

In [1] wird — basierend auf den angefiihrten Voraussetzungen — ausfiihrlich folgendes

simultanes Differentialgleichungssystem hergeleitet:

EAWVZ/ + (Myn9)” —I:Nx (Vi + ZM|9'):|’ =p,
EA Wiy +(M,9) =[N, (v, -y ®)] = .

Edyy8" —GLy9" —(Nyzyviy ) +(Nonwie) + (M0 ) +

x

(5.7)
+(MZWM )” —[S(inf‘ +Merz —Mery +MmrMm ):| +pyyfu9+pzzfn9 =my

Die Gleichungen (5.7) lassen erkennen, dass
e die 3 Verformungskomponenten v, w und ¥ im Allgemeinen miteinander gekoppelt
sind, d.h. der Stab wird gebogen und gleichzeitig verdreht,
e nur in bestimmten Sonderfiillen eine Entkoppelung der drei Einzelgleichungen in Gl.
(5.7) auftritt,
e eine Losung fiir allgemeine Belastungsfiillle auf analytischem Wege sehr kompliziert
wird — es empfiehlt sich also die Anwendung von Niherungsverfahren (z. B. nach

der Energiemethode, siche auch Kapitel 4.4.2).
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5.4 Das elastische Potential des Biege — Torsionsproblems

Mit den unter Abschnitt 5.2 genannten Voraussetzungen kann das elastische Potential des
kombinierten Biege — Torsionsproblems aufgestellt werden. Simtliche in der Folge
angegebenen Gleichungen verwenden als Bezugspunkt sowohl fiir die Verschiebungs— als auch
Querschnittswerte den Schubmittelpunkt des betrachteten Querschnittes (Indizes ...y).

Die Potentialformulierung erfolgt unter Beniitzung einiger Vereinfachungen, so wird z. B. der
Einfluss aus der Umlenkung des Torsionsmomentes vernachlissigt. Wegen ihrer Kleinheit
werden ebenso die Komponenten der Verwélbungsverschiebung in der Querschnittsebene
vernachlissigt, und die Schnittgréen fiir die Momente nach Theofie I. Ordnung verwendet.
Fiir eine ausfiihrliche Herleitung und Beschreibung dieser Vereinfachungen sei auf die
behandelnde Literatur (z. B. [4]) verwiesen, welcher auch die folgenden Ausfithrungen

entnommen sind.

5.4.1 Das Potential der inneren Krifte

Das Potential der inneren Krifte entspricht der im System gespeicherten
Formi#nderungsarbeit.
Sie errechnet sich unter Beriicksichtigung bis zu Termen zweiter Ordnung in den

Verformungsbeziehungen mit den unter Abschnitt 3 genannten Gréfien zu

1
o % [ (B4, vi2 + B, w2 + EA,,8" + GI,8" ) +

x=0

+% j N, (22,9349 ~ 29y, W}, 9 +V3 + Wi +i3, 9 ) dx -
x=0

—% j Mz(—2w,’"l.9+rMy.9’2)dx+?12- j M, (2v,9+r, 9 )dx - (5.8)
x=0 x=0

1 j M, (29w, — 2wl v+ = j M, (5, 9% ) s
2 " 2x=0 ‘

~[M, (VW —viewie )],

In Gl (5.8) werden Einfliisse aus Querkraft— und Waolbschubspannungen bei offenen Profilen
vernachlissigt, Forminderungsarbeit von Schubspannungen aus St. Venant’scher Torsion
(primédre Schubspannungen) jedoch beriicksichtigt. Zentrische Verschiebungen u sind
ebenfalls nicht beriicksichtigt.

Der letzte Term in Gl. (5.8), der ein Wolbbimoment beriicksichtigt, ist von den gegebenen

Randbedingungen abhéingig. Bei Gabellagerung und starrer Einspannung wird er zu Null.
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5.4.1.1 Der Anteil von elastischen Lagerungen und Bettungen am Potential der

inneren Krifte

Sind elastische Lagerungen oder Bettungen in Form von Federn vorhanden, muss deren
Beitrag zum Potential der inneren Kriifte natiirlich berticksichtigt werden.
Von entscheidender Bedeutung ist dabei auch der Angriffspunkt der Feder am Querschnitt,
dessen Koordinaten y, und z, lauten. Die Verschiebungskomponenten v, und w,_ der Feder
kénnen somit zu

V.=V, —(zc —zM).9=vM -z, 9

= (5.9)
W, =Wy, +(yc —yM)9=wM +ych9

transformiert und auf den Schubmittelpunkt bezogen werden.

Fiir Einzelfedern mit den Federsteifigkeiten C,, , die an diskreten Punkten ,k“ entlang der

Stabachse angeordnet sind, lautet der Beitrag zum Potential der inneren Kriifte

n® =%Z[Cz’k (WM + yCMB)i +Cyy (vM -z, .9) +Co %+ Coy Wi+ Cop 4Vi” + CMmkS,f} (5.10)
k

Fiir kontinuierliche Bettungen mit den Bettungsziffern c, , die entlang der Stabachse

vorhanden sind, kann das innere Potential zu

o =% j. (czwc2 +e,V +c9.92)dx (5.11)
x=0

formuliert werden.

Der Gesamtbeitrag von elastischen Lagerungen und Bettungen am Potential der inneren

Krifte lautet also
n“):_z[ e (W + 7, .9)i+cy, (vae — 2 9) +Cy a0k +Cop g +Coy Vi +Cy, k92]+

%J‘( Wy + ¥, )+cy(vM—sz9)2+0932)dx.

(5.12)
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5.4.2 Das Potential der dufleren Krifte

Geméf der Definition eines Potentials kann das Potential der #ufleren Kriifte im System als
die negative duflere Arbeit, die von den Belastungen entlang der zugehérigen Verformungen
geleistet wird, gedeutet werden.

P, Py i» Bj» Mp,;  sind Einzellasten bzw. -momente an bestimmten Querschnittspunkten.
M, M, M,, M ,3 stellen an den Stabenden eingepriigte Momente dar, durch die auch

exzentrische Normalkrifte ersetzt werden kénnen.

D, ist eine in der Schwerlinie angreifende Linienlast und
p, und p, stehen fiir beliebig am Querschnitt angreifende Linienlasten.
mp kennzeichnet ein Streckentorsionsmoment entlang der Stabachse.

Die Verschiebungskomponenten u,;, v,; und w,; der Lastangriffspunkte werden unter

Vernachlissigung der Verwoélbungsverschiebung in der Querschnittsebene und
Beriicksichtigung kleiner Verformungen (Terme mit ..%:92 ) mit den

Transformationsbeziehungen

U, =u,

Vv, =Vy —zM.9 yM132 (5.13)

w, —wM+yp8 zZ, ;.92

auf den Schubmittelpunkt bezogen.

Damit kann das Potential der dufleren Krifte aufgestellt werden. Es lautet

I
H(“)=—j|:pxu0+py(vM ZMS—%yM32)+pZ(WM +y,,n9—5 M32j+mdl9}dx+

x=0

z[ o+ [ i = p,g,-ayp,sfjw (WM,+yp,.9—Ez;‘,9,2)+M ‘9} (5.14)

F (MY, —Mw, M8+ M}S,).
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5.4.3 Das Gesamtpotential lings— und querbelasteter Stiibe

Das Gesamtpotential lings— und querbelasteter Stibe ergibt sich unter Verwendung der
Gleichungen (5.8), (5.12) und (5.14) als die Summe der im System gespeicherten inneren und

dufleren Energie zu

n=mn®+1% =

I
=% I [EAW"LZ + E4, Wy + EA,,9" +GI, 9% + N (ZZMVI'MS' — 29 Wy +VE + W +ik 97 ) -

x=0 -

-M, (—2w1'(,u9 + rMy.9'2)+My (21;]"’{,9 + ert9'2)+Mm (rMm9,2 ):|dx N

2 g 2 12 ’2 )
2| Coae (Wi + 70, 9), +Coa (s =2, 9), +Coak +Cot kWi + Coat, ¥ + Cor, bS5 |+
k

+%Jio(cz (wM + Y., 9)2 +e, (VM _ZcM'9)2 +c8192)dx—
!

1 1 a
- I |:py (VM —zfg—iyz{l92)+pz [wM +y:419—5z$l,92)+md19} dx —
x=0

1 1
_Z[(Py,i(vM,i - ZZi'gi - Ey:;{i'giz) +F,; (WM,i + yZi'gi - szi'gizj + MD,i'gii| -
=3 (Mvy, MW, M8 +M}3,)

i

(5.15)

5.5 Das Funktional % 0%l

Berechnet man den Potentialausdruck in Gl. (5.15) mit den in ihre benachbarte Lagen

variierten Verformungskomponenten v, w und V¥

Vi =V +0Vy,
Wy D Wy, + 0wy, (5.16)
93— 9+684.

und entwickelt diesen im Sinne einer TAYLORreihe bis zum zweiten Glied, so kann man das

Funktional %521'1 leicht anschreiben (siehe auch Abschnitt 4).
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5.5.1 Das Funktional % O] des untersuchten Systems

Im vorliegenden Fall tritt als einzige Belastung die kontinuierlich wirkende Linienlast p, auf.
Diese wird zentrisch auf die Haupttréiger eingetragen und erzeugt daher aufler
Biegemomenten M, keine weiteren SchnittgréBen (in diesem Fall Torsionsmomente), die im

Funktional beriicksichtigt werden miissen.

Fiir die Modellierung der Quertriger und Horizontalverbédnde werden in den folgenden
Kapiteln Federmodelle verwendet. Diese verwenden Einzeldrehfedern der Steifigkeit Cy bzw.
drehelastische Bettungen mit der Bettungsziffer cy zur Beschreibung der Quertriger im

Briickensystem.

Die Aussteifungsverbinde werden wirkungséquivalent durch Einzelfedern der Steifigkeit C,

bzw. eine wegelastische Bettung mit der Bettungsziffer c, ersetzt.

Damit kann das allgemeine Funktional an das untersuchte Briickensystem angepasst werden.

Es lautet

1
2J

2 2
+— cy,k(avM—szas)k+cs,k53,, +
k

1
lom=1| [ EA, ;2 + EALOW: + EA,,09" + GI,69” + M, (26v},69 +1,, 69" )] dx +

N | —

(5.17)

+—

x=0
I

j |:pz (5WM +y249—%22’592)]dx
x=0

N | —
Cmy

(cyé'vf + 08582) dx —

N | —
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6 DAS STABILITATSPROBLEM BIEGEDRILLKNICKEN

6.1 Allsemeines

Biegedrillknicken bezeichnet als Uberbegriff im Allgemeinen den Vorgang, wihrenddessen
sich ein Stab gleichzeitig verbiegt und verdreht (entlang seiner Stabachse also verdrillt).
SinngeméB sind natiirlich Profile mit geringen Drillsteifigkeiten (z. B. offene Profile)

besonders gefihrdet, auf Biegedrillknicken zu versagen.

URSPRUNGLICHE :
LAGE

SONDERFALL: SONDERFALL:

DRILLKNICKEN KNICKEN UM z-z
(Verdrehung um M) (Verschiebung v)
VM
M
WM |
SONDERFALL: ALLGEMEINER FALL:
KNICKEN UM y-y BIEGEDRILLKNICKEN
(Verschiebung w) (Verdrehung und Verschiebungen)
N M

Abbildung 6.1: Elementarfille beim Biegedrillknicken

Wie die obige Abbildung 6.1 zeigt, kann man das allgemeine Biegedrillknicken in drei
Komponenten zerlegen.

o Drillknicken (Verdrehung um den Schubmittelpunkt)

e Knicken um die Querschnittshauptachse y —y

e Knicken um die Querschnittshauptachse z — z
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Der allgemeinste Fall ergibt sich als Kombination dieser drei Grundfille, bei ihm tritt also
eine Verformung des Stabes auf, die in Verschiebungskomponenten in Richtung der beiden
Querschnittshauptachsen und eine Verdrehungskomponente um den Schubmittelpunkt

(Verdrillung entlang der Schubmittelpunktsachse) zerlegt werden kann.

6.2 Elementarfiille des Biegedrillknickens

Unter Beachtung der in der Stabilititstheorie iiblichen Vorzeichenkonvektion, fiir ,N“ den
Betrag der Druckkraft in die Gleichungen einzusetzen, ergibt sich das unter Abschnitt (5.3)

angefiihrte Differentialgleichungssystem neu angeschrieben zu

-

EA,vlY +(M,9) + N(viy +2,9)=p

¥y

EA Wl +(M,9) + N(w}, —yy9")=p, (6.1)

EA8” —GLy9" + Nayviy — Nyywiy +(M,vye ) + (M, ) +
= md .

[19'(]\11',%4 ~M,ry +M,n —M,n,, )} +p, Y9+ p,z¥ 3

Mit den Bezeichnungen laut Abbildung 6.2 werden im Folgenden Studien durchgefiihrt,
anhand derer man schon die wesentlichen Zusammenhinge beim Biegedrillknicken erkennen

kann.

Abbildung 6.2: Systemskizze

S Schwerpunkt
M Schubmittelpunkt mit den Koordinaten (yy, )

P Lastangriffsort mit den Koordinaten (y*, z°)
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Fiir den Fall, dass im Punkt P eine Druckkraft N angreift, gelten folgende Beziehungen:

N =const

My =—N-zF =const
(6.2)

M, =N -y’ =const
py =pz =md =0

Der Einfachheit halber wird angenommen, dass kein dufleres Wolbbimoment M, =N @
auftritt. Es folgt somit M, =0.

Mit den SchnittgroBen ergibt sich das entsprechende Differentialgleichungssystem (DGS)
(6.1) nun laut [4] zu

EA, vy + N}y —N(2" -z, )§"=0
EAwj, + Nwj + N(y" -, )9"=0 (6.3)

E4,,9" —[GID —N(i,f, +z°n, +yPrMy )i|u9”—N(zP-zM)v,'[, +N(yP—yM)w,’[, =0

Der Term I:GI p—N]| (’i{ +zF h + yPrMy ):| kann darin als eine effektive Drillsteifigkeit (GI, )eﬁ

des Querschnitts gedeutet werden. Diese ist offensichtlich umso kleiner, je grofer die
wirkende Normalkraft ist, unter Wirkung einer Druckkraft wird das System also ,,weicher*.

Im Falle einfach— oder doppeltsymmetrischer Querschnitte verringert sich der Beitrag dieses

Terms N (zfl +2°r, +y"n, ) jedoch wieder. In diesem Fall sind néimlich die Kindem’schen

Querschnittswerte Y, bzw. ry (je nach Symmetrieachse) gleich Null.

Die Gleichungen sind iiber die Verformungskomponenten v, w und ¥ miteinander gekoppelt.
Zwar ist das DGS auf den ersten Blick homogen, doch iiber die Terme N.." treten an den

Systemrindern inhomogene Glieder auf. Zum Beispiel ist iiber die Randbedingung

p
” __My
Wy =

der inhomogene Term

r~4 F44

im Gleichungssystem enthalten.

Bei néherer Betrachtung des DGS (6.3) wird deutlich, wann eine Entkoppelung der
Gleichungen voneinander auftritt und als Lésung einer der in (Abbildung 6.1) dargestellten

Elementarfille des Biegedrillknickens auftritt.

Sobald der Klammerterm (ZP —ZM) in der ersten Zeile zu Null wird, entkoppeln sich die

Verformungskomponenten v und 1}. In diesem Fall beschreibt die erste Zeile das Problem der

einachsigen Biegung um die z — Achse des Querschnitts.



DAS STABILITATSPROBLEM BIEGEDRILLKNICKEN Seite 37

Analog dazu tritt Entkoppelung von w und 1 unter der Voraussetzung ( yP - yM) =0 bzw.

y* =y,, auf. Dann kann man aus der zweiten Zeile vom Gleichungssystem (6.3) die
einachsige Biegung um die y — Achse des Querschnitts herauslesen.

Dabei handelt es sich jedoch um Spannungsprobleme, weil die jeweiligen Gleichungen nach
wie vor inhomogen sind.

Diese Elementarfille werden in den beiden nichsten Abschnitten behandelt.

6.2.1 Druckkraft im Schubmittelpunkt

-

Fiir den Fall einer im Schubmittelpunkt angreifenden Kraft gilt y* = ¥y und zf =z, , das
DGS entkoppelt sich. Die ersten beiden Gleichungen in (6.3) beschreiben das
Spannungsproblem auBlermittigen Drucks um die beiden Hauptachsen.

Die dritte Gleichung ist in diesem Fall eine homogene Gleichung und beschreibt somit das
Verzweigungsproblem Biegedrillknicken.

Thre Losung liefert die ideal kritische Last fiir reines Drillknicken des QQuerschnittes.

Beim beidseitig gabelgelagerten Stab der Lénge 1 mit der Ansatzfunktion fiir die Verdrehung
9 = A4sin (?) (6.4)

lautet die Losung fiir diese Verzweigungslast N°

Nu = - i,f, +zPrM_ +yPrMy (65)
Mit der Abkiirzung
r’ =(i1f, +2°n, +yPrMy) (6.6)
kann fir N° anders
EA,, ”—22 +GI,
Ny = Nguer = _lrz— (6.7)

geschrieben werden.
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Im formalen Aufbau dieser Losung ist die gerne benutzte Analogie zwischen Wélbkrafttorsion
und Biegung mit Normalkraft nach Theorie II. Ordnung gut sichtbar. Diese baut auf dem
formal identischen Aufbau der beschreibenden Differentialgleichungen von Walbkrafttorsion

und Biegung mit Normalkraft nach Theorie II. Ordnung auf.

Fiir den Stab der Liinge | unter der ,Zugkraft* (GI D )ejf und der ,Biegesteifigkeit“ EA4,,

ergibt sich nach Theorie II. Ordnung dieselbe kritische Last N,; wie fiir das entsprechende
Biegedrillknickproblem, némlich der Ausdruck in Gl (6.7).

-

(GID )eﬁ‘ (GID )eﬁ'

AN NE4 ,,-A,,_,I

o

1
I

L
] 7

Abbildung 6.3: Analogiesystem Biegung mit Normalkraft nach Theorie II. Ordnung
Fiir einfache Probleme bietet diese Analogie eine gute Alternative zur Berechnung, da viele

Losungen bereits vorhanden und tabelliert sind.

In dieser Arbeit kommt sie jedoch nicht zur Anwendung.

6.2.2 Zentrischer Druck

Bei zentrischem Kraftangriff ( y© =z” =0) im Schwerpunkt lautet das DGS

EA, vy + Nvj; + Nz, 9" =0
EA_w,, + Nw}, — Ny, 8" =0 (6.8)
EA,, 8" +(Nij, ~GI, ) 8" + Nz, viy = Nyy wyy =0

Diese Gleichungen sind nun allesamt homogen und liefern — jede fiir sich — die Losung des
jeweiligen Verzweigungsproblems.

Die erste Zeile beschreibt Knicken um die z — Achse, aus der zweiten Zeile kann man das
Knicken um die y — Achse herauslesen und die dritte Zeile gibt das Verzweigungsproblem des

Biegedrillknickens wieder.
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Fiir den Fall des beidseitig gabelgelagerten Stabes der Liinge 1 kénnen fiir die

Verformungskomponenten die folgenden einfachen Ansatzfunktionen formuliert werden:

V), = Asin L
l
e

w,, = Bsin 7 (6.9)
9=Csin ?

-

Nach Einsetzen in das DGS und Verwendung der Beziehung fiir N; nach Gl. (6.7) lisst sich

folgende Koeffizientenmatrix fiir die Freiwerte A, B und C aufstellen:

2
T
EA,, (T] ~ N, 0 : ~Nyzy
p 2
M= 0 EA, [7) -N, NyVu ) (6.10)
p 2
~N,zy N,y EA,, (-I—J +GI, — Nyi

In deren Determinante tauchen wieder die EULER — Knicklasten fiir reines Biegeknicken um

die beiden Hauptachsen und Drillknicken um den Schubmittelpunkt auf. Sie lauten fiir diesen
Fall

”,2

7[2 ) ”2 s EAnm) 1—2 + G.ID
Nguler = EAzz l_2 ’ Nguler = EAyy l_z und NEuIer = ——':2— : (611)

Unter Beachtung von i,, =r fiir zentrischen Druck und Einsetzen in die Matrix M

NIZ:'uIer -1 0 _Z.i
ki Iy
Yy
M= 0 Newe | 2 (6.12)
Ny Iy
_Z_M__ y_M Nguler -1

ergibt sich die Knickdeterminante des Systems, welche die Bestimmungsgleichung zur

Ermittlung der ideal kritischen Biegedrillknicklast (in diesem Fall die Druckkraft Ny;) liefert.
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Sie lautet

2 2 2 2
NEuler -1 Nguler -1/ Nguler —11l= NEuIer -1 y_M + Ng‘uler 11 _.z_M =0. (613)
Nkz‘ Nln Nki Nla' iM Nki iM

Wichtig dabei ist, dass sie Losungen fiir Ny; liefert, welche stets kleiner als die kleinste der
drei EULER — Knicklasten N%,,., Ni,, und N, sind.

Nla' <1nin{N{?uler’Nz'uIer’NguIer} . (614)

Gl. (6.14) ist als Ergebnis dieser Untersuchungen iibrigens der Beweis fiir die wichtige
Tatsache, dass der Stabilitéitsverlust zentrisch gedriickter Stibe mit offenem,

unsymmetrischen Querschnitt immer zufolge Biegedrillknickens eintritt.
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7 BERECHNUNG DER IDEAL KRITISCHEN LASTEN
NACH DEM RITZ’SCHEN VERFAHREN

7.1 Verwendete Mathematiksoftware

Zur Durchfithrung der mathematischen Routinen (Berechnung der Querschnittswerte,
Berechnung der Ergebnisse nach RITZ, u. v. m.) wird das Mathematik — Softwarepaket
MAPLE in der Version v6.01 verwendet [9].

-

Dazu muss zuerst das Funktional %521'1 fiir das jeweilige System laut Gl. (5.17) mit dem

Ersatzpotential T1° aufgestellt werden. Fiir die Verformungskomponenten v, w und 1% werden

dabei unterschiedliche Ansatzfunktionen formuliert.

Basierend auf diesem energetischen Ausdruck %5 11", das mit den Ansatzfunktionen fiir die

angeniherten Verformungskomponenten formuliert wird, folgen dann die weiteren
Berechnungen nach dem RITZ’schen Verfahren, wie sie unter Abschnitt 4.4.2.1 ausfiihrlich

beschrieben sind.

Im ANHANG sind die in der MAPLE — Programmiersprache verfassten Programmschritte

fiir diese Berechnungsroutinen ersichtlich.
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8 BERECHNUNG DER IDEAL KRITISCHEN LASTEN
NACH DER FINITE ELEMENTE METHODE

8.1 FEM — Modellierung

8.2 Verwendete FEM — Software

Zur Berechnung des Systems nach der FE — Methode kommt das kommerzielle 3D —
Programm InfoCAD in der Version v6.08c zum Einsatz [10].

Dieses bietet die Moglichkeit, das untersuchte Modell dreidimensional zu diskretisieren.

Je nach Belastung und Randbedingungen kénnen dazu verschiedene Elementtypen wie
Scheiben, Platten—, Schalen— oder Stabelemente mit ihren typischen Eigenschaften verwendet

werden.

8.2.1 Riumliches FEM — Modell des untersuchten Briickensystems

Zuerst wird im CAD — Programm [8] ein dreidimensionales Modell der beiden Lingstriger
der Briickenstruktur erstellt, iiber die *.dxf — Schnittstelle exportiert und anschlieBend in das
FEM - Programm eingelesen. In der Geometrie miissen bereits Zwangslinien fiir das

FE — Modell (wie z. B. die Achse des Schubmittel- und Schwerpunktes der beiden
Liingstriager sowie Teilungen der Liingstriger in den Ebenen, in welchen im FE — Modell

dann die Quertriger angeschlossen werden) beriicksichtigt werden.

bbildung 8.1:
3D - Gitternetz — Modell der Briickenlingstriger
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Die Modellierung des vorhandenen Systems erfolgt ausreichend detailgetreu im Programm.
So werden etwa auch Beulsteifen im Modell (siehe Abbildung 8.2) vorgesehen, um lokales
Stabilitétsversagen zu verhindern.

Diese Forderung entspricht ja auch einer der wesentlichen Voraussetzungen der
Wolbkrafttorsion nach Theorie II. Ordnung, wenn das Stabilitéitsverhalten der
Gesamtstruktur untersucht werden soll (siehe Abschnitt 5.2.7).

Abbildung 8.2:
Detailausschnitt des FEM — Modells mit

Aussteifungen im Anschlusspunkt eines

Quertriigers

8.2.2 Elementeigenschaften

Zur Modellierung der verschiedenen Briickensysteme empfiehlt sich die Verwendung
flichenhafter Schalenelemente fiir die rdumliche Struktur der Haupttréger.
Die maximale Kantenlinge wird — wenn méglich — mit ca. 30 — 40 [cm] gewihlt, in gewissen

Bereichen der Zwangspunkte im Modell ergeben sich teilweise auch kleinere Elementgrsfien.

Die Knotenpunkte der Vierpunkt — Schalenelemente mit der programminternen Bezeichnung
SH/6 weisen im rdumlichen xyz — Koordinatensystem sechs Freiheitsgrade auf:

e Translation: u,, u,, u,

* Rotation: ¢,, ¢,, ¢,

Pro Schalenelement mit vier Knotenpunkten ergeben sich damit also 4x6=24 Freiheitsgrade.

Abbildung 8.3:
Schalenelement vom Typ SH46
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Die Steifigkeitsmatrizen der Schalenelemente sind eine Kombination der
Elementsteifigkeitsmatrizen aus Scheibenelementen und KIRCHHOFF ’schen
Plattenelementen, d.h. sie kdnnen sowohl Beanspruchungen in als auch quer zur

Schalenebene aufnehmen [10].

Die Modellierung der Verbandsstéibe erfolgt mit Biegestiben (programminterne Bezeichnung
RS), deren Knotenpunkte im rdumlichen xyz — Koordinatensystem ebenfalls sechs

Freiheitsgrade aufweisen:

-

e Translation: u,, u, u,
¢ Rotation: ¢@,, ¢,, @,

Pro Stabelement mit zwei Knotenpunkten ergeben sich damit also 2x6=12 Freiheitsgrade.

2

Abbildung 8.4:
1 / Biegestab vom Typ RS

8.3 Berechnung der Eigenwerte und dazugehoriger Eigenformen

Die verwendete Software bietet die Méglichkeit, mit der programminternen Funktion
Knickeigenwerte fiir eine eingegebene Struktur unter gegebener Belastung einen
Laststeigerungsfaktor zu berechnen, unter welchem Stabilitétsverlust des Systems eintritt.
Zu diesem errechneten Lastfaktor kénnen auch eine gewiinschte Anzahl von Eigenwerten
samt dazugehdriger, qualitativer Eigenformen ausgegeben werden.

Diese ausgegebenen Eigenformen sind selbstversténdlich orthogonal zueinander und werden

normiert ausgegeben.
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8.4 Vergleichsrechnungen zur Uberpriifung des Modells

Um die Qualitit der mittels FE — Methode ermittelten Ergebnisse beurteilen zu kénnen,

werden Vergleichsrechnungen zu Beispielen mit aus der Literatur bekannten Losungen
durchgefiihrt.

8.4.1 Beispiel 1: Kragarm unter zentrischem Druck

Untersucht wird ein 1.50 [m] langer Kragarm, der an seinem freien Ende durch eine im
Schwerpunkt angreifende Einzellast P = 1 [kN] belastet wird.
Der Hutquerschnitt ist aus Baustahl der Festigkeitsklasse 5235.

-

Die Werkstoffkennwerte lauten:

E = 21 000 [kN/cm?),
G = 8 077 [kN/cm?] (mit Querdehnzahl v = 0.3).
M

a78
1
Wr-

Abbildung 8.5:

Druckstab mit offenem Hutquerschnitt

Die Einzellast ,,P“ wird im FEM — Schalenmodell durch eine Linienlast von
1 [kN]
294 [mm)]
Entlang der Mittellinie des Querschnitts (Gesamtléinge 1 = 294 [mm]) ergibt sich also die

=0.0034 [kN/mm)] auf der Stirnfliche des Querschnittes ins System eingeleitet.

Lastsumme von 1 [kN].
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2. Eigenform 3. Eigenform
1. Eigenform
(Knicken um die (Knicken um die
(Biegedrillknicken)
z — Achse) y — Achse)

3D —
Darstellung
Draufsicht

Ideal
kritischer

54 190 346
Lastfaktor
M

Tabelle 8.1: Ergebnisse der FE — Berechnung fiir Beispiel 1

In [3] wird die ideal kritische Last des untersuchten Systems (mit dem RITZ’schen Verfahren
ermittelt) zu

P, = 56.4 [kN]
angegeben.
Das nach der FE — Methode berechnete Ergebnis liegt bei diesem Beispiel um ca. 4 % unter
dem Wert nach RITZ. Dies ldsst sich dadurch erkliren, dass die Diskretisierung im FE —
Modell eine bessere Modellbildung fiir das vorliegende Beispiel darstellt, als es die
Formulierung der Ansatzfunktionen nach RITZ tut. Ungenau formulierte Ansatzfunktionen
fiir das RITZ’sche Verfahren kénnen laut [1] als innere Zwinge der untersuchten Struktur

interpretiert werden, die die Berechnungsergebnisse entsprechend beeinflussen.
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8.4.2 Beispiel 2: Beidseitig gabelgelagerter Einfeldtriger unter konstantem Moment

ippen*
Fiir folgendes System eines 10 [m] langen, an beiden Stabenden gabelgelagerten
Einfeldtrigers unter konstanter Momentenbelastung sollen mit der FEM — Software die ideal

kritischen Lasten der drei niedrigsten, positiven Eigenwerte ermittelt werden.

M M
C\ V) '
/ \ Abbildung 8.6: Systembild fiir Beispiel 2

1000
LivAvAY)

Die Gabellagerung kann im FE — Modell durch eine diinne Endquerscheibe mit hohem E —

Modul wirkungsiquivalent ersetzt werden.

[4] gibt fiir das ideal kritische Moment M, y; (auch ,Kippmoment“ genannt) des obigen

Systems, giiltig fiir einfachsymmetrische, offene Querschnitte den Wert

EA 7% | ny ny. i
M,, = ;’; Ti (—Z—J +c? (8.1)
an. Dabei ist der Ausdruck
2
A4,,+ —GIDi
¢ =—— BT (8.2)
vy

ein Hilfswert.

Mit den Material- und Querschnittswerten fiir einen HE-B 500 — Querschnitt

E = 21 000 [kN/cm?]

G =8077 [kN/cm? (mit Querdehnzahl v = 0.3)
A, =12620 [cm?]

Ay, =7018000 [cm

Ip = 540 [cm]

oy =0 (doppeltsymmetrischer Querschnitt)

ergibt sich das ideal kritische Moment nach Auswertung der Gl. (8.1) zu
M, ;=1 233 [kNm].
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Die Berechnung nach der FE — Methode ergeben fiir einen HE-B 500 — Querschnitt folgende

Ergebnisse:

1. Eigenform 2. Eigenform 3. Eigenform

3D -
Darstellung

Draufsicht

Ideal
kritischer

Lastfaktor
M

1 288 3 255 6 360

Tabelle 8.2: Ergebnisse der FEM — Berechnung fiir Beispiel 2

Die Abweichung der Ergebnisse nach RITZ und FEM voneinander betrsigt fiir dieses Beispiel

also abermals etwa 4 %.

Die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse beider Berechnungsverfahren untereinander wie
auch mit Ergebnissen aus der Literatur rechtfertigt also den weiteren Einsatz dieser

Berechnungsmethode mit dem rdumlichen Schalenmodell.
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9 DAS UNTERSUCHTE BRUCKENSYSTEM

9.1 System und Geometrie

Das untersuchte Briickensystem stellt eine leichte Abwandlung des in [5] untersuchten
Systems dar. Es handelt sich dabei um eine einfeldrige Briicke mit einem offenen Stahl —
Stahlbeton — Verbundquerschnitt, dessen Langstriger zwei im Abstand von 8.30 [m]
angeordnete, zusammengeschweifite Stahlprofile bilden. |

Die Stiitzweite der Briicke betrdgt 30.00 [m].

BRUCKENQUERSCHNITT
N
B
I
[&]
2 wson
g
: s
H ['4
Ii ! @ I
| T e e L e i A Tt e, PATAIAIAIL s 7477, A L A A F: AT LS73
i g
!
QUERTRAGER
HAUPTTRAGER - HAUPTTRAGER
8300 ;

Abbildung 9.1:

Briickenquerschnitt (ohne Darstellung von Aussteifungen wie Beulsteifen u. &.), MaBe in [mm]

Die Quertriger sind im Querschnitt gesehen so angeordnet, dass der vertikale Abstand
zwischen der Unterkante der Betonplatte und der Oberkante der Quertréger 40 [cm] betragt.
Dies wird im Bauzustand fiir die Unterbringung der Schalung der Betonplatte benétigt.

Der Abstand der Quertriiger in Briickenléngsrichtung wird im Zuge der Untersuchungen

variiert und jeweils dquidistant aus der Stiitzweite und der Anzahl der Quertriger bestimmt.

a=—1_ ©9.1)
n-1
a Abstand der Quertriger in Briickenléingsrichtung
1 Stiitzweite der Briicke, 1 = 30.00 [m]

n Anzahl der Quertréger (incl. Endquertriiger)
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9.2 Belastungsannahmen im Bauzustand

Abbildung 9.2: Verbundbriicke im Bauzustand; [13]

Die folgenden Untersuchungen beriicksichtigen nur vertikale Lasten im Bauzustand.
Zusitzlich zum Eigengewicht der Haupt- und Quertriger werden Lasten zufolge
Eigengewichtes der dartiiber liegenden Bauteile (Schalungskonstruktionen und Betonplatte)

sowie Nutzlasten, die sich aus der Baudurchfiihrung ergeben, angesetzt.

Fiir die Berechnung im statischen Modell wird eine gleichmé#8ig verteilte Flichenlast
angenommen, die in die Haupttriger iiber die dariiber liegende Konstruktion (Schalwagen,

Schalung, etc.) eingeleitet wird. Jeder Haupttréiger des Briickensystems hat somit eine
15.50

Lasteinflussbreite von =7.75 [m].

Im Zuge der Berechnung wird jeweils als Anfangswert eine gleichméiBig verteilte Flachenlast
von 1.00 [kN/m? auf das Briickensystem aufgebracht und dann bis zum Stabilitétsversagen
zufolge Biegedrillknicken der Haupttriiger gesteigert. Dies entspricht also einer konstanten

Linienlast von 7.75 [kN/m| auf den Haupttrigern im entsprechenden Berechnungsmodell.

Séamtliche Lasten greifen am Obergurt der Langstriger an, welche auch im Zuge der
Untersuchung immer die stabilititsgefihrdeten Bauteile darstellen — die Quertriger sind frei
von direkter Lasteinwirkung und werden nicht gesondert auf Biegedrillknicken untersucht.
Zusitzlich werden aber auch andere Lasteinleitungspunkte am Querschnitt des Haupttrigers

(Schwerpunkt, Untergurt u.a.) untersucht.
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9.3 Statisches System, Rand— und Ubergangsbedingungen
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Abbildung 9.3: .

Draufsicht Briickensystem mit Lagerungsschema (Mafe in [m]);

exemplarisch fiir drei Quertriiger im Feld

Abbildung 9.3 zeigt das Briickensystem mit 3 Quertrigern zwischen den Endquertrigern.

Die steifen Endquerscheiben verhindern die Querschnittsverdrehung an den Briickenenden —

die Wirkung entspricht jener eines Gabellagers, das die Verdrehung um die globale x — Achse

verhindert. Gleichzeitig wird auch die Verwolbung der Haupttriger behindert.

Im statischen Modell sind die Quertriiger an die Lingstriager mit einer rdumlichen

Scharniergelenk — Lagerung angeschlossen. Diese koppelt die beiden Bauteile entlang ihrer

Anschlusslinie starr miteinander, einzig die Verdrehung um die vertikale z — Achse wird

ermoglicht.

An diesen Anschlussstellen konnen somit Biegemomente von den Quertrégern auf die

Haupttriger iibertragen werden, die Ausbildung verhindert aber die Ubertragung von lokalen

Bimomenten M, von den Quer— auf die Lingstriger.
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9.3.1 Haupttriger

9.3.1.1 Momentenverteilung

Im vorliegenden Modell werden simtliche Lasten in Form einer konstanten Linienlast direkt
in die Léngstriger eingeleitet.

Gemif Abschnitt 5.4 darf die Momentenverteilung zur Formulierung des Potentials nach
Theorie I. Ordnung ermittelt werden. Damit ergibt sich fiir die Haupttriger unter der

Belastung p, ein Biegemomentenverlauf in Form einer durch

M, (x)=£5£(z_x) (9.2)

beschriebenen quadratischen Parabel.

Da die Haupttriger und Quertriger offene Profile sind und selbst nur geringe St. Venant’sche
Torsionssteifigkeiten besitzen, kommt es durch die duflere Belastung zur Verformung und in
weiterer Folge zu primiren Torsionsmomenten, die von den Haupttrigern aufgenommen
werden miissen. Diese werden, basierend auf den unter Abschnitt 5.4 getroffenen
Vereinfachungen, nicht beriicksichtigt.

Durch das Eigengewicht der Quertriger resultierende Einzellasten werden ,,verschmiert“ zur

angreifenden Gleichlast dazugerechnet und so in die Haupttriger eingeleitet.

Der Angriffspunkt der Lasteinleitung am Haupttriger wird mit den Koordinaten yf und
sz im Hauptsystem (Bezugspunkt = Schubmittelpunkt) erfasst.

9.3.1.2 Rand— und Ubergangsbedingungen

Fiir die Berechnung nach der Energiemethode erfolgt die Modellierung der Haupttriger als
Stibe. Simtliche Verformungskomponenten beziehen sich auf den Schubmittelpunkt als
ausgezeichneten Punkt des Querschnitts.

Fiir die Verschiebungen v und w sowie die Querschnittsverdrehung 1} ergeben sich an den

gabelgelagerten Trigerenden folgende

Geometrische (kinematische) Randbedingungen

Seitliche Verschiebung in y — Richtung = Null
v, =0

Vertikale Verschiebung in z — Richtung = Null
wy =0

Verdrehung um die x — Achse = Null
9=0
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An den Anschlusspunkten der Quer- an die Lingstriger wird der Stab durch elastische

Einzeldrehfedern der Steifigkeit C, stabilisiert. Diese Einzeldrehfedern kénnen auch

dquivalent in eine elastische Drehbettung mit der Bettungsziffer ¢y umgerechnet werden.

Eine detaillierte Beschreibung dieser Vorgangsweise ist im Abschnitt 10 gegeben.

Horizontalverbéinde werden durch elastische Lagerungen mit der Bettungsziffer c, oder

Einzelfedern der elastischen Steifigkeit C, beschrieben (siehe Abschnitt 11).

9.3.1.3 Querschnittswerte Haupttriger

Materialkennwerte und Querschnittswerte der HAUPTTRAGER
+-300—+
IS TN S WY E = 21 000 [kN/cm?]
= G = 8 070 [kN/cm?]
A = 480.00 [cm?]
512 zg A, =132500 [cmf]
2 A, =1733300 [cmf]
£ 3 Ay, = 101 098 900 [cm*]
N | H SV = 62.3 [cm]
Z\ Ip = 886.4 [cmf]
= M Zg = 104.75 [cm]
L == z = 42.57 [emm)]
2 r,  =-125.38 [em)]
A——

Tabelle 9.1: Querschnitt Haupttriger, MaBe in [mm)]

Die Querschnittswerte werden mit dem dafiir verfassten Maple — Skript (siehe Abschnitt

16.1.1 im ANHANG) ermittelt.

Alle Bauteile sind aus Stahl der Festigkeitsklasse S355 hergestellt.

Nach [11] ergeben sich mit y,,, =1.1 folgende plastische Grenzschnittgrofien fiir einen

Haupttriiger:

N, = & 11 500 [kN]

Vo = £ 3 400 [kN]
V ik =+ 2 500 [kN]
M = = 5500 [kNm]
M, =+ 1300 [kNmn]

1r, = = 10 500 [kN]
R, = % 3100 [kN]

pl!led

N,
\
Voi.m, = =+ 2300 [kN]
M
M

= + 4 500 [kNm]

olag, = £ 1200 [kNm]
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Die Gewichtskraft der Haupttriiger betréigt — unter Vernachlissigung von Beulsteifen u. &. —
gy =4pr .y =480.00-107* [mz]-(7 850 [kg/m?]-9.81 [m/sz])= 3.70 [kN / m].
Bei einer Léinge von [ =30 [m] ergibt sich somit eine Gesamtgewichtskraft von

G, =3.70-30.00=111.00 [kN], was umgerechnet etwa 11 300 [kg] pro Langstréger entspricht.

9.3.2 Quertriger

Wie schon erwihnt, sind die Quertriger im untersuchten System laut Annahme frei von
duBerer, vertikaler Belastung. IThr M, — Verlauf zufolge duBlerer Lasten ist daher stets
identisch Null.

Ihre Aufgabe besteht in der Erhaltung der Querschnittsform des Briickenquerschnitts sowie
in der Stabilisierung der Haupttriger. Im Zuge der Modellbildung werden sie durch elastische
Drehfedern ersetzt, welche die Verdrehung der Haupttriger je nach Steifigkeit be— bzw.

verhindern.

9.3.2.1 Querschnittswerte Quertriiger

Als Quertriger werden geschweifite Profile aus Blechen der Festigkeitsklasse S355 verwendet,

deren Abmessungen und Querschnittswerte in der folgenden Ubersicht angefiihrt sind:

Materialkennwerte und Querschnittswerte der QUERTRAGER
+ 200 +
i : E = 21 000 [kN/cm?]
b S L IS RAhhh *
= G = 8 070 [kN/cm?|
2572 A = 198.16 [cm?]
2 A, =2133 [cm?]
S o A, = 357800 [cm?]
s 2 — Y
T S=M A,, = 6858400 [cm?]
i, = 42.62 [cm]
Ip = 119.0 [cm?]
2 Zg = 57.50 [cm]
. SEEES
: : Zm = 57.50 [cm]
: VZ.E v, = 0 (doppeltsymm.) [cm]
+ 200 +

Tabelle 9.2: Querschnitt Quertriger, Mafie in [mm]
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Die Berechnung der plastische Grenzschnittgréfien mit dem Maple — Skript (siehe Abschnitt
16.1.1 im ANHANG) fiihrt unter Beachtung von y,,, =1.1 (siehe [11]) zu folgenden Werten

fiir einen Quertriger:

Ny = = 4 800 [kN] Noig, = % 4300 [kN]
Voyx = £ 900 [kN] Voiyr, = £ 800 [kN]
Vo = £ 1900 [kN] Vozr, = £ 1700 [kN]
Mk = &1 800 [kNm] M, g, =+ 1600 [kNm]
M, =+ 90 [kNm] Mg, =+ 80 [kNm]

Die Gewichtskraft der Quertriger betrigt
g =4or .y =198.16-107" [mz]-(7 850 [kg/m?]-9.81 [m/5?])= 1.53 [kN/m].
Bei einer Lénge von [/ =830-1.2=828.8 [cm] ergibt sich somit eine Gesamtgewichtskraft von

G, =1.53-8.288 =12.68 [kN], was umgerechnet etwa 1 300 [kg] pro Quertriger entspricht.
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10 EINFLUSS DER QUERTRAGER AUF DIE IDEAL
KRITISCHEN LASTEN

Die Notwendigkeit der Anordnung von Quertrigern ergibt sich aus einer Vielzahl von
Anforderungen an ein Briickensystem.

Eine davon ist jene, dass die Querschnittsform des Systems wihrend der Verformung zufolge
auftretender Belastungen erhalten bleiben soll.

So bilden die Quertriiger des Briickensystems gemeinsam mit den Haupttrigern ein
Rahmensystem, das diese Anforderung erfiillt (siehe Abschnitt 5.2.‘4).

AufBlerdem stellen sie eine duferst effiziente Methode dar, die ideal kritische
Biegedrillknicklast des Systems anzuheben.

Dies geschieht in erster Linie durch die Behinderung der Verdrehung der Haupttriger, die
Quertriger stellen also elastische Lagerungen in Form von Drehfedern fiir die Haupttréiger
dar.

Diese Federn werden in der Formulierung des Gesamtpotentials in Gl. (5.15) mit Cy erfasst.

Die folgenden beiden Abbildungen zeigen das Briickensystem mit fiinf Quertrigern
(Abbildung 10.1) und die dazugehorige Modellbildung eines Haupttréigers als Grundlage fiir
die Berechnung nach dem RITZ’schen Verfahren (Abbildung 10.2).

Abbildung 10.1: Abbildung 10.2:

Rahmensystem aus Lings— und Quertrigern Modellierung der Quertriiger als Einzeldrehfedern
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10.1 Modellierung der Quertriger als diskret angeordnete Einzeldrehfedern

Zur Berechnung der kritischen Systemlasten nach dem RITZ’schen Verfahren kommt das
unter Abschnitt 16.1.2 im ANHANG angefiihrt Maple — Skript zur Verwendung. Dieses wird
je nach Anzahl und Anordnung der Quertréiger entsprechend angepasst.

Die Anordnung der Quertriger in Lingsrichtung wird als dquidistant angenommen, bei einer

Gesamtlinge der Haupttrager von 1 = 30.00 [m] ergeben sich also folgende Abstéinde der

Quertriger:
Anzahl der Quertriger ’
Quertragerabstand in [m]
(incl. Endquertréger)
2 30.00
3 15.00
4 10.00
5 7.50
6 6.00
7 5.00

Tabelle 10.1: Quertrigerabstinde in Briickenlingsrichtung

10.1.1 Eigenformen und elastische Drehfedersteifigkeiten Cy der Quertriiger

Da die vorhandenen Quertriiger nicht direkt belastet werden und ausreichend steif sind, um
nicht selbst auf Biegedrillknicken zu versagen, wird nachstehendes, durch eine symmetrische

Eigenform der Haupttriger erzwungenes Verformungsbild angenommen:

Abbildung 10.3:

Verformung der Quertriger bei

Erreichen der ersten

symmetrischer Eigenform der

Haupttriger

Fiir das statische System der Quertréiger aus Abbildung 10.3 ldsst sich deren
Drehfedersteifigkeit nach [4] mit den Querschnittswerten aus Tabelle 9.2 zu

. _2EA, _ 221000357 752
5T 830

=18 103 113 [kNcm/rad) (10.1)

bestimmen.

Die Grofle / in Gl (10.1) bezeichnet mit 830 [cm] den Achsabstand der Léngstrager.
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Ist die Eigenform des Systems dagegen antimetrisch, lisst sich die Drehfedersteifigkeit der

Quertriger zu

6E4,, 6-21000-357 752
C3 = =

=54 309 340 [kNcm/rad] (10.2)

l 830

ermitteln.

Abbildung 10.4:

Verformung der Quertriger

zufolge antimetrischer Eigenform

der -Haupttriger

Im Zuge der Stabilititsberechnungen mittels FEM — Software ist es mdéglich, die qualitativen
Eigenformen des Systems zu ermitteln — eine Aussage iiber Absolutwerte der Verformungen
aber ist nicht méglich. Die Eigenformen zu den zugehérigen Eigenwerten der kritischen
Lasten lassen sich ja bekanntlich nur inklusive eines unbekannten Multiplikators bestimmen.
Fiir die graphische Wiedergabe der Eigenformen bedient man sich der Normierung — die
betragsmiBige grofite Auslenkung bei indifferenten Gleichgewicht wird auf einen gewiinschten

Faktor (meist ,,1“) normiert und alle anderen Werte relativ dazu angegeben.

Abbildung 10.5: Mégliche Eigenform der Haupttriiger

Wie die obige Darstellung zeigt, ist es durchaus moglich, dass die Eigenform des
Briickensystems fiir den Nachbarzustand (,,0 “ — Bezeichnung) des einen Haupttrigers eine
Verschiebung in positiver z — Richtung ergibt (Verschiebung ,+0w*), wogegen sich der

andere Haupttréiger in negativer z — Richtung (Verschiebung um ,~0w*) verschiebt.
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Auf den ersten Blick mag dies verwirrend erscheinen, verformt sich der Triger ja entgegen
seiner Belastungsrichtung. Dass es sich dabei dennoch um ein Stabilitétsproblem handeln

kann, illustriert [1] durch das folgende, einfache Beispiel:

Der zentrisch gedriickte Stab
Ersetzt man den Stab mit der zentrischen Druckkraft 2P laut nachstehender Abbildung

durch das statisch dquivalente System auf der rechten Seite, so ergibt sich auch hier fiir den

Nachbarzustand des Systems eine Bewegung entgegen der Belastungsrichtung (Verschiebung

um ,—Ax“).
2P | <P
ANy AN I AN |
<+—P
+Ax
+1

| P

s g'::;- P
—Ax +

Abbildung 10.6: Knickstiibe mit zugehérigen Eigenformen

Der Beweis, dass sich die Eigenform gem#8 Abbildung 10.5 im Zuge eines Stabilitatsproblems

einstellen kann, ist ebenfalls leicht mit Hilfe des folgenden Stabilitétskriteriums zu erbringen:

Das Kriterium von Kléppel — Lie

Dieses Kriterium geht vom Vorliegen eines Stabilitétsproblems aus, sobald die Bedingung

I
81 = [(M&M)dx =0 (10.3)

0
erfiillt ist. Laut [5] kennzeichnet die Variable ,M*“ in Gl. (10.3) den Momentenverlauf zufolge

#uBerer Belastung und ,,0M* jenen zufolge der niedrigsten Eigenform des Systems.

linker Haupttriger rechter Haupttréiger

»M* — Verlauf

e S e S
O
,OM* — Verlauf \@/

Tabelle 10.2: Zum Kriterium von Klsppel — Lie
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Die Bedingung in Gl. (10.3) ist fiir die Momentverldufe des linken Haupttragers gemé8
Tabelle 10.2 offensichtlich erfiillt. Der Integrand (M oM ) wird ndmlich als Produkt einer

symmetrischen und einer antimetrischen Funktion zu Null.

Damit ist auch auf diesem Weg bewiesen, dass es sich im Falle einer Verschiebung entgegen

der Lastrichtung ebenso um ein Stabilitéitsproblem handeln kann.

10.1.2 Modellbildung und Berechnung fiir das RITZ’sche Verfahren

-

. 1 . .
Das Funktional 5521'1 des Systems mit Quertriigern lautet somit

Lsom- ;j-[EA vig + EA, W) + B, 8" + GI,9" + M, (2v}, 9+ 1, 9’2)]dx+

2 0
*= (10.4)

Zk:(C',’kSZ I P, (WM +yMn9—EzM|92)dx

Im Term Z(Cg’kug,f ) wird die Wirkung der Quertriger in der Potentialformulierung erfasst.
k

Fiir die Ansatzfunktion zur Beschreibung der Verformungskomponente in y — Richtung
(Verschiebung v) und die Ansétze fiir die Verdrehung 9 werden jeweils fiinfgliedrige

trigonometrische Ansitze der Form

- au( )l sl 5 () ) Sl
1w 5 ) el ()-S5

gewihlt.

(10.5)

Durch die Uberlagerung dieser fiinf ein— bis fiinfhalbwelligen Verschiebungsansétze

n=1 n=2 n=3 =4 n=5

Abbildung 10.7: Sinushalbwellen erster bis fiinfter Ordnung

ist es moglich, eine Verformung des Haupttrigers zu beschreiben, dessen Eigenform beliebige

Anteile aus jeder einzelnen dieser fiinf Welligkeiten enthalten kann.
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Abbildung 10.8:

Uberlagerung der Sinushalbwellen

Als Ansatzfunktion fiir die Durchbiegung w(x) in z — Richtung geniigt hingegen eine

einwellige Sinushalbwelle der Form

w(x)=C, sin(%j. (10.6)

Mit den jeweils fiinfgliedrigen Ansatzfunktionen fiir v und 19 sowie der eingliedrigen
Ansatzfunktion fiir die Durchbiegung ergibt sich nun nach Durchfiihrung der Forderungen

fiir indifferentes Gleichgewicht am Ersatzpotential IT"
1 2 *
grad 55 I [=0 (10.7)

ein Gleichungssystem zur Bestimmung der elf Unbekannten A, bis A;, B, bis B; und C,.
Aus dessen (11x11) — Koeffizientenmatrix wird iiber die Bedingung ,Determinante = 0 die

charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte gewonnen.

Diese Berechnung ist hier aus Platzgriinden nicht ausfiihrlich angeschrieben, in der folgenden
Tabelle jedoch sind die Ergebnisse der Berechnungen fiir die kleinsten positiven Eigenwerte

zusammengestellt:
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10.1.3 Variation der Quertriigeranzahl — Ergebnisse der Berechnung nach der

FE — Methode

Die Berechnung mit dem eingegebenen Schalenmodell nach der FE — Methode ergibt
folgende Ergebnisse:

BERECHNUNG NACH FEM
g:f;::;dz Ideal krit. Gleichlast| Ideal krit. Moment | Laststeigerungs
9 Qi [KN/m] My ¢ [kNm] faktor [
2 4.8 541 1,0
3 13,7 1.543 3.1
4 26,7 2.999 6,0
5 434 4.883 9.8
6 62,9 7.071 14,2
7 78,7 8.850 17,8

Tabelle 10.3: Ideal kritische Lasten in Abhiingigkeit von der Quertrigeranzahl nach FEM

Die dazugehorigen Eigenformen sind in Tabelle 10.5 auf der néchsten Seite dargestellt.

10.1.4 Variation der Quertrigeranzahl — Ergebnisse der Berechnung nach RITZ

Die Berechnung nach dem RITZ’schen Verfahren liefert folgende Ergebnisse:

BERECHNUNG NACH RITZ
Anzahl der Ideal krit. Ideal kirit. 1 Abweichung zum
Quertrager Gleichlast g | Moment M, yi Lastfsatsg:m[:ngs- Ergms nac?h FEM
[KN/m] [kNm] (%]
2 4,4 498 1,0 -7.9
3 12,9 1.453 2,9 5,9
4 25,2 2.839 57 -5,3
5 42,0 4.726 9,5 32
6 63.4 7.133 14,3 +0,9
7 89,5 10.068 20,2 +13,8

Tabelle 10.4: Ideal kritische Lasten in Abhiingigkeit von der Quertrigeranzahl nach RITZ
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10.1.5 Graphische Darstellung der ersten Eigenform der verschiedenen

Briickensysteme

Briickensystem mit zwei Quertrigern

Briickensystem mit drei Quertrigern

Briickensystem mit vier Quertrigern

Briickensystem mit fiinf Quertrigern

Briickensystem mit sechs Quertrigern

Briickensystem mit sieben Quertrigern

Tabelle 10.5: Erste Eigenform der Briickensysteme mit zwei bis sieben Quertriigern

(programminterne Farbgebung je nach Blechstirken)
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10.1.6 Diskussion der Ergebnisse

Die nachstehende Abbildung 10.9 gibt die ideal kritischen Biegedrillknicklast in Abhéngigkeit
verschiedener Anzahlen von angeordneten Quertréigern wieder (ohne Einfluss des

Eigengewichtes der Struktur).

| Wie erwartet kann die ideal kritische Last, unter welcher das System auf Kippen versagt,
durch die Anordnung von Quertriigern effizient gesteigert werden.
Sehr zufrieden stellend ist auch die Tatsache, dass fiir das Briickensystem mit bis zu sechs
Quertréigern die nach dem RITZ’schen Verfahren ermittelten Ergebnisse und die Ergebnisse
aus der FE — Berechnung gute Ubereinstimmungen zeigen.
Thre Abweichungen voneinander liegen durchwegs im unteren einstelligen Prozentbereich.
Zusitzlich zu den kritischen Biegedrillknicklasten ist in Abbildung 10.9 auch noch jener Wert
der Gleichlast p,qs angefiihrt, unter dessen Belastung die erste Faser des Haupttrigers ins
FlieBen gerét (entspricht der elastischen Grenzlast des Systems).

Er errechnet sich zu

g,
M 8 1733301 355 8
¥y 8
= = —>q, =W, , . - == . . =47.47 [kN /m]. (10.8
f:‘”d W)’,el,min W,y,el,min qy »oetin fy’d lz 104.75 1.1 3 0002 [ ] ( )

Ideal kritische Biegedrillknicklasten
in Abhéngigkeit von der Anzahl der Quertrédger

60,00 . :

40,00

30,00

20,00
10,00 ~—— BERECHNUNG NACHRITZ |
' - BERECHNUNG NACHFEM

e u
0,00 . pzyed

2 3 4 5 6 7
Anzahl der Quertrager

Ideal kritische Gleichlast pz,, [kN/m]

Abbildung 10.9: Ideal kritische Biegedrillknicklasten ja nach Anzahl der Quertriger

Die Ergebnisse in Abbildung 10.9 entsprechen auch einer durchaus gingigen Erfahrung im
Briickenbau, bei Einfeld — Systemen kleiner bis mittlerer Stiitzweiten Quertriger etwa in den

Drittel- bis Viertelpunkten der Haupttriger anzuordnen.
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10.2 Modellierung der Quertriger als kontinuierliche Drehbettung

Um die Berechnung nach dem RITZ’schen Verfahren weiter zu vereinfachen, liegt die
Uberlegung nahe, die diskret angeordneten Drehfedern in den Anschlusspunkten der

Quertriger durch eine dquivalente Drehbettung zu ersetzen.

Die elastische Drehfedersteifigkeit ¢, dieser Bettung errechnet sich zu

(10.9)

Cy Drehfedersteifigkeit eines Quertrigers [Nm/rad]
n Anzahl der angeordneten Quertriger

L Linge eines Haupttrigers [m]

Die Einheit der Drehbettungsziffer ¢y wird in [Nm/radm| angegeben.

Abbildung 10.10: Kontinuierliche Drehbettung

Diese Modellierung erfolgte sowohl in der Berechnung nach dem RITZ’schen Verfahren, als
auch im FEM — Modell.
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Fiir die Ansatzfunktionen der zwei Verformungskomponenten v und w wurden jeweils wieder

fiinfgliedrige Ansiitze gewihlt.

ol e 22 2 3 ) B

3 dox (10.10)
2zx . [ 37x . [ dnx ¥4
( ) Blsm( )+B (T)+B3sm(TJ+B4sm( ] )+B sm( ) ZB sm(
Die Durchbiegung wird wieder durch eine eingliedrige Ansatzfunktion der Form
w(x) = C, sin (%] (10.11)
angenihert.
Das Funktional %521'1 des Systems mit der kontinuierlichen Drehbettung lautet nun
1 1|
F9=2 | [EA ViZ + BA, W + EAyy9"™ + GIp9"7 + M, (2v 8 + 7, 97 ) |dx +
= (10.12)
1 M g2
+5x£0( ¢z dx—x.[opz(wM +y .9——z 9 de

I
mit dem neuen Term I (09192)dx, der anstelle des Ausdrucks Z(Cg,kS,f ) in Gl (10.4) tritt
x=0 k
und die Wirkung der Quertriger erfasst.
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10.2.1 Ergebnisse der Berechnung fiir die Systeme mit vier und fiinf Quertrigern

Ideal kritische Biegedrillknicklast in Abhéngigkeit von C;
fiir das System mit vier Quertréagern
40 s mngane

'g 35
= 30
®
o 25 ﬁ
g .
s 211
s
5 l
Ew i ,
= FEM
[ 5 1 -
2 | —— ATz

0 -

0 Cs" 5,000 10.000 15.000 20.000 25.000
Elastlsche Drehfederstelfigkelt C,, [kNm/rad]

Abbildung 10.11; Ideal kritische Biegedrillknicklasten bei vier Quertriigern

Die Ergebnisse der Berechnung mit einer kontinuierlichen drehelastischen Bettung beinhalten
mehrere duflerst interessante Erkenntnisse.

Es ist klar zu erkennen, das sich die ideal kritische Last bereits bei Uberschreiten bereits
relativ kleiner Drehfedersteifigkeiten nicht mehr erhohen lésst.

Im Bereich unterhalb dieses Wertes, der in Folge als Mindestdrehfedersteifigkeit Cs'
bezeichnet wird, besteht ein annishernd nichtlinearer Zusammenhang zwischen der ideal
kritischen Last des Systems und der Drehfedersteifigkeit der Quertriger.

Ab einer gewissen Steifigkeit stabilisiert die Drehfeder das System in weiterer Folge wie eine
ideelle Gabellagerung, es erhoht sich also bei gleich bleibendem Wert der kritischen Last p,
nur mehr die Welligkeit der Eigenform zufolge Biegedrillknickens.
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Dies geschieht beim System mit vier Quertrigern bereits bei einer Drehfedersteifigkeit der
Quertriger von Cy*=3 000 [kNm/rad] (siche Abbildung 10.11).

Abbildung 10.12:

Erste Eigenform des Systems mit vier Quertriigern

(programminterne Farbgebung je nach Blechstiirken)

In weiterer Folge wird die erste
Eigenform des System also nicht mehr
Anteile aller fiinf Glieder der
Ansatzfunktionen iiber die Trigerlinge
aufweisen sondern fast ausschlieBlich
Anteile _ zufolge dreiwelligem
Biegedrillknicken. Dabei markieren die
ideellen Gabellager (steife Drehfedern)
die Nulldurchginge der Sinushalbwellen
exakt in den Anschlussstellen der beiden
Quertriiger. Zum Vergleich betriigt die
vorhandene  Drehfedersteifigkeit der
Quertrédger (fiir die antimetrische erste
Eigenform) im untersuchten System Cy
= 543 093 [kNm/rad], also mehr als das
180fache dieses Wertes fiir Cy".

Entscheidend in all diesen Betrachtungen ist die Relation der Steifigkeiten der Haupt- zu den

Quertrigern.

Dieser Vergleich unterstreicht abermals die effiziente Steigerung der ideal kritischen

Biegedrillknicklasten durch die Anordnung von drehelastischen Lagerungen in Form von

Quertrigern, auch wenn diese im vorliegenden Fall offensichtlich recht grofiziigig

dimensioniert sind. Diese miissten also — nur fiir das Stabilititsproblem Biegedrillknicken

betrachtet — nicht so steif dimensioniert sein.
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Die nachstehenden Abbildungen zeigen die ermittelten Eigenformen der Haupttriger fiir

Drehfedersteifigkeiten der Quertriger unter und iiber dieser Mindestdrehfedersteifigkeit C*.

In Abbildung 10.13 liegt Cy mit einem Wert von 100 [kNm/rad] weit unter Cy*.

Abbildung 10.14 dagegen zeigt die erste Eigenform des Systems fiir die tatsiichlich
vorliegenden Steifigkeitsverhéltnisse der Quertriger, die mit 543 093 [kNm/rad] weit {iber
dem Wert fiir Cy* liegen. Diese Eigenform entspricht jener mit einer ideellen Gabellagerung
durch die Quertriiger in den Drittelpunkten der Liangstriger.

Unterschiedliche Farben in den beiden folgenden Abbildungen kennzeichnen unterschiedliche
Querschnitte im FEM — Modell. ’

Abbildung 10.13: Abbildung 10.14:

Eigenform fiir Cy=100 [kNm/rad] Eigenform fiir Cy=543 093 [kNm /rad]
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Ideal kritische Biegedrillknicklast in Abhéngigkeit von Cy
fiir das System mit fiinf Quertrigern

2]
o

[¢)]
o

IS
o

Ideal krit. Glelchlast py, [kN/m]
w
o

1
1
20 :
10 I ~ FEM
1 —— RITZ
0 4 : = :
0 5.000 C»* 10.000 15.000 20.000 25.000

Elastische Drehfedersteifigkeit C, [kNm/rad]

Abbildung 10.15: Ideal kritische Biegedrillknicklasten bei fiinf Quertrigern

Beim System mit fiinf Quertrigern, das bei niedrigen Drehfedersteifigkeiten Cy ebenfalls
Anteile aller fiinf Glieder der Ansatzfunktionen in seiner Eigenform aufweist, tritt der
Ubergang der Drehfeder in ein équivalentes Gabellager bei einer Drehfedersteifigkeit der
Einzelfedern von Cy*=8 000 [kNm/rad] auf. Bei hoheren Werten wird das System also bei

gleich bleibender Laststufe vorwiegend vierwellig versagen.

Abbildung 10.16:
Erste Eigenform des Systems mit fiinf Quertriigern

Gut sichtbar ist in Abbildung 10.16, dass der gedriickte Obergurt in Bereichen grofierer
Momente (gemifl der angenommenen Momentenverteilung einer quadratischen Parabel)

gréfBere seitliche Verschiebungen aufweist als in Bereichen mit kleineren Momenten.
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Abbildung 10.17 rechtfertigt das ,,Verschmieren“ der Einzeldrehfedern zu einer
kontinuierlichen Bettung, allerdings mit einer wesentlichen Einschrinkung.

Wie deutlich zu sehen ist, unterschétzt man bei der Berechnung mittels kontinuierlicher
Drehbettung die ideal kritischen Lasten des Systems im Bereich niedriger

Drehfedersteifigkeiten nur wenig,.

Ideal kritische Biegedrillknicklast in AbhZingigkeit von Cy

90,00 -
80,00
70,00 B
60,00 o . . o _...ﬂ'/

I —M‘ I‘-/I/I'- l‘ il f‘-‘

50,00 1 il
' | T e

40,00
30,00
20,00 — . AN ¢

10,00 /

0,00

Ideal krit. Gleichlast p, [kN/m]

._,.,,(':
Y

-

L~

4

= ‘_‘:_

0 1.000 2.000 3.000 4.000 5.000
Elastische Drehfedersteifigkeit C; [kNm/rad]

Abbildung 10.17: Ideal kritische Biegedrillknicklasten in Abhingigkeit von Cy

In diesem Bereich liegt man mit der Idealisierung der Einzeldrehfedern zu einer
drehelastischen Bettung sogar auf der sicheren Seite, wihrend man bei hsheren Steifigkeiten
recht schnell zu absolut unbrauchbaren Ergebnissen kommt, die weit auf der unsicheren Seite
liegen. Dies liegt auch daran, dass die Linie fiir die kontinuierliche Drehbettung in
Abbildung 10.17 keine Konvergenz zeigt.

Fir die Berechnung des untersuchten Systems mit der Einzeldrehfedersteifigkeit eines
Quertriigers von Cy = 543 093 [kNm/rad] ist die Umrechnung auf eine Streckendrehfeder
sicher nicht zuléssig, um nicht zu sagen, sie wire ginzlich falsch.

Die auftretenden Abweichungen werden umso gréBer, je kleiner die Anzahl der
Einzeldrehfedern ist, was auch plausibel erscheint, denn eine kontinuierliche Bettung
bedeutet ja im weitesten Sinne nichts anderes als unendliche viele hintereinander angeordnete

Einzeldrehfedern entlang der Trigerlingsachse.

Interessant wire in diesem Zusammenhang auch, einen ,Mindestfederabstand“ fiir die
Anwendbarkeit der Berechnung mittels einer elastischen Drehbettung zu bestimmen, was im

Zuge dieser Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt wird.
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10.3 Mindestdrehfedersteifigkeit C fiir das Vorliegen einer ideellen Gabellagerung

Es dréngt sich nun also férmlich die Frage nach der Bestimmung dieser Mindeststeifigkeit
Cy* auf, ab welcher die Quertriiger auf die Verdrehung der Haupttriger wie Gabellager
wirken, es also bei gleich bleibender Laststufe zu einem Ubergang auf eine hsherwellige
Eigenform kommt.

Wiisste man bereits im Vorhinein, dass die vorhandenen Quertriger diese Mindeststeifigkeit
Cy* besitzen, kénnte man in den Ansatzfunktionen fiir die Verformungskomponenten v, w
und U gleich die passende Welligkeit in nur einem Glied formulieren und damit genau

dieselben Ergebnisse wie bei Verwendung mehrgliedriger Ansatzfuhktionen erhalten.

Die Ansatzfunktion fiir die Verdrehung 9 beispielsweise wiirde dann die einfache Funktion

9(x) =sin(#J (10.13)

darstellen, wobei (n+1) der Anzahl der vorhandenen Querabstiitzungen incl. Endquertréiger
entspriche. Natiirlich nur unter der Voraussetzung, dass diese Querabstiitzungen auch eine
Biegesteifigkeit EA,, besitzen, welche ja die Verdrehungsbehinderung der Haupttriger erst

ermdéglicht.

Da sich der Verlauf der ideal kritischen Last mit mehrgliedrigen Ansatzfunktionen jenem mit
einem einzigen Glied in den jeweiligen Ansatzfunktionen (Gabellagerung) asymptotisch
ndhert, wird zur Bestimmung der Mindestdrehfedersteifigkeit Cy* jener Wert ermittelt, bei
dem die Werte auf 95 % miteinander iibereinstimmen.

Im Sinne einer praktischen Anwendung ist dieser Wert sicherlich annehmbar.

Im Folgenden ist die Durchfiihrung dieser Berechnung fiir den Fall mit Quertrigern in den

Viertelpunkten des Langstréigers (fiinf Quertréger insgesamt) angefiihrt.

mit fiinf Quertrigern

} ( E ( f ( f \ Abbildung 10.18:
\‘) Modellbildung fiir das System
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Das Funktional %521'1 des vorliegenden Systems lautet

1

%6211 =% [ (BA,vi2 + BA W + EAyy9™ +GI8” + M, (2v} 941, 97 ) ) +
- ! (10.14)
SR fooerto-bte o

Mit den Ansatzfunktionen fiir die Verformungskomponenten

-

v(x)=Asin(%], w(x)=Bsin[%] und 9(x)=Csin(%), (10.15)

sowie der Momentenverteilung fiir den Haupttriger nach Theorie I. Ordnung in Form einer

quadratischen Parabel, die durch die Funktion

M, (x)=%(l—x) (10.16)

beschrieben werden kann, ergibt sich fiir das Ersatzpotential %5 2IT" nach Integration zu

2
laZH*zl iﬂ’:[_ A%+ M Bz—(ﬂjB +
2 2 2] 2/ Fi4

, (10.17)
2 ¥ I, i 2
WL EA(M;” +GID+pz zp w7 I, +q, |c2 - pl plz | -
2| 2 21 2 24 8 4 12
Mit den Stabilititsbedingungen
S (Lo , 9 l5211*=0) und 2 l5211‘=0J (10.18)
04\ 2 aB\ 2 aCc\ 2

lassen sich nun drei Gleichungen fiir A, B und C gewinnen, deren (symmetrische)

Koeffizientenmatrix gebildet wird.
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EAwir4 pl o*
3 0 | ——-1
2] 8 3
4
9 EA 7
M’ = 0 o7 0 (10.19)
2 4 2_2 r.
pl T 0 EA, 7" +GI ' +pzl M A 12.C
8| 3 2P 20177 12 8

In (10.19) ist die Koppelung der Verschiebung v mit der Verdrehung ¥} durch die Belegung
der Matrixglieder gut sichtbar. Die Nulleintréige in der zweiten Zeile und Spalte zeigen, dass
die Durchbiegung w nicht mit v und 19 gekoppelt ist.

Diese zweite Zeile des Gleichungssystems gehort zur Beschreibung der einachsigen Biegung
um die y — Achse (siehe auch Abschnitt 6.2).

Auflerdem ist am Eintrag der dritten Spalte in der dritten Zeile zu sehen, welchen Beitrag die
Drehfedersteifigkeit Cy zur Drillsteifigkeit des Systems leistet (...+2Cy).

Uber die Bedingung detIM‘9| =0 erhilt man die charakteristische Bestimmungsgleichung fiir

- die ideal kritische Last pi « - Oie lautet in diesem Fall
EA rz* 4 ¥ 22 r, o
" | EAzz;r | B4y +3GIDI V4 +!5_1 sz+ M Tu +2-C, |-
21 21 21 2 12 4

ot =2 O] (B4,
8 3 273 '

Analog dazu werden nun fiir das System ohne Einzeldrehfedern, dessen Funktional nun

(10.20)

i

1 1 '3 2 n ! n !
E521'[ =3 I (EAWsz +EA,, Wy, +EA4,,9" +GI,9% + M, (2an9+er9 2))dx-
= (10.21)
1
[ o[ rrpo-Lete )i
x=0

lautet, die Ansatzfunktionen fiir die Verformungskomponenten in v, w und U gewéhlt.
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Fiir den Haupttriiger, dessen Einzeldrehfedern die Mindestdrehfedersteifigkeit Cy* aufweisen,

werden diese analog zum System mit drei Gabellagerungen in den Viertelpunkten zu

v(x)=Asin(4—’l”ij, w(x)=Bsin(%J und 9(x)=Csin(4]ﬂj (10.22)

gewihlt.

Die Wahl der Ansatzfunktionen in dieser Form ist nun der entscheidende Punkt bei dieser
Vorgangsweise.

So wird schlieBlich vom System bereits a priori angenommen, dass die
Verformungskomponenten v und 1 der Eigenform die Form einer vierwelligen Sinusfunktion
besitzen.

Die Durchbiegung wird wie immer durch eine einzige Sinushalbwelle angeniihert.

Dadurch kann jetzt auch der Term zur Beriicksichtigung der Drehfedersteifigkeit Cyin Gl.
(10.21) entfallen.

Die Querschnittsdrehung 1 ist ja in den Viertelpunkten des Haupttrigers durch die
Gabellagerung zu Null vorgegeben und leistet daher keinen energetischen Beitrag in den

Potentialformulierungen.

In Anlehnung an die vorher ausfiihrlich beschriebene Vorgangsweise wird wieder in das
Funktional eingesetzt und man erhélt nach Ausfithrung der Integration und Bildung der
partiellen Ableitungen nach A, B und C (was der Forderung nach indifferentem

Gleichgewicht entspricht) wieder ein Gleichungssystem, dessen Koeffizientenmatrix nun

1284 n*
Rt il 0 p—zl(—16n2—3)
! 24
4
MGl — 0 EA;:’ 0 (10.23)
p,l 128E4, 7" +8GI *x* pl
Z(-162-3) 0 — +§(12221 +16r,, 7" —3n,, )

lautet. Wie in M® sind auch hier in M die Koppelungen der Verformungskomponenten v

und 1Y miteinander durch die entsprechenden Matrixbelegungen deutlich zu sehen.
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Mit der charakteristischen Gleichung detIMG"bE’ =0, die sich zu

P 2P P
2 4
- p—zl-(—1671'2-—3) : ——EAZZ:’ =0
24 21

errechnet, kann abermals die ideal kritische Gleichlast pZi!®™ errechnet werden.

128E4, x* ! ) ‘n’
[ » MEAZZE J_[IZSEAWE +8GI i’ n +%(122ﬁ,+16%”2_3% )}_

(10.24)

-

Nun liisst sich unter Beachtung der getroffenen Genauigkeitsbeschrinkung, dass die

s
Ubereinstimmung beider ideal kritischer Lasten 95 % —&l’d—=-9i betragen soll, die
p Gabellagerung 100
z,ki

gesuchte Mindestdrehfedersteifigkeit Cy* bestimmen.
Da die dafiir notwendige Bestimmungsgleichung sehr unhandlich ist, wird sie hier nicht
explizit angefiihrt.

Ohne Anfiihrung der Zwischenrechnungen betriigt Cyp* im konkreten Fall fiir fiinf Quertriger

Cy = 4 618 [kNm/rad).

Ideal kritische Biegedrillknicklast in Abhéngigkeit von Cy
fiir das System mit fiinf Quertragern
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Elastische Drehfedersteifigkeit C, [kNm/rad]

Abbildung 10.19: Ideal kritische Biegedrillknicklasten bei fiinf Quertrigern in Abhingigkeit von Cy
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Beim Fall mit vier Quertrigern wirken die Einzeldrehfedern bereits ab einer
Drehfedersteifigkeit von Cy = 1 476 [kNm/rad] (wieder mit der 95 %igen
Genauigkeitsvereinbarung) wie ideelle Gabellager verdrehungsbehindernd und somit

stabilisierend auf das System.

| (\E (\E \ Abbildung 10.20:
Modellbildung fiir das System

mit vier Quertriigern

Ideal kritische Biegedrillknicklast in Abhdngigkeit von Cy
fiir das System mit vier Quertrigern
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Abbildung 10.21: Ideal kritische Biegedrillknicklasten bei vier Quertriigern in Abhiingigkeit von Cy

Fiir praktische Fille bedeuten diese Ergebnisse, dass ab einer gewissen
Mindestdrehfedersteifigkeit der Quertriger bereits mit nur eingliedrigen trigonometrischen
Ansatzfunktionen fiir die Verformungskomponenten v, w und 1 bereits sehr gute
Niherungslésungen erzielt werden konnen.

Leider ist es ohne weitere Systemvereinfachungen kaum moglich, eine allgemein giiltige
Formel zur Bestimmung dieser Mindeststeifigkeit anzugeben, doch wird das reale System —
wie die Zahlenvergleiche in allen Fillen vermuten lassen — in der Regel ausreichend
dimensioniert sein, um diese Forderung an die Mindestdrehfedersteifigkeit Cy* zu erfiillen.
Diese Annahme unterstreicht auch der Zahlenvergleich im vorliegenden Fall, bei dem das
Verhéltnis von vorhandener zu erforderlicher Drehfedersteifigkeit Cy fiir eine ideelle
Gabellagerung der Haupt— durch die Quertriger im Fall von fiinf Quertrigern ca. 117 und im
Fall von 4 Quertrigern sogar 367 betrigt.

Die Berechnung der ideal kritischen Lasten mit nur eingliedrigen trigonometrischen

Ansatzfunktionen ist hier also zuldssig.
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10.4 Graphische Darstellung der ersten drei Eigenformen des Briickensystems mit

fiinf Quertrigern

Die Tabelle auf der nichsten Seite gibt einen Uberblick iiber die ersten drei Eigenformen

(normiert) des Briickensystems mit fiinf Quertrigern.

Deutlich sichtbar ist das vierwellige Versagensbild der Struktur.

Wie mit der Rechnung gezeigt werden kann, stabilisieren die vorhandenen Quertriger das
System fiir die Verdrehung wie Gabellager.

Sichtbar ist auch, dass die Amplituden der Sinushalbwellen der Verformung direkt
proportional zum Momentenverlauf sind. In Feldmitte weisen sie daher ihre gréfiten Werte
auf, wogegen sie an den Enden der beiden Haupttriiger kleiner werden.

Es konnte also eine weitere Genauigkeitssteigerung der Ergebnisse nach RITZ dadurch erzielt
werden, dass man die Ansatzfunktionen fiir die Verformungskomponenten geméifl diesem

Sachverhalt beschreibt.

Dies kénnte z.B. fiir die Ansatzfunktion der Verdrehung in der folgenden Formulierung

geschehen

9(x)=r(x)- Bsin(?) (10.25)

worin r(x) eine Gewichtsfunktion darstellt, die den Momentenverlauf entlang des
Haupttrigers erfasst.
Im vorliegenden Fall eines Einfeldtrigers unter Gleichlast p, kénnte r(x) wie folgt formuliert

werden:

() =£(M, (x))=f(%(z_x)). (10.26)
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Bei der dritten Eigenform, die zwar fiir baupraktische Belange keine Bedeutung mehr hat,

der Vollstindigkeit wegen aber trotzdem angefiihrt ist, wird zusitzlich noch ein groBer Anteil

einer einwelligen Ansatzfunktion fiir die Verschiebung zur Seite sichtbar, wogegen die

Eigenformen eins und zwei iiberwiegend gem#f den Ansatzfunktionen der Form sin (ﬂ;—x-J

biegedrillknicken.
3D — Darstellung Draufsicht
Ideal kritische Last
Sy
g
.80
=
—
Antimetrische
Eigenform
Ideal kritische Last
g Pz [kN/m] =
H 26.89
50
€a)
]
Symmetrische
Eigenform
Ideal kritische Last
g Paxi [kN / m] =
—
e 42.16
Q
S0
2l
o
Antimetrische
- Eigenform

Tabelle 10.6: Eigenformen fiir System mit fiinf Quertriigern (aus FEM)
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Neben der im Abschnitt 10 behandelten Anordnung von Quertrigern kann der Widerstand

des Systems gegen Stabilitdtsverlust auch durch die Anordnung von Verbinden wirksam

erhéht werden, wenn diese die stabilititsgefihrdeten Gurte der Haupttriger stiitzen.

Diese kénnen entweder als Windverbiinde permanent oder als Montageverbinde temporir im

Briickentragwerk vorhanden sein.

11.1 Untersuchte Verbandsformen

Verbandsform Geometrie Schubsteifigkeit Sy, [kN]
I 1
« - rFo l + 1
»Kreuzverband " 2EF,sin*a-cosa EF,cota
—a
1
II o 1 + 1
. EF,sin*a-cosa EFy, cota
H
vé
I e o EF), sin’ & - cosa
D
a
v ~Fp 1
1 N 1
43 e = R
»K—Verband . EF,sin’a-cosa 2EF, cota
H
a

Tabelle 11.1: Untersuchte Verbandsformen der Horizontalverbinde
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Die Fiillstibe zwischen den Gurten bei der Verbandsform III (strichlierte Linien in der
Skizze) konnen, miissen aber nicht vorhanden sein (Nullstéibe).

Zum Aufbau der ideellen Schubsteifigkeit in Spalte 3 leisten sie ndmlich keinen Beitrag und
konnen deshalb auch entfallen. Im Zuge aller weiteren Verbandsberechnungen werden diese

Nullstidbe nicht beriicksichtigt.

Um praxisrelevante Ergebnisse zu erhalten, werden nur Systeme mit zwei bis vier
Quertréigern zwischen den Endquertrigern untersucht, da es unter der Vereinbarung, die
Verbénde immer in den Feldern zwischen den Quertrigern anzuordnen, wenig Sinn machen

wiirde, die liegenden Verbandsstébe z. B. bei einem System ohne Quertréger iiber eine Linge

von I, ~+/30.00% +8.30* =31.13 [m] vom Ende des einen Haupttréigers quer iiber die gesamte

Stiitzweite zum Ende des anderen Haupttrigers anzuordnen.

Abbildung 11.1: Verbandsfelder mit Kreuzverbéinden

Es ist aber bereits vor Beginn der Berechnungen klar, dass die so ermittelten ideal kritischen
Lasten weit iiber der Traglast des Systems liegen werden, da bereits das Vorhandensein von
vier Quertrigern im Feld ganz ohne Verbénde die Biegedrillknicklast iiber die Traglast,
zufolge welcher erstmalig Flieen der Haupttréiger eintritt, anhebt (sieche Ergebnisse in
Tabelle 10.3).

Da aber eine der Voraussetzungen fiir die Wolbkrafttorsion nach Theorie II. Ordnung gemi8
Abschnitt 5.2.4 lautet, die Querschnittsform der Struktur muss im Zuge der Verformung
erhalten bleiben, sind diese Quertriger notwendig.

Deren Wirkung wird daher selbstversténdlich auch in den Verbandsberechnungen

berticksichtigt.
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11.2 Modellbildung zur Berechnung von Aussteifungsverbiinden

Fiir die Berechnung von Aussteifungsverbinden bedient man sich gerne folgender
Modellbildung:

Der Verband wird in eine ideelle Scheibe umgerechnet, die unter Belastung in deren Ebene
die gleiche Schubverzerrung wie die reale Verbandsform erfihrt. AnschlieBend wird iiber diese
Bedingung, dass eben die Schubsteifigkeiten dieser beiden Systeme gleich gro8 sein sollen, die
ideelle Dicke einer solchen Scheibe bestimmt.

Diese Modellbildung beschreibt das stabilisierende Verhalten der Verbinde auf die

Gesamtstruktur auch schon recht gut.

Die dritte Spalte in Tabelle 11.1 gibt die Schubsteifigkeiten dieser ideellen Bleche an, mit
denen in Folge weitergerechnet wird. Diese Werte sind aus [3] entnommen und gelten unter
der Voraussetzung, dass die Querschnittsflichen der Fachwerksgurte grofl gegeniiber den
Diagonalen sein sollen. Im konkreten Fall, in dem die Haupttriger der Briicke diese

Fachwerksgurte darstellen, ist dies erfiillt.

Fiir die Berechnung nach dem RITZ’schen Verfahren wird die Federsteifigkeit mit
geniigender Genauigkeit als eine kontinuierliche Federsteifigkeit angenommen, die
Schubsteifigkeit des Verbandes also iiber die Linge des Haupttrigers ,verschmiert“.

Streng genommen sollte diese kontinuierliche Federsteifigkeit natiirlich aus zwei Bestandteilen
(einem translatorischen und einem rotatorischen) gebildet werden — in den weiteren
Untersuchungen wird jedoch nur die translatorische Federsteifigkeit (wegelastische Stiitzung
des Obergurtes) erfasst. Die drehelastische Stiitzung in der Verbandsebene wird

vernachlissigt.

In der Formulierung des Potentials — Gl. (5.15) — wird eine solche translationselastische

Bettung in y — Richtung in Form der kontinuierlichen Federsteifigkeit ¢, beriicksichtigt.

Verbandsebene — %’7_
Sy Abbildung 11.2:

h :l[> Ersatzmodell fiir
Horizontalverband
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Fiir die betrachtete Federbettung ist natiirlich auch deren Lage am Querschnitt von grofler

Bedeutung.

Fiir die Berechnung des Funktionals %5 211" ist eine Ansatzfunktion fiir die Verschiebung

der Feder entlang ihrer Wirkungsrichtung zu formulieren, in diesem Falle also die
Verschiebung v,. Mit den Koordinaten y, und z, des Federangriffspunktes am Querschnitt

kann fiir v, die geometrische Beziehung

v, =V = (2. =2y ) 9=V — 2,9 (11.1)
formuliert werden, die sich in dieser Formulierung auf den Schubmittelpunkt des
Querschnitts bezieht. Darin bezeichnet z,, den z — Abstand der Verbandsebene zum
Schubmittelpunkt.
Analog dazu kann die Verschiebungskomponente w,der Feder mit

W, =Wy +(¥. = Ya ) =Wy + Va9 (11.2)
beschrieben werden. y,, ist dabei der y — Abstand des Federangriffspunktes zum
Schubmittelpunkt. Fiir eine wegelastische Bettung in y — Richtung ist jedoch nur v, von
Bedeutung,.
Fiir die Modellbildung wird folgendermaflen vorgegangen:
Zur Ermittlung der kontinuierlichen Federsteifigkeit ¢, (Einheit [N/m?]) wird laut [3] die

innere potentielle Energie (Forménderungsarbeit) der federelastischen Bettung mit jener der

ideellen Scheibe gleichgesetzt
1 2 1 , N2
= [, (v —2ar9) dx:EIS,D (viy =z ®) dx . (11.3)

Durch Umformung erhélt man die Beziehung fiir die gesuchte Federsteifigkeit c, zu

(v —szS')zdx

(11.4)

| tm— ~

j(vM - sz.9)2dx |
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Die Auswertung der Gleichung (11.4) ergibt beispielsweise bei Verwendung einer einzigen

Sinushalbwelle fiir die Ansatzfunktionen der Verformungskomponenten v und ¥

2
¢! =S,D’l’—2. (11.5)

Fiir hohergliedrige Verformungsansétze iiber die Trégerlinge ergeben sich natiirlich andere
Werte, die dementsprechend zu errechnen sind.

Solche héhergliedrigen Sinusansiitze werden beim Vorhandensein von mehr als zwei
Quertrigern angesetzt, wobei die Nulldurchgiéinge der Verformungsansitze jeweils an den
Stellen der Quertriger auftreten.

Diese Annahme rechtfertigen die Ergebnisse aus Abschnitt 10 — sie wird auch im Zuge der
weiteren Berechnungen fiir die Verbandsuntersuchungen beibehalten. Stillschweigend wird
damit also angenommen, dass die Quertréiger ausreichend dimensioniert sind, um die

Verdrehung der Haupttriiger wie Gabellager zu verhindern.

/\ NN\ PaN

2 2 2 2 2

T T T
c;=9-s,l,l—2 cy=16-Sp— c;=25-S,D-lz—

Abbildung 11.3: Bettungsziffern bei mehreren Verbandsfeldern
Die obige Ubersicht zeigt, dass die Steifigkeit der Drehbettung — unter der Verwendung von

eingliedrigen trigonometrischen Ansatzfunktionn fiir die drei Verschiebungskomponenten —

quadratisch mit der Anzahl an Verbandsfeldern zunimmt.

11.3 Vergleich der Verbandsschubsteifigkeiten

Um einen ersten Vergleich der verschiedenen Verbandsformen durchfiihren zu kénnen,
wurden die Abmessungen der Stabquerschnitte in allen Berechnungen konstant beibehalten.
Gewiahlt wurde ein Verbandsstab mit einem Querschnitt, der eine Fliche von A = 30.00
[cm?] aufweist.

AuBlerdem wurde angenommen, dass die Verbandsstébe selbst nicht auf Stabilitét versagen

konnen, es wurden also Biegesteifigkeiten A, und A,, = « vorausgesetzt.
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Dies ist fiir die eigentliche Verbandsberechnung aber nicht von Interesse, in die Formulierung
zur Berechnung der Schubsteifigkeiten dieser ideellen Scheiben gehen ja ohnehin nur die
Querschnittsflichen der Verbandsstibe und nicht deren Biegesteifigkeiten ein (siehe Spalte 3
in Tabelle 11.1)

Die Abbildung 11.4 lisst bereits den Schluss zu, dass im Bezug auf die von den
Verbandsfeldern gebildete ideelle Schubsteifigkeit die maximale Anzahl von angeordneten
Quertrigern (incl. der beiden Endquertréger) bei fiinf bis sechs liegen sollte.

Der Grund dafiir ist die vorhandene Geometrie.

Bis zu einer Anzahl von vier Quertrigern ist der Abstand der Quertréiger zueinander mit
10.00 [m] (genau bei vier Quertréigern incl. den beiden Endquerscheiben) grofier als deren
eigene Linge zwischen den beiden Haupttrigern, die 8.30 [m] betrégt. Bei einer gréBeren
Anzahl von Quertrigern werden die Verbandsfelder in ihrer Form derart ,gestaucht®, dass
ihre Schubsteifigkeit, wenn man sie nach den Angaben in Tabelle 11.1 ermittelt, sinkt.

Dies gilt natiirlich nur unter der vereinbarten dquidistanten Teilung in Briickenléngsrichtung.
Fiir ein optimales Wirken der Horizontalverbénde ist demnach — wie auch bei anders

beanspruchten Fachwerken — deren Geometrie von duflerster Wichtigkeit.

Diese Ergebnisse decken sich auch mit den im Abschnitt 10 gewonnenen Erkenntnissen, dass
die Teilung des Haupttriagers durch Quertréiger in mehr als vier Abschnitte kaum sinnvoll
erscheint. Einzig bei Verwendung eines K — Verbandes wiirde sich diese Anzahl um ein bis

zwel Felder erhéhen.

Schubsteifigkeiten der Verbandsfelder

300000

250000 f—\T:-‘ s e
200000 / 7 xﬁ‘{,____m____.-_#:
.Jr/ "'-_m 3
150000 - B— _ \nnq:
! / [T —

F K“h
100000 - ;-/ o : —

/ Verbandsform I: Kreuzverband
50000 A — Verbandsform Ii: fallende Diagonalen
—— Verbandsform lli: fallende und steigende Diagonalen
Verbandsform IV: K-Verband

Schubsteifigkeit S;p [kN]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Verbandsfelder

Abbildung 11.4: Verbandsschubsteifigkeiten je nach Anzahl der Verbandsfelder
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11.4 Variation der Anzahl von Verbandsfeldern

11.4.1 Ergebnisse der Berechnung nach RITZ

In der Folge werden nun die Ergebnisse der Berechnungen nach dem RITZ’schen Verfahren

angefiihrt. Die Lage des Verbandes wurde in der Obergurtebene der Quertriger angenommen

(sieche Abbildung 11.2).

Verbandsform |: Kreuzverband

BERECHNUNG NACH RITZ
Anzahl der Ideal krit. Ideal krit. Steigerungsfaktor ;
Verbandsfelder | Gleichlast | Moment M, ,; | gegeniiber System "as‘f:::ﬁ"]’"gs
0z, [KN/m] [kNm] chne Verband [-]
3 1.406,6 158.243 55,7 1,0
4 1.503,7 169.161 358 1.1
5 1.453,0 163.460 22,9 1,0
Tabelle 11.2: Ideal kritische Lasten fiir Verbandsform 1
Verbandsform li: Fallende Diagonalen
BERECHNUNG NACH RITZ
Anzahl der Ideal krit. Ideal krit. Steigerungsfaktor ’
Verbandsfelder | Gleichlast | Moment M, ,, | gegeniiber System "as'fzﬁ'ge["]‘"gs
Qz.xi [kN/m] [kNm] ohne Verband []
3 867,8 97.630 34,4 1.0
4 991,9 111.585 23,6 1.1
5 1.004,9 113.046 15.8 1,2

Tabelle 11.3; Ideal kritische Lasten fiir Verbandsform II

Verbandsform lll: Fallende u. steigende Diagonalen

BERECHNUNG NACH RITZ
Anzahl der Ideal krit. Ideal krit. Stei r X
Verbandsfelder | Gleichlast | Moment M, i gege?lﬁa:«am;:a;t:m LESZLW
Qi [kN/m] [kNm] ohne Verband [-}
3 1.081,8 121.703 42,2 1,0
4 1.372,0 154.348 32,7 1.3
5 1.497,2 168.431 23,6 1,4

Tabelle 11.4: Ideal kritische Lasten fiir Verbandsform ITT

Verbandsform IV: K - Verband

BERECHNUNG NACH RITZ
Anzahl der Ideal krit. Ideal krit. Stei faktor ;
Verbandsfelder | Gleichlast | Moment M, gegengg‘:enrg;ystem Las;:::';’re['_"]'"gs
Gz [KN/m] [kNm] ohne Verband [-]
3 478,7 53.848 19,0 1,0
2 749,2 84.283 17,8 16
5 77,5 | 109.964 15,4 2,0

Tabelle 11.5: Ideal kritische Lasten fiir Verbandsform IV
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Die Ergebnisse zeigen, dass durch die Anordnung von Verb#nden ebenfalls eine wirksame
Anhebung der ideal kritischen Biegedrillknicklasten der Haupttrager moglich ist.

Bei zwei im Feld angeordneten Quertrigern (was drei Verbandsfeldern entspricht) lassen sich
die ideal kritischen Lasten etwa auf das vier— bis sechsfache der Werte ohne Verbénde
steigern. Dieser relative Faktor sinkt bei zunehmender Anzahl von vorhandenen

Verbandsfeldern.

11.4.2 Ergebnisse der Berechnung nach der FE — Methode -

Leider ist bei derartigen Steigerungen der ideal kritischen Kipplasten eine liickenlose,
begleitende Uberpriifung mittels FEM — Software nur sehr schwer moglich, da es bei diesen
hohen Laststufen meist zu értlichem Stabilitdtsversagen kommt, bevor das System als Ganzes
zufolge Biegedrillknicken versagt.

Fiir die Berechnung miisste das modellierte System sehr dicht ausgesteift werden, um diese
lokalen Instabilititen auszuschlieBen, was jedoch unter vertretbarem Aufwand kaum méglich
ist.

Ganz abgesehen davon, dass die Laststeigerung der ideal kritischen Lasten auf Werte, die ein
Vielfaches der Tragfihigkeit der Haupttrigerquerschnitte betragen, keinen praktischen

Nutzen mehr besitzt.

Abbildung 11.5: Lokales Stabilitiitsversagen im FEM — Modell (ausgebeultes Stegblech)

Die ideal kritischen Lasten, die per Software ermittelt werden, sind daher teilweise nicht
mehr geeignet, mit den Ergebnissen nach der Potentialmethode mit RITZ verglichen zu
werden.

Der Vergleich von Berechnungsergebnissen fiir ideal kritische Kipplasten, welche noch kein
Beulen der Stegbleche hervorrufen, zeigt jedoch wieder eine sehr gute Ubereinstimmung der

Berechnungen nach RITZ und FEM.
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Fiir das System mit zwei Quertrigern im Feld und einem Verband der Verbandsform II
(Querschnitte mit A = 30.00 [cm?], Lage in der Obergurtebene der Quertriiger) betrégt p,u
nach der Energiemethode mit RITZ 867.82 [kN/m|. Fiir das selbe System wird mittels FEM
ein Wert von p,;; = 925.58 [kN/m| ermittelt. Die Abweichung betrigt also etwa 6 %.

Abbildung 11.6: Abbildung 11.7:
Briickensystem mit zwei Quertriigern und Erste Eigenform bei p,,; = 925.58 [kN/m]

Verbandsform II
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11.4.3 Diskussion der Ergebnisse

Absolut gesehen lassen sich durch die materialintensiven Verbénde wie Kreuz— und K —
Verband (Verbandsformen I und IV) grofiere Stabilisierungen erzielen als mit den beiden

anderen Verbandsformen, was auch nicht verwunderlich erscheint.

Steigerung der ideal kritischen Biegedrillknicklasten
durch Verbinde (A=30 cm?)

80,0 =
Verbandsfomm |: Kreuzverband
70,0 Verbandsform II: Fallends Diagonalen
Se 600 - Verbandsfom Il: Fallende u.stelgende Diagonaien
g ] Verbandsform IV: K - Verband
8 500 1
8e
22 400
EQ u
SE 300 - e — .
05 —
9% I '\——T
o .= -~ — -
S
10,0
0,0

4
Anzahl Verbandsfelder

Abbildung 11.8: Vergleich der Verbandsformen

Dennoch scheint eine differenziertere Bewertung der Verbénde notwendig, welche die
VergroBerung der Biegedrillknicklasten unter Beachtung der Wirtschaftlichkeit in Bezug auf
Materialverbrauch (Tonnage der Verbandsstibe, Anzahl der Anschlusspunkte),

Instandhaltungskosten (Korrosionsschutz) u. &. betrachtet.
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11.5 Vergleich und Bewertung der Verbandsformen

11.5.1 Tonnage

Unter der Annahme, dass sémtliche Verbandsstibe denselben Querschnitt mit einer Fliche
von A = 30.00 [cm?| aufweisen, kann die folgende Ubersicht iiber die Tonnagen der einzelnen
Verbandsformen angegeben werden.

Fiir die Berechnung der Verbandsform III wurde iibrigens angenommen, dass die Fiillstibe

zwischen den Gurten des Verbandes (sieche Tabelle 11.1) nicht vorhanden sind.

Tonnagen je nach Verbandsform

7000,00

6000,00

5000,00 /_ﬁ’_'
'5; / ek -
& 4000,00  p— e ———— s P
o R
o p— np—
©
€ 3000,00 i
-] it e e e
- e |

2000,00 - Verbandsform I: Kreuzverband

Verbendsform |l: Fallends Diagonalen
1000,00 ~ Verbandsform i Fallends und stelgende Diagonalen
0.00 Verbandsform IV: K-Verband

1 2 3 4 5 6
Anzahl derVerbandsfelder

Abbildung 11.9: Tonnagen der verschiedenen Verbandsformen

11.5.2 Bewertung mit Kennziffern

Um nun die Steigerung der ideal kritischen Lasten durch die Anordnung eines Verbandes
dem dadurch verursachten Mehraufwand gegeniiberstellen zu kénnen, wird folgendermaBen

vorgegangen.

Das in Form von Verbidnden zusitzlich notwendige Material wird in eine fiktive
Verbreiterung des gedriickten Obergurtes der Haupttriger bei sonst gleichbleibenden
Abmessungen umgerechnet. Diese Vereinfachung ist in guter Niherung zulissig, da ja zum
grofiten Teil der gedriickte Obergurt der stabilitidtsgefihrdete Bauteil in der Struktur ist. Der
unter Druck stehende Steganteil, welcher ebenfalls Beitriige zum Biegedrillknicken liefert,

wird auf diese Weise vernachlissigt.
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Abbildung 11.10: Fiktive Vergréflerung des Obergurtes

AnschlieBend wird fiir dieses fiktive System (vergréferte Haupttréiger und vorhandene
Quertriger ohne Verbdinde) die ideal kritische Last ermittelt und der ideal kritischen Last des
realen Systems (tatssichliche Haupt— und Quertriger mit Verbinden) gegeniibergestellt und

mit diesem Verhiiltnis eine so genannte lastbezogene Bewertungskennzahl gebildet.

_ pgrsatzsystem w
Viast = retes Syoiem (11.6)

reales System
(]

Last - bezogene Verbandsbewertung

2,000 : -
Verbandsfomn |: Kreuzverband
1,800 1
1.600 - Verbandsform |i: Fallande Diagonalen
1400 4 Verbandsform ik Fallende u. steigende Diagonalen
. 1,200 - Verbandsform IV: K - Verband
3
N 1,000
0,800 : N
0,600 e SRR .. coventt
0,200 S — e o
0,000 _'

Anzahl derVerbandsfelder

Abbildung 11.11: Bewertung der Verbiinde auf Lastebene

Auf diese Weise lédsst sich vergleichen, welcher Mehrgrad an Stabilisierung erreicht wiirde,
wenn man den durch die Verbénde verbauten Stahl bereits von Anfang an im Haupttriger

eingesetzt hiitte, es ermoglicht also einen Vergleich auf der ,Lastebene®.
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Analog dazu wird nun ein Vergleich auf der geometrischen Ebene durchgefiihrt, es werden

also das Volumen des Verbandes mit dem Volumen des Obergurtes verglichen und so eine

geometrische Bewertungskennzahl gebildet.

AVerband

(11.7)

V Geometrie = AObergurt,ursprﬁnglich

2,000
1,800
1,600
1,400
1,200
1,000
0,800
0,600
0,400
0,200
0,000

V Geometrie

Geometrie - bezogene Verbandsbewertung

Sl o —— =

—— Verbandsform |: Kreuzverband

Verbandsform |I: Fallende Diagonalen

— Verbandsfom lil: Fallende u. stelgends Diagonalen

Verbandsfom IV: K - Verband

4 5
Anzahl der Verbandsfelder

Abbildung 11.12: Bewertung der Verbiinde auf Geometrieebene

Zuletzt werden nun diese beiden Kennzahlen in ein Verhiltnis zueinander gesetzt und damit

die Effizienz der Verbénde bewertet. Der Gewinn an ideal kritischer Last im Ersatzsystem

wird also in Verhiltnis zur Tonnage des Verbandes gesetzt.

— VLast (]_]_8)

Geoemtrie

Hegzien:

Je hoher dieser Wert ist, desto effizienter kann also der Einsatz dieser Verbandsform gelten.
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11.5.2.1 Ergebnisse der Berechnungen fiir die Ersatzsysteme

Verbandsform I: Kreuzverband
Ersatzsystem
VArszah' der | \deal krit. Gleichlast| deal krit. Moment
SnCsieae Gz i [kN"m] My.ki [kNm) Last §| /Geometrie | /4 Effizienz
3 259,7 29.213 0,185| 1,426 | 0,129
4 575,7 64.763 0,383] 1,592 | 0,241
5 1.104,9 124.301 0,760 1,768 | 0,430
Tabelle 11.6: Bewertungszahlen fiir Verbandsform I
Verbandsform li: Fallende Diagonalen
Ersatzsystem
v :r:;:lfi?;er Ideal krit. Gleichlast| ideal krit, Moment
Qi [kN/m) M” | [kNm] [“Last | /Geometne | /{ Effizenz
3 173,1 19.475 0,199 1,102 | 0,181
4 369,1 41.518 0,372 1,219 | 0,305
5 682,8 76.820 0,680 1,342 | 0,506

Tabelle 11.7: Bewertungszahlen fiir Verbandsform II

Verbandsform lli: Fallende u. steigende Diagonalen
Ersatzsystem
v :‘ﬂ’)‘;:g'sf‘:;er Ideal krit. Gleichlast | ideal krit. Moment
Qzki [kN/m] My ki [kNm] Hiast | [/Geometrie | //Effizienz
3 116,8 13.141 0,108 0,825 | 0,131
4 228,0 25.651 0,166| 0,873 | 0,190
5 390,3 43909 |0,261] 0,927 | 0,281
Tabelle 11.8: Bewertungszahlen fiir Verbandsform III
Verbandsform IV: K - Verband
Ersatzsystem
VArSZaL" f‘:c" Ideal krit, Gleichlast | ideal krit. Moment
erbands er Gk [kNlm] My‘” [kNm] Viast | 'Geometrie | /{Effizienz
3 2282 25.668 0,477| 1,318 | 0,362
4 471,6 53.053 0,629] 1,417 | 0,444
5 846,1 95.189 0,866| 1,523 | 0,568

Tabelle 11.9: Bewertungszahlen fiir Verbandsform IV
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Die Gegeniiberstellung zeigt, dass fiir das untersuchte System von den beiden
materialintensiven Verbiénden (Verbandsformen I und IV) der K — Verband (Verbandsform
IV) die ideal kritischen Last effizienter als der Kreuzverband (Verbandsform I) anhebt.

Der Mehraufwand an notwendigem Material steht also in einem giinstigeren Verhéltnis zur
dadurch erreichten Laststeigerung.

Beim Vergleich der beiden weniger materialintensiven Verbandsformen II und III zeigt sich,

dass im vorliegenden Fall der Verbandsform II der Vorzug zu geben wiire.

-

Bewertung der einzelnen Verbandsformen
1,000
——— Verbandsform I: Kreuzverband
0,900 1
0,800 - Verbandsform |I: Fallende Diagonalen
0700 4+ - Verbandsform lll: Fallende u. steigende Diagonalen
§ 0,600 - Verbandsform IV: K-Verband
N
_§ 0,500
N
& 0,400
i
0,300
0,200 -
0,100
0,000
3 4 5
Anzahl der Verbandsfelder

Abbildung 11.13: Bewertung der einzelnen Verbandsformen

11.6 Ideal kritische Kipplasten je nach Lage des Verbandes

Wie bereits am Beginn des aktuellen Abschnittes erwihnt wurde, ist die Lage des Verbandes
von entscheidender Bedeutung.

Beim konkreten Fall eines Einfeldtriigers unter Querlasten ist in erster Linie der Obergurt
des Haupttrigers jener stabilitétsgefihrdete Bauteil, der aus der urspriinglichen
Gleichgewichtslage ausweichen will. Es ist also zu erwarten, dass bei gleich bleibendem
Querschnitt die ideal kritische Last des Systems umso héher liegen wird, je besser der

gedriickte Obergurt durch den Verband abgestiitzt ist.
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Mit der aus der Koordinate z, des Federangriffspunktes am Trigerquerschnitt sowie der
Koordinate zy des Schubmittelpunktes gewonnenen geometrischen Beziehung fiir die

relevante Verschiebung der Translationsfeder
v, =V —(2. =2y ) 9=V — 2,4, 9 (11.9)

wird nun wieder das Gesamtpotential des Systems aufgestellt und anschlieBend die ideal

kritische Last ermittelt.

-

Die Berechnungen werden fiir das Briickensystem mit Quertrigern in den Drittelpunkten der
Léngstréger (4 Quertriiger insgesamt) anhand eines Kreuzverbandes (Verbandsform I) mit
den bereits vorher verwendeten Verbandsstéiben (Querschnitte mit A = 30.00 [cm?])

durchgefiihrt.

Mit den Querschnittswerten und Systemabmessungen laut Abschnitt 0 und den

Ansatzfunktionen

v(x)=Asin(3%), w(x)=Bsin[%J, 3(x)=Csin(3—7l”£j (11.10)

wird das Funktional %521'[ des Systems mit einer kontinuierlichen Drehbettung formuliert.

i

%5211:% f (EAWV;'MZ + EA, Wi + E4,,9" + G, 9% + M, [2v§119+rM:|9'2:|)dx+
x=0 (1111)
1 ) ! 1
+5 J' cy(vM _szg) dx— I PZ(WM +y;4.9—5z2’.92jdx.
x=0 x=0

Nach Integration von Gl. (11.11) und anschlieBender Formulierung der Bedingungen fiir

indifferentes Gleichgewicht in den drei Verformungskomponenten v, w und 1

S Lsm o , i(lcs?n*:o) und 1(152H*=0) (11.12)
24\ 2 oB\ 2 ac\ 2

lasst sich wieder die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems aufstellen, welche an dieser
Stelle jedoch nicht explizit angefiihrt ist.
Die Stabilitidtsbedingung fiir das System wird durch Nullsetzen der Determinante dieser

soeben ermittelten Matrix gefunden.
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Diese charakteristische Gleichung zur Ermittlung der ideal kritischen Gleichlast p,); (Einheit
[kN/cm)]) lautet im konkreten Fall ausgewertet

16 430 339 -z7 —927 744 44824, - p, —8 650 767 000- p> — (11.13)
—10 519 754 690- p, +27 930 328 330=0 '

Aus dieser Gl. (11.13) lassen sich dann die Losungen fiir p,; ermitteln.

In Abbildung 11.14 ist der Verlauf der positiven Lésung graphisch dargestellt, die negative
Losung der quadratischen Gl. (11.13) ist fiir die praktische Auswertung nicht von Interesse.
Mit den z — Koordinaten der obersten Faser des Obergurtes z,; =—147.32 [cm]| und jener der
untersten Faser des Untergurtes z,; =+7.68 [cm] ldsst sich nach Auflésen der
charakteristischen Gleichung der Verlauf der ideal kritischen Last darstellen.

Die Verbandslage variiert darin entlang der Héhe des Haupttréigers

(-147.32<z,, <+7.68 [cm]).

Ideal kritische Biegedrillknicklasten
in Abhéngigkeit von der Anordnung der Verbandsebene

Lage der Verbandsebene

L / 00 200 300 400 500 600 700 80O 90
. . . : ; it . |
= — --l -~ s

Ideal kritische Biegedrillknicklast p, i, [kN/m]

Abbildung 11.14: TIdeal kritische Kipplasten je nach Verbandslage

Es handelt sich dabei um eine quadratische Parabel, die ihren Scheitelpunkt auf der Hohe des
Schubmittelpunktes des Querschnitts hat, wovon man sich durch einfaches Ableiten nach z.y,

und anschliefendes Nullsetzen iiberzeugen kann.
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Lige die Verbandsebene auf der Hohe des Schubmittelpunktes, wire der Verband im Bezug
auf Biegedrillknicken wirkungslos. In einfachen Worten bedeutet dies auch, dass — wie
erwartet — die ideal kritische Kipplast des Systems umso gréfler ist, je niher sich die
federelastische Stiitzung beim gedriickten Obergurt befindet.

Die optimale Verbandsebene liegt im untersuchten Fall also auf der Hohe des gedriickten
Obergurtes des Haupttrigers.

Da diese Anordnung oftmals nicht moglich ist, weil in diesem Bereich z. B. die Schalung fiir
die Betonplatte des Verbundtragwerkes vorhanden ist, empfiehlt es sich, den Verband im

konkreten Beispiel in gleicher Héhe mit den oberen Flanschen der Quertriger anzuordnen.

11.7 Ideal kritische Lasten in Abhiingigkeit von der Verbandssteifigkeit

Aufbauend auf den unter Abschnitt 10.3 gewonnenen Erkenntnissen fiir die Mindeststeifigkeit
einer drehfederelastische Bettung liegt die Vermutung nahe, dass es bei elastischen
Translationsfedern ebenfalls eine gewisse Grenzsteifigkeit gibt, ab welcher sich die ideal

kritische Last des Systems nicht mehr wesentlich erhshen lisst.

Dieser Umstand wird dadurch untermauert, dass die Terme in der Formulierung des
Potentials in Gl. (5.15) zur Beriicksichtigung dreh— und wegelastischer Bettung formal

denselben mathematischen Aufbau aufweisen. Sie lauten

i

H=...+% j (cz (WM +ycMn9)2 +c, (vM —szS)z +c3192)dx+...

x=0

(11.14)

Um diesen Sachverhalt niher zu untersuchen, wird die wegelastische Bettung durch den

Verband in einzelne Translationsfedern umgerechnet.

Analog zu Abschnitt 10.3 wird nun an dieser Stelle der umgekehrte Weg beschritten und mit

der Beziehung

C, =—2 (11.15)

aus der Anzahl der vorhandenen Quertriiger — welche ja die Anzahl der Verbandsfelder (n—1)
vorgeben — und der Bettungsziffer ¢, die Federkonstante C, solcher Einzelwegfedern ermittelt.
Diese sind vereinbarungsgeméf in den Anschlusspunkten der Quer— an die Haupttriger

angeordnet. Als Verbandslage wird wieder die Obergurtebene der Quertréiger angenommen.
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In volliger Analogie zur ausfiihrlich unter Abschnitt 10.3 angefiihrten Berechnung der ideal
kritischen Lasten kann hier — ohne explizite Anfiihrung der Rechenschritte — fiir das System
mit 2 Quertrégern im Feld (entspricht 3 Verbandsfeldern) folgender Zusammenhang zwischen
der elastischen Federsteifigkeit C, und der ideal kritischen Last des Systems graphisch

angegeben werden:

Ideal kritische Biegedrillknicklast in Abhéngigkeit von C,
bei 3 Verbandsfeldern .

10
- 9
£ -
e |
g g WL |
2 |
8 5 i
S 1
@ 4 I
©s F
t :
= 2 |
3 1
= |

0

0 5.000 10.000 S 15.000 20.000 25.000
Elastische Drehfedersteifigkeit C, [kN/m]

Abbildung 11.15: Ideal kritische Biegedrillknicklast in Abhsngigkeit von C,

11.8 Mindeststeifickeiten der Verbéinde fiir Vorhandensein einer Zwangsdrillachse

Abermals dringt sich also die Frage nach der Bestimmung dieser Mindestwegfedersteifigkeit
Cy* auf, ab welcher die ideal kritische Last des Systems praktisch nicht mehr gesteigert
werden kann.

Ist diese Mindeststeifigkeit erreicht, spricht man von einer Zwangsdrillachse.

Gerne wird dieser Fall — unter Querlasten — auch als Kippen mit gebundener Drehachse
bezeichnet, wogegen man beim Kippen ohne seitliche Abstiitzungen von freier Kippung oder
Kippen mit freier Drehachse spricht.

Sie ist also das Analogon (im Bezug auf Translationsfedern) zum Gabellager (bei Drehfedern)

wenn man einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Grenzfillen sehen will.

Da sich der Verlauf von p,,; erneut asymptotisch diesem Grenzwert der ideal kritischen Last
Py ki grenz. D8hert, wird fiir praktisch relevante Anwendungen wieder eine Ubereinstimmung von

95 % als ausreichend angesehen.



EINFLUSS VON HORIZONTALVERBANDEN AUF Seite 99
DIE IDEAL KRITISCHE LASTEN

Um eine allgemeinere Aussage erhalten zu kénnen, wird in der Folge diese Mindeststeifigkeit
fiir das Briickensystem ohne Quertréger im Feld errechnet, die einwelligen Ansatzfunktionen

der Verformungskomponenten lauten also

v(x)=Asin(?), w(x):Bsin(%J und 3(x)=0sin(%]. (11.16)

Fiir den Haupttriger unter der Gleichlast p, ist die Momentenlinie nach Theorie I. Ordnung

-

in Form einer quadratischen Parabel, die der Funktion

p.x
My(x)=—2—(l—x) (11.17)
entspricht, gegeben.
Geht man mit diesen Ansitzen nun in die Formulierung der (mit % multiplizierten) zweiten

Variation des Potentials

{
1 1 ” ” n 1 " ’
Fo=2 [ (EAyvaz + EA W + EA,8" +GI,9" + M, (2}, 8 +1,, 9 2))dx+
x=0 (11.18)
1 I 2 0 M 1 mg2
+E J- cy(vM ~2,,9) dx— j pz(WM +, 3—5217 9 )dx
x=0 x=0

des vorliegenden Systems und bildet nach Formulierung der Variationsbedingungen

indifferenten Gleichgewichts fiir das Funktional

S (Lsnr—g , i(la‘m':o und 2 lyn‘:o) (11.19)
04\ 2 0B\ 2 oc\2

ein Gleichungssystem fiir die drei Variablen A, B und C, so kann dessen symmetrische

(3x3) — Koeffizientenmatrix zu

4zt L, . plf 7\ lZu
2P 2 8| 3 2
- EAn'
MY = 0 = 0 (11.20)
1721 7[2 lC}Zaﬂl lz?iuyif4 4'(;[D127T2 [721 M ’h4:7r2 ’hl: l‘bzﬂiw
Ficad “1]- 0 ; + ) + ——= =
g8{ 3 2 21 2077 12 4 2

angeschrieben werden.
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In den Eintrigen der Matrix M® wird sichtbar, wie die kontinuierliche Bettung c, die

Biegesteifigkeit des Systems zur Seite ( E4,, ) vergroBert. Man kénnte also hier den Term
EA, x* +1*

{iz?__c_y] als effektive Steifigkeit (EA”Y)e:tf des Systems gegen seitliches Ausweichen

erkennen.
Der Verband bewirkt aber ebenso eine Erh6hung der Drillsteifigkeit des Systems (Term

2
le,zy,

in der dritten Spalte der dritten Zeile in M®.

Die charakteristische Gleichung zur Bestimmung von p:”k,. mit einem Horizontalverband

lautet also

oo BAomt le, | (B [ EAn +GLPT [ s T T, ) e |
23 27 217 12 4 2

23 2
2
3 p_zl _7[_2_1 _ICchM . EAzzn'4 (1121)
8 3 2 28

Bei der gebundenen Kippung entlang einer Zwangsdrillachse ist im Gegensatz zur freien

det |Mc’

Kippung die Verschiebung v in y — Richtung mit der Verdrehung iiber die kinematische

Beziehung
Vi =2y 9 (11.22)

gekoppelt (siehe auch Abbildung 11.16).

Zem
Abbildung 11.16: Kinematik bei

gebundener Kippung
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Die Lage der Drillachse ist nun durch den Anschlusspunkt der Verbandsebene an den

Haupttriger vorgegeben — es handelt sich dabei um die bereits erwihnte Zwangsdrillachse.

Dementsprechend lauten die Ansatzfunktionen beim Kippen entlang einer Zwangsdrillachse

nun

w(x)= Bsin(%) , 9(x)= CSin(“lﬂ) (%)= 20 -Csin(%) (11.23)

-

Die Koeffizientenmatrix fiir B und C ist nun anstelle einer (3x3) — Matrix die (2x2) — Matrix

4
4 0

.(11.24
EA 72 +EA, 7' +GI ' p T n, 2 1 ( )
0 + D =t p | - ——
2r 2 12 4 12 4
Die erste Zeile ist Teil der Beschreibung der einachsigen Biegung um die y — Achse des

Querschnitt.

Zu.rang—
Die zweite Zeile in M%7 ist Teil des Ausdrucks fiir das Biegedrillknicken des Systems.

Prizise formuliert handelt es sich dabei um einachsige Biegung um die z — Achse
(Ausweichen zur Seite) unter gleichzeitiger Verdrehung um den Schubmittelpunkt. Die
kinematische Koppelung von seitlicher Verschiebung und Verdrehung in Gl. (11.22) zieht sich

ja natiirlich auch durch den Aufbau der obigen Koeffizientenmatrix.

Das Ausweichen des Querschnitts zur Seite und dessen gleichzeitige Verdrehung ist am Term

(EA},},;:“sz +EA, 7' + GI I n’

o7 ] in der zweiten Zeile deutlich zu erkennen.

Dieser verbindet den Ausdruck der fiir die seitliche Verschiebung relevanten Biegesteifigkeit
E4,, mit der Wo6lb— und Drillsteifigkeit des Querschnittes ( E4,, und GI},), die ihrerseits fiir

die Verwolbung und Verdrillung des Stabes von Interesse sind.
Mit

:O:

EAx*) | EA n*zl, + EA,n* +GI,Px® pil ,, n.m 2 1)](11.25)
= el b 3 +o =z, =~ |+ Pz
21 21 2 12

d ot ’MZwangsdrillachse




EINFLUSS VON HORIZONTALVERBANDEN AUF Seite 102
DIE IDEAL KRITISCHE LASTEN

ist die Bestimmungsgleichung fiir pzz"‘,"i""g'd”""”h“ gefunden, ihre einzige Losung lautet
2.2 2 2
Zwangsdrillachse _ _ 12”2 . EAW” Zeoy EA"-’“’” + GIDl (]_126)
H Iy (347 )+ 2, (-6-277)+122)f

Nun kann wieder mit der Vereinbarung, dass die Ergebnisse der ideal kritischen Lasten

Cy
. ki 95 S .
beider Systeme z. B. auf 95 % (—W=m) genau iibereinstimmen sollen, die

z ki

-

gesuchte Mindeststeifigkeit c; fiir die wegelastische Bettung in y — Richtung bestimmt
werden, ab welcher eine ,praktische®“ Zwangsdrillachse fiir das System vorliegt.

An dieser Stelle sei erwidhnt, dass der Ausdruck fiir c; wiederum eine sehr umfangreiche

Formel wird und deshalb hier nicht explizit angefiihrt wird.

Ideal kritische Kipplasten je nach Verbandsquerschnitt
100
90 | n
= 80 — fe :
Z 70 f
a 60 :
8 50 - /
g0 L
g 40 Verbandsform I: Kreuzverband
;E 30 1~ Verbandsform li: Fallends Diagonalen
T 20 ~— Verbandsform III:FqundauﬂQ'ddgmda Diagonalsn|
k-] Verbandsform IV: K -Verband
10 —— Zwangdsrilachse
0 e ey
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
Verbandsquerschnitt [cm?]

Abbildung 11.17: Ideal kritische Kipplasten je nach Verbandsquerschnitt

Diese in Abbildung 11.17 angegebenen Verldufe der ideal kritischen Lasten gelten fiir das
Briickensystem mit vier Quertrigern und einer angenommenen z — Koordinate der
Verbandsebene bzw. Zwangsdrillachse von zy = —30 [cm] bei Lastangriffspunkt am Obergurt
des Haupttrigers. Dieser Wert wurde gewéhlt, um positive Werte fiir p,,; zu erhalten. Ab
einer gewissen Lage der Zwangsdrillachse ist das Kippen des Trigers nidmlich unter der

gegebenen Belastung nicht mehr moglich (siehe Abschnitt 11.9).
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Man sieht durch den steilen Anstieg der Kurven in Abbildung 11.17 deutlich, dass der
Beitrag von Verbinden zur Anhebung der ideal kritischen Kipplasten den ,Eigenbeitrag* der
Haupttréager recht schnell ibersteigt, die Steifigkeit der Verbiéinde also deutlich {iberwiegt.
Bei Verwendung eines Kreuzverbandes (Verbandsform I) wird bei einer Querschnittsfliche
der Verbandsstibe von ca. 100 [cm?] der 95%ige Wert der Kipplast fiir die gebundene
Kippung (p,;; = 88.99 [kN/m]) erreicht.

Fiir die untersuchten Verbandsquerschnitte von A = 30.00 [cm?| ergeben sich bereits Werte
fiir die ideal kritischen Lasten, die etwa 80 % jener fiir das System mit einer Zwangsdrillachse
betragen.

Fiir 0 [cm?) Querschnittsfliche entspricht die ideal kritische Kipplast natiirlich jenem des
Systems mit 2 Quertréigern im Feld ohne Verband. Fiir diesen Fall der freien Kippung wurde
P, laut Tabelle 10.3 zu pz,ki = 25.23 [kN/m] errechnet.

Den grofiten Querschnitt miissten die Stibe eines Verbandssystems der Verbandsform II

aufweisen, um die ideal kritische Kipplast des Systems auf den geforderten Wert anzuheben.

Anders als bei der unter Abschnitt 10.3 untersuchten Mindestdrehfedersteifigkeit Cyy" zur
Erzielung von ideellen Gabellagerungen sind hier also die Mindestfedersteifigkeiten, ab
welchen eine ideelle Zwangsdrillachse erreicht wird, im Verhéltnis zu praxisrelevanten

Dimensionen nicht mehr ganz so klein.
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11.9 Zwangsdrillachse macht Biegedrillknicken unméglich

Wie gezeigt, kann mit sehr steifen Verbénden, die dann als eine ideelle Zwangsdrillachse
stabilisierend auf das System wirken, unter Umstéinden {iberhaupt verhindert werden, dass
das System auf Biegedrillknicken versagt.

Die bekannte Tatsache, dass fiir bestimmte Lagen der Zwangsdrillachse Biegedrillknicken
unter den gegebenen Bedingungen nicht mehr méglich ist, zeigt Abbildung 11.18.

Ideal kritische Biegedrillknicklasten
in Abhéangigkeit von der Lage einer Zwangsdrillachse

P4 T —— LastamObergurt

~— LastamUntergurt

i3
N
1
[
o d.

Lage der Zwangsdrillachse
relativzum Schubmittelpunkt [cm]

Ideal kritische Biegedrillknicklast p,  [kN/m]

Abbildung 11.18: Ideal kritische Kipplasten je nach Lage der Zwangsdrillachse

Bei Lasteinleitung am Obergurt liegt diese Lage der Zwangsdrillachse fiir das untersuchte
System etwa 90 [cm)] iiber dem Schubmittelpunkt. Bei dariiber liegenden Lagen einer
Zwangsdrillachse wird Kippen unmdglich.

Ist die Last hingegen am Untergurt des Haupttriigers ,angehingt“, wird Kippen bereits bei
einer Zwangsdrillachse, die sich nur ca. 25 [cm] iiber dem Schubmittelpunkt befinden muss,
unter den gegebenen Bedingungen nicht mehr moglich.

Kippen koénnte erst dann eintreten, wenn die Last ihre Richtung umkehren wiirde, fiir den
vorliegenden Fall miisste also die Belastung umschlagen und von unten nach oben (in

negativer z — Richtung) wirken.
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Hier wird auch der Einfluss des Lastangriffsortes untersucht und es zeigt sich — fiir den
untersuchten Fall des Einfeldtrigers, bei dem der Obergurt der gedriickte Bauteil ist —
deutlich, dass es fiir das Stabilititsverhalten giinstiger ist, Lasten am Tréger unten
manzuhingen®, als sie auf dessen Obergurt ,stehend“ einzuleiten.

Stabilitédtsversagen gemif gebundener Kippung ist hier bei unten angehingten Lasten nur in
viel kleinerem Mafle méglich als bei oben aufgestellten Lasten.

In vielen praktischen Fillen ist es jedoch nur schwer bis gar nicht moglich, den Ort der

Lasteinwirkung dermaBen zu verdndern, dass es zu einer Entlastung des System kime.

Der Einfluss des Ortes der Lasteinleitung konservativer (richtungstreuer) Krifte in das

System ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

Abbildung 11.19: Abbildung 11.20:
Kraftangriff bewirkt ,abtreibendes Moment “ Kraftangriff bewirkt riicktreibendes Moment

Definitionsgemif8 werden bei der Wélbkrafttorsion nach Theorie II. Ordnung die
Differentialgleichungen am verformten System aufgestellt.

In den Termen des Potentials — G1. (5.15) — spielt die Stelle des Lastangriffs ( z)/ laut obiger
Skizze) im Bezug auf den Schubmittelpunkt eine grofie Rolle. Bei Lasten mit negativen
Werten fiir zf (z. B. Lasten am Obergurt) vergrofert sich die Belastung des Systems durch
das abtreibende Moment zusétzlich gemé8 Abbildung 11.19.

Im Falle positiver Werte von zf (z. B. bei unten ,angehsingten“ Lasten) wirkt das dadurch
bewirkte Torsionsmoment riickdrehend auf das System und somit entlastend, wie in

Abbildung 11.20 veranschaulicht wird.
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Eine Erweiterung der Abbildung 11.18 fiir weitere Angriffspunkte der #uBeren Belastung
zeigt Abbildung 11.21.

Lage der Zwangsdrillachse [cm]

Ideal kritische Biegedrillknicklasten in Abhingigkeit
von der Lage einer Zwangsdrillachse

~—— Last am Obergurt

A

Last am Schwerpunkt
Last am Schubmittelpunkt L

L 5l

keln
Biegedrillknicken
mdoglich!

4 g

Ideal kritische Biegedrillknicklast p, 4 [kN/m]

Abbildung 11.21: Ideal kritische Kipplasten bei gebundener Kippung je nach Lastangriffsort

11.10 Einfluss des Angriffsortes der dufleren Belastung auf ideal kritische Lasten

In den Differentialgleichungen (6.1), mit denen das Biegedrillknicken beschrieben werden

kann, wird der Angriffspunkt der duBleren Belastung mit seinen Koordinaten y;’ und sz

erfasst. Bei praktischen Bauvorhaben wird es zwar meist nur schwer méglich sein, durch die

Wahl von giinstigen Lasteinleitungspunkten die Sicherheit gegen Stabilitéitsverlust zu

erh6hen. Dennoch soll an dieser Stelle auf den Einfluss des Angriffsortes der dufleren

Belastung auf die ideal kritische Last eingegangen werden, da dieser auch einen wichtigen

Faktor fiir das Biegedrillknicken darstellt.
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Fiir das System mit vier Quertrigern ergibt sich unter Verwendung der Ansatzfunktionen
v(x)= Asin (MTxJ , w(x)=Bsin (?) und 9(x)=Csin (Zhlr_xJ : (11.27)

und der iiblichen Berechnungen (siehe vorige Abschnitte) folgende
Bestimmungsgleichung fiir die ideal kritische Last in Abhéingigkeit von der

Koordinate des Lastangriffspunktes sz ( y:’ =0):

1 81ﬂ4E2AmAW+97r2E12MyAWrM: +97:2EI2GIDAW —14Mf 11.98
P == El'4, | R
p

Wie die Gleichung zeigt, besteht ein direkter, linearer Zusammenhang zwischen der ideal

kritischen Biegedrillknicklast und der z — Koordinate des Lastangriffspunktes.

Den Verlauf dieser Lésungskurve fiir das betrachtete System zeigt die folgende Abbildung.

Ideal kritische Biegedrillknicklasten
in Abhingigkeit vom Lasteinleitungspunkt

3 R

Lasteinleitungspunkt

Ideal kritische Biegedrillknicklast p, i, [kN/m]

Abbildung 11.22: Verlauf der ideal kritischen Kipplast je nach Héhe der Lasteinleitung

Fiir den Fall einer Lasteinleitung im Untergurt ergibt sich fiir p,); ein um ca. 15 % héherer

Wert als bei Lasteinleitung im Obergurt.
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12 VERGLEICH DER AUSSTEIFUNGSMETHODEN
QUERTRAGER UND HORIZONTALVERBANDE

In den Kapiteln 10 und 11 werden fiir das vorliegende Briickensystem (siche Kapitel 9) der
Einfluss von Quertrigern und Horizontalverbinden auf die ideal kritischen
Biegedrillknicklasten untersucht.

Das Ergebnis dieser Berechnungen zeigt, dass sowohl die Anordnung von Quertrigern als
auch das Aussteifen der Briicke durch Verbiinde gute Mﬁglichkeit(;n darstellen, die ideal
kritischen Lasten des Systems, die zum Stabilitdtsverlust zufolge Biegedrillknickens fiihren,
deutlich zu steigern..

Bereits bei dquidistanter Anordnung von sechs Quertrigern entlang der Haupttriger wird
noch vor Stabilititsverlust die Traglast zufolge Erreichen der zuléssigen Flieflspannung am
Querschnitt erreicht. Dies ist auch darauf zuriickzufiihren, dass die Abmessungen der Briicke

bereits fiir die Tragsicherheit im Endzustand optimiert sind.

Ideal kritische Biegedrillknicklasten
in Abhéngigkeit von der Anzahl der Quertréger

60,00
E
= 50,00 : - e =¥
E. e e S —— - e e s St N:.:_::“:‘.”'_‘
2 40,00
B
K
S 30,00
o
O
2 20,00
8
£ 1000 ~——— BERECHNUNG NACHRITZ
= BERECHNUNG NACHFEM
[}
=~ p_zyield

2 000 Tl

2 3 4 5 6 7

Anzahl der Quertrdager

Abbildung 12.1: Ideal kritische Biegedrillknicklasten ja nach Anzahl der Quertriger

Fiir das Systemverhalten mit Aussteifungsverbinden wird angenommen, dass die im Kapitel
10 untersuchten Quertréger ebenfalls vorhanden sind, um die Formtreue des
Gesamtquerschnitts iiber die Briickenlénge zu gewihrleisten. Zwischen zwei Quertréigern
gelangt immer ein Verbandsfeld zur Anordnung.

Die in der Folge ermittelten ideal kritischen Biegedrillknicklasten liegen somit weit tiber der

elastischen Traglast des Systems (Kriterium: £, ,).
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Steigerung der ideal kritischen Biegedrillknicklasten
durch Verbande (A=30 cm?)

80,0 "
Verbandsform |: Kreuzverband
70.0 Verbandsform Ii: Fallende Diagonsalen
Sc 600 ~ Verbandsform IIl: Fallande u. steigende Diagonalen |
£ o = Verbandsfom IV: K - Verband
- s
85 =
g5 400 T
E ] E =1 e =
2F 300 : e ———
§§ 20,0 t——— e
g L4 —
10,0
0,0
3 5

4
Anzahl Verbandsfelder

Abbildung 12.2: Vergleich der Verbandsformen

Es kann also keine Empfehlung dariiber abgegeben werden, ob durch die Anordnung von
Quertrigern oder Verbinden wirkungsvoller stabilisiert werden kann, da die Quertréger ja
bei beiden Methoden als vorhanden angenommen werden.

Es kann aber gezeigt werden, dass fiir das vorliegende Briickensystem die Anordnung von
Quertrigern geniigt, um im Bauzustand die Stabilitit gegeniiber Biegedrillknickens zu

gewihrleisten.

Dennoch ist es oft notwendig, Verbiéinde anzuordnen, um die Lastabtragung und Aussteifung
in anderen Lastfillen (z.B. Windverbénde) herzustellen.

Diese vorhandenen Verbinde verursachen zwar teilweise erheblichen Mehraufwand an
Material und Kosten (Montage und Instandhaltung) und behindern méglicherweise auch die
Bauausfiihrung — in Kombination mit den Quertréigern werden die ideal kritischen Lasten des
Systems jedoch so weit angehoben, dass die Erfiillung des Stabilitdtsnachweises fiir

Biegedrillknicken kein Problem darstellt.
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13 MOGLICHE MODELLBILDUNGEN SAMT
ZUGEHORIGER ANSATZFUNKTIONEN FUR DAS
RITZ’SCHE VERFAHREN

Um die Stabilitit des Systems mit Quertragern und Horizontalverbinden untersuchen zu
kénnen, ist eine geeignete Modellbildung notwendig.

Diese konnte aussehen, wie es in der folgenden Abbildung dargestellt ist.

L

Abbildung 13.1: Modellbildung zur Stabilitéitsuntersuchung der Haupttriger

Die Quertriiger werden durch drehelastische Einzelfedern (rotatorische Drehfedersteifigkeit
Cy) und die Horizontalverbinde als wegelastische Bettungen (mit den translatorischen

Bettungsziffern c,) im Modell erfasst.
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In Abhéngigkeit der beiden Federsteifigkeiten konnen (unter Momentenbelastung) folgende

Fille unterschieden werden:

Quertrégersteifigkeit
N . freie Kippung mit
freie Kippung ohne freie Kippung mit

. . Gabellagern in
¢,=0 Drehbehinderung durch | Drehbehinderung durch
' - Anschlusspunkten der
Quertriger Quertriager
Quertriger

. . o Kippung mit seitlicher
Kippung mit seitlicher | Kippung mit seitlicher
Stiitzung und
: Stiitzung ohne Sttitzung und
0<e,<w . Gabellagern in
) Drehbehinderung durch | Drehbehinderung durch
Anschlusspunkten der

Verbandssteifigkeit

Quertriger Quertriager
Quertriager
gebundene Kippung gebundene Kippung gebundene Kippung
entlang entlang entlang Zwangsdrillachse
Cy=® Zwangsdrillachse ohne Zwangsdrillachse mit mit Gabellagern in

Drehbehinderung durch | Drehbehinderung durch Anschlusspunkten der

Quertriger Quertrager Quertriager

Tabelle 13.1: Verschiedene Modellbildungen je nach Steifigkeitsverhiltnissen

Von entscheidender Bedeutung fiir die Qualitit des Berechnungsergebnisses wird also sein, ob
das gewihlte Modell auch den tatsiichlichen Steifigkeitsverhéltnissen entspricht. Vor der
Formulierung der Ansatzfunktionen fiir die Verformungskomponenten ist zu priifen, ob nicht
zufolge der Verbandssteifigkeit etwa eine gebundene Kippung entlang einer Zwangsdrillachse
vorliegt. Auflerdem ist die Drehfedersteifigkeit der Quertriger dahingehend zu beurteilen, ob
sie wie ein ideelles Gabellager auf das System wirken.

Erst nach diesen Uberpriifungen kénnen die Ansatzfunktionen richtig formuliert und die ideal

kritischen Biegedrillknicklasten des Systems ermittelt werden.
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Abbildung 13.2: Mogliche Modellbildungen fiir die Haupttriger

In der Folge wird abschlieBend eine Ubersicht einfacher, moglicher Ansatzfunktionen fiir die

Verformungskomponenten zur Berechnung eines Briickensystem mit (n) Quertrigern

und (n—1) Verbandsfeldern nach der Potentialmethode angegeben.

Die Verbandslage wird durch die Koordinate z, im Bezug auf den Schubmittelpunkt erfasst.
Mit ausreichender Genauigkeit wird die Anzahl der Glieder in den Ansatzfunktionen mit der
Welligkeit der ersten Eigenform minus Eins beschrinkt. Dies bedeutet z. B. fiir n=5 einen

Ansatz mit vier Gliedern.

] (\E (-\E ﬁ L\T/ Abbildung 13.3:

Modellbildung fiir das Briickensystem mit n=5
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I
w=Csin (?)

w:Bsm(gj

9= Asin(————(n "ll)”"]

(n —l)ﬂx)
!

v=2z, %=z, -As1n(

w= Bsin (%)

Tabelle 13.2: Mégliche Ansatzfunktionen fiir die Verformungskomponenten
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14 SCHLUSSBEMERKUNGEN

Fir einfachste Systeme wie Einfeldtriger mit beidseitiger Gabellagerung und ein— oder
zweifach symmetrischen Querschnitten und entsprechend einfachen Lastbildern (Gleichlasten,
konstante Momentenbelastung u. 4.) existieren Losungen fiir Stabilit4dtsuntersuchungen mit
Augenmerk auf das Biegedrillknicken in der Literatur.

Weicht das System jedoch von diesen genannten Bedingungen nur geringfiigig ab (z. B. durch
den Einbau von Querabstiitzungen), gestaltet sich dessen Stabilitidtsuntersuchung meist sehr
schwierig und aufwindig. Der Ingenieur wird mit allen Mitteln in den giiltigen Vorschriften
und Normen nach vereinfachten Berechnungsvorschriften bzw. gar Bedingungen, deren
Einhaltungen zur Vernachlédssigung von genaueren Biegedrillknick — Untersuchungen

berechtigen, suchen, um grofien Berechnungsaufwand zu vermeiden.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass die aufwindigen und zeitintensiven Berechnungen im Zuge
von Stabilitdtsuntersuchungen fiir Biegedrillknicken (sei es mit Hilfe von Software wie 3D
FEM — Programmen oder héindisch) bei Kenntnis des Sachverhalts durch Néherungslésungen
nach der Potentialmethode mit dem RITZ’schen Verfahren sehr vereinfacht werden kénnen,
ohne dass die Qualitéit der damit erhaltenen Ergebnisse stark darunter leiden wiirde.

Mit Hilfe einfachster trigonometrischer Ansatzfunktionen lisst sich das komplexe
Stabilitétsverhalten des untersuchten Briickensystems oftmals ausreichend genau beschreiben,
um sehr gute Abschétzungen der ideal kritischen Lasten zu erhalten.

Auch die Beriicksichtigung verschiedener Aussteifungselemente, die zur Erh6hung des
Widerstandes gegen Stabilitdtsversagen zufolge Biegedrillknickens beitragen, kann in diesen
Néherungslosungen erfolgen. Dies geschieht durch geeignete Modellbildungen mit Hilfe von

Federmodellen.

Die ideal kritischen Lasten des untersuchten Briickensystems kénnen sowohl durch die
Anordnung von Quertrigern als auch die Verwendung von Aussteifungsverbéinden sehr
effizient gesteigert werden.

Damit ist es moglich, den Widerstand gegen Stabilitéitsversagen wirkungsvoll anzuheben.
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16 ANHANG

16.1 Maple — Skripts

Im Folgenden sind die unkommentierten Berechnungsalgorithmen, die zur Berechnung im

Mathematik — Softwarepaket MAPLE (siehe 7.1) erstellt wurden, wiedergegeben.

16.1.1 Berechnung der Querschnittswerte der Haupt— und Quertriger

# Routine zur Berechnung der Querschnittswerte geschweifiter,
einfachsymmetrischer Profile

restart;
bog:=30;tst:=1.2;bug:=80;tog:=2.;hst:=150.0;tug:=3.0;
wl:=- (hst+tog/2+tug/2) * (bug/2) ;w2:=-wl;

A:=bog*tog+tst*hst+tug*bug;

Id:=1/3* (bog*tog”3+hst*tst”3+bug*tug”3);

Ayl:=0;Azl:=tst*hst* (tog/2+hst/2)+bug*tug* (tog/2+hst+tug/2) ;
Awl:=0;Ayz1l:=0;
Aywl:=1/3*bug/2*wl*bug/2*tug+1l/3* (-bug/2) *w2*bug/2*tug;Azwl:=0;
Ayyl:=(1/3* (bog/2) “2*bog/2+1/3* (bog/2) "2*bog/2) *tog+

(1/3* (bug/2) “2*bug/2+1/3* (bug/2) “2*bug/2) *tug;

Azzl:=1/3* (tog/2+hst+tug/2) *3*tst+ (tog/2+hst+tug/2) *2*bug*tug;
Awwl:=(1/3*wl”2*bug/2+1/3*w2"2*bug/2) *tug;
ysl:=0;2zsl:=Az1/A;wA:=0;

Ayz2:=0;Ayw2:=Aywl-Ayl*Awl/A;Azw2:=0;
Ayy2:=Ayyl-Ayl1”*2/A;Azz2:=RAzz1-Az1"2/A;

ymb:=0;zmb: = (Azw2 *Ayz2-Ayw2*Azz2) / (Ayy2*Azz2-Ayz2"2) ;

Aww: =Awwl+zmb*Ayw2 ; Ayy:=Ayy2;AzZ:=AzZ2;

ZM:=- (zsl-zmb) ; zp_M:=- (zmb+tog/2) ;z_cyM:=-(zmb+tog/2) ;
iy:=sqgrt (Ayy/A) ;iz:=sqgrt (Azz/A) ;ip:=sqrt (iy"2+iz"2);

im:=sgrt (ip"2+ymb”*2+zM"2) ;

rmzog:=tog*int ( (-zsl) * (y 2+ (-zsl-(zM)) "2) ,y=-bog/2. .bog/2) ;
rmzst:=tst*int (z* (0+ (z-(zZM) ) "2),z=-zsl.. (tog/2+hst+tug/2-zs1) ) ;
hwx:=(tog/2+hst+tug/2-zsl);

rmzug: =tug*int ( (hwx) * (y*2+ (hwx- (zM) ) *2) ,y=-bug/2. .bug/2) ;

r Mz:=1/Azz* (rmzog+rmzst+rmzug) ;
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16.1.2 Berechnungen am System ohne Verbinde nach RITZ

# Routine zur Berechnung der kritischen Lasten der Haupttrager
unter Gleichlast, Quertrdger sind als Einzelfedern modelliert,
Verschiebungsansédtze mehrgliedrig

restart:with(linalg) :with(plots) :with(plottools) :
E:=21000;l:=3000;A_yy:=132500;A_ZZ:=l733301.250;A_ww:=101098868.;
G:=8077.;I_d:=886.4;p_z:=p_z;M_y:=p_z/2*X*(l—x);z_pM:=—148.32;
r_MZ:=—125.38;C_theta:=l;

theta :=x —-> Cl*sin(Pi*x/1)+C2*sin(Pi*2*x/1)+C3*ain(Pi*3*x/1)+
C4*gsin(Pi*4+*x/1) +0*CB*gin (Pi*5*x/1) ;

theta erst:= diff (theta(x),x);theta_zweit:=diff (theta (x),x$2);
thl:=eval (theta (750) ) ;

th2:=eval (theta (1500)) ;

th3:=eval (theta (2250)) ;

Vi= X->Al*sin(Pi*x/1l) +A2*sin(Pi*2+*x/1) +A3*sin(Pi*3*x/1)+
Ad*xsin(Pi*4*x/1)+0*A5*sin (Pi*5%x/1) ;

v_erst:= diff(v(x),x);

v_zwelt:=diff (v(x),x8$2);

w:=x->Bl*sin(Pi*x/1) ;

w_erst:=diff(w(x),x);

w_zwelt:=diff (w(x),x$2);

Teill:=1/2*int ((E*A_yy*v zweit”2+E*A zz*w_zweit”2+E*A_ww*theta zwei
t*2+G*I_d*theta erst”2),x=0..1);
Teil2:=1/2*int ((M_y* (2* (theta(x)) *v_zweit+

r Mz*theta erst”2)),x=0..1);

Teil3:=1/2*% ((C_theta*thl1”2+C theta*th2”2+C_theta*th3"2));
Teil4:=—int ((p_z*(w(x)-1/2*z pM* (theta(x))”2),x=0..1));
erg:=Teill+Teil2+Teil3+Teil4; '

simplify(erg);

zeilel:=diff (erg,Al) ;zeile2:=diff (erg,A2) ;zeilel3:=diff (erg,A3);
zeiled:=diff (erg,n4) ;zeile5:=diff (erg,A5) ;

zeile6:=diff (erg,Bl) ;zeile7:=diff (erg,B2) ;zeile8:=diff (erg,B3);
zeile9:=diff (erg,B4) ;zeilel0:=diff (erg,B5);

zeilell:=diff (erg,Cl) ;zeilel2:=diff (erg,C2) ;zeilell:=diff (erg,C3);
zeilel4:=diff (erg,C4) ;zeilel5:=diff (exrg,C5) ;

gls:={zeile 1=0,zeile 2=0,zeile 3=0,zeile 4=0 ,

zeile 6=0,zeilell=0,zeilel2=0,zeilel3=0,zeilel4=0}:
temp:=genmatrix(gls, [Al,A2,A3,A4,B1,C1,C2,C3,C4]);

char gl:=det (temp);

solve (char gl=0,p_z);
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16.1.3 Berechnungen am System mit Verbiinden nach RITZ

# Routine zur Berechnung der kritischen Lasten der Haupttréger
unter Gleichlast MIT VERBANDEN, Verbandssteifigkeiten
kontinuierlich verschmiert, Quertrédger sind als Einzelfedern
modelliert, Verschiebungsansdtze mehrgliedrig

restart:with(linalg) :with(plots) :with(plottools) :
E:=21000;1:=3000;a:=830;h:=152.5;A yy:=132500;

A zz:=1733301.250;A ww:=101098868.;
G:=8077.;1_d:=886.4;p z:=p _z;M y:=p_z/2*x*(1l-x);z pM:=-148.32;

r Mz:=-125.38;C theta:=1; > b:=1/(n-1);

alpha:=evalf (arctan((a/2) /b)) ;Fd:=30.;Fh:=30.;y _cm:=0.6;2z _Cm:=-—
108.32;

theta :=x -> Cl*sin(Pi*x/1l)+C2*sin(Pi*2*x/1)+C3*sin(Pi*3*x/1) +
C4*sin(Pi*4*x/1) +0*C5*sin (Pi*5*x/1) ;

theta_erst:= diff (theta(x),x);theta zweit:=diff (theta(x),hx$2);
thl:=eval (theta (750) ) ;

th2:=eval (theta(1500)) ;

th3:=eval (theta(2250)) ;

V = X->Al*sin(Pi*x/1l)+A2*sin(Pi*2*x/1)+A3*gin (Pi*3*x/1) +
Ad4*sin(Pi*4%*x/1)+0*A5*sin (Pi*5*x/1) ;

v_erst:= diff (v(x),x);

v_zwelt:=diff (v(x),x$2);

W := Xx-Bl*sin(Pi*x/l);w erst:=diff(w(x),x);w _zwelt:=diff (w(x),hx$2);
k:=1/2*1/(1/(2*E*Fd* (sin(alpha)) “2*cos (alpha)) +
1/ (2*E*Fh*cot (alpha))) :8id:=2*k:

c_y:=1/2*8id* (int ( (v_erst/A+h/2*theta erst/C)”*2,x=0..1))/

(int ( (v (x) /A+h/2*theta (x) /C) "2,x=0..1));
Teill:=1/2%int ((E*A yy*v_zweit2+E*A zz*w zweit"2+

E*A ww*theta zweit”2+G*I d*theta erst”2),x=0..1);
Teil2:=1/2*int ((M_y* (2* (theta(x))*v_zweit+

r Mz*theta erst”®2)),x=0..1);

Teil3:=1/2%((C_theta*thl1”2+C theta*th2”2+C theta*th3"2));
+1/2*int ((c_y* (v(x) -z_cm*theta (x)) "2),x=0..1);

Teil4:=-int ((p_z* (w(x)-1/2%z pM* (theta(x))”*2),x=0..1));
erg:=Teill+Teil2+Teil3+Teil4;

simplify(erg);

zeilel:=diff (erg,Al) ;zeile2:=diff (erg,A2) ;zeile3:=diff (erg,A3);
zeile4:=diff (erg,A4) ;zeile5:=diff (erg,AS5);

zeile6:=diff (erg,Bl) ;zeile7:=diff (erg,B2) ;zeile8:=diff (erg,B3);
zeile9:=diff (exrg,B4) ;zeilel0:=diff (erg,B5) ;
zeilell:=diff(erqg,Cl) ;zeilel2:=diff (erg,C2);zeilell3:=diff (erg,C3);
zeilel4:=diff (erg,C4) ;zeilel5:=diff (erg, C5);

gls:={zeile 1=0,zeile 2=0,zeile 3=0,zeile 4=0,zeile 6=0,
zeilell=0,zeilel2=0,2zeilel3=0,zeilel4=0}:

temp:=genmatrix(gls, [Al,A2,A3,A4,B1,C1,C2,C3,C4]);

char_gl:=det (temp) ; > solve(char_gl=0,p z);
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16.1.4 Berechnungen am System mit Zwangsdrillachse zufolge Verbinden nach RITZ

# Routine zur Berechnung der kritischen Lasten der Haupttrager
unter Gleichlast MIT ZWANGSDRILLACHSE ZUFOLGE VERBANDEN,
Verbandssteifigkeiten kontinuierlich verschmiert, Quertr&ger sind
als Einzelfedern modelliert, Verschiebungsansdtze mehrgliedrig,

restart:with(linalg) :with(plots) :with(plottools) :
E:=2lOOO;l:=3000;a:=830;h:=152.5;A_yy:=132500;

A zz:=1733301.250;A ww:=101098868. ;
G:=8077.;1_d:=886.4;p z:=p _z;M y:=p z/2*x*(1l-x);z pM:=-148.32;
r Mz:=-125.38;C_theta:=1; >b:=1/(n-1);

alpha:=evalf (arctan((a/2) /b)) ;

Fd:=3.;Fh:=3.;y cm:=0.6;z_dm:=-108.32;

theta :=x -> Cl*sin(Pi*x/1l)+C2*sin(Pi*2*x/1)+C3*sin(Pi*3*x/1)+
C4*sin(Pi*4+*x/1l) +0*C5*sin(Pi*5*x/1) ;

theta erst:= diff (theta(x),x);theta zweit:=diff (theta(x),x$2);
thl:=eval (theta(750) ) ;th2:=eval (theta(1500) )} ;

th3:=eval (theta(2250)) ;

v := X -> z_dm*theta (x)
v_erst:= diff (v(x),x);v_zweit:=diff (v(x),x$2);
W := X-Bl*sin(Pi*x/1);

w_erst:=diff (w(x),x);w _zweit:=diff (w(x),x$2);
k:=1/2*1/(1/ (2*E*Fd* (sin(alpha)) "2*cos (alpha) ) +

1/ (2*E*Fh*cot (alpha))) :8id:=2*k:

c_y:=1/2*Sid* (int ( (v_erst/A+h/2*theta erst/C)”*2,x=0..1))/(int ((v(x)
/A+h/2*theta (x) /C) *2,x=0..1));

Teill:=1/2%int ((E*A yy*v_ zweit”2+E*A zz*w zweit”2+E*A ww*theta zweil
t*2+G*I_d+*theta erst”2),x=0..1);
Teil2:=1/2*int ((M_y* (2* (theta (x)) *v_zweit+

r Mz*theta erst”2)),x=0..1);
Teil3:=1/2%((C_theta*thl”2+C_theta*th2”2+C_theta*th3"2));

+1/2%int ((c_y* (v (x)-z_cm*theta(x))"2),x=0..1);

Teil4:=-int ((p_z* (w(x)-1/2%z pM* (theta(x))"2),x=0..1));
erg:=Teill+Teil2+Teil3+Teil4;

simplify (erg) ;

zeilel:=diff (erg,Al) ;zeile2:=diff (erg,A2) ;zeile3:=diff (erg,A3);
zelle4:=diff (erg,nd) ;zeileb:=diff (erg,AS);

zeile6:=diff (erg,Bl) ;zeile7:=diff (erg,B2) ;zeile8:=diff (erg,B3) ;
zeile9:=diff (erg,B4) ;zeilel0:=diff (erg,B5) ;

zeilell:=diff (erqg,Cl) ;zeilel2:=diff (erg,C2);zeilel3:=diff (erg,C3);
zellel4:=diff (erg,C4) ;zeilel5:=diff (erg,C5);

gls:={zeile 1=0,zeile 2=0,zeile 3=0,zeile 4=0 ,

zeile 6=0,

zeilel1=0,zeilel2=0,zeilel3=0,zeilel4=0}:

temp:=genmatrix(gls, [Al,A2,A3,A4,B1,C1,C2,C3,C4]);

char gl:=det (temp) ;

solve(char gl=0,p_z);
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