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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ❞✐♣❧♦♠❛ t❤❡s✐s ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ♥❛♠❡❞ ❱❆❘■✲
❙P❊❊❉✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r♦t♦r s♣❡❡❞
♦❢ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛✈✐❛t✐♦♥
t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❣❡❛r❜♦① ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r♦t♦r s②st❡♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r♦t♦r❝r❛❢t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛s
❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐t ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❢r❡❡✇❤❡❡❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
s♣❡❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ s♣❧✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t✐♦ r❛♥❣❡✱ s♣❡❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✱ ♠❛ss ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱
❢♦r ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ♦❢ t❤❡ ❈❙✷✾ ❝❧❛ss ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❡✈❡r✲
❛❧ ❢♦✉r✲❜❛r ❧✐♥❦❛❣❡s✱ ❢r❡❡✇❤❡❡❧s ❛♥❞ s♣✉r ❣❡❛rs✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❣❡❛r❜♦① t②♣❡
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✇✐♥❣ ❛r♠s ✈✐❛ t❤❡ ❞r✐✈❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ ❢r❡❡✇❤❡❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠♦♠❡♥t❛r② s♣❡❡❞ tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ♣♦✇❡r✳
❇② s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✉t♣✉t ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❥♦✐♥t ❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❜❡
♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❣❡❛r ❛♥❞ ✐ts q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇ ❛♥❞ ❙✐♠♣❛❝❦✱ t♦ s❤♦✇ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s s♣❡❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥♦✐♥t ❢♦r❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦✲
r❡✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❑■❙❙s♦❢t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t st✉❞②✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✐♥✜♥✐t❡ t♦ ③❡r♦ ❝❛♥✲
♥♦t ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✳ ❋♦r ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t✐♦ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♠✉st
❜❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡❡✇❤❡❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ t❤❡
s✇✐♥❣✐♥❣ ❛r♠s ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣❡❛r❜♦① ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❜❧♦❝❦❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t✐♦ r❛♥❣❡ r❡♠❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞
♦♥❡✳

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❡❡✇❤❡❡❧
❣❡❛r❜♦① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✉s❡❢✉❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ s♣❧✐t ♦❢
❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡✲
r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ s♣❧✐t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡
❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ s♣❧✐t ♠♦❞✉❧❡ ❢♦r r♦t♦r❝r❛❢ts✳

✹
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❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t ✐st ❚❡✐❧ ❞❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s♣r♦❥❡❦ts ❱❆❘■✲
❙P❊❊❉✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡s Pr♦❥❡❦t❡s ✐st ❡s✱ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❍❛✉♣tr♦t♦r❞r❡❤③❛❤❧
✈♦♥ ❉r❡❤✢ü❣❧❡r♥ ③✉ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡ ❆♥tr✐❡❜s❧❡✐st✉♥❣ ③✉ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✳
❉✐❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡ ö❦♦❧♦❣✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❡✣③✐❡♥t❡ ▲✉❢t❢❛❤rt✳ ❉❛❢ür ✇✐r❞ ❡✐♥ ●❡tr✐❡✲
❜❡ ♠✐t ✈❛r✐❛❜❧❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ♣❛ss❡♥❞❡♥ ❘♦t♦r✲❙②st❡♠ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❉r❡❤✢ü❣❧❡r✲❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ♦❜ ❞❛s st✉❢❡♥❧♦s❡ ●❡tr✐❡❜❡❦♦♥③❡♣t✱ ❞❛ss ❛✉❢ ❞❡♠
Pr✐♥③✐♣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ❜❛s✐❡rt✱ ❛❧s ❉r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛t✐♦♥s♠♦❞✉❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s
❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t✲●❡tr✐❡❜❡s ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s ❣✐❧t ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡s Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤s✱ ❞❡r ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣✱ ❞❡r ▼❛ss❡ ✉♥❞ ❞❡r
❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r ❞❡r ❈❙✷✾✲❑❧❛ss❡ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳

❊✐♥ st✉❢❡♥❧♦s❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ●❡tr✐❡❜❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❤r❡r❡r ❑✉r✲
❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥✱ ❋r❡✐❧ä✉❢❡♥✱ s♦✇✐❡ ❙t✐r♥rä❞❡r♥ r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡s ●❡tr✐❡✲
❜❡t②♣s ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♠ ♣❤❛s❡♥✈❡rs❝❤♦❜❡♥❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ü❜❡r
❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❉❡r ❋r❡✐❧❛✉❢ ♠✐t ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ ♠♦♠❡♥t❛♥❡♥ ❉r❡❤③❛❤❧ ü❜❡r✲
trä❣t ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣✳ ❉✉r❝❤ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❜❡✇❡❣✉♥❣ ✇✐r❞
❡✐♥❡ q✉❛s✐✲❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❆❜tr✐❡❜s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❊✐♥✢üss❡ ❞❡r ❉r❡❤③❛❤❧✲
s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡③✐❡❧t❡ ❲❛❤❧
❞❡s ❑♦♣♣❡❧❣❡tr✐❡❜❡s ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ♠✐♥✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧✲
t❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ✇✐r❞ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ✉♥❞ ❙✐♠♣❛❝❦ s✐♠✉❧✐❡rt✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
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◆♦♠❡♥❦❧❛t✉r

❙②♠❜♦❧ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❙②♠❜♦❧ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❈❙ ❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t β ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡
❈❱❚ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❱❛r✐❛❜❧❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ γ ❲✐♥❦❡❧✈❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡
❋▲● ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ γ̇ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡
■❱❚ ■♥✜♥✐t❡❧② ❱❛r✐❛❜❧❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ γ̈ ❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡
▼❑❙ ▼❡❤r❦ör♣❡rs✐♠✉❧❛t✐♦♥ δa ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣r❛❞
▼P ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r P✉♥❦t Θ ●❡tr✐❡❜❡❢✉♥❦t✐♦♥
♦❞❡ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ µ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧
P● P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ̺ ❉✐❝❤t❡

ϕ ❙♣r❡✐③✉♥❣
❛ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑✉r❜❡❧ ϕ0 ❚♦t❧❛❣❡♥❦✉r❜❡❧✇✐♥❦❡❧
❜ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑♦♣♣❡❧ ψ0 ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧
❝ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ωan ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
❞ ▲ä♥❣❡ ✈♦♠ ●❡st❡❧❧ ωab ❆❜r✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
~FE ❣❧♦❜❛❧❡r ❡✐♥❣❡♣rä❣t❡r ❑r❛❢t✈❡❦t♦r
FK ❙t❛♥❣❡♥❦r❛❢t ❞❡r ❑♦♣♣❡❧
~FZ ❣❧♦❜❛❧❡r ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡❦t♦r
~fZ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡r ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡❦t♦r
~g ❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
~h ❣❧♦❜❛❧❡r ▲❛❣❡✈❡❦t♦r
i12 ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❡✐♥❡s P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡s
iB ●r✉♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣
iGes ❱❛r✐❛t♦rü❜❡rs❡t③✉♥❣
I ▼❛ss❡♥trä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t
iSt ❙t✐r♥r❛❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣
❦ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡
M ❣❧♦❜❛❧❡ ▼❛ss❡♥♠❛tr✐①
Man ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤♠♦♠❡♥t
Mab ❆❜tr✐❡❜s❞r❡❤♠♦♠❡♥t
mGes ●❡s❛♠t♠❛ss❡
mFLG ▼❛ss❡ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡
mi ▼❛ss❡ ❙t❛♥❣❡
mPG ▼❛ss❡ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡
♥ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑♦♣♣❡❧❣❡tr✐❡❜❡
PT ❚✉r❜✐♥❡♥❡✐♥❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣
Pan ❆♥tr✐❡❜s❧❡✐st✉♥❣
Pan ❆❜tr✐❡❜s❧❡✐st✉♥❣
QE ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡s ▼♦♠❡♥t
q ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡
q̇ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
q̈ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
~s ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r
Z ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡rt❡✐❧✉♥❣s♠❛tr✐①
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❑❛♣✐t❡❧ ✶

❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❙t✉❞✐❡♥ ✉♥❞ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❛r❜❡✐t❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ▲✉❢t❢❛❤rt ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t
❡✐♥❡r ❊✣③✐❡♥③st❡✐❣❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❉r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❘♦t♦r❡♥ ❛♠ ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r✱
✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❍❛✉♣t✲✱ ❍❡❝❦r♦t♦r✲❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥
❬✶❪✱ ❬✷❪✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦r❣t ❞❡r ❍❛✉♣tr♦t♦r ❢ür ❆✉❢✲ ✉♥❞ ❱♦rtr✐❡❜✱ ✇ä❤r❡♥❞
❞❡r ❍❡❝❦r♦t♦r ③✉♠ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t❛✉s❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡♥t ❬✷❪✱ ❬✸✱ ❙✳✾✽❪✳ ❉❛❜❡✐ ❡r❢♦❧❣t ❞❡r ❆♥✲
tr✐❡❜ ✈♦♠ ❍❛✉♣t✲ ✉♥❞ ❍❡❝❦r♦t♦r ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❛✉❢ ❦♦♥st❛♥t❡r ❉r❡❤③❛❤❧ ❜❡tr✐❡❜❡♥❡♥
❚✉r❜✐♥❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ●❡tr✐❡❜❡ ♠✐t ✜①❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❬✷❪✳ ❉✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡ ❆✉❢tr✐❡❜s❦r❛❢t ✭FA✮ ✉♥❞ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❦r❛❢t ✭FW ✮ ❡✐♥❡s ❘♦t♦r❜❧❛tt❡s✱ ✇❡r❞❡♥
✐♥ ✭✶✳✶✳✶✮ ✉♥❞ ✭✶✳✶✳✷✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❞❛❜❡✐ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❉✐❝❤✲
t❡ ✭̺✮ ❞❡s strö♠❡♥❞❡♥ ▼❡❞✐✉♠s✱ ❞✐❡ ❆♥strö♠❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭w∞✮✱ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❞❡s
❛♥❣❡strö♠t❡♥ Pr♦✜❧s ✭❆✮ ✉♥❞ ❞❡r ❆✉❢tr✐❡❜s✲ (ca) ❜③✇✳ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❜❡✐✇❡rt (cw) ❬✹✱
❙✳✷✾✺❪✳

FA =
1

2
∗ ̺ ∗ w2

∞
∗ A ∗ ca ✭✶✳✶✳✶✮

FW =
1

2
∗ ̺ ∗ w2

∞
∗ A ∗ cw ✭✶✳✶✳✷✮

❩✉♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❤♦❤❡♥ ❘♦t♦r✲❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞❡s s♦❧❧t❡ ❞❡r ❆✉❢tr✐❡❜s❜❡✐✇❡rt ❡✐♥❡♥
❲❡rt ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❆✉❢tr✐❡❜s❜❡✐✇❡rt ③✉ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❜❡✐✲
✇❡rt ü❜❡r ❞❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❜❡✐✇❡rt s❡✐♥ ❍ö❝❤st♠❛ÿ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✶✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❑✉r✈❡ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❣ü♥st✐❣st❡♥ P✉♥❦t✱ ✇❡❧❝❤❡♥ ❡s ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❣✐❧t ❬✺❪✳
❉✐❡ ❘❡❣✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❆✉❢tr✐❡❜❡s✱ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❍❛✉♣t✲ ✉♥❞ ❍❡❝❦r♦t♦r❞r❡❤③❛❤❧✱ ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❦♦❧❧❡❦t✐✈❡ ❇❧❛tt✈❡rst❡❧❧✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ♠✐t ❞❡♠
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✉♠ ✐❤r❡ ❇❧❛tt❧ä♥❣s❛❝❤s❡ ❣❡❞r❡❤t ❬✸✱ ❙✳✸✼❪✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡s ❙②st❡♠ ♠✐t
✜①❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡r ❉r❡❤③❛❤❧ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❆♥✲
tr✐❡❜sstr❛♥❣❡s ✉♥❞ ❞❡r ❘♦t♦r❜❧ätt❡r✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ ◆❡♥♥❞r❡❤✲
③❛❤❧ ❛✉s❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③❡♥ ❞❡s ❘♦t♦rs ✐♠ ❇❡tr✐❡❜ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠✐t
❞❡ss❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ ü❜❡r❧❛❣❡r♥ ❬✷❪✳ ❉❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ❇❡tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❡✣③✐❡♥t❡♥ ❘♦t♦r❜❡tr✐❡❜s♣✉♥❦t
❢ür ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛❧❧❡✐st✉♥❣ ❛✉s❣❡❧❡❣t ✇✐r❞ ✉♥❞ s♦ ✐♠ ❚❡✐❧❧❛st❜❡r❡✐❝❤ ✐♥❡✣③✐❡♥t ✐st✱ ❞❛
❞❡r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❆♥st❡❧❧✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞ ❬✻❪✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✳ ❆✉❢tr✐❡❜ ③✉ ❲✐❞❡rst❛♥❞s✈❡r❤ä❧t♥✐s ( cL
cD

) ü❜❡r ❞❡♥ ❆✉❢tr✐❡❜s❜❡✐✇❡rt cL
❡✐♥❡s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘♦t♦r❜❧❛tt❡s ❬✺✱ ❙✳✶❪

❋ür ❞✐❡ ❘♦t♦r❞r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛t✐♦♥ ❣✐❜t ❡s ③✇❡✐ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡✲
s✐t③❡♥ ✐♠ ❉r❡❤✢ü❣❧❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞✐❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡r
❚✉r❜✐♥❡♥❞r❡❤③❛❤❧✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞❡r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✐st✱ ❞❛ss ❡s ♥✉r ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡♥
●❡✇✐❝❤ts③✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❚✉r❜✐♥❡ ❦♦♠♠t ✉♥❞ ❦❡✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡s ●❡tr✐❡❜❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞
❬✼❪✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡❞❡✉t❡t ❡✐♥❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❚✉r❜✐♥❡♥❞r❡❤③❛❤❧ ❡✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r
❊✣③✐❡♥③ ❞❡s ❚r✐❡❜✇❡r❦❡s ❬✶❪✳ ❲❡✐t❡r❡s ❜❡❡✐♥✢✉sst ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡♥ ❣❡s❛♠✲
t❡♥ ❆♥tr✐❡❜sstr❛♥❣✳ ❙♦ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ◆❡❜❡♥❛❣❣r❡❣❛t❡✱ ✇✐❡ ▲ü❢t❡r✱ ●❡♥❡r❛t♦r❡♥
♦❞❡r P✉♠♣❡♥✱ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❉r❡❤③❛❤❧❡♥ ❜❡tr✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡s ♠✉ss ✐♥ ❞❡r ❆✉s❧❡✲
❣✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ③✉ ③✉sät③❧✐❝❤❡♠ ●❡✇✐❝❤t
❢ü❤r❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r P✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❉r❡❤♠♦♠❡♥t❡s ✐♠ ❆♥tr✐❡❜sstr❛♥❣✳
❲✐r❞ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧ ❞❡s ❚r✐❡❜✇❡r❦❡s ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ▲❡✐st✉♥❣ r❡❞✉③✐❡rt✱ s♦ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡
❇❡❧❛st✉♥❣ ❢ür ❛❧❧❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♠ ❆♥tr✐❡❜sstr❛♥❣✳ ❉✐❡s❡ ♠üss❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡♥
❇❡❧❛st✉♥❣❡♥ ❛✉s❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡s ●❡✇✐❝❤t❡s ❢ü❤rt
❬✼❪✳
❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡♥ ❙❝❤✉❜ ❞❡s ❘♦t♦rs ③✉ r❡❣✉❧✐❡r❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐✲
♥❡s st✉❢❡♥❧♦s ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ●❡tr✐❡❜❡s ❈❱❚ ✭❡♥❣❧✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❱❛r✐❛❜❧❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮ ③✉r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❘♦t♦r❞r❡❤③❛❤❧✳ ❉❛❜❡✐ ❦ö♥♥t❡ ❞❡r ❆♥st❡❧❧✇✐♥❦❡❧ ❞❡r
❘♦t♦r❜❧ätt❡r ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡s ❊✣③✐❡♥③ ♦♣t✐♠❛❧❡♥ ❆♥st❡❧❧✇✐♥❦❡❧s ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❩✉❞❡♠ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❚✉r❜✐♥❡ ♠✐t ♦♣t✐♠❛❧❡r ❉r❡❤③❛❤❧ ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❍✐❧❢s❡✐♥✲
❤❡✐t❡♥ ✇✐❡ Ö❧♣✉♠♣❡ ✉s✇✳ ❡r❢❛❤r❡♥ ❞❛♥♥ ❦❡✐♥❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥✳ ▼❛♥ ♠✉ss
❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❛s ❤ö❤❡r❡ ●❡✇✐❝❤t ❞❡s ●❡tr✐❡❜❡s ♠✐t ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t ③✐❡❤❡♥✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠
❞✐❡ ●❡s❛♠t❡✣③✐❡♥③ ❞❡s ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡rs ✈❡rr✐♥❣❡rt ❬✼❪✳

▲❡t③t❡r❡r ▲ös✉♥❣s❛♥s❛t③ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦rs❝❤✉♥❣s♣r♦❥❡❦t ✒❉r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛❜❧❡ ❆♥tr✐❡❜❡ ❢ür
❘♦t♦r✢✉❣③❡✉❣❡✏✱ ❦✉r③ ✒❱❆❘■✲❙P❊❊❉✏✱ ✐♥ ❑♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡r ❚❯✲▼ü♥❝❤❡♥✱ ❞❡r ❚❯✲
❲✐❡♥ ✉♥❞ ❩ör❦❧❡r ●❡❛rs ●♠❜❍ ❛♥✈✐s✐❡rt✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ●❡tr✐❡❜❡
✉♥❞ ❘♦t♦rs②st❡♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧ ❞✐❡ ❘♦t♦r❡✣③✐❡♥③ ③✉ st❡✐❣❡r♥✱ ❞✐❡ ❋❧✉❣❤ö✲
❤❡ ✉♥❞ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡ ③✉ ✈❡r❣röÿ❡r♥ s♦✇✐❡ ❞❡♥ CO2 ❆✉sst♦ÿ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲är♠❜❡❧äst✐❣✉♥❣ ③✉
r❡❞✉③✐❡r❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ Pr♦❥❡❦t ✇✉r❞❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ P❛t❡♥t❡♥t✇ür❢❡ ③✉r ❉r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ❉r❡❤✢ü❣❧❡r ❛✉❢ ❞❡r❡♥ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ s♦✇✐❡ ●❡tr✐❡❜❡t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥
③✉r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✐♥s❛t③❜❡r❡✐❝❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt ❬✻❪✱ ❬✼❪✳
■♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ P❛s❝❤✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ✇✉r❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❞r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛❜❧❡ ●❡✲
tr✐❡❜❡t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❞❡r ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r❦❧❛ss❡ ❈❙✲✷✾ ❛♥❛❧②s✐❡rt✳ ❯♠
❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥s❛t③❢ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ●❡tr✐❡❜❡❛rt❡♥ ③✉ ❜❡❦♦♠✲
♠❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ❡✐♥❡r ❇❡✇❡rt✉♥❣ ✉♥t❡r③♦❣❡♥✳ ❉✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ P❛✲
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

r❛♠❡t❡r ✇❛r❡♥ ❩✉✈❡r❧äss✐❣❦❡✐t✱ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❢ür ❤♦❤❡ ▲❡✐st✉♥❣s❛♥s♣rü❝❤❡✱ ❦♦♥✲
tr♦❧❧✐❡r❜❛r❡r ❙❝❤❛❧t♣r♦③❡ss s♦✇✐❡ ❣❡r✐♥❣❡s ●❡✇✐❝❤t✳ ❆✉s ❞❡♥ ❆♥❛❧②s❡♥ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss
❈❱❚✲●❡tr✐❡❜❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ❇❛s✐s ✈♦♥ ❘❡✐❜✉♥❣ ♦❞❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t ❜❛s✐❡r❡♥✱ s✐❝❤ ❣✉t
st❡✉❡r♥ ❧❛ss❡♥✱ ❛❜❡r ❢ür ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✈♦♥ ❤♦❤❡♥ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t❡♥ ✉♥③✉✈❡r❧äss✐❣
s✐♥❞✳ ❙❝❤❛❧t❜❛r❡ ●❡tr✐❡❜❡ ✭❡♥❣❧✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥s✮✱ ✇❡❧❝❤❡ ❙t✉❢❡♥ ❛✉❢✲
✇❡✐s❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❩❛❤♥rä❞❡r ❜❛s✐❡r❡♥✱ s✐♥❞ ❞❛❣❡❣❡♥ ③✉✈❡r❧äss✐❣ ✉♥❞ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❞✐❡
Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❤♦❤❡r ▲❡✐st✉♥❣❡♥❀ ❛❜❡r ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❙❝❤❛❧t✈♦r❣❛♥❣❡s ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❘♦t♦r✲
❞r❡❤③❛❤❧ ♥✐❝❤t ❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❜❡✐❞❡r ●❡tr✐❡❜❡✈❛r✐❛♥t❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥
❞❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡s ❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❡✐♥❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣t③✇❡✐❣ ❢ür ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣sü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❱❛r✐❛t♦r③✇❡✐❣
③✉r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ❜❡s✐t③t✳ ❋ür ❞❛s ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡
●❡tr✐❡❜❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞r❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❱❛r✐❛♥t❡♥✿ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣ ♠✐t ❱❡rt❡✐❧❡r❣❡tr✐❡❜❡
✭■♥♣✉t ❙♣❧✐t✮✱ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣ ♠✐t ❙❛♠♠❡❧❣❡tr✐❡❜❡ ✭❖✉t♣✉t ❙♣❧✐t✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❑♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ❛✉s ❖✉t♣✉t ✉♥❞ ■♥♣✉t ❙♣❧✐t ✭❈♦♠♣♦✉♥❞ ❙♣❧✐t✮✳ ❆✉s ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❤t
❤❡r✈♦r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❙♣❧✐t ✭❈❙✮ ❱❛r✐❛♥t❡ ❞✐❡ ❜❡st❡ ❖♣t✐♦♥ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❞❛ ♥✉r
❡✐♥ ❣❡r✐♥❣❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❱❛r✐❛t♦r✲P❢❛❞ ❧ä✉❢t ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❤♦❤❡
❊✣③✐❡♥③ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞ ❬✽❪✳ ❉✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t✲●❡tr✐❡❜❡s s♦❧❧ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧❤❛❢t ❛♠ ❆♥tr✐❡❜sstr❛♥❣ ❞❡s ❯❍✲✻✵❆ ❇❧❛❝❦ ❍❛✇❦ ❡r❢♦❧❣❡♥✳

✶✳✷ ❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t

❉❡r ✐♥♥❡r❡ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡s ❈❙ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ③✇❡✐ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡♥✱ ✇❡❧✲
❝❤❡ s✐❝❤ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉s ❞r❡✐ ❲❡❧❧❡♥ ✭❙♦♥♥❡✱ ❙t❡❣✱ ❍♦❤❧r❛❞✮ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s
❱❡rs❝❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❥❡ ③✇❡✐ ❲❡❧❧❡♥ ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❜❧❡✐❜❡♥ ✈✐❡r ❲❡❧❧❡♥
✭❛✱ ❜✱ ❝✱ ❞✮ ❢ür ❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜tr✐❡❜ ü❜❡r✳ ❉✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❙♣❧✐t✲❱❛r✐❛♥t❡✱
✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ✈✐❡r ❆♥s❝❤❧✉ss✇❡❧❧❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✷ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✳ ❏❡
♥❛❝❤❞❡♠ ✇✐❡ ❞✐❡ ❚✉r❜✐♥❡ ✭❛✮✱ ❞❡r ❘♦t♦r ✭❜✮✱ s♦✇✐❡ ❞❡r ❱❛r✐❛t♦r ✭❝ ✉♥❞ ❞✮ ❛♥ ❞❛s
●❡tr✐❡❜❡ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡✳ ❆✉s ❞❡♥ ♠ö❣✲
❧✐❝❤❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡r s✐♥♥✈♦❧❧❡ ❱❛r✐❛♥t❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣s✢✉ss
ü❜❡r ❞❡♥ ❱❛r✐❛t♦r ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ✈✐❡r ❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜t ❬✾✱ ❙✳✷✷ ❢❪✱ ❬✶✵✱ ❙✳✶✸❪✳
❙✐♥❞ ❞✐❡ ●r✉♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ iB✱ ❞✐❡ ❙♣r❡✐③✉♥❣ ϕ✱ s♦✇✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧ ✉♥❞ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t
❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s✇❡❧❧❡ ❛ ❜❡❦❛♥♥t✱ s♦ ✐st ❞❛s ❙②st❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ ❡s ❧❛s✲
s❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❛♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s✇❡❧❧❡ ❜✱ s♦✇✐❡ ③✉ ❞❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s✇❡❧❧❡♥ ③✉♠
❱❛r✐❛t♦r ❝ ✉♥❞ ❞ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❬✶✵✱ ❙✳✹ ❢❪✳ ■♠ ❈❙ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●r✉♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ iB ❛❧s
◗✉♦t✐❡♥t ③✇✐s❝❤❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ✉♥❞ ♠❛①✐♠❛❧❡r ❆✉s❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ❞❡✜♥✐❡rt✱
s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✳✶✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❡rst❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ✇✐r❞ ✐♠ ❈❙ ❞✐❡ ♠❛✲
①✐♠❛❧❡ ❆✉s❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ P✉♥❦t ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❞❡r ●r✉♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❙♣r❡✐③✉♥❣ ϕ ❡rr❡✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉❝❤
❞✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❆✉s❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✳✷✳ ❉✐❡ ❙♣r❡✐③✉♥❣
✐st s♦♠✐t ❞❡r ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉s ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ✉♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ✈♦♠
❈❙✳ ❉❡r ❇❡tr✐❡❜s❜❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❈❙ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡♥✳
❇❡✐♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t♦r❧❡✐st✉♥❣ ♥✉❧❧✳ ❉❛♠✐t
✇✐r❞ ❞✐❡ ❣❛♥③❡ ▲❡✐st✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P❢❛❞ ü❜❡rtr❛❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡♥ ❜❡s✲
s❡r❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❛❧s ❞❡r ❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✳ ▼✐tt❡❧s ❞❡s ❱❛r✐❛t♦rs ❦❛♥♥ ♥✉♥
❞✐❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡♥ ✈❛r✐✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❈♦♠✲
♣♦✉♥❞ ❙♣❧✐t ❜✐❡t❡t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ♥✉r ❡✐♥ ❣❡r✐♥❣❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣✱ ❛❜❤ä♥❣✐❣
✈♦♥ ❞❡r ❙♣r❡✐③✉♥❣✱ ü❜❡r ❞❡♥ ❱❛r✐❛t♦r✲P❢❛❞ ❧ä✉❢t ❬✽❪✱ ❬✶✵❪✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✷✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ❈♦♠♣♦✉♥❞ ❙♣❧✐ts ❬✶✶✱
❙✳✷✵❪

iB =
nein

naus,max
✭✶✳✷✳✶✮

iB ∗ ϕ =
nein

naus,min
✭✶✳✷✳✷✮

✶✳✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦ ✈♦♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡

❇❡✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡ ❜✐❧❞❡t ❞❡r ❱❛r✐❛t♦r ❞❡♥ st✉❢❡♥❧♦s❡♥ ❩✇❡✐❣✱ ✇❡❧✲
❝❤❡r ❥❡ ♥❛❝❤ ❆rt ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣sü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡✱ ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡ ♦❞❡r ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛t♦r❡♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✇✐r❞ ❬✶✷❪✳ ■♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❩❡❝❤♥❡r ❙✳ ❬✶✷❪ ③✉♠ ❚❤❡♠❛
✒❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥s❛t③♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❉r❡❤③❛❤❧✲❱❛r✐❛t♦r❡♥ ✐♥ ❧❡✐s✲
t✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡♥ ✈♦♥ ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r♥✏ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❛r✐❛t♦r❡♥
♥❛❝❤ ❣❡✇✐❝❤t❡t❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❇❡✇❡rt✉♥❣ ✉♥t❡r③♦❣❡♥✳ ❆✉s ❞❡r ❇❡✇❡rt✉♥❣
❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆①✐❛❧❦♦❧❜❡♥♠❛s❝❤✐♥❡✱ ❞❛s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✉♥❞ ❞❛s ◆✉❱✐♥❝✐✲●❡tr✐❡❜❡
❞❛s ❣röÿt❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❢ür ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❛❧s ❱❛r✐❛t♦r ✐♠ ❈❙✲●❡tr✐❡❜❡ ❞❡s ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡rs
❜❡s✐t③❡♥✳ ❉✐❡ ❆①✐❛❧❦♦❧❜❡♥♠❛s❝❤✐♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉r ●❛tt✉♥❣ ❞❡r ❤②❞r♦st✐s❝❤❡♥ ▼❛s❝❤✐✲
♥❡♥ ❣❡❤ört✱ ❜❡s✐t③t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ▲❡✐st✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❬✶✸✱ ❙✳✻✼❪✳ ❉❛s ◆✉❱✐♥❝✐✲
●❡tr✐❡❜❡✱ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s st✉❢❡♥❧♦s❡s ●❡tr✐❡❜❡✱ ✜♥❞❡t ♠♦♠❡♥t❛♥ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✐♠
✉♥t❡r❡♥ ▲❡✐st✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡✐ ❋❛❤rr❛❞s❝❤❛❧t✉♥❣❡♥ ❬✶✹❪✳
▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛t♦r❡♥ ü❜❡rt❛❣❡♥✱ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ❍②❞r❛✉❧✐✲
s❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ♦❤♥❡ ❊♥❡r❣✐❡✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❘❡✐❜❦♦♥t❛❦t❡✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❡✐♥
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❤♦❤❡r ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❡r✇❛rt❡t✳ Ü❜❡r ❞❡r❡♥ ❘❡✐❜r❛❞✐❡♥✲❱❡r❤ä❧t♥✐s ✇✐r❞ ❞❛s Ü❜❡rs❡t✲
③✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐s ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❦r❛❢ts❝❤❧üss✐❣✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❡♥ ✐st ❞❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡❣r❡♥③t✳ ❙♦❧❝❤❡ st✉❢❡♥❧♦s❡ ●❡✲
tr✐❡❜❡ ♠✐t ❜❡❣r❡♥③t❡♠ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❈❱❚✲●❡tr✐❡❜❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤✲
♥❡t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊♥t❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣sü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✉♥❞ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✈❛r✐❛t✐♦♥✱
❦❛♥♥ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙t✉❢❡♥❧♦s❣❡tr✐❡❜❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ■❱❚✲●❡tr✐❡❜❡ ✭❡♥❣❧✳ ■♥✜♥✐t❡❧② ❱❛✲
r✐❛❜❧❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✮ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡♠ Pr✐♥③✐♣ ❜❛✉t ❞❛s ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡
❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛❧s ❑♦♥③❡♣t ✈♦♥ ❞❡r ❘❲❚❍✲❆❛❝❤❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r✲
❞❡✳ ❉✐❡s❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐st ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❤❡r❦ö♠♠❧✐❝❤❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❈❱❚✲
❙t✉❢❡♥❧♦s❣❡tr✐❡❜❡♥ ❡✐♥ ❦♦♠♣❧❡tt❡s ■❱❚✲●❡tr✐❡❜❡ ❬✶✺✱ ❙✳✶✶✶ ❢❪✳
❊✐♥ s♦❧❝❤❡s st✉❢❡♥❧♦s❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ●❡tr✐❡❜❡✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✇❡❧❧❡ ❜❡✇❡❣t ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ✭✶✮✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❑✉r❜❡❧♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣
s❡t③❡♥✳ ❉✐❡ ■♥♥❡♥r✐♥❣❡ ❞❡r ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ✭✷✮ s✐♥❞ ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉ÿ❡♥r✐♥✲
❣❡ ♠✐t ❞❡♥ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r♥ ✭✸✮ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❙t✐r♥r❛❞✈❡r❜✐♥❞✉♥❣ s✐♥❞ ❞✐❡
P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ✭✹✮ ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✉♥❞ ❜❡s✐t③❡♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡
❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❉❡r ❆❜tr✐❡❜ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❬✶✺✱ ❙✳✶✶✸❪✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✸✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ❬✶✺✱ ❙✳✶✶✸❪

❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡s❡s ●❡tr✐❡❜❡t②♣s ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ♣❤❛s❡♥✈❡rs❝❤♦❜❡✲
♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❍❡❜❡❧♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥✳ ❉❡r ❋r❡✐❧❛✉❢ ♠✐t ❞❡r
❤ö❝❤st❡♥ ♠♦♠❡♥t❛♥❡♥ ❉r❡❤③❛❤❧ ❛♠ ■♥♥❡♥r✐♥❣✱ ❦❧❡♠♠t ✉♥❞ ü❜❡rträ❣t ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣
❛♥ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞✳ ❉❡♥ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❋r❡✐❧❛✉❢❛✉ÿ❡♥r✐♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙t✐r♥r❛❞♣❛❛✲
r✉♥❣ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r s❝❤♥❡❧❧st❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❛✉❢❣❡♣rä❣t✳ ❉❛ ❞❡r❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ♠♦♠❡♥t❛♥ ❣❡r✐♥❣❡r ✐st✱ ✇❡❝❤s❡❧♥ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❞❡♥ ❋r❡✐❧❛✉❢✲▼♦❞✉s✳
❉✉r❝❤ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ q✉❛s✐ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❆❜✲
tr✐❡❜s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹✱ s❝❤✇❛r③ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ③✉ s❡❤❡♥
✐st✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❦❡✐t ❞❡s ❆❜tr✐❡❜s ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❆rt✱ ❆♥③❛❤❧ ✉♥❞ ❊❧❛st✐③✐tät ❞❡r
❍❡❜❡❧❦✐♥❡♠❛t✐❦ ❛❜ ❬✶✺✱ ❙✳✶✶✸❪✳
❉✐❡ st✉❢❡♥❧♦s❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢
❞❡♠ ❉♦♣♣❡❧❡①③❡♥t❡r♣r✐♥③✐♣ ❜❡r✉❤t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❞❡r ■❱❚✲❇❡tr✐❡❜ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱ ✇❡❧✲
❝❤❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧❡①③❡♥tr✐③✐tät ✈♦♥ ❡❂✵ ✉♥❞ ❞r❡❤❡♥❞❡♠ ❆♥tr✐❡❜ ❡✐♥❡♥ st❡❤❡♥✲
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ♣❤❛s❡♥✈❡rs❝❤♦❜❡♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❬✶✺❪

❞❡♥ ❆❜tr✐❡❜ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ●❡tr✐❡❜❡✲Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✐ ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉s
❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥
i = nan

nab
= nan

0
= ∞✳ ❍✐♥❣❡❣❡♥✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❑✉r❜❡❧❡①③❡♥tr✐③✐tät ✈♦♥ e = emax

✉♥❞ ❥❡ ♥❛❝❤ ❲❛❤❧ ❞❡s ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧s✱ s♦✇✐❡ ❞❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❞❡s ❙t✐r♥r❛❞♣❛❛r❡s✱
❦❛♥♥ ❡✐♥❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥s ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞❛s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
s♦♠✐t ❡✐♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ∞ ≥ i ≥ 1 ❬✶✺❪✳

❉✐❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❉♦♣♣❡❧❡①③❡♥t❡rs ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✺ ✐♥ ❑♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✳ ❉❡r ❉♦♣♣❡❧❡①③❡♥t❡r ü❜❡r♥✐♠♠t ❞❛✲
❜❡✐ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❑✉r❜❡❧✳ ❉❡r ❆♥tr✐❡❜ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑✉r❜❡❧✇❡❧❧❡ ♠✐t ❢❡s✲
t❡r ❑✉r❜❡❧❦rö♣❢✉♥❣ ✭r♦t✮✱ ✉♠ ❞❡r s✐❝❤ ❡✐♥ ❞r❡❤❜❛r❡r ❊①③❡♥t❡r ✭❣rü♥✮ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❉❡r
❞r❡❤❜❛r❡ ❊①③❡♥t❡r ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡ ■♥♥❡♥✈❡r③❛❤♥✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞✐❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❘✐t③❡❧✇❡❧❧❡
✭❜❧❛✉✮ ❣r❡✐❢t ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❑♦♣❢❦r❡✐s ✇✐r❞ ③✉r ▲❛❣❡r✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❇❡✐ ❱❡r❞r❡❤✉♥❣ ❞❡r
❘✐t③❡❧✇❡❧❧❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❑✉r❜❡❧✇❡❧❧❡✱ ✈❡r❞r❡❤t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❡r ❊①③❡♥t❡r ✉♠ ❞✐❡ ❑✉r✲
❜❡❧❦rö♣❢✉♥❣✳ ❉❡r ❑✉r❜❡❧r❛❞✐✉s ✇✐r❞ ✉♠s♦ ❦❧❡✐♥❡r✱ ❥❡ ♠❡❤r ❞❡r ❊①③❡♥t❡r s❝❤✇❡♥❦t✳
❇❡✐ ❡✐♥❡r ❊①③❡♥tr✐③✐tät ✈♦♥ emax ✇✐r❞ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❝❤✇✐♥❣❜❡✇❡❣✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t ✭❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ❧✐♥❦s ♦❜❡♥ ✶✳✺✮ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❡❂✵ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❜❡✇❡❣✉♥❣ ♥✉❧❧ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞❡r
❆❜tr✐❡❜ s♦♠✐t st✐❧❧st❡❤t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ r❡❝❤ts ✉♥t❡♥ ✶✳✺ ❬✶✻✱ ❙✳✶✵✾ ❢❪✳

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✻ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇❡❧❧❡✳ ❉✐❡ ❑✉r❜❡❧✇❡❧❧❡ ❜❡s✐t③t ♠❡❤✲
r❡r❡ ❑rö♣❢✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❞✉r❝❤❣❡❤❡♥❞❡ ❇♦❤r✉♥❣✳ ■♥ ❞❡r ③❡♥tr❛❧❡♥ ❇♦❤r✉♥❣
✇✐r❞ ❞✐❡ ❘✐t③❡❧✇❡❧❧❡ ♣❧❛t③✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡ss❡♥ ❩ä❤♥❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❉✉r❝❤❜r✉❝❤ r❡✐❝❤❡♥✳
❉❡r ❞r❡❤❜❛r❡ ❊①③❡♥t❡r s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ③✇❡✐ ❍ä❧❢t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡r ü❜❡r
❞✐❡ ❑✉r❜❡❧✇❡❧❧❡ ♠♦♥t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ Ü❜❡r ❞❡♥ ❞r❡❤❜❛r❡♥ ❊①③❡♥t❡r ✐st ❡✐♥ ❲ä❧③✲
❧❛❣❡r ♣❧❛t③✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡s ❊①③❡♥t❡r ✉♥❞ ❑♦♣♣❡❧ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✐♥❞❡t✳ ❉❛s
❱❡rst❡❧❧❡♥ ❞❡r ❘✐t③❡❧✇❡❧❧❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❑✉r❜❡❧✇❡❧❧❡ ❦❛♥♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ♠✐t❞r❡❤❡♥❞❡♥
❊❧❡❦tr♦♠♦t♦r ❡r❢♦❧❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❛♥ ❞❡r ❘✐t③❡❧✇❡❧❧❡ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞ ❬✶✻✱ ❙✳✶✶✵ ❢❪✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✺✳ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡s ❉♦♣♣❡❧❡①③❡♥t❡r✲Pr✐♥③✐♣❡s ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
❊①③❡♥tr✐③✐täts✲❙t❡❧❧✉♥❣❡♥ ❬✶✻✱ ❙✳✶✶✵❪

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✻✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❬✶✻✱
❙✳✶✶✶❪

✶✳✹ ❋r❡✐❧❛✉❢

❋r❡✐❧ä✉❢❡ ❞✐❡♥❡♥ ❛❧s ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❡❧❡♠❡♥t ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❇❛✉t❡✐❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡r
❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✈❡r❞r❡❤✉♥❣ ③✉❧ässt ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ s♣❡rrt ❬✶✼✱
❙✳✸✵✶❪✳ ■♠ ❙♣❡rr③✉st❛♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❡r❡♥ ❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜tr✐❡❜st❡✐❧ ❢♦r♠✲ ♦❞❡r r❡✐❜s❝❤❧üss✐❣
❣❡❦♦♣♣❡❧t✱ ❛♥s♦♥st❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❡✐❧❡ ❢r❡✐ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ▲❡❡r❧❛✉❢✳
❊✐♥❡ ❢♦r♠s❝❤❧üss✐❣❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t ♠❛♥ ♠✐tt❡❧s ❑❧✐♥❦❡♥❢r❡✐❧❛✉❢ ✉♥❞ ❡✐♥❡ r❡✐❜✲
s❝❤❧üss✐❣❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❑❧❡♠♠❡❧❡♠❡♥t❡✳ ❑❧✐♥❦❡♥❢r❡✐❧ä✉❢❡ ✜♥❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❜❡✐
❧❛♥❣s❛♠ ❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❆♥tr✐❡❜❡♥ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ❙❝❤❛❧t❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✳
❘❡✐❜s❝❤❧üss✐❣❡ ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ❜❡s✐t③❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❢♦r♠s❝❤❧üss✐❣❡♥ ❋r❡✐❧ä✉❢❡♥ ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥✲
❣❡r❡♥ ❱❡rs❝❤❧❡✐ÿ✱ ♥✐❡❞❡r❡ ●❡rä✉s❝❤❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✱ s♦✇✐❡ st❡t✐❣❡ ❑❧❡♠♠❜❡r❡✐ts❝❤❛❢t ✐♥
❥❡❞❡r ❙t❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❜❡✐♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t ❬✶✽✱ ❙✳✹✾✾❪✳

✶✺

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

✶✳✹✳✶ ❘❡✐❜s❝❤❧üss✐❣❡ ❋r❡✐❧ä✉❢❡

❩✉ ❞❡♥ r❡✐❜s❝❤❧üss✐❣❡♥ ❋r❡✐❧ä✉❢❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ❞❡r ❑❧❡♠♠r♦❧❧❡♥❢r❡✐❧❛✉❢ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✼✮
s♦✇✐❡ ❞❡r ❑❧❡♠♠stü❝❦❢r❡✐❧❛✉❢ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✽✮✳ ❇❡✐ r❛❞✐❛❧❡r ❑r❛❢tü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✇✐r❞
❞✐❡ ❡r③✐❡❧t❡ ❙♣❡rr✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❘❡✐❜❦rä❢t❡ ✈♦♥
❞❡♥ ❩✇✐s❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❬✶✽✱ ❙✳✹✾✾ ❢❪✳

❇❡✐♠ ❑❧❡♠♠r♦❧❧❡♥✲❋r❡✐❧❛✉❢ ✇❡r❞❡♥ ❘♦❧❧❡♥ ❛❧s ❩✇✐s❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✉r❝❤ ❑❧❡♠♠r❛♠♣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❘✐♥❣❡♥ ✈❡rs♣❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤❡ r❡❝❤t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✶✳✼✳ ❙♦❧❝❤❡ ❘❛♠♣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛♠ ■♥♥❡♥✲ ♦❞❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r
❛♥❞❡r❡ ❘✐♥❣ ❡✐♥❡ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡ ▲❛✉✤ä❝❤❡ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❡r ❣❡❢❡❞❡rt❡ ❙t✐❢t ❡r♠ö❣❧✐❝❤t
❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❘♦❧❧❡ ✉♥❞ ❥❡ ♥❛❝❤ ❊✐♥❜❛✉s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s
❡r❣✐❜t s✐❝❤ s❡✐♥❡ ❙♣❡rrr✐❝❤t✉♥❣ ❬✶✾✱ ❙✳✶✶❪✳
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r✐♥❣✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡s ❦♦♠♣❧❡①❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❩✇✐s❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ③✉♠ ✒❑❧❡♠♠❡♥✏ ❜❡❞❛r❢✱
s✐❡❤❡ r❡❝❤t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✽ ❬✶✾✱ ❙✳✶✵❪✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✽✳ ▲✐♥❦s✿ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑❧❡♠♠stü❝❦✲❋r❡✐❧❛✉❢s❀ ❘❡❝❤ts✿ ❉r❡❤✲ ✉♥❞ ❙♣❡r✲
r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❘✐♥❣❡ ❬✶✾✱ ❙✳✶✵❪
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❑❧❡♠♠stü❝❦✲❋r❡✐❧❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♠ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉✲
ÿ❡♥r✐♥❣ ❞❡✜♥✐❡rt✱ s✐❡❤❡ r❡❝❤t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ✶✳✼ ✉♥❞ ✶✳✽✳ ❉❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❦❛♥♥ s✐❝❤
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❞❛❜❡✐ ✐♠ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❢r❡✐ ❞r❡❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ■♥♥❡♥r✐♥❣ ❡♥t✇❡❞❡r st✐❧❧st❡❤t✱ ❣❡❣❡♥
❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❞r❡❤t ♦❞❡r ✐♠ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r ❛❧s ❞❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ r♦t✐❡rt✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉st❛♥❞ ✐st ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢ ✐♠ ▲❡❡r❧❛✉❢❜❡tr✐❡❜✳ ❲❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
♥✐❝❤t ❡r❢ü❧❧t✱ s♣❡rrt ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢ ✉♥❞ ❡s ❦♦♠♠t ③✉r ▼✐t♥❛❤♠❡❜❡tr✐❡❜ ❬✶✾✱ ❙✳✶✵ ❢❪✳

❉❛s ♠❛①✐♠❛❧❡ ü❜❡rtr❛❣❜❛r❡ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❜❡✐♠ ❘❡✐❜s❝❤❧üss✐❣❡♥✲❋r❡✐❧❛✉❢ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❛✉s ❢❡st✐❣❦❡✐tss♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ●r❡♥③❡♥✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✲
s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛♠ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣✱ ❞✐❡ ❍❡rt③s❝❤❡ Pr❡ss✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❑♦♥t❛❦tst❡❧✲
❧❡♥✱ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ❞❡r ❑❧❡♠♠✇✐♥❦❡❧✳ ❉✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r r✐❝❤t❡♥ s✐❝❤
♥❛❝❤ ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢❣röÿ❡✱ ❋r❡✐❧❛✉❢❛rt ✉♥❞ ❑❧❡♠♠❦ör♣❡r❛rt ❬✷✵✱ ❙✳✻✷✵❪✳

✶✳✹✳✷ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ✐♠ ●❡tr✐❡❜❡

❯♠ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ✐♠ ●❡tr✐❡❜❡ ❜❡ss❡r ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡
❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ♥ä❤❡r ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✾ ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ ❆✉ss❝❤♥✐tt ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s✱ ✇♦❜❡✐ ♥✉r
❡✐♥❡ s✐❝❤ ✐♠ ❊✐♥❣r✐✛ ❜❡✜♥❞❡♥❞❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✳ ❩✉♠ ❊r❦❧är❡♥ ❞❡r
❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s r❡✐❝❤t ❞✐❡s ❛✉s✳ ❋ür ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q ✉♥❞ ❞❡♥
❙❝❤✇✐♥❣❡♥✇✐♥❦❡❧ γ ❣✐❧t ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❉r❡❤s✐♥♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✾✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✐♠ ❊✐♥❣r✐✛ ♠✐t ❞❡♠
P❧❛♥❡t❡♥✲ ✉♥❞ ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❜❡✜♥❞❡t

❉❡r ❆♥tr✐❡❜ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ❡r❢♦❧❣t ❛♠ ■♥♥❡♥r✐♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡r ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❢❡st ✈❡r✲
❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❉❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ P❧❛♥❡t❡♥r❛❞ ❢❡st ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✉♥❞ st❡❧❧t
s♦♠✐t ❞❡♥ ❆❜tr✐❡❜ ❞❛r✳ ❙♣❡rr✲ ✉♥❞ ❋r❡✐❧❛✉❢r✐❝❤t✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣
❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❜❛✉✇❡✐s❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✵✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✵✳ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢✲ ✱s♦✇✐❡ ❙♣❡rrr✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥
❆✉ÿ❡♥✲ ✉♥❞ ■♥♥❡♥r✐♥❣

▼✐t ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✶ ✇✐r❞ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♠ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s
ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♠ ■♥♥❡♥✲
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

r✐♥❣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ♠✐t ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✶ ♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ❞❡♠
❲✐♥❦❡❧✈❡r❧❛✉❢ γ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✶ ✉♥t❡♥✮✱ ✇✐r❞ ❛❧s r♦t❡ ▲✐♥✐❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ♦s③✐❧✲
❧✐❡r❡♥❞❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♠ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ωP ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✶ ♦❜❡♥✮ ✐st ❛❧s
s❝❤✇❛r③❡ ▲✐♥✐❡ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ♥✉♠♠❡r✐❡rt❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✈♦♥ ✭✶✮ ❜✐s ✭✸✮ ü❜❡r ❞✐❡
❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞✱ ✇❛♥♥ ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢ ö✛♥❡t ♦❞❡r
❦❧❡♠♠t✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❇❡r❡✐❝❤❡s ✭✶✮ ✉♥❞ ✭✷✮ ✐st ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢ ❣❡ö✛♥❡t ✉♥❞ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤
✭✸✮ tr✐tt ❦❧❡♠♠❡♥ ❛✉❢✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✶✳ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♠ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❞❡s
❋r❡✐❧❛✉❢❡s ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q

❉❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❢r❡✐ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ■♥♥❡♥r✐♥❣
✐♠ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❣❡❞r❡❤t ✇✐r❞ ✭✶✮ ♦❞❡r ✇❡♥♥ ❞❡r ■♥♥❡♥r✐♥❣ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡r✲
s✐♥♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r ❛❧s ❞❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❞r❡❤t ✭✷✮✳ ❉r❡❤t s✐❝❤ ❞❡r ■♥♥❡♥r✐♥❣ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥
❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❧s ❞❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥✱ s♦ ❦❧❡♠♠t ❞❡r
❋r❡✐❧❛✉❢ ✉♥❞ ❡s ❦♦♠♠t ③✉r ▼✐t♥❛❤♠❡ ❞❡s ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣❡s ✭✸✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✭✸✮
❜❡s✐t③t ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✈♦♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✾ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉
❞❡♥ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s✳
❯♠ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ✐♠ ❙②st❡♠ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❛❧s♦ ❞❡r ❉r❡❤✲
r✐❝❤t✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♠ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s✳

✶✳✺ ❩✐❡❧s❡t③✉♥❣

■♠ ❩✉❣❡ ❞✐❡s❡r ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❡✐♥❡s st✉❢❡♥❧♦s❡♥ ❱❛r✐❛t♦rs ❛✉❢
❞❡♠ Pr✐♥③✐♣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❛❧s ❉r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛t♦r ✐♠ ❱❛r✐❛✲
t♦rstr❛♥❣ ❡✐♥❡s ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡s ❢ür ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r ❞❡r ❈❙✷✾ ❑❧❛ss❡✱
❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❯❍✲✻✵❆✱ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳
▼✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❑✐♥❡♠❛t✐❦✲▼♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧✲
s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ✈♦♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✇❡❧❧❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ▼✐tt❡❧s ❡✐♥❡s ❑✐♥❡t✐❦✲▼♦❞❡❧❧❡s
✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡♠ st❛t✐♦♥är❡♠ ❩✉st❛♥❞ ❞❡s ❙②st❡♠s ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ s♦❧❧❡♥ ❆✉❢s❝❤❧✉ss ü❜❡r ❞✐❡
❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✐tät ❣❡❜❡♥✱ ✇♦r❛✉s s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡ ✇✐❡ ❲❡❧❧❡♥✱ ❩❛❤♥rä❞❡r✱
❋r❡✐❧ä✉❢❡✱ ▲❛❣❡r ✉s✇✳ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ▼❡❤r❦ör♣❡rs✐♠✉❧❛t✐♦♥s✲❙♦❢t✇❛r❡
✭▼❑❙✮ ❙✐♠♣❛❝❦ ✇❡r❞❡♥ ❱✐s✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣✱ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❩✇❛♥❣s✲
❦rä❢t❡ ✈♦♠ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❙②st❡♠ ❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ s♦❧❧ ❡s ③✉r ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❦✲▼♦❞❡❧❧❡ ❞✐❡♥❡♥✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ❆✉❢❜❛✉
❞❡s ●❡tr✐❡❜❡s ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✱ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✇✐❡ ❩❛❤♥r❛❞✱ ▲❛❣❡r
✉s✇✳ ❛✉s❣❡❧❡❣t ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❛s ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✲
♣r♦❣r❛♠♠ ❑■❙❙s♦❢t ✈❡r✇❡♥❞❡t✳
❇❡✐ ❞❡r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ✐♠ ●❡tr✐❡❜❡ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡♥ ❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜tr✐❡❜s✇❡❧❧❡♥ ✐st
❜❡s♦♥❞❡rs ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤❛❧t③②❦❧❡♥ ③✉ ❛❝❤t❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥
s♦❧❧ ❤✐❡r❜❡✐ ❛✉❢ ❤❛♥❞❡❧sü❜❧✐❝❤❡ ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ③✉rü❝❦❣❡❣r✐✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❣✐❧t ❡s
❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❘❛❞s❛t③❡s ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✱ ✉♠ ❣❡✇✐❝❤ts♦♣t✐♠✐❡r❡♥❞❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥
③✉ ✜♥❞❡♥✳
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❑❛♣✐t❡❧ ✷

●❡tr✐❡❜❡❞✐♠❡♥s✐♦♥✐❡r✉♥❣

❊✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❘♦❧❧❡ ✐♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ü❜❡r♥✐♠♠t ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉r
❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡r ❉r❡❤③❛❤❧✱ s♦✇✐❡ ❞❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞✐❡♥t✳ ❊s ❣✐❧t ❤✐❡r✲
❜❡✐✱ ❞✐❡ ♣❛ss❡♥❞❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ✐♥
❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ●❡❧❡♥❦❡♥ ❣❡r✐♥❣❡ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ s♦❧❧ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣
❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❜❡❞✐♥❣t❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❛♠ ❆❜tr✐❡❜ s♦ ❣❡r✐♥❣ ✇✐❡
♠ö❣❧✐❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✳

✷✳✶ ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡

❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ●❡tr✐❡❜❡❛rt ✐♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✈♦♥ P❡❧❣❡r ❈✳ ❬✶✺❪ ❣❡❤ört ③✉♠ ❚②♣
❞❡r ❑♦♣♣❡❧❣❡tr✐❡❜❡✳ ❙♦❧❝❤❡ ❑♦♣♣❡❧❣❡tr✐❡❜❡ ❜❡s✐t③❡♥ ✉♥t❡r ❞❡♥ ●❡tr✐❡❜❡❛rt❡♥ ❞✐❡
❣röÿt❡ ❱✐❡❧❢❛❧t ❛♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ✜♥❞❡♥ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥
❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣✳ ❙♦ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ❛❧s Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣❡tr✐❡❜❡ ③✉r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣
✈♦♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ s♦✇✐❡ ❛❧s ❋ü❤r✉♥❣s❣❡tr✐❡❜❡ ③✉r ❋ü❤r✉♥❣
✈♦♥ P✉♥❦t❡♥ ❛✉❢ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❇❛❤♥❡♥ ❬✷✶✱ ❙✳✶✺✷❪✳ ■st ✐♠ ●❡tr✐❡❜❡ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧ ✉♠❧❛✉✲
❢❡♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✈♦❧❧❢ü❤rt ❡✐♥❡ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥❞❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✱ s♦ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥
❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❙t✐r♥r❛❞❣❡tr✐❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐✲
❣❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❜❡s✐t③❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❡✐♥❡ ✉♥❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡
Ü❜❡rs❡t③✉♥❣✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧✲
stä♥❞✐❣❡♥ ❯♠❞r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❑✉r❜❡❧ ♠✐t ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q ❜❡s✐t③t ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡
♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ γ ❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❯♠❦❡❤r❧❛✲
❣❡♥ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s♦♠✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ψ0 ❬✷✶✱ ❙✳✶✺✼❪✳
❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❛✉s ✈✐❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥ ●❧✐❡❞❡r♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳
❉✐❡ ❑✉r❜❡❧ ✭✶✮ ❞✐❡♥t ③✉♠ ❆♥tr✐❡❜ ❞❡s ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♣♣❡❧ ✭✷✮ ✈❡r❜✐♥❞❡t ❞✐❡
✐♠ ●❡st❡❧❧ ✭✹✮ ❣❡❧❛❣❡rt❡ ❑✉r❜❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✭✸✮ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡s ❉r❡❤❣❡❧❡♥❦s✳ ❙♦❧❝❤❡
♠✐t ✈✐❡r ❉r❡❤❣❡❧❡♥❦❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❱✐❡r❣❡❧❡♥❦❦❡tt❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤
▲ä♥❣❡♥ ❞❡r ●❧✐❡❞❡r ✇✐❡❞❡r ✉♥t❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ●❡st❡❧❧ st❡❧❧t ❞❛❜❡✐ ❞❡♥ r✉❤❡♥❞❡♥
♦❞❡r ♦rts❢❡st❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ●❡tr✐❡❜❡s✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ▼❛s❝❤✐♥❡♥r❛❤♠❡♥✱ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❣❡③❡✐❣✲
t❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ✈✐❡r ●❧✐❡❞❡r♥ ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st ❞❛s
❙②st❡♠ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤ ❜❡st✐♠♠t ❬✷✶✱ ❙✳✶✺✼❪✱ ❬✷✷✱ ❙✳✶✺❪✳
❉❛♠✐t ❞❛s ●❡tr✐❡❜❡ ✉♠❧❛✉✛ä❤✐❣ ✐st✱ ♠✉ss ❞❛s ❦ür③❡st❡ ●❡tr✐❡❜❡❣❧✐❡❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉ s❡✐✲
♥❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ◆❛❝❤❜❛r❣❧✐❡❞❡r♥ ✉♠❧❛✉❢❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❬✷✷✱ ❙✳✸✼❪✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞❡r ❙❛t③ ✈♦♥
●r❛s❤♦❢✱ ✇♦r❛✉s ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ✉♥❞ ❣röÿt❡♥ ●❡tr✐❡❜❡❣❧✐❡❞❡r✱ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s
❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ✐st✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✳✶ ❬✷✸✱ ❙✳✸✽❪✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✳ ▲✐♥❦s✿ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡❀ ❘❡❝❤ts✿ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❙❝❤✇✐♥❣✲
✇✐♥❦❡❧s γ ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q ❬✷✶✱ ❙✳✶✺✼❪

lmax + lmin < l′ + l′′ ✭✷✳✶✳✶✮

❊rr❡✐❝❤t ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧ ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❯♠❦❡❤r❧❛❣❡♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r ❩✉st❛♥❞ ❛❧s ❚♦t✲
❧❛❣❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ❚♦t❧❛❣❡♥ s✐♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛ss ❑✉r❜❡❧ ✉♥❞
❑♦♣♣❡❧ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙tr❡❝❦❧❛❣❡ (A0AaBa) ♦❞❡r ✐♥ ❞❡r ❉❡❝❦❧❛❣❡ (A0AiBi) ❜❡✜♥❞❡♥✱
s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✳ ❇❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ ✐♥ ❙tr❡❝❦❧❛❣❡ ✇✐r❞ ❞✐❡s ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡
❚♦t❧❛❣❡ ❣❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❉❡❝❦❧❛❣❡ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❚♦t❧❛❣❡✳ ❩✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚♦t❧❛❣❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❜❡r❡✐ts ❜❡❦❛♥♥t❡ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ψ0 ✉♥❞
❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❚♦t❧❛❣❡♥❦✉r❜❡❧✇✐♥❦❡❧ ϕ0 ❞❡r ❑✉r❜❡❧ ❬✷✶✱ ❙✳✷✶✺❪✳ ❉✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❚♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧ ϕ0 ✉♥❞ ψ0 ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❧❛✉❢♣❤❛s❡ ❣❡♠❡ss❡♥✱ ✇♦ ❑✉r❜❡❧ ✉♥❞
❙❝❤✇✐♥❣❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ❬✷✹✱ ❙✳✹❪✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ✉♥❞ ä✉ÿ❡r❡♥ ❚♦t❧❛❣❡ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❬✷✹✱
❙✳✸❪✳

❉❛♠✐t ❞✐❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✲❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡r❢ü❧❧t ✐st✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❚♦t❧❛✲
❣❡♥✇✐♥❦❡❧ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✶✳✷✮✱ ✭✷✳✶✳✸✮ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♥ ●r❡♥✲
③❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❬✷✸✱
❙✳✶✹✶❪✳ ❚❡❝❤♥✐s❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❜❛r❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❜❡s✐t③❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡♥
❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ψ0 = 120◦ ❬✷✶✱ ❙✳✶✺✼❪✳

(90◦ +
ψ0

2
) < ϕ0 < (270◦ +

ψ0

2
) ✭✷✳✶✳✷✮

✷✶
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

0◦ < ψ0 < 180◦ ✭✷✳✶✳✸✮

❊✐♥❡ ❣r❛♣❤✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ✈✐❡r❣❧✐❡❞r✐❣❡♥ ●❡tr✐❡❜❡♥
③❡✐❣t ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✱ ✇♦ ❞❡r ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❚♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧ s❝❤r❛✣❡rt ✐st✳
❉❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞✐❡s❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥st❛❢❡❧♥ ✐st ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❆♥✲
tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❆✱ ●❡tr✐❡❜❡ ♠✐t ❧ä♥❣❡r❡r ●❡❣❡♥❧❛✉❢♣❤❛s❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡r❡✐❝❤❡
❈ ✉♥❞ ❊✱ ●❡tr✐❡❜❡ ♠✐t ❧ä♥❣❡r❡r ●❧❡✐❝❤❧❛✉❢♣❤❛s❡ s✐♥❞ ❬✷✹✱ ❙✳✹❪✳ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❑✉r✲
❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❇✱ ❉✱ ❋✱ ● ✉♥❞ ❍✳ ▲ös✉♥❣❡♥ ❢ür ③❡♥tr✐s❝❤❡
❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ▲✐♥✐❡ ❇ ❬✷✸✱ ❙✳✶✹✶ ❢❪✳ ■♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✇✐r❞
❛✉❢ ❞✐❡s❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡ ♥ä❤❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✳ ❚♦t❧❛❣❡♥✲❇❡r❡✐❝❤❡ ❢ür ✈✐❡r❣❧✐❡❞r✐❣❡ ●❡tr✐❡❜❡ ❬✷✹✱ ❙✳✻❪

✷✳✶✳✶ ❉✐❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡

❇❡✐ ❞❡r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡♠♣✜❡❤❧t ❞✐❡ ❱❉■✲✷✶✸✵ ❘✐❝❤t❧✐♥✐❡✱ ❞❛ss ❞❛s
●❡tr✐❡❜❡ ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✲ s♦✇✐❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❉✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❢ür ❞❛s
ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣st❡ ●❡tr✐❡❜❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❜❡✈♦r③✉❣t✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ●❡tr✐❡✲
❜❡ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❉r❡❤③❛❤❧ ❛✉❢✇❡✐st✱ ❞❛s ❊✐❣❡♥❣❡✇✐❝❤t ❣❡r✐♥❣ ✐st ♦❞❡r ❤♦❤❡ ❑rä❢t❡
ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥ ✉♥❞ q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡ ❇❡❧❛st✉♥❣❡♥ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❡❤❡♥✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✇✐❡ ▼❛ss❡♥trä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ ü❜❡r✇✐❡❣❡♥✱ ❡r❢♦❧❣t
❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❢ür ❡✐♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣❡s ●❡tr✐❡❜❡s✳ ❍❛t ❞❛s ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❜❡✲
st✐♠♠t❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧s ψ0 ❱♦rr❛♥❣ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ❑✉r❜❡❧t♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧ ϕ0✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡✐♥ ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✲ s♦✇✐❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐✲
❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣❡s ●❡tr✐❡❜❡s ❬✷✹❪✳ ❉✐❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❞❡r ③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡
s✐♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡♥ ❚♦t❧❛❣❡♥❦✉r❜❡❧✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ϕ0 = 180◦ ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ✉♥❞
❞❛ss✱ ❞✐❡ ❩❡✐t❞❛✉❡r ❢ür ❞✐❡ ❍✐♥✲ ✉♥❞ ❘ü❝❦❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r
❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ✐♠♠❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ ✐st ❬✷✶✱ ❙✳✶✺✼❪✳

❯♠ ❡✐♥ ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣st❡s ●❡tr✐❡❜❡ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ♠✉ss ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡ Ü❜❡rtr❛✲
❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µmin s♦ ❣r♦ÿ ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ❛✉s❢❛❧❧❡♥ ❬✷✹✱ ❙✳✽ ❢❪✳ ❉❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧
µ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❲❡rt❡ tr❡t❡♥ ❥❡✲
✇❡✐❧s ✐♥ ❞❡♥ ❙t❡❣❧❛❣❡♥ ❛✉❢✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹✳ ❉✐❡ ❙t❡❣❧❛❣❡ ❞❡s ●❡tr✐❡❜❡s ✐st ❥❡♥❡✱
❜❡✐ ❞❡r ❞❡r ●❡❧❡♥❦♣✉♥❦t ❆ ❛✉❢ ❞✐❡ ●❡st❡❧❧❣❡r❛❞❡ A0B0 ❧✐❡❣t✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠ ♦❜ ❞❡r
P✉♥❦t ❆ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ♦❞❡r ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ A0B0 ③✉ ❧✐❡❣❡♥ ❦♦♠♠t✱ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ♠❛♥

✷✷
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

✈♦♥ ✐♥♥❡r❡r ✉♥❞ ä✉ÿ❡r❡r ❙t❡❣❧❛❣❡✳ ❙♦ tr✐✛t µI ✐♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ●❡st❡❧❧❧❛❣❡ ✉♥❞ µII ✐♥
❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ●❡st❡❧❧❧❛❣❡ ❛✉❢ ❬✷✸✱ ❙✳✶✹✽ ❢❪✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹✳ ■♥♥❡r❡✲ ✉♥❞ ä✉ss❡r❡ ●❡st❡❧❧❧❛❣❡ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❬✷✸✱ ❙✳✶✹✾❪

❉✐❡ ▼✐♥✐♠❛❧✇❡rt❡ ❞❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µI ✉♥❞ µII ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✷✳✶✳✹ ✉♥❞ ✭✷✳✶✳✺✮ ❬✷✸✱ ❙✳✶✹✾❪✳

µI = arcos

∣∣∣∣
b2 + c2 − (d− r)2

2 ∗ b ∗ c

∣∣∣∣ ✭✷✳✶✳✹✮

µII = arcos

∣∣∣∣
b2 + c2 − (d+ r)2

2 ∗ b ∗ c

∣∣∣∣ ✭✷✳✶✳✺✮

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❑✉r✈❡♥t❛❢❡❧ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺ ❦❛♥♥ ❞❡r ❣röÿt♠ö❣❧✐❝❤❡ ❲❡rt ❞❡s ♠✐♥✐♠❛✲
❧❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µmin ❣r❛♣❤✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡
✈♦♥ ϕ0 ✉♥❞ ψ0 ❜❡♥öt✐❣t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞❡r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❲✐♥❦❡❧ β ✭❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ❑✉r✈❡♥✮ s♦✲
✇✐❡ ❞❡r ●röÿt✇❡rt ❞❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µmin ✭❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ ▲✐♥✐❡♥✮
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❬✷✶✱ ❙✳✷✶✼❪✳

❉❡r ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ❆✱ ③❡✐❣t ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❡r✲
r❡✐❝❤❜❛r❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦♥ ϕ0 = 180◦

✉♥❞ ψ0 = 120◦✳ ❉✐❡ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ▲ös✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❑✉r✈❡♥t❛❢❡❧ ❧✐❡❢❡rt ❢ür ❞❡♥ ❇❡st✲
✇❡rt ✈♦♥ µ = 30◦ ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ β = 0◦✱ ✇♦♠✐t ❡✐♥ ✉♥❜r❛✉❝❤❜❛r❡s ●❡tr✐❡❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡r
❑✉r❜❡❧✲ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ♥✉❧❧ ❡♥tst❡❤t✳ ❯♠ ❡✐♥ ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡s ●❡tr✐❡❜❡ ③✉
❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❛❧s ✇✐❡ ❥❡♥❡r ▼❛①✐♠❛❧✇❡rt ❛✉s ❞❡r
❑✉r✈❡♥t❛❢❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t ❬✷✶✱ ❙✳✷✶✾❪✳
❊✐♥❡ ♥ä❤❡r❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❛♥❤❛♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✶✳

✷✸
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✳ ❚♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧✲❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ϕ0 ✉♥❞ ψ0 ✉♥❞ ❞❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❍✐❧❢s✇✐♥❦❡❧ β ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ♠❛①✐♠❛❧❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧s µmin ❬✷✹✱ ❙✳✶✶❪

❉❛s ✒❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣st❡✏ ●❡tr✐❡❜❡ ✐st ❥❡♥❡s✱ ✇♦ ❞❛s ❆❜tr✐❡❜s❣❧✐❡❞ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✲
✉♥❞ ●❡❣❡♥❧❛✉❢♣❤❛s❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡✱ ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥✲
❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❞❡♥ ♠✐♥✐♠❛❧st❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣r❛❞ δa ❛✉❢✇❡✐st ❬✷✹✱ ❙✳✾❪✳ ■♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❛❧s ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣❡s ●❡✲
tr✐❡❜❡ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❊s ✇✐r❞ ❤✐❡r❜❡✐ ❛✉❢ ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ❱❉■✲✷✶✸✵ ❘✐❝❤t❧✐♥✐❡ ✈❡r✇✐❡s❡♥✱
✇♦ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❉✐❛❣r❛♠♠❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ❢ür ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✲ ♦❞❡r ●❡✲
❣❡♥❧❛✉❢ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐ts✇❡✐s❡ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡♥ ✐st ✐❞❡♥t
✇✐❡ ❥❡♥❡s ✈♦♠ ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣st❡♥ ●❡tr✐❡❜❡✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺ ❬✷✹❪✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

✷✳✶✳✷ ❆❧ts❝❤❡ ❚♦t❧❛❣❡♥❦♦♥str✉❦t✐♦♥

❇❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡♠ ❑✉r❜❡❧t♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧ ϕ0✱ s♦✇✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ψ0✱ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❡✐♥❡
●❡tr✐❡❜❡❢♦r♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✈✐❡❧❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❆❜♠❡s✲
s✉♥❣❡♥✳ ❊✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❜✐❡t❡t ❞✐❡ ❚♦t❧❛❣❡♥❦♦♥str✉❦✲
t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❆❧t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻ ❬✷✶✱ ❙✳✷✶✺❪✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻✳ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❚♦t❧❛❣❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❬✷✶✱ ❙✳✷✶✻❪

❉✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ●❡st❡❧❧❡s ✭✶✮ ✇✐r❞ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❜❧❡✐❜t ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳ ❉❡r ❲✐♥❦❡❧ ϕ0

2

✇✐r❞ ✐♥ A0 ✉♥❞ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ψ0

2
✇✐r❞ ✐♥ B0 ✈♦♥ A0B0 ✐♠ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✳

❉✐❡ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❡♥ ❙❝❤❡♥❦❡❧ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❘✳ ❉❡r ❋✉ÿ♣✉♥❦tMka ❞❡r ▼✐tt❡❧s❡♥❦✲
r❡❝❤t❡♥ ✈♦♥ RA0 s❝❤♥❡✐❞❡t RB0 ✐♥ Mkb✳ ❉✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❑r❡✐s❡ kA ✉♥❞ kB ❞✉r❝❤
❘ ✉♥❞ A0 ✉♥❞ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡♥ Mka ✉♥❞ Mkb s✐♥❞ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡ ❢ür
❞✐❡ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡ Aa ✉♥❞ Ba ❞❡r s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ A0AaBaB0 ✐♥ ❞❡r
ä✉ÿ❡r❡♥ ❚♦t❧❛❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❚♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧ ϕ0 ✉♥❞ ψ0 ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❉❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡
❲✐♥❦❡❧ β ③✇✐s❝❤❡♥ ●❡st❡❧❧ ✉♥❞ ❑✉r❜❡❧ ✐st ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥
s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ③✉❧äss✐❣❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s ✈♦♥ β ✇✐r❞ ✐♥ B0 ❞❡r
❲✐♥❦❡❧ ψ0 ❛♥ ❞✐❡ ●❡st❡❧❧❣❡r❛❞❡ A0B0 ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ●❡r❛❞❡ s❝❤♥❡✐❞❡t ❜❡✐♠ ❑r❡✐s
kB ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ❊ ✉♥❞ ▲✳ ❆✉❢ ❞❡♠ ❇♦❣❡♥stü❝❦ ÊL ❧✐❡❣❡♥ s♦♠✐t ❞✐❡ ❜r❛✉❝❤❜❛r❡♥
❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ●r❡♥③✇✐♥❦❡❧ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ P✉♥❦t❡♥ ▲ ✉♥❞ ❊ ❡r❣❡❜❡♥✱
✇❡r❞❡♥ ❛❧s βE ✉♥❞ βL ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❬✷✶✱ ❙✳✷✶✺ ❢❪✳

❩✉r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❆❧ts❝❤❡♥ ❚♦t❧❛❣❡♥❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❢ür ❡✐♥❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧✲
s❝❤✇✐♥❣❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❡st❡❧❧❧ä♥❣❡ ❞✱ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ψ0 ✉♥❞ ❞❡r ❚♦t❧❛❣❡♥❦✉r❜❡❧✲
✇✐♥❦❡❧ ϕ0 ❜❡♥öt✐❣t✳ ❉✐❡ ●❡st❡❧❧❧ä♥❣❡ ✇✐r❞ ♠✐t d = 200mm ✜①✐❡rt✱ ❞❛ ❞❡r ❈♦♠♣♦✉♥❞✲
❙♣❧✐t ❡✐♥❡♥ ✉♥❣❡❢ä❤r❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ 500mm ❜❡s✐t③t✳ ❋ür ❞✐❡ ❣röÿt♠ö❣❧✐❝❤❡
Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ψ0 = 120◦ ❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r
③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❣✐❧t ϕ0 = 180◦✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s♣❛✲
r❛♠❡t❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆❧ts❝❤❡ ❚♦t❧❛❣❡♥❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡rst❡❧❧t✱ s✐❡❤❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✼✳ ❉❛❜❡✐ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❆❧t ❢ür ❞✐❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❑✉r❜❡❧✲
s❝❤✇✐♥❣❡ ❡✐♥❡ ❙♦♥❞❡rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥✱ ❞❛ ❞❡r ●r❡♥③♣✉♥❦t ❊ ♠✐t ❞❡♠ ●❡st❡❧❧♣✉♥❦t B0 ③✉✲
s❛♠♠❡♥❢ä❧❧t✳ ❉❡r ▲ös✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s♦♠✐t ③✇✐s❝❤❡♥
βE = 0◦ ✉♥❞ βL = 30◦✳ ❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ β ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③✇❡rt❡♥
✈❛r✐✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✼ ✇✐r❞ ❤✐❡r❜❡✐ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡
♠✐t βE = 15◦ ♠✐t ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ❑✉r❜❡❧ ✭❛✮✱ ❑♦♣♣❡❧ ✭❜✮ ✉♥❞
❙❝❤✇✐♥❣❡ ✭❝✮ ❣❡③❡✐❣t✳
❆♥st❡❧❧❡ ❡✐♥❡r ❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❛✉❝❤ r❡❝❤♥❡✲

✷✺
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✼✳ ❆❧ts❝❤❡ ❚♦t❧❛❣❡♥❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ❞❡r
●❡st❡❧❧❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ❞❂✷✵✵ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ψ0 = 120◦

r✐s❝❤ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞❛❢ür ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥❞❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡
✷✳✶✳✻ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✶✳✼ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✉♥❞ ❛✉❢ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❲❡✐s❡
❣❡❧öst✳ ❙♦♠✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ❞❡r ❑✉r❜❡❧✱ ❑♦♣♣❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❡①❛❦t ❜❡✲
st✐♠♠t✳

ψ0 = ζmax − ζmin

ϕ0 = λ− β + π
✭✷✳✶✳✻✮

❉❡r ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ψ0 ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥ ζmax ✉♥❞ ζmin ✐♥
❞❡r❡♥ ❚♦t❧❛❣❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❑✉r❜❡❧t♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧s ϕ0 ✇✐r❞ ♥♦❝❤♠❛❧s
❛✉❢ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

ζmax = arccos

(
d2 + c2 − (a+ b)2

2 ∗ d ∗ c

)

ζmin = arccos

(
d2 + c2 − (b− a)2

2 ∗ d ∗ c

)

β = arccos

(
d2 − c2 + (a+ b)2

2 ∗ d ∗ (a+ b)

)

λ = arccos

(
d2 − c2 + (b− a)2

2 ∗ d ∗ (b− a)

)

✭✷✳✶✳✼✮

❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ζmin✱ ζmax✱ β ✉♥❞ λ ❡r❢♦❧❣❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✐♥ ❞❡r❡♥ ✐♥♥❡r❡♥✲
✉♥❞ ä✉ÿ❡r❡♥ ❚♦t❧❛❣❡ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✽✳
■♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✶ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ψ0 = 120◦✱ ϕ0 = 180◦ ✉♥❞ d = 200mm
❞✐❡ ❑✉r❜❡❧✲✱ ❑♦♣♣❡❧✲ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥❧ä♥❣❡✱ s♦✇✐❡ ❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Ü❜❡r✲
tr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µmin ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡♥ ✈♦♥ β ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✳ ❋ür
❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼✐♥✐♠❛❧✇❡rt❡ ❞❡r Ü❜❡rtr❛✲
❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µI ✉♥❞ µII ✐♥ ❞❡r❡♥ ❙t❡❣❧❛❣❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ ❬✷✶✱ ❙✳✷✶✾❪✳

✷✻
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✽✳ ▲✐♥❦s✿ ❙tr❡❝❦❧❛❣❡ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ✐♥ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❚♦t❧❛❣❡❀ ❘❡❝❤ts✿
❉❡❝❦❧❛❣❡ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ✐♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❚♦t❧❛❣❡

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✶✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s β ✈♦♥ ✵➦ ③✉ ✸✵➦✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ●❧✐❡❞✲
❧ä♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❡r ③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡r❢ü❧❧❡♥✳

β ❬➦❪ ❛ ❬♠♠❪ ❜ ❬♠♠❪ ❝ ❬♠♠❪ ❞ ❬♠♠❪ µmin ❬➦❪
✵ ✵ ✷✵✵ ✵ ✷✵✵ ✸✵
✺ ✸✵✱✷ ✶✾✾✱✷ ✸✹✱✽ ✷✵✵ ✷✾✱✻
✶✵ ✻✵✱✷ ✶✾✼ ✻✾✱✺ ✷✵✵ ✷✽✱✹
✶✺ ✽✾✱✻ ✶✾✸✱✷ ✶✵✸✱✺ ✷✵✵ ✷✻✱✸
✷✺ ✶✹✻✱✹ ✶✽✶✱✷ ✶✻✾ ✷✵✵ ✶✼✱✶
✸✵ ✶✼✸✱✷ ✶✼✸✱✷ ✷✵✵ ✷✵✵ ✵

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③✇❡rt❡ ✈♦♥ β ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡♥ s♦♠✐t ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r s✐♥♥✈♦❧❧❡♥ ▲ös✉♥✲
❣❡♥✳ ❉✐❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡ ♠✐t ❞❡♠ ❤ö❝❤st❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ µmin = 30◦ ✐st
♠✐t ❞❡ss❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ✉♠s❡t③❜❛r ✉♥❞ ❜❡✐ βL = 30◦ ✇✐r❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ✐♥ ❞❡r
❙t❡❣❧❛❣❡ ❞✉r❝❤s❝❤❧❛❣❢ä❤✐❣✳ ❊s ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µmin
♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡♠ β ❛❜♥✐♠♠t✱ ✇❛s ❡s ♥❛❝❤ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶✳✶ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥ ❣✐❧t✳ ▲ös✉♥❣s✲
✈❛r✐❛♥t❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♥✐❡❞❡r❡♥ ❲✐♥❦❡❧ β ♥ä❤❡r♥ s✐❝❤ ❞❡r P❛r❛❧❧❡❧❦✉r❜❡❧✱ ✇♦ ❑✉r❜❡❧
✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡ s♦✇✐❡ ❑♦♣♣❡❧ ✉♥❞ ●❡st❡❧❧ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▲ä♥❣❡♥ ❜❡s✐t③❡♥✳
❆✉s ❞❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s β
❡♥tst❡❤❡♥✱ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❡✐♥❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s✳

✷✳✷ ❉②♥❛♠✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣

❯♠ ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s β ❛✉❢ ❞❛s ❙②st❡♠ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙t❛♥❣❡♥❦r❛❢t FK ✐♥ ❞❡r ❑♦♣♣❡❧ ❛♥❣❡❢❡rt✐❣t✱
s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✾✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ❞❡r ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●❧✐❡❞❡r ❛❧s P❡♥❞❡❧stüt③❡♥ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❧✐♥✐❡ ❧✐❡❣t ✐♥ ❙t❛✲
❜r✐❝❤t✉♥❣✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❋r❡✐s❝❤♥❡✐❞❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ✐♥ ❞❡r ❑♦♣♣❡❧✱ ✇✐r❞ ♥✉r ♠❡❤r ❞✐❡
r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳
■♠ ●❡st❡❧❧♣✉♥❦t ❉ ✇✐r❞ ❞❡r ❉r❛❧❧s❛t③ ✐♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✳✶✮
❛♥❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❬✷✺❪✳ ❉❛r❛✉s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ❙t❛♥❣❡♥❦r❛❢t FK ❜❡st✐♠♠t✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✳✷✮✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✾✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ❢r❡✐❣❡s❝❤♥✐tt❡♥❡r ❑♦♣♣❡❧

d~LD
dt

+ ~rS3D ×m3~aD =
∑

~MD ✭✷✳✷✳✶✮

❉❡r ❚❡r♠ ~rS3D × m3~aD ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❢ür ❞❡♥ ❖rts❢❡st❡♥ P✉♥❦t ❉✱ ✇♦♠✐t ❛✉❢ ❞❡r
❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ γ̈ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛ss❡♥trä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ❞❡r
❙❝❤✇✐♥❣❡ ✭✸✮ (IS3 + r23m3) ✐♠ P✉♥❦t ❉ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✇✐r❞✳ ❆✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡
❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ▼♦♠❡♥t❡ ✉♠ ❞❡♥ P✉♥❦t ❉ ❣❡❜✐❧❞❡t✳

γ̈(IS3 + r23m3) = −FKc sin(µ)−Mab

FK =
−γ̈(IS3 + r23m3)−Mab

c sin(µ)

✭✷✳✷✳✷✮

❯♠ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ▼❛ss❡♥trä❣❤❡✐ts❦rä❢t❡ ❛✉❢ ❞❛s ❙②st❡♠ ③✉ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✱ ✇❡r❞❡♥
❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡♥ ♠✐t β = 5◦✱ β = 10◦✱ β = 15◦ ✉♥❞ β = 25◦

❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇ ✉♥❞ ✲❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ γ̈ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r
❊✐♥❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ✈♦♥ q̇ = 20 rad

s
❣❡❣❡♥ü❜❡r❣❡st❡❧❧t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✵✳ ❋ür ❞✐❡

❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ γ̇ ✉♥❞ γ̈ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ♠✐t ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✶✳✺ ✉♥❞
✸✳✶✳✻ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✵✳ ❑✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡✲❉❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ▲ös✉♥❣s✲
✈❛r✐❛♥t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q✿ ▲✐♥❦❡ ❙❡✐t❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇❀ ❘❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡
❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ γ̈

✷✽
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆✉s ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✵ ✇✐r❞ ❡r❦❡♥♥❜❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇
❥❡✇❡✐❧s ✐♥ ❞❡♥ ❯♠❦❡❤r❧❛❣❡ ❡✐♥❡♥ ◆✉❧❧❞✉r❝❤❣❛♥❣ ❜❡s✐t③t ✉♥❞ ❡s ③✉♠ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✲
✇❡❝❤s❡❧ ❦♦♠♠t✳ ❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✵ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
γ̈ ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r β ❞❡st♦ ❣❡r✐♥❣❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❲✐♥✲
❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ γ̈ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥trä❣❤❡✐ts❦r❛❢t ♥✐♠♠t ❛❜✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ♥✐❡❞❡r❡
●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t✳

■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛♥ ❞✐❡ ❛♥③✉str❡❜❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✇✐❡

❼ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣✿ µmin s♦❧❧ ❣r♦ÿ s❡✐♥

❼ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣✿ γ̈ s♦❧❧ ❣❡r✐♥❣ s❡✐♥

③❡✐❣❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡ ♠✐t ♥✐❡❞❡r❡♠ ❲✐♥❦❡❧ β✱ ❞❛ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧✲
❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ γ̈ ❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ❡✐♥ ❤ö❤❡r❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ µmin
❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❩✉❞❡♠ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑✉r❜❡❧ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❊①③❡♥✲
tr✐③✐tät ❞❡s ❉♦♣♣❡❧❡①③❡♥t❡rs✳ ❉✐❡s ✇✐r❦t s✐❝❤ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ▼❛ss❡♥❦rä❢t❡ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❯♥✇✉❝❤t ♣♦s✐t✐✈ ❛✉s✳
❋ür ❞❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✇✐r❞ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✶ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡ ♠✐t
β = 10◦ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❉✐❡ ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡ ❛✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❊①③❡♥tr✐③✐tät ❞❡s ❉♦♣♣❡❧❡①③❡♥t❡rs
❡♥ts♣r✐❝❤t ✈❛r✐✐❡rt s♦♠✐t ✈♦♥ 0 ♠♠ ❜✐s 60.2 ♠♠✳
❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥

❼ ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡✿ ❛❂✻✵ ♠♠

❼ ❑♦♣♣❡❧❧ä♥❣❡✿ ❜❂✶✾✼ ♠♠

❼ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥❧ä♥❣❡✿ ❝❂✻✾✳✺ ♠♠

❼ ●❡st❡❧❧❧ä♥❣❡✿ ❞❂✷✵✵ ♠♠

❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❉r❡❤③❛❤❧✲
s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ✐♠ ❙②st❡♠ s♦✇✐❡ ❞❡r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●❡✲
❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥✳

✷✳✸ ❑❡♥♥❣röÿ❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❱❛r✐❛t♦r

❩✉r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ❱❛r✐❛t♦rs ❜❡❞❛r❢ ❡s ❞❡r ●röÿ❡♥✿ ▲❡✐st✉♥❣✱ ❉r❡❤③❛❤❧ ✉♥❞ ❞❡♥
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡♥ ✐♠ ❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥✳
❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s❦❡♥♥❣röÿ❡♥ s✐♥❞ ❛✉s ❞❡♠ ❆♥tr✐❡❜sstr❛♥❣ ❡✐♥❡s ❇❧❛❝❦ ❍❛✇❦
❯❍✲✻✵❆✿

❼ ❚✉r❜✐♥❡♥❡✐♥❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✐♠ ❈❙✿ PT = 2302 ❦❲

❼ ❊✐♥❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ✐♠ ❈❙✿ ωCS,an = 5563.2 ❯✴♠✐♥

❼ ❡rst❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r P✉♥❦t✿ iB = 3.4

❼ ❙♣r❡✐③✉♥❣✿ ϕ = 1.5

❼ ③✇❡✐t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r P✉♥❦t✿ iB ∗ ϕ = 5.1

✷✾
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❑❡♥♥❞❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ❉ ✈❡r✲
✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✳✶ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♠ ❱❛r✐❛t♦r ♥✉r ✈♦♥
❞❡r ●❡s❛♠tü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✐✱ ❞❡r ●r✉♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✐♠ ❡rst❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t iB
s♦✇✐❡ ❞❡r ❙♣r❡✐③✉♥❣ ϕ ✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ PT ✐♠ ❈❙ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st ❬✶✵❪✳ ❊s s❡✐
❛♥❣❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss tr♦t③ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉✮ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✷✳✶✶ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✳ ■♠ ❱❛r✐❛t✐♦♥s♣❢❛❞ ❡r❢♦❧❣t ❦❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡s♣❡✐❝❤❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛✲
♠✐t ✐st ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜tr✐❡❜ ✐♠♠❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✳✷
❬✶✵❪✳ ■♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ ◆✉❧❧✲❉✉r❝❤❣❛♥❣✱ s✐❡❤❡ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ❧✐♥❦s ♦❜❡♥ ✷✳✶✶✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡ ✇✐r❞ ❛✉❢
❞❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✶✳✷ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛❧❧❡✐st✉♥❣ ✐♠ ❱❛r✐❛t♦r
❛♥♥ä❤❡r♥❞ PV max = 198 ❦❲✳

Pan =
PT ∗ (i− iB ∗ ϕ) ∗ (iB − i)

iB ∗ i ∗ (ϕ− 1)
✭✷✳✸✳✶✮

Pab = −Pan ✭✷✳✸✳✷✮

❉✐❡ ❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❱❛r✐❛t♦rs ✐st ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❞❡r
❊✐♥❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ωCS,an ✈♦♠ ❈❙✱ s♦✇✐❡ ❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐✱ iB ✉♥❞ ϕ ❬✶✵❪✳ ❊s
✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ✐♠ ❡rst❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❞✐❡ ❆❜tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ♥✉❧❧ ✐st
✉♥❞ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ♥✉❧❧ ✐st✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
r❡❝❤ts ♦❜❡♥ ✷✳✶✶

ωan =
i ∗ ωCS,an − iB ∗ ωCS,an ∗ ϕ

i− iB ∗ i ∗ ϕ
✭✷✳✸✳✸✮

ωab =
iB ∗ ωCS,an − i ∗ ωCS,an

i ∗ (iB − 1)
✭✷✳✸✳✹✮

❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❉r❡❤♠♦♠❡♥t❡ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥ ✈♦♥ ▲❡✐st✉♥❣ ✉♥❞
❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❧✐♥❦s ✉♥t❡♥ ✷✳✶✶ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ✐♠
❡rst❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❞❛s ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤♠♦♠❡♥t ♥✉❧❧ ✐st✱ ❞❛ ❤✐❡r ❦❡✐♥❡ ▲❡✐st✉♥❣
✇✐r❦t✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ✐st ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❞❛s ❆❜tr✐❡❜s❞r❡❤♠♦♠❡♥t ♥✉❧❧✳
■♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ✈♦♥ ✐❂✹ ❦r❡✉③❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡r❛❞❡♥✱ ✇❛s s✐❝❤ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛t♦rü❜❡r✲
s❡t③✉♥❣ ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧t✱ ❞❛ ❡s ❤✐❡r ③✉♠ ❲❡❝❤s❡❧ ✈♦♥ i > 1 ③✉ i < 1 ❦♦♠♠t✳

Man =
Pan
ωan

✭✷✳✸✳✺✮

Mab =
Pab
ωab

✭✷✳✸✳✻✮

❉✐❡ ❣❡❢♦r❞❡rt❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♠ ❱❛r✐❛t♦r ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❆♥✲ ✉♥❞
❆❜tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣❡❜✐❧❞❡t✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✳✼✳ ■♠ ❡rst❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐✲
s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❞r❡❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✇❡❧❧❡✱ ❛❜❡r ❞❡r ❆❜tr✐❡❜ st❡❤t st✐❧❧ ✉♥❞ ❞✐❡ Ü❜❡r✲
s❡t③✉♥❣ ✇✐r❞ ∞✳ ■♠ ③✇❡✐t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❉❡r
❆♥tr✐❡❜ st❡❤t st✐❧❧ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜tr✐❡❜ ❞r❡❤t s✐❝❤✱ ✇♦♠✐t ❞✐❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ 0 ✇✐r❞✳ ■♥
❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✶ r❡❝❤ts ✉♥t❡♥ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡s ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡
✈♦♠ P✉♥❦t i = 4 ③✉♠ ❲❡❝❤s❡❧ ✈♦♥ ❞❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✐♥s ❧❛♥❣s❛♠❡ i > 1✱ ③✉r Ü❜❡r✲
s❡t③✉♥❣ ✐♥s s❝❤♥❡❧❧❡ i < 1 ❦♦♠♠t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❜❡ss❡r❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞
❞✐❡ ❖r❞✐♥❛t❡♥✲❆❝❤s❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t✱ ❛♥s♦♥st❡♥ ✇är❡ ❡✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❣❡❣❡♥
✉♥❡♥❞❧✐❝❤✳

✸✵
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

iV ariator =
ωan
ωab

✭✷✳✸✳✼✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✶✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣s✲✱ ❉r❡❤③❛❤❧✲ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t❡✲ ✉♥❞ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✲
✈❡r❧❛✉❢ ü❜❡r ❞✐❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡♥

✷✳✹ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡s iGes

❲✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✳✸ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❜❡s✐t③t ❞❛s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✲
❜❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ∞ ≥ i ≥ 1 ❬✶✺❪✳ ❉❛♠✐t ❥❡t③t ❞❡r ❣❡❢♦r❞❡rt❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✈♦♥
∞ ≥ iGes ≥ 0 ❛❜❣❡❞❡❝❦t ✇✐r❞✱ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❞❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡✲
tr✐❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡♥tr❛❧rä❞❡r ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✷ ③❡✐❣t
❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ✐♥ ❙❝❤♥✐tt❞❛rst❡❧❧✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ❆ ✉♥❞ ❇ ♠✐tt❡❧s
❙②st❡♠❣r❡♥③❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r ❆♥tr✐❡❜ ❡r❢♦❧❣t ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ✭❙②st❡♠
❆✮✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ✭❆✶✮ ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥✲
▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❛♥tr❡✐❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣sü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ tr❡✐❜❡♥
❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✭❆✷✮ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ✭❆✸✮ ❛♥✳ ❉❛s ●❡tr✐❡❜❡ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡
✭❙②st❡♠ ❇✮ ✇✐r❞ ❥❡t③t ✉♠❣❡❞r❡❤t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❞❡♥ ❆♥tr✐❡❜ ✭❇✸✮ ü❜❡r✲
♥✐♠♠t ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✭❇✷✮ ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈❡rs❡t③❡♥✳ ❉✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r
✇✐❡❞❡r✉♠ tr❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ✭❇✶✮ ❛♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞❡r ❆❜tr✐❡❜ r❡❛✲
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❧✐s✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣st❡✉❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡♥
✈♦♥ a1 ✭❙②st❡♠ ❆✮ ✉♥❞ b1 ✭❙②st❡♠ ❇✮✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✷✳ ❋✉♥❦t✐♦♥ss❝❤❛❧t❜✐❧❞ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡♥ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡♥

❉❡r ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ r❡❝❤ts ✉♥t❡♥ ✷✳✶✶ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡s✐t③t
❢ü♥❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙③❡♥❛r✐❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡♥ ❜❡✇❡r❦✲
st❡❧❧✐❣t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❢ü♥❢ ❡✐♥tr❡✛❡♥❞❡♥ ❙③❡♥❛r✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✷ ♠✐t ❞❡♥
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡♥✱ s♦✇✐❡ ❡rr❡✐❝❤❜❛r❡♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡r ❡rst❡
❋❛❧❧ tr✐✛t ❛✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ③✉✳ ❉❛♠✐t ❞✐❡ ●❡s❛♠tü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥
iGes = ∞ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✱ ✐st ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧st❡❧❧✉♥❣ a1 = 0 ✉♥❞ b1 = b1,max✳ ■♠ ③✇❡✐t❡♥
❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧ ✈♦♠ ❙②st❡♠ ❆ ③✇✐s❝❤❡♥ 0 > a1 > a1,max ✈❛r✐✐❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞
b1 = b1,max ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✳ ❉❡r ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ●❡s❛♠tü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ iGes = 1
✭❋❛❧❧ ❞r❡✐✮ ✇✐r❞ ❛♥♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ♠✐t ❞❡♥ ❑✉r❜❡❧st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❡rr❡✐❝❤t✱ ✇♦ ❜❡✐❞❡ ❑✉r✲
❜❡❧❧ä♥❣❡♥ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ▲ä♥❣❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❋ä❧❧❡ ✈✐❡r ✉♥❞ ❢ü♥❢ ❜❧❡✐❜t ❞❛s
❙②st❡♠ ❆ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ✉♥❞ ❙②st❡♠ ❇ ✈❛r✐✐❡rt ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑✉r❜❡❧ b1✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠t✲
ü❜❡rs❡t③✉♥❣ iGes ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❞✉r❝❤ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ✈♦♥ iA ✉♥❞ iB ❣❡❜✐❧❞❡t✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✷✳ ❊r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡ ❑✉r❜❡❧st❡❧❧✉♥❣ a1 ✉♥❞ b1 ③✉♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ●❡✲
s❛♠tü❜❡rs❡t③✉♥❣ iGes

✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮
❑✉r❜❡❧st❡❧❧✉♥❣ a1 = 0 0 > a1 > a1,max a1 = a1,max a1 = a1,max a1 = a1,max

b1 = b1,max b1 = b1,max b1 = b1,max b1,max > b1 > 0 b1 = 0
iA = ∞ ∞ > iA > 1 iA = 1 iA = 1 iA = 1

Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ iB = 1 iB = 1 iB = 1 1 > iB > 0 iB = 0
iGes = ∞ ∞ > iGes > 1 iGes = 1 1 > iGes > 0 iGes = 0

❉✐❡s❡r ❛♥❣❡str❡❜t❡ ▲ös✉♥❣s✈❡rs✉❝❤✱ ✐♥❞❡♠ ③✇❡✐ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ü❜❡r ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞
✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✈♦♥∞ ≥ iGes ≥ 0 ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ✐st
♥✐❝❤t r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ iGes < 1 ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣
♠✐t ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❇ ♥✐❝❤t r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❧✐❡❣t ✐♥ ❞❡r ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥
●❡❣❡❜❡♥❤❡✐t ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢ s✐❝❤ ❞❛✉❡r❤❛❢t ö✛♥❡t ♦❞❡r ❜❧♦❝❦✐❡rt✳
■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸ ✇✐r❞ ❞❛r❛✉❢ ♥ä❤❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

✷✳✺ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣

❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡s ❑r✐t❡r✐✉♠ ✐♥ ❞❡r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ❱❛r✐❛t♦rs ✐st ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥✲
❦✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ s♦❧❧ s♦ ❣❡r✐♥❣ ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ s❡✐♥✳ ❉❡r ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❋❛❦t♦r ✐st ❡✐♥❡ ❤♦❤❡
❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❦♦♥③❡♥tr✐s❝❤ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✷✳✶✸✳ ❙✐♥❞ ●❡st❡❧❧❧ä♥❣❡ ❞ ✉♥❞ ❙t✐r♥r❛❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ iSt ❜❡❦❛♥♥t✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤
❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✺✳✶✮✱ ✭✷✳✺✳✷✮ ✉♥❞ ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ r2 = iSt ∗ r1 ❞✐❡
♠ö❣❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✷✳✺✳✸✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r
❙t✐r♥r❛❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ iSt ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳

❲✐r❞ ❥❡t③t ♥✉r ❙②st❡♠ ❆✱ s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✹✱ ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡s❛♠tü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥
iGes = 1 ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s♦ ❧✐❡❢❡rt ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥✲▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ♠✐t ❞❡♠ ♠❛①✐♠❛✲
❧❡♥ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ψ0 = 120◦ ❡✐♥❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r i = 1.25✳
❋ür ❡✐♥❡ ●❡s❛♠tü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ iGes = 1 ❜❡❞❛r❢ ❡s s♦♠✐t ❡✐♥❡r ❙t✐r♥r❛❞st✉❢❡♥✲
Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ iSt = 0.8✳ ❉❛❜❡✐ st❡❧❧t ❞❛s P❧❛♥❡t❡♥r❛❞ ❞❡♥ ❆♥tr✐❡❜ ✉♥❞ ❞❛s ❩❡♥✲
tr❛❧r❛❞ ❞❡♥ ❆❜tr✐❡❜ ❞❛r✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✸✳ ❑♦♥③❡♥tr✐s❝❤❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞

sin
(α
2

)
=

(
r1
r1+2

)
⇒ α = 2 ∗ arcsin

(
r1

r1 + r2

)
✭✷✳✺✳✶✮

nα = 360◦ ⇒ n =
360◦

α
✭✷✳✺✳✷✮

n =
360◦

2 ∗ arcsin
(

1

iSt+1

) ✭✷✳✺✳✸✮

❉✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✸ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙t✐r♥r❛❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥
iSt = 0.7 ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❢ü♥❢ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❑♦♣♣❡❧❣❡tr✐❡❜❡♥ ✉♠ ❞❛s ❙❛♠♠❡❧r❛❞
♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ s❡❝❤s ❑♦♣♣❡❧❣❡tr✐❡❜❡♥ ❜❡✐ iSt = 1 ❜❡♥öt✐❣t
❡✐♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ψ0 = 180◦✱ ✇❛s ♥✐❝❤t ✉♠s❡t③❜❛r ✐st✳ ❉✐❡ ❣❡❢♦r❞❡rt❡ ❙t✐r♥✲
r❛❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ iSt = 0.8 ❦❛♥♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ❝✐r❝❛ ψ0 = 120◦
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

✉♠❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❢ü♥❢ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t
✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s s✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s ❛✉s✇✐r❦t✳ ▼✐t
st❡✐❣❡♥❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r st❡✐❣t ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡s❛♠t♠❛ss❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢✲
❣❡tr✐❡❜❡s✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✸✳ ▼❛①✐♠❛❧❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦♣♣❡❧❣❡tr✐❡❜❡♥ ✭♥✮ ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞✱ ✐♥ ❆❜❤ä♥✲
❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❙t✐r♥r❛❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ iSt

iSt ♥
✵✳✼ ✹✳✾✾
✵✳✽ ✺✳✸✸
✵✳✾ ✺✳✻✻
✶ ✻
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❑❛♣✐t❡❧ ✸

●❡tr✐❡❜❡❜❡r❡❝❤♥✉♥❣

❆✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣❡♥ ③✉♠ ●❡tr✐❡❜❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❋ür ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❛s
❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ✈❡r✇✐❡s❡♥ ✉♥❞ ✉♠ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❢ü♥❢
P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t✱ s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✺✳
■♠ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✲▼♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t✱
✇❡❧❝❤❡ ❆✉❢s❝❤❧✉ss ü❜❡r ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❛♠ ❆❜tr✐❡❜ ❧✐❡❢❡r♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡✲
r❡♥ ✇✐r❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✈♦♥ ✇❡❧❝❤❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳
❉❛s ❑✐♥❡t✐❦✲▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡♥t ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●❡✲
❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ✇✐r❞ ❞❡ss❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣
❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡
✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ▼❛ss❡♥❛❜✲
s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❙t✐r♥rä❞❡r ♠✐tt❡❧s ❞❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ❑■❙❙s♦❢t✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s✱ ❞❛s ❤♦❤❡ ❆♥✲
tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t Man ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡♠ ✈♦r✲ ✉♥❞ ♥❛❝❤❣❡s❝❤❛❧t❡t❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠
❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ❡r❤ö❤t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s ✇✐r❦t
s✐❝❤ ❣ü♥st✐❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❩❛❤♥❢✉ÿ✲ ✉♥❞ ❩❛❤♥✢❛♥❦❡♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉s ✉♥❞ ❞❡r ❆❝❤s❛❜st❛♥❞
❦❛♥♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t s♦❧❧ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡♥r❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙t✐r♥rä❞❡r ❡rr❡✐❝❤t
✇❡r❞❡♥✳

✸✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✲▼♦❞❡❧❧

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✱ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❛♠ ❆❜tr✐❡❜ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳
❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ ③❡✐❣t ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✳ ❉✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✲
❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q ✐st ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛❧❧❡r ●❧✐❡❞❡r ❞❡✲
✜♥✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❡r ❲✐♥❦❡❧ γ s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●röÿ❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ γ = π−(α+β)✱
✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❉r❡❤s✐♥♥ ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ q ✉♥❞ γ ✐st ❞❛❜❡✐ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♣♦s✐t✐✈✳
❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ❜✐s ✭✸✳✶✳✸✮ ❧✐❡❢❡r♥ ❞✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❩✉✲
s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ✉♠ ❞❡♥ ❣❡s✉❝❤t❡♥ ❆❜tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧ γ✱ ✇❡❧❝❤❡r ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s❦♦✲
♦r❞✐♥❛t❡ q ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✱ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

e2 = a2 + d2 − 2 ∗ a ∗ d ∗ cos(q) ✭✸✳✶✳✶✮

e

sin(q)
=

a

sin(α)
⇒ α = arcsin

(
a ∗ sin(q)

e

)
✭✸✳✶✳✷✮

✸✺
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❦✲▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡

b2 = e2 + c2 − 2 ∗ e ∗ c ∗ cos(β) ⇒ β = arccos

(
e2 + c2 − b2

2 ∗ e ∗ c

)
✭✸✳✶✳✸✮

γ = π − (α + β) = π − arcsin

(
a ∗ sin(q)√

a2 + d2 − 2 ∗ a ∗ d ∗ cos(q)

)
−

arccos

(
a2 + d2 − 2 ∗ a ∗ d ∗ cos(q) + c2 − b2

2 ∗ c ∗
√
a2 + d2 − 2 ∗ a ∗ d ∗ cos(q)

) ✭✸✳✶✳✹✮

❇❡✐ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✳✹ ❢ür γ ❢ä❧❧t ❞❡ss❡♥ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ❛✉❢✳
❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ♠✉ss ❣❡❧t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t✱ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ q✱ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
③✐❡rt ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇ ✐st✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✳✺✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ γ✱ ❡r❢♦❧❣t ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ ♥❛❝❤ q ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ♥✉♠❡r✐s❝❤✳

γ̇ =
dγ

dt
=

dγ

dq
· q̇ = γ′ · q̇ ✭✸✳✶✳✺✮

P❛r❛❧❧❡❧ ❞❛③✉ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ γ̈ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✳✻

γ̈ =
dγ̇

dt
= γ′′ · q̇2 + γ′ · q̈ ✭✸✳✶✳✻✮

❉✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥✲❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇✱ ✐st s♦♠✐t ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ❛❜✲
❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇ ✉♥❞ ❞❡♥ ✈✐❡r ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ❞❡r ❑✉r✲
❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✳

▼✐t ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥✱ s♦✇✐❡ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉r❡❤✲
③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ✐♠ ❙②st❡♠ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❧✐♥❦❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r

✸✻
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ωan = 20 r❛❞✴s✱ ❢ür ❡✐♥❡ ❆♥tr✐❡❜s✲P❡r✐♦❞❡✳ ❉✐❡ s❝❤✇❛r③ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡
✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✱ ❞✐❡ ü❜❡r❧❛❣❡rt❡ ❉r❡❤③❛❤❧ ✈♦♥ ❞❡♥ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✳ ▲✐♥❦❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ü❜❡r
❡✐♥❡ P❡r✐♦❞❡✳ ❘❡❝❤t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r

■♥ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷ ✇✐r❞ ♥✉r ❞✐❡ ü❜❡r❧❛❣❡rt❡ ❉r❡❤③❛❤❧ ❛♥ ❞❡♥ P❧❛♥❡t❡♥rä✲
❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛ ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ü❜❡r ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ✐♠ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡♥ ❊✐♥❣r✐✛
st❡❤❡♥✱ ❜❡s✐t③❡♥ s✐❡ st❡ts ❞✐❡s❡❧❜❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r
❊①tr❡♠✇❡rt❡✱ ✈♦♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ❜❡st✐♠♠t✱ s♦ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ❡✐♥❡ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ✈♦♥ ❝✐r❝❛ 5%✳
❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❤❛t✱
s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡♥ ❉♦♣♣❡❧❡①③❡♥t❡r ✈❛r✐✐❡rt ✇✐r❞✱ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳
❙♦ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣✱ ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ωan = 20 r❛❞✴s✱ ♠✐t ❞❡r ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡ ♥✐❝❤t ❧✐♥❡❛r✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✳
❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡ ✈♦♥ a = 42 ♠♠ ❡rr❡✐❝❤t ✉♥❞
❜❡trä❣t ❝✐r❝❛ 8.1%✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✳ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧✱ ❜❡✐ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡r
❑✉r❜❡❧❧ä♥❣❡

✸✼
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

✸✳✷ ❑✐♥❡t✐❦✲▼♦❞❡❧❧

❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❑✐♥❡t✐❦ ✇✐r❞ ❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❊rs❛t③♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡rst❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ❣❡③❡✐❣t✳ ❊s ✇✐r❞ ❞✐❡
❆♥♥❛❤♠❡ ❣❡tr♦✛❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡s ❆♥tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t Man ❛♥ ❞❡r ❑✉r❜❡❧ ✇✐r❦t
✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ s✐❝❤ ❡✐♥ ❘♦t❛t✐♦♥s✲❉ä♠♣❢❡r ❜❡✜♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡r ❉ä♠♣❢❡r ❞✐❡♥t ❞❛✲
③✉✱ ❞❛ss ❞❛s ❙②st❡♠ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❍♦❝❤❢❛❤r❡♥ ❛✉s ❞❡r ❘✉❤❡ ❡✐♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞
❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ▲ös❡♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤
✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇(t) ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❊rst ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❜❡✲
❦❛♥♥t❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ q̇(t) ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡
❩❡✐t ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ❣❡❧✲
t❡♥ ❢ür ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ✇❡❧❝❤❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❆♥tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥
❩✉st❛♥❞ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ♥✐❝❤t ❞❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❞❡s
❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡♥❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ③✉♠ ❜❡ss❡r❡♥ ❱❡rstä♥❞♥✐s✱ ✇✐❡ s✐❝❤
❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤
❦❛♥♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✶ ❞❛s ✐♥ ❙✐♠♣❛❝❦ ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✸✳✷✳✶ ❆♥♥❛❤♠❡♥

❉✐❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ♣❂✸ ❙t❛rr❦ör♣❡r♥ ✭❑✉r❜❡❧✱ ❑♦♣♣❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡✮✱
✇❡❧❝❤❡ ❣❡❧❡♥❦✐❣ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts✲
❣r❛❞✳ ▼✐t ❞❡♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ q✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❛rst❡❧❧t✱
s✐♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡r ●❧✐❡❞❡r ❞❡✜♥✐❡rt✳ ▼✐t ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❡❜❡♥❡♥ ❊✐♥✲
❢r❡✐❤❡✐ts♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s k = 3 ∗ p− 1 ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛❝❤t ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡✳ ❉❡r ▲❛❣❡✈❡❦t♦r✱
s♦✇✐❡ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❡①♣❧✐③✐t❡r ❉❛r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ❬✷✻❪✳
❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ◆❡✇t♦♥✲❊✉❧❡r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❣❡✲
s❛♠t❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s✳ ❩✉r ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡✱ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❛s ❞✬ ❆❧❡♠❜❡rt✲
s❝❤❡ Pr✐♥③✐♣ ③✉rü❝❦❣❡❣r✐✛❡♥✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❛❧❧❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♠
❙②st❡♠ ♥✉❧❧✳ ❋ür ❞❛s ❙②st❡♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥❣❡♣rä❣t❡♥ ❩✉stä♥❞❡✱ ✇✐❡ ❆♥tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t
❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡✱ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ✉♥❞ ✈❡rt✐❦❛❧❡♥ ❑rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥✳ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❍❡r❛♥❣❡✲
❤❡♥s✇❡✐s❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷✱ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s ❙❦r✐♣t✉♠ ▼❛s❝❤✐♥❡♥❞②♥❛♠✐❦
✈♦♥ Pr♦❢❡ss♦r ❊❝❦❡r✳ ❋ür ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ❊r❦❧är✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t❡r
▲ös✉♥❣s❛♥sät③❡ ✇✐r❞ ❞❛r❛✉❢ ✈❡r✇✐❡s❡♥ ❬✷✻❪✳
❋ür ❞✐❡ ❡✐♥❣❡♣rä❣t❡♥ ❑rä❢t❡ ✉♥❞ ▼♦♠❡♥t❡ ✇✐r❞ ❞❛s ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤♠♦♠❡♥t ♠✐tMan =
4Nm ❛❧s ❦♦♥st❛♥t ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉❛s ❆❜tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ✐♥ P✉♥❦t ❉ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s
❞❡r ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❘♦t❛t✐♦♥s✲❉ä♠♣❢❡r❦♦♥st❛♥t❡ ❦✱ s♦✇✐❡ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ γ̇✱ ③✉ Mab(t, q, q̇) = k ∗ γ̇✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇✱ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ♠✐t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✳✺ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉✐❡
❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ✈♦♠ ❘♦t❛t✐♦♥s❞ä♠♣❢❡r ❜❡trä❣t kDaempfer = 0.1 ◆♠s ✉♥❞ ❞✐❡
❋❛❧❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✇✐r❞ ♠✐t g = 9.81ms2 ❞❡✜♥✐❡rt✳
❋ür ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡ ✇✐❡ ❑✉r❜❡❧✱ ❑♦♣✲
♣❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❛❧s ❙t❛❜❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉s ❙t❛❤❧ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ♠✐t ❞❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ●❧✐❡❞✲
❧ä♥❣❡♥ a = 60mm✱ b = 197mm✱ c = 69, 5mm✱ d = 200mm✱ ❡✐♥❡♥ ❙t❛♥❣❡♥✲
r❛❞✐✉s ✈♦♥ rZ = 5mm✱ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ✈♦♥ ̺ = 7850kg/m3 ✉♥❞ ❞❡♠ ▼❛ss❡♥trä❣✲

✸✽
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❊✐♥❣❡♣rä❣t❡ ❑ä❢t❡
Manq, q̇, t) ✳✳✳ ❆♥tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t
Mab(q, q̇, t) ✳✳✳ ❆❜tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t
mi ∗ g ✳✳✳ ●❡✇✐❝❤t❡ ❞❡r ●❧✐❡❞❡r

❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡
Ax, Ay ✳✳✳ ▲❛❣❡rr❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐♠ P✉♥❦t ❆
Bx, By ✳✳✳ ▲❛❣❡rr❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐♠ P✉♥❦t ❇
Cx, Cy ✳✳✳ ▲❛❣❡rr❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐♠ P✉♥❦t ❈
Dx, Dy ✳✳✳ ▲❛❣❡rr❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✐♠ P✉♥❦t ❉

❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ✉♠ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ISi✳ ❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t
mi = r2Z ∗ π ∗ li ∗ ̺ ✉♥❞ ❢ür ❞❛s ▼❛ss❡♥trä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t ✉♠ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❞❡s

❑ör♣❡rs ❣✐❧t ISi =
mi∗r

2
Z

4
+

mi∗l
2
i

12
✳

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ■❞❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❣❡tr♦✛❡♥✿

❼ ❉✐❡ ❇❛✉t❡✐❧❡ ❑✉r❜❡❧✱ ❑♦♣♣❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s st❛rr❡ ❑ör♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳
❙♦♠✐t ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❡❜❡♥❡r ❙t❛rr❦ör♣❡r♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ✈♦r

❼ ❉✐❡ ❡✐♥❣❡♣rä❣t❡♥ ❑rä❢t❡ ✉♥❞ ▼♦♠❡♥t❡ s✐♥❞ ✐♥ ✐❤r❡♠ ❩❡✐t✈❡r❧❛✉❢ ❜❡❦❛♥♥t

❼ ❆❧❧❡ ●❡❧❡♥❦❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s s♣✐❡❧❢r❡✐ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥

❼ ❘❡✐❜✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦❡♥ ✇✐r❞ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t

✸✳✷✳✷ ❍❡r❧❡✐t❡♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❉❛s ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ●❡✲
❧❡♥❦s❦rä❢t❡✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡❞❛r❢ ❡s ③✉❡rst ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ❙②st❡♠✱
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ q(t) ✉♥❞ q̇(t) ❧✐❡❢❡rt✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❆♥❧❛✉❢✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ✐♥st❛t✐♦♥är❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❧❛✉✲
❢✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
❋ür ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ▲❛❣❡✈❡❦t♦rs ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ✭✸✳✷✳✶✮ ❜✐s
✭✸✳✷✳✸✮ ❜❡♥öt✐❣t✳

sin(γ) =
a ∗ sin(q)

h
⇒ h =

a ∗ sin(q)

sin(γ)
=

a ∗ sin(q)

sin(α + β)
✭✸✳✷✳✶✮

f 2 = e2 + h2 − 2 ∗ e ∗ h ∗ cos(β) ✭✸✳✷✳✷✮

(c− h)2 = b2 + f 2 − 2 ∗ b ∗ f ∗ cos(ϕ) ⇒ cos(ϕ) =

(
b2 + f 2 − (c− h)2

2 ∗ b ∗ f

)
✭✸✳✷✳✸✮

❉❡r ❣❧♦❜❛❧❡ ▲❛❣❡✈❡❦t♦r ❜❡s✐t③t ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 3p × 1 = (9 × 1) ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❛✉s ❞❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉✐❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❣❧♦❜❛❧❡♥ ▲❛❣❡✈❡❦t♦rs ✐st ✐♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✳✹ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❡r ❑✉r❜❡❧❞r❡❤✇✐♥❦❡❧ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❛❧s ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡
q ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ✐st ♥✐❝❤t ❜❡s❝❤rä♥❦t✳

✸✾
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❑✐♥❡t✐❦✲▼♦❞❡❧❧s

~r = ~h(q) =




xS1
yS1
ϕ1

xS2
yS2
ϕ2

xS3
yS3
ϕ3




=




r1 ∗ cos(q)
r1 ∗ sin(q)

q
r2 ∗ cos(ϕ) + a ∗ cos(q)
r2 ∗ sin(ϕ) + a ∗ sin(q)

ϕ
r3 ∗ cos(γ) + d
r3 ∗ sin(γ)

γ




✭✸✳✷✳✹✮

❉❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✭✸✳✷✳✻✮ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✷✳✺

~h′(q) =
d~h

dq

~h′′(q) =
d2~h

dq2

✭✸✳✷✳✺✮

③✉

~̇r = ~h′(q) · q̇

~̈r = ~h′′(q) · q̇2 + ~h′(q) · q̈
✭✸✳✷✳✻✮

❉✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ▼❛ss❡♥♠❛tr✐① ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼❛ss❡♥ ✉♥❞
▼❛ss❡♥trä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t❡♥ ✐♥ ❉✐❛❣♦♥❛❧❢♦r♠ ❛✉❢❣❡❢ü❧❧t✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✳✼✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

✭✸✳✷✳✼✮✳

▼ =



▼1 0 0
0 ▼2 0
0 0 ▼3


 =




m1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 m1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 IS1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 m2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 m2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 IS2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 m3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 m3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 IS3




✭✸✳✷✳✼✮

❉❡r ❣❧♦❜❛❧❡ ❱❡❦t♦r ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥❣❡♣rä❣t❡♥ ❑rä❢t❡ ✉♥❞ ▼♦♠❡♥t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠✐t ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✸✳✹ ③✉ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✳✽✳

~FE =




0
−m1 ∗ g
Man

0
−m2 ∗ g

0
0

−m3 ∗ g
−Mab




✭✸✳✷✳✽✮

❉❛s ❆❜tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ✐♠ P✉♥❦t ❉ ✇✐r❞ ✐♠ ❡✐♥❣❡♣rä❣t❡♥ ❑r❛❢t✈❡❦t♦r ♥❡❣❛t✐✈ ❞❡✜✲
♥✐❡rt✳

❉❛s ❆✉❢st❡❧❧❡♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ ❙②st❡♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞✱
❡r❢♦❧❣t ♥❛❝❤ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✳✾

Θ(q) · q̈ +
1

2
Θ′(q) · q̇2 = QE(q, q̇, t) ✭✸✳✷✳✾✮

♠✐t ❞❡r ●❡tr✐❡❜❡❢✉♥❦t✐♦♥ Θ(q)✱ s♦✇✐❡ ❞❡ss❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ q ✉♥❞ ❞❡♠ ❣❡♥❡r❛❧✐✲
s✐❡rt❡♥ ▼♦♠❡♥t QE✱ s✐❡❤❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✷✳✶✵✳

Θ(q) = ~h′T ·M · ~h′

Θ′(q) =
dΘ

dq

QE = ~h′T · ~FE

✭✸✳✷✳✶✵✮

■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ❞✐❡s❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
♠✐t ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❡❧❡♠❡♥t❛r
❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❧ös❜❛r ✐st✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ♠✐tt❡❧s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♠ ▲ös✉♥❣s✲
✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡❧öst✳ ❉❛❢ür ✇✐r❞ ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r ~s ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ~̇s
❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇♦♠✐t ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ✶✳ ❖r❞♥✉♥❣ ❣❡❜r❛❝❤t ✉♥❞
❞❡r ●r❛❞ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♠ ❡✐♥s r❡❞✉③✐❡rt ✇✐r❞✳

q̈ =
QE − 1

2
Θ′ · q̇2

Θ
✭✸✳✷✳✶✶✮

✹✶
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

~s =

(
s1
s2

)
=

(
q
q̇

)
✭✸✳✷✳✶✷✮

d~s

dt
= ~̇s =

(
ṡ1
ṡ2

)
=

(
q̇
q̈

)
=

(
s2
q̈

)
=

(
s2

QE
−

1
2
Θ′s22

Θ

)
✭✸✳✷✳✶✸✮

❉❛s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ~̇s ✇✐r❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ♠✐tt❡❧s ❞❡♠ ♦❞❡✹✺✲
s♦❧✈❡r ✭❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥✮ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐♥ ▼❛t❧❛❜
❣❡❧öst✳ ▼✐t ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ q = 0 ✉♥❞ q̇ = 0✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛✉s ❞❡♠
❘✉❤❡③✉st❛♥❞ ❛♥❣❡❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ s❝❤✇✐♥❣t s✐❝❤ ✉♠ ❞❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥✳

✸✳✷✳✸ ▲ös❡♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❣❡❧öst❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✳✾ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑✉r❜❡❧✲
s❝❤✇✐♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇(t)✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❛s ❆♥❢❛❤r✈❡r❤❛❧t❡♥
❛✉s ❞❡♠ ❙t✐❧❧st❛♥❞✱ s♦✇✐❡ ❞❡r s♣ät❡r❡ s✐❝❤ ❡✐♥st❡❧❧❡♥❞❡ st❛t✐♦♥är❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❡rs✐❝❤t✲
❧✐❝❤✳ ◆❛❝❤ ❦✉r③❡♠ ❤♦❝❤❢❛❤r❡♥✱ ✇✐r❞ ❜❡r❡✐ts ❞❡r st❛t✐♦♥är❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞ ♠✐t
❞❡r ❩❡✐t♣❡r✐♦❞❡ ❚❂✵✳✵✼✺ s ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❛♠✐t ❞❛s ❙②st❡♠ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❆♥✲
tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ❡✐♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❡rr❡✐❝❤t✱ ✉♥t❡r❧✐❡❣t q̇(t) ❤♦❤❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥✲
❣❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥
❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✳ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇(t) ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❆♥tr✐❡❜s✲
♠♦♠❡♥t

✸✳✷✳✹ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡

❋ür ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ❞r❡✐ ●❧✐❡❞❡r♥ ♣❂✸ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞✱ ❡r❣❡❜❡♥
s✐❝❤ ♠✐t k = 3 ∗ p− 1 = 8 ✐♠ ❙②st❡♠ ✽ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡

✹✷
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥ ❜❧❛✉ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ❞❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡♥
✭❜❧❛✉✮ ✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥

❉❡r ❣❧♦❜❛❧❡ (9× 1) ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡❦t♦r ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ③✉ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✸✳✷✳✶✹

~FZ(q) =



~F1

Z

~F2

Z

~F3

Z


 =




~F1x
Z

~F1y
Z

~MS1
Z

~F2x
Z

~F2y
Z

~MS2
Z

~F3x
Z

~F3y
Z

~MS3
Z




=




Ax −Bx
Ay −By

r1[Ax sin(q)−Ay cos(q)] + (a− r1)[Bx sin(q)−By cos(q)]
Bx − Cx
By − Cy

r2[Bx sin(ϕ)−By cos(ϕ)] + (b− r2)[Cx sin(ϕ)− Cy cos(ϕ)]
Cx −Dx

Cy −Dy

r3[Dy cos(γ)−Dx sin(γ)] + (c− r3)[Cy cos(γ)− Cx sin(γ)]




✭✸✳✷✳✶✹✮

❉❡r ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡❦t♦r ❦❛♥♥ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ ♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡✲
✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✳✶✺✳

~fZ(q) =




Ax
Ay
Bx

By

Cx
Cy
Dx

Dy




✭✸✳✷✳✶✺✮

✹✸
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

▼✐t ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡s ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❩✇❛♥❣s❦r❛❢ts✈❡❦t♦r ~FZ(q) ✉♥❞ ❞❡s ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡♥
❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡❦t♦r ~fZ(q) ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ~FZ = ❩ · ~fZ ✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ (9× 8)✲
❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡rt❡✐❧✉♥❣s♠❛tr✐① Z(q) ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✷✳✶✻✮✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ▼❛tr✐①✲●röÿ❡✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❆❜❦ür③✉♥❣❡♥ s = (a−r1)✱ t = (b−r2) ✉♥❞ u = (c−r3)
❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳

Z(q) =



























1 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 −1 0 0 0 0

r1 sin(q) −r1 cos(q) s ∗ sin(q) −s ∗ cos(q) 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0
0 0 r2 sin(ϕ) −r2 cos(ϕ) t ∗ sin(ϕ) −t ∗ cos(ϕ) 0 0
0 0 0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −u ∗ sin(γ) u ∗ cos(γ) −r3 sin(γ) r3 cos(γ)



























✭✸✳✷✳✶✻✮

❉✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ ~fZ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧❛✉t ✭✸✳✷✳✶✼✮
❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ q(t) ✉♥❞ q̇(t)✳ ❋ür ❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❙②st❡♠♠❛tr✐① N

❣✐❧t N = Z
T
M

−1
Z = N

T ✳ ❉❛s ❆✉✢ös❡♥ ❞❡s ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ♥❛❝❤
~fZ ✐st ♥✉r ♠❡❤r ♥✉♠❡r✐s❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s ▼❛t❧❛❜ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳

~fZ = N
−1 · ZT · ~h′′ · q̇2 −N

−1 · ZT ·M−1 · ~FE ✭✸✳✷✳✶✼✮

❩✉r ❑♦♥tr♦❧❧❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ♠✉ss ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ det(N) 6= 0 ❡r❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st
N ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐t ✉♥❞ s②♠♠❡tr✐s❝❤✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❣✐❧t ❞✐❡ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tätsr❡❧❛t✐♦♥✱
✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ q̈(t) ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡①♣❧✐③✐t ✐♥ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t❡r♠✐tt❧✉♥❣
❡✐♥❣❡❤t✳ ❋ür ❞✐❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tätsr❡❧❛t✐♦♥ ♠✉ss ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ~h′T (q) ·
Z(q) = ~0 ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

✸✳✷✳✺ ▲ös❡♥ ❞❡s ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡❦t♦r ~fZ

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❣❡❧öst❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❩✇❛♥❣s❦r❛❢t✈❡❦✲
t♦rs ~fZ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥✲
❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇(t) ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✮✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❡✐♥ st❛t✐♦♥är❡r ❩✉st❛♥❞
♥❛❝❤ ❞❡♠ ❍♦❝❤✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❡✐♥✳ ❆❧❧❡ ✈✐❡r ●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ❜❡s✐t③❡♥ ❞✐❡ s❡❧✲
❜❡ ❩❡✐t♣❡r✐♦❞❡ ✈♦♥ ❚❂✵✳✵✼✺ s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇(t)
❛✉❢✇❡✐st✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ✈♦♥ q̇(t) ❜❡s✐t③❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡❧❡♥❦s✲
❦rä❢t❡ s♦❧❝❤ ❤♦❤❡ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣s❛♥t❡✐❧❡✳ ❆✉✛❛❧❧❡♥❞ s✐♥❞ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❞❡r
●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ❆ ✉♥❞ ❇ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡♥ ❈ ✉♥❞ ❉✳ ❉✐❡s❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
③❡✐❣❡♥ s♦♠✐t ❞❡♥ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡✲❱❡r❧❛✉❢ ❢ür ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ✇❛s s✐❝❤ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❆♥✲
tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❜❡✜♥❞❡t✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❊r❣❡❜♥✐s✲
s❡ st❛r❦ ✈♦♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❆♥tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t s♦✇✐❡ ❞❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ kDaempfer
❛❜❤ä♥❣✐❣✳

✹✹
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼✳ ❘❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t ♠✐t ▼❛t❧❛❜ ❡r♠✐tt❡❧t

✸✳✸ ▼❛ss❡♥❛❜s❝❤ät③✉♥❣

❩✉r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❤♦❤❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s❞r❡❤♠♦♠❡♥t❡sMan ✐♠ ❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣✱ ✇✐r❞ ❞❡♠
❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ❡✐♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✈♦r✲ ✉♥❞ ♥❛❝❤❣❡s❝❤❛❧t❡t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❜❡✐
❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ❞✐❡ ❊✐♥❣❛♥❣s❞r❡❤③❛❤❧ ③✉♠ ❱❛r✐❛t♦r ✐♥s ❙❝❤♥❡❧❧❡ ✉♥❞ ♥❛❝❤
❞❡♠ ❱❛r✐❛t♦r ✇✐❡❞❡r ✐♥s ▲❛♥❣s❛♠❡ ü❜❡rs❡t③t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❜❡✐♠
❡rst❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❙t❡❣ ✭s✮ ❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜tr✐❡❜ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r
❞❛s ❙♦♥♥❡♥r❛❞ ✭✶✮ ③✉♠ ❱❛r✐❛t♦r✳ ❍✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡✐♠ ③✇❡✐t❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ❡r❢♦❧❣t
❞❡r ❆♥tr✐❡❜ ü❜❡r ❞❛s ❙♦♥♥❡♥r❛❞ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜tr✐❡❜ ü❜❡r ❞❡♥ ❙t❡❣✳ ❉✐❡ ❯♠❧❛✉❢ü❜❡r✲
s❡t③✉♥❣ i1s ✈♦♠ ③✇❡✐t❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡✱ ✐st s♦♠✐t ❞❡r ❑❡❤r✇❡rt ✈♦♥ ❞❡r ❯♠❧❛✉❢✲
ü❜❡rs❡t③✉♥❣ is1 ✈♦♠ ❡rst❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡✳ ❉❛ ❜❡✐❞❡ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡
❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❜❡s✐t③❡♥✱ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❉r❡❤③❛❤❧ä♥❞❡r✉♥❣ ♥✉r ✐♠ ❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽✳ ❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣ ♠✐t ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✭❋▲●✮ ✉♥❞ ✈♦r✲ ✉♥❞ ♥❛❝❤❣❡s❝❤❛❧t❡t❡♠
P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡

❉✐❡ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ i12 ✈♦♠ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✇✐r❞ ❛❧s ◗✉♦t✐❡♥t ✈♦♥ ❙♦♥♥❡♥✲ ✭✶✮
③✉ ❍♦❤❧r❛❞❞r❡❤③❛❤❧ ✭✷✮ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❙t❡❣ ✭s✮ st✐❧❧st❡❤t ✳ ❇❡✐♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ▼✐♥✉s❣❡tr✐❡❜❡✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣
♥❡❣❛t✐✈ ✐st✳ ❉✐❡s r❡s✉❧t✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❍♦❤❧r❛❞ ✐♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♠
❙♦♥♥❡♥r❛❞ ❞r❡❤t ✉♥❞ ❞❡r ❙t❡❣ st✐❧❧st❡❤t ❬✶✽✱ ❙✳✽✽✶❪✳ ❘❡❛❧✐s✐❡r❜❛r❡ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣
✈♦♠ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ s✐♥❞ ✈♦♥ i12 = −11, 3 ❜✐s i12 = −1.4 ❬✶✵✱ ❙✳✸❪✳ ❆❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥
❞❡r ❲❡❧❧❡♥❜❡❧❡❣✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❯♠❧❛✉❢ü❜❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❡rr❡✐❝❤t✳ ●❡♥❡r❡❧❧
✇✐r❞ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❜❡❧❡❣✉♥❣ ♠✐t ❳❨ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❛s ❡✐♥❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ❳ ❛✉❢ ❨
❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛s ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽ ✈♦r❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ❜❡s✐t③t ❞✐❡
❯♠❧❛✉❢ü❜❡rs❡t③✉♥❣ is1✱ ✇❛s ❜❡❞❡✉t❡t✿ ❞❡r ❙t❡❣ ✭s✮ tr❡✐❜t ❛♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ✭✶✮ ✐st
❞❡r ❆❜tr✐❡❜✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❛s ❍♦❤❧r❛❞ st✐❧❧ st❡❤t✳ ❉❛s ♥❛❝❤❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡
✇✐r❞ ❣❡s♣✐❡❣❡❧t ❡✐♥❣❡❜❛✉t ✉♥❞ ❜❡s✐t③t ❞✐❡ ❯♠❧❛✉❢ü❜❡rs❡t③✉♥❣ i1s✳ ❉✐❡ r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r❡♥
Ü❜❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❣❡st❡❧❧t✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶✳ ❲❡❧❧❡♥❜❡❧❡❣✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♠ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❬✷✼✱ ❆r❜❡✐ts❜❧❛tt ✶❪

❲❡❧❧❡♥❜❡❧❡❣✉♥❣
❳❨

❋✉♥❦t✐♦♥ ❩✉♦r❞♥✉♥❣
iXY = f(i12)

Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤
❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❛♠

❙♦♥♥❡♥r❛❞
✶✷ i12 ✲✶✶✱✸ ✲✶✱✹
s✶ is1 =

1

1−i12
✵✱✵✽✶✸ ✵✱✹✶✻ M1 =Man · is1

✶s i1s = 1− i12 ✶✷✱✸ ✷✱✹ M1 =Man · is1 · iV ariator

❉✐❡ ▼❛ss❡♥❛❜s❝❤ät③✉♥❣ ❡✐♥❡s P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡s ❢♦❧❣t ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✸✳✶
❬✶✵✱ ❙✳✽❪ ✉♥❞ ✐st ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ i12 ✉♥❞ ❞❡♠ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❛♠
❙♦♥♥❡♥r❛❞ M1✳

mPG = (a0 + a1 · i12 + a2 · i
2
12) ·M1

a0 = −0.0004038177188

a1 = −0.0004165768445

a2 = 0.0001785895452

✭✸✳✸✳✶✮

❉❡r ❦r✐t✐s❝❤❡ ❋❛❧❧ ❢ür ❞❛s P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡✱ ❧✐❡❣t ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ♥✐❡❞❡r❡♥ ❉r❡❤③❛❤❧
✉♥❞ ❞❡s ❤♦❤❡♥ ❉r❡❤♠♦♠❡♥ts✱ ✇❡❧❝❤❡ ❦✉r③ ♥❛❝❤ ✉♥❞ ✈♦r ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡♥
❧✐❡❣t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✶✳ ❇❡✐♠ ❡rst❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ tr✐tt✱ ❞❡r ❦r✐t✐s❝❤❡ ❇❡r❡✐❝❤
❦✉r③ ✈♦r ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❛✉❢✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❉r❡❤③❛❤❧ ✈♦♥ ωan = 1
❯✴♠✐♥ r❡s✉❧t✐❡rt ❡✐♥ ❆♥tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ✈♦♥Man = 13, 738 ❦◆♠✳ ❉❡r ❦r✐t✐s❝❤❡ ❇❡r❡✐❝❤
✈♦♠ ③✇❡✐t❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡✱ ❧✐❡❣t ❦✉r③ ✈♦r ❞❡♠ ❡rst❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❜❡✐
ωab = 1 ❯✴♠✐♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❆❜tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ✈♦♥Mab = 8, 054 ❦◆♠✳ ❉✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣
❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t❡ M1 ❛♠ ❙♦♥♥❡♥r❛❞✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ❣❡③❡✐❣t✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾ ✭❜❧❛✉❡ ▲✐♥✐❡✮ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✭♠✲
P●✮ ü❜❡r ❞✐❡ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥ ❛♥♥ä❤❡♥❞❡r ❧✐♥❡❛r ❱❡r❧❛✉❢
❡rr❡✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡r ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❛❜♥✐♠♠t✳
❋ür ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❛❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❩❛❤♥rä❞❡r ❛♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❙t✐r♥r❛❞✲
♣❛❛r ✭P❧❛♥❡t❡♥✲ ✉♥❞ ❩❡♥tr❛❧r❛❞✮ ♠✐tt❡❧s ❑■❙❙s♦❢t ❡✐♥❡r ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲❆♥❛❧②s❡ ✉♥t❡r✲
③♦❣❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❡r ❦r✐t✐s❝❤st❡ ❇❡tr✐❡❜s♣✉♥❦t ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✇❡❧❝❤❡r ✇✐❡ ❜❡✐♠ P❧❛♥❡✲
t❡♥❣❡tr✐❡❜❡✱ s✐❝❤ ❦✉r③ ✈♦r ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❉r❡❤③❛❤❧ ✈♦♥
ωan = 1 ❯✴♠✐♥ ✉♥❞ Man = 13, 738 ❦◆♠ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❋ür ❞❛s ❑■❙❙s♦❢t✲▼♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷ ❢❡st❣❡❧❡❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐ts❜❡r❡❝❤♥✉♥❣
❡r❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳
❆♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❋❡✐♥❛✉s❧❡❣✉♥❣s✲❚♦♦❧ ✈♦♥ ❑■❙❙s♦❢t✱ ✇❡r✲
❞❡♥ ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❣❡♥❡✲
r✐❡rt✳ ❏❡♥❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ♠✐t ❞❡r ❣❡r✐♥❣st❡♥ ▼❛ss❡ ✇✐r❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾✳ ▼❛ss❡♥❛❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✭♠✲P●✮ s♦✇✐❡ ❞❡r ❙t✐r♥rä❞❡r
✈♦♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✭♠✲❋▲●✮ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ●❡s❛♠t♠❛ss❡ ✭♠✲●❡s✮

❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷✳ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑■❙❙s♦❢t

❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❛❦t♦r KA : ✶
▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ▲✿ ✺✳✵✵✵ ❤
❩❛❤♥✢❛♥❦❡♥s✐❝❤❡r❤❡✐t SH: ≥ 1, 1
❩❛❤♥❢✉ÿs✐❝❤❡r❤❡✐t SF ≥ 1, 4
❇r❡✐t❡♥✲③✉✲❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐s b

d1
❬✵✱✼✲✵✱✽✽❪

❇r❡✐t❡♥❧❛st❢❛❦t♦r Khβ ≤ 1, 3
❆❝❤s❛❜st❛♥❞ ❛ ✺✵ ♠♠ ✲ ✷✵✵ ♠♠
❊✐♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ α 20◦ − 25◦

❙❝❤♠✐❡r✉♥❣ Ö❧✲❊✐♥s♣r✐t③s❝❤♠✐❡r✉♥❣
❲❡r❦③❡✉❣❜❡③✉❣s♣r♦✜❧ ■❙❖ ✺✸❀ Pr♦✜❧ ❆
❘❡❝❤❡♥♠❡t❤♦❞❡ ■❙❖ ✻✸✸✻✿ ▼❡t❤♦❞❡ ❇
❲❡r❦st♦✛ ✶✽❈r◆✐▼♦✼✲✻ ✭▼◗✮

■♥ ❞❡r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s
❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❙②st❡♠ ❆ ❡r❢♦❧❣t ❞❡r ❆♥tr✐❡❜ ü❜❡r ❞❛s P❧❛♥❡t❡♥r❛❞ ♠✐t
❡✐♥❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ iA = 0.8 ✉♥❞ ❜❡✐♠ ❙②st❡♠ ❇ tr❡✐❜t ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❞❛s P❧❛✲
♥❡t❡♥r❛❞ ♠✐t iB = 1.25 ❛♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ i > 1 ❦♦♠♠t ❡s ③✉r ❩✉♥❛❤♠❡
❞❡s ❆❜tr✐❡❜♠♦♠❡♥t❡s✱ ✇❛s s✐❝❤ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ▼❛ss❡ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛✉s✇✐r❦t✳
❩✉♠ ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❞❡r ❍❡r❛♥❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❋❛❧❧ ♦❤♥❡ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠
❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣ ❣❡③❡✐❣t✳ ❆✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐♥❣❛♥❣s✲
❣röÿ❡♥✱ ✇✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧ ✉♥❞ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t✱ s♦✇✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❛❦t♦r ✉♥❞ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r
❞❡✜♥✐❡rt✳ ❆✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ✈❛r✐✐❡r❡♥✲
❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✇✐❡ ▼♦❞✉❧✱ ❊✐♥❣r✐✛s✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ❆❝❤s❛❜st❛♥❞ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉✐❡ Ü❜❡rs❡t✲
③✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❙②st❡♠ ❆ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ❜❡s✐t③t ❞✐❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ✐❂✵✳✽ ✉♥❞
❞❛s ❆♥tr✐❡❜sr❛❞ ✐st ❞❛s P❧❛♥❡t❡♥r❛❞✳
❉✐❡ ❣❡♥❡r✐❡rt❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❛❧❧❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥
❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷✳ ❉✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✉♥❞ ❞❡♠ ❆❝❤s❛❜st❛♥❞ ♠✐t
❢❛r❜❧✐❝❤❡r ▼❛r❦✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❇r❡✐t❡♥✲③✉✲❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❞❡r
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵✳ ❊✐♥❣❛❜❡♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❑■❙❙s♦❢t ❢ür ❞✐❡ ❋❡✐♥❛✉s❧❡❣✉♥❣

❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ❥❡♥❡ ▲ös✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❣❡r✐♥❣st❡♥ ▼❛ss❡♥ ❜❡✐♠ ❤ö❝❤st❡♥
❇r❡✐t❡♥✲③✉✲❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❛♥❢ä❧❧t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡
✾✽ ♠✐t ❡✐♥❡r ▼❛ss❡ ✈♦♥ m = 33.2kg ❣❡✇ä❤❧t✱ ✇♦❜❡✐ ✶✾✱✾ ❦❣ ❛✉❢ ❞❛s P❧❛♥❡t❡♥r❛❞
✉♥❞ ✶✸✱✸ ❦❣ ❛✉❢ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❡♥t❢❛❧❧❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❑♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❩❡♥✲
tr❛❧r❛❞ ✉♥❞ ❢ü♥❢ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❛s ❙②st❡♠ ❆✱ ❡✐♥❡ ●❡s❛♠t♠❛ss❡
✈♦♥ mFLGA

= 112.8kg✳ ❋ür ❞❛s ❙②st❡♠ ❇ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❍❡r❛♥❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡✱ ♠✐t
❞❡♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ❞❛ss ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❞❛s P❧❛♥❡t❡♥r❛❞ ♠✐t ❡✐♥❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥
iB = 1.25 ❛♥tr❡✐❜t✳ ❉❛❞✉r❝❤ st❡✐❣t ❞❛s ❆❜tr✐❡❜s♠♦♠❡♥t ✉♥❞ ❞❛r✉♠ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡✲
s❛♠t❛ss❡ ✈♦♥ mFLGB

= 158.8kg✳ ◆✉r ❞✐❡ ❱❡r③❛❤♥✉♥❣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ❜❡s✐t③t
s♦♠✐t ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ mFLG = mFLGA

+mFLGB
= 271.6kg✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶✳ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❣❡♥❡r✐❡rt❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑■❙❙s♦❢t ♠✐t ❞❡♠ ❋❡✐♥❛✉s❧❡❣✉♥❣s✲
❚♦♦❧

❯♠ ❞✐❡s❡ ❤♦❤❡ ▼❛ss❡ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣✱
❞❛♠✐t ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ✐♠ ❱❛r✐❛t♦r ❡r❤ö❤t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞❛s ③✉ ü❜❡rtr❛❣❡♥✲
❞❡ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❛❜♥✐♠♠t✳ ❉✐❡s ✇✐❡❞❡r✉♠ ✇✐r❦t s✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❩❛❤♥❢✉ÿ✲ ✉♥❞
❩❛❤♥✢❛♥❦❡♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉s✱ ❞❡r ❆❝❤s❛❜st❛♥❞ ❦❛♥♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ③✉❞❡♠ ❛✉❝❤
❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡r ❙t✐r♥rä❞❡r✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ❞✐❡ ♦r❛♥❣❡ ▲✐♥✐❡ ❞✐❡✲
s❡♥ ❊✛❡❦t✱ ✇❡♥♥ ❞❡♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ❡✐♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✈♦r❣❡s❝❤❛❧t❡t ✇✐r❞✳ ❊s
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

③❡✐❣t ❞❡♥ ▼❛ss❡♥✈❡r❧❛✉❢ mFLG ❞❡r ❙t✐r♥rä❞❡r ✈♦♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❙t❛♥❞✲
ü❜❡rs❡t③✉♥❣✳ ❏❡ ❣❡r✐♥❣❡r ❞✐❡ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ i12✱ ❞❡st♦ ♥✐❡❞❡r❡r ❢ä❧❧t ❞❛s ●❡✇✐❝❤t
❛✉s✳
❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ▼❛ss❡♥mGES s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ●❡s❛♠t♠❛ss❡ ❞❡r P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡
mPG ✉♥❞ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s mFLG ③✉s❛♠♠❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡❧❜❡ ▲✐♥✐❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ▼❛ss❡
mGES ♥✐♠♠t ❧❡✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ❛❜✳ ❊s ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ i12 = −1, 4 ♠✐t ❞❡♠ ▼❛ss❡♥♠✐♥✐♠✉♠ ✈♦♠ mGES = 131kg
❡♠♣❢♦❤❧❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡ ✈♦♥ mGES = 131kg ❦❛♥♥✱ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠
❙②st❡♠ ♦❤♥❡ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✈♦♥ mFLG = 271.6kg✱ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ✉♠ ❜✐s ③✉ 51.7%
r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❱♦♠ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❣✐❧t ❡s ❛♥③✉♠❡r❦❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❆♥✲
tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ✐♠ ❱❛r✐❛t♦r✱ ③✉ ❡✐♥❡r ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡♥❦rä❢t❡✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✷✳✷✳✷ ❢ü❤rt✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ γ̈ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧
q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ❛❜❤ä♥❣t✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✳✻✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❦♦♠♠t ❡s ③✉r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r
❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✉♥❞ ❡s ❜❡❞❛r❢ ❣röÿ❡r❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐❡rt❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❉❛r✉♠ ✐st ❡s
✈♦♠ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞✐❡ ♥✐❡❞❡rst❡ ❉r❡❤③❛❤❧❡r❤ö❤✉♥❣ ✐♠ ❱❛r✐❛t♦r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❞❡r ❣röÿt❡♥
❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ i12 = −1, 4 r❡s✉❧t✐❡rt✱ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ❋r❡✐❧ä✉❢❡♥ ✐♠ ●❡✲
tr✐❡❜❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉r❡❤♠♦♠❡♥tr❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r❡♥ ▼❛ss❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❉✐❡s
tr✐✛t ❛❜❡r ❜❡✐ ❞❡r ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❙t❛♥❞ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ i12 = −11, 3 ③✉✳

❲❛s ✐♥ ❞❡r ▼❛ss❡♥❛❜s❝❤ät③✉♥❣ ❢❡❤❧t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ✇✐❡
❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❡✐♥❤❡✐t ♠✐t ❑✉r❜❡❧✇❡❧❧❡✱ ❘✐t③❡❧✇❡❧❧❡✱ ❊①③❡♥t❡r ✉♥❞ ❊❧❡❦tr♦♠♦t♦r✱ s♦✇✐❡
❲ä❧③❧❛❣❡r✱ ❑♦♣♣❡❧♥✱ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥✱ ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ✉♥❞ ❞❛s ●❡❤ä✉s❡✳
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❑❛♣✐t❡❧ ✹

❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ♠✐t ❙✐♠♣❛❝❦

▼✐t ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡♥✱ st❡✐❣t ❞❡ss❡♥ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❤✐♥s✐❝❤t✲
❧✐❝❤ ❞❡s ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s✳ ❯♠ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ♥ä❤❡r ③✉ ❜❡✲
st✐♠♠❡♥✱ ❡r❢♦❧❣t ❞❡r ❊✐♥s❛t③ ❞❡r ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡♥ ▼❑❙✲❙♦❢t✇❛r❡ ❙✐♠♣❛❝❦✳ ❩✉sät③❧✐❝❤
❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❡rst❡❧❧t❡♥ ▼❛t❧❛❜✲▼♦❞❡❧❧❡ s♦♠✐t ✈❛❧✐❞✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥
✐♥ ❙✐♠♣❛❝❦✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❜❡st✐♠♠t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✹✳✶ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡

❇❡❣♦♥♥❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✹✳✶✳ ■♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✉rs♣r✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●❧✐❡❞❡r
✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❙t❛♥❣❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ❧✐❡❣t ✐♥ ❞❡r ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s
▼❛t❧❛❜✲▼♦❞❡❧❧s ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❆♥tr✐❡❜s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥
q(t) ✉♥❞ q̇(t)✳ ❋ür ❞✐❡ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✉r ❞❛s ❙②st❡♠ ❆ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s
❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❡r❢♦❧❣t ❞❡r ❆♥tr✐❡❜ ü❜❡r ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜tr✐❡❜ ü❜❡r ❞❛s
❩❡♥tr❛❧r❛❞✱ ♥ä❤❡r❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✹✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ✐♥ ❙✐♠♣❛❝❦

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷ ③❡✐❣t ✇✐❡ ❞❛s ❙②st❡♠ ♠✐t ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇(t)
❛✉s ❞❡r ❘✉❤❡ ❤♦❝❤❣❡❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞✱ ❜✐s s✐❝❤ ❡✐♥ st❛t✐♦♥är❡r ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥st❡❧❧t✳ ❊s ③❡✐❣t
s✐❝❤ ❞✐❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❧❛❜✲▼♦❞❡❧❧❡s ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✮ ♠✐t ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❛✉s
❙✐♠♣❛❝❦ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✮✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✳ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t q̇(t) ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❆♥tr✐❡❜s✲
♠♦♠❡♥t

❉✐❡ ✐♥ ❙✐♠♣❛❝❦ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❡❧❡♥❦s♣✉♥❦t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ ❣❡③❡✐❣t✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❧✐❡❢❡r♥ ❞❛s ▼❛t❧❛❜✲▼♦❞❡❧❧ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ✸✳✼✮ ✉♥❞ ❞❛s
❙✐♠♣❛❝❦✲▼♦❞❡❧❧ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ✹✳✸✮ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ▲ös✉♥❣s✈❡r❧❛✉❢✳ ❆✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❩✇❛♥❣s❦rä❢t❡♥✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ✐♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❡✐♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✳ ❘❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t ❡r♠✐tt❡❧t ❞✉r❝❤ ❙✐♠♣❛❝❦

■♥ ❙✐♠♣❛❝❦ ✐st ❡s ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤ ❞❡♥ ●❡st❡❧❧♣✉♥❦t ❉ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ●❡❧❡♥❦s❦r❛❢t
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❛✉s③✉✇❡rt❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r r❡st❧✐❝❤❡♥ ●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ✇✐r❞ ❛♥✲
❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❡r❢ü❧❧t ✐st✳

✹✳✷ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣

❆✉❢❜❛✉❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ♠♦❞❡❧❧✐❡rt❡♥ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✱ ❢♦❧❣t ❞❛s ❦♦♠♣❧❡tt❡ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡✲
tr✐❡❜❡✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✳ ❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡♥t ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r
❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❉✐❡ ❤❡❧❧❜❧❛✉❡♥ ●❧✐❡❞❡r ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡♥ ❞❛❜❡✐
❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦✉r❜❡❧♥✱ ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✉♥❦❡❧❜❧❛✉ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤
✐♠ ❊✐♥❣r✐✛ ♠✐t ❞❡♠ ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ✭r♦t✮ ❜❡✜♥❞❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✳ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ✐♥ ❙✐♠♣❛❝❦

❉✐❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ✐♥ ❙✐♠♣❛❝❦✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ❣❡③❡✐❣t✳ ■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ❜❡st✐♠♠t❡ ▲ös✉♥❣s✈❛r✐❛♥t❡
✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✮✱ ❦♦♠♠t ❡s ✐♥ ❞❡r ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ③✉ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❧ä✉❢❡♥✳ ❉✐❡s
✐st ❜❡❣rü♥❞❡t ✐♥ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ✐♥
❙✐♠♣❛❝❦✳ ❲ür❞❡ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ✉♠ ❞✐❡ ❖r❞✐♥❛t❡♥✲❆❝❤s❡ ❣❡s♣✐❡❣❡❧t✱ ❞❛♥♥ st✐♠♠t
❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ü❜❡r❡✐♥✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺✳ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡ P❡r✐♦❞❡ ❡r✲
♠✐tt❡❧t ♠✐t ❙✐♠♣❛❝❦

✹✳✸ ❆♥tr✐❡❜ ❛♠ ❩❡♥tr❛❧r❛❞

❲✐r❞ ✐♥ ❙✐♠♣❛❝❦ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜ ❛♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✈❡rt❛✉s❝❤t✱ s♣r✐❝❤ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜ ❡r✲
❢♦❧❣t ü❜❡r ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ❜✐❧❞❡♥ ❞❡♥ ❆❜tr✐❡❜✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡
❇❡✇❡❣✉♥❣s✈♦r❣❛❜❡ ♥✐❝❤t ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s Pr♦❜❧❡♠ ❧✐❡❣t ✐♥ ❞❡r ■♥t❡r❛❦t✐♦♥ ❞❡s
❋r❡✐❧❛✉❢❡s ♠✐t ❞❡♥ ✈♦r❤❡rrs❝❤❡♥❞❡♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥✳

■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✳✹✳✷ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ❢ür ❞❛s ❙②st❡♠ ❆
❡r❧ä✉t❡rt✱ ✇♦ ❞❡r ❆♥tr✐❡❜ ❛♥ ❞❡♥ ❑✉r❜❡❧♥ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜tr✐❡❜ ❛♠ ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❡r❢♦❧❣t✳
❉✐❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❡r❢♦❧❣t❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡r s✐❝❤ ✐♠ ❊✐♥❣r✐✛ ❜❡✜♥❞❡♥❞❡♥
❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ❞❡♠ P❧❛♥❡t❡♥r❛❞✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ♥✉♥ ❞❡♥ ❇❡✲
✇❡❣✉♥❣s✈❡r❧❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ♠✐t ❞❡♠ P❧❛♥❡t❡♥r❛❞✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡
q✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❆♥tr✐❡❜s✇✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ωan = 20 r❛❞✴s ✉♥❞ ❢ü♥❢
P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r♥✳ ❋ür ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ✈❡r✇✐❡✲
s❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✭✶✮ ❜✐s ✭✸✮ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❞❡s
❋r❡✐❧❛✉❢❡s✱ ✇❛♥♥ ❞✐❡s❡r ö✛♥❡t ♦❞❡r ❦❧❡♠♠t✳ ■♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✭✶✮ ✉♥❞ ✭✷✮ ✐st ❞❡r
❋r❡✐❧❛✉❢ ❣❡ö✛♥❡t ✉♥❞ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✭✸✮ s♣❡rrt ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢✳ ❯♠ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡s
❋r❡✐❧❛✉❢❡s ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❞❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣✱ s♦✇✐❡ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♠ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s✳ ■♠ ❙②st❡♠ ❆ ❜❡s✐t③❡♥
❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜sr✐♥❣❡ ❞❡r ❋r❡✐❧ä✉❢❡ st❡ts ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡
❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❉✐❡s ✐st ❡ss❡♥t✐❡❧❧✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ❇❡✲
✇❡❣✉♥❣ ✈♦❧❧❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ s✐❡❤❡ r♦t❡ ▲✐♥✐❡ ✈♦♥ γ ✉♥❞ γ̇ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻ ✉♥❞
❞❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥✲▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s s♦♠✐t ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❞✐❡ q✉❛s✐❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❆❜tr✐❡❜s✲
❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛♠ ❩❡♥tr❛❧r❛❞✳

❉❛ ✐♠ ❙②st❡♠ ❇ ♥✉r ❞❡r ❆♥✲ ✉♥❞ ❆❜tr✐❡❜ ✈❡rt❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✉ss ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡
❇❡✇❡❣✉♥❣s♠✉st❡r ✇✐❡ ✐♥ ❙②st❡♠ ❆ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉❛♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉✲
stä♥❞❡ ✈♦♥ ❙②st❡♠ ❆ ❛✉❢ ❞❛s ❙②st❡♠ ❇ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❙②st❡♠ ❇ ❡r❢♦❧❣t ❞❡r
❆♥tr✐❡❜ ❛♠ ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❜❡❦❛♥♥t❡ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥❞❡ ❆❜tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ✈♦♥ ❙②s✲
t❡♠ ❆✳ ❉❛ ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ✐♠ ❊✐♥❣r✐✛ st❡❤❡♥✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r❡♥
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t ωP ✭s❝❤✇❛r③❡ ▲✐♥✐❡✮ ❜❡❦❛♥♥t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻ ♦❜❡♥✳ ❋ür ❞❡♥
❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥✲▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ❛♥✲
tr❡✐❜❡♥✳ ❉❛♠✐t ❛❜❡r ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ r♦t✐❡r❡♥✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥✲
❣❡♥ ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲✐♥❦❡❧✈❡r❧❛✉❢ ✈♦♥ γ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻ ✉♥t❡♥✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t γ̇ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻ ♦❜❡♥✮ ❜❡s✐t③❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻✳ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♠ ■♥♥❡♥✲ ✉♥❞ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❞❡s
❋r❡✐❧❛✉❢❡s ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❦♦♦r❞✐♥❛t❡ q

❉❡r ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ü❜❡r♥✐♠♠t ❞❡♥ ❆♥tr✐❡❜ ✉♥❞ ✐st ❢❡st ♠✐t ❞❡♠ P❧❛♥❡✲
t❡♥r❛❞ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❉❡r ■♥♥❡♥r✐♥❣ ✇✐❡❞❡r✉♠✱ ✇✐r❞ ❢❡st ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥
✉♥❞ ❞✐❡♥t ❛❧s ❆❜tr✐❡❜✳ ❉✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❙♣❡rr✲ ✉♥❞ ❋r❡✐❧❛✉❢r✐❝❤t✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥
s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❜❛✉✇❡✐s❡✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼✳ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❋r❡✐❧❛✉❢✲ ✱s♦✇✐❡ ❙♣❡rrr✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥
❆✉ÿ❡♥✲ ✉♥❞ ■♥♥❡♥r✐♥❣

■♠ ❙②st❡♠ ❇ ❤❛❜❡♥ ❥❡t③t ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜sr✐♥❣❡ ❞❡r ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ✐♠♠❡r ❞✐❡s❡❧❜❡ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥✲
❞❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s♦✇✐❡ ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣✱ s✐❡❤❡ s❝❤✇❛r③❡ ▲✐♥✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻✳
❲✐r❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛✉s ❞❡r ❘✉❤❡ ❤♦❝❤❣❡❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ❞r❡❤❡♥ ✐♠ ❯❤r✲
③❡✐❣❡rs✐♥♥✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣❡ ❞❡r ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ✐♠ ❙♣❡rr✲▼♦❞✉s ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❙❝❤✇✐♥✲
❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ♠♦♠❡♥t❛♥❡ ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ ❜❧♦❝❦✐❡rt✳ ■♥
❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❞❡♥ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ✈♦❧❧❢ü❤✲
r❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧♥ ❡✐♥❡ ❘♦t❛t✐♦♥s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉s❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲❡r❞❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❯❤r③❡✐❣❡rs✐♥♥ ❣❡❞r❡❤t✱ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❆✉ÿ❡♥r✐♥❣❡
❞❡r ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ✐♥ ❋r❡✐❧❛✉❢r✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡ ❦❛♥♥ ❛♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛✲
❞✉r❝❤ ❜❧❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ ✐♥ ❘✉❤❡✳

❊s ❧ässt s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❜❡♥öt✐❣t❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ∞ ≥

iGes ≥ 0 ♥✐❝❤t r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r ✐st✱ ❞❛ ❜❡✐ ❡✐♥❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ iGes < 1✱ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡
❇❡✇❡❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❇ ♥✐❝❤t r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

✺✺

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

❑❛♣✐t❡❧ ✺

❉✐s❦✉ss✐♦♥

❉✐❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r❡♥ ●❡❧❡♥❦s❦rä❢t❡ ♦♣t✐♠✐❡rt
✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐st ❞✐❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡
❢ür ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❜❡✇❡❣✉♥❣ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✳ ❋ür ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❊✐♥✲
s❛t③③✇❡❝❦ ✐♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡✱ ✇✐r❞ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❱❉■✲✷✶✸✵ ❘✐❝❤t❧✐♥✐❡✱ ❞✐❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡
❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡♠♣❢♦❤❧❡♥✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡♥✲❱❛r✐❛♥t❡ ✐st✱ ❞❛ss
❞✐❡s❡ ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣ s♦✇✐❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s❣ü♥st✐❣ ✐st ❬✷✹✱ ❙✳✶✺❪✳ ❇❡✐ ❜❡❦❛♥♥✲
t❡♥ ❑✉r❜❡❧t♦t❧❛❣❡♥✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ϕ0 = 180◦ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤✇✐♥❣✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ψ0 = 120◦✱
❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ●❧✐❡❞❧ä♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ●r❡♥③✇❡rt❡ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s β = 0◦−30◦ ❜❡❣r❡♥③t s✐♥❞✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣s✈❛✲
r✐❛♥t❡ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡♠ β ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡❧❡♥❦s❦r❛❢t ✐♥ ❞❡♥ ●❧✐❡❞❡r♥ ❣❡r✐♥❣❡r ✇✐r❞✱ ❞❛ ❞✐❡
❲✐♥❦❡❧❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡ γ̈ ❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ❡✐♥ ❤♦❤❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧
µmin ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❑✉r❜❡❧s❝❤✇✐♥❣❡ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣s✲
✈❛r✐❛♥t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♥✐❡❞❡r❡♥ ❲✐♥❦❡❧ β ❡♠♣❢♦❤❧❡♥✳

❉✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ✐st ③✉ ❣r♦ÿ✳
❯♠ ❞✐❡ ❜❡❞✐♥❣t❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ s♦ ❣❡r✐♥❣ ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ✐st ❞❡r ❡♥t✲
s❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❋❛❦t♦r✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✳ ■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s ♠❛①✐✲
♠❛❧ ❢ü♥❢ P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r s❡✐♥✳ ❏❡ ♠❡❤r P❧❛♥❡t❡♥rä❞❡r ✉♠ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧r❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt
✇❡r❞❡♥✱ ❞❡st♦ ❣❡r✐♥❣❡r ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❉r❡❤③❛❤❧s❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❛✉s✳ ❊✐♥❡ ❤♦❤❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❧❛✲
♥❡t❡♥rä❞❡r ✇✐r❦t s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r✉♠ ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s ❛✉s✱
✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡ ❞❡s ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡rs ✈❡rr✐♥❣❡rt✳
❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ▼❛ss❡♥r❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡s✱ ✇✐r❞ ✐♠ ❱❛r✐❛t♦rstr❛♥❣
❡✐♥ P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡ ✈♦r✲ ✉♥❞ ♥❛❝❤❣❡s❝❤❛❧t❡t✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜s❞r❡❤③❛❤❧ ✐♠ ❱❛✲
r✐❛t♦r ❡r❤ö❤t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞❛s ③✉ ü❜❡rtr❛❣❡♥❞❡ ❉r❡❤♠♦♠❡♥t ❛❜♥✐♠♠t✳ ❉✐❡s ✇✐r❦t s✐❝❤
♣♦s✐t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❩❛❤♥❢✉ÿ✲ ✉♥❞ ❩❛❤♥✢❛♥❦❡♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉s✱ ✇♦♠✐t ❞❡r ❆❝❤s❛❜st❛♥❞
✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡r ❙t✐r♥rä❞❡r✳ ❖❤♥❡ ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥✲
❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❙②st❡♠✱ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❙t✐r♥rä❞❡r ✈♦♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥
mFLG = 271.6kg✱ ✇ä❤r❡♥❞ ♠✐t P❧❛♥❡t❡♥❣❡tr✐❡❜❡♥ ✐♠ ❜❡st❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥ ▼❛ss❡♥♠✐♥✐✲
♠✉♠ ✈♦♥ mGES = 131kg ❡r③✐❡❧t ✇✐r❞✳ ■♥ ❞❡r ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t ✈♦♥ ❋✳ ❉♦♥♥❡r ✉♥❞ ❋✳
❍✉❜❡r ❬✾✱ ❙✳✸✽❪ ❦♦♥♥t❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡r ❱❛r✐❛t♦r ♠✐t ❡✐♥❡r ▼❛ss❡ ✈♦♥
♠❂✶✷✺✱✻ ❦❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡s ❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t ❡r✲
❢ü❧❧t✳ ■♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❢ä❧❧t ❞❛s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ s♦♠✐t s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛✉s✳
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❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡

❉✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st ♠✐t ❞❡♠ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤❜❛r✳
❩✉r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❜❡♥öt✐❣t❡♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡s ❞❡s ❱❛r✐❛t♦rs✱ ✇❡❧❝❤❡r ✈♦♥
∞ ≥ iGes ≥ 0 r❡✐❝❤t✱ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❞❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡♥tr❛❧rä❞❡r ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥
iGes < 1 ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✈♦r❣❛❜❡ ❞❡s ❋r❡✐❧❛✉❢❡s ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉st❛♥❞ ❜❡s✐t③❡♥ ❞✐❡ ❆♥tr✐❡❜sr✐♥❣❡ ❞❡r ❋r❡✐❧ä✉❢❡ ❞✐❡s❡❧❜❡ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥✲
❞❡ ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❡♥
✈❡r❤✐♥❞❡rt ✇✐r❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ●❡❣❡❜❡♥❤❡✐t ❞❡s ❙②st❡♠s✱ s✐♥❞ ❞✐❡
❋r❡✐❧ä✉❢❡ ❥❡ ♥❛❝❤ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❞❛✉❡r❤❛❢t ❣❡ö✛♥❡t ♦❞❡r ❜❧♦❝❦✐❡rt✳ ❊s ✐st ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ♠ö❣✲
❧✐❝❤ ♠✐t ③✇❡✐ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡♥ ❞❡♥ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✈♦♥
∞ ≥ iGes ≥ 0 ❛❜③✉❞❡❝❦❡♥✳ ❉❡r r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r❡ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡s❝❤rä♥❦t s✐❝❤
s♦♠✐t ✈♦♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❜✐s ❡✐♥s✳

❉❡r ❊✐♥s❛t③ ✐♠ ❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t ❛❧s ❱❛r✐❛t♦r ✐st ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳
❉✐❡ ❑♦♥s❡q✉❡♥③ ❞❛r❛✉s ✐st✱ ❞❛ss ❞❛s ❋r❡✐❧❛✉❢❣❡tr✐❡❜❡ ✐♠ ❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t ❢ür ❡✐♥❡♥
❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r ✉♥❣❡❡✐❣♥❡t ✐st✱ ❞❛ ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ❣❡❢♦r❞❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r✲
❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❡s ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts s❝❤✇❡r❡r ❛✉s❢ä❧❧t ❛❧s ❡✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡r ❱❛r✐❛t♦r✳
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▲✐t❡r❛t✉r

❬✶❪ ●✳ ▼✐sté✳ ✏❱❛r✐❛❜❧❡ s♣❡❡❞ r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛✐♥ r♦t♦r✲t✉r❜♦
s❤❛❢t ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✑✳ ❉✐ss✳ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞❡❣❧✐ ❙t✉❞✐ ❞✐ P❛❞♦✈❛✱ ✷✵✶✺✳

❬✷❪ ❍✳ ❆♠r✐ ❡t ❛❧✳ ✏P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦r r♦t♦r❝r❛❢t ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❞r✐✈❡ tr❛✐♥s✑✳ ■♥✿ ❈❊❆❙ ❆❡r♦♥❛✉t ❏ ✼✿ ✸✸✸✲✸✹✹ ✭✷✵✶✻✮✳

❬✸❪ ❲✳ ❇✐tt♥❡r✳ ❋❧✉❣♠❡❝❤❛♥✐❦ ❞❡r ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r✿ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❞❛s ✢✉❣❞②♥❛♠✐s❝❤❡
❙②st❡♠ ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r✱ ❋❧✉❣st❛❜✐❧✐tät❡♥✱ ❙t❡✉❡r❜❛r❦❡✐t✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✹✳
✐s❜♥✿ ✾✼✽✲✸✲✻✹✷✲✺✹✷✽✺✲✺✳

❬✹❪ ❙✳ ❇s❝❤♦r❡r✳ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❙trö♠✉♥❣s❧❡❤r❡✳ ▲❡❤r✲ ✉♥❞ Ü❜✉♥❣s❜✉❝❤✳ ✶✶✳ ❆✉✢❛❣❡✳
❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✽✳ ✐s❜♥✿ ✾✼✽✲✸✲✻✺✽✲✷✵✵✸✻✲✼✳

❬✺❪ ❆✳ ❑❛r❡♠✳ ❖♣t✐♠✉♠ s♣❡❡❞ r♦t♦r✳ ❯❙ P❛t❡♥t ✻✱✵✵✼✱✷✾✽✳ ✶✾✾✾✳

❬✻❪ ❍✳ ❆♠r✐ ❡t ❛❧✳ Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ ●❡tr✐❡❜❡ ❢ür ❉r❡❤✢ü❣❧❡r✿ ❊✐♥❡ ◆♦t✇❡♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❢ür ❦ü♥❢t✐❣❡ ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❡♥❄ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥✱
❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼ü♥❝❤❡♥✳ ✷✵✶✹✳

❬✼❪ ❍✳ ❆♠r✐ ❡t ❛❧✳ ✏P♦ss✐❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r♦t♦r s♣❡❡❞ r♦t♦r❝r❛❢t ❞r✐✈❡
tr❛✐♥✑✳ ■♥✿ ✹✷r❞✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘♦t♦r❝r❛❢t ❋♦r✉♠ ✭✷✵✶✻✮✳

❬✽❪ P✳ P❛s❝❤✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✏❈♦♠♣♦✉♥❞✲❙♣❧✐t ❉r✐✈❡tr❛✐♥s ❢♦r ❘♦t♦r❝r❛❢t✑✳ ■♥✿ ✹✸r❞ ❊✉✲
r♦♣❡❛♥ ❘♦t♦r❝r❛❢t ❋♦r✉♠ ✭✷✵✶✼✮✳

❬✾❪ ❋✳ ❉♦♥♥❡r ❛♥❞ ❋✳ ❍✉❜❡r✳ ✏▼❛ss❡♥♦♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❆♥tr✐❡❜sstr❛♥❣s ♠✐t ❈♦♠♣♦✉♥❞✲
❙♣❧✐t✲●❡tr✐❡❜❡ ❢ür ❞r❡❤③❛❤❧✈❛r✐❛❜❧❡ ❉r❡❤✢ü❣❧❡r✑✳ ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t✳ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐tät ❲✐❡♥✱ ✷✵✶✾✳

❬✶✵❪ ❍✳ ❆♠r✐✱ ❑✳ ❍❛rt❡♥t❤❛❧❡r ❛♥❞ ▼✳ ❲❡✐❣❛♥❞✳ ✏▼❛ss ❛♥❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢
❈♦♠♣♦✉♥❞ ❙♣❧✐t ✇✐t❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❤✐❢t✐♥❣ Pr♦❝❡ss ❢♦r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❘♦t♦r
❙♣❡❡❞✑✳ ■♥✿ ✼✹t❤ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❍❡❧✐❝♦♣t❡r ❙♦❝✐❡t② ❋♦r✉♠ ✷✵✶✽ ✭✷✵✶✽✮✳

❬✶✶❪ P✳ P❛s❝❤✐♥❣❡r ❛♥❞ ▼✳ ❲❡✐❣❛♥❞✳ ✏❙t✉❞② ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❈♦♠♣♦✉♥❞✲
❙♣❧✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❯❍✲✻✵ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✑✳ ■♥✿ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ▼❛✲
❝❤✐♥❡ ❚❤❡♦r② ✶✷✾✿✶✼✲✸✺ ✭✷✵✶✽✮✳

❬✶✷❪ ❙✳ ❩❡❝❤♥❡r✳ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥s❛t③♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❉r❡❤③❛❤❧✲
❱❛r✐❛t♦r❡♥ ✐♥ ❧❡✐st✉♥❣s✈❡r③✇❡✐❣t❡♥ ●❡tr✐❡❜❡♥ ✈♦♥ ❍✉❜s❝❤r❛✉❜❡r♥✳ ❋❛❦✉❧tät ▼❛✲
s❝❤✐♥❡♥✇❡s❡♥ ✉♥❞ ❇❡tr✐❡❜s✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥✳ ✷✵✶✾✳

❬✶✸❪ ❍✳ ▼❛tt❤✐❡s ❛♥❞ ❑✳ ❘❡♥✐✉s✳ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ Ö❧❤②❞r❛✉❧✐❦✳ ❱✐❡✇❡❣ ❚❡✉❜♥❡r
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