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▼❛st❡r ❚❤❡s✐s

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❊❧❛st♦✲❉❛♠❛❣❡

❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ▲❛✇ ❢♦r ■♠♣❧✐❝✐t

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞s

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ▼❛st❡r ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❉✐♣❧✳✲■♥❣✳✮✱

s✉❜♠✐tt❡❞ ❛t ❚❯ ❲✐❡♥✱ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❜②

❆♥❞r❡❛s ❲❛❣♥❡r

▼❛t✳◆r✳✿ ✵✶✸✷✼✺✵✸

✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢

❆ss♦❝✐❛t❡ Pr♦❢✳ ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❉r✳t❡❝❤♥✳ ❍❡✐♥③ P❡tt❡r♠❛♥♥

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▲✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❊✸✶✼

❱✐❡♥♥❛✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✵
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❆✣❞❛✈✐t

■ ❞❡❝❧❛r❡ ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ♦❛t❤✱ t❤❛t ■ ✇r♦t❡ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

r❡s❡❛r❝❤ ❜② ♠②s❡❧❢✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡✳

❙✐❣♥❛t✉r❡✿

❉❛t❡✿

✐

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▲✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❛❧

❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭■▲❙❇✮ ❛t t❤❡ ❱✐❡♥♥❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

■ ✇❛♥t t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ❛❧❧ ■▲❙❇ ♠❡♠❜❡rs ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s✉♣♣♦rt✐✈❡

✇♦r❦✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇r✐t❡ ♠② ♠❛st❡r t❤❡s✐s✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② t❤❡s✐s ❛❞✈✐s♦rs Pr♦❢❡ss♦r ❍❡✐♥③ P❡tt❡r♠❛♥♥ ❛♥❞ ❯♥✐✈✳❆ss✳

❏❛♥ ❑❛✉❧✱ ✇❤♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✈✐t❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❡♥t✐r❡t② ♦❢ ♠② ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡♠ ■ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✇❤❡r❡ ■ ❛♠

t♦❞❛②✳

✐✐
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❆❜str❛❝t

❈r❛❝❦s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤✉s

✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②

♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❏✲✐♥t❡❣r❛❧ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❤❛r❞❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r

♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❤♦✇s ✐ts str❡♥❣t❤✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡

♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s

✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞ ✷✵✶✽ ❜② ❉❛ss❛✉❧t ❙②stè♠❡s ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡r ♠❛t❡r✐❛❧

s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥

❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❝r❡t❡✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ●❡♥❡r❛❧ str❛✐♥ st❛t❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠✳ ❱✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛♥ ❛r✲

t✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ▼❡s❤✲s✐③❡

s❡♥s✐t✐✈✐t② t②♣✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣

♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤

✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦ s♦❢t❡♥✐♥❣ s❧♦♣❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞

✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t ♠❡s❤✲s✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❢♦r

✐✐✐
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❝♦♥❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t

❝❡rt❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t❧②

♠♦❞❡❧❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✱ t❤✉s

t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ t②♣❡ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲

❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞

❜② t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛♥❞ t♦ ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞

t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ✐s ❥✉st ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦

❜❡❤❛✈✐♦r✳
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❑✉r③❢❛ss✉♥❣

❘✐ss❡ ✉♥❞ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❉❡❢❡❦t❡ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ st❛r❦❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s str✉❦t✉r❡❧❧❡ ❱❡r✲

❤❛❧t❡♥✱ s♦♠✐t ✐st ❡s ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡♠ ■♥t❡r❡ss❡ ❞✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧s❝❤ä❞✐❣✉♥❣

③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ❑❧❛ss✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇❡r❞❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤✲

♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ❞❛s ❏✲■♥t❡❣r❛❧✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♠ ❇r✉❝❤♣r♦③❡ss❡ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳

❆❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❆♥sät③❡ ❦❛✉♠ ❛♥✇❡♥❞❜❛r ❢ür Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣❡♥ ♠✐t ❦♦♠✲

♣❧❡①❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ✈❡r③✇❡✐❣t❡♠ ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠✳ ❍✐❡r ③❡✐❣t ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s✲

❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✐❤r❡ ❙tär❦❡♥✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥

Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡r✲

♠ö❣❧✐❝❤t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❙✐♥♥❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t ❡✐♥ ❊❧❛st♦✲

❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✲❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❡s❡t③ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s✲❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❢ür

✐♠♣❧✐③✐t❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✉♥❞ ❣❡t❡st❡t✳ ❉✐❡

■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞ ✷✵✶✽ ✈♦♥ ❉❛ss❛✉❧t ❙②stè♠❡s ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s

❞❡r ❯s❡r ▼❛t❡r✐❛❧ ❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉❡r ❜❡❛❜s✐❝❤t✐❣❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣s❡✐♥s❛t③

❞✐❡s❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠♦❞❡❧❧s ✐st ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧s❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ s♣rö❞❡♥

✉♥❞ q✉❛s✐✲s♣rö❞❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ✇✐❡ ❇❡t♦♥✳

❉❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ s❦❛❧❛r❡

❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥❣✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❱❡r③✲

❡rr✉♥❣s③✉stä♥❞❡ ✇❡r❞❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✐♥❞❡♠ ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❣röÿ❡✱ ❞✐❡ s♦❣❡✲

♥❛♥♥t❡ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❉❡❤♥✉♥❣✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r ❞✉r❝❤ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r

❊♥❡r❣✐❡✲◆♦r♠ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❱✐s❦♦s❡ ❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❢ü❣t ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡

❦ü♥st❧✐❝❤❡ ❱✐s❦♦s✐tät ❤✐♥③✉✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞ ✉♠ ❦♦♥✈❡r❣✐❡r❡♥❞❡ ▲ös✉♥❣❡♥

③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉s❣❡♣rä❣t❡ ❙❡♥s✐❜✐❧✐tät ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ◆❡t③❣röÿ❡✱

✇❡❧❝❤❡ t②♣✐s❝❤ ✐st ❢ür ❞✐❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥s♣r♦❜❧❡♠❡♥✱

✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ♥❡t③❛♥❣❡♣❛sst❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥❣ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡

❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❇r✉❝❤❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❣röÿ❡

✈
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✷✳✶✳ ✭❛✮ ❋r❛❝t✉r❡ ▼♦❞❡s✳ ✭❜✮ ▼❛t❡r✐❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ t②♣❡s ✭✜❣✉r❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞

✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✮ ❬✸✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✷✳ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ st✐✛♥❡ss ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠✲

❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♣♣❡r ❬✷✸❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✸✳ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲

s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✷✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✷✸❪✳ ✶✷

✷✳✺✳ ❚②♣❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❛✮ ♣✉r❡✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❛s❡❞ ♠♦❞✲

❡❧s✱ ✭❜✮ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✭❝✮ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞✲

❡❧s ❬✷✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✸✳✶✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧ ❬✷✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✸✳✷✳ ❊❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❞❡✜♥✐✲

t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡✲str❡ss ❧♦❛❞✐♥❣ st❛t❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ s♣❛❝❡ ❬✷✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✸✳ ▲♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❜❛r ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ r❡♣r❡✲

s❡♥t✐♥❣ ♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❙tr❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡

❡❧❡♠❡♥t✳ ❬✷✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✹✳ ❋r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♠

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥ ❬✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✺✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✹✳✶✳ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

①

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✷✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞❛♠✲

❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡♣✲

r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ sq✉❛r❡

♠❛r❦❡rs s❤♦✇s t❤❡ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ●r❛♣❤

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▼❆❚▲❆❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✸✳ ▲♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✶✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥✲

s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ❛s ✇✐r❡✲❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r

♦❢ ✺✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✲

✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ ❛ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Dv ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜✲

❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ ❆▲▲❙❊ ✭❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✮✱ ❆▲▲P❉ ✭❞✐ss✐✲

♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❆▲▲❈❉ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦

✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✺✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜✲

❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉♠ ✭❆▲▲❙❊✰❆▲▲P❉✰❆▲▲❈❉✮

❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇♦r❦ ❢♦r ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✺✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣♦♥ ❧♦❛❞ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ r❡❧♦❛❞✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺✳✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛r ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ✭❛✮✭❝✮✭❡✮ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❯✶

✭❜✮✭❞✮✭❢✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛r ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❆▲▲❙❊✮ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ✭❆▲▲P❉✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ✺✽

✺✳✽✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✵❪ ♦❢ ❛ ♥♦t❝❤❡❞ ❜❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ t❤r❡❡✲

♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✇✐t❤ 5mm ♥♦t❝❤ ✇✐❞t❤✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱

♠❡s❤✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✾✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❢❡r✲

❡♥❝❡ ♠❡s❤ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ✻✶

✺✳✶✵✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✵❪ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t

❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✺✳✶✶✳ ❆❜❛q✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✶ ✐♥ ❢♦r♠

♦❢ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

♠❡s❤✱ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤

✇✐t❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✶✷✳ ❉❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✶✱ ✇✐t❤ ✭❛✮ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ ✭❜✮

r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭❝✮ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤

✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✶✸✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✶❪ ❢♦r ❛ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ♠❡s❤❡s✱ ❧♦❛❞✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♥♦t❝❤❡❞

❜❡❛♠s✱ ✇❤❡r❡ ❈ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❣❛♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✶✹✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✲

✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✶✺✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷ ✐♥ ❢♦r♠

♦❢ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡ ❬✷✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✺✳✶✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♥♦t❝❤❡❞ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

♥♦t❝❤ ❧❡♥❣t❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✺✳✶✼✳ ❉❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♥♦t❝❤❡❞ ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷ ✇✐t❤ ✭❛✮ ♠♦❞❡❧

❈✹✵✱ ✭❜✮ ♠♦❞❡❧ ❈✺✵✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♠♦❞❡❧ ❈✻✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✶✽✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✶❪ ♦❢ ♣❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦

❛ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ 20mm ❛♥❞ 40mm ❤♦❧❡

❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤❡s✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧♦❛❞s✳ ✻✾

✺✳✶✾✳ ❱✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r✲

❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✱ ✇✐t❤ ✭❛✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❡✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

q✉❛❞✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✭❜✮✱ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❢✮ t❤❡ tr✐❛✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ✼✶
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✷✵✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✷✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ❡①❛♠♣❧❡

♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❬✷✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✷✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧

t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❍✶✱ ❍✷✱

❛♥❞ ❍✸ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❛s r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ✼✹

✺✳✷✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧

t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❆▲▲P❉ ❢♦r ❛ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 1mm✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤

r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ r❡s✉❧ts

❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✷✺✳ ❉❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ✭s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✶✵①✮ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡

❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✷✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥✲

t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✷✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ✼✽
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r❛♠❛t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r② ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ ❛ ♥❡✇ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ❣❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤✐s ♥❡✇ s❝❤♦♦❧ ♦❢ t❤♦✉❣❤t ❧❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ str❡♥❣t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r

str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡

♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ♠❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♣✐❞ ❛❞✈❛♥❝❡s

✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ t❛s❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❣✐✈❡♥

❛t t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ❡♥❞✳

✶✳✶✳ ❆✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡✲❧❛✇ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝✐t

❋❊▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞

✈✐❛ t❤❡ ✉s❡r✲♠❛t❡r✐❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❯▼❆❚✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t

❜❡❤❛✈❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ✉♣ t♦ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤✱ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❢❛✐❧✉r❡

✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r

♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ❝♦♥❝r❡t❡✱ ❝❡r❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ r♦❝❦s✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s

s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t② ❤❛✈❡ t♦

✶
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts ❬✷✸❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

s♠❡❛r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠✐❝r♦✲❝r❛❝❦✐♥❣ ❜✉t ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞

t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝r❛❝❦✐♥❣✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ st❛t❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ✐s

❡♥t✐r❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠✲

❛❣❡ ❛s st✐✛♥❡ss ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐❝ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡✲❧❛✇ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♦♥s❡t ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡

❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② str❛✐♥✲❞r✐✈❡♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❧✐♥❡❛r

❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ str❡ss st❛t❡s✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥ st❛t❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

str❛✐♥ εequ✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞✱ t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t

t❤✐s s✐♠♣❧❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡

❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❝r❡t❡✳

✶✳✷✳ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ♠❛② ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦st

❧✐❦❡❧② ✇❛② ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦r str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡ ❝❛♥

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤

❤❡❧♣s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❜r✐tt❧❡ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❡t❤♦❞ ✭▲❊❋▼✮✱ ❜✉t q✉✐t❡ ♦❢✲

t❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts

✐♥ ▲❊❋▼ ❛r❡ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❡①❝❡♣t ✐♥ ❛ ③♦♥❡ ♦❢

✈❡r② s♠❛❧❧ s✐③❡ ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❬✻❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ ▲❊❋▼ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡❣✐♦♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❊❋▼✱

❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✐♥❝❧✉❞❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❏✲■♥t❡❣r❛❧✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❊s♣❡✲

❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ q✉✐t❡

❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t✐♥✉✉♠

❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ▲❊❋▼ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ◆✉♠❡r✲

✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①

❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❞✉❝t✐❧❡✱

❜r✐tt❧❡ ♦r q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✶✳✸✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢

❋r❛❝t✉r❡ Pr♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✉s ✐t ❤❡❧♣s t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡s❡

✢❛✇s ❣r♦✇ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✢❛✇ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r ❤❡❧♣s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❧♦❛❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞

✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❬✻❪✳ ❙✐♥❝❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦✲

❝❡ss✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳

❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❧❛②s ❛♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❛t ❧❛❝❦

♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣♦♦r ❝r❛❝❦

❣r♦✇t❤ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛✐❧ q✉✐t❡ s✉❞❞❡♥❧② ✇✐t❤♦✉t ❛♥②

✇❛r♥✐♥❣ s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ♠❛♥② s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ❛♥❞ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❛s❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢❛✐❧✲

✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r② ❬✻❪✳ ❆ ✈❡r② ♣r♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡

▲✐❜❡rt② ❈❛r❣♦ ❙❤✐♣s ❜✉✐❧t ❞✉r✐♥❣ ❲♦r❧❞ ❲❛r ■■✱ t❤❛t ❢❛✐❧❡❞ ✉♥❞❡r str❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ str❡♥❣t❤ ❛♥❛❧②s❡s✱ s✉❝❤

❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❤✐st♦r✐❝ ❡✈❡♥ts ❤❡❧♣❡❞ t❤❛t

t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛✉s❡ ♦❢

❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡

✸
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❡t❤♦❞ ❬✻❪✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ●r✐✣t❤ ❬✷❪✱ ✇❤♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛

♣❛♣❡r ♦♥ t❤❡ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❣❧❛ss ✐♥ ✶✾✷✵✳ ❍✐s ✇♦r❦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❣❧❛ss✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❜♦♥❞s✱ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❍❡ ❝♦♥✲

❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❤✉❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❛s t❤❡② ❝❛✉s❡

str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❍✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❢❡❝t

s✐③❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ str❡ss t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② γ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛ ❝r❛❝❦

❡①t❡♥s✐♦♥ ❬✻❪✳ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ②✐❡❧❞s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s

❣❧❛ss✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♥♦r ❢♦r q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ♦♥❧②

❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❜r✐tt❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ■r✲

✇✐♥ ❬✶✸❪ ❛❞❛♣t❡❞ ✐t ✐♥ t❤❡ ✶✾✺✵s✳ ❍❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r KI ❛♥❞

t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ GI✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✉♣ t♦ t❤✐s ❞❛②✳ ❲❤✐❧❡ (GI = −dU
da
) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②

r❡❧❡❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤✱ KI ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦

t✐♣ ❬✻❪✳ ❇♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡

t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■r✇✐♥ ❞❡✜♥❡❞ t✇♦ ❢❛✐❧✉r❡ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ✐❢ t❤❡s❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝♦♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♥❡✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥ts

(KI = KIc) ❛♥❞ (G = GIc) ❬✻❪✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ②✐❡❧❞ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❛♥②

❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ■r✇✐♥✬s ❧✐♥❡❛r

❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭▲❊❋▼✮ st✐❧❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ②✐❡❧❞✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣

✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐ts❡❧❢ ❬✻❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r

♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✭❋P❩✮ ♦r

❞✐s♣❧❛② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t②✱ ▲❊❋▼ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s

r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞

❞❛♠❛❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✻✵s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❝r❛❝❦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡✲

r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐ts❡❧❢✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡✲③♦♥❡ ♠♦❞❡❧

✭❈❩▼✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉✉❣❞❛❧❡ ❬✾❪ ✭✶✾✻✵✮ ❛♥❞ ❇❛r❡♥❜❧❛tt ❬✶✷❪ ✭✶✾✻✷✮
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦r ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ❢❛✐❧✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❍✐❧❧❡r✲

❜♦r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ✐♥ ✶✾✼✻✱ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡ ❛♥❞ ✜❝t✐t✐♦✉s ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s

t♦ t❤❡ ▲❊❋▼ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛s ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❝♦❤❡✲

s✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❧♦♦s❡ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ tr❛♥s❢❡r

str❡ss ❛❝r♦ss ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝r❛❝❦ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇✐❞t❤✱ ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❤❡s✐✈❡

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❊❋▼ ✐s t❤❛t t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✻❪✳ ❆ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s r❡❣✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s

❝♦♥❝r❡t❡✱ ❛s ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐ts ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠♦rt❛r ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱

♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❬✷✸❪✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r

s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❝♦♥❝r❡t❡✱ ❛r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝r❛❝❦

❛♥❞ t❤❡ s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✻✵s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

♦❢ ❡❛r❧② s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛ ♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤

❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❇❛③❛♥t ❛♥❞ ❖❤ ❬✸✼❪ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧

❬✷✽❪ ❬✶✵❪✳

❆♥♦t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❈❉▼✮✳ ■t

✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡

♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ❬✸✷❪ ❬✷✺❪ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❞❛♠❛❣❡

❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛❧❛r ♦r t❡♥s♦r✲✈❛❧✉❡❞

✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❛❝❤❛♥♦✈ ❬✶✾❪ ✐♥ ✶✾✺✽ ❛♥❞

♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❘❛❜♦t♥♦✈ ❬✸✺❪ t❡♥ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ❝❛❧❧❡❞

❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

❬✶✼❪ ❬✷✸❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡

❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬✷✶❪✱ ❈❉▼ ❜❡❝❛♠❡ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉♣ t♦

t❤✐s ❞❛②✳

❆ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t

♠❡t❤♦❞ ✭❳❋❊▼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾ ❜② ❇❡❧②ts❝❤❦♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❞✐s❝♦♥t✐✲

♥✉✐t② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠♦❞❡❧s ❢r❛❝t✉r❡ ❛s ❞✐s♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t ❥✉♠♣ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲❊❋▼ ♦r ❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✶✳✹✳ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♥❛♠❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛✲

t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼✱ ❛

❧✐t❡r❛t✉r❡ st✉❞② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t ✜rst✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

❝❤♦s❡♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✷✱ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❇❛s❡❞

♦♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛♥❞❛r❞

✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t②♣✐❝❛❧

✐ss✉❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡♠ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r

✸✳ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞✱ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✐♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜② ❉❛ss❛✉❧t

❙②st❡♠❡s✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥②

✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✈✐❛ t❤❡ ❯▼❆❚ ✉s❡r✲s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ✸❉ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ✷❉ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥✱ ❛♥❞ ❜❡❛♠

❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙✐♠♣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t

❜❡♥❞✐♥❣ t❡sts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✳ ❚❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♠❛r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

✻
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡

❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ❡✈❡r s✐♥❝❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤✲❝❡♥t✉r②✳ ❆ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♥❛♠❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝s ❛r♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦s✳ ❈♦♠♣❛r✲

✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞

❢r❛❝t✉r❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s✱ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ❤❡❧♣s t♦ ❣❛✐♥ ✈✐t❛❧ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐✲

❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭▲❊❋▼✮✱ ❏✲✐♥t❡❣r❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡

❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ▲❊❋▼ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝❛s❡s ✇✐t❤

s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❬✻❪✱ t❤❡ ❏✲✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛s❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣

♠♦r❡ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ q✉✐t❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝❛s❡s ✇✐t❤ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤s✳ ◆✉✲

♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤s✳

❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣✐❡❝❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢r❛❝t✉r❡✱ t❤✉s ✐s ✐t ❝❛♥

❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❉❛♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

✐s ❛ s②♥♦♥②♠ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❝❛✉s✐♥❣ ❧♦ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡❣r✐t②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st✐✛♥❡ss✳ ❚❤❡s❡ str❡ss✲❞r✐✈❡♥ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ t②♣✲

✐❝❛❧❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡

♦❢ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ❛♥❞ ♠✐❝r♦✈♦✐❞s ❬✸❪✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞

❜② t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤✐s

❝♦♥t❡①t✱ ❛ ✜tt✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❞❛♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✽❪✱ ✇❤♦ st❛t❡s✱

✏❞❛♠❛❣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❜r❡❛❦✑✳
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

✷✳✶✳ ❋r❛❝t✉r❡ ▼♦❞❡s ❛♥❞ ❋❛✐❧✉r❡ ❚②♣❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✿ ✭❛✮ ❋r❛❝t✉r❡ ▼♦❞❡s✳ ✭❜✮ ▼❛t❡r✐❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ t②♣❡s ✭✜❣✉r❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✮ ❬✸✹❪✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡❞ s✉r❢❛❝❡s✳

❚❤r❡❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❛✮✳ ❆♥② ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s✱ ♦r t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❬✻❪✳

❼ ▼♦❞❡✲■ ✭❖♣❡♥✐♥❣ ▼♦❞❡✮✿ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❤❛♣♣❡♥s

♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦✲♣❧❛♥❡ ❬✻❪✳

❼ ▼♦❞❡✲■■ ✭❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡✮✿ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣ ✐s ✐♥✲♣❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡

❝r❛❝❦✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❬✻❪✳

❼ ▼♦❞❡✲■■■ ✭❚❡❛r✐♥❣ ▼♦❞❡✮✿ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢r♦♥t ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❡❛r✐♥❣ ❬✻❪✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣r✐♦r

t♦ ✜♥❛❧ r✉♣t✉r❡✱ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❜✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞

❛s ❞✉❝t✐❧❡✱ ❜r✐tt❧❡✱ ♦r q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞

❜② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡

❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ♠✐♥✉s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s

t②♣❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ♠❛♥② ♠❡t❛❧s ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② t❤❡

♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❡✛❡❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ t❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ t②♣❡ ❡①❤✐❜✐t str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤

❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❧✐♠✐t✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

❣r♦✇t❤ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♠✐❝r♦✈♦✐❞s ❬✷✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❞✐♠♣❧❡s

♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s✳

❇r✐tt❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞

❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ❬✷✸❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② γ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❬✶✼❪ ❬✷✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❛t❤❡r

s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ s❤♦✇s ❛ s✉❞❞❡♥ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥

❞✐❛❣r❛♠✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❣❧❛ss ❬✷✸❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦

t❤✐s ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ♠❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧s ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❜r✐tt❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❝❛♥ ❞✐ss✐♣❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡

♣r♦❝❡ss ❬✷✸❪✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦✲t✐♣ ❝❛❧❧❡❞ ❢r❛❝t✉r❡

♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❬✶✼❪✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ s❤♦✇ ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥

str❡ss ✇❤❡♥ t❤❡ str❛✐♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞

str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♥❝r❡t❡✱ ❝❡r❛♠✐❝s ❛♥❞ r♦❝❦s ❬✶✼❪

❬✷✸❪ ❬✷✶❪✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞

❜② ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❧♦❛❞✐♥❣✲r❛t❡✱ ❛♥❞ str❡ss tr✐❛①✐❛❧✐t② t❤❡ s❛♠❡

♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ r❡s♣♦♥s❡ ❡✐t❤❡r ❞✉❝t✐❧❡ ♦r ❜r✐tt❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❬✶✼❪✳

✷✳✷✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡

▼❛t❡r✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢

♠✐❝r♦❝r❛❝❦ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✈♦✐❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛r❡ st✐✛♥❡ss ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ❬✷✼❪

❬✸✼❪✱ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ str❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✳✷✳✶✳ ❙t✐✛♥❡ss ❉❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ st❛t❡✱ ❧❡ss ❛t♦♠✐❝ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢❡r

t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛r❣❡r str❛✐♥

✾
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ st✐✛♥❡ss ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♣♣❡r ❬✷✸❪✳

✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❜♦♥❞s ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r❝❡ ♣❡r ❜♦♥❞✳

❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ st✐✛♥❡ss ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❞❛♠❛❣❡

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✷✼❪ ❬✸✼❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✐s ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❛❢t❡r

❞❛♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ st✐✛♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❧❡ss st❡❡♣ s❧♦♣❡

✐♥ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✭❛✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✲

❛❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠s ♦♥❧② ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❞✉❝t✐❧❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✭❜✮ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r

t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡

❜r❡❛❦❛❣❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❜♦♥❞s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❬✶✼❪✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥

❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s tr❡❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ str❛✐♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜②

♠✐❝r♦❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② st✐✛♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✼❪

❬✷✸❪✳

✷✳✷✳✷✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❙tr❡♥❣t❤

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st✐✛♥❡ss ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❛❧s♦ ♠❛❣♥✐✲

✜❡s t❤❡ str❡ss ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦t ②❡t ❞❛♠❛❣❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡

str❡ss σeff ❬✶✹❪✳ ❋♦r q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❧❛❝❦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤✐s

✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ str❡♥❣t❤ ❬✶✹❪✳

❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

✶✵
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲
s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✷✵❪✳

r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✷✸❪✳ ■t ♠❛② ❡✈❡♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✉♥st❛❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧

r❡s♣♦♥s❡ ❬✶✹❪✳

✷✳✷✳✸✳ ❉❛♠❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❆♥✐s♦tr♦♣②

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ str❡ss st❛t❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ❢♦r♠✳ ❲❤✐❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐s♣❡rs❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧

✈♦✐❞s ♣r❡s❡r✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛♥

✐❞❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❞❛♠❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❞✐❢✲

✜❝✉❧t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡

t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦s ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇r✐tt❧❡ ❛♥❞

q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❡①❤✐❜✐t ❝r❛❝❦✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✷✸❪✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬✷✸❪ ❬✶✼❪✳ ❲❤✐❧❡ ❝r❛❝❦s r❡❞✉❝❡

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✱ t❤❡② ♠❛② ❝❧♦s❡ ❛❣❛✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s r❡✲

✈❡rs❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ str❡♥❣t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r

t❡♥s✐❧❡ str❡ss ❛r❡ r❡❣❛✐♥❡❞ ❛❣❛✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❝❧♦s❡s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❧♦❛❞✳

❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝r❛❝❦✲❝❧♦s✉r❡ ♦r st✐✛♥❡ss✲r❡❝♦✈❡r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝r❛❝❦s

❞❡✈❡❧♦♣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❢❛❧s✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦♦

♠✉❝❤ ❬✷✸❪✳

✶✶
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

✷✳✷✳✹✳ ❙✐③❡✲❊✛❡❝t

▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❞❡❢❡❝t✲

s❡♥s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ str❡♥❣t❤ ♦♥ t❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t s✐③❡ ❬✺❪✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐③❡✲❡✛❡❝t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❤❛r♠❢✉❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ ❞✉❝✲

t✐❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❝♦✉♥t❡r t❤❡ str❡ss✲♠❛❣♥✐❢②✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ s✉❝❤ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♣❧❛st✐❝

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r♦♥❡

t♦ t❤❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡✲❡✛❡❝t ✐s t❤❛t ✐t ♣♦s❡s ❛ s♦✉r❝❡

♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧ t❡st s♣❡❝✐♠❡♥

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❬✶✼❪✳

✷✳✷✳✺✳ ❙❝❛❧❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛❝t✐♥❣ ♦♥

✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ❜❡❣✐♥s

✇✐t❤ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ❧❡❛❞s ✐♥ ✐ts ✜♥❛❧ st❛❣❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦s ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

❬✷✸❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✷✸❪✳

✶✷
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❼ ❆t♦♠✐❝ s❝❛❧❡✿

❚❤✐s ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ ✇❤❡r❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ♦r✐❣✐♥✱ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❝r❡✲

❛t❡❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❜♦♥❞s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧

r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❜♦♥❞s✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ st✐✛✲

♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ t❤✐s s❝❛❧❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥

♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡ ❬✶✼❪✳

❼ ▼✐❝r♦s❝❛❧❡✿

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦♥ t❤✐s s❝❛❧❡✱ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❤♦✲

♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉❜✲r❡❣✐♦♥s✳ ▼✐❝r♦❝r❛❝❦s ❛♥❞ ♠✐❝r♦✈♦✐❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠s ♦❢

❞❛♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤✐s s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✼❪✳

❼ ▼❡s♦s❝❛❧❡✿

❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛✲

t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ tr❛✐t ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ❞❛♠❛❣❡

♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ❛s r❡❞✉❝❡❞ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❬✶✼❪✳ ❆ t②♣✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t t❤✐s s❝❛❧❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❼ ▼❛❝r♦s❝❛❧❡✿

❚❤❡ ✜♥❛❧ s❝❛❧❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡✱

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✐③❡ ♣❧❛②s

❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s

❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡✲❡✛❡❝t✳ ▲❛r❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ♠♦r❡ st♦r❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❛♠❛❣❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞

❞✉r✐♥❣ ❝r❛❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② r❡❧❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣②

❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡✱ ✉♥st❛❜❧❡ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳

✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❋r❛❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧s

▼❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦

t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❛s❡❞ ♦r ❞✐s❝r❡t❡✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ❤♦✇

✶✸
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳✿ ❚②♣❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❛✮ ♣✉r❡✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱
✭❜✮ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✭❝✮ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠♠♦❞❡❧s ❬✷✵❪✳

❝r❛❝❦s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭s♠❡❛r❡❞ ♦r ❛s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♣✉r❡

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s✱ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s

❬✷✵❪ ❬✷✹❪✳ ❇♦t❤ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝♦r✲

♣♦r❛t❡ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s

❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ s❡♣❛r❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜②

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✷✳✸✳✶✳ P✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s

P✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s st✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐✲

❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ r❡❣✐♦♥ ❬✷✾❪ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ♠✐✲

❝r♦❝r❛❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s♠❡❛r❡❞ s❡♥s❡✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ✐s ❧♦st ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② s❤♦rt❝♦♠✐♥❣

♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❛s❡❞ s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡✐r ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦

t❤❡ ♠❡s❤✲s✐③❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐❢ ♥♦ ❝♦✉♥t❡r ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❬✷✶❪ ❬✽❪✳ ❚❤✐s ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✷✼❪ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡♠❡❞✐❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛❞✲

❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ♣✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡

✶✹

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

t❤❡ s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s

❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ▼♦❞❡❧s

❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛✐♠✐♥❣ ❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥❞

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t

♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ t♦♦❧ ❢♦r ❞❛♠❛❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧

❦✐♥❞ ❬✶✼❪✳ ❇② ✉s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

❙♠❡❛r❡❞ ❈r❛❝❦ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❈❆✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❛ s♠❡❛r❡❞

s❡♥s❡✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✻✵s ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣

❞✐s❝r❡t❡ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ❬✷✹❪ ❬✸✻❪ ❬✽❪ ❬✷✺❪ ❬✷✼❪

❬✶✻❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❝r❛❝❦✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦

str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝❡r❛♠✐❝s ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❡❛s② t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❬✸✻❪ ❬✸✼❪ ❬✶✻❪ ❬✽❪✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡

❝r❛❝❦✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡

❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❣❡ts r❡♣❧❛❝❡❞

❜② ❛♥ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✉♣♦♥ ❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✻❪ ❬✷✼❪ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ ❙❈❆

❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✜①❡❞✲ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣✲❝r❛❝❦ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♥♦r✲

♠❛❧ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ ♦r r♦t❛t❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✶✻❪✳ ■t

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t t❤❡ s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛

s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ❞❛♠❛❣❡ t❡♥s♦r ❬✸✷❪ ❬✷✺❪ ❬✸✼❪✳

✶✺
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❈r❛❝❦ ❇❛♥❞ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❈❉▼ ❛♥❞ ❙❈❆ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ s♠❡❛r❡❞ s❡♥s❡ ❛♥❞ ❜♦t❤ s✉✛❡r

❢r♦♠ ♠❡s❤✲s✐③❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝✲

t✉r❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣✲❜r❛♥❝❤ s❧♦♣❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ♠❡s❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ✉♣♦♥ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡♠❡❞② ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ❜② ❍✐❧❧❡r❜♦r❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧s ❬✷✹❪✱ ❛♥❞ ✇❛s ❧❛t❡r ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r

t❤❡ s♠❡❛r❡❞ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❇❛③❛♥t ❛♥❞ ❖❤ ❬✸✼❪ ✐♥ ✶✾✽✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤ r❡st♦r❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❬✽❪ ❬✷✹❪ ❬✷✺❪ ❬✷✶❪✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ♠❡s❤✲s✐③❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ t❤❡ ♠❡s❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ t❤❛t ✇❛② ❬✽❪✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✳

✷✳✸✳✷✳ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧s

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♣✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞♦

♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ s♠❡❛r❡❞ s❡♥s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞

❛s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡♥t✐t② ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛✲

t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

❝r❛❝❦s ❛r❡ tr❡❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ tr❛❝t✐♦♥✲

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇ ❬✶✺❪✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞

✭❳❋❊▼✮✳

❉✐s❝r❡t❡ ❈r❛❝❦ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝r❛❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✻✵s ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❝♦♥❝r❡t❡✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥

❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝r❛❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❈r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦❝❝✉r

✐❢ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❢♦r❝❡s ❡①❝❡❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦❞❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❧❛✇ ❬✷✹❪ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s s♦♠❡

♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦s ❬✷✼❪✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✜t t❤❡ ♥❛t✉r❡

♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡

✶✻
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✷✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛♠❛❣❡✱ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧✐♥❣

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❬✶✻❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❝r❛❝❦s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛

✜①❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❡❞❣❡s ❬✽❪✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧✐st❡❞ ❞♦✇♥s✐❞❡s✱

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛

♣r✐♦r✐✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❬✷✻❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡

✐ss✉❡s s♣❛r❦❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t

♠❡t❤♦❞ ✭❳❋❊▼✮ ❬✶✻❪ ❬✷✹❪ ❬✷✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❡❳t❡♥❞❡❞ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❳❋❊▼✮

❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✾✵s✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝r❛❝❦s✳ ❳❋❊▼ ❡♥r✐❝❤❡s

t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣s ❬✷✵❪✳ ❚❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❛rs t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t

r❡✲♠❡s❤✐♥❣ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss✳

✷✳✸✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼♦❞❡❧s

❉✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱

✐♥st❡❛❞ s❡♣❛r❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❡❧❛st✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❦s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❛

❧❛tt✐❝❡ ♠❡♠❜❡r ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡

♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡✲

♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t♦

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ❬✷✵❪✳ ❆ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡

❧❛tt✐❝❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥

❝♦♥❝r❡t❡✳
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡

▼❡❝❤❛♥✐❝s

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❈❉▼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❑❛❝❤❛♥♦✈ ❬✶✾❪ ✐♥ ✶✾✺✽✳ ❍❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❝r❡❡♣ ❞❛♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤

❤❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡❣r✐t② ❬✶✼❪ ❬✷✸❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❑❛❝❤❛♥♦✈✬s ✇♦r❦✱ ❘❛❜♦t♥♦✈ ❬✸✺❪ s✉❣❣❡st❡❞ ❛

♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ✶✾✻✾✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬✷✸❪✳ ❲❤✐❧❡

t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ③❡r♦ ❢♦r ❛ ✐♥t❛❝t ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛tt❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ ♦♥❡ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❘❛❜♦t♥♦✈ ❛❧s♦ ❣❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❤②s✐❝❛❧

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛r❡❛ ❞✉❡ t♦ ❞❡❢❡❝ts t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛r❡❛ ❬✶✼❪✳ ❚❤✐s ❑❛❝❤❛♥♦✈✲❘❛❜♦t♥♦✈

t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❈❉▼ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡r❡❛❢t❡r ❬✷✸❪✳

❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ t❤❡♦r② t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡

❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ s❝❛❧❛r ♦r ❡✈❡♥ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡♥s♦r✳ ❈❉▼ ✐s

✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❧♦ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡❣r✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❞❡❢❡❝ts ❬✸❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ st✐✛♥❡ss ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡

❬✷✵❪✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦s ✉♣ t♦ ✜♥❛❧ r✉♣t✉r❡✳ ■♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ s✉❝❤ ❛ ❝r❛❝❦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢

❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡♥t✐r❡❧② ❧♦st t❤❡✐r st✐✛♥❡ss ❛♥❞ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣

❛❜✐❧✐t② ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❈❉▼ ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❛♠❛❣❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❬✸❪✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❞❛♠❛❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s ❬✶✼❪✳
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❙✐♥❝❡ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s s♠❡❛r❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥

✈♦❧✉♠❡ r❡❣✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱

t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢t❡♥

❥✉st✐✜❡s t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞

❢r❛❝t✉r❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❈❉▼ ❛♥❞ ❋❊▼ ❧❡❛❞s t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧✲

✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛❧❧❡❞

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✷✸❪✳

✸✳✶✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❛♠❛❣❡ ✇✐t❤

❉❛♠❛❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ st❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛r❡❛ ♦r t❤❡

❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✐✲

t✐❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r

♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r tr❡♥❞s ✐♥

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳

P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛r❡ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❛s t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞

♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❛♠✲

❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ✜t ❛ ❝❡rt❛✐♥

str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✱ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦r ✈✐❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❙✐♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞♦

♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲

t✉r❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ r❡❧② ♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞

tr❡♥❞s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞

✇❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ t❤❡♦r②✱ ✇❤❡r❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣❡r ♣❤②s✲

✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦st ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

♣✉r♣♦s❡s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ t♦♦❧ t❤❛t ❞❡❧✐✈❡rs r❡s✉❧ts

✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧②

❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ r❛♥❣❡

✶✾

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❢r♦♠ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡♥s♦r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞❛♠❛❣❡ ❬✷✸❪✳

✸✳✶✳✶✳ ❙❝❛❧❛r ❉❛♠❛❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡

❱❡r② ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡

st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✲

✐❝❛❧ ♠✐❝r♦✈♦✐❞s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

s❤♦✉❧❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t✇♦ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❛st✐❝

♠♦❞✉❧✐ ❬✷✵❪✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ r❡♠❛✐♥s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❬✷✸❪ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s

D =
A0 − Aeff

A0

✭✸✳✶❛✮

D = 1− ED

E0

✭✸✳✶❜✮

✇❤❡r❡ A0 ❛♥❞ Aeff ❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ E0 ❛♥❞ ED ❛r❡

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ D ❝❛♥ ❜❡

♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛r❡❛ ♦r ❛s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r♣r❡t❛✲

t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❧♦♣❡ ♦❢ ❛ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r

♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❬✶✼❪ ❬✶✹❪✳

❆ ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❣❡t s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s

t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ✐s s✐♠♣❧② ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ ♦♥❡ ❬✷✵❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ s❝❛❧❛r r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♠♦❞❡❧

❥✉st✐✜❡s ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❝❛s❡s ✇✐t❤

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❧♦❛❞ r❡✈❡rs❛❧s ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥

st✐❧❧ ②✐❡❧❞ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❬✷✸❪✳
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✸✳✶✳✷✳ ❱❡❝t♦r✐❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡

❙✐♥❝❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❢♦r♠s ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ str❡ss✱ ✐t s❡❡♠s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛r❡❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥

❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝

❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✷♥❞✲♦r❞❡r t❡♥s♦r ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ❛s

✇❡❧❧ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ✈❡r② ♦❢t❡♥✳

✸✳✶✳✸✳ ❙❡❝♦♥❞✲❖r❞❡r ❚❡♥s♦r ❉❛♠❛❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡

❆ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✷♥❞✲♦r❞❡r t❡♥s♦r ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

✇❛② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

s✐♠♣❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ r❡❧✲

❡✈❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ②❡t t♦♦

❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✷♥❞✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

t❤❛♥ ♦rt❤♦tr♦♣② ❬✶✼❪ ❬✷✸❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ♦r✲

t❤♦tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞

❜✉t t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs ✐s t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞

q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ♦rt❤♦tr♦♣② ❬✷✸❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t❡♥s♦r

✐ts❡❧❢ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✈❡r② ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❬✷✸❪✳

✸✳✶✳✹✳ ❋♦✉rt❤✲ ❛♥❞ ❊✐❣❤t✲❖r❞❡r ❚❡♥s♦r ❉❛♠❛❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡

❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r s✉❝❤ ❛s ❞❛♠❛❣❡ ✐♥

❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ❛ ✹t❤✲♦r❞❡r t❡♥s♦r ❞❛♠❛❣❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❬✶✼❪ ❬✷✸❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞✲

❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ✹t❤✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥

❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✷✸❪✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐❢ s②♠♠❡tr✐❝

✽t❤✲♦r❞❡r t❡♥s♦rs ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ♦♥t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞

♦♥❡ ❬✶✼❪ ❬✷✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s ✈❡r②
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

♦❜❥❡❝t✐♦♥❛❜❧❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ t❤❡②

❛❜s♦❧✉t❡❧② ♠✉st✳

✸✳✷✳ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ❈❉▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢❡❝t❧②

❜r✐tt❧❡ ✜❜❡rs✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ✉♥t✐❧ t❤❡✐r t❡♥s✐❧❡

str❡♥❣t❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡② ❜r❡❛❦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❡❛❝❤ ✜❜❡r ❤❛s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤✳ ■♥ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤✐s s✐♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛r❡❛

❞❡❝r❡❛s❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ✜❜❡r

❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s♣r✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜✉♥❞❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ✜❜❡r ❜r❡❛❦s ❬✸❪✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥

❤✐❣❤❧✐❣❤ts t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❡①❛♠♣❧❡✲♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝❛s❡s ✇✐t❤ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

t②♣✐❝❛❧ ❢♦r q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧ ❬✷✵❪✳

✷✷
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜❜❡r ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥

t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❡❛r❡❞ ♦✈❡r t❤❡

❡♥t✐r❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ✜❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞

❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✸✳✷✳✶✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❙tr❡ss ◆♦t✐♦♥

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✲❜❡❛r✐♥❣ ❛r❡❛ ✉♣♦♥ ✜❜❡r ❢❛✐❧✉r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ♠❛❦❡s

✐t ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥♦♠✐♥❛❧

str❡ss

σ =
F

A0

✭✸✳✷✮

❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss

σeff =
F

Aeff

✭✸✳✸✮

❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st✐❧❧ ✐♥t❛❝t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✱ ✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡

✜❜❡r ❜✉♥❞❧❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t ②❡t

❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❡♥t❡rs t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱

t❤❡ str❡ss ♠❛❣♥✐❢②✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥✱ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss

✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❢♦r❝❡s

σ · A0 = σeff · Aeff ✭✸✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶❛✮ ❢♦❧❧♦✇s

σ =
Aeff

A0

· σeff =

(

1−
[

1− Aeff

A0

])

· σeff = (1−D) · σeff ✭✸✳✺✮

✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss ❬✶✹❪✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t

t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

✐❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✇s t♦✇❛r❞s ✐ts ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ D → 1✳

✷✸
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✸✳✷✳✷✳ ❙tr❛✐♥ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ str❡ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss σeff ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✽❪ ❬✷✸❪ ❬✷✵❪✳

❙tr❛✐♥ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡✿ ❆♥② str❛✐♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r

❛ ❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ❛ ✈✐r❣✐♥

♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ str❡ss ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss✳

❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss ✐♥ ❞❛♠❛❣❡❞

♠❛t❡r✐❛❧s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

✉♥❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ σeff = E0 · ε
❬✶✹❪✳ ❇② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞

❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧

σ = (1−D) · E0 · ε ✭✸✳✻✮

✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss t♦ t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞

✐♥ ❛ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛ ❞❛♠❛❣❡❞

♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ st✐✛♥❡ss

ED = (1−D) · E0 ✭✸✳✼✮

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ❬✶✹❪✳

✸✳✷✳✸✳ ❉❛♠❛❣❡ ●r♦✇t❤ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ▲❛✇

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡

❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡

✈❛r✐❛❜❧❡ D ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❜❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② str❛✐♥ ❞r✐✈❡♥✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥

❞r✐✈❡♥ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✷✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

s✐♥❝❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✷✹
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❧❛r❣❡st ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❛❝❤❡❞ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛t t✐♠❡ t

κ(t) = max
τ≤t

(ε0, ε(τ)) ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ ε0 ✐s t❤❡ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥s❡t t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ε(τ) ✐s t❤❡ str❛✐♥ ❤✐st♦r②✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

❞❛♠❛❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝❛s❡s ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♥s❡t ♦❢

❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

ε > κ ✭✸✳✾✮

✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ✇✐❧❧ ❣r♦✇ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t str❛✐♥ ❡①❝❡❡❞s ✐ts ♣r❡✲

✈✐♦✉s❧② ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ κ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇t❤ ❝❛♥

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ st✐✛♥❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✶❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦ str❡ss✲str❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

D = D(κ) ✭✸✳✶✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ κ✳

✸✳✸✳ ■s♦tr♦♣✐❝ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ str❡ss✲st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡

✉♥✐❛①✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮✱ t❤❡ s❝❛❧❛r str❡ss✱ str❛✐♥✱ ❛♥❞

❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r t❡♥s♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s

t♦

σ
∼

= (1−D) · E
∼

∼

0 : ε
∼

✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ σ
∼

❛♥❞ ε
∼

❛r❡ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs ❛♥❞ ✇❤❡r❡ E
∼

∼

0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✉♥❞❛♠❛❣❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

♦❢ ✐s♦tr♦♣② ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ ♠♦st ❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❥✉st✐✜❡s t❤❡✐r ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❞❛♠❛❣❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ✐s ♠❡r❡❧② ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❛❝t ❝❛s❡

❬✷✶❪✳

✸✳✸✳✶✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❙tr❛✐♥

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ str❛✐♥ st❛t❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε
∼

✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ εequ✱

❬✷✵❪ ❬✷✶❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥ st❛t❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡

t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭✸✳✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✵✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

εequ > κ ✭✸✳✶✷❛✮

D = D(κ) ✭✸✳✶✷❜✮

✇❤❡r❡ κ ✐s ♥♦✇ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❛❝❤❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✈❛❧✉❡

κ(t) = max
τ≤t

(ε0, εequ(τ)) ✭✸✳✶✸✮

❛t t✐♠❡ t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛r❡ ♣✉❜✲

❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥

♥♦r♠

εequ❴❊✉❝❧✐❞❡❛♥◆♦r♠ =
√
ε
∼

: ε
∼

=
√
εijεij ✭✸✳✶✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠

εequ❴❊♥❡r❣②◆♦r♠ =

√

ε
∼

: E
∼

∼

0 : ε
∼

E0

=

√

1

E0

εijE0
ijklεkl ✭✸✳✶✺✮

r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✳ ■♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡

t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞s ❛r❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❛✉s❡ ❢♦r ♠✐❝r♦❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❝♦♥❝r❡t❡✱

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❛③❛rs ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠

εequ❴▼❛③❛rs❊✉❝❧✐❞❡❛♥◆♦r♠ =
√
< ε

∼

>:< ε
∼

> ✭✸✳✶✻✮
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ str❛✐♥✱

εequ❴▼❛③❛rs❊♥❡r❣②◆♦r♠ =

√

< ε
∼

>: E
∼

∼

0 :< ε
∼

>

E0

✭✸✳✶✼✮

✇❤✐❝❤ ✉s❡ ▼❛❝❛✉❧❡② ❜r❛❝❦❡ts < x >= max(0, x) t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❬✷✵❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

< ε
∼

>=
3

∑

I=1

< εI > nI ⊗ nI ✭✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ εI ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥s ❛♥❞ nI ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❬✷✵❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥②♠♦r❡ ✐❢ ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ♦r ✭✸✳✶✼✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝

❞♦♠❛✐♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛♥❡✲str❡ss ❧♦❛❞✐♥❣ st❛t❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞

♦♥t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ♣❧❛♥❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠

❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❛r❡ ❜♦t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱

✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡s✲

s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ▼❛③❛rs ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ str❛✐♥

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❤♦✇ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ r❡❣✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ t❡♥s✐❧❡

str❡♥❣t❤✳

✷✼
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✭❛✮ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠✳ ✭❜✮ ▼❛③❛rs ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ♦❢

♣♦s✐t✐✈❡ str❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✿ ❊❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡✲str❡ss ❧♦❛❞✐♥❣ st❛t❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
str❛✐♥ s♣❛❝❡ ❬✷✵❪✳

✸✳✹✳ ❈♦♠♠♦♥ ■ss✉❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥

❙tr❛✐♥✲❙♦❢t❡♥✐♥❣ ▼❛t❡r✐❛❧s

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❉▼ ❛♥❞ ❋❊▼ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ str❡♥❣t❤ ✇❤❡♥ t❤❡ str❛✐♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝

❧✐♠✐t ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❛r❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤s

t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥

t❤❡ ♣❛st ❬✷✸❪✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠❡s❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❉▼ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥

❛♥② ❝❛s❡ t♦ ❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❬✷✸❪✳ ❙tr❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛♥❞s ✇✐t❤

✷✽
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❛ ✇✐❞t❤ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s

❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳

✸✳✹✳✶✳ ▼❛t❡r✐❛❧ ■♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙tr❛✐♥✲▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

▼❛t❡r✐❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ str❛✐♥✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥

❛ r❡❣✐♦♥ ❛s ♥❛rr♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛ ❋❊▼ ❛♥❛❧②s✐s t❤✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❛ ❜❛♥❞ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♠❡s❤✲s✐③❡ ✇✐❞t❤ ❬✷✸❪ ❬✶✼❪ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐s

♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❈❉▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡

t❛❦❡♥✳

❆t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧❡✈❡❧✱ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❍✐❧❧✬s st❛❜✐❧✐t②

❝r✐t❡r✐♦♥

ε̇
∼

T : σ̇
∼

> 0 ✭✸✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss r❛t❡ ❛♥❞ str❛✐♥ r❛t❡

t❡♥s♦rs ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❬✷✽❪✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐♥ r❛t❡

❢♦r♠

σ̇
∼

= E
∼

∼

t : ε̇
∼

✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ E
∼

∼

t ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ε̇
∼

T : E
∼

∼

t : ε̇
∼

> 0 ✭✸✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡

❬✷✽❪✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

det(E
∼

∼

t) > 0 ✭✸✳✷✷✮

❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❬✷✽❪✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t

str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ str✉❝✲

t✉r❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛✉s❡s ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ♠❡s❤✲s✐③❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐✲

✷✾
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✷✸❪✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣

r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r

❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤✉s ♣r♦❜❧❡♠s

✇✐t❤ str❛✐♥✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❡❛s❡ t♦ ❜❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✳

✸✳✹✳✷✳ ▼❡s❤✲❙❡♥s✐t✐✈✐t②

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛s ♥❛rr♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣

♠❛t❡r✐❛❧s ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ❝r❛❝❦ ✇✐❞t❤ ✐s

❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡s❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦

t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤✉s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡s❤✲s✐③❡ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ r❡❞✉❝❡❞

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❬✷✸❪✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❡♥❡r❣②

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✉♣♦♥ ♠❡s❤✲r❡✜♥❡♠❡♥t ♠✉st ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣✲

❢✉❧ r❡s✉❧ts ❬✷✸❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ❜❛r

✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ❣❡ts st❡❡♣❡r

✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ❡✈❡♥ ❜❡♥❞s ❜❛❝❦✇❛r❞s ❢♦r ❛

s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♥❛♣✲❜❛❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♦❜✲

s❡r✈❡❞ tr❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✿ ▲♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❜❛r ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ ♠❡s❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❙tr❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t✳ ❬✷✵❪

✸✵

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✸✳✹✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♥st❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ t❛♥✲

❣❡♥t st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r✱ ❡①❤✐❜✐ts ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✷✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s str✉❣❣❧❡ t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♥✲

✈❡r❣✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ t♦

❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤✉s t❤❡

s♦❧✈❡r ❤❛s ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤✐s s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✸✳✺✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r s❡❝t✐♦♥✱

❤❛✈❡ ❧❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡✐r r❡♠❡❞②✳ ❙♦♠❡ ♦❢

t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ s✉❝❤

❛s ❡♥s✉r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ❬✶✹❪✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡s❡ tr❛✐ts✱ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❡✈❡♥ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✇✐❞t❤

❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts t❤❛t

❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✐♥ s♠❛❧❧❡r r❡❣✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st

♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

♣✉r❡❧② ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳

✸✳✺✳✶✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ❱✐s❝♦s✐t② ♦r ❱✐s❝♦✉s ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

◗✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✇ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❝♦♥✲

✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❛❧②s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✼❪ ❬✶✺❪✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② t❡r♠ ❤❡❧♣s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t

st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ r❡st♦r❡❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❬✼❪ ❬✷✸❪✳ ❚❤✐s

✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❧♦✇❡❞

✸✶
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❞♦✇♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❬✼❪✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ r❛t❤❡r

✉♥✐❢♦r♠ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② s✉❞❞❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✲

✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✈✐s❝✐❞

❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ D ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈✐s❝♦✉s

❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Dv✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥

Ḋv =
1

η
(D −Dv) ✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❬✼❪

❬✶✺❪✳ ❯s✉❛❧❧② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛❧r❡❛❞②

❤❡❧♣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦♦ ♠✉❝❤ ❬✼❪✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡

✐♥✈✐s❝✐❞ ♦♥❡ ❢♦r t → ∞ ❬✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞

❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✼❪✳

✸✳✺✳✷✳ ▼❡s❤✲❆❞❥✉st❡❞ ❙♦❢t❡♥✐♥❣

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱

t❤❡ ♠❡s❤✲s✐③❡ ❤❛s ❛ ♠❛❥♦r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ str❛✐♥✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♠❡s❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✱ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ♠❡s❤✲

❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝r❛❝❦

♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✐❧❧❡r❜♦r❣ ❬✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❛③❛♥t

❛♥❞ ❖❤ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ str❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✭❛✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜② t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ Gf ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❬✺❪✳ ❚❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ le ✐s ✉s❡❞ t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✭❜✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

gf = Gf/l
e ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❬✹❪ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ s❧♦♣❡

♦❢ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤

❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r

✸✷
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❬✷✸❪ ❬✹❪✳

✭❛✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✳ ✭❜✮ ❋r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ l
e✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✿ ❋r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♠
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥ ❬✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✹❪✳

❚❤❡ ♥♦♥♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✉♣♦♥ ♠❡s❤✲r❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛♥❞

♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ r❡st♦r❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❬✷✸❪ ❬✹❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐ss✉❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✸✸
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t str❛✐♥ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✐♥ ❛ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤✐❝❦ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡r❡✲

❢♦r❡✱ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ♥♦t r❡st♦r❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ ❝❛s❡s t❤❛t

❢✉❧✜❧❧ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❬✹❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤✲s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❬✷✸❪✱ ✐t st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛

s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳

✸✳✺✳✸✳ ◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ❚❤❡♦r②

■❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡

✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❬✶✻❪ ❬✸✼❪ ❬✸✽❪✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥❡❝✲

❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡r ❬✶✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡

♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝✲

✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❡♥❢♦r❝❡ ❞❛♠❛❣❡

t♦ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✉♣ t♦ ❛ ✇✐❞t❤ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ✐s r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❞❛♠❛❣❡❞ ✈♦❧✉♠❡s s✐③❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t P (~x)

♥♦t ❥✉st ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✉♣

t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♥♦♥✲

❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛♥❞

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✷✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✛♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣✉r❡❧② ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❬✷✶❪✳

◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ■♥t❡❣r❛❧ ❉❛♠❛❣❡

❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡

s❝❤❡♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r s✉♣♣r❡ss✐♥❣ str❛✐♥✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r r❡❣✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡

♣❤②s✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥

❈❉▼ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✷✸❪✳ ❚❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ā ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛

✇❡✐❣❤t❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

Ā(~x) =
1

V

∫

V

h(~s− ~x) · A(~s)dV (~s) ✭✸✳✷✹✮

✸✹
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✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✇❤❡r❡ A(~x) ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ h(~x) ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② t❤❡

●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ h(~x) = exp(− |~x|2

2l2
) ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤

❬✷✸❪✳

◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ●r❛❞✐❡♥t✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❚❤❡♦r②

❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ā ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❣r❛❞✐❡♥t ∇A(~x) ❬✷✸❪✳

Ā(~x) = A(~x) + c1∇A(~x) + c2∇2A(~x) + . . . ✭✸✳✷✺✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡

✐♥t❡❣r❛❧ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✸❪✳

✸✺
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞ ✷✵✶✽✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜②

❉❛ss❛✉❧t ❙②stè♠❡s ✭❱é❧✐③②✲❱✐❧❧❛❝♦✉❜❧❛②✱ ❋r❛♥❝❡✮✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤

❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❯▼❆❚✲s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❞❡t❛✐❧✳

✹✳✶✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❇❱Ps✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t

♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊s✮✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱

❤❡❛t tr❛♥s❢❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

t❤❛t ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ P❉❊s ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❣❡ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡

♥♦❞❡s ❛♥❞ ✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥✳ ❆ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊▼ ✐s ✐ts s♣❛❝❡

❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚②♣✐❝❛❧❧② ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r✲ ❛♥❞

q✉❛❞r❛t✐❝✲❡❧❡♠❡♥ts✳ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ♥♦❞❛❧ ❢♦r❝❡✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

M ü+ C u̇+K u = F ✭✹✳✶✮
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ M ✱ C✱ K ❛r❡ t❤❡ ♠❛ss✲✱

❞❛♠♣✐♥❣✲✱ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss✲♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ü✱ u̇✱ u✱ F ❛r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱

✈❡❧♦❝✐t②✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❬✸✵❪✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥❡rt✐❛ ❡✛❡❝ts

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❛ss✉♠❡❞ ❛s q✉❛s✐✲st❛t✐❝✳

✹✳✶✳✶✳ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

tr❡❛t♠❡♥t t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❣r❡❡✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s

t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s❡s t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢

K u = F ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞

str❛✐♥s r❡♠❛✐♥ s♠❛❧❧ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✐s ♣❛t❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❧♦❛❞ ❝❛s❡s ❬✷✷❪✳

■♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✐t

✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st✐✛♥❡ss t♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts K(u) ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞

✐♥ st❡♣s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❚②♣✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡✿

❼ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❬✼❪ ❬✷✷❪

❼ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✭❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❧❛r❣❡ str❛✐♥s✮ ❬✼❪ ❬✷✷❪

❼ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❝♦♥t❛❝t✮ ❬✼❪ ❬✷✷❪

❼ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭❡✳❣✳ ❜✉❝❦❧✐♥❣✮ ❬✷✷❪
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✹✳✶✳✷✳ ❊①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ■♠♣❧✐❝✐t ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

■♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥

✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❬✸✶❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥

❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞✳ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ t❤❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t s✐③❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❬✼❪ ❬✸✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♣❡r ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢♦r u ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ st✐✛♥❡ss✲♠❛tr✐① ❬✸✶❪✳

■♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✮ ❛r❡ s♦❧✈❡❞

❢♦r ü ❬✸✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss✲♠❛tr✐① ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✬❧✉♠♣❡❞✬ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥✈❡rt❡❞ ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧❡❞✱ t❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞

❢♦r ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✼❪ ❬✸✶❪✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐r❡❝t✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❊①♣❧✐❝✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♣❡r ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s ❧♦✇✱

❜✉t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts

❬✼❪ ❬✸✶❪✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡✐t❤❡r ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ q✉❛s✐✲

st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❬✼❪✳ ❆❧s♦ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡r ❤❛s tr♦✉❜❧❡ t♦

♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❜❧❡♠s ♦r ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❡r✐❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❬✼❪ ❬✸✶❪✳

✸✽
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✹✳✷✳ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥

❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥✲

❞❛r❞ ✷✵✶✽ ❜② ❉❛ss❛✉❧t ❙②stè♠❡s ✭❱é❧✐③②✲❱✐❧❧❛❝♦✉❜❧❛②✱ ❋r❛♥❝❡✮✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s ♠❡s❤✲

❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ♦❜❥❡❝✲

t✐✈✐t② ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r

❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❝r❡t❡✳

❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞ ✐s ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✐♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s

❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉✲

t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❯▼❆❚✲s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ❚❤✐s s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐s ❛ ❝♦❞❡ t❤❛t

❤❛s t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❋❖❘❚❘❆◆ ❛♥❞ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❯▼❆❚ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st♦r❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛t❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s

t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇t❤ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✼❪✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡✐r

♥✉♠❜❡r s✐♥❝❡ ❆❜❛q✉s ❤❛s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t

❞❡❧❡t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❛❜❧❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞❡❧❡t✐♦♥

st❛t❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♦♥❡✳ ❆❜❛q✉s ✇✐❧❧ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

✐❢ ✐t s❡t t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡s❤ ♦♥❝❡ ❛❧❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳

❚❛❜❧❡s ❧✐st✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❆❜❛q✉s ✐♥♣✉t✲✜❧❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❜str❛❝t ❆✳✷ ❛♥❞

❆✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✷✳✶✳ ■s♦tr♦♣✐❝ ❊❧❛st♦✲❉❛♠❛❣❡ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ▼♦❞❡❧

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡

♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σ
∼

= (1−D) · E
∼

∼

0 : ε
∼

✭✹✳✸✮

✸✾
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✇✐t❤ E
∼

∼

0 ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙✐♥❝❡

❞❛♠❛❣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② str❛✐♥✲❞r✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡D ❞❡♣❡♥❞s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ str❛✐♥ st❛t❡s✱ ❛ s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

str❛✐♥

εequ =

√

ε
∼

: E
∼

∼

0 : ε
∼

E0

=

√

1

E0

εijE0
ijklεkl ✭✹✳✹✮

✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠✳ ❖♥s❡t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇t❤ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

ε❡q✉ > κ ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ κ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❛❝❤❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str❛✐♥ ❛t ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤✳ ❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ D = D(κ) ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐✲❧✐♥❡❛r str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❧✐st❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✹✵
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦ str❡ss ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst❧② t♦ ✉s❡

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ st✐✛♥❡ss

σ❡q✉ = (1−D)E0ε❡q✉ ✭✹✳✻✮

❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t♦ ✉s❡ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣✲s❧♦♣❡

σ❡q✉ = E0ε0 −
E0ε0
ε❢ − ε0

(ε❡q✉ − ε0) ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ ε0 ❛♥❞ ε❢ ❛r❡ t❤❡ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ❛t ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦t❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ❢r♦♠ ❛

✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ E0 ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

D =
ε❢(κ− ε0)

κ(ε❢ − ε0)
=

ε❢
(ε❢ − ε0)

(

1− ε0
κ

)

✭✹✳✽✮

❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✼✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❛♠❛❣❡

✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ κ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣r♦✇s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡D →
1 ✇❤❡♥ κ → ε❢✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ D(κ = ε❢) = 1✳ ❉❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐✲❧✐♥❡❛r str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❝❤♦s❡♥ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤

❧✐st❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s t♦♣✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❞❛♠❛❣❡ ❜❡❣✐♥s t♦ ❣r♦✇ ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❣r♦✇t❤ ♦♥s❡t t❤r❡s❤♦❧❞ ε0 ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s str❛✐♥ ✈❛❧✉❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠

ε0 =
ft
E0

✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ ft ✐s t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ❛t ✜♥❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ε❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡s❤✲s✐③❡

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✳ ❚❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✹✶
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✹✳✷✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡s❤✲❆❞❥✉st❡❞ ❙♦❢t❡♥✐♥❣

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠❡s❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s r❡✲

q✉✐r❡s ❝❡rt❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡st♦r❡ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ♦t❤❡r✇✐s❡

t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❛♠❛❣❡

♠♦❞❡❧ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❥✉sts t❤❡

s♦❢t❡♥✐♥❣✲s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ l❡ ❛♥❞ ❛✐♠s ❛t

❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♠❡s❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤✐s

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✐s ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡

❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛②

t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❝r❛❝❦ ✉♥✐t ❛r❡❛ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② G❢ ❛♥❞ t❤❡

t♦t❛❧ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r❝❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❞✐❛❣r❛♠✱ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡s❤✲s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞

t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ✇♦r❦s ✇❤❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r

♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ✐s ♥♦t r❡st♦r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s

s♦♠❡t✐♠❡s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♣s❡✉❞♦✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✹❪✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥ ❛t ✜♥❛❧ r✉♣t✉r❡

ε❢ =
2 ·G❢

E · ε0 · (l❡ · CF)
✭✹✳✶✵✮

✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥

❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶

❛r❡❛ =
1

2
E0ε

2
0 +

1

2
E0ε0(ε❢ − ε0) =

1

2
E0εfε0 ✭✹✳✶✶✮

✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

g❢ =
G❢

(l❡ · CF)
✭✹✳✶✷✮

✹✷
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r CF✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ❧❛②❡r✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦

❧❡♥❣t❤s ♦❝❝✉rs ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛②❡r ✇✐❞t❤ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡s❡

❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆❜❛q✉s ❛s ❈❊▲❊◆❚

♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❯▼❆❚ s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ sq✉❛r❡

r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡❛ ♦r ❝✉❜✐❝ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❡❧❡✲

♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❧♦❝❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❡q✉❛❧ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧

❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦

♣❛t❤✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

ε0 < ε❢ ✭✹✳✶✸✮

✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts s♥❛♣✲❜❛❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧❡✈❡❧✳

✹✳✷✳✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱✐s❝♦✉s ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❆s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣

♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❆

♣♦ss✐❜❧❡ r❡♠❡❞② ✐s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t s❧♦✇s ❞♦✇♥

t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✐❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❤♦s❡♥

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳ ❆ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆❜❛q✉s ♦♥❧✐♥❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✼❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✺❪ ❬✷✸❪✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ D✈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥

Ḋ✈ =
1

η
(D −D✈) ✭✹✳✶✹✮

✹✸
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ✈✐s❝♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ D✈ t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡s

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ D

σ
∼

= (1−D✈) · E
∼

∼

0 : ε
∼

✭✹✳✶✺✮

✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

D♥✰✶
✈ −D♥

✈

∆t
=

1

η
(D♥✰✶ −D♥✰✶

✈ ) ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♥✰✶ ❛♥❞ ♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡ ❛t t✐♠❡ t+∆t ❛♥❞ t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆t ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ❛s

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

Dn+1
✈ =

D♥
✈ + (∆t/η)D♥✰✶

1 + (∆t/η)
✭✹✳✶✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❝r❡♠❡♥t D♥
✈ ❛♥❞ t❤❡

✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥t D♥✰✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ (∆t/η) ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s r❛t✐♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t

t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞

♦♥❡✳ ❋♦r (∆t/η) >> 1 t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛♥✐s❤❡s✱

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ D✈ ✐s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❢♦r (∆t/η) << 1✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s✲

✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ (∆t/η)

❞❡❝r❡❛s❡s✳

✹✳✷✳✹✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❛♥❣❡♥t✲❙t✐✛♥❡ss ❚❡♥s♦r

❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝✉r✲

r❡♥t t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐①
dσ

∼

dε
∼

✭✹✳✶✽✮

✹✹
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❛s ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❯▼❆❚✲s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐①

✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛✛❡❝ts ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❜✉t ♥♦t t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡❞ r❡s✉❧ts ❬✼❪✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥

♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✼❪✳ ■♥

t❤❡ ❯▼❆❚✲s✉❜r♦✉t✐♥❡ t❤❡ str❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛r❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❡♥s♦rs ❜✉t

❛s ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆❜❛q✉s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❬✼❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧

r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ❛s E
∼

∼

t ❛♥❞ t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss

♠❛tr✐① ❛s Et✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε
∼

E
t

∼

∼

=
dσ

∼

(Dv, ε
∼

)

dε
∼

=
∂σ

∼

∂ε
∼

+
∂σ

∼

∂Dv

∂Dv

∂ε
∼

✭✹✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt

♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✇❤❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇s✳ ❆❢t❡r t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s

❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

E
t

∼

∼

= (1−D✈)E
0

∼

∼

− ∂D✈

∂ε
∼

⊗
(

E
0

∼

∼

: ε
∼

)

✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❛✐♥

t❡♥s♦r ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❬✷✵❪✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t r✉❧❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t r✉❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✷✮ ✲ ✭✹✳✷✺✮✳

∂D✈

∂ε
∼

=
∂D✈

∂D

∂D

∂κ

∂κ

∂ε❡q✉

∂ε❡q✉
∂ε

∼

✭✹✳✷✶✮

∂D✈

∂D
=

(∆t/η)

1 + (∆t/η)
✭✹✳✷✷✮

∂D

∂κ
= D′ =

ε❢ε❡q✉(ε❢ − ε0)− ε❢(ε❡q✉ − ε0)(ε❢ − ε0)

(ε❡q✉(ε❢ − ε0))2
=

ε❢ε0
ε2❡q✉(ε❢ − ε0)

✭✹✳✷✸✮

✹✺
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

∂κ

∂ε❡q✉
= 1 ✭✹✳✷✹✮

∂ε❡q✉
∂ε

∼

=
(1/2)(1/E) 2 E

∼

∼

0 : ε
∼

√

(1/E) ε
∼

: E
∼

∼

0 : ε
∼

=
E
∼

∼

0 : ε
∼

E
√

(1/E) ε
∼

: E
∼

∼

0 : ε
∼

=
E
∼

∼

0 : ε
∼

E · ε❡q✉
✭✹✳✷✺✮

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✷ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡

❡①♣❧✐❝✐t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✼ ✐s

❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡

❆❜❛q✉s t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❦♦✇♥ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡

∆t✱ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②

❢r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✺ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ t❤✉s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ s❤♦rt❡♥❡❞

❢♦r♠ ❬✷✵❪✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r

E
∼

∼

t = (1−D✈)E
∼

∼

0 − (∆t/η)

1 + (∆t/η)

ε❢ε0
ε2❡q✉(ε❢ − ε0)

1

Eε❡q✉

1

(1−Dv)2
σ
∼

⊗ σ
∼

✭✹✳✷✻✮

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✹✳✷✷✮ ✲ ✭✹✳✷✺✮ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✵✮ ❛♥❞ ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ E
∼

∼

0 : ε
∼

= (1−D✈)
−1
σ
∼

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✳

❋♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯▼❆❚✲s✉❜r♦✉t✐♥❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤✐s

t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✐♥t♦ ❛ 6× 6 ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt

♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s E0 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r✉❧❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

✹✻
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① t❤❡♥ ❡q✉❛❧s

E
t = (1−D✈)























λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ λ+ 2µ λ 0 0 0

λ λ λ+ 2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ























− (∆t/η)

1 + (∆t/η)

D′

E0 ε❡q✉

· 1

(1−D✈)2























σ11σ11 σ11σ22 σ11σ33 σ11σ12 σ11σ13 σ11σ23

σ22σ11 σ22σ22 σ22σ33 σ22σ12 σ22σ13 σ22σ23

σ33σ11 σ33σ22 σ33σ33 σ33σ12 σ33σ13 σ33σ23

σ12σ11 σ12σ22 σ12σ33 σ12σ12 σ12σ13 σ12σ23

σ13σ11 σ13σ22 σ13σ33 σ13σ12 σ13σ13 σ13σ23

σ23σ11 σ23σ22 σ23σ33 σ23σ12 σ23σ13 σ23σ23























✭✹✳✷✼✮

✇✐t❤ λ✱ µ ❛s t❤❡ ▲❛♠é ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪✳

✹✳✷✳✺✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❧❛st✐❝ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥

■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

✇❤❡♥ t❤❡ ❯▼❆❚✲s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❢♦r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆❜❛q✉s s✉♣♣❧✐❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉❝❤ ❛s ❙❙❊✱ ❙P❉✱

❛♥❞ ❙❈❉✳

❚✇♦ s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❝❛✉s❡ ❢♦r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥

❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ✇❤✐❝❤

s❤♦✇s t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ✐♥✈✐s❝✐❞ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❛♥❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❧✐st❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳

✹✼
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞❛♠❛❣❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ♠❛r❦❡rs
s❤♦✇s t❤❡ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ●r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❛ ▼❆❚▲❆❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✿ ▲♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥✳

❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛✲

t✐♦♥ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ str❡ss t♦ ❢✉❧❧② r❡❧❛① ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❝✉r✈❡

t♦ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✹✽
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ r❡❣✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢

s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ♦r s♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ st✐✛✲

♥❡ss s❧♦♣❡ (1−D)E0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② st♦r❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✇r✐tt❡♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙❙❊✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② tr✐❛♥❣❧❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥✲

❡r❣② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s

✇r✐tt❡♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙P❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡

t♦ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ✐s r❡♣✉r♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛r❡❛

❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙❈❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✲

t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❝r❡❡♣ ❜✉t ✐s r❡♣✉r♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✈✐s❝♦✉s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❧✐♥❡❛r s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜✉t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❯▼❆❚ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛r❡

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

e❡❧ = ❙❙❊ =
1

2
σ
∼

: ε
∼

=
1

2
(1−D)Eε2❡q✉ ✭✹✳✷✽❛✮

e❉ = ❙P❉ = ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ✐♥✈✐s❝✐❞ ❧✐♥❡❛r ❝✉r✈❡− ❙❙❊ =
1

2
DEε0ε❡q✉ ✭✹✳✷✽❜✮

e✈ = ❙❈❉ = ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ✈✐s❝♦✉s ❝✉r✈❡− ❙❙❊− ❙P❉ ✭✹✳✷✽❝✮

✇❤❡r❡ e❡❧✱ e❉ ❛♥❞ e✈ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✉❡ t♦

❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✽❛✮ s❤♦✇s

t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs ✇❤❡♥

t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ e❡❧ ❛♥❞ e❉ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❛t s✐♠♣❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜②

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t s✐③❡ ∆t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝❤♦s❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉♠ ✉♣

t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ✇♦r❦ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞

✹✾
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✹✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐s❝♦✉s

❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❆❣❛✐♥ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜❣✉r❡ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② r❡❧❛①❡❞ str❡ss st❛t❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞

t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭Dv → D✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②

♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐s st✐❧❧ ❣r♦✇✐♥❣✱ t❤❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡r❡❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❡rr♦r ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s

s♠❛❧❧✳

✺✵
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✐t❡❞ t♦ t❡st

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✳

❲❤❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❛❦❡♥

❢r♦♠ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✈❡r✐✲

✜❝❛t✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ t✇♦ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡sts✱ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤

❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✳

✺✳✶✳ ❙✐♥❣❧❡ ❊❧❡♠❡♥t ✲ ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥

❋♦✉r ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t

♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞✳ ❙❡❝✲

♦♥❞❧② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t♦ ❜❡

s❤♦✇♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡

t❤✐r❞ ❛s♣❡❝t t❡st❡❞ ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✳

❆♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❛s♣❡❝t t❡st❡❞ ✐s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣♦♥ ❧♦❛❞ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ r❡❧♦❛❞✲

✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♠✉st r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣

❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡✲

♠❡♥t ✭❈✸❉✽✮ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♦❢ ✶✵♠♠×✶✵♠♠×✶✵♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧

t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ 4.2× 10−2mm ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ♦♥ t❤r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s

✉♥❤✐♥❞❡r❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❧✐sts t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t s✐③❡ ♦❢ ∆tmax = 0.01 s

✺✶
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳

E ν ε0 Gf

20GPa ✵✳✷ ✶✳✷❡✲✵✹ 50 J/m2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳✿ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ❛s ✇✐r❡✲❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺✵✳

❛♥❞ ❛ ❧♦❛❞ st❡♣ t✐♠❡ ♦❢ tend = 1.0 s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ ε̇ =

0.0042 s−1✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡

t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ η = 1× 10−4 s✱ η = 1× 10−3 s✱ ❛♥❞

η = 1× 10−2 s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡ss ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

r❡s✉❧ts ❢♦r t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss

r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ❧✐♥❡❛r str❛✐♥ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss

♣❡❛❦ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞

✐♥✈✐s❝✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r η

❛r❡ ✉s❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ s♠❛❧❧❡r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t②

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ η = 1× 10−2 s✱

✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❤❡✐❣❤t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✺✪✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞

str❡ss ♣❡❛❦ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❆s t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

✺✷
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ ❛ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s
❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Dv ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳

✐♥t❡♥❞❡❞ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛t

❧❡❛st t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ t✐♠❡ tend✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✺✳✸✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆▲▲P❉ ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ D✳ ❆▲▲❈❉ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐s❝♦s✐t②✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧✐♥❦❡❞ t♦

t❤❡ str❡ss✲♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❧♦✇✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②

❆▲▲❙❊ ❞♦❡s ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ✈❛r✐❡❞✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str❡ss✲♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢

❆▲▲❙❊ ✐♥ ❝❤❡❝❦✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❆▲▲P❉ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉❜❡s ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

②✐❡❧❞s

5mJ/100mm2 = 0.05mJ/mm2 = 50 J/m2 ✭✺✳✶✮

✺✸
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡r Gf ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ ❆▲▲❙❊ ✭❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✮✱ ❆▲▲P❉ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❆▲▲❈❉ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉♠ ✭❆▲▲❙❊✰❆▲▲P❉✰❆▲▲❈❉✮
❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇♦r❦ ❢♦r ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳

✺✹
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐♥❛❧❧② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❆▲▲❙❊✱

❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆▲▲P❉✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡

t♦ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❆▲▲❈❉ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇♦r❦✳ ❚❤✐s

❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t t❤❡ str❡ss✱ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡

❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❆▲▲❙❊✱ ❆▲▲P❉✱ ❛♥❞ ❆▲▲❈❉✳ ❚❤✐s

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞

❛♥❞ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❢❛❝t t❤❛t ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ D✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② r❡❧❛①❡❞ str❡ss st❛t❡ ✇❤❡r❡ Dv → D✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣♦♥ ❧♦❛❞ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❧♦❛❞✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤r❡❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ η = 1× 10−4 s ❛♥❞ ❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ t✐♠❡ ♦❢ tend = 1.0 s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♦❢ 1.0× 10−2mm ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ ❛

r❡❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ 4.2× 10−2mm✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥✜r♠s

t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♣♦♥ ❧♦❛❞ r❡♠♦✈❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✉♣♦♥ ❧♦❛❞ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ r❡❧♦❛❞✐♥❣✳

✺✺
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✺✳✷✳ ❇❛r ❯♥❞❡r ❯♥✐❛①✐❛❧ ❚❡♥s✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡

r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡s❤✲s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥t♦ ❛

s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✺✳✷ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ✉♥✐❢♦r♠ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥♦ ❝♦✉♥t❡r✲♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❛❦❡♥✱

✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡

♦❢ D0 = Dv0 = 0.1 t♦ ❛ r♦✇ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t✇♦ ♦r❞❡rs

♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞ ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♣❡❝✐❛❧

♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡

♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❜❛r ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭✹✺♠♠ ×
✹✺♠♠ × ✷✷✺♠♠✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❈✸❉✽✮✳

❚❤r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✭✹✺♠♠✱ ✶✺♠♠✱ ❛♥❞

✺♠♠✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s ❝♦❛rs❡✱ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡t t♦ ③❡r♦ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r ❛s ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆ ♣♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ③❡r♦ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❡✛❡❝ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠

❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❆ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✵✳✶♠♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r✱ ✇❤✐❝❤

✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛✉s❡ t♦t❛❧ r✉♣t✉r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ❧✐sts t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ η =

1× 10−4 s ❛♥❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ t✐♠❡ ♦❢ tend = 1.0 s✳ ❚❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✏❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣✑✱ ✇❤✐❝❤ ✜ts t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❛r ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✳

E ν ε0 Gf

20GPa ✵✳✵ ✶❡✲✵✹ 90 J/m2

✺✻
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛r ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ✭❛✮✭❝✮✭❡✮ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❯✶
✭❜✮✭❞✮✭❢✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✺✳✼✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡✱ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②

❆▲▲❙❊✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❆▲▲P❉✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♥✉✲

✺✼

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥❧② s❤♦✇ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s t❤❛t t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐❢ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡

❧❛②❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡

✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜❡❢♦r❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡t ✐♥✳

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ✜♥❛❧

r✉♣t✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛r✬s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥

≈ 182mJ/(45mm)2 = 0.089 87mJ/mm2 = 89.87 J/m2 ✭✺✳✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② Gf ✱ t❤✉s t❤❡

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❆▲▲❈❉ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ 1× 10−1mJ✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛r ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❆▲▲❙❊✮ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠✲
❛❣❡ ✭❆▲▲P❉✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

✺✽
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✺✳✸✳ ❚❤r❡❡✲P♦✐♥t ❇❡♥❞✐♥❣ ❚❡st ✶

❆ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ♦❢ ❛ ♥♦t❝❤❡❞ ❜❡❛♠ ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s

❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ ❛

❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✐s r❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❛♠✬s ❝❡♥t❡r ❜✉t ✐s ♠♦r❡

❝♦❛rs❡ ❛t t❤❡ ♦✉t❡r t❤✐r❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r

❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥♦t❝❤ ✇✐❞t❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ♦❢ 5mm✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r

❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♣❛rt ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ ♦❢ 20mm✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✭❛✮✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❛❞ ♦❢

0.5mm ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❜♦t❤ t♦♣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❡❧❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥♦t❝❤ ♣❛t❤✳ ❚❛❜❧❡

✺✳✸ ❧✐sts t❤❡ ✉s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳✿ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✵❪ ♦❢ ❛ ♥♦t❝❤❡❞ ❜❡❛♠ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t
❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✇✐t❤ 5mm ♥♦t❝❤ ✇✐❞t❤✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♠❡s❤✱
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✾
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✶ ❬✷✵❪✳

E ν ε0 Gf

20GPa ✵✳✷ ✶✳✷❡✲✵✹ 90 J/m2

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣

t❡st ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✳ ❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡s ❧✐♥❡❛r ♣❧❛♥❡✲

str❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❈P❊✹✮ ❛♥❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♣❡❛ts t❤❡ ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✷✵❪ ❡①❛❝t❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ✉s❡ ❛ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤

❡❧❡♠❡♥ts ❤❛❧❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐③❡✳ ❙✐♥❝❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐❞ ♥♦t ❧♦❝❛❧✐③❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r

♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✶✵✪ ❤✐❣❤❡r t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❡①❝❡♣t t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤✳ ❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢

η = 1× 10−4 s ❛♥❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ t✐♠❡ ♦❢ tend = 1.0 s✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥

❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣s ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✲

✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✺✳✶✶ s❤♦✇ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ s✐♥❝❡

t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ◆❡✈✲

❡rt❤❡❧❡ss t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥

t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦st✲♣❡❛❦ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t②♣❡ ♦❢ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❡❛r ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s s❤❛♣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❤❡✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

str❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❛♥❦✐♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡

✻✵
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡s❤ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳✿ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✵❪ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t
❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✶✳
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳✿ ❆❜❛q✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✶ ✐♥ ❢♦r♠
♦❢ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡s❤✱ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤
✇✐t❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

s❡tt✐♥❣s✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞

♠❡s❤ ✇✐t❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ r❡s✉❧ts ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

❞❡✈✐❛t❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❡♥s✉r❡s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦♥❧② ✐❢ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ♠✉st ❜❡

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✱ t❤✉s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t

❧❛②❡r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ■♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡

❡❧❡♠❡♥t ❧❛②❡r✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

r❡s✉❧ts✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1× 10−1mJ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

✻✷
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳✿ ❉❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✶✱ ✇✐t❤ ✭❛✮ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ ✭❜✮ r❡✜♥❡❞
♠❡s❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭❝✮ r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✐♥❞✉❝❡❞
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✺✳✹✳ ❚❤r❡❡✲P♦✐♥t ❇❡♥❞✐♥❣ ❚❡st ✷

❆ s❡❝♦♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✶❪ ❢♦r ❛ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✐s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡

❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❝❤ ❧❡♥❣t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❡❧✲

❡♠❡♥ts ✭❈P❊✹✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ ♦♥❡ ❛♥❞

❛ s✐③❡ ♦❢ 5mm✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❛rt ❛r❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ✇✐t❤

❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 20mm✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜❣✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♥♦❞❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t

❝♦r♥❡r ♥♦❞❡ ✜①❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥

❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ 1.5mm ♦♥ ❜♦t❤ t♦♣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❡❧❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦

♣❛t❤✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳✿ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✶❪ ❢♦r ❛ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ♠❡s❤❡s✱ ❧♦❛❞✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♥♦t❝❤❡❞
❜❡❛♠s✱ ✇❤❡r❡ ❈ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❣❛♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✳
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷ ❬✷✶❪✳

E ν ε0 Gf

30GPa ✵✳✵ ✶❡✲✵✹ 100 J/m2

❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ η = 1× 10−4 s ❛♥❞ ❛ st❡♣

t✐♠❡ ♦❢ 1.0 s✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠

✐s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✻ s❤♦✇ t❤❡s❡ ❧♦❛❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t ❜♦t❤ ❡①❤✐❜✐t s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡

♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❜❡❛♠ t♦ ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝✉r✈❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t ❝❡rt❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❛❧ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✐s

❤✐❣❤❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✳✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳

✻✺

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥

t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❤❡✐❣❤t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✉s❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉s❡s

❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈♦♥✲▼✐s❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤❛r❡

❝❛✉s❡❞ ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡✳

❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤r❡❡ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❝❤

❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐s t❤❛t ❑✉r✉♠❛t❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ s✉❣❣❡st ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜❡❛♠s

✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❝❤ ❧❡♥❣t❤s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❣❡ts

G50−40
f = 100.05 J/m2 ✭✺✳✸✮

❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜❡❛♠s ❈✺✵ ❛♥❞ ❈✹✵✱ ❛♥❞

G60−50
f = 100.14 J/m2 ✭✺✳✹✮

✇❤❡♥ ❜❡❛♠s ❈✻✵ ❛♥❞ ❈✺✵ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❇♦t❤ r❡s✉❧ts ♠❛t❝❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡✲

❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡ q✉✐t❡ ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛s ❡♥❝❧♦s❡❞

✐♥ t❤❡ ❢♦r❝❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠✱ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ❛r❡❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❝❤ ❧❡♥❣t❤s✳

✻✻
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✳✿ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷ ✐♥ ❢♦r♠
♦❢ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡ ❬✷✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✳✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♥♦t❝❤❡❞ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♥♦t❝❤ ❧❡♥❣t❤s✳
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✳✿ ❉❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦t❝❤❡❞ ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✷ ✇✐t❤ ✭❛✮ ♠♦❞❡❧
❈✹✵✱ ✭❜✮ ♠♦❞❡❧ ❈✺✵✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♠♦❞❡❧ ❈✻✵✳
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✺✳✺✳ P❧❛t❡ ✇✐t❤ ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛ ♣❛♣❡r ❜② ❑✉r✉♠❛t❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪

❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✱ ✇❤❡r❡ t❤r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❍✶✱ ❍✷ ❛♥❞ ❍✸✮ ❛r❡

s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r✲

❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♣❧❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❣❡t ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥

t❤❡ t♦♣✳ ▼♦❞❡❧ ❍✶ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❝❛❧❡❞ ❞♦✇♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❍✷✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤

t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❤❛❧✈❡❞ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s

❦❡♣t t❤❡ s❛♠❡✳ ▼♦❞❡❧ ❍✸ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ♠♦❞❡❧ ❍✷ ❜✉t ✉s❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ❍✶✱ t❤✉s ✐t ✐s

t✇✐❝❡ ❛s ✜♥❡ ♠❡s❤❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✳✿ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✶❪ ♦❢ ♣❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
❛ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ 20mm ❛♥❞ 40mm ❤♦❧❡
❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤❡s✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧♦❛❞s✳

✻✾
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❤♦❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✶❪✳

E ν ε0 Gf

20GPa ✵✳✶ ✶❡✲✵✹ 40 J/m2

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t

♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❞❡❧s ❍✷ ❛♥❞ ❍✸✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ s✐③❡✲❡✛❡❝t✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣

❢r❛❝t✉r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐③❡ ✐s s❤♦✇♥ ❜②

❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❍✶✱ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ t❤❡ s✐③❡✱ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✲

❡❧s ❍✷ ❛♥❞ ❍✸✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ♠❡s❤❡s✱

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧♦❛❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳

❚❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦♥❝❡ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ✭❈P❊✸✮

♠❡s❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t

✭❈P❊✹✮ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡✲

t❡r η = 1× 10−4 s ❛♥❞ ❛ st❡♣ t✐♠❡ ♦❢ 1.0 s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ tr✐❛✲❡❧❡♠❡♥t

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ CF = 1.4✱ t❤❛t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛s ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦

t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♥♦❞❡s ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦r♥❡r ♥♦❞❡s ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❛❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ 0.05mm ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡

❍✶ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 0.10mm ♦♥ t❤❡ ❍✷ ❛♥❞ ❍✸ ♠♦❞❡❧s✱ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤ ✐s str❛✐❣❤t ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t✲

❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② t❤❡

❝r❛❝❦ ♣❛t❤ s❤❛♣❡ s❡❡♠s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ tr✐❛✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✜❣✉r❡s ✭❜✮✱ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❢✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ s♣r❡❛❞

♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ tr✐❛✲♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ q✉❛❞✲♠❡s❤✳

✭❛✮ ❙❉❱✸ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ❍✶ ✭❜✮ ❙❉❱✸ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ❍✶

✭❝✮ ❙❉❱✸ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ❍✷ ✭❞✮ ❙❉❱✸ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ❍✷

✭❡✮ ❙❉❱✸ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ❍✸ ✭❢✮ ❙❉❱✸ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ❍✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✳✿ ❱✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉✲
❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✱ ✇✐t❤ ✭❛✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❡✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞✲
❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✭❜✮✱ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❢✮ t❤❡ tr✐❛✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

✼✶
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✳✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t②✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts

✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✶ ❛♥❞ ✺✳✷✷ s❤♦✇

t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠s ♣❧♦t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

❢♦r❝❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛t❡✬s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✈✐❞❡❞

❜② t❤❡ ♣❧❛t❡✬s ❤❡✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts

t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s♦❢t❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢✲

❡r❡♥❝❡ ♣♦s❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❤❡✐❣❤t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♠♦❞✲

✐✜❡❞ ✈♦♥✲▼✐s❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡♥❣t❤ t❡♥ t✐♠❡s ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡

t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s q✉✐t❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♥❞ ♠✐❣❤t ✐♥❞✐❝❛t❡

t❤❛t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r❡

✼✷
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❥✉st t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ t❤❡r❡

❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡✲❡✛❡❝t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

s♠❛❧❧❡r ❍✶ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r

❍✷ ❛♥❞ ❍✸ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s s✐③❡✲❡✛❡❝t ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts

t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞

❢♦r t❤❡ ❍✷ ❛♥❞ ❍✸ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛t❡s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ❜✉t ❛r❡ ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤

❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛r❡ ❢❛✐r❧② ❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ s❧✐❣❤t ♠❡s❤ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ ❢❛✐r❧② ❡q✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧②

✜♥❡ ♠❡s❤❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❝r❛❝❦ s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡

♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✳✿ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ❡①❛♠♣❧❡
♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❬✷✶❪✳
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥✲
s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❍✶✱ ❍✷✱ ❛♥❞
❍✸ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❛s r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥✲
s✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆▲▲P❉
❢♦r ❛ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 1mm✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤ r❡s✉❧ts
❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ❛s r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆▲▲P❉ ❢♦r ❛

♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 1mm✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❍✷

❛♥❞ ❍✸ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡

s❛♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t ❛ s❧✐❣❤t ♠❡s❤ s✐③❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥

❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞

❛t ✜♥❛❧ r✉♣t✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛t❡✬s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s

②✐❡❧❞s

≈ 3.2mJ/(80mm · 1mm) = 0.04mJ/mm2 = 40 J/m2 ✭✺✳✺✮

❢♦r t❤❡ ❍✶ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞

≈ 6.4mJ/(160mm · 1mm) = 0.04mJ/mm2 = 40 J/m2 ✭✺✳✻✮

❢♦r t❤❡ ❍✷ ❛♥❞ ❍✸ ♠♦❞❡❧s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

s❛♠❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ❝❤❡❝❦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞s 46 J/m2 ❢♦r t❤❡ ❍✶ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 43 J/m2 t♦ 46 J/m2 ❢♦r t❤❡ ❍✷ ❛♥❞

❍✸ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤✱

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦♥❣❡r ❝r❛❝❦ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳

✺✳✻✳ ❇❡❛♠ ❊❧❡♠❡♥t ❊①❛♠♣❧❡ Pr♦❜❧❡♠

❆t ❧❛st ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❤❡❛r ✢❡①✐❜❧❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✉❝❤

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❜❡❛♠

✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❛❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♥♦❞❡ ♦❢

5mm ❛♥❞ 0.25mm✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t

t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛❧♦♥❡✳ ❚❤❡

✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ✜①❡❞ r✐❣❤t ♥♦❞❡

✼✺

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
ip

lo
m

ar
be

it 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

ip
lo

m
ar

be
it 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❛ ❧❡❢t ♥♦❞❡ ✜①❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠✬s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❛r❡ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 800mm ❛♥❞ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛t❡r❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 10mm✳

❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✸✷ ❧✐♥❡❛r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❇✷✶✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ η = 1× 10−4 s✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

st❡♣ t✐♠❡ ♦❢ tend = 1.0 s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❡♦♠❡tr② ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳

❲❤❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤

❛ ❯▼❆❚ s✉❜r♦✉t✐♥❡✱ ❆❜❛q✉s ❝❛♥♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s❤❡❛r st✐✛♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡

♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✉s❡r ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

s❤❡❛r st✐✛♥❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❜❛q✉s

♠❛♥✉❛❧ ❬✼❪✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❤❡❛r st✐✛♥❡ss ♦❢ 276 422N ✐s

✉s❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✳✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✳✿ ❉❡❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ✭s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✶✵①✮ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❙❉❱✸ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣✳

✼✻
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

E ν ε0 Gf

20GPa ✵✳✷ ✶❡✲✵✹ 90 J/m2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❉❱✸✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♥♦❞❡ ✐s

❞❛♠❛❣❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✻ ❛♥❞ ✺✳✷✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②

❆▲▲❙❊ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆▲▲P❉ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦t❤

✜❣✉r❡s ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❧♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡ts ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦♥❝❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts

✐♥✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✱ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝✉r✈❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡s✐st✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥

❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ♠✉st

❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❧❛r❣❡r ❜❡♥❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❛❞✳ ❆

❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠s ✐s t❤❡ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡

✉♣♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ❣r♦✇t❤✱ ✉♥t✐❧ ✜♥❛❧❧② t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢✉❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✳

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❆▲▲P❉✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ✜♥❛❧ r✉♣t✉r❡ ❣❡ts ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠✬s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥

≈ 9.1mJ

100mm2
= 0.091mJ/mm2 = 91 J/m2 ✭✺✳✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✼✼
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✺✳ ❉❛♠❛❣❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✮✳
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✻✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▼❛t❡r✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝r❛❝❦✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♦❢ ✈✐t❛❧ ✐♥t❡r❡st

❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡rs✳ ❱❡r② ♦❢t❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛♥ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝✐t ❋❊▼ ✐s ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❡①t ❜♦♦❦ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s

t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡

♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲

s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣♦st✲♣❡❛❦ r❡s♣♦♥s❡✳ ●❡♥❡r❛❧ str❛✐♥ st❛t❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛

s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t ✐♥ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞

✷✵✶✽ ❜② ❉❛ss❛✉❧t ❙②stè♠❡s ✭❱è❧✐③②✲❱✐❧❧❛❝♦✉❜❧❛②✱ ❋r❛♥❝❡✮✱ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✐♠♣❧✐❝✐t

❋❊▼ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡r ♠❛t❡r✐❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❯▼❆❚✳ ❱✐s❝♦✉s

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣✲

✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ▼❡s❤✲s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t②♣✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❋❊▼

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✲

✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦

s♦❢t❡♥✐♥❣ s❧♦♣❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t ♠❡s❤✲s✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥❡r❣②

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞♦♥❡ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥✲

s✐❧❡ t❡st ♦❢ ❛ ❜❛r ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s✳

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ t❡st ♣r♦♦❢s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲s✐③❡ ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞

s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡sts

❛♥❞ ❛ t❡♥s✐❧❡ t❡st ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r✲
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✻✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❡♥❝❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝✲

t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t

❝❡rt❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣❡❛❦

❧♦❛❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡sts ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡

❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦ r❡❣✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡✳

❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♠♦❞❡❧❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❛

❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❧✐♥❡❛r

✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ◆❡✈❡r✲

t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❢♦r

✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡✱ t❤✉s t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥✲s♦❢t❡♥✐♥❣ t②♣❡ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

s✐♠✉❧❛t❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✉♥t✐❧ ✜♥❛❧ r✉♣t✉r❡ ❢♦r ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛✲

t❡r✐❛❧s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡s❤✲s✐③❡

s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ♦♥❧② ❛✈♦✐❞❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t✲

❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ◆❛♠❡❧② t❤❛t t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡

✉s❡❞ ❛s ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♦r ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts

✇✐t❤ ❛♥ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ ♦♥❡✳ ■❢ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s

❞✐❛❣♦♥❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡s❤✱ t❤❡♥ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡

❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝✲

t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤

❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳ ❍✐❧❧❡r❜♦r❣ ❡t ❛❧✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❝♦♥❝r❡t❡

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦♥❝r❡t❡

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✻✿✼✼✸✕✼✽✷✱ ✶✾✼✻✳

❬✷❪ ❆✳❆✳ ●r✐✣t❤✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ r✉♣t✉r❡ ❛♥❞ ✢♦✇✳ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❚r❛♥s✲
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✸✶❪ ❘✳❏✳ ❇✉❧❜❡s✳ ❚r♦✉❜❧❡s❤♦♦t✐♥❣ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❆❜❛q✉s✳ ❙♣r✐♥❣❡r

◆❛t✉r❡ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❆● ✷✵✷✵✱ ✷✵✷✵✳
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❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶✳ ❙t✐✛♥❡ss ❚❡♥s♦r E∼∼
❛♥❞ ▼❛tr✐① E

❚❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❛ t❡♥s♦r

♦❢ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐t ❤❛s 34 = 81 ❡♥tr✐❡s

E
∼

∼

0 =





































E1111 E1122 E1133 E1112 E1121 E1123 E1132 E1131 E1113

E2211 E2222 E2233 E2212 E2221 E2223 E2232 E2231 E2213

E3311 E3322 E3333 E3312 E3321 E3323 E3332 E3331 E3313

E1211 E1222 E1233 E1212 E1221 E1223 E1232 E1231 E1213

E2111 E2122 E2133 E2112 E2121 E2123 E2132 E2131 E2113

E2311 E2322 E2333 E2312 E2321 E2323 E2332 E2331 E2313

E3211 E3222 E3233 E3212 E3221 E3223 E3232 E3231 E3213

E3111 E3122 E3133 E3112 E3121 E3123 E3132 E3131 E3113

E1311 E1322 E1333 E1312 E1321 E1323 E1332 E1331 E1313





































✭❆✳✶✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ E
∼

∼

0 ♣♦ss❡ss❡s ♠✐✲

♥♦r s②♠♠❡tr② Eijkl = Ejikl = Eijlk✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐❝

❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥❞❡①✲♥♦t❛t✐♦♥ σij = Eijklεkl ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥

t❡♥s♦r s②♠♠❡tr② ✭σij = σji✱ εij = εji✮✳ ❆♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ✐t ♣♦ss❡ss❡s ♠❛❥♦r s②♠♠❡tr②

Eijkl = Eklij✳

■❢ t❤❡s❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞

✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r ❛♥❣❧❡s γij = εij + εji✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
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❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

σij = Eijklεkl =Eij11ε11 + Eij22ε22 + Eij33ε33

+ Eij12γ12 + Eij13γ13 + Eij23γ23
✭❆✳✷✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❤♦rt❡♥❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲r✐t✐♥❣ ✐t ✐♥ ♠❛tr✐①✲❢♦r♠

✇❡ ♦❜t❛✐♥
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E1111 E1122 E1133 E1112 E1113 E1123

E2211 E2222 E2233 E2212 E2213 E2223

E3311 E3322 E3333 E3312 E3313 E3323

E1211 E1222 E1233 E1212 E1213 E1223

E1311 E1322 E1333 E1312 E1313 E1323

E2311 E2322 E2333 E2312 E2313 E2323
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ε33

γ12

γ13
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✭❆✳✸✮

✇✐t❤

E =























E1111 E1122 E1133 E1112 E1113 E1123

E2211 E2222 E2233 E2212 E2213 E2223

E3311 E3322 E3333 E3312 E3313 E3323

E1211 E1222 E1233 E1212 E1213 E1223

E1311 E1322 E1333 E1312 E1313 E1323

E2311 E2322 E2333 E2312 E2313 E2323























✭❆✳✹✮

❛s t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

✉s❡❞ ✐♥ ❆❜❛q✉s ❬✼❪ ❛♥❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❛♥❞

s✐①t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞✳
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❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✷✳ ❊❧❛st♦✲❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧ ■♥♣✉t✴❖✉t♣✉t ❚❛❜❧❡s

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❯▼❆❚ s✉❜r♦✉t✐♥❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❤t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ P❘❖P❙✭◆P❘❖P❙✮ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡✳

❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠❡r❡❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✉♥✐t s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❛r✲

t✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ t✐♠❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡rr♦r ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✳✿ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❧❛st♦✲
❞❛♠❛❣❡ ❯▼❆❚ s✉❜r♦✉t✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②
❛rr❛② P❘❖P❙✭◆P❘❖P❙✮✳

◆r✳ ■♥♣✉t P❛r❛♠❡t❡r ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥

✶ E ❨♦✉♥❣✬s ▼♦❞✉❧✉s
✷ ν P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦
✸ ε0 str❛✐♥ ❛t ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤ ✭✐♥ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✮
✹ εf ♦r Gf str❛✐♥ ❛t ✜♥❛❧ r✉♣t✉r❡ ✭✐♥ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✮

♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❋❧❛❣✵✶

✺ η ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t②
✻ ❋❧❛❣✵✶ ❋❧❛❣ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✴❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❡s❤✲❛❞❥✉st❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭▼❆❙❘✮
✭✵✿ ▼❆❙❘ ♥♦t ✉s❡❞ → εf ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ◆r✳✹✮
✭✶✿ ▼❆❙❘ ✐s ✉s❡❞ → Gf ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ◆r✳✹✮

✼ ❋❧❛❣✵✷ ❋❧❛❣ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✴❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛③❛rs
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ str❛✐♥✳ ❙❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ✭✵✿ st❛♥❞❛r❞ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ✐s ✉s❡❞✮
✭✶✿ ▼❛③❛rs ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ str❛✐♥ ✐s ✉s❡❞✮

✽ CF ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❯▼❆❚ s✉❜r♦✉t✐♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

❝♦♥s✐st ♦❢ ❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✽✼
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❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

❛rr❛② ❙❚❆❚❊❱✭◆❙❚❆❚❱✮✳ ❚❤❡s❡ ♦✉t♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤♦s❡

t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✭❙❉❱✶✱ ❙❉❱✸✱ ❙❉❱✻✱ ❙❉❱✽✮ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ s❛✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♦♥

✭❙❉❱✷✱ ❙❉❱✹✱ ❙❉❱✺✱ ❙❉❱✼✮✳

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✳✿ ❯▼❆❚ s✉❜r♦✉t✐♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦✉t♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❧❛st♦✲
❞❛♠❛❣❡ ❯▼❆❚ s✉❜r♦✉t✐♥❡✳

◆r✳ ❖✉t♣✉t P❛r❛♠❡t❡r ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥

✶ ❙❉❱✶ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ κ
✷ ❙❉❱✷ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ D
✸ ❙❉❱✸ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Dv

✹ ❙❉❱✹ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❣❡ts ❛❧s♦ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙P❉ ✈❛r✐❛❜❧❡✮

✺ ❙❉❱✺ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✭❣❡ts ❛❧s♦ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❈❉ ✈❛r✐❛❜❧❡✮

✻ ❙❉❱✻ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss✲str❛✐♥
❞✐❛❣r❛♠ ✭s♣❡❝✐✜❝ ❡❧✳ ❡♥❡r❣② ✰ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✮

✼ ❙❉❱✼ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ εequ
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