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Abstract

The goal of this thesis is to determine when of a given body contour with a variable
curvature which is described by a parameter at which the value of this parameter the
flow starts to separate from the body surface at the rear end. At first the equations for
the velocity and the pressure of the inviscid region of the outer flow are formulated. The
singularity in the pressure gradient causes the boundary layer to split into two regions,
a viscous near-wall sublayer and the main part of the boundary layer. After that the
velocity and the pressure for these two layers are formulated as asymptotic series. In the
last step these equations should be matched in the viscous/inviscid interaction zone of
the tripe deck. During this procedure it turned out that this does not lead to any results.

It is obvious that a different approach is needed for this case.
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Kurzfassung

Das Ziel in dieser Diplomarbeit ist es fiir einen gegebenen Korper mit variabler Kriim-
mung zu bestimmen, ab welchem Wert fiir den Kriimmungsparameter am hinteren Ende
Stromungsablosung auftritt. Als erstes werden die Gleichungen fiir den Druck und die
Geschwindigkeit in der Aufenstromung aufgestellt. Das singulédre Verhalten des Druck-
gradienten an der zu betrachtenden Stelle erfordert eine Aufteilung der Grenzschicht in
eine Hauptschicht sowie eine viskose Unterschicht. Anschliefsend werden fiir diese zwei
Schichten die Geschwindigkeit sowie der Druck als asymptotische Reihe aufgestellt. Im
letzten Schritt sollten diese im triple deck aufgrund der dort vorliegenden starken Wech-
selwirkung miteinander ,gematcht* werden. Im Laufe dieses Verfahrens stellte sich heraus,
dass dies nicht zum Ziel fiihrt. Es ist offensichtlich, dass fiir diesen Fall eine andere Vor-

gehensweise vonnoten ist.

111
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1 Einleitung

Stromungsablosung ist ein Verhalten stromender Fluide, deren Untersuchung in unserem
téaglichen Leben von ziemlich grofser Bedeutung ist. Mit zu den bedeutendsten Anwen-
dungen gehort die Erforschung und Bestimmung eines Stromungsabrisses an Tragfliigeln,
da das Auftreten eines solchen ein Flugzeug zum Absturz bringen kann. Aber auch in
anderen Bereichen, wie dem Automobilbau, wird untersucht ob und in welcher Form Ab-
l16seerscheinungen auftreten.

Diese Diplomarbeit ist eine Fortfiihrung der Diplomarbeit von Jarmila Vodinska unter
dem Namen ,Classical Boundary Layer Behavior in the Vicinity of a Curvature Jump
of the Wall Contour” aus dem Jahr 2014. Der in dieser Arbeit verwendete Korper wird
durch eine mathematische Funktion beschrieben, welcher eine durch einen Parameter
¢ verdanderliche Kriimmung aufweist. Dies sorgt dafiir, dass am Ende des Korpers ein
Kriimmungssprung auftritt, welcher ab einer gewissen Grofse zur Stromungsablésung fiih-
ren wird. In meiner Diplomarbeit versuche ich herauszufinden, welchen Wert ¢ aufweisen
muss um eine Ablosung hervorzurufen, da bereits in anderen Arbeitenﬂ gezeigt wurde,
dass ein Kriitmmungssprung nicht automatisch zur Stromungsablosung fiihrt. Der Kriim-
mungssprung kann durch ¢ so variiert werden, dass dieser bei einem der beiden Extremfal-
le verschwindet und die Kontur damit einen kontinuierlichen Kriimmungsverlauf besitzt,
sowie im anderen Extremfall eine Ecke und somit einen unendlich grofen Kriimmungs-
sprung aufweist. Bei Letzterem handelt es sich im Grunde um die Stromung um eine
Eck. Der erste Extremfall, wenn die Kriimmung stufenlos verlduft, hat Ahnlichkeiten
mit der Strémung um einen Zylinderﬂ7 allerdings mit dem Unterschied, dass die Dicke des
Zylinders die Grofenordnung 1 besitzt, wihrend die in diesem Fall verwendete Kontur
sehr diinn ist. Dennoch kann man annehmen, dass der aktuell zu behandelnde Fall ir-
gendwo dazwischen® liegt. Dementsprechend ist es naheliegend, dass die Vorgehensweise
Ahnlichkeiten zu diesen beiden behandelten Fillen aufweist.

Die mathematische Beschreibung des Korpers und der verédnderlichen Kriimmung erfolgt
in Kapitel 2. Auch werden dort die dimensionslosen Gréfsen sowie die im spateren Verlauf
wichtigen Navier-Stokes Gleichungen eingefiihrt. Im dritten Kapitel wird die Geschwindig-
keitsverteilung entlang der Korperoberflache beschrieben und hergeleitet. Dabei werden
die Methoden der Potentialtheorie verwendet, bei der Reibungseinfliisse vernachléssigt

werden. Dabei erhélt man genau das Geschwindigkeitsprofil, das sich einstellen wiirde,

1Vgl. Messiter, A. F., Hu, J. J., Laminar Boundary Layer At a Discontinuity in wall curvature, Quarterly
of applied mathematics, 1975.

2Vgl. Ruban, A. L., Fluid Dynamics Part 3: Boundary Layers, Chapter 4.

3Vgl. Ruban, A. 1., Fluid Dynamics Part 3: Boundary Layers, Chapter 3.2.
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gibe es keine Grenzschicht. Dies trifft auch fiir die Stromung zu, die sich nicht in unmit-
telbarer Nahe zur Korperoberflache befindet. In Kapitel 4 wird dann das Stromungsver-
halten in der Grenzschicht untersucht. Auf Basis der in Kapitel 3 erlangten Ergebnisse
werden die Geschwindigkeitskomponenten in der Stromung mit Hilfe asymptotischer Rei-
hen aufgestellt. Es zeigt sich dabei relativ schnell, dass die klassische Grenzschichttheorie
nicht mehr ausreicht und man die Grenzschicht in eine Hauptschicht und eine viskose
Unterschicht unterteilen muss. Ziel ist die entsprechenden Gleichungen fiir die Geschwin-
digkeit und den Druck in den jeweiligen Schichten aufzustellen und diese im triple deck
entsprechend zu ,matchen”. Allerdings treten im Verlauf dieses Versuchs einige Proble-
me auf, die diesen Versuch unmoglich machen und dafiir sorgen, dass diese Arbeit kein
abschliefsendes Ergebnis aufweist.

Im fiinften und letzten Kapitel werden all die Probleme noch einmal rekapituliert, die zu
einem Versagen dieser Vorgehensweise fithren. Abschlieffend wird ein Ansatz aufgezeigt,
bei dem der Druckgradient noch einmal genau betrachtet wird und in einer nachfolgenden

Arbeit vielleicht zum gewiinschten Ergebnis fiihren kdnnte.
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2 Ausgangslage

2.1 Dimensionslose Grollen

Fiir diese Untersuchung wird ein Korper angestromt, dessen Dicke H im Verhéltnis zu
seiner Lange L als sehr klein angenommen wird. Es gilt L > H.

In Kapitel 4 werden die Navier-Stokes Gleichungen eine wichtige Rolle einnehmen. Fiir
stationdre und inkompressible Stromungen ohne Berticksichtigung externer Kréfte, wie

z.B. der Gewichtskraft, lauten diese

~8ﬂ+~6’ﬂ 18]5+~ 8212+82ﬂ (2.1a)
b=+ V0—==—=—=+4V| ==+ == Jda
0z Yy p Oz 0r?  0y2 )’
ov v 1 0p 0?0 0%
Ul—4+0—=——=—=47rv|—+—=— 2.1b
"9 Va5 ﬁag+”(a:z-2+ag2 ’ (2.1b)
ou  0v
—+—==0. 2.1
2% 95 (2.1¢)
Im Folgenden werden die dimensionslosen Variablen x,y, u, v, p, p eingefiihrt.
z j U v p P — oo
r ==, y ==, U= =", V==, p=—), p=T—= (2.2)

Uso, Poos Poo UNd Us sind die Geschwindigkeit, der Druck, die Dichte und die kinematische

Viskositéit der ungestorten Aufenstromung. Zusétzlich wird noch die Reynoldszahl Re

eingefiihrt. o
Us L
Re = — (2.3)
Voo
Daraus ergeben sich dann die Navier-Stokes Gleichungen in dimensionsloser Form
ou  Ou op 1 [(0*u 0%
A R (i 2.4
Yor +v8y Ox * Re (83:2 * oy? )’ (24a)
ov ov op 1 [(0*v 0%
i = (o 2.4b
Yor +U8y oy * Re (8:{;2 * oy )’ (2.4)
ou Ov
—+ —=0. 2.4
ox * dy (24¢)

Die Reynoldszahl ist eine wichtige dimensionslose Kennzahl in der Stromungsmechanik.

Sie ist definiert als das Verhéltnis von Tragheits- zu Zahigkeitskraften. Fiir alle weiteren
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Rechenschritte wird die Reynoldszahl als sehr grol angenommen, Re > 1.
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Abbildung 1: Geometrische Form der Kontur

2.2 Dickenfunktion

Der umstromte Korper ist durch die Funktion y = +7 T'(z) gegeben. 7 ist der Dickenpa-
rameter des Korpers, T'(z) ist die auf die Lange 1 normierte Dickenfunktion des Korpers
mit

r2e—(e+1)z+1]

T)=ell—(1-2)"]+(1—¢) c—z+1)

0<e<Ll (2.5)

’

Der Parameter ¢ beschreibt die Kriimmung der Funktion, er ist gegeben als

c(k) = g + —”164%2 (2.6)

Der Kriimmungsparameter k ist definiert als die Kriimmung an der Stelle x = 1, also

k:=T"x=1). (2.7)

Es gilt: €(0) = 1 und lim e(k) = 0. Abbildung 2 zeigt die Funktion fiir verschiedene

k——o0
Werte fiir k.
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3 Potentialstromungen

3.1 Potentialtheorie fiir ebene Stromung

Die Annahme einer Potentialstromung ist moglich, wenn wir davon ausgehen, dass die
Stromung rotationsfrei ist. In diesem Fall existiert ein Geschwindigkeitspotential ¢ fiir
das gilt @ = ﬁqﬁ mit « als dem Geschwindigkeitsfeld. Zusammen mit der Kontinuitéts-
gleichung erhélt man die Laplace-Gleichung

Ap = 0. (3.1)

Im vorliegenden Fall eines halb-unendlich ausgedehnten Korpers, bendtigen wir fiir die
Losung der Laplace-Gleichung noch 2 Randbedingungen, namlich die der ungestorten

Aufenstromung im Fernfeld sowie der Tangentialbedingung an der Kérperoberflache:

ungestorte AuRenstromung: ¢~ x+o(l) fiir 2% +y* = oo (3.2)

Tangentialbedingung: % =7T'(2) fir y = +77T(x) (3.3)

T

3.2 Profiltheorie

Zunéchst interessiert uns die Geschwindigkeit an der Oberflache des umstromten Korpers
um damit einen Ansatz fiir die Geschwindigkeit in der Grenzschicht zu erlangen. In die-
sem Abschnitt werden Reibungseffekte vernachlissigt und die Geschwindigkeit durch die
Profiltheorie bestimmt. Diese kann dann verwendet werden, wenn der umstromte Korper
,schlank® ist, seine Dicke also wesentlich kleiner als seine Lange ist. Da diese Bedingung
im vorliegenden Fall erfiillt ist, kann man das Geschwindigkeitspotential als Summe des
Potentials der ungestorten Parallelstromung und einer Reihe von Stoérpotentialen an-

schreiben:
b= +Th +T20s. .. (3.4)

Die entsprechenden Ableitungen an der Profiloberseite lauten

¢$:u:1+7¢1x+7—2¢2x-~ (35&)

Gy =V =T 1y + T gy . .. (3.5b)

Im néchsten Schritt werden wir diesen Ansatz auf die Tangentialbedingung anwenden.
Dazu werden wir (3.5) in eine Taylorreihe entwickeln und in (3.3)) einsetzen. In beiden
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Féllen wird nach y = 7T < 1 entwickelt.

Gu(z, 7T () ~ 1+ 7 [P12(2,0) + P14y(2,0) 7T (x) + % Prayy(2,0)(7T(2))* + ...

72 (620, 0) + G2y (2,0) 7 T(2) + £ by 2, 0) (T (@) + . 4.
(3.6a)

Oy(x, 7T (x)) ~ 7 [P14(2,0) + P1yy(x,0) 7 T'(x) + % Gryyy (2, 0) (T T(x))*+...]

7 [52y(2,0) + By (1, 0) T (@) + S0, O)(r T(@)P ]+ .

(3.6b)
Umgeformt nach den Potenzen von 7 erhélt man
Gu(2, TT(2)) ~ 1+ T d10(,0) + 72 [Pray (7, 0) T () + pap(z,0)] + ... (3.7a)
Gy (2, 7 T(2)) ~ 7 dry(2,0) + 72 [14y (2, 0) T(2) + oy (,0)] + . .. (3.7b)
Nach Einsetzen von in erhalten wir
() = P1y(2,0) + 7 [P1yy (2, 0) T(x) + Poy(, 0)] + . .. (3.8)

14T d12(2,0) + 72 [Pray (7,0) T(2) + ¢ou(x,0)] + . ..

Gleichung (3.8 ergibt nach einer erneuten Taylorreihenentwicklung fiir kleine 7

T'(w) = [f1y (2, 0) + 7 (D1yy (2, 0) T(2) + (2, 0)) + O(7*] [1 = 714(,0) + O(7?)]

= ¢1y(2,0) + 7 [d1yy(2,0) T(2) + 2y (2,0) — h1(,0) $10(2, 0)] + O(7?)
(3.9)

Als néchstes berechnen wir die y-Ableitung der Stérpotentiale ¢,,,. Dies wird erreicht in-
dem von der Laplace-Gleichung, der Bedingung fiir die ungestorte Aufenstromung sowie
fiir die Tangentialbedingung die Potenzen von 7 einzeln berechnet werden. Man erhéalt

daraus:
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Ordnung 7°

Praz + Pryy = 0, (3.10a)
22+ y* — 00 & — 0, (3.10b)
y=0: b1y(z,0) =T'(z) = T} (x). (3.10¢)

Ordnung 7!
G2az + P2yy = 0, (3.11a)
22 +y* — oo ¢y — 0, (3.11Db)

P1yy(7,0) T () + oy (, 0)
$12(2,0)

= T'(2)

g252y(l‘, O) = T/(I) (blm(xa O) - T(I) ¢1yy($7 0)

gbgy(ff, O) = T’(I) ¢1$(I, O) + T(J:) ¢1xw<xv 0)

P2y(2,0) = [T(2) dra(,0)] = T3(x) (3.11c)

Dies kann fiir hohere Potenzen von 7 fortgefiihrt werden. Man erkennt sofort, dass die
entsprechenden Ableitungen von hoheren Storpotentialen nach y nicht mehr von der Ram-
penfunktion 7T'(x) selbst anhéngen, sondern von einer entsprechend modifizierten Version

der Rampenfunktion 7} (x).

3.3 Geschwindigkeitsverteilung

Als néchstes wollen wir die Geschwindigkeit an der Oberflache entlang der Kontur be-

stimmen. Die Linearitdt der Laplace-Gleichung erlaubt es, elementare Potentiale entlang
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des Korpers zu positionieren und diese zu superponieren. Als elementare Storpotentiale
verwenden wir eine kontinuierliche Verteilung von Quellen und Senken, die entlang der
x-Achse aufgetragen werden. Dazu betrachten wir zunéchst eine einzelne Quelle/Senke
im Punkt (z,y) = (£,0) mit der infinitesimalen Quellstdrke dg. Der entsprechende Betrag
des Storpotentials lautet

do, = g—i In(+/(z — &) + y?). (3.12)
Es ist zweckméfig die Quellstarkeverteilung durch die Belegungsfunktion m(§) auszu-

driicken. Diese ist definiert durch

dg(€) = dgdg m(€)de. (3.13)

Integration von z = 0 bis x = 1 ergibt

60 = 5= | MO TP e (3.14)

Partielles Ableiten liefert

1 ! x—&
Pna(T,y) = %/0 m(g)m dg, (3.15a)
Dny(T,y) = %/0 m(f)@_gyw d¢. (3.15b)

Die Belegungsfunktion m(£) kann durch die Tangentialbedingung bestimmt werden. Es
gilt (vgl. (3.10c),(3.11c))

Gy (2, 0) —hm—/ m(€ ¢ +y > d{ =T, (2). (3.16)

y—0 27

Fiir jedes = # £ verschwindet der Grenzwert. Nur fir x = ¢ liefert m(§ = x) einen Betrag

zum Integral. Man kann daher die Belegungsfunktion aus dem Integral herausheben.

_om(a) [ y .
o 0) = im0 [ = Ti(w) (317
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Mithilfe der Transformation o = %, do = % lésst sich das Integral berechnen

(-z)/y 1 o0 1
lim M/ o=t m(z) / do

y—0 27 —z/y 1+ o2 7 7001+02
(3.18)
= m(:) [arctan(o)]>, = @ =T, ()
Daraus folgt
1 - T
g = ;/O m de, (3.19a)
1t yT(a)
g = ;/O ERTS de. (3.19Db)

Um das Storpotential ¢, (z,y) an der Oberfliche berechnen zu kénnen muss y — 0+
gehen. Das Integral ermittelt man iiber den Cauchy Hauptwert. Es gilt

gbm(x,Oﬂ:]é Z’;T(xgdﬁ (3.20)

Fiir die Geschwindigkeit ug,(x) an der Kérperoberflache erhdlt man
Ugw () = 1+ 7¢1,(x,0%) + O(7?) (3.21)

Beschriankt man sich auf die 1. Ordnung erhélt man mit der Rampenfunktion ({2.5]

10


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

ule0) = g { e (v g) <+ (e o)

5
+ (553 — 327 + 30 — §) €+ 3%~ —} (z — 1) In(|z — 1]) + (=2&* + 2¢?)

1 11 )
In(e + 1) — )& 22+ —g — > | &2
(e + +6{(m 3>€ +( :E+3x 3)5

1 1
+(x3—3x2+3x—§ £+ x——} (z — 1) In(]z|) — 6¢ {(—gsgurgs)

In(e) + [(—x+g)s+x2— 5%+ 161} (x—l—s)”
(3.22)

In der nachfolgenden Abbildung ist die Geschwindigkeitsverteilung an der Kérperober-
flache fiir verschiedene Kriimmungsparameter (k) abgebildet. Fiir den unendlich grofsen
Kriimmungssprung, d.h. Knick bzw. k = —oo erhélt man an der Stelle z = 1 ein singula-
res Verhalten. Bemerkenswert ist, dass jedes andere k < 0 an dieser Stelle eine vertikale
Tangente hervorruft. Fiir den Knick an der Stelle x = 0 liefert, wie erwartet, jedes k ein

singuléres Verhalten.
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Abbildung 3: Geschwindigkeitsverteilung an der Korperoberfliache
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4 Grenzschichtgleichungen

4.1 Problemstellung

In diesem Abschnitt werden die Grenzschichtgleichungen hergeleitet, deren Losungen Auf-
schluss dariiber geben werden fiir welche Parameter € die Stromung abreifit. Die Glei-
chungen, die wir am Ende dieses Abschnitts erhalten, werden im Anschluss mit speziellen
numerischen Verfahren gelost werden.

Fiir den vorliegenden Fall wird ausschlieflich von einer inkompressiblen Unterschallstro-
mung ausgegangen (M, < 1).

Die Bestimmung der Grenzschichtgleichungen erfolgt mittels der Methoden asymptoti-
scher Reihen. Asymptotische Reihen zeichnen sich dadurch aus, dass jedes nachfolgende
Glied um mindestens eine Ordnung kleiner ist als das vorhergehende, siehe GI. .

Die Dicke der Rampe ist durch 7 gegeben. Diese ist allerdings nicht konstant, sondern

hangt von ¢ sowie der Reynoldszahl ab. Es gilt:
7 =10 7(Re) (4.1)
Es ist zu beachten, dass 7y von der Grofenordnung 1 und v(Re) < 1 ist.

Region 1

Als erstes werden wir die reibungsfreie Aufenstromung betrachten. Fiir das Limit, das

fiir die Navier-Stokes Gleichungen verwendet wird, gilt:
x=0(1), y=0(1), Re — o0

In Region 1 wird die Stromung nur von der Kontur des Korpers beeinflusst, Verdrangungs-
effekte aufgrund der Grenzschicht finden nicht statt. Fiir die folgende Analyse gelten die
Bedingungen

ug = 1, vg = 0, po =10 (4.2)
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Die entsprechende asymptotische Reihe sieht folgendermafen aus:

u(z,y, Re) =1+ ~yu; +--- (4.3a)
v(x,y, Re) =~yvy + -+ (4.3b)
p(x,y, Re) =ypr+ - (4.3¢)

Diesen Ansatz setzen wir in die Navier-Stokes Gleichungen ([2.4]) ein. Daraus erhilt man

Ouy (9]91

= or (x-Bewegungsgleichung) (4.4a)
0 0

% = _ai;/l (y-Bewegungsgleichung) (4.4b)
0 0

% + aiyl =0 (Kontinuitétsgleichung) (4.4c)

Integration der x-Bewegungsgleichung (4.4al) unter Beriicksichtigung der Bedingungen fiir

die ungestorte Aufenstromung

u; — 0
' fir 2%+ y® — oo
P11 — 0
ergibt
Uy = —Ppz1. (45)

(4.4c) in (4.4a) eingesetzt und (4.4b) ergeben

Oy _ 0w Opi 0w

or Oy’ oy oz’

(4.6)

Hierbei handelt es sich um die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen, welche die

Bedingungen fiir den Ansatz

f(2) = pi(z,y) + v (2, y) (4.7)

liefern. f(z) ist eine analytische Funktion mit der komplexen Variablen
z =T+ 1y.
Im Folgenden wird fiir x stattdessen die Koordinate s verwendet mit der Eigenschaft s =

x — 1. Unter der Bedingung, dass die Stromung entweder anliegt oder nur lokal innerhalb
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eines kleinen Bereichs ablost, verwenden wir die Bedingung fiir die Undurchléssigkeit

Ay
= (4.8)

v
Uly—yu(s)

Im vorliegenden Fall gilt

TT(s) fir s<0,
yw(s) - . (49)
T fir s> 0.
Wenn man (4.9) in (4.8]) einsetzt und dabei (4.1)) beriicksichtigt erhdlt man
T (s) fir s<0,
v = (4.10)
0 fir s> 0.
Zur Bestimmung von f(z) wird der Ansatz
f(z)=pi+ivy=(C,+iC;)-In(z) +iD+--- fir z—0 (4.11)
gewdhlt. Es folgt
0=0:C,-04+C;-In(r)+ D=0
Ci=0=D=0
po=m:C.=1-T(s)
T,
C.==2.T
" 7(s)
Zur Vereinfachung wird 7”(s) in eine Taylorreihe entwickelt. Man erhélt somit
2
—1
T'(s)zZ5 CSH4 (4.12)
€

Es ist anzumerken, dass die Taylorreihenentwicklung versagt, wenn ¢ zu kleine Werte
annimmt. Als grobe Orientierung kann man sagen, dass € um eine Zehnerpotenz grofer
als s sein muss . An dieser Stelle sei bereits vorweggenommen, dass gilt x = O(Re™%/®).
Daraus ergibt sich £ > Re™%/®. Somit kann man ¢ als Funktion der Reynoldszahl (¢(Re))

darstellen.
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Fiir die Funktion f(z) erhilt man letztendlich

_27’062—1

f(z)=—

S In(z) +--- (4.13)

Fiir den Druck p; und die vertikale Geschwindigkeit v, ergeben sich somit

219 €2 — 1

pils,y) = =2 —— s In(V/s? £ 47) + -+ (4.14a)
219 €2 — 1 Y

v1(s,y) = — s arctan (—) + - (4.14b)
T € s

Region 2

In diesem Abschnitt wird das Stromungsverhalten in der reibungsbehafteten Grenzschicht

untersucht. Dazu werden zuerst einmal die Navier-Stokes Gleichungen in den Koordinaten

x = 0(1), Y = Re'?y = 0(1), Re — o0 (4.15)

aufgestellt. Die Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit sowie der Druck werden

durch folgende asymptotische Reihen wiedergegeben.
w(z,y, Re) = Up(2,Y) +y Uy (2,Y) + -+ -
v(z,y, Re) = Re™ Vo (2,Y) + 7 Re ™ ?Vi(2,Y) + - - (4.16)
p(z,y,Re) =~y Py(2,Y) + - - -

Durch Einsetzen von (4.16)) in ([2.4) sowie dem Ersetzen der Koordinate = durch s erhalten

wir flir die Gréfenordnung

oU; ouy oU, _ dU,  oP 8%U,

Uy ER + U, s +V08Y +V18Y = T o + BYE (4.17a)
oP
v 0 (4.17b)
ou, oy
E + 8_Y - O (4.17C)
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Gleichung (4.17b)) offenbart uns, dass der Druck P; nicht von der Hohe (Y) abhéngt. Man
erhélt ihn, indem wir in Gleichung (4.14a)) y = 0 setzen. Daraus folgt:

2 21
Pl(s):pl(s,y:O):ﬂg slnvVs2 4 .-

T €
(4.18)
2792 — 1
e (=s)In(—=s) +..., s — 0—
T €
Fiir den Druckgradienten erhalten wir somit
dP 2192 — 1
() _ 2m¢ In(—s) 4+,  s—0— (4.19)

ds T €

Im Bereich s = 0 entsteht im Druckgradienten eine Singularitit, sodass es notwendig ist
die Grenzschicht in eine viskose Subgrenzschicht in der Néahe der Oberfliche sowie eine

Hauptgrenzschicht aufzuteilen.

2b
2a

Abbildung 4: Grenzschichten
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4.2 Viskose Subgrenzschicht

Um eine Abschétzung iiber die Grofsenordnung der Geschwindigkeitsterme zu bekommen,

reicht es aus die einzelnen Terme der z-Bewegungsgleichung (4.17a)) zu vergleichen. Dabei

gilt
oUu,  opP, 82U,
Uoas ™~ a5 ™~ vz (4.20)
Uo(5,Y) = Uso(Y) + sUpy (Y) + - -,
o(5,Y) = UooY) + sl (V) }fﬁr s — 0. (4.21)
Vo(s,Y) = Voo (Y) +sVor (V) + -+

In Koérperndhe zeigen die Terme der fithrenden Ordnung in Gleichung (4.21)) folgendes
Verhalten
UOO(Y) =AY +--- )

} fir Y — 0. (4.22)
Voo(Y) = O(Y?) + -

Nach Einsetzen von (4.22)) und (4.21)) in (4.20) erhdlt man

ou,  0*U,
— ~ . 4.23
0s oY? (4.23)
Umformuliert in Finite Differenzen ergibt sich
AU, AU,
Y ~—. 4.24
As Y2 (424)
Damit erhélt man eine Abschétzung fiir die Grofenordnung von Y, namlich
Y ~ (—s)'/3 (4.25)

Um eine Abschétzung fiir U; zu erhalten setzen wir (4.25)) und (4.19)) in (4.20) ein:
Uy ~ (—5)%2 — (=5)*31In(—s). (4.26)

Die Kontinuitétsgleichung (4.17c|) ermoglicht es uns die Stromfunktion ¥;(x,Y") einzu-

fithren, die der folgenden Definition geniigt:

ov, ov,
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Integration der rechten Seite von liefert
U, ~ U Y. (4.28)
und eingesetzt in liefert
Uy = O[(—s) — (—s) In(—s)]. (4.29)

Als néchstes bringen wir ¥y in die Form

Uy(s,Y)=[(=s) — (=) In(—=s)] ¢1(&) + - - - fir s— 0—, (4.30a)
Y
£ = ()i (4.30b)

Up und Vj werden durch die Gleichungen (4.22) und (4.21) bestimmt, U; und V; erhalt
man durch Einsetzen von (4.30a]) in (4.27).

UO:)\Y+~~:)\(—5)1/3§+-~

Vo = O(=5)*?]
(4.31)
U = [(=5)"7 = (=) In(=9)] g1(€) + -+,
1 /
Vi =~ In(=5) ga(6) = 56[1 ~ In(=5)] gh() + -+
Einsetzen von (4.31)) und (4.19)) in (4.17a]) fihrt auf
1 1 2 1 / 70 e’ -1
gi'() = SAEGH(E) + Aegh () — Aa(§) = —22——. (4:2)
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung 3. Ordnung mit nichtkonstanten
Koeffizienten.
Aus der Haftbedingung (U; = 0,V; = 0) folgt
71(0) =0,  g(0)=0. (4.33)

Die dritte Randbedingung besteht aus der Forderung, dass ¢;(§) kein exponentielles

Wachstum aufweisen darf, da sich ansonsten die Gebiete 2a und 2b nicht mehr
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,matchen* lassen. Auferdem erhélt man aus £ = 0 in Gleichung (4.32)

2
—1
() = 2205 4.34
g(0) = —2 2 (4.34)
Als néchstes differenzieren wir (4.32)) nach £. Daraus folgt
1 1
91" (6) = A (€) + 5 Mgl (©) = 0. (4.35)
Durch Substitution von ¢{(§) = h1(€) erhélt man
" 1 21/ 1
(€)= SAEHE(€) + A () = 0. (436)
Eine weitere Substitution mit der Variablen z = %)\53 fiihrt auf
d*hy(2) 2 dh(z) 1
- — ———+ —-h . 4.37
e +(3 Z) 2= T 3hb) (4.37)

Dies ist eine ,Confluente Hypergeometrische Differentialgleichung”. Diese hat die allge-

meine Form

thl(Z)

— — . 4.
S (b—2) 7 ahy(2) (4.38)
Die Gleichung (4.34) nimmt die Form
211
dhy __gToe —— 273 fir 20 (4.39)

dz T e +/3)\

an. Die allgemeine Losung dieser Gleichung (4.38)) ist eine Linearkombination aus der

Kummer-Funktion M(a,b; z) und der Tricomi-Funktion U(a, b; z).
hy = Cy M(a,b; z) + CyU(a, b; 2) (4.40)

Die Kummer-Funktion ist im Punkt z = 0 regulér, besitzt aber fiir z — oo ein expo-
nentielles Wachstum, weshalb C; = 0 gesetzt werden muss. Die Tricomi-Funktion weist

dagegen ein algebraisches Verhalten bei grofsen Werten von z auf:

Ua,b;2) = 2z “[1+0(z71)] fir z— oo (4.41)
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In der Nédhe von z = 0 kann die Funktion durch folgende asymptotische Reihe reprisen-

tiert werden:

I(1-b)  T(b-1)

2) = 1-b fii 4.42
Ula,b; 2) F(a—b—l—1)+ ) 22774+ 0(z) fir z—0 (4.42)
I" steht hier fiir die Eulersche Gammafunktion.
Ein Vergleich von (4.38)) mit (4.37) ergibt:
1 2
_ - h=2 4.43
N (1.43)

[E33), (E42) und (E40) ergeben
I'(1/3)  I(=1/3)

hy = C. 31+ 0
1 2| T (0) +F(—1/3)Z + O(z)
(4.44)
= Cg 21/3.
Wenn man (4.44) in (4.39) einsetzt, erhdlt man
Cy g1 1 (4.45)
2 = - - 3 3)\ .

Einsetzen von (4.45)) in (4.40) liefert

m(&h%(gh% ( ! 2-553>. (4.46)

37379
Um das Verhalten von g; (&) fiir groke Werte von & bestimmen zu kénnen setzen wir (4.41))
in (4.46) ein. Wir erhalten

" _ 67—0(52 — 1) A e .
91(5)—W(§) £+, fir &— oo (4.47)

Abschlieffend wird (4.47) von (4.46|) subtrahiert und sofort wieder addiert. Integration
unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen (4.33) liefert

-2 ([0 (3330)- () )

7'0(82 - 1)

e

(4.48)

&.
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Fiir groke Werte von £ konnen wir ¢/ () als asymptotische Reihe formulieren.
() =A L+ A+, fiir {00 (4.49)

Fiir die 2 Konstanten gilt

AO _ 7'0(52 — 1)7
me
6ro(e2 — 1) [ [ 12 A A3 (4.50)
TolE™ — 3
A= 2D (2 2 2e) - (2) ) ae
R (/0 ( 3’3’95) <9> ) ¢
Erneute Integration liefert
_ Ao 3 ..
n(@ =7+ A+ i £ oo (4.51)

Rechnet man A; aus erhélt man einen Wert, der gegen Unendlich strebt. Um ein sinnvolles
Ergebnis fiir ¢;(£) zu erhalten muss man A; dementsprechend weglassen und man erhélt
als Ergebnis
o AO 3 ..
g1(8) = ?g fir & — oc. (4.52)

Die Bestimmung von (4.32)) mittels Mathematica™ liefert dasselbe Ergebnis.

Hauptgrenzschicht
Einsetzen von (4.52)) und (4.49) in (4.31]) liefert

U1 = [(—3)2/3 o (—8)2/3 111(—8)]A0§2 o
4.53
V= —?53 N ( )

Gleichung (4.53) ist im Uberlappungsbereich zwischen Region 2a und 2b giiltig. Wenn
man (4.30b) in (4.53) einsetzt erhélt man

Uy =—AY?In(—s)+---,
(4.54)

1
‘/1 = —g(—s)ilAOY‘g + . e
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Diese Gleichungen kénnen auch folgendermafen formuliert werden
U1 :ln(—s) Ull(Y) + - s
fir s—0-—. (4.55)
Vergleicht man Gleichung (4.54]) und (4.55)) folgt daraus

Un(Y)=—AY?+---,
X fir Y — 0. (4.56)
Viu(Y) = —§A0Y3 + -

Einsetzen von (4.55)), (4.21) und (4.19)) in (4.17)) liefert
U Ui + Vi1 Uy =0 x-Bewegungsgleichung (4.57a)

Ui1+V,=0 Kontinuitatsgleichung (4.57b)

Die Kontinuitétsgleichung (4.57b)) liefert Uy; = V/,. Setzt man dies in die x-Bewegungsgleichung

(4.57al) ein, erhdlt man
Uoo Vi1 — Ugy Vi =0,

Vi Vi
Uo  Ug

d (Y
dY \Uy /)

Daraus resultiert, dass das Verhéltnis Vi1 /Uyg innerhalb der Region 2b konstant bleibt:

U(SO — 07

i

00

Gleichung (4.22) und (4.56) in (4.58)) eingesetzt ergibt

= konst. (4.58)

Ao
konst. = ———Y? 4.59
ons 7\ (4.59)
Dies fiihrt auf ein widerspriichliches Ergebnis, da der Ausdruck % = —%\QYQ eindeutig
00

eine Funktion von Y darstellt und dementsprechend nicht konstant ist.
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Bestimmung der Schichtstruktur des triple decks
Im Folgenden wird die Schichtstruktur des triple decks bestimmt. Der Winkel der Strom-

linie entlang der Grenzschicht betrégt

9 = arctan - (4.60)
u

Einsetzen von (4.16) unter Beriicksichtigung kleiner Werte von  liefert

_ Re V2V 4+ yRe V2V -

v
U0+’)/U1+"'
Ve V; Vi
— Re V2|20 L 4.61
; [UOM oo g )|+ (161)

Da nur der zweite Term die Interaktion zwischen der reibungsfreien Aufsenstrémung und
der viskosen Grenzschicht auslésen kann, hat der erste Term keine Bedeutung. Dement-
sprechend gilt
_ Vi W
9=~Re 2L _ Y1 4.62
vRe Uy~ U2 1]+ ( )
Am &uferen Rand der viskosen Unterschicht (Region 2a) gelten die Gleichungen (4.31)).

Setzt man diese in (4.62) ein bei gleichzeitigem Grenziibergang s — 0— so bekommt man

0 =R (<O - 5 € L9l @) 4o (46

An der Korperoberfliche gelten die Randbedingungen ¢,(0) = 0, ¢;(0) = 0, siehe (4.33)).

Dementsprechend gilt ¥ = 0 . Am oberen Ende von Region 2a nehmen ¢; und ¢{ die

Werte in Gleichung (4.49) und (4.52) an. Daraus folgt
. -1/2 AO —1+v-2
Y = —7Re 5 (—=s) Y+ (4.64)

Anschliefsend bleibt ¢ im Bereich der Hauptgrenzschicht (Region 2b) konstant. Setzt man
fiir diese Schicht die Werte von Uy, Vy, U; und Vi, siehe Gleichung (4.21)) und (4.55)), in
(4.62) ein erhélt man

(4.65)

¥ = yRe™1/? [(—5)1 . VH] +

Uoo
was mit Gleichung (4.64) und (4.59)) tibereinstimmt.

Vor der Einfithrung der viskosen Unterschicht fiihrte die Losung der Navier-Stokes-Gleichung

fiir den Druckgradienten auf Gleichung (4.19)). In direkter Nahe des Ablosepunktes fiihrt
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der Verdrangungseffekt der Grenzschicht zu einer starken starken Storung des Druckgra-
dienten. Die Tragfliigeltheorie liefert mittels Gleichung , die das Verhalten von 9
am ,,Boden“ der ungestorten Aufsenstromung beschreibt, die Storung des Drucks in der
Form [

p~yRe V2 (—s)7L, (4.66)

Der Druckgradient lautet dementsprechend

W Re 12 ()2 (4.67)

Vergleicht man dies mit Gleichung (4.19)) erhdlt man

In(—s) (—s)* = Re™ /2. (4.68)
Daraus folgt

|s| = O(e2P W@ RT2)), (4.69)

W beschreibt die Lambertsche W-Funktion W(x), sie ist die Umkehrfunktion von
fixr— ze®.

Fir Re — oo nimmt s die Grofsenordnung 1 an. Dies ist ein direkter Widerspruch, da
vorausgesetzt wurde, dass s sehr klein ist. Die Theorie des triple decks kann an dieser

Stelle nicht angewendet werden, da diese nur fiir kleine Léngen giiltig ist.

4Vgl. Ruban A. L., Fluid Dynamics Part 3: Boundary Layers, S.290.
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5 Schlussfolgerung

5.1 Zusammenfassung der Probleme

Wider Erwarten fiihrte die obige Vorgehensweise zum Scheitern bei der Beantwortung der
Frage, fiir welchen Kriimmungsparameter £ Stromungsablosung auftritt. Mit dafiir ver-
antwortlich ist der logarithmische Druckgradient, siehe (4.19)). Dieser sorgte dafiir, dass
der Term fiir die horizontale Geschwindigkeit U; ebenfalls ein logarithmisches Verhalten
aufweist. Zuséatzlich sorgt er dafiir, dass die Lénge des triple decks die Grofenordnung
1 erhalt, was der géngigen Theorie des triple decks widerspricht, die nur kleine Abmes-
sungen vorsieht. In vielen Fillen weist das triple deck die Grofenordnung Re~'/3 auf,
was dafiir verwendet wurde, um eine fiir Gleichung verwendete untere Schranke
fiir € zu definieren um die Taylorreihe zu erfiillen. Ebenso spielte die Losung der Diffe-
rentialgleichung fiir g (&), , eine Rolle. Die hohe Potenz von £ sorgt dafiir, dass die
Gleichung nicht erfiillt werden kann.

Letztendlich hat sich gezeigt, dass der hier gewihlte Ansatz fiir dieses Problem nicht
zum FErfolg fiihrt, obwohl die Eckstromung, die einen der zwei Grenzfille darstellt, auf
diese Weise behandelt werden kann und es daher logisch erschien, dass dies auch fiir den

allgemeineren Fall mit einem endlichen Kriimmungssprung gelten sollte.

5.2 Ausblick

Im letzten Abschnitt wurden Probleme aufgezeigt, die es im Rahmen der vorliegenden
Arbeit unmoglich machen, die urspriingliche Fragestellung, fiir welchen Wert von &k Stro-
mungsablosung auftritt, zu beantworten. Zum Abschluss mochte ich an dieser Stelle noch
einen Ansatz aufzeigen, der zur entsprechenden Losung fithren konnte.

Mithilfe der Bernoulli-Gleichung erhélt man im Gebiet der Auftenstrémung fiir den Druck

an der Korperoberfliche
1- U%w
5

Pow und ug,, sind der Druck bzw. die Geschwindigkeit an der Kérperoberflache. Differen-

Pow = (51)

tiation nach x liefert

Pow = —Uow Upyy,- (5.2)
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Setzt man (3.21)) in ([5.2)) ein, ersetzt € durch § = 1 —e < 1, sowie « durch x = s+ 1 und

fiihrt eine doppelte Entwicklung fiir 7 und 6 durch, erhélt man

(s :T{§ - <§ , In(256) | 4ln(|s|)> 5o F+61n—(|s|)_

s s 2m T s T 653
(% . ln(47?96) ) 1811;(|s|)> 5] S}.

Abbildung 5| zeigt den graphischen Verlauf von py,, fiir 7 = 0,1.

L L L L 1 L L L L L L L L
-0.2 -0.1 [ 0.1

Abbildung 5: aufgepriagter Druckgradient

Man erkennt deutlich, dass der Druckgradient nur fiir § = 0 bzw. € = 1 ein kontinuierliches
Verhalten aufweist und der auf die Grenzschicht aufgeprégte Druckgradient selbst bei
einem kleinen Kriimmungssprung singular wird. Fiir s — 0 nimmt der Druckgradient in

fiihrender Ordnung die Form
41
— n(ls)) 5 (5.4)

0
w T
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an. Vergleicht man Gleichung ([5.4) mit (4.19))

dP 2752 — 1
1(S> :ﬂg .ln(_s)_i_..., S—>O—,
ds T €

setzt € = 1 — 0 ein und entwickelt nach kleinen ¢ erhalt man

P 4
d 1(5) :_ﬂ61n<_s)—|— , s —0—. (55)
ds T

Daraus folgt, dass solange s klein ist p;,, vergleichbar mit v P aus Abschnitt 4 ist.
Nimmt man (4.16)), &ndert den Druck in der Form

p(z,y, Re) = Ry(z,Y) + yPi(z,Y)
und setzt dies in die x-Bewegungsgleichung (2.4a)) ein, erhélt man in fithrender Ordnung
(7°) die Grenzschichtgleichung

U, Uy 0Py  9°Uy
bogs TV oy =78 T ave (56)

An dieser Stelle gilt: % = P (). Es ist wichtig anzumerken, dass aufgrund des verén-
derten Ansatzes P, und dementsprechend P] nicht mit den entsprechenden Werten aus
Abschnitt 4 vergleichbar sind.

Fiihrt man die Stromfunktion ¥, mit der Eigenschaft

ov, ov,

— _V A 5.7
ds 0 oy — ° (5:7)
ein, siehe (4.27)), und setzt diese in die Grenzschichtgleichung ([5.6)) ein, erhélt man

OF,
Woy Woys — Wos Yoyy = _8_30 + Yoyyy- (5.8)

Als néchsten Schritt muss fiir Uy(s,£) ein Ansatz gewéhlt werden, der in (5.8) die s-

Abhéngigkeit der einzelnen Terme eliminiert. Es wird der allgemeine Ansatz

Wo(s,&) = g(s) f(§),  &=Y/h(s) (5.9)

gewéhlt.
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Einsetzen von ((5.9) und (5.4)) in (5.8)) fithrt auf die Differentialgleichung

lg'(s) h(s) — g(s) W' ()] f(§) — g'(s) h(s) f(&) f"(€) = —In([s]) Z(—g +7(6)- (5.10)

Damit die s-Abhéngigkeit dieser Gleichung verschwindet miissen folgende Bedingungen

erfillt werden:

§(s)h(s) — g(s) W' (s) = &1 (5.11a)
g'(s)h(s) = ¢ (5.11b)

P6) L - C

g(s) ln(|3|)_ 3 (5.11 )

¢1, ¢ und c3 sind Konstanten. Setzt man (5.11b)) in (5.11¢c)) ein, erhdlt man

= konst. (5.12)

Als néchstes muss eine Losung fiir ¢g(s) in Gleichung gefunden werden. Obwohl
g(s) Gleichung nicht exakt sondern nur asymptotisch erfiillen muss, erweist es sich
als dufserst schwierig eine entsprechende Losung fiir ¢(s) zu finden. Es ist moglich, dass
der in Gleichung gewahlte Ansatz nicht allgemein genug ist und eine neue Variable

¢ eingefiihrt werden muss. Der neue Ansatzﬂ fiir ¥ lautet dann

Wo(s, &) = g(s) f(&:C), ¢ =((s). (5.13)

Dieser neue allgemeinere Ansatz konnte es ermoglichen eine Losung fir die Frage, ab
welchem Parameter €, bzw. k£ Stromungsablosung auftritt, zu finden. An dieser Stelle
werde ich die Arbeit abschlieffen. Fiir den Fall, dass sich in Zukunft eine andere Person
an diesem Problem versucht, sollte die vorliegende Arbeit als gute Anleitung dienen, die

dann hoffentlich zur Losung fiihrt.

5Vgl. Hocking L. M., Stewartson K., Stuart J. T., A nonlinear instablilty burst in plane parallel flow,
J. Fluid Mech.(1972), vol.51, part 4, pp. 705-735.
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