
❉✐ss❡rt❛t✐♦♥

P❤♦t♦♥✐❝s ✇✐t❤ ▲♦ss ❛♥❞ ❉✐s♦r❞❡r

❆✉s❣❡❢ü❤rt ③✉♠ ✇❡❝❦❡ ❞❡r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ●r❛❞❡s ❡✐♥❡s
❉♦❦t♦rs ❞❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥

✉♥t❡r ❞❡r ▲❡✐t✉♥❣ ✈♦♥
♥✐✈✳✲Pr♦❢✳ ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❉r✳ t❡❝❤♥✳ ❙t❡❢❛♥ ❘♦tt❡r

■♥st✐t✉t ❢ür ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ P❤②s✐❦✱ ❊✶✸✻

❡✐♥❣❡r❡✐❝❤t ❛♥ ❞❡r
❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ♥✐✈❡rs✐tät ✐❡♥

❋❛❦✉❧tät ❢ür P❤②s✐❦

✈♦♥
❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❆♥❞r❡ ❇r❛♥❞stött❡r

▼❛tr✳✲◆r✳ ❡✶✵✷✺✽✸✽

❖rt✱ ❉❛t✉♠ ♥t❡rs❝❤r✐❢t





❊r❦❧är✉♥❣ ③✉r ❡r❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t

❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❆♥❞r❡ ❇r❛♥❞stött❡r
❆❧❢r❡❞✲❙t✐①✲P❧❛t③ ✶✴✷✵✴✶✵✱ ✶✶✵✵ ✐❡♥

❍✐❡r♠✐t ❡r❦❧är❡ ✐❝❤✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t s❡❧❜stä♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst ❤❛❜❡✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡
✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡ ✉♥❞✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡
❙t❡❧❧❡♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✕ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❚❛❜❡❧❧❡♥✱ ❑❛rt❡♥ ✉♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✕✱ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥
❡r❦❡♥ ♦❞❡r ❞❡♠ ■♥t❡r♥❡t ✐♠ ♦rt❧❛✉t ♦❞❡r ❞❡♠ ❙✐♥♥ ♥❛❝❤ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ s✐♥❞✱ ❛✉❢
❥❡❞❡♥ ❋❛❧❧ ✉♥t❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ◗✉❡❧❧❡ ❛❧s ❊♥t❧❡❤♥✉♥❣ ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ❤❛❜❡✳

❖rt✱ ❉❛t✉♠ ♥t❡rs❝❤r✐❢t ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❆♥❞r❡ ❇r❛♥❞stött❡r





❉❡✉ts❝❤❡ ❑✉r③❢❛ss✉♥❣

❋♦rts❝❤r✐tt❡ ✐♥ ❞❡r P❤♦t♦♥✐❦ s✐♥❞ t②♣✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ♠✐t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ◆❡✉❡r✉♥✲
❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✐♠♠❡r ❦♦♠♣❧❡①❡r❡r ♦♣t✐s❝❤❡r ●❡rät❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❇❡✐
❞✐❡s❡♥ ❇❡str❡❜✉♥❣❡♥✱ ♥❡✉❛rt✐❣❡ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ❣✐❜t ❡s ③✇❡✐
❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ✉♥❣❡♥✉t③t ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ s✐♥❞✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ♥♦r❞✲
♥✉♥❣✳ ❉✐❡s ✐st ❛✉❢ ❞✐❡ ✈♦r❤❡rrs❝❤❡♥❞❡ ❆♥s✐❝❤t ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❡r❧✉st
✈♦♥ ▲✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❙tr❡✉✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ✉♥❣❡♦r❞✲
♥❡t❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞✱ ♥❛❝❤t❡✐❧✐❣ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✈♦♥ ❦❡✐♥❡♠ ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥
■♥t❡r❡ss❡ s✐♥❞✳ ❆❦t✉❡❧❧❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ✉♥❞ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❜③❡✐❝❤♥❡♥❞❡♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ s❡❤r ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ▲✐❝❤t❢❡❧❞❡r ③✉ ♠♦❞✉❧✐❡r❡♥ ✉♥❞ ③✉
❞❡t❡❦t✐❡r❡♥✱ ✈❡rä♥❞❡r♥ ❞❡r③❡✐t ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡s❡ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡ ❉❡♥❦✇❡✐s❡✳
■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r ❞✐❡s❡♥ P❛r❛❞✐❣♠❡♥✇❡❝❤s❡❧ ③✉ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡♥ ✐♥✲

❞❡♠ ✇✐r ✈✐❡❧✈❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t❡ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊✐♥✢üss❡
✈♦♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ♥♦r❞♥✉♥❣ ③✉ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r❡♥ ✉♥❞ s✐❡ s♦❣❛r ③✉♠ ♦rt❡✐❧ ③✉
♥✉t③❡♥✳ ❇❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✉♥s❡r❡♥ ♥❡✉❡st❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ✇✐r ❣❡③❡✐❣t ❤❛❜❡♥✱ ✇✐❡
❡✐♥❡ s②st❡♠s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❡rstär❦✉♥❣ ✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥
♣❤♦t♦♥✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡ ❦♦♠♣❧❡tt ✉♥✲
t❡r❞rü❝❦t✱ ♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❡✐♥✐❣❡ ♥❡✉❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❛✉s ❞✐❡s❡♠
❋♦rs❝❤✉♥❣s❢❡❧❞✳ ✐r ③❡✐❣❡♥✱ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ✭✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡✮ ❙tr✉❦t✉r ✉♥✐❞✐r❡❦t✐♦♥❛❧ ✉♥s✐❝❤t✲
❜❛r ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐♥❞❡♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❆rt ✉♥❞ ❡✐s❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥
✉♥❞ ❡rstär❦✉♥❣ ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❤✐♥③✉❣❡❢ü❣t ✇✐r❞✳ ▲✐❝❤t✱ ❞❛s s✐❝❤ ❞✉r❝❤ s♦❧❝❤ ❡✐♥❡
❙tr✉❦t✉r ❛✉s❜r❡✐t❡t✱ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ▲✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛s s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
❤♦♠♦❣❡♥❡ ❙tr✉❦t✉r ❛✉s❜r❡✐t❡t✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❛❧s ✉♥s✐❝❤t❜❛r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r✲
❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ❛♥ s✐❝❤ ✉♥❣❡♦r❞♥❡t ✐st✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ♣räs❡♥t✐❡r❡♥
✇✐r ❞✐❡ ❡rst❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ♠s❡t③✉♥❣ ✉♥s❡r❡s ❑♦♥③❡♣ts ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥
❛❦✉st✐s❝❤❡♥ ❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r✱ ✐♥ ❞❡♠ ✇✐r ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ✇✐r ❞✉r❝❤ ❣❡③✐❡❧t❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞
❡rstär❦✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡ ❞❡♥ ❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤❛❧❧✇❡❧❧❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❛❝❤❡♥
❦ö♥♥❡♥✳ ■♥ ❆❜✇❡s❡♥❤❡✐t ✈♦♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❡rstär❦✉♥❣ ✇ür❞❡ ❞✐❡ ❡❧❧❡ r❡✢❡❦✲
t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♦❤♥❡ t✐❡❢ ✐♥ ❞❡♥ ❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ❡✐♥❞r✐♥❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❣❡③✐❡❧t❡
❍✐♥③✉❣❛❜❡ ✈♦♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❡rstär❦✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣
✐♥ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❙tr✉❦t✉r ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡❧❧❡ ③✇✐♥❣❡♥✱ ❡✐♥❡r
✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ■♥t❡♥s✐täts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉ ❢♦❧❣❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ s❡❧❜st ✐♥ ✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥
▼❡❞✐❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙t❡❧❧❡ ❡✐♥ st❛r❦❡r ■♥t❡♥s✐täts❢♦❦✉s ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r
✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ✈♦♥ ❣r♦ß❡♠ ■♥t❡r❡ss❡ ✐st✳
❊✐♥ ❦♦♥③❡♣t✐♦♥❡❧❧ ❛♥❞❡r❡r ❆♥s❛t③ ③✉r ❇❡✇ä❧t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ♥♦r❞♥✉♥❣ ♦❤♥❡ ❆❜s♦r♣✲

t✐♦♥ ✉♥❞ ❡rstär❦✉♥❣ ❜❛✉t ❛✉❢ ❞❡♥ ❥ü♥❣st❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❋♦rts❝❤r✐tt❡♥ ❛✉❢✱ ❡✐♥
❦♦♠♣❧❡①❡s ▼❡❞✐✉♠ ❞✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣ s❡✐♥❡r ❙tr❡✉♠❛tr✐① ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ▼✐t
❞✐❡s❡♥ ♥❡✉ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r ✇✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✏t❡✐❧❝❤❡♥ä❤♥❧✐❝❤❡
❙tr❡✉③✉stä♥❞❡✑ ✕ ❛❧s♦ str❛❤❧❛rt✐❣❡ ❡❧❧❡♥③✉stä♥❞❡ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ ❣❡r❛❞❡♥
❇❛❤♥❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥ ✕ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆✉❢❜❛✉❡♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ✉♥t❡r✲



✹

s✉❝❤❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ✐♥ ✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❛❜❡r rä✉♠❧✐❝❤ ❦♦rr❡❧✐❡rt❡♥
❙tr✉❦t✉r❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❆✉❢s♣❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❡❧❧❡ ✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡ ➘st❡ ❢ü❤r❡♥✳ ✐r ❡♥✲
t✇✐❝❦❡❧♥ ❡✐♥❡ ❙tr❛t❡❣✐❡✱ ❞✐❡ ❡s ✉♥s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❇❛❤♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❡räst❡❧✉♥❣
♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ t❡✐❧❝❤❡♥ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ✉stä♥❞❡♥ ③✉ s❡❧❡❦t✐❡r❡♥✳ ❆♥❞❡rs ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❦ö♥♥❡♥
✇✐r ❞✐❡ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡ s♦ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡s ✈❡r③✇❡✐❣t❡♥
●❡✢❡❝❤ts ❛♥ P❢❛❞❡♥ ✐♥ ❣❛♥③ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉s❜r❡✐t❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❢
❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ✈♦r❤❡r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❇❛❤♥ ❜❧❡✐❜t✳
♥t❡r ❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥③❡♣ts ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ t❡✐❧❝❤❡♥ä❤♥✲

❧✐❝❤❡♥ ❡❧❧❡♥③✉stä♥❞❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✇✐r ❙tr❛t❡❣✐❡♥ ③✉r ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐♥
✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r ✇✐❡ ❡✐♥❡ ❡❧❧❡ ✈♦♥ ❛✉ß❡♥
❛✉❢ ❡✐♥ ▼❡❞✐✉♠ ❣❡s❝❤✐❝❦t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❡✐♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ♠❣❡❜✉♥❣
✈❡r❜♦r❣❡♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉ ♠❛♥✐♣✉❧✐❡r❡♥✳ ❙♣❡③✐❡❧❧ ♠ö❝❤t❡♥ ✇✐r ❛✉❢ ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥❡♥
❣❡♥❛✉ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ■♠♣✉❧s✱ ❉r✉❝❦ ♦❞❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s ü❜❡rtr❛❣❡♥ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❢
❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❢♦❦✉ss✐❡r❡♥✳ ♠ ❞✐❡s ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ st❡❧❧❡♥ ✇✐r ❡✐♥ ♥❡✉❡s ❑♦♥③❡♣t ✈♦r✱
❞❛s ❡s ✉♥s ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ✈♦r❤❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✐❡❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✉♠③✉s❡t③❡♥ ✉♥❞ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥
❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ♦r❤❡rs❛❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ■♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼✐❦r♦✇❡❧❧❡♥✲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r✳
❆❜s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❦❧❡✐♥❡♥✱ ❛❜s♦r♣t✐✈❡♥

❊❧❡♠❡♥t ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❦♦♠♣❧❡tt ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❡❧❧❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥sstär❦❡ ❞❡s
❛❜s♦r❜✐❡r❡♥❞❡♥ ❊❧❡♠❡♥ts r✐❝❤t✐❣ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✳ är❡ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❡❧❧❡ ♥✐❝❤t
❦♦rr❡❦t ❛❞❥✉st✐❡rt✱ ✇ür❞❡ s✐❡ ✈♦♥ ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣r♦ß❡♥ ❚❡✐❧ r❡✢❡❦t✐❡rt
❛♥st❛tt ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ❞❡r ✏❦♦❤är❡♥t❡♥ ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥✑
✇✐r❞ ③✉♠ ❡rst❡♥ ▼❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥
▼✐❦r♦✇❡❧❧❡♥ ❞❡♠♦♥str✐❡rt✳
✐r ❤♦✛❡♥ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✉r ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✇❡✐t❡r❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❜❡✐tr❛❣❡♥

③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❡♥♦r♠❡ P♦t❡♥③✐❛❧ ✈♦♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ♥♦r❞♥✉♥❣ ❢ür ♥❡✉❡
■♥♥♦✈❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r P❤♦t♦♥✐❦ ❛✉❢③❡✐❣❡♥✳



❆❜str❛❝t

Pr♦❣r❡ss ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s ❤❛s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥
❢❛❜r✐❝❛t✐♥❣ ❡✈❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❡✛♦rt t♦ ❝r❡❛t❡ ❛r❜✐tr❛r②
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ❧❛r❣❡❧② ✉♥❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛r❡
❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✈✐❡✇ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t
❜② t❤❡ ❧♦ss ❛♥❞ t❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❛r❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ♥♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❘❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts
❛♥❞ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
❧✐❣❤t ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤✐s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛② ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ tr② t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠ s❤✐❢t ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ ❢♦r t✉r♥✐♥❣
t❤❡♠ t♦ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ❛❞❞✐♥❣ ❛
❥✉❞✐❝✐♦✉s❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤♦t♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❧❡❛❞s
t♦ ❧✐❣❤t ✜❡❧❞s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♠✉♥❡ t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤❡r❡
s❡✈❡r❛❧ ♥♦✈❡❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ❛
✭❞✐s♦r❞❡r❡❞✮ str✉❝t✉r❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t❛✐❧♦r❡❞ ❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✐t✳ ▲✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❧✐❣❤t t❤❛t tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✱ ❜✉t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞
❜② ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❜② ❛❜s♦r❜✲
✐♥❣ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
♦♥❡✲✇❛② tr❛♥s♣❛r❡♥t ❢♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❣❡t ♣❡r✲
❢❡❝t❧② r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② s✉♣♣r❡ss s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡
str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦❝✉s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❡✈❡♥ ✐♥s✐❞❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ♣❤②s✐❝s✳
❆ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r ✇✐t❤✲

♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥ ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐✉♠ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐ts s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛tr✐①✳ s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ s❡ts✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ ❤♦✇
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✑ ✕ st❛t❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✕ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣ ♦♥ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ s♠♦♦t❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛❞❞r❡ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❜r❛♥❝❤❡s ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ st❡❡r ❧✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
s②st❡♠ ♦♥ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡♠✳
s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡

str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❛r❣❡ts ✐♥s✐❞❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧



✻

♠❛♥♥❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ ✇❛✈❡❢r♦♥ts ❞✐r❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♥t♦
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❤❛♣❡❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛ t❛r❣❡t ❜✉r✐❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❞✐s♦r❞❡r
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♣r❡ss✉r❡ ♦r t♦rq✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛
❢♦❝✉s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥♦✈❡❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s❡t✉♣ t❤❛t
❞❡♠♦♥str❛t❡s ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ✇❛②✳
❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡✬s ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ❛ s♠❛❧❧ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ❜② ❝❛r❡✲
❢✉❧❧② s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t✱ t❤❡ ✇❛✈❡✬s ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ♦❢ ✏❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✑ ✐s✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s❡t✉♣✳
✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ tr✐❣❣❡r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡

❡♥♦r♠♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s✳



❈♦♥t❡♥ts
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✶ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✶✸

✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✶✾

✷✳✶ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✷ ♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
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✷✳✻ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✺✶

✸✳✶ P❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
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✹ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r ✼✶

✺ ❘❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✼✾

❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ✽✺

❆♣♣❡♥❞✐① ✽✼

❆✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
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❆✳✹ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
❆✳✺ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
❆✳✻ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✾✼

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✶✵✾

▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✶✶

❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐t❛❡ ✶✶✸
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❇✉✐❧❞✐♥❣ ♥❡✇ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t✇♦
♥❛t✉r❛❧❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts s♣♦✐❧✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✿ ❧♦ss
❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r✳ ▲♦ss ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✇❤❡r❡❛s ❞✐s♦r❞❡r ❝❛✉s❡s ❛ ❤✐❣❤❧②
❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥ ❞✉❡ t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❤✐❧❡ ❧♦ss
♦❝❝✉rs ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ♠❡t❛❧s ♦r ❜❧❛❝❦ ♣❛✐♥t✱ ❞✐s♦r❞❡r ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❤♦♠♦✲
❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♦r ♦t❤❡r ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣
✈✐❡✇ ♦❢ st❛②✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦♣✲
t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✐s t❤✉s ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ ♥❡✇❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② q✉❡st✐♦♥❡❞ t❤✐s ❜❡❧✐❡❢✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❧♦ss✱ ✐t ✇❛s r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t

❧♦ss ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥❡✇ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♦♣t✐❝s s✉❝❤ ❛s ❧♦ss✲✐♥❞✉❝❡❞ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②
✶✱ ✷✱ ❝♦❤❡r❡♥t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦r ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✸✕✼✱ ❧♦ss✲tr✐❣❣❡r❡❞ ❧❛s✐♥❣ ✽✕
✶✵✱ ❧♦ss✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✶✶✱ ❛♥❞ ❧♦ss✲✐♥❞✉❝❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥s ✶✷✳
❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐s t❤❛t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤❡r❡ ❧♦ss
✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❣❛✐♥ ✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇❛② ✶✸✱ ✶✹✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ ❣❛✐♥
❛♥❞ ❧♦ss ❢♦❧❧♦✇ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛r✐t②✲t✐♠❡ ✭PT ✮✲s②♠♠❡tr② ✶✺ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❞r❛✇♥
❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✶✺✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❢❡❛✲
t✉r❡s ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✶✻✕✶✽ ❧✐❦❡ ♣♦✇❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✷✱ ✶✾✱
♥♦♥✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ tr❛♥s♣♦rt ✷✵✕✷✷✱ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ✷✸✕✷✻✱ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t✲
✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ✷✼✕✸✵✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❤✐❧❡ ✇❛✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐❛ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡tr✐✲

♠❡♥t❛❧ ♥♦t ✈❡r② ❧♦♥❣ ❛❣♦ ✸✶✱ ✸✷✱ ❞✐s♦r❞❡r ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧
r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡s ✸✸✕✸✺✳ ■♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢✲♦❢✲♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
❞✐s♦r❞❡r ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ s✉❜✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❢♦❝✉s✐♥❣
✸✻✱ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ✸✼✱ ✸✽✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛✲s♠❛❧❧ s♣❡❝tr♦♠✲
❡t❡rs ✸✾✱ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❛♥❞♦♠ ❧❛s✐♥❣ ✹✵✕✹✸ ♦r ❢♦r ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡s
✇✐t❤♦✉t s♣❡❝❦❧❡ ✹✹✳ ❆ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s✲
♦r❞❡r ✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✹✺✱ ✹✻ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✹✼✱ ✹✽ ❧✐❣❤t ✜❡❧❞s ❡✈❡♥ ✐♥
str♦♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❧✐❣❤t ♠♦❞✉❧❛t♦rs ✭❙▲▼s✮✳ ■t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ ❙▲▼s t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❝❛♥ ❜❡ s❤❛♣❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❧✐❣❤t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ s♣❛❝❡ ✹✼✱ ✹✽ ❛♥❞ t✐♠❡ ✹✾✱ ✺✵✳
❚❤✐s ❡♠❡r❣✐♥❣ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ♦❢ ✏✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣✑ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❜r♦❛❞ ❛♥❞ ❢r✉✐t❢✉❧

✜❡❧❞ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ✇❛✈❡ ♣❤②s✐❝s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❝❡s✲
s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ✹✺✱ ✹✻✱ ✺✶ t❤❛t r❡❧❛t❡s



✶✵ ❈♦♥t❡♥ts

❛❧❧ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✜❡❧❞ st❛t❡s✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s
♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ♥♦✇❛❞❛②s ❜❡ ❡①✲
♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ s✉❝❤ ❛s t♦ t✉r♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥t♦
❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ✺✷✱ ✉s❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤r♦✉❣❤ ♦r ❛r♦✉♥❞
❞✐s♦r❞❡r ✺✷✕✺✺✱ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs ✺✻✕
✺✽✱ ♦r t♦ ❞♦ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ✺✾✱ ✻✵✳ ❙✐♥❝❡ s♣❛t✐❛❧ ❧✐❣❤t ♠♦❞✉✲
❧❛t♦rs ❜❡❝♦♠❡ ❢❛st❡r ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t
✜❡❧❞✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❣r♦✇✳
❚❤❡s❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♠❛❦❡ ✉s ♦♣t✐♠✐st✐❝ t❤❛t ❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧

s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ t✉r♥❡❞ t♦ ♦✉r ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♥❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ✭s❡♣❛r❛t❡❧②
❛♥❞ ❥♦✐♥t❧②✮ t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s✳
■♥ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠

✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛tr✐① ❛♥❞ s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t②

✇❛✈❡s ✷✼✕✸✵✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✱
❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❛t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡① ✐♥✲
t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛r✐s❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t❛✐❧♦r❡❞ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
❞✐s♦r❞❡r✳ ❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✇❡ ❝❛♥
♠❛❦❡ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ✸✵ ❛♥❞✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♣r❡s❡♥t ❛ ✜rst ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✻✶ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘♦♠❛✐♥ ❋❧❡✉r②✬s ❣r♦✉♣ ❢r♦♠ ❊P❋▲ ✐♥ ▲❛✉s❛♥♥❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✐❞❡❛ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❝r❡❛t❡ ✇❛✈❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥② ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❢♦❝✉s✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥❧② ✻✷✱ ✻✸✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✇❡
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡✲✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✻✹✳
❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ r❡❣✐♠❡✱ ✇❛✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ❧❡❛❞✐♥❣ ♣♦t❡♥✲

t✐❛❧❧② t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❛ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡ ❞✉❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r t❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♣t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s✑ ✻✺✱ ✻✻✳ ❚❤❡s❡
s♣❡❝✐❛❧ ✇❛✈❡ st❛t❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ ✭♦r ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❜❡✐♥❣ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ✐♥ s✐t✉ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t② ✻✼ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✬s ❣r♦✉♣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✐✈❡rs✐té ❈ôt❡ ❞✬❆③✉r✳ ❙✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❝❛♥
♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ❛♥❞
s♠♦♦t❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ✏❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇✑✳ ■♥ s✉❝❤
s②st❡♠s✱ ❛♥ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❞♦❡s ♥♦t s♣r❡❛❞ ♦✉t ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜✉t
r❛t❤❡r ❢♦r♠s ❛ ❞✐st✐♥❝t ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ✢♦✇s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧②✳



❈♦♥t❡♥ts ✶✶

❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ st❡❡r ❧✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ ❛
❞✐s♦r❞❡r ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤ ✻✽✳
■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r t♦

❛ ♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦♥❧②
♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♣♣❧② t♦ ❛ t❛r❣❡t✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♣r❡ss✉r❡ ♦r t♦rq✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢♦❝✉s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❇❡s✐❞❡
st✉❞②✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✬s ❣r♦✉♣ ✻✾✱ ✼✵✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

♦❢ ✏❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✑ ✕ ❛♥ ❡✛❡❝t ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣✑
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥
✸✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❛s❡r ❛t t❤r❡s❤♦❧❞ ✼✶✳ ❡
❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s❡r ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s❡t✉♣
✕ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✬s ❣r♦✉♣ ✕ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t st❛❜✐❧✐t② t❡sts ♦♥
✐t ✼✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s ✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦✳





❈❤❛♣t❡r ✶

❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❆ ❣❡♥❡r✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s✿ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡
❛❝t✉❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ s✉❝❤
❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❛✮✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✭❣r❛✐♥② ❛r❡❛ ✐♥
❣r❛②✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤❛♣❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ♦r ✐t
❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦ss ❛♥❞✴♦r ❣❛✐♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✭✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✮ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧❛♥❞s❝❛♣❡ n(r⃗ ) ✇✐t❤ r⃗ ❜❡✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❛✮ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✇❤✐t❡ ❛r❡❛ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ ✐✳❡✳✱ n(r⃗ ) = const✳
❤❛t ❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✐s t❤❛t ✇❛✈❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✐♠♣✐♥❣❡ ♦♥t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛❢t❡r
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜❛s✐s t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r u⃗ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡
✈❡❝t♦r v⃗ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❡✐t❤❡r
❜② s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ u⃗✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❧✐❣❤t ♠♦❞✉❧❛t♦rs ✭❙▲▼s✮ ✹✼✱ ✹✽✱ ♦r ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✭❡✳❣✳✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t♦ ✐t✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ st✉❞② ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ t✐♠❡✲❤❛r♠♦♥✐❝

s②st❡♠s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✬s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ψ(r⃗ ) ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❛r ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✱

[Δ + n2(r⃗ )k2
0]ψ(r⃗ ) = 0, ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ k0 = 2π/λ0 ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✭✇✐t❤ λ0 ❜❡✐♥❣ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ❛♥❞ Δ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❋♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ Δ
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r r⃗ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ Δ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 ❛♥❞ r⃗ = (x, y)T ✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❡② t✉r♥ ✐♥t♦ Δ = ∂2/∂x2 ❛♥❞ r⃗ = x✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ st✉❞②✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛t✲

t❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❤❛r❞ ✇❛❧❧s ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡✬s ✐♥t❡♥s✐t② t♦ ❜❡ ③❡r♦
❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s



✶✹

❋✐❣ ✶✳✶✿ ✭❛✮ ●❡♥❡r✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲
✉♥✐❢♦r♠ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(r⃗ ) ✭❣r❛✐♥② ❛r❡❛ ✐♥ ❣r❛②✮ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥
✇✐t❤ n(r⃗ ) = const. ✭s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
✈❡❝t♦r u⃗✮ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥✜♥✐t② ♣r♦♣❛❣❛t❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡
❣❡ts s❝❛tt❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r v⃗✮ ❧❡❛✈❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦
✐♥✜♥✐t②✳ ✭❜✮ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛ sq✉❛r❡✲s❤❛♣❡❞ ❝❛✈✐t② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L
❛♥❞ ✇✐❞t❤ Wscat = L ✇✐t❤ ❧❡❛❞s ♦❢ ✇✐❞t❤ W ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✐t ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ❍❛r❞✲✇❛❧❧
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮✳
❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❧❡❛❞s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ✭u⃗l ❛♥❞ u⃗r✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ ✐t ❛❢t❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭v⃗l ❛♥❞ v⃗r✮✳ ✭❝✮ ❆
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t✇♦✲♣♦rt s②st❡♠ ✐s ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❞t❤ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞s✱ ✐✳❡✳✱ Wscat = W ✳

s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛r❞ ✇❛❧❧s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳ ■t
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ✇✐❞t❤ Wscat = L ✭❣r❛✐♥② ❛r❡❛
✐♥ ❣r❛②✮ ✇✐t❤ t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❧❡❛❞s ♦❢ ✇✐❞t❤ W ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✐t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✶ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✶✺

❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥s ✭✇❤✐t❡ ❛r❡❛s✮✳ ❚❤❡s❡ ❧❡❛❞s ❛❧❧♦✇ ✇❛✈❡s t♦ ❡♥t❡r ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ t✇♦✲♣♦rt s②st❡♠s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ x✲❛①✐s ❛s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐✲
♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲♣♦rt s②st❡♠ ✐s ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s st✉❞✐❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❞t❤ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞s✱ ✐✳❡✳✱ Wscat = W s❡❡
❋✐❣✳ ✶✳✶✭❝✮✳ ❙✉❝❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡② ❛r❡
✇✐❞❡✱ ✐✳❡✳✱ L > W ✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦✲♣♦rt s②st❡♠s ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❤❡r❡
✇❡ ❛ss✉♠❡ ✭✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ n(x, y) = 1
❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡
λ0✳ ❚❤❡s❡ ❜❛s✐s st❛t❡s ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❊q✳ ✭✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(x, y) = 1✱

ψn(x, y) =
1√︀
kx,n

χn(y)e
ikx,nx, ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡

χn(y) =

√︂
2

W
sin(ky,ny) ✭✶✳✸✮

✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r 1/
√︀

kx,n ♥♦r♠❛❧✐③❡s
t❤❡s❡ st❛t❡s t♦ ✉♥✐t ✢✉①✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r n✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ky,n = nπ/W ❛♥❞ t❤❡

✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ kx,n =
√︁
k2
0 − k2

y,n✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮

❛r❡ r✐❣❤t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❡❢t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ψ∗

n(x, y)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛st❡r✐s❦ ∗ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✳
❋♦r ky,n ≤ k0✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r kx,n ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡
✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ky,n > k0✱ kx,n ✐s ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ❞❡❝❛②s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✭❡✈❛♥❡s❝❡♥t ♠♦❞❡✮✳ ▼♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r kx,n
❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♦♣❡♥ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ♠♦❞❡s t❤❡② ❝❛rr② ❛
✜♥✐t❡ ✢✉①✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ♦♣❡♥ ♠♦❞❡s ✐♥
❛ ❧❡❛❞ t❤r♦✉❣❤ N = ⌊Wk0/π⌋ ✇✐t❤ ⌊. . . ⌋ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✭❛✮ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ 13✲t❤ ♠♦❞❡✱ ✐✳❡✳✱
ψ13 ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮✱ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❧❡❛❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❛✈✐t② ❛s
s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❜✮✳
❚❤❡ ✇❛✈❡ st❛t❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇❛✈❡

✐♥t♦ ✐t s✐♥❝❡ t❤❡② ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t ♦❢ st❛t❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥②
✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦r ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r u⃗ = (u⃗l, u⃗r)

T ❛♥❞
v⃗ = (v⃗l, v⃗r)

T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s l ❛♥❞ r ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦r
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rts u⃗l ❛♥❞ v⃗r ❛r❡ r✐❣❤t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
✇❛✈❡s✱ ✇❤❡r❡❛s u⃗r ❛♥❞ v⃗l ❛r❡ ❧❡❢t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛s ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✳✶✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳



✶✻

❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞ t♦♦❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❛✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛tr✐① S ♦❢ ❛ s②st❡♠ t❤❛t r❡❧❛t❡s ✐♥❝♦♠✐♥❣ t♦ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s t❤r♦✉❣❤
v⃗ = Su⃗✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞
✐♥ t❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S t♦ s❤❛♣❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ u⃗ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ✉♥✐t❛r② ✭✐✳❡✳✱ S†S = 1✮✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇❛✈❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
t♦ ♦♥❡ ✭u⃗ †u⃗ = 1✮✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡ v⃗ †v⃗ = u⃗ †S†Su⃗ = u⃗ †u⃗ = 1 ✐s ♦♥❡
❛s ✇❡❧❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉① ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❋♦r ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥
s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦ss ❛♥❞✴♦r ❣❛✐♥✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ✭✐✳❡✳✱ S†S ̸= 1✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ✐✳❡✳✱
v⃗ †v⃗ ̸= 1✳
■♥ t✇♦✲♣♦rt s②st❡♠s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① t❛❦❡s

t❤❡ ❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡

S =

(︂
r t′

t r′

)︂
✱ ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ r✱ t ❛r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛♥❞ r′✱ t′ ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t tnm✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ m✲t❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐♥t♦ t❤❡ n✲t❤ ♦✉t❣♦✐♥❣
♠♦❞❡✳ ❙✐♥❝❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✐s ♥♦t ❜r♦❦❡♥ ✐♥ ❛❧❧ s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ st✉❞② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♠♠❡tr② r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞✿ r = rT ✱ r′ = (r′)T ✱ t = (t′)T ✳ ❇r❡❛❦✐♥❣
t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❡✐t❤❡r ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
✸✺✳
♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s

✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❜❛s✐s✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❡r② ✉s❡❢✉❧
❜❛s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♦♣t✐❝s✱ ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧ ❜❛s✐s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❧✐❣❤t ♠♦❞✉❧❛t♦r✳ ❖♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ♠❛tr✐① tba ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣✐①❡❧ ❜❛s✐s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❢r♦♠ ♣✐①❡❧ a ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ♣✐①❡❧ b ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❆ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞ t{m} ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛✲
tr✐① ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❜❛s✐s ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞ t{s} ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✐✮ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r y ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s

y{m}
nm =

∫︁ W

0

dy χn(y) · y · χm(y), ✭✶✳✺✮

✇✐t❤ χn(y) ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✸✮✳ ✭✐✐✮ ❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ y{m}✲♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✺✮✳ ❚❤❡s❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s y⃗ (i) ✭t❤❡ ✐♥✲
❞❡① i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ i✲t❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✮ ❛r❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥t❡♥✲
s✐t② ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱



❈❤❛♣t❡r ✶ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✶✼

❋✐❣ ✶✳✷✿ ✭❛✮ ❋✐❡❧❞ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ 13✲t❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡✱ ✐✳❡✳✱ ψ13✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮
✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❧❡❛❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❜✮✳ ✭❜✮ ❙♣❛t✐❛❧
❡✐❣❡♥st❛t❡ y⃗ (25) s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❡❛❞✳ ✭❝✮

❆♥❣✉❧❛r ❡✐❣❡♥st❛t❡ k⃗
(14)
y r❛❞✐❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ✈❡❝t♦rs✱ y⃗ (25) ❛♥❞ k⃗

(14)
y ✱

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡ ❜❛s✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮✳ ❚❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t 50 tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡
✐♥ t❤❡ ❧❡❛❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r
r❡❝✉rs✐✈❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

✇❤❡r❡ ♦♥❡ s✉❝❤ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✭❜✮✳ ✭✐✐✐✮ s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ ❜② t{s} = Y †t{m}Y ✱ ✇❤❡r❡
Y = [y⃗ (1), y⃗ (2), . . . , y⃗ (N)] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ y✲♦♣❡r❛t♦r ❝♦❧✉♠♥✲✇✐s❡✳
■♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t{s} ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❧❡❛❞ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡❛❦ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳
❆♥♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❜❛s✐s ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❜❛s✐s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s✐s st❛t❡s ❢❡❛t✉r❡

❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ st❛t❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ky = −i∂/∂y ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ y✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r✱ s✐♥❝❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❜❛s✐s✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs k⃗

(i)
y ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r✳ ❖♥❡ s✉❝❤

❡✐❣❡♥st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✭❝✮✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡
r❛❞✐❛t❡s ✐♥t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s k⃗(i)

y

❛s ❛ ❜❛s✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✳
❍❛✈✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

❝❤❛♣t❡r ✈❡r② s♣❡❝✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s✳ ❚♦ ♠❛❦❡
❧✐❢❡ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡✱ ✇❡ st❛rt ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧❛t❡r ♦♥✳





❈❤❛♣t❡r ✷

◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧

❆♥② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s t❤❛t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ s✉❝❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚♦
❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
s②st❡♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ✈❡r②
❞❡❧✐❝❛t❡ ✇❛② ✷✼✕✸✵✱ ✻✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✭❈■✲✇❛✈❡s✮ ✇❡r❡
✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ♣❛r❛①✐❛❧ ✇❛✈❡ ❜❡❛♠s ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤♦✇✐♥❣
✈❛r✐❛t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✷✼✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣
✇❡ ❝♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❛② s✉❝❤ t❤❛t
❈■✲✇❛✈❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ str✉❝t✉r❡s t❤❛t s❤♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✷✽✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣ ♦♥ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ s❤❛♣✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss t♦ ❛ s②st❡♠✳ ❡ s❤♦✇ ♥♦t ♦♥❧② ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ ✇❛✈❡✬s
✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ ❣❡t ❛ ❈■✲✇❛✈❡ ❜✉t ❛❧s♦ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐✲
tr❛r② ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✻✷✱ ✻✸✳ ❇② ❝❛r❡❢✉❧❧② t✉♥✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡✬s ♣❤❛s❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡
✸✵✳ ❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ♦♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■✲❝♦♥❝❡♣t ✉s✐♥❣
❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✻✶ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✻✹✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳

✷✳✶ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

str✉❝t✉r❡s✶

❙❝❛❧❛r ✇❛✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③
❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✱[︂

∂2

∂x2
+ n2(x)k2

0

]︂
ψ(x) = 0, ✭✷✳✶✮

✶ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❑♦♥st❛♥t✐♥♦s ▼❛❦r✐s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈r❡t❡ ✷✾✳



✷✵ ✷✳✶ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s

✇✐t❤ n(x) ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ k0 t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ψ(x) t❤❡ s❝❛❧❛r✱
❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① s❤♦✇s ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ x ∈ [−L,L] ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐✳❡✳✱ n(x) =
nR(x) + inI(x) ✇❤❡r❡ nR(x) ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ nI(x) ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ ❆
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r nI(x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❣❛✐♥ ✭❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡
❢♦r nI(x) t♦ ❧♦ss ✭❛❜s♦r♣t✐♦♥✮✳ ❆ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥
|x| > L ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ n0 t②♣✐❝❛❧❧② s❝❛tt❡rs ❛t t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥s n(x)✱ ❧❡❛❞✐♥❣✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧✐✲
❝❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❤❛t ✇❡ s❤♦✇ ♥♦✇ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛
❢r✐♥❣❡✲❢r❡❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t nR(x) ❛♥❞ nI(x) ❢✉❧✜❧❧ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❞❞✐♥❣ t♦ ❛
str✉❝t✉r❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✳
❚❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❊q✳ ✭✷✳✶✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭✇❤✐❝❤

✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✮ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
ψ(x)✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡✈❡rs❡ str❛t❡❣②✿ ✇❡ ✜① ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ψ(x) ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(x) t❤❛t s✉♣♣♦rts
t❤✐s ✇❛✈❡ st❛t❡✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ✇❛✈❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠

ψ(x) = A exp

[︂
ik0

∫︁ x

−L

W (x′)dx′

]︂
, ✭✷✳✷✮

✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A✳ ■♥s❡rt✐♥❣
t❤❡ ❛♥s❛t③ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❊q✳ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ②✐❡❧❞s

n2(x) = W 2(x)− i

k0

∂W (x)

∂x
. ✭✷✳✸✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ✐♥t♦ ❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✸✮✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ✇❛✈❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✮ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② I = |ψ(x)|2 = |A|2 ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
str✉❝t✉r❡✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ❢♦r nR(x) ❛♥❞ nI(x)✱ ✇❡ ❣❡t

nR(x) =
W (x)√

2

{︃
1 +

[︂
1 +

W ′2(x)

W 4(x)k2
0

]︂ 1

2

}︃ 1

2

, ✭✷✳✹✮

nI(x) = − 1

2k0

W ′(x)

nR(x)
, ✭✷✳✺✮

✇✐t❤ W ′(x) = ∂W (x)/∂x✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r W (x) =
const. = W0 t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳✱ nI(x) = 0✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt ❜❡❝♦♠❡s nR(x) = W0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ nR(x) = W0✳ ❚❤✉s✱ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❈■✲✇❛✈❡s ❝❛♥ ♦♥❧②
❡①✐st ✐♥ s②st❡♠s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✱ ✐✳❡✳✱ nI(x) ̸= 0✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦ ✇❡



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✷✶

♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ nR(x) ≥ 1✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) ❤❛s t♦ ❜❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ 1 s❡❡ ❊q✳ ✭✷✳✹✮✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥s ✭✇✐t❤ ✐♥❞❡①

♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ n0✮ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛♥❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❛✈✐t② r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

ψ(x) =

�
�
A exp[ik0n0 (x+ L)], x < −L ,

A exp[ik0
∫︀ x

−L
W (x′)dx′], −L ≤ x ≤ L ,

A exp[ik0n0 (x− L)], x > L,

✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t②✱ I(x) = |ψ(x)|2 =
|A|2✱ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ n(x) = n0 ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❡s✳
■♥ ❛ ❧❛st st❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

W (x)✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❈■✲✇❛✈❡ ✐s ❛ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥
✐♥t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛t x = ±L ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

∂ψ

∂x
(±L) = ik0n0ψ(±L), ✭✷✳✼✮

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r W (x)✿ W (L) = n0 = W (−L)✳
❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❤❡r❡ t❤❛t ❛ ❈■✲✇❛✈❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✐r❡❝✲

t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✭✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ s✉❝❤ t❤❛t
✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t ✭✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts ✜♥✐t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❉✉❡ t♦ ▲♦r❡♥t③✲r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❣❡t ✉♥✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐❞❡❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❈■✲

r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t s✉❝❤ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ n(x)✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✼✮✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r ✜rst t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) = n0 + f(x) ✇❤❡r❡ n0 ✐s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ f(x)
✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✶✷ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❛② ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✐♥ ❣r❡❡♥ ✭❧♦ss✮ ❛♥❞ r❡❞ ✭❣❛✐♥✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✭❝✮
✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❞❞❡❞ ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐t
✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡✬s ✐♥t❡♥s✐t② s❤♦✇s str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛✐♥
❛♥❞ ❧♦ss✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ♠❛❦❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❧♦s❡ ❛❧❧ ✐ts
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r✐♥❣❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t②✳
❖✉r ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛t ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0✱ ✇❡ ❝❛♥

❛❞❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✐♥✲❧♦ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦♥❡



✷✷ ✷✳✶ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s

❋✐❣ ✷✳✶✿ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❘❡❛❧ ✭❣r❛②✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✭r❡❞✿ ❣❛✐♥✱ ❣r❡❡♥✿❧♦ss✮ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❢♦r ❛ ❈■✲s②st❡♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) =
n0 + f(x)✱ ✇❤❡r❡ f(x) ✐s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✶✷ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✮ ❛♥❞ t❤❡
s❛♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = 0.5λ0✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s n0 = 2 ❛♥❞ t❤❡
✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐s k0 = 2π/0.2✳ ✭❝✮ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤
✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A = 1 ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳
❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✲
♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

♠❛② ❛s❦ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞❡t✉♥❡❞ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡rs k = k0 ±Δk ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❧② ✢❛t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♥❡❛r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❡
♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ✐s ❛ s❤❛r♣ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ s✉❝❤
t❤❛t ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞❡t✉♥❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k ✇♦✉❧❞ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❥✉st ❧✐❦❡ ❢♦r ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❋❛❜r②✲Pér♦t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✼✷✳ ❚❤✐s
t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈■✲✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x✱
A exp[ik0

∫︀ x

−L
W (x′)dx′]✱ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x′) ❛t x′ < x✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t x ❛♥❞ st✐❧❧ ❣❡t ❛ ❈■✲✇❛✈❡✳ ❡
❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛❧❧ x > x′ ✇✐t❤ ❛
❝♦♥st❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ tr✉♥❝❛t✐♦♥
✭♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❈■✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② r❡✢❡❝t✐♦♥❧❡ss ✐♥ t♦t❛❧ ❜✉t
❛❧s♦ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ P❡r❢❡❝t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✷✸

s②st❡♠s ✐s t❤✉s ♥♦t ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✭❛s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s✮✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❈■✲✇❛✈❡s ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤✐s ❜r♦❛❞❜❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✶ t❤❛t

✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ ❈■✲✇❛✈❡ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0
❛♥❞ ✐♥❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞❡t✉♥❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs k ̸= k0✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱
❋✐❣✳ ✷✳✷✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ T = |t|2 ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ δ = k − k0✱ ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠
✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ❡ s❡❡✱ ✜rst ♦❢
❛❧❧✱ t❤❛t t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❛t k = k0 ✭✐✳❡✳✱
δ = 0✮ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ k0 ✭❜❡t✇❡❡♥ δ = −2 ❛♥❞ δ = 2✮✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ str♦♥❣❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ✉♥✐t tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡
✷✳✷✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ φt ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛
✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① n0✱ φ0 = 2Lkn0✳ ■♥
❋✐❣✳ ✷✳✷✭❝✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✲
❞❡❧❛② τt = ∂φt/∂k ✼✸ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❛ ✇❛✈❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ τ0 = ∂φ0/∂k✳ ❡ s❡❡ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡
❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✐s ✈❡r② st❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡
✷✳✷ t❤✉s ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x)✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ n(x)

❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t
tr✉❡ ✐❢✱ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nR(x) ✐s ❦♥♦✇♥
✐♥st❡❛❞ ✭t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡s✮✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳
❡ t❛❝❦❧❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❡♣✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ s❤♦✇
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✐♥✲❧♦ss ♣r♦✜❧❡ nI(x) ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤
♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ nR(x) ✐s ❣✐✈❡♥ ✭s❡❡ ❘❡❢✳ ✼✹ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s✮✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✲

❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❤❛s❡
♣r♦✜❧❡ ❜② ✜①✐♥❣ W (x)✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤✐❞❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❜② ❞❡❧✐❝❛t❡❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ W (x) ❛♥❞ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧②
✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳



✷✹ ✷✳✷ ♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s

❋✐❣ ✷✳✷✿ ✭❛✮ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❈■ ✭♠❛❣❡♥t❛
❧✐♥❡✮ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ δ = k −
k0✳ ✭❜✮ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ φt ♠✐♥✉s t❤❡ ♣❤❛s❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ✇♦✉❧❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ✐♥ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ φ0 = 2Lkn0 ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛♥❞ ❈■✲s②st❡♠✳ ✭❝✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡❧❛②s τt − τ0 = ∂φt/∂k − ∂φ0/∂k✳ ❋♦r t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✐♥ ✭❛✮ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② st❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞
✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❡r❢❡❝t tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✇✐♥❞♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ δ = −2 ❛♥❞
δ = 2 ✐s Δδ/k0 ≈ 4/31.42 ≈ 0.13✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✻✪ ❢r♦♠
k0 ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♣❡r❢❡❝t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✷✳✷ ♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t②

✇❛✈❡s✷

❋r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❡①t❜♦♦❦s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠
❤❛s t♦ ❜❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❛❧✳ ❘❡❝❡♥t❧② ✐t ✇❛s s❤♦✇♥✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❤♦❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s t❤❛t ♣♦ss❡ss
r❡❛❧ s♣❡❝tr❛ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❢✉❧✜❧❧ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛r✐t②✲t✐♠❡ ✭PT ✮✲s②♠♠❡tr② ✶✺✳ ❆
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ✐s ❝❛❧❧❡❞ PT ✲s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢ ✐t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ PT ✲♦♣❡r❛t♦r✱ ✐✳❡✳✱
[PT , H] = 0✳ ❚❤❡ PT ✲♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t②✲♦♣❡r❛t♦r P ✱ ✢✐♣♣✐♥❣
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x → −x✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♦♣❡r❛t♦r T t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛

✷ ❚❤❡ t❡①t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❘❡❢✳ ✸✵✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥✳ ❆❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠②s❡❧❢ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❑♦♥st❛♥t✐♥♦s
▼❛❦r✐s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈r❡t❡✳



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✷✺

❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ i → −i✱ ✐✳❡✳✱ ✐t t✉r♥s ❣❛✐♥ ✐♥t♦ ❧♦ss ✭❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s✳ ■♥ ♦♣t✐❝s✱ ❛ s②st❡♠ ✐s PT ✲s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢ ✐ts
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(x) ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PT ✲♦♣❡r❛t♦r✱ ✐✳❡✳✱
PT n(x) = nR(−x) − inI(−x) = n(x)✳ ■♥ ♦r❞❡r s♦ s❛t✐s❢② t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ nR(x) = nR(−x)✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ❛♥ ♦❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ nI(x) = −nI(−x)✱ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ PT ✲s②♠♠❡tr✐❝ ♦♣t✐❝s ✐s t❤❡

✐❞❡❛ t♦ ♠❛❦❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❣r❛t✐♥❣s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥ t♦
t❤❡♠ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ✷✹✳ ❙✉❝❤ s②st❡♠s ❢❡❛t✉r❡ ③❡r♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❛✈❡s
✐♥❝✐❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✐s ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❛✈❡s ❢❡❛t✉r❡ ✉♥✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s✮
❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛ ♣❤❛s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r s✉❝❤ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧②
✐♥✈✐s✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ✷✹ ❞r❡✇ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✷✸✱ ✷✺✱ ✷✻✳ ■t ✇❛s s♦♦♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✲
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢♦r ❧♦♥❣ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❜❡
✜①❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✼✺✱ ✼✻✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♥♦♥✲
❍❡r♠✐t✐❛♥ str✉❝t✉r❡s ✇❛s ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥✲PT ✲s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❧❛②❡r❡❞ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠s ✼✼✱ ✼✽ ♦r t♦ str✉❝t✉r❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s✮ ✼✾✕✽✶✳ ■♥
s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♥♦✈❡❧ t♦♣✐❝✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢
✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛♣❡r✐♦❞✐❝✱ ♥♦♥✲PT ✲s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞
♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡

str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ✐♥❝✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❛s②♠♣t♦t✐❝
r❡❣✐♦♥ x < −L ✇✐❧❧ ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣
r❡❣✐♦♥ −L < x < L✳ ❤✐❧❡ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ x > L✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ st✐❧❧ ✐♠♣r✐♥ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐ts s❤❛♣❡
♦♥t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ φt ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛
✇❛② t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❡✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ ♣❤❛s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❈■✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✈✐❛ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

W (x) = n0 + f(x), ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ n0 ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ f(x) ❛♥ ❛r❜✐✲
tr❛r② r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢②∫︁ L

−L

f(x)dx = 0. ✭✷✳✾✮



✷✻ ✷✳✷ ♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❈■✲✇❛✈❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✾✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ ❈■✲✇❛✈❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② φt = k0

∫︀ L

−L
W (x)dx ✇❤✐❝❤ t✉r♥s ✐♥t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ φt = 2k0Ln0 ❢♦r

❛ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❈■✲s②st❡♠ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❊q✳ ✭✷✳✽✮
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✾✮✳ ❚❤✐s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛
✇❛✈❡ ✇♦✉❧❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤
✐♥❞❡① n0 ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2L✳ ■♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♥♦r t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ t❤❡♥ r❡✈❡❛❧s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ n0 ♦r
❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✷✳✷✮✱ ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② τ = ∂φt/∂k ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
s②st❡♠✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
✇✐♥❞♦✇✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜rst t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✽✮✱ ✇❤❡r❡ f(x) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✷ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞
●❛✉ss✐❛♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❞t❤ ❜✉t ✇✐t❤ s✐① ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ s✐① ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤✉s ❡♥❢♦r❝✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✾✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳
❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❞❞❡❞ ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐t ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✭❝✮✳ ❋♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝❛s❡ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡ str♦♥❣
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✬s ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ✐s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧②
✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ✇❡ st✉❞② ♥♦✇ s❡✈❡r❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ T = |t|2 ❛s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ δ = k−k0✱ ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ✭❜❧✉❡
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❈■✲s②st❡♠ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k = k0
✭✐✳❡✳✱ δ = 0✮ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ k0 ✭❜❡t✇❡❡♥ δ = −2 ❛♥❞
δ = 2✮✳ ◗✉✐t❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ s❤♦✇s str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✉♥✐t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ φt

♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤
✐♥❞❡① n0✱ φ0 = 2Lkn0✳ ❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦
✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✭❝✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡❧❛② τt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❛ ✇❛✈❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ τ0 = ∂φ0/∂k✳ ❆❧s♦ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ❢❡❛t✉r❡s
t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ t❤✉s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠ s✉❝❤
t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0✳



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✷✼

❋✐❣ ✷✳✸✿ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❘❡❛❧ ✭❣r❛②✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✭r❡❞✿ ❣❛✐♥✱ ❣r❡❡♥✿❧♦ss✮ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❛ ❈■✲s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥W (x) = n0+
f(x)✱ ✇❤❡r❡ f(x) ✐s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✶✷ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
s✐① ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ s✐① ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱
❛s ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✾✮✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s n0 = 2✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡r k0 = 2π/0.2✳ ✭❝✮ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡r k0 ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A = 1 ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥
s❡❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❆❢t❡r s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡♣t ✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✸✱ ✇❡ ♥♦✇ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ♠❛❦❡ ❛ str♦♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤♦s❡ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧❡❛❞ t♦ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡✳ ❖✉r
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ❛ ❞✐s♦r❞❡r ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✽✮✱ ✇✐t❤
f(x) ❜❡✐♥❣ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ N = 3000 ●❛✉ss✐❛♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✇✐❞t❤s✱ ❤❡✐❣❤ts✱
❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✾✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣
♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐s ❥✉st ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡
❤❡r❡✿ ❛♥② ♦t❤❡r ❛r❜✐tr❛r②✱ ❜✉t s♠♦♦t❤✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✾✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✉s❡❞✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❋✐❣✳ ✷✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✭❛✮ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ξ✱ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐t✲
t❛♥❝❡ T = |t|2 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ Ltot = 2L✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥



✷✽ ✷✳✷ ♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s

❋✐❣ ✷✳✹✿ ✭❛✮ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■
✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣
δ = k−k0✳ ✭❜✮ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ φt ♠✐♥✉s t❤❡ ♣❤❛s❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ✇♦✉❧❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡
✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ φ0 = 2Lkn0 ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■✲s②st❡♠✳ ✭❝✮
❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡❧❛②s τt− τ0 = ∂φt/∂k− ∂φ0/∂k✳ ❋♦r t❤❡
✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■✲s②st❡♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✐♥ ✭❛✮ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s
✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❡r❢❡❝t
tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✱ ③❡r♦ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ③❡r♦ t✐♠❡✲❞❡❧❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛
s②st❡♠ t♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇✐♥❞♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ δ = −2 ❛♥❞ δ = 2 ✐s Δδ/k0 ≈ 4/31.42 ≈ 0.13✱
✐✳❡✳✱ ❛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✻✪ ❢r♦♠ k0 ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r
✉♥✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ③❡r♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
♣❡r❢❡❝t ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭▼❙❉✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②
✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✉♥✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭T = 1✮✱ t❤❡ ▼❙❉ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ③❡r♦ ❡①tr❛ ♣❤❛s❡ ✭φt−φ0 = 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼❙❉ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❢r♦♠ ③❡r♦ ❡①tr❛ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✭τt − τ0 = 0✮✳ ❚♦ ❣❡t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧✳ ❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✿
MSD(T )Herm ≈ 5.01 · 10−2✱ MSD(T )CI ≈ 6.9 · 10−4✱ MSD(φt−φ0)Herm ≈ 6.72 · 10−3✱
MSD(φt − φ0)CI ≈ 1.98 · 10−5✱ MSD(τt − τ0)Herm ≈ 1.34 · 10−6✱ MSD(τt − τ0)CI ≈
1.37 · 10−8✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮
t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✳

❧❡♥❣t❤ ξ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ξ = −2Ltot⟨ln[T (Ltot)]⟩−1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts ⟨. . . ⟩
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ✶✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠ ❧❡♥❣t❤
Ltot✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✭❞✮ ✇❡ ♣❧♦t ⟨ln[T (Ltot)]⟩ ♦✈❡r Ltot✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✷✾

❋✐❣ ✷✳✺✿ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❘❡❛❧ ✭❣r❛②✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✭r❡❞✿ ❣❛✐♥✱ ❣r❡❡♥✿❧♦ss✮ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❛ str♦♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❈■✲s②st❡♠✳ ❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ❊q✳ ✭✷✳✽✮✱ ✇❤❡r❡ f(x) ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ N = 3000 ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐❞t❤s ✭σ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0.04λ0 ❛♥❞ 0.05λ0✮✱ ❤❡✐❣❤ts
✭✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 0.22✮✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✾✮✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s n0 = 2✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡r k0 = 2π/0.2✳ ✭❝✮ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡r k0 ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A = 1 ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ❆s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❡❡
♦❢ ❛♥② ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ✭❞✮ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵✵ r❛♥❞♦♠
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤
Ltot = 2L✳ ❡ ✜t t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ 2Ltot/ξ✱ ✇❤♦s❡ s❧♦♣❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ ≈ 19λ0✳

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜t ✇✐t❤ −2Ltot/ξ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮✳ ❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ξ ≈ 19λ0✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ✐s ❛r♦✉♥❞
t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❡♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
r❡❣✐♠❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❣❡ts ❤❛r❞❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✺✭❝✮ ❜❧✉❡
❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝❛s❡ ✭♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ✐t
❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t②✳
■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥ s✉❝❤ ❛ str♦♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧②

✐♥✈✐s✐❜❧❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ②✐❡❧❞s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡
s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✭❛✮ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✭❜✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✲❞❡❧❛② s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✭❝✮ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠✳ ❡ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✐s ✐♥
t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥✲❧♦ss r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✐t✳



✸✵ ✷✳✷ ♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s

❋✐❣ ✷✳✻✿ ✭❛✮ ❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✱ ✭❜✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ✭❝✮
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■ ✭♠❛❣❡♥t❛
❧✐♥❡✮ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ δ = k − k0✳ ❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ s✉❝❤ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❧❡❢t✲✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞
❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ δ = −0.5 ❛♥❞ δ = 0.5✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②
✇✐♥❞♦✇ ✐s Δδ/k0 ≈ 1/31.42 ≈ 0.03❀ ✐✳❡✳✱ ❛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✶✳✺✪
❢r♦♠ k0 ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉♥✐t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ③❡r♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜r♦❛❞❡r t❤❛♥ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✿ MSD(T )Herm ≈ 9.43 · 10−1✱
MSD(T )CI ≈ 1.29 · 10−2✱ MSD(φt − φ0)Herm ≈ 3.94✱ MSD(φt − φ0)CI ≈ 1.9 · 10−3✱
MSD(τt − τ0)Herm ≈ 8.32 · 10−5✱ MSD(τt − τ0)CI ≈ 2.94 · 10−8✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■✲s②st❡♠ ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ❈■✲✇❛✈❡s ❛r❡ ✈❡r②
r♦❜✉st t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❡ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❜r♦❛❞❜❛♥❞
st❛❜✐❧✐t② t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❧❛✉♥❝❤ ♣✉❧s❡s t❤r♦✉❣❤ ♦✉r ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧②
✐♥✈✐s✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❛s ❛ ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡✳
❡ ✜rst s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✭❛✮ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✭t1 < t2 < t3✮✳ ❆s ❡①✲
♣❡❝t❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✐✛r❛❝ts
❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ str♦♥❣ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■✲s②st❡♠ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✼✭❜✮ ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✸✶

s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✇ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
❛ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ n0 = 2 s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✼✭❝✮✱ ❛♥❞ s❡❡✱
t❤❛t ❜♦t❤ ♣✉❧s❡s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ✭❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤✉s✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ♥♦t
♦♥❧② ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❢♦r ♣✉❧s❡s ❜✉t ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡♠✳

❋✐❣ ✷✳✼✿ P✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✭❛✮ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✺✱
✭❜✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■✲s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t✐♠❡ st❡♣s✱ t1 < t2 < t3✳ ❤❡r❡❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✐✛r❛❝ts r❛t❤❡r ❢❛st ✐♥ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥
str✉❝t✉r❡ s❡❡ ✭❛✮✱ ✐t ❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ s❡❡ ✭❜✮ ✇❤✐❧❡
♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠ s❡❡ ✭❝✮✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ●❛✉ss✐❛♥✲s❤❛♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ σ ≈ 0.045k0✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❇r❛❣❣
❣r❛t✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✹ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡
str✉❝t✉r❡s ❛t s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ PT ✲s②♠♠❡tr✐❝ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦s❡s ✐ts ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✱
✇❤❡r❡❛s ♦✉r s②st❡♠ st❛②s ✐♥✈✐s✐❜❧❡✳ ❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ❢r♦♠
❘❡❢✳ ✷✹ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❛ PT ✲s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✿

n(x) = n0 + n1 cos(2βx) + in2 sin(2βx), ✭✷✳✶✵✮

✇✐t❤ β ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣✳ ❆t t❤❡ ❇r❛❣❣ ♣♦✐♥t ✭β = k0✮ ❛♥❞
✇✐t❤ n1 = n2 = 10−3 ❛♥❞ n0 = 1✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡
❢♦r ❧❡❢t✲✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡s ❛♥❞ str♦♥❣❧② r❡✢❡❝t✐♥❣ ❢♦r ✇❛✈❡s ✐♥❝✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✳
❚❤❡ ❈■✲s②st❡♠ t❤❛t t❤✐s ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✸✮



✸✷ ✷✳✷ ♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s

❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) = n0 + f(x) ❢❡❛t✉r✐♥❣ f(x) = n′ cos(2β′x)✱ ✇❤✐❝❤
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✾✮✿

n(x) =

√︃
W 2(x)− i

k0

∂W (x)

∂x

= n0

√︃
1 +

n′2

n2
0

cos2(2β′x) +
2n′

n0

cos(2β′x) + i
2β′n′

k0n2
0

sin(2β′x). ✭✷✳✶✶✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t n′ = 10−3 ✭✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❘❡❢✳ ✷✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✶✮
t❤❡ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ n′2 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ n′✱ ❛s s♠❛❧❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t

√
1 + x ≈

1 + x/2 ❢♦r s♠❛❧❧ x ✇✐t❤ x = 2n′

n0

cos(2β′x) + i2β
′n′

k0n2

0

sin(2β′x)✳ ❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤

n(x) ≈ n0 + n′ cos(2β′x) + i β
′n′

k0n0

sin(2β′x)✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥s ♦✉t t♦ ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ✐❢ n′ = n1 = n2 = 10−3✱ n0 = 1 ❛♥❞ β′ = β = k0✳ ❚❤✐s
str♦♥❣❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✹ ✐s ✐♥
❢❛❝t ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❛t s✉♣♣♦rts ❈■✲✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✾✮✳
❚❤❡ ❈■✲str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✶✮ ❤❛s t❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧

✈❛❧✉❡s ♦❢ β′✱ n0 ❛♥❞ n′✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡
❇r❛❣❣ ♣♦✐♥t β′ = k0 ♥♦r t♦ s♠❛❧❧ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥s n′ ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮✳
❚♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r st❛t❡♠❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹
❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ❜✉t ♥♦✇ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽ ❜❧✉❡
❧✐♥❡s✮ ✐s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❇r❛❣❣ ♣♦✐♥t✱ β =
0.7k0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥s n1 = n2 = 0.5✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✷✳✽ ♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡s✮ ✐s ♦✉r ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❈■✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✶✮ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭β′ = β✱ n′ = n1 = n2✮✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✽✭❛✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ❤❛s ✉♥✐t tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
✇✐♥❞♦✇✳ ❆❧s♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✭❜✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② s❡❡
❋✐❣✳ ✷✳✽✭❝✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ✕ q✉✐t❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❇r❛❣❣
❣r❛t✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ t❤✉s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✶✮ ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡
♣❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs n0✱ n′ ❛♥❞ β′✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣
✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ✐s ♦♥❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✹✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② ❛♥② s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❜r♦❛❞❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r❧✐❡r ❝♦♥❝❡♣ts r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣❡✲
r✐♦❞✐❝✱ ❧❛②❡r❡❞✱ ♦r t♦ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧❛♥❡✳ ❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✱ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✲
✈✐s✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ❡✈❡♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✸✸

❋✐❣ ✷✳✽✿ ✭❛✮ ❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✱ ✭❜✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❢♦r t❤❡ ❇r❛❣❣ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r n0, n1, n2, β ❛s ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✹ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ❊q✳ ✭✷✳✶✶✮ ✭♠❛✲
❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ δ = k − k0✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
n0 = 2✱ n′ = n1 = n2 = 0.5✱ β′ = β = 0.7k0 ❛♥❞ k0 = 2π/0.2✳ ❚❤❡ s②st❡♠✬s ❧❡♥❣t❤
✐s ≈ 7λ0✳ ❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✐s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❛
❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡
❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✭❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇✐❞t❤ ♦❢
t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇✐♥❞♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ δ = −2 ❛♥❞ δ = 2 ✐s Δδ/k0 ≈ 4/31.42 ≈ 0.13✱ ✐✳❡✳✱
❛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 6% ❢r♦♠ k0 ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉♥✐t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ③❡r♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡✳

s❡♥❞ ♣✉❧s❡s t❤r♦✉❣❤ ❞✐s♦r❞❡r ❛s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠✳ ❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t
t❤❡s❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
✶✸✱ ✷✸✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✹✸✱ ✻✶✱ ✽✷✕✽✹✳
❆ ♠❛❥♦r ♦❜st❛❝❧❡ t♦ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s

✐s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❛✐♥✕❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢
✐♥t❡r❡st t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s t♦ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✽✳ ❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳



✸✹ ✷✳✸ ❈♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✷✳✸ ❈♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝

✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✸

■♥ ❘❡❢✳ ✷✽ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ tr❛♥s❢❡r t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❈■✲✇❛✈❡s t♦ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ♣❤②s✐❝s ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛
s✐③❛❜❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ♦♥ ✐ts ♦✇♥ ✽✷✱ ✽✸✱ ✽✺✳ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♣t✐❝s t♦ ❛❝♦✉st✐❝s✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛r❡ t❤❡
s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡

s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✐r✲✜❧❧❡❞ t✉❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❝♦✉st✐❝
✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ❆t ❧♦✇
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸ ❛♥❞ ❘❡❢✳ ✽✻ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡s pj ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇s qj ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢
❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤ j = 1, ..., n ✭✇✐t❤ n ❜❡✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮ ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤(︂

pj
qj

)︂
=

(︂
1 Zj

0 1

)︂(︂
Aj Bj

Cj Dj

)︂(︂
pj+1

qj+1

)︂
, ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Mj = [Aj, Bj;Cj, Dj] r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡
✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ❛♥❞ Zj+1 ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦♣t✐❝s✱
t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ r❡❛❧
♣❛rt ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❧♦ss ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❣❛✐♥✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ Zj

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ t♦ t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ZL

✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ZR ✭r✐❣❤t✮✳
■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ♦✉r ❈■✲✇❛✈❡s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❞✐s❝r❡t✐③❡❞✮ ❛♥s❛t③ ❢♦r ♦✉r

❛❝♦✉st✐❝ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡✱

pj+1 = exp

(︃
ik0

j∑︁
l=1

φl

)︃
p1, ✭✷✳✶✸✮

✇✐t❤ φl ❜❡✐♥❣ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♥✉♠❜❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞
✇❛✈❡ ✭❥✉st ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ✮✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r❝❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇

✸ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❘♦♠❛✐♥ ❋❧❡✉r② ❛♥❞ ❊t✐❡♥♥❡ ❘✐✈❡t ❢r♦♠ ❊P❋▲ ✐♥ ▲❛✉s❛♥♥❡✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦✲
❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❑♦♥st❛♥t✐♥♦s ▼❛❦r✐s✱ ❘♦♠❛✐♥ ❋❧❡✉r② ❛♥❞ ❊t✐❡♥♥❡ ❘✐✈❡t ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❘♦♠❛✐♥ ❋❧❡✉r② ❛♥❞ ❊t✐❡♥♥❡ ❘✐✈❡t✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✉r ❥♦✐♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✻✶✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥✳



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✸✺

(b)

(a)

analyzer

SOUND 
SOURCE

ANECHOIC 
TERMINATION

pr1pf1pfi
Rsh

d d’dd’ d’

pr2pf2 pr8pf8 pf9 pfo

amplifier

controller controller controller

❋✐❣ ✷✳✾✿ ✭❛✮ P❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
3.5♠ ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❡✐❣❤t ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✉❞✲
s♣❡❛❦❡rs✱ ✇❤♦s❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ▼❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ✻✶✮✳ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡ ❜❡✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳

qj t♦ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

qj =
1∏︀j−1

l=1 Dl

q1 −
j−1∑︁
l=1

Cl∏︀j−1
m=l Dm

pl+1. ✭✷✳✶✹✮

❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj s✉♣♣♦rt✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ❛r❡
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

Zj =
pj − Ajpj+1 − Bjqj+1

Cjpj+1 +Djqj+1

. ✭✷✳✶✺✮

■❢ ✇❡ s❡t ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s φj✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ R ❛r❡ ✜①❡❞ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ③❡r♦ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ r❡✲
✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❧❛① t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φj ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ③❡r♦ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❤❛s❡s φ1 ❛♥❞ φ2 t♦ t✉♥❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R t♦
③❡r♦ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥
t❤❛t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ R ̸= 0 ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✇❡ ✜rst s❤♦✇

❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ n = 8 ✐♥❝❧✉s✐♦♥s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜②



✸✻ ✷✳✸ ❈♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

ZL = ZR = Z0✱ ✇❤❡r❡ Z0 ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✉❜❡✳ ❡
st❛rt ❜② r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s φj✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst
t✇♦ ♣❤❛s❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ R ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s φj ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮✳ ■♥ ❛
♥❡①t st❡♣ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ❛r❡ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❛✮✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡s pj
❢♦r t❤✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✷✳✶✷✮ ❛♥❞ s❤♦✇ ❧❛r❣❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❝✮✳ ❆❞❞✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞
❧♦ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t❤❡ s②st❡♠ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❜✮ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
♣r❡ss✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❞✮✳
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❋✐❣ ✷✳✶✵✿ ✭❛✮ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❧❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✳ ✭❝✮
❆❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡s pj ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✭❛✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳
✭❜✮ ❇② ❛❞❞✐♥❣ ❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥
✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❛s t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠
✐♥ ✭❜✮✱ ❜✉t t❤❡✐r r❡❛❧ ♣❛rts ❛r❡ ♥♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ✭❞✮ ❚❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥s
r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡ pj✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s✱ ✇❡ st✉❞②
♥♦✇ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✐r✲
✜❧❧❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣✐♣❡ ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳
❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s pj ❜✉t ❡✈❡r②✇❤❡r❡
✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✭❛✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✭❛t
❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✮ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✸✼

❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐♣❡✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s s♣❛♥♥❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦✈❡r ❛ ❢✉❧❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥✲
s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠✱ ❧❛r❣❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②st❡♠✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ♣❛rts t♦ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ❛s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✶✶✭❜✮ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛② ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♠❡❡ts t❤❡ ❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛t ✉♥✐t② r✐❣❤t
✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❡✈❡r② ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♣r❡ss✉r❡ s✐t❡ pj✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡s✐❣♥ ❤❡r❡ ❢♦r❝❡s
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❜❡ ✉♥✐t❛r② ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤❛t
✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✲
✐♥❣ s✐t❡s pj ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣ s❤♦rt❡r t❤❛♥
t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ♣r❡✈❡♥ts ❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ ♣❡r❢❡❝t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❞❡s✐❣♥ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❜r✐♥❣s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
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(a) HERMITIAN

NON-HERMITIAN

❋✐❣ ✷✳✶✶✿ ✭❛✮ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❛✮✱✭❝✮✳ ❚❤❡ s②st❡♠ tr❛♥s♠✐ts ♣♦♦r❧② ❛♥❞ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ ✢✉❝t✉❛t❡s str♦♥❣❧②✳ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥
❝❛s❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❜✮✱✭❞✮✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❡❛❝❤❡s ✉♥✐t② ❛t ❡❛❝❤ ❝❤❡❝❦
♣♦✐♥t pj✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❞✮ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s ❛ s♥❛♣s❤♦t ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡
✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣r❛② ❛r❡❛ s❤♦✇s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐ts ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛s t✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj✳



✸✽ ✷✳✸ ❈♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤♦✇ ♥♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
✇❤❡r❡ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✭❛✮✳ ❡ ✜rst ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s s❡❡
❋✐❣✳ ✷✳✶✷✭❜✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❛❜♦✉t t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭s❡❡ ▼❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ✻✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✷✳✶✷✭❝✮✳ ❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ st❛t❡
❤❛s ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲
❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✭❞✮✱ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✭❡✮✳
❖✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss
❝❛♥ ❡✈❡♥ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ tr❛♥s♣❛r❡♥t
❢♦r ✇❛✈❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ❛t ❞✐s❝r❡t❡
❝❤❡❝❦ ♣♦✐♥ts✳
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❋✐❣ ✷✳✶✷✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ✭❜✮ ■♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✭❍❡r♠✐t✐❛♥
❝❛s❡✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ❢♦r♠✐♥❣ ❛
❞✐s♦r❞❡r✳ ✭❝✮ Pr❡ss✉r❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝❛s❡ ✐♥ ✭❜✮ s❤♦✇✐♥❣ ❤✐❣❤
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♣❤❛s♦rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡✐r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t s❤♦✇✐♥❣ t❤❡✐r
♣❤❛s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣r❡ss✉r❡✳ ✭❞✮ ■♠♣❡❞❛♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥ ♦r ❧♦ss ✈❛❧✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ✭❡✮ Pr❡ss✉r❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡
✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝❛s❡ ✭❞✮ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ♣r♦♣❡rt②
✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❝♦❧♦rs ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✸✾

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✉♥t❡r❛❝t
t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ ✐t ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥t❡♥s✐t② ✭♦r ♣r❡ss✉r❡✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❤❛t
❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥t t♦ ❝r❡❛t❡ s✉❝❤
❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✭❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡✮ ✇❛✈❡s ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
W (x) ♦r t❤❡ ♣❤❛s❡s φj t♦ ❜❡ r❡❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜②
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥sW (x) ♦r ♣❤❛s❡s φj ✇❡ ❝❛♥✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ♦❜t❛✐♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥② ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✭♣r❡ss✉r❡✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t
❛ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✭❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡✮ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s
♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ ✇❛✈❡ st❛t❡s✳

✷✳✹ Pr❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s

❚❤❡ ❝❛❧❧ ❢♦r ❛ ❈■✲✇❛✈❡ r❡str✐❝ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) t♦ ❜❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✱

❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♥s❛t③ ψ(x) = A exp
[︁
ik0

∫︀ x

−L
W (x′)dx′

]︁
❛❧s♦ s♦❧✈❡s t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③

❊q✳ ✭✷✳✶✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐✳❡✳✱ W (x) = WR(x) +
iWI(x)✱ ✇✐t❤WR(x) ❛♥❞WI(x) ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❡
❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣

✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ |ψ(x)|2 = |A|2 exp
[︁
−2k0

∫︀ x

−L
WI(x

′)dx′
]︁
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ WI(x)✳ ❚❤✉s✱ ♣r♦♣❡r❧②
❝❤♦♦s✐♥❣ WI(x) ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ❛s
r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❈■✲✇❛✈❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✮ ✐s t❤❡♥ ❥✉st ❛ s♣❡❝✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧✲
✐③❡❞ ✇❛✈❡ st❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt WI(x) ✐s ③❡r♦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✐❧❧ s❛t✐s❢② t❤❡
♣❡r❢❡❝t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✼✮✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt WI(x)
❤❛s t♦ ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ WI(−L) = 0 = WI(L)✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❥✉♠♣ r✐❣❤t t♦ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❖❢ ♣r❛❝✲

t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✇❛✈❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s❤❛r♣ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡❛❦✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❢♦❝✉s
❛t ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♥♦t
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✕ ✐t ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥② ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❡
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ G(x) = a exp(−x2/σ2) ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ❛♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥
✇✐❞t❤ σ✱ ✐✳❡✳✱ WI(x) = ∂G(x)/∂x✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ♣❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t σ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s x = ±L✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤
✐t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✱ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ WI(x) ❧❡❛❞s t♦ ❛ str♦♥❣❧② ♣❡❛❦❡❞ ✐♥t❡♥✲
s✐t② |ψ(x)|2 = |A|2 exp [−2k0a exp(−x2/σ2)]✱ ❛s s❤♦✇♥ ❧❛t❡r✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ WR(x) ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ st❛t❡✱ ❜✉t ✐t
❞♦❡s ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡❛❦ ♠♦r❡
s♣❡❝t❛❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ WR(x) t♦ ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠❡❞ ❜②
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❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✇✐❞t❤s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥s
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nR(x)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡✲
❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✇❛✈❡ st❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢♦❝✉s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜②

n2(x) = [WR(x) + iWI(x)]
2 − i

k0

∂

∂x
[WR(x) + iWI(x)] , ✭✷✳✶✻✮

✐✳❡✳✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ❜✉t ♥♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧② r❡❛❧✮ ❣❡♥✲
❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x)✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✭❛✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ✐♥✲
❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ WR(x) ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✭❜✮
s❤♦✇s t❤❛t ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✭❛✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❧♦s❡ ❛❧❧ ✐ts ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s st✐❧❧ ❞✐s♦r❞❡r❡❞✳

❋✐❣ ✷✳✶✸✿ ✭❛✮ ❙tr♦♥❣❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ✭❜❧✉❡✮ ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ0 = 0.15
✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥t♦ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ n(x) ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✶✻✮✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ WR(x) ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 0.2 ❜✉t ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✇✐❞t❤s ✭✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0.005
❛♥❞ 0.055✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt WI(x) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② WI(x) = ∂/∂x [a exp(−x2/σ2)]
✇✐t❤ a = 0.007 ❛♥❞ σ = 0.05✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✇❛✈❡ s❤♦✇s ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❛t t❤❡
♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 0 ❛♥❞ ❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥ ❛♥❞
❧♦ss ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ n(x) ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✶✻✮ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✳

❍❛✈✐♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s t♦ ❛ ♠✉❝❤
❜r♦❛❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✱ ✇❡
s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
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✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✹

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❡✛♦rt ✐s t♦ st✉❞② t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝
❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏q✉✐❡t ③♦♥❡✑✱ ✐✳❡✳✱
❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② s♠❛❧❧ s♦✉♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡✈✐❝❡ ✇❡ st✉❞② ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❜s♦r❜s s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✇❤❡♥ ♣✉t✱ ❡✳❣✳✱
♦♥ ❛ ✇❛❧❧✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ s♦✉♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s r♦♦♠✳
■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦✇

❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♥s❛t③ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✸✮ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs φj✱
✐✳❡✳✱ φj = φRj

+ iφIj ✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s

pj+1 = exp

(︃
−k0

j∑︁
l=1

φIl

)︃
exp

(︃
ik0

j∑︁
l=1

φRl

)︃
p1. ✭✷✳✶✼✮

❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φIj

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✜❧❡ Aj ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡

Aj = |pj| = exp

(︃
−k0

j−1∑︁
l=1

φIl

)︃
|p1|, ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✳ ❖✉r ❛✐♠
✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡s φj ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇❡ ❣❡t ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Aj✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✶✽✮ ❢♦r φIj ✱

φIj = − 1

k0

[︂
ln

(︂
Aj+1

|p1|
)︂
− ln

(︂
Aj

|p1|
)︂]︂

, ✭✷✳✶✾✮

✐✳❡✳✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✜❧❡ Aj ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φIj ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✶✾✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φIj

❤❛✈❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s φI0 = φIn = 0✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝
✐♠♣❡❞❛♥❝❡s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖✉r

✜rst ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❛ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✐♥ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏q✉✐❡t ③♦♥❡✑✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✉s❡
❛ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ Aj ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡①❝❡♣t ❛t t❤r❡❡ ❝❤♦s❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s

✹ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ◆✐❦♦❧❛✉s ❞❡ ♦r❞♦ ❛♥❞ ▲✉❦❛s
▲❡❝③❡❦ ✇❤♦s❡ st✉❞❡♥t ♣r♦❥❡❝ts ■ ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✻✷✱ ✻✸✳



✹✷ ✷✳✺ Pr❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s♠❛❧❧ ✭❤❡r❡ A6 = A7 = A8 = 0.1✱ Aj = 1 ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✮✳
✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✜❧❡ Aj✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φI

❛r❡ ✜①❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✶✾✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♦♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts
♦❢ φ✱ ✐✳❡✳✱ φI ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φR ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❤❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②✱
t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R ❣❡ts ♠✐♥✐♠❛❧ ✭✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡
✇❛✈❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φj ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧❧ ♣r❡ss✉r❡s pj
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ p1 ♦r R✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♦✉r
❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj t❤❛t s✉♣♣♦rt ♦✉r ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♣r♦✜❧❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✭❜✮✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ✭❜❧✉❡✮ s❤♦✇s t❤❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✏q✉✐❡t ③♦♥❡✑ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛t s❝❛tt❡r❡r
♣♦s✐t✐♦♥s 6 t♦ 8✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj

t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤✐s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✜❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✴❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❣r❛②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢
✇❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✭❛✮✱ ✇❡ ❣❡t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✜❧❡ ✭❜❧✉❡✮ ❞✉❡ t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣ ✷✳✶✹✿ ✭❛✮ Pr❡ss✉r❡ pj ♦❢ ❛ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥t♦ ❛
s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ✭❣r❛②✮✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✳
✭❜✮ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❧♦ss ✭❣r❡❡♥✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ r❡❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj✮ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ pj ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♣r♦✜❧❡ Aj = |pj| s❤♦✇✐♥❣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏q✉✐❡t ③♦♥❡✑✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧
s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✭❤❡r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t s✐t❡s 6✲8✮✳

❆❢t❡r ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐❞❡❛ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✇♦r❦s ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ ♥♦✇ t❤❛t ✇❡
❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ❢♦r s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▼❛♥❢r❡❞
❑❛❧t❡♥❜❛❝❤❡r ❛♥❞ ❤✐s P❤❉✲st✉❞❡♥t ❙❡❜❛st✐❛♥ ❋❧♦ss ❢r♦♠ ❚ ✐❡♥ ✇❡ ✇❡r❡ ✇♦r❦✲
✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣r♦♦❢✲♦❢✲♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✇❛✈❡s ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣❡t ❛❜s♦r❜❡❞ str♦♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✇❛✈❡s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✹✸

t❤✐s ❣♦❛❧ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ❜② ❞❡✲
♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ♦♥ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s s❤♦rt ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ❧♦ss② ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥❧②✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤✱ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✳ ❚❤❡ ❧♦ss② ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♠✐❝r♦
♣❡r❢♦r❛t❡❞ ♣❧❛t❡s ✭▼PPs✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤✐♥ ✢❛t ♣❧❛t❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❤♦❧❡s ♣✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✐t✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ Z ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤♦❧❡s ✽✼✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ▼PPs
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj s✉❝❤ t❤❛t ✇❛✈❡s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢r♦♠
♦♥❡ s✐❞❡ ❣❡t ❛❜s♦r❜❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❛✈❡s ❜❡✐♥❣ ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t❡❞✳ ❚❤❡
t❛s❦ ♥♦✇ ✐s t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs n✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼PPs✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✜❧❡ Aj ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s φRj

✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ❧♦ss✳ s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s②st❡♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺✭❜✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❛st ♣❧❛t❡ ✐s ♦♥❧② ❛r♦✉♥❞ 19✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥❧② R ≈ 10−4❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❧♠♦st ♥♦t❤✐♥❣ ❣❡ts
❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② 19✪ ❣❡t tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺✭❛✮✱ ✇❡ ❣❡t ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ R ≈ 0.99 ❛♥❞ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❛t
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 39✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λ0 = 1.5♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r❜❡rs ✇♦✉❧❞
❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❛r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦
❝r❡❛t❡ ♥❡✇ t②♣❡s ♦❢ ❛❜s♦r❜❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡rs✳ ■♥ s✉❝❤
❝❤❛♠❜❡rs✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❢♦❛♠ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥s✐❞❡
♦❢ t❤❡ r♦♦♠ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡s❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
❡✣❝✐❡♥t❧② ❛❜s♦r❜ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛❜♦✈❡ 100❍③ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 1.5♠✳
❖✉r ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ②✐❡❧❞ ❛❜s♦r❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r❜❡rs ❛♥❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛❜s♦r❜ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦✇❡r
t❤❛♥ 100❍③✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✇❡ st✉❞② ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✭♣r❡ss✉r❡✮

✇❛✈❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✭♣r❡ss✉r❡✮ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♦r q✉❛s✐ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡s ♥♦✇ ✐s ✐❢ s✉❝❤
✇❛✈❡s ❛❧s♦ ❡①✐st ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ s✉❝❤ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t②
✇❛✈❡s ❛❧s♦ ❡①✐st ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳



✹✹ ✷✳✻ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s

❋✐❣ ✷✳✶✺✿ ✭❛✮ Pr❡ss✉r❡ pj ♦❢ ❛ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥t♦ ❛
s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ✭❣r❛②✮✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠✳
✭❜✮ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦ss ✭❣r❡❡♥✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ r❡❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj✮
t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ pj ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞❛♠♣❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♣r♦✜❧❡ Aj = |pj| = exp(−γxj)✱ ✇❤❡r❡ γ ≈ 2.65 ✐s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ xj t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼PPs✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❛st ▼PP ❤❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♦♥❧② 19✪ ♦❢
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣r❡ss✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✐s ♦♥❧② R ≈ 10−4✳ ■♥ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
R ≈ 0.99 ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❛st ▼PP ❛r♦✉♥❞ 39✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡
s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n = 8 ▼PPs ❜❡✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d = 9.35 ❝♠✱ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣
❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 2♠♠ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ L ≈ 86 ❝♠✳

✷✳✻ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

str✉❝t✉r❡s✺

❤✐❧❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ❈■✲✇❛✈❡s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✲
✐♥❣ s②st❡♠s ✷✼✱ ✷✽✱ ✸✵✱ ✻✶✱ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t
❛❧s♦ t♦ ♥♦♥✲♣❛r❛①✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✽✽✳ ❤✐❧❡
t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❘❡❢✳ ✽✽ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡♣s✐❧♦♥✲♥❡❛r✲③❡r♦ ✭❊◆✮ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❡ st✉❞② ♥♦✇
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈■✲✇❛✈❡s ✐♥ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ε(x, y) = n2(x, y) ≥ 1✳
❡ st❛rt ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥

t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡ ψ(x, y) ✐♥ t❤❡ x✲y ♣❧❛♥❡
✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✿[︂

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

0n
2(x, y)

]︂
ψ(x, y) = 0. ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ [−Lx, Lx]× [−Ly, Ly] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡

✺ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ■✈♦r ❑r❡➨✐➣ ✇❤♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❑♦♥st❛♥t✐♥♦s ▼❛❦r✐s ✇❤♦ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✻✹✳ ■ ✇❛s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❢♦r ♦✉r ❥♦✐♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
✻✹✳



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✹✺

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(x, y) = nR(x, y) + inI(x, y) ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐s ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✜♥❞ ❈■✲✇❛✈❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r♠✿

ψ(x, y) = eik0θ(x,y), ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ θ(x, y) ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❡r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❈■✲s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ(x, y)✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ♥♦♥✲
❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

n2(x, y) =

(︂
∂

∂x
θ

)︂2

+

(︂
∂

∂y
θ

)︂2

− i

k0

[︂(︂
∂2

∂x2
θ

)︂
+

(︂
∂2

∂y2
θ

)︂]︂
, ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ s❦✐♣♣❡❞ ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ✜♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ(x, y)✳ ❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ r✐❣❤t✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡
✇✐t❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ x✲❛①✐s✱ ✐✳❡✳✱ ψout(x, y) = exp(ik0n0x)✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡
✐♠♣♦s❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✿

ψout(±Lx, y) = ψ(±Lx, y), ✭✷✳✷✸✮

∂ψout

∂x
(±Lx, y) =

∂ψ

∂x
(±Lx, y), ✭✷✳✷✹✮

ψout(x,±Ly) = ψ(x,±Ly), ✭✷✳✷✺✮

∂ψout

∂y
(x,±Ly) =

∂ψ

∂y
(x,±Ly). ✭✷✳✷✻✮

❇② ❞✐r❡❝t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■✲✇❛✈❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✶✮ ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ θ(x, y)✿

±Lxn0 = θ(±Lx, y), ✭✷✳✷✼✮

n0 =
∂θ

∂x
(±Lx, y), ✭✷✳✷✽✮

n0x = θ(x,±Ly), ✭✷✳✷✾✮

0 =
∂θ

∂y
(x,±Ly). ✭✷✳✸✵✮

❆❧s♦ ❤❡r❡ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❥✉♠♣ t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❈■✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡
❈■✲✇❛✈❡ ✐t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦✳ ❖♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ(x, y) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s

θ(x, y) = n0x+ a exp

(︂
− x2

2σ2
− y2

2σ2

)︂
, ✭✷✳✸✶✮



✹✻ ✷✳✻ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t σ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❈■✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✈✐❛ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮✿

n2(x) =

[︂
n0 − a

σ2
x exp

(︂
− x2

2σ2
− y2

2σ2

)︂]︂2
+

[︂
a

σ2
y exp

(︂
− x2

2σ2
− y2

2σ2

)︂]︂2

− i

k0

a

σ4
(x2 + y2 − 2σ2) exp

(︂
− x2

2σ2
− y2

2σ2

)︂
. ✭✷✳✸✷✮

❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✭❛✮ ❛♥❞ ✐ts
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✭❜✮✳ ❙✐♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❥❡❝t ❛♥
✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦♥t♦ ❛ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
✇❛✈❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇✐❞t❤✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠ ✇✐t❤
❛ s✉♣❡r✲●❛✉ss✐❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✭❝✮
✇❡ s❡❡ ❤♦✇ s✉❝❤ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❤✐ts t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✭❛✮✳ ❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ str♦♥❣❧② s❝❛tt❡rs ❛t
t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡❛❦✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❛❞❞ t❤❡ ❣❛✐♥✲❧♦ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✭❜✮ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❛♠ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✭❞✮ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ✐❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡
♥♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛t ❛❧❧ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❈■✲❝♦♥❝❡♣t ✇♦r❦s ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
str✉❝t✉r❡s ❛s ✇❡❧❧✳
❆❢t❡r st✉❞②✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ s❡r✈✐♥❣ ❛s ❛ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❥✉♠♣ ♥♦✇

t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♦♥❡✳ ❡ ❝❤♦♦s❡ θ(x, y) t♦
❜❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ N = 300 ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s an✱
r❛♥❞♦♠ ✇✐❞t❤s σn ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥s (xn, yn)✱ ✐✳❡✳✱

θ(x, y) =
N∑︁

n=1

an exp

[︂
−(x− xn)

2

2σ2
n

− (y − yn)
2

2σ2
n

]︂
. ✭✷✳✸✸✮

❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈■✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✼✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✜rst s❤✐♥❡ ❛ ✇❛✈❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✭❝✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡
❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ t♦ ❧♦s❡ ❛❧❧ ✐ts ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ✐t✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❈■✲✇❛✈❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✭❞✮✳ ❚❤✐s
❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❡✈❡♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str♦♥❣❧② s❝❛tt❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥
❜❡ ♠❛❞❡ ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❜② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐ts ❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❈■✲s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❣❧❡ ϕ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k ✭❛t ♥♦r♠❛❧
✐♥❝✐❞❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ L2✲❡rr♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

d(I, Iϕ/k) =

√︁∫︀ Lx

−Lx

∫︀ Ly

−Ly
[I(x, y)− Iϕ/k(x, y)]2dxdy√︁∫︀ Lx

−Lx

∫︀ Ly

−Ly
[Iϕ/k(x, y)]2dxdy

, ✭✷✳✸✹✮



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✹✼

❋✐❣ ✷✳✶✻✿ ✭❛✮ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈■✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✷✮ ✇✐t❤
n0 = 2.5✱ σ = 0.2 ❛♥❞ a = 0.48✳ ✭❝✮ ❆ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♠✐♠✐❝❦❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡
✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r✲●❛✉ss✐❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ✇❤✐t❡ ❜♦①✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ s❝❛tt❡rs ❛t t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ✭❛✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
✇❛✈❡ ❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥ ❛♥❞
❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❜✮ ✐s ❛❞❞❡❞✱ s❡❡ ✭❞✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❊q✳ ✭✷✳✷✵✮
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭◆●❙♦❧✈❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▲✐❜r❛r②✱
❤tt♣s✿✴✴♥❣s♦❧✈❡✳♦r❣✴✮✳

✇❤❡r❡ I(x, y) ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■✲✇❛✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✭❞✮ ❛♥❞ Iϕ,k(x, y) ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ϕ✱ Iϕ✱ ♦r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r
k✱ Ik✳ ❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ L2✲❡rr♦rs ❢♦r ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t✉♥✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ❛
❈■✲s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭ϕ = 0✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✭❡✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡
L2✲❡rr♦r s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ϕ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♥❡❛r ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❈■✲
✇❛✈❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❜❡❛♠ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡
❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝❛s❡ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ s❤♦✇✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡
❡rr♦r ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✳ ❆t ❛♥❣❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 5◦✱ t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ s♦❧✉t✐♦♥ st❛rts
❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❈■✲✇❛✈❡ ❛s t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r s❝❛♥ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✭❢✮ s❤♦✇s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss✳
❚❤❡ s❝❛♥ ②✐❡❧❞s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ L2✲❡rr♦rs ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ 10% ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥



✹✽ ✷✳✻ ❈♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s

❋✐❣ ✷✳✶✼✿ ✭❛✮ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✸✮✳ ✭❝✮ ❆ s✉♣❡r✲●❛✉ss✐❛♥
❜❡❛♠ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✢❛t s❡❡ ✭❞✮ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❛✐♥✲❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✳ ✭❡✮ L2✲❡rr♦r s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✹✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❡r❢❡❝t ❈■✲✇❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❞✮ ❛♥❞ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ϕ ❢♦r ❜♦t❤
t❤❡ ❈■✲s②st❡♠ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②st❡♠ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ✭❢✮ ❙❛♠❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ✐♥ ✭❡✮ ❜✉t ❢♦r ❛ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k ❛t ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
ϕ = 0✳

✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts
❡①❛❝t❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈■✲✇❛✈❡s t❤❛t ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r t❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤❡r❡ t❤❛t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①

♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢✉❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✕ ❢♦r ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✕ ❧❡❛❞s t♦ ❈■✲✇❛✈❡s ✐♥s✐❞❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐❛✳
❍❛✈✐♥❣ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs



❈❤❛♣t❡r ✷ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ✇❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✹✾

q✉✐t❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐ts❡❧❢ ✭❜② ❛❞❞✐♥❣
❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✮✱ ✇❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ✐♥st❡❛❞ ♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❛ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t ❤❛s t♦ ❜❡ s❤❛♣❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡
st❛t❡✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳





❈❤❛♣t❡r ✸

❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞

♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r② ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ♦❢
❊✉❣❡♥❡ ✐❣♥❡r✬s P❤❉✲st✉❞❡♥t ▲❡♦♥❛r❞ ❊✐s❡♥❜✉❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
✽✾✳ ❤❛t ❊✐s❡♥❜✉❞ ❛♥❞ ✐❣♥❡r ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✇❛s t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✾✵✳
▲❛t❡r✱ ❋❡❧✐① ❙♠✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✾✶ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ ✭♦r ❊✐s❡♥❜✉❞✲✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤✮ t✐♠❡✲
❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s②st❡♠✬s ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✮ ❜② ✇❛② ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱

Qω = −iS−1∂S

∂ω
. ✭✸✳✶✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✮✱ t❤✐s
♦♣❡r❛t♦r ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛♥❞ ✐ts ❡✐❣❡♥st❛t❡s u⃗ (i) ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥❞❡① i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ i✲t❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✳ ✭❋♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ s❦✐♣ t❤❡
✐♥❞❡① i ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇✳✮ ❚❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τω ♦❢ Qω✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
♣r♦♣❡r ❞❡❧❛② t✐♠❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❜②
tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τω ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② τω = ∂φ/∂ω✱ ✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡ v⃗ = Su⃗✱ ✐✳❡✳✱
v⃗ = |v⃗|v̂eiφ✱ ✇✐t❤ v̂ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♦❢ v⃗ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠✮✳ P❤②s✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τω ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ φ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✽✾✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛②
♦♣❡r❛t♦r ❢❡❛t✉r❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ s②st❡♠✬s ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✾✷✕✾✺
❛♥❞✱ ❛s s❤♦✇♥ r❡❝❡♥t❧②✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ r❡s♦♥❛t♦rs
✾✻✳
Pr♦❜❛❜❧② ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ❜② ✐❣♥❡r ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ❋❛♥ ❛♥❞ ❑❛❤♥ s❤♦✇❡❞

♠✉❝❤ ❧❛t❡r ✐♥ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞❡s ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♠♦❞❡s✮✱ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t s♣❡❝❦❧❡ ♣❛tt❡r♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❛t t❤❡ ✜❜❡r ❡①✐t✮ ❛r❡ t♦
✜rst ♦r❞❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❛t
t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✭❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss✮ ✾✼✳ ❡ s❤♦✇



✺✷

♥♦✇ ✐♥ ❛ s❤♦rt ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ r♦❜✉st ♠♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s
♦❢ t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r✿ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡s ♦❢ ❛ ✜❜❡r
s✐♠✐❧❛r t♦ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❝✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦rs u⃗l ❛♥❞ v⃗r ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❜❛s✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t✱
✐✳❡✳✱ v⃗r = tu⃗l✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r v⃗r ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t(ω) ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞
❛r♦✉♥❞ ω0✱

v⃗r(ω0 +Δω) = v⃗r(ω0) + Δω
∂v⃗r
∂ω

⃒⃒⃒
ω0

+ . . .

= t(ω0)u⃗l +Δω
∂t(ω)

∂ω

⃒⃒⃒
ω0

u⃗l + . . . , ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ Δω ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ❛♥❞ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r u⃗l

✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ω✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❡❝❦❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ r♦❜✉st
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ω✱ ✇❡ ❞❡♠❛♥❞ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✮
✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ③❡r♦t❤ ♦r❞❡r t❡r♠✱ ✐✳❡✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜② ❛ ✭❝♦♠♣❧❡①✮
❝♦♥st❛♥t z✱

t(ω0)u⃗l = zΔω
∂t(ω)

∂ω

⃒⃒⃒
ω0

u⃗l. ✭✸✳✸✮

❡ ♥♦✇ ♠✉❧t✐♣❧② ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✸✮ ✇✐t❤ (it)−1 ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ ✐t ❛s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❡q✉❛t✐♦♥✱

1

izΔω
u⃗l = −it−1∂t(ω)

∂ω

⃒⃒⃒
ω0

u⃗l = τωu⃗l = qωu⃗l ✭✸✳✹✮

✇✐t❤

qω := −it−1∂t(ω)

∂ω
✭✸✳✺✮

❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τω := (izΔω)−1 ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r u⃗l✳ ❚❤❡ r♦✲
❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♣❛tt❡r♥ v⃗r = tu⃗l

♦❢ t❤✐s ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r u⃗l ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

v⃗r(ω0 +Δω) ≈ exp(iτωΔω)v⃗r(ω0), ✭✸✳✻✮

✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❡❝❦❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r
exp(iτωΔω) ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ τω✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ♣❡r❢❡❝t ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞

♥♦ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t ✐s ✉♥✐t❛r② ✕ ❥✉st ❛s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①
S✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Qω ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ qω ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✺✮ ❛r❡ t❤✉s t❤❡ s❛♠❡
t❤✐♥❣✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜✉t t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡
✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✺✼✱ ✺✽✳ ■❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t ✐s ♥♦t
✉♥✐t❛r②✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s st❛rt t♦ ❛r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ Qω ❛♥❞ qω✳ ❤❡r❡❛s ❢♦r
t❤❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r qω ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡ v⃗r ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛r❡
✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ✭✉♣ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛❝t♦r✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝② ω



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✺✸

s❡❡ ❊q✳ ✭✸✳✻✮✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Qω ②✐❡❧❞ ♦✉t♣✉t ♣r♦✜❧❡s t❤❛t
❛r❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛rt v⃗r ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡✐r r❡✢❡❝t❡❞ ♣❛rt
v⃗l✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦

v⃗(ω0 +Δω) ≈ exp(iτωΔω)v⃗(ω0), ✭✸✳✼✮

✇✐t❤ v⃗ = (v⃗l, v⃗r)
T = Su⃗ ❛♥❞ u⃗ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ Qω✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Qω✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ qω ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✾✼ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠✿

τω =
∂φt

∂ω
− i

∂ ln(|v⃗r|)
∂ω

, ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ φt ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✐✳❡✳✱ v⃗r = |v⃗r|v̂eiφt ✭v̂r ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r
♦❢ v⃗r✮✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ τω✱ ✐✳❡✳✱ Re(τω) = ∂φt/∂ω✱ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦❢
t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ u⃗l✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✱ Im(τω)✱ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ |v⃗r|
❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✻✮✱
|v⃗r(ω0 + Δω)| ≈ exp[−Im(τω)Δω]|v⃗r(ω0)|✳ ❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Qω ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ qω ❛♥❞ ✐ts ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✐s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐❢ t ✐s ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ♦r
s✐♥❣✉❧❛r✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹ ✇❡ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❡rs❡ t❤❛t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s
❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ qω✳
❆❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r Qω✱ ✐ts ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥

❝♦✉♥t❡r♣❛rt qω ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❧✐❦❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✶ P❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②✻

❤❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇❛✈❡ ❡♥t❡rs ❛ ❝❛✈✐t②✱ ✐t ❣❡ts r❡✢❡❝t❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❛t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s s✉❝❤ t❤❛t✱ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛✈✐t②✱
❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✭❛✮✳ ❆s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ✻✺ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✻✻✱ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡
❝❛✈✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✮✱ ✇❡ ♠❛② ❣❡t
✇❛✈❡ st❛t❡s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ ✭♦r ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✲
✐♥❣ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s st❛②s
❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✻ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧ ❛♥❞
❤✐s ❢♦r♠❡r P❤❉✲st✉❞❡♥t ❏✉❧✐❛♥ ❇ö❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✐✈❡rs✐té ❈ôt❡ ❞✬❆③✉r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ P❤✐❧✐♣♣
❆♠❜✐❝❤❧ ✇❤♦ ✐s ❛ ❢♦r♠❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ ♦✉r ❣r♦✉♣✳ ■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r
t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ✇❤❡r❡❛s ❏✉❧✐❛♥ ❇ö❤♠ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡
s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✳ ❚❤❡ t❡①t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ♦✉r ❥♦✐♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✻✼✱
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥✳



✺✹ ✸✳✶ P❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②

♦❝❝✉♣✐❡s ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❙✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❧✐✈❡ ✐♥
t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦r ❢✉❧❧② r❡✢❡❝t❡❞ st❛t❡s✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
❝❛♥ ❡✐t❤❡r tr❛✈❡rs❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦r ❣❡t r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ❛t s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦r ♦❜st❛❝❧❡✳ ■♥ ❛ t✇♦✲♣♦rt s②st❡♠ ❛s✱ ❡✳❣✳✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❜✮✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛②
♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ t❛❦❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❢♦r♠ Qω = [Q11, Q12;Q21, Q22]✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥
t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ Qω t❤❛t ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡✐❣❡♥✲
✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❜❧♦❝❦ Q11 = −i(r†∂r/∂ω + t†∂t/∂ω) ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❧✐❡ ✐♥ t❤❡
♥✉❧❧s♣❛❝❡ ♦❢ Q21 ✻✺✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
st❛t❡s✱ t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Q11 ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
♠❛tr✐① r ✭♠❡❛s✉r✐♥❣ ❜♦t❤ t ❛♥❞ r ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✮✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧②

t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t✳ ❆ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✉s✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❝❛✈✐t② ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✻✻✱ ✇❤❡r❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛✲
s✉r❡❞ s②st❡♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛♥ ✐♥ s✐t✉ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✐♥♣✉t s❤❛♣✐♥❣✱ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❞✐r❡❝t❧②✳

❋✐❣ ✸✳✶✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❆ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t② ✐s
❡①❝✐t❡❞ ❜② 16 ❛♥t❡♥♥❛s ✭❧❡❢t ✉♣♣❡r ❝♦r♥❡r✮ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞ ✭r❡❞✲❝♦❧♦r❡❞
❛r❡❛✮✳ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ■◗✲♠♦❞✉❧❛t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ■◗✲♠♦❞✉❧❛t♦rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❢❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r
♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r✳ ❚❤❡ ❝❤❛♦t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡ ❛r❡❛✮ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♦♥❡ ✭❣r❡❡♥ ❛r❡❛✮✳ ❇♦t❤ ❧❡❛❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣
❢♦❛♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭▲❙✲✶✹✱▲❙✲✶✻✮✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❡①✐t ❧❡❛❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ 27 ♣♦s✐t✐♦♥s
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦✈❛❜❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♠❛tr✐① t✳ ❚❤❡ r❡❞ sq✉❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①✐t ❧❡❛❞ ♠❛r❦s t❤❡ ❛r❡❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Iob ❛♥❞
Iem ✭s❡❡ t❡①t✮✳



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✺✺

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
st❛t❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❆ ❝❤❛♦t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♠✲
✐♥❣ ❧❡❛❞ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❧❡❛❞ ✭s❡❡ r❡❞✱ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❛r❡❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ W ♦❢ 14 ❝♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ 16
tr❛♥s✈❡rs❡✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡s ✭❚❊ ♠♦❞❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐t ❧❡❛❞ ❛t t❤❡
✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ν0 = ω0/2π = 17.5●❍③ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✐♥ ❛✐r ♦❢ 1.71 ❝♠✳ ❚❤❡s❡ 16 ♠♦❞❡s ❛r❡ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ✈✐❛ ✶✻ ❛♥t❡♥♥❛s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛♥✲
t❡♥♥❛ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ■◗✲♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ■◗✲♠♦❞✉❧❛t♦rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❢❡❞ ❜② ❛
✈❡❝t♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♣♦✇❡r s♣❧✐tt❡r✳ ❚❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❛r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❢♦❛♠ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ r❡❞✉❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❝❧♦s❡❞
❜② ❛ t♦♣ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ 5 × 5♠♠2 ❣r✐❞ ♦❢ ❤♦❧❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
♠♦✈❛❜❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❤♦❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
❧♦♥❣ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❧❡❛❞ s❡r✈❡s ❛s ❛ ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❛✈♦✐❞ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡♥t❡r❡❞ ❜②
❛r❜✐tr❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s t❤❛t ❣❡t ❢✉❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ s❡t✉♣ ❜② s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✻ ❛♥t❡♥♥❛s ♣❧❛❝❡❞
t❤❡r❡✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❆s ✐♥ ♠♦st
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Qω✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✜♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲
❧✐❦❡ st❛t❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r qω ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✺✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
st❛t❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ qω ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ (i)

ω ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✽✮✳ ❙✐♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❛r❡
♥♦t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t❤❡♠ t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r ♦t❤❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s t❤❛t ❣❡t
s❝❛tt❡r❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ Re[τ (i)

ω ]♠❡❛s✉r❡s t❤✐s
s❝❛tt❡r✐♥❣ t✐♠❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Re[τ (i)

ω ]✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ s♠❛❧❧ Im[τ

(i)
ω ] s✐♥❝❡ ❢♦r ❢✉❧❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣

❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♥✜♥❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡s
✇✐t❤ ✐♥♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛t❡s t❤❛t ❣❡t s❝❛tt❡r❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❦✐♣ t❤❡ ✐♥❞❡① i ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✴❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❜❡tt❡r
r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ qω ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ tr❛♥s♠✐s✲

s✐♦♥ ♠❛tr✐① t(ω) ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❋♦✉r✐❡r ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ❡✛❡❝ts ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❘❡❢✳ ✻✼✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s s❡t ✉♣ ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧
t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ 16 ❛♥t❡♥♥❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞ ❛t ♦♥❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❧❡❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ❛t 27 ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡



✺✻ ✸✳✶ P❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②

♠❛r❦❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡
27× 16✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ♦r❞✐✲
♥❛r② ✐♥✈❡rs❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t qω ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✺✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹ ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r q̃ω ✇❤✐❝❤ ♦♥❧②
✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s✉❜✲♣❛rt ♦❢ t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r Nη ♦❢ ❤✐❣❤❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇✐t❤ η ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❡ t❡st❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❛t
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ Im(τω)✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r
❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st Nη = 7
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ q̃ω✳ ❖♥❝❡ q̃ω ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ❡✐❣❡♥st❛t❡s✱ ✐♥❥❡❝t t❤❡♠ ✐♥t♦ ♦✉r s②st❡♠ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡✐r ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
s❤❛♣❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦✈❛❜❧❡ ❛♥t❡♥♥❛✳

❋✐❣ ✸✳✷✿ ✭❛✮ ■♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞✳ ✭❜✮
❈❡♥tr❛❧ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ✭L1 = 33.3 ❝♠✱ L2 = 50.0 ❝♠✱ L3 = 49.1 ❝♠✮✳ ✭❝✮ ❚②♣✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ✭❤❡r❡✿ s❡❝♦♥❞ ❛♥t❡♥♥❛ ❢r♦♠ t♦♣✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡❛❝❤ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✭✵✮✳



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✺✼

❆t ✜rst ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ Re(τω)✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤
t❤❡ s❤♦rt❡st t✐♠❡✲❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✷✭❛✮ t♦♣ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ✭P❙❙ ✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡ ❣♦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
t♦ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❧❡❛❞ s❡❡ r❡❞ ❜✉♥❞❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❜✮ ❧❡❢t✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r t✐♠❡✲❞❡❧❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡
❜❧✉❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❜✮✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
❜✉♥❞❧❡s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✭L2 = 50.0 ❝♠ ❛♥❞ L3 = 49.1 ❝♠✮
❛♥❞ s✐♥❝❡ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤s ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡✲❞❡❧❛②s✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r qω ❝❛♥♥♦t
❢✉❧❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✳ ❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❜✉♥❞❧❡ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❛✮ t♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✭P❙❙ ✷✮✱ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐r❞ ❧❛r❣❡st
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❛✮✱ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ✭P❙❙ ✸✮ ♠✐①❡s ❜♦t❤ ❜✉♥❞❧❡s✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞
❜❧✉❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ P❙❙ ✷ ❛♥❞ P❙❙ ✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❜✉♥❞❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❛
♥❡❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❧❡♥❣t❤ L2 ❛♥❞ L3✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠✐① ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ P❙❙ ✸

✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❛✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ st❛t❡✬s ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✶ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡✐❣❡♥st❛t❡s k⃗

(n)
y ✭✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n✲t❤ ❡✐❣❡♥✲

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r ky✮ ❛s ❛ ❜❛s✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✭❝✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❜✉♥❞❧❡s L2 ❛♥❞ L3 ✐♥ P❙❙ ✸ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❞❡♠✐①✐♥❣ P❙❙ ✸ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
s❤♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✜rst r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ P❙❙ ✸ ❜② ❝♦❤❡r❡♥t❧② s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡s L2 ❛♥❞ L3✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ♠✐① ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡
✐s ♥♦✇ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛s✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡✐❣❡♥st❛t❡s k⃗

(n)
y ✇✐t❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cn ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs |cn|2✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✭❛✮✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡s k⃗(n)

y

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳✱ ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❣❧❡s✮ t♦ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳✱ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❣❧❡s✮✳ ❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ P❙❙ ✸ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✕ ♦♥❡ ❢♦r ✈❡r② st❡❡♣ ❛♥❣❧❡s ✭✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r r❛t❤❡r ✢❛t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❜✉♥❞❧❡s L2 ❛♥❞ L3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t t✇♦ ✇❛✈❡ st❛t❡s ✐♥t♦
t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦♥❧② ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✮✳ ❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t✇♦
❞❡♠✐①❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✇✐t❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ♥✐❝❡❧② t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡s L2 ❛♥❞ L3✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡



✺✽ ✸✳✶ P❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②

❋✐❣ ✸✳✸✿ ✭❛✮ ✭▲❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ st❛t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ P❙❙ ✸ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❛✮
❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡s L2 ❛♥❞ L3 s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❜✮✳ ✭❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s s❤♦✇♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts |cn|2✳
❚❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ st❡❡♣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❣❧❡s ✭♦♥ t❤❡
❧❡❢t✮ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ st❡❡♣ ❛♥❣❧❡s ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ❢❡❛t✉r❡s
t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ❢♦r ✈❡r② st❡❡♣ ❛♥❣❧❡s ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r
r❛t❤❡r ✢❛t ❛♥❣❧❡s✳ ❇② s♦rt✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t♦ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ st❛t❡s✱ ✇❡
❝❛♥ ❞❡♠✐① t❤❡ st❛t❡ ✐♥ ✭❛✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞
✭❝✮ ✇❤♦s❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♥✐❝❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡s L2 ❛♥❞
L3✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛❣❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r r❡❝✉rs✐✈❡ ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮

s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✭❝✮ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❡①❝✐t✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛❧s♦ s✉❝❤ ❛ r❛♥❞♦♠
st❛t❡ s❤♦✇s s♦♠❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❛①✐♠❛ ❞♦
♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ st❛t❡ ❡①t❡♥❞s ✐♥t♦ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✺✾

■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r s♣❡❝tr❛❧
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡✐r tr❛♥s✈❡rs❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦✜❧❡ v⃗r(ν) ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠ st❛t❡s✱
✇❤❡r❡ v⃗r(ν) = t(ν)u⃗l ✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✇❛✈❡ u⃗l ✭✇❤❡r❡ u⃗l ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡ ♦r ❛ r❛♥❞♦♠ st❛t❡✮✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ❛s

Corr(ν) =
|v⃗ †

r (ν) · v⃗r(ν0)|
|v⃗r(ν)||v⃗r(ν0)| , ✭✸✳✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r v⃗r ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ν
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ♦✉t♣✉t ❛t ν0 ✭t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✮✳
■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✸✳✾✮ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ P❙❙ ✶ ✐s t❤❡ st❛t❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❤✐❣❤❡st ♦✉t♣✉t r♦❜✉st♥❡ss s✐♥❝❡ ✐t ❣♦❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣
❧❡❛❞✳ P❙❙ ✷ ❛♥❞ P❙❙ ✸ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝❛✈✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞
❛r❡ t❤✉s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ✐s ✢❛tt❡r ❢♦r P❙❙ ✶ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ P❙❙ ✷ ❛♥❞ P❙❙ ✸✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ st❛t❡ ✐s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❧♦✇❡st✳
❆s ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜❡❛♠s✱ ♣✉tt✐♥❣ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ t❤❡

✇❛② ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ♣✉tt✐♥❣ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❛✛❡❝t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②✳ ❚♦ t❡st t❤✐s ✐❞❡❛ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡
♣❧❛❝❡ ❛❧t♦❣❡t❤❡r 13 ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❤♦♠❜✐❝ s❤❛♣❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✺✭❜✮✳ ❚❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐❞✐st❛♥t s♣❛❝✐♥❣ ♦❢
❛❜♦✉t 3.3 ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡✐r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❝❤❛♥❣❡

ΔIrel =
Iob − Iem

Iem
, ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ Iob ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t②
❛♥❞ Iem ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠♣t② s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✳
❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛t 135 ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ sq✉❛r❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣
❞r♦♣ ♦❢ 30✪ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐❢ ♦♥❡ ❛✐♠s t♦ tr❛♥s♠✐t ✐♥t❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❧❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❖♥❝❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✱ ♦♥❡
❝❛♥ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡ ✭❡✳❣✳✱ ❢r♦♠ P❙❙
✶ t♦ P❙❙ ✷✮✱ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦t ✇♦r❦ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r✐♥❣
st❛t❡s✳ ❆❧s♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
st❛t❡s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s❤♦rt t✐♠❡✲❞❡❧❛②s✳



✻✵ ✸✳✶ P❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②

❋✐❣ ✸✳✹✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✾✮ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s
❛r❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ν ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
r❛♥❞♦♠ st❛t❡✳

(a)

PSS 1

PSS 2

PSS 3

RSS

4 cm

4 cm

Pos 1

Pos 5

(b)

❋✐❣ ✸✳✺✿ ✭❛✮ ❈❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ΔIrel ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✵✮ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ st❛t❡ ✇❤✐❧❡ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❤♦♠❜✐❝ ♦❜st❛❝❧❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭P♦s ✶✮ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭P♦s ✺✮ s❡❡ ✭❜✮✳ P❙❙ ✶ ❛♥❞ P❙❙ ✷ s❤♦✇
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r♦♣ ❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❝r♦ss❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉♥❞❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s P❙❙ ✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❜✉♥❞❧❡s✱ ✐s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♦❜st❛❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ st❛t❡ s❤♦✇s ♥♦
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ ♣❛tt❡r♥✳

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②✳ ❙✉❝❤ st❛t❡s ❢♦❧❧♦✇
❜✉♥❞❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡
✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❡ ❢♦✉♥❞ ❛❧t♦❣❡t❤❡r t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✻✶

❛♥❞ t❡st❡❞ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳
❍❛✈✐♥❣ s❤♦✇♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✇❛✈❡ st❛t❡s t❤❛t

st❛② ❢♦❝✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❡♥t✐r❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♦t✐❝ ❝❛✈✐t✐❡s✱ ✇❡
st✉❞② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❞✐s♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇✳

✸✳✷ ❇r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇✼

❤❡♥ ♣❤②s✐❝✐sts st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ ❝♦❤❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤❡② ✇❡r❡ ✈❡r② s✉r♣r✐s❡❞ t♦ ✜♥❞
✐♥ t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦ ♥♦t s♣r❡❛❞ ♦✉t ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛❧❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜✉t r❛t❤❡r ❢♦r♠ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡② s❡❡♠ t♦
✢♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ✾✽✱ ✾✾✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
s♠♦♦t❤ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡ ✶✵✵✱
✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❧❡♥s❡s ✶✵✶ t❤❛t ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❝❛✉st✐❝s ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✶✵✷✕✶✵✹✳ ■t ✇❛s s♦♦♥ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ♦❝❝✉rs ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡s ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs
❜✉t r❛t❤❡r ❢♦r ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❤♦t s♣♦ts ✐♥ ts✉♥❛♠✐ ✇❛✈❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r♦✉❣❤ ♦❝❡❛♥
s❡❛ ❜❡❞ ✶✵✺✕✶✶✶✳
▼❛♥② st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✶✵✶✱ ✶✵✽✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸ ❛♥❞

♦♥ ✐ts ♦r✐❣✐♥s ✶✵✵✱ ✶✵✶✱ ✶✶✹✕✶✶✼✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦ st❡❡r ✇❛✈❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐✉♠ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ s♦ ❢❛r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ♦❝❡❛♥ ✇❛✈❡s ❛r❡ r❛t❤❡r
❧✐♠✐t❡❞✳ ■♥ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
✇❤❡♥ ❝♦❤❡r❡♥t ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ✈❡r② t❤✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤
❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❛ s♦❛♣ ❜✉❜❜❧❡ ✶✶✽✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇
t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛rs❡♥❛❧ ♦❢ ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ s❤❛♣❡
t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ♦❢ s✉❝❤ ❜r❛♥❝❤❡❞ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s ✸✸✱ ✸✺ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
❤❛t ✇❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❛t ❛ s✉✐t❛❜❧② s❤❛♣❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥t t❤❛t ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦

❛ s②st❡♠ s❤♦✇✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st❡❡r t❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❛❧♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❜r❛♥❝❤❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ tr② t♦
✉s❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛s ❤✐❣❤✇❛②s ❢♦r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ ❛ ✇❛✈❡ t♦
❛ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❖✉r str❛t❡❣② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✇❛✈❡❢r♦♥ts ✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❡ ❡①♣❡❝t

✼ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ♦❢ ♠② ❢♦r♠❡r
❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❆❞r✐❛♥ ●✐rs❝❤✐❦ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧✳ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❛❞❞r❡ss✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❆❞r✐❛♥ ●✐rs❝❤✐❦✳ ❚❤❡ t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
♣❛rt✐❛❧❧② ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ❥♦✐♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✻✽✳



✻✷ ✸✳✷ ❇r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇

♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✱ ✇❤❡r❡ st❡❡r✐♥❣ ✇❛✈❡s
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❛r❣❡t ✐s ❛ ❦❡② ❣♦❛❧✱ ❧✐❦❡ ✐♥
✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✶✾✱ ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s ✶✷✵✱ ✉♥❞❡r✇❛t❡r ❛❝♦✉st✐❝s ✶✷✶✱
❢♦r ✇❛✈❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✼✱ ✸✻✱ ✹✽✱ ✻✾✱ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✶✷✷✱ ✶✷✸✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✇❛✈❡
❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✸✸✱ ✸✺✱ ✶✷✹✱ ✶✷✺✳

❋✐❣ ✸✳✻✿ ✭❛✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ✉♥❞❡r st✉❞②✿ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❞✐s♦r❞❡r ✭❝❡♥t❡r r❡❣✐♦♥✮ ♦❢ ✇✐❞t❤ W ≈ 100λ0 ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ✭t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡✱ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❧❡❛❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳
❚❤❡ s♠♦♦t❤ ❞✐s♦r❞❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 1.4W ≈ 140λ0

✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✴r❡❞ ❝♦❧♦rs✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s
♣❧♦tt❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡ 1 t♦ 100
✐♥❥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡❢t ❧❡❛❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❜r❛♥❝❤❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜rst
t❤r❡❡ ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r
st✉❞② ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❜② s✉✐t❛❜❧② s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✐♥ t❤❡
❧❡❢t ❧❡❛❞✳ ✭❜✮ ■♥t❡♥s✐t② ♦✉t♣✉t ♣r♦✜❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y ❛t
t❤❡ r✐❣❤t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭x = L✮✳ ❚❤❡ s❡✈❡♥ ♠❛①✐♠❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✼
✭❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡✴♠❛❣❡♥t❛✮ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ❛t
t❤❡ ♦✉t♣✉t✳



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✻✸

❚❤❡ s②st❡♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ♦✉r st✉❞② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❛✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✇✐❞t❤ W ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ L = 1.4W t❤❛t ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦
t✇♦ str❛✐❣❤t s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❧❡❛❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❞t❤ W ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✭♦♥❧② ❧❡❢t
❧❡❛❞ s❤♦✇♥✮✱ ❥✉st ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❝✮✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♣❡♥ ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s t♦ ❜❡ N = 200 ❛♥❞
❛ ✜①❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 = µπ/W ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤t t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s
❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❛✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ s❡t W = µ = 200.01 r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0 = π ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
λ0 = 2✳ ■♥ ✉♥✐ts ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ W ≈ 100λ0 ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤
♦❢ L ≈ 140λ0✳
■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡r❡ ✐♥✲

❥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭q✉❛♥t✉♠ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛❝t✮ ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤✲♠♦❜✐❧✐t② ❡❧❡❝tr♦♥
❣❛s ✾✽✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ✇✐❞t❤
d = 50.5 ≈ 25λ0 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❧❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✭❛t
x = 0✮✳ ■♥ ♠❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤
t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♠♦❞❡s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ 50 ♠♦❞❡s
t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣❛ss ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ♠❛♥② t✉♥❛❜❧❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡❢r♦♥t✳ ❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇
q✉❛♥t✉♠ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛❝t t❤❛t tr❛♥s♠✐ts ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ s✐♥❝❡ ♥♦ ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡
❞✐s♦r❞❡r ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥✲
❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ n(r⃗ ) t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t
r❡❞✴❜❧✉❡ ❝♦❧♦r ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❛✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(r⃗ ) ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ = 6 = 3λ0✱ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✿ min[n(r⃗ )] = 1
❛♥❞ max[n(r⃗ )] ≈ 1.19✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ mean[n(r⃗ )] ≈ 1.1 ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✮✳
❚❤❡ s❝❛❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤✐s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡t✉♣ ✐s ❛❣❛✐♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❊q✳ ✭❆✳✷✵✮ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞✉❧❛r r❡❝✉rs✐✈❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✶✷✻✱ ✶✷✼ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
st❛t❡s ψ(r⃗ ) ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✉♥✐t❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✷✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❛♥❞ s✉✲
♣❡r✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦✳ ■♥ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ✜rst 100 ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s ✭♦✉t ♦❢ ✷✵✵✮ t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ str✉❝t✉r❡
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s t❤r♦✉❣❤ ♦✉r s❡t✉♣ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❛✮✳
❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇❡ r✐s❡ t♦ ✐♥ ❛ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②

t❤r♦✉❣❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❧❡❛❞✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐♥✈♦❧✈❡ ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t✳ ❆s
t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠ ♥❛t✉r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t
❝❡rt❛✐♥ s♣♦ts ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐①



✻✹ ✸✳✷ ❇r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇

t ❢♦r ♠♦❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ s♣♦ts ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❝❧❡❛♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
❜r❛♥❝❤❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♠❛② r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛t t❤❡
♦✉t♣✉t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛rr✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢❛❝❡t ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❛t x = L✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮✳ ❙❡✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐t②
♠❛①✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡✴♠❛❣❡♥t❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠✉♠
✇❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡t ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t̄ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❧❡❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✼✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ t̄✱ ✇❡ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ❜❛s✐s ✐♥t♦
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❜❛s✐s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t̄ba
♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❤❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts a
❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✭✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✷✵✵ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❡❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✷✵✵
♦♣❡♥ ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s✮ t♦ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts b ❛r♦✉♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳
■♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞
t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡❛❦ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❝✉t ♦✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✇s ❢❛❧❧✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ r❡❣✐♦♥ t♦ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t̄✳
❖✉r ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝❧❡❛♥ ❜r❛♥❝❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ s✐♥❣✉❧❛r

✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❉✮ ♦❢ t̄✱ ✐✳❡✳✱

t̄ = UΣV †, ✭✸✳✶✶✮

❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ (i) ✐♥ t❤✐s tr✉♥❝❛t❡❞ s♣❛t✐❛❧
❜❛s✐s ❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Σ = diag [

√
τ (i)]✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① U

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t̄ t̄ † ❛♥❞ V ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t̄ †t̄✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ (i) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥❝❤❛♥♥❡❧s τ⃗ (i)

✭❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ V ✮ t❤❛t tr❛♥s♠✐t t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s✐t② t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡✲
❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡s❡ ❤✐❣❤❧②
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐❧❧ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✇❡ ❛r❡ ❛❢t❡r✳ ❚♦ t❡st t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t̄✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❈❤❡❝❦✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❜✮✱✭❡✮✲✭✐✮✱✭♣✮✱✭t✮✱ ✇❡ ✜♥❞
t❤❛t ❛ ❝❧❡❛♥ ❜r❛♥❝❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❡ ❛❧s♦
✜♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❡✐❣❡♥❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦❧❧♦✇ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✭♦✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠✲
♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❜❛rs ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✮ ✇✐t❤ ❛♥✲
♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❉❡♠❛♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t♦
❛ ❞❡s✐r❡❞ r❡❣✐♦♥ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥❝❤❛♥♥❡❧s ✐s t❤✉s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❧❡❛♥ ❜r❛♥❝❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛t ♦♥❝❡✳ ■♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✻✺

❡①♣❡r✐♠❡♥t s✉❝❤ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t t❤❛♥ ✐♥ ♦✉r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s ✶✶✽✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ❛❧s♦ s✉❝❤ ♠✐①❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦✇

❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡②
✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s t❤❛t ♠❛② ❜♦t❤ ❜❡ ❤✐❣❤❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✼✭♦✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡✲❞❡❧❛②s ✭❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤ ❧❡♥❣t❤s✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ qω = −it̄−1∂t̄/∂ω
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ r❡❞✉❝❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t̄✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥✈❡rs❡ ♦❢
t̄✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ qω✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ❛♣♣❧② ❛❣❛✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛
s✉❜✲♣❛rt ♦❢ t̄ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r Nη ♦❢ ❤✐❣❤❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s
✭✇✐t❤ η ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈❛❧✉❡✮✳ s✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r q̃ω ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
st❛t❡s ♦♥❧②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η = 0.8 ♣r♦✈❡❞ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ q̃ω ❛r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞
t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rts ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞❡❧❛②s ✻✼✳
❚♦ ♣✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ t❡st✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛t❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭♦✮ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡✲❞❡❧❛②s✳ ❆ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t̄ r❡✈❡❛❧s
t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s 9 s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ η = 0.8✳ ✐t❤ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❡ ❝❛♥
♥♦✇ ❝♦♥str✉❝t q̃ω ❛♥❞✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✜♥❞ ❛♠♦♥❣ ✐ts ❡✐❣❡♥st❛t❡s u⃗ (i) t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞s
t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t✇♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭r✮ ❛♥❞ ✭s✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs u⃗ (i) ❢❡❛t✉r❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❧❡❛❞✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❝❛rr②
t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t l✱ ✐✳❡✳✱ u⃗ (i)

l ✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❦✐♣ t❤✐s s✉❜s❝r✐♣t ❢♦r ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳
❘❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡s t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤✉s ②✐❡❧❞s ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡✱ ❤♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❢❡✇ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡s t❤❛t ♠✐① t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s
❛s✱ ❡✳❣✳✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❥✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t✉r♥ ♦✉t
t♦ ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤♦s❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s τ⃗ (i) ✇✐t❤ t❤❡
s♠❛❧❧❡st t✐♠❡✲❞❡❧❛②s s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❣✮ ❛♥❞ ✭✐✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦❢ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❡✐❣❡♥st❛t❡ τ⃗ (i) ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡
t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r qω✱ ✐✳❡✳✱ [τ⃗ (i)]†qω τ⃗

(i)✳
❖♥❡ ♠❛② t❤✉s ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦ t✉r♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ str❛t❡❣② ♦♥ ✐ts ❤❡❛❞ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❢♦r

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ s❤♦rt t✐♠❡✲❞❡❧❛②s✳ ❙✐♥❝❡ ♥❡✐t❤❡r ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ♦♣♣♦s✐t❡ str❛t❡❣✐❡s s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡♠ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ s②♥❡r❣✐st✐❝ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r✿
✭✐✮ ❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡s τ⃗ (i) ♦❢ t̄ †t̄ ❛♥❞ u⃗ (i) ♦❢ q̃ω✱ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t̄ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮✳

✭✐✐✮ ❡ s❡❧❡❝t t❤♦s❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❡✐❣❡♥st❛t❡ s❡ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡② t✉r♥
♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❛s❡s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱



✻✻ ✸✳✷ ❇r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇

(a) (b) (c)

time-delay transmission

time-delay

mixed
transmission

1
(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)

(m) (n) (o)

(p) (q) (r)

(s) (t) (u)

2 2

2 3 3

3 3 3

3 4 4

5 5 6

6 6 6

6 7 7

time-delay

time-delay transmission transmission

transmission transmission transmission

mixed
time-delay
time-delay

time-delay time-delay
time-delay

transmission time-delaytime-delay

transmission time-delay

❋✐❣ ✸✳✼✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t̄ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❡❛❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t♣✉t r❡❣✐♦♥s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❜✮ ✭s❡❡ ❜❧✉❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❛rs ❤❡r❡✮✳
❚❤❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ str✉❝t✉r❡ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❛✮ ✐s ❞r❛✇♥ ❛s ❛ ❣r❛② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❡ s❤♦✇ ❛❧❧
❡✐❣❡♥st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ st❡♣s ✭✐✮✲✭✐✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦
t❡①t ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡✐❣❡♥st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❜② ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✐♥❝❡
t❤❡② ❛❞❞r❡ss t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ❛t ♦♥❝❡ ✭r❡❞ ❧❛❜❡❧✮✳ ❚❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r ♦✉t♣✉t r❡❣✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭s❡❡ ♥✉♠❜❡rs ✶ t♦ ✼✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡
♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❧❛❜❡❧ ✐s ❛r♦✉♥❞ 89% ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ❜❛rs✳



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✻✼

✇❡ ♣r♦❥❡❝t ❡❛❝❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r u⃗ (i) ♦♥t♦ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r
τ⃗ (i)✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts mij = [u⃗ (i)] †τ⃗ (j)✳ ✭❚❤❡
♠❛tr✐① m ✐s ♥♦t ✉♥✐t❛r② s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡✲s❡ts ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✮✳ ❋♦r t❤❡
❝❛s❡ t❤❛t t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① m ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✇✴❝♦❧✉♠♥✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ |mij| > 0.9✳

✭✐✐✐✮ ■♥ ❛ ❧❛st st❡♣✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ❡✐❣❡♥st❛t❡ s❡t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✇✴❝♦❧✉♠♥ ♦❢ m✳ ❖✉r t❛s❦ ❤❡r❡
✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤♦s❡ st❛t❡s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞ t♦ ❞✐s❝❛r❞
t❤♦s❡ st❛t❡s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ❛t ♦♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts mij ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣❡r s❡ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s
♦♥❧②✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇ ❤❡r❡✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞✴♦r ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥✲
st❛t❡ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♣❡rt✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤✐s t❛s❦ s✐♥❝❡ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♠♦r❡
❝♦♥✜♥❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❛❞✐❛t❡ ✐♥t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ❛ st❛t❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t̄ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣✐①❡❧ ❜❛s✐s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs u⃗ (i) ❛♥❞ τ⃗ (i) ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤✐s s♣❛t✐❛❧ ❜❛s✐s ❛s ✇❡❧❧✳ ❇② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
|cyn|✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ n✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r u⃗ (i) ♦r τ⃗ (i)✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛t t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✭x = 0✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❛t t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs u⃗ (i) ❛♥❞ τ⃗ (i)

✐♥t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❜❛s✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs k⃗
(n)
y ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❜❛s✐s✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts |ckn|✳ ❋✐❣✉r❡
✸✳✽✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭♦✮ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✼✭r✮ ✭❜❧✉❡✮✳ ❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛t❡
✐s ❜r♦❛❞❡r ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❢❡❛t✉r❡s ♠♦r❡ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛②
st❛t❡✳ ❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛t❡ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
❛❞❞r❡ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② st❛t❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦♥❧② ♦♥❡
s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❧♦ts s❤♦✇♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭♦✮ ❛♥❞
❋✐❣✳ ✸✳✼✭r✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲
❞❡❧❛② st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❥✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭✐✮✳
❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✽✭❝✮ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② st❛t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡
✇❛✈❡ ♣❧♦ts✳ ❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡s u⃗ (i) ❛♥❞
τ⃗ (i) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤♦s❡ st❛t❡s ♦✉t
♦❢ ❜♦t❤ ❡✐❣❡♥st❛t❡ s❡ts ✭t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✮ t❤❛t ❡①❝✐t❡
♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤✳



✻✽ ✸✳✷ ❇r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇

❋✐❣ ✸✳✽✿ ✭❛✮✱✭❜✮ ❙♣❛t✐❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♣❡rt✉r❡
✭❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = 0 ❜❡t✇❡❡♥ y/λ0 ≈ 37 ❛♥❞ y/λ0 ≈ 62✮ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭r❡❞✮ ❛♥❞
t✐♠❡✲❞❡❧❛② st❛t❡ ✭❜❧✉❡✮ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭♦✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭r✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛t❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❡①❝✐t❡ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ❛t ♦♥❝❡✳ ✭❝✮✱✭❞✮ ❙♣❛t✐❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭r❡❞✮ st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❥✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭✐✮✳
❋r♦♠ t❤❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛t❡ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❡①❝✐t❡ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❧♦ts✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✐❡s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤r❡❡ st❡♣s ✭✐✮✲✭✐✐✐✮✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦t❛❜❧② r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t̄✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❜r❛♥❝❤ st❛t❡s
✭s❡❡ ❛❧❧ st❛t❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❝❦ t❡①t ❧❛❜❡❧✮ t❤❛t st❛② ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ ♦✈❡r
89% ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ s❡✈❡♥ ♦✉t♣✉t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t
♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ✇❛✈❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t♦
❛ ✇❡❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡t❛✐❧ t❤❛t ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❤❡r❡ ✐s
t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ②✐❡❧❞s ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❜✉t✱ ✐♥
❢❛❝t✱ ❛❧s♦ st❛t❡s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r tr❛♥s✈❡rs❡
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭❝✮✱✭❢✮✱✭❤✮✱✭❧✮✱✭♥✮✱✭r✮ ✻✺✳
❚♦ ✉♥❞❡rs❝♦r❡ t❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜r❛♥❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✇❡

✐❞❡♥t✐❢② ❤❡r❡✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✐♥t♦ ❛ ❝❧❡❛♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡



❈❤❛♣t❡r ✸ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✻✾

✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞✐s♦r❞❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡
st❛t❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✐♥s❡ts✮✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ✇❡
✐❞❡♥t✐❢② ❤❡r❡ ❞♦ ♥♦t ❥✉st r❡❧② ♦♥ ❛ tr✐✈✐❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❛rr♦✇ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ st❛t❡s✬ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥✳

(a) (b)

(c) (d)

❋✐❣ ✸✳✾✿ ✭❛✮✲✭❞✮ ❊✐❣❡♥st❛t❡s ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✼✭✐✮✱✭❦✮✱✭♠✮✱✭q✮ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡♠♣t② ✇❛✈❡❣✲
✉✐❞❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r r❡❢r❛❝✲
t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜r❛♥❝❤
st❛t❡s ❝r✉❝✐❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐s♦r❞❡r ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡
❜❛rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❡①✐ts t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ✭s❡❡ ✐♥s❡ts✮✳

■♥ ❛ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t ♦✉r ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞
s✐♥❣❧❡✲❜r❛♥❝❤ st❛t❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ st❛❜❧❡ ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ❜r❛♥❝❤❡❞
✢♦✇ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✶✵✭❛✮ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❜r❛♥❝❤ st❛t❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❢♦r♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜r❛♥❝❤ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✭❜✮✲✭❞✮ ❛t t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡✲st❡♣s ✭t1 < t2 < t3✮✳ ❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ tr❛♥s✐ts t❤❡ s②st❡♠
✇❤✐❧❡ st❛②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜r❛♥❝❤ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❤♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ✇❛✈❡s t❤r♦✉❣❤

❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❞✐s♦r❞❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❙✉❝❤ s②st❡♠s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦
❜r❛♥❝❤❡s ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡s tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❥❡❝t ✇❛✈❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇ tr❛✈❡❧s



✼✵ ✸✳✷ ❇r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇

(a) (b)

(c) (d)

t1

t2 t3

❋✐❣ ✸✳✶✵✿ ✭❛✮ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r
❧❛♥❞s❝❛♣❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s♦r❞❡r r❡❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✭❛✮✳ ✭❜✮✲✭❞✮ P✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ s❤♦✇♥
✐♥ ✭❛✮ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡✲st❡♣s ✭t1 < t2 < t3✮✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ r❡♠❛✐♥s s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♥✜♥❡❞
✇❤✐❧❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ●❛✉ss✐❛♥✲s❤❛♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ σ ≈ 0.034k0✱ ✇✐t❤ k0 ❜❡✐♥❣
t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✳

❛❧♦♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤ ❛❧♦♥❡✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✜♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ♣✉❧s❡s t❤❛t r❡♠❛✐♥ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ♦♣t✐❝s
r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s✉❜✲♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐s t❤✉s ✇✐t❤✐♥ r❡❛❝❤
♦❢ ♣r❡s❡♥t✲❞❛② t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❡ ❡①♣❡❝t ♦✉r ✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜❧❡ ❢r♦♠ s❝❛❧❛r t♦
✈❡❝t♦r ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ t✇♦ t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐t ♠❛② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ qω✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st❛t❡s t❤❛t

❛r❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ω✱ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❡ t❛❦❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡s t♦ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ s✉❝❤ ❛s
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ st❛t❡s t❤❛t ✕ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✕ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❛
❧♦❝❛❧ s❤✐❢t ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ s❝❛tt❡r❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡
♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✇❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢❡r
❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t ❜✉r✐❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❞✐s♦r❞❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ ❛ t❛r❣❡t ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
♣r❡ss✉r❡ ♦r t♦rq✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢♦❝✉s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳



❈❤❛♣t❡r ✹

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r✽

❤✐❧❡ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❧❡❞ t♦ ♥✉♠❡r♦✉s
✐♥s✐❣❤ts✱ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✐❣♥❡r✲
❙♠✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② s✉❜st✐t✉t❡ ω → α ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧
t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ ✭●❙✮ ♦♣❡r❛t♦r

Qα = −iS−1(α)
∂S(α)

∂α
, ✭✹✳✶✮

❢❡❛t✉r✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ st❛❜❧❡ t♦ ✜rst ♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❝❛♥
❧✐t❡r❛❧❧② ❜❡ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❞❡♣❡♥❞s ♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ❊q✳ ✭✹✳✶✮
❞❡✜♥❡s ❛ ✇❤♦❧❡ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ✐♥❤❡r✐t t❤❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❥✉st ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ●❙✲♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ α = ω✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Qα✱ τ

(i)
α ✱ ❛

♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❛♥❛❧♦❣②✿ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ (i)
ω ♦❢ t❤❡ ✐❣♥❡r✲

❙♠✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r Qω ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✮ ❛r❡ t❤❡
t✐♠❡✲❞❡❧❛②s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ❆s t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❝♦♥❥✉✲
❣❛t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮✱ t❤❡ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r Qα

✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α✮ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ
(i)
α t❤❛t ❛r❡

t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ q✉❛♥t✐t② t♦ α✳ ■♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t②
α ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠
✭❧✐❦❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
s❝❛tt❡r❡r✳ ❋♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r❡r✱ ✐✳❡✳✱ α = x✱

✽ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠② ❢♦r♠❡r ❝♦❧❧❡❛❣✉❡
P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ♠② ❝✉rr❡♥t ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ▼✐❝❤❛❡❧ ❍♦r♦❞②♥s❦✐✱ ▼❛tt❤✐❛s ❑ü❤♠❛②❡r ❛♥❞ ❑❡✈✐♥
P✐❝❤❧❡r✱ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧ ❛♥❞ ❤✐s ❢♦r♠❡r P❤❉✲st✉❞❡♥t ❏✉❧✐❛♥ ❇ö❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✐✈❡rs✐té ❈ôt❡ ❞✬❆③✉r
❛♥❞ ❛♥ ✳ ❋②♦❞♦r♦✈ ❢r♦♠ ❑✐♥❣✬s ❈♦❧❧❡❣❡ ✐♥ ▲♦♥❞♦♥✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❜② P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍♦r♦❞②♥s❦✐✱ ▼❛tt❤✐❛s ❑ü❤♠❛②❡r ❛♥❞ ♠②s❡❧❢✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ▼❛tt❤✐❛s ❑ü❤♠❛②❡r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❏✉❧✐❛♥ ❇ö❤♠ ❛♥❞ ❑❡✈✐♥ P✐❝❤❧❡r ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✳ ❚❤❡ t❡①t
❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ❥♦✐♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✻✾✱ ✼✵✳



✼✷

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇❤♦s❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ st✉❞② t❤❡s❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs Qα ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s②st❡♠ ❛s

s❤♦✇♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✭❝✮✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ t❛r❣❡t ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛
❞✐s♦r❞❡r ❢♦r♠❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs α s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t✬s ♣♦s✐t✐♦♥✱ r❛❞✐✉s✱ ❛♥❣✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ Qα ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛ ✇❡❧❧✲
❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♣r❡ss✉r❡ ♦r t♦rq✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢♦❝✉s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
t❛r❣❡t✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r Qα✱ τ

(i)
α ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❘❡❢✳ ✼✵✿

⟨u|Qα|u⟩ = 1

2
⟨ψu|∂V

∂α
|ψu⟩, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ |u⟩ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ st❛t❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❦❡t ✐♥ t❤❡ ❜r❛✲❦❡t ♥♦t❛t✐♦♥
✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ✈❡❝t♦r u⃗ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜❛s✐s✮✱ |ψu⟩ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ V ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s V = k2

0n
2(x, y) ✇✐t❤ k0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ n(x, y) t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡

✐♥❞❡①✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ✐s ❛ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ s✐♥❝❡ ✐t r❡❧❛t❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s
s✉❝❤ ❛s Qα ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t |u⟩ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ |ψu⟩ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ∂V/∂α✳ P❧❡❛s❡
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✷✮ ❞♦❡s ♦♥❧② ❛❝t ♦♥ V ❛♥❞ ♥♦t ♦♥
t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |ψu⟩✳ s✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✷✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛s❦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ s❤❛♣❡
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t |u⟩ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛ t❛r❣❡t ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛② ✭✈✐❛ ∂V/∂α✮✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❢♦r α ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r Qα ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✷✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t
②✐❡❧❞s ❡✐❣❡♥st❛t❡s t❤❛t tr❛♥s❢❡r ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t❀
s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ♣♦s✐t✐♦♥ α = r⃗ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r❀ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r t❛r❣❡t α = R ❣r❛♥ts ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❡①❡rt❡❞
♦♥ ✐t❀ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t α = ε = n2 ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
✇❛✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② st♦r❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳
❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ●❙✲♦♣❡r❛t♦rs Qα ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣

❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t❤r♦✉❣❤ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♣❧❛t❡s✳ ❊✐❣❤t ❛♥t❡♥♥❛s ♦♥
❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥❥❡❝t ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✐♥t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s 12.75●❍③✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λ0 =
2.35 ❝♠ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡✐❣❤t tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞
❜② r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ❚❡✢♦♥ s❝❛tt❡r❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✳
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❋✐❣ ✹✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣❡♦♠❡tr② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ t♦♣ ♣❧❛t❡
✭♥♦t s❤♦✇♥✮ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❣r✐❞ ♦❢ s♠❛❧❧ ❤♦❧❡s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡
s②st❡♠ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❘❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝✐r❝✉❧❛r ❚❡✢♦♥ s❝❛tt❡r❡rs ✭❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ε = 2.0736 ❛♥❞ r❛❞✐✐ 2.55♠♠ ♦r 11♠♠✮
❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ t❛r❣❡t s❝❛tt❡r❡r✱ ✇❤♦s❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s✐③❡ ❛♥❞
s❤❛♣❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❞✲s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✹✳✷✲✹✳✺✳ ❊✐❣❤t ❛♥t❡♥♥❛s ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ✭♥♦t s❤♦✇♥✮
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t♦ ✐♥❥❡❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ϕ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲s❤❛♣❡❞ ♠❡t❛❧✲
❧✐❝ t❛r❣❡t ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♠♣t② ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✭❛✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r Qϕ = −iS−1∂S/∂ϕ✱ ✇❡
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
ϕ = ±5◦ ❛♥❞ 0◦ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂S/∂ϕ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❆s
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❘❡❢✳ ✼✵✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Qϕ

❛r❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t♦rq✉❡ Mz t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡ u⃗
(i)
ϕ ❡①❡rts

♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✿

Mz[u⃗
(i)] ≡

∫︁
C

[m⃗⊥(c⃗ )× n⃗(c⃗ )|∂n⃗ψ(c⃗ )|2]zds = 2τ (i)
ϕ , ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡ C
❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② c⃗✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ n⃗(c⃗ )|∂n⃗ψ(c⃗ )|2 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡ ❛t
❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①❡r❝✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ψ ❛♥❞ m⃗⊥(c⃗ ) ✐s t❤❡ ❧❡✈❡r
✭t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss t❤❛t ✐s
♥♦r♠❛❧ t♦ n⃗✮✳ ❚❤✉s✱ ❊q✳ ✭✹✳✸✮ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Qϕ✱ τ

(i)
ϕ ✱ ✇✐t❤ t❤❡

t♦rq✉❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡ u⃗
(i)
ϕ tr❛♥s❢❡rs ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❡ ♥♦✇ ✐♥❥❡❝t
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t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ Qϕ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ (i)
ϕ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ✐♥t♦ t❤❡

✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✭❛✮✳ ❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ✇❛✈❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ❝♦r♥❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡✈❡r ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st t♦rq✉❡✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❋✐❣✳ ✹✳✷✭❛✮✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✭❝✮ t❤❡
❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ Qϕ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ sq✉❛r❡ t❛r❣❡t ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥s✐❞❡
r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❊✈❡♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡ st❛t❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥t♦ ♦♥❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡✱ t❤✉s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲
❞❡✜♥❡❞ t♦rq✉❡ ♦♥t♦ ✐t✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✭❞✮ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇✐t❤
❛ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡✬s ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② s♠❛❧❧ ❛t
t❤❡ t❛r❣❡t✬s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦ t♦rq✉❡ ♦♥t♦ ✐t✳
❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✭❛✮ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❡①❡rts ♥♦t ♦♥❧② ❛

t♦rq✉❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❢♦r❝❡ t❤❛t ♠♦✈❡s t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ✐s
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤♦✉t ♠♦✈✐♥❣ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
t✇♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s u⃗

(1)
ϕ ❛♥❞ u⃗

(2)
ϕ ♦❢ Qϕ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣❧② ❛ ❤✐❣❤ t♦rq✉❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❤❛s ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳ ■♥
❋✐❣✳ ✹✳✷✭❜✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛ ✇❛✈❡ st❛t❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t✇♦ st❛t❡s✱
✐✳❡✳✱ s⃗ = u⃗

(1)
ϕ + u⃗

(2)
ϕ ✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣

♦♥t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳
■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s t❤❡

r❛❞✐✉s R ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡r✳ ✐t❤ ❊q✳ ✭✹✳✷✮ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ QR✱ τ

(i)
R ✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✳ ❚♦ ❜❡

♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ (i)
R ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡

r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ P t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡ u⃗
(i)
R ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✿

P [u⃗
(i)
R ] ≡

∫︁ 2π

0

|∂ρψ(ρ = R)|2dϕ = −2τ
(i)
R /R, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡r ✇✐t❤ r❛❞✐✉sR
❛♥❞ ψ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡ u⃗ (i)

R ✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s u⃗ (i)

R ❛♣♣❧② ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ P t♦ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
t❛r❣❡t s❝❛tt❡r❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
♠❡❛s✉r❡❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❛✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡t❛❧❧✐❝ s❝❛tt❡r❡r ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ❚❡✢♦♥ s❝❛tt❡r❡rs✳
❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦♥ ❛❧❧ s✐❞❡s ♦❢
t❤❡ s❝❛tt❡r❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥t♦ ❛
t❛r❣❡t✱ ✇❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❜✮ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧②
❛✈♦✐❞s t❤❡ t❛r❣❡t✳
❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ t❛r❣❡t t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♥♦✇ ✐s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝

❝♦♥st❛♥t ε✳ ❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r Qε ②✐❡❧❞s ❡✐❣❡♥st❛t❡s
u⃗

(i)
ε ✇❤♦s❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ (i)

ε ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② I ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡



❈❤❛♣t❡r ✹ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r ✼✺

❋✐❣ ✹✳✷✿ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦r ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ Qϕ ❢♦r ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ t❛r❣❡t
✭✇❤✐t❡ ♦✉t❧✐♥❡✮ ❢♦r ✭❛✱❜✮ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❛r❣❡t ✐♥ ❛♥ ❡♠♣t② ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❢♦r ✭❝✱❞✮
❛ sq✉❛r❡ t❛r❣❡t ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥
❞✐s♣❧❛②❡❞ ❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❞✲s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ✭❛✮ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡

❡✐❣❡♥st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ τ
(max)
ϕ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t

♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡✈❡r✱ t❤✉s tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♠♦st t♦rq✉❡✳ ✭❜✮ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ t❤❛t tr❛♥s❢❡rs ♦♥❧② ❛♥❣✉❧❛r✱ ❜✉t
♥♦ ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉✐❧❞s ✉♣ ♦♥ ❜♦t❤
♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦tr✉❞✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ✭❝✱❞✮ ❋♦r ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ sq✉❛r❡ t❛r❣❡t ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✭❝✮ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

|τ (max)
ϕ | ≈ 5.85 t♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ t❤❛t ❤❛s ❛ ✭❞✮ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ |τ (small)

ϕ | ≈ 0.2✳

✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✜♥❞

I[u⃗ (i)
ε ] ≡

∫︁
|ψ(x, y)|2dA = 2τ (i)

ε /k2
0, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ A ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♦✉r t❛r❣❡t s❝❛tt❡r❡r✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ε ✐s
❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ Qε = −iS−1∂S/∂ε ❛♥❞ ψ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡ u⃗

(i)
ε ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ t❡❧❧s ✉s t❤❛t ✐❢

✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ t❛r❣❡t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st ✐♥❥❡❝t
❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ Qε ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚r❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛
t♦ ♦✉r ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❝♦♥st❛♥t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Qε ✭❢r♦♠ ε = 1.4884 t♦ 1.7689 t♦ 2.0736✮ ❜② ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✭❢r♦♠ h = 4 t♦ 6 t♦ 8♠♠✮ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❚❡✢♦♥ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ r❛❞✐✉s



✼✻

❋✐❣ ✹✳✸✿ ✭❛✮ ■♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲

✈❡❝t♦r ♦❢ QR ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s |τ (max)
R | ≈ 709 ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s❤♦✇✐♥❣

❛ str♦♥❣ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✭r❛❞✐✉s R = 14♠♠✮✳ ✭❜✮ ■♥t❡♥s✐t② ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ QR ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ |τ (small)
R | ≈ 86✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✈❡r✐❢② ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t✉♥❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
♣r❡ss✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

R = 3.75♠♠✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✭❛✮ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ u⃗

(max)
ε ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛

str♦♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❛r❣❡t✳ ■♥❥❡❝t✐♥❣✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✭❜✮ ②✐❡❧❞s ❛ ✇❛✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧②
❛✈♦✐❞s t❤❡ t❛r❣❡t ✕ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ ♦✉r t❤❡♦r②✳

❋✐❣ ✹✳✹✿ ✭❛✮ ■♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ Qε ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

|τ (max)
ε | ≈ 1.96 s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r t❛r❣❡t✳ ✭❜✮ ■♥t❡♥✲

s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ |τ (small)
ε | ≈ 0.46

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❝❧❡❛r❧② ❛✈♦✐❞s t❤❡ t❛r❣❡t✳

■♥ ❛ ❧❛st st❡♣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ●❙✲♦♣❡r❛t♦r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢



❈❤❛♣t❡r ✹ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r ✼✼

❛ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❋♦r ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R✱ t❤❡ r❡s✉❧t r❡❛❞s

F [u⃗
(i)
ˆ⃗n
] ≡ ˆ⃗n ·

∫︁ 2π

0

(︂
cosϕ
sinϕ

)︂
|∂ρψ(ρ = R)|2dϕ = −

2τ
(i)
ˆ⃗n

R
, ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ˆ⃗n ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ F ✐s ❝❤♦s❡♥ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❝❛s❡ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r❝❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ st❛t❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ s❤✐❢t ✇❤❡♥ s♣❛t✐❛❧❧②
♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ s❝❛tt❡r❡r ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ˆ⃗n✳ ♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❡ s❤♦✇ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡
●❙✲❝♦♥❝❡♣t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Qˆ⃗n✱ ✇♦r❦s ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡
❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✻✾✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s❛♠❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s❡t✉♣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ❜✉t ♥♦✇ ❛t ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ 15.5●❍③ ✇❤❡r❡ 10 tr❛♥s✈❡rs❡ ❧❡❛❞ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
✇✐t❤ 10 ❛♥t❡♥♥❛s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❡❛❞✳ ❋♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r✲
s❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ 10×10 tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ✇❡ s❤✐❢t t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ t❛r❣❡t s❝❛tt❡r❡r ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ˆ⃗n = y✳ ■♥
❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r Qω✱ ✇❡ ✉s❡ ♥♦✇ ✐ts ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
qy = −it−1∂t/∂y ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❛✮ ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡
❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❤♦✇ ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉✐❧❞ ✉♣
❛t ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤✉s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ✐t✳
❚❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥s
✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❜✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r qy ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✻✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❘❡❢✳ ✻✾✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❣❛✐♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹ t♦ st✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
q̃y✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s τ

(i)
α ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② t❤❡② ❛r❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐♥ ❊qs✳ ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮ ❛r❡ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ t❛r❣❡ts✳ ❡
s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❘❡❢✳ ✼✵ t❤❛t s✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❛r❣❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st✐❧❧ str✐❝t❧② ❧✐♥❡❛r✳
❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦✉r ●❙✲❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐♥ t❤❛t ✜❡❧❞ ✐s
t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❝r❡❛t❡s ❢♦r❝❡s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t t❤❛t



✼✽

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡s s✉❝❤ ❛s ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✽✱ ✶✷✾✱ ✢✉✐❞
❞②♥❛♠✐❝s ✶✸✵✱ ♠✐❝r♦r♦❜♦t✐❝s ✶✸✶ ❛♥❞ ❢♦r t❡sts ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ✶✸✷✱ ✶✸✸✳
❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣②✱ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♦❢t❡♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐❛ ✭❡✳❣✳✱ t✐ss✉❡✮ ♦r t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ✐s
❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤❛♣❡❞✳ ✐t❤ ♦✉r ●❙✲❝♦♥❝❡♣t ✇❡ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜♦t❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱
✇❡ ❝❛♥ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤❛♣❡❞ t❛r❣❡t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥
❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦✉r ✇♦r❦ ♠❛② s❡r✈❡ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡✲♣♦st
t♦✇❛r❞s ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛✈❡❢r♦♥t
s❤❛♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❋✐❣ ✹✳✺✿ ✭❛✮ ■♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ qy ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡

❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s |τ (i)
y | ≈ 96.9, 81.6 ❛♥❞ 66.9 s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❛t ♦♥❡

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ s❝❛tt❡r❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ♦♥t♦ ✐t✳ ✭❜✮ ■♥t❡♥✲
s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
|τ (i)

y | ≈ 1.9, 2.1 ❛♥❞ 6.0 ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❧❡❛st ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥t♦ ✐t✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s❡r✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❛s❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤
❝♦r❡ t♦♣✐❝s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✕ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✕ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ✇❛② ❛❧❧♦✇✐♥❣
✉s t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❜s♦r❜ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦ss② ❡❧❡♠❡♥t ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛
❝♦♠♣❧❡① s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❘❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤

❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✾

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥✈❡♥t✐♦♥s ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳ ■♥ ✐ts
s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✱ ❛ ❧❛s❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❣❛✐♥ ♠❡❞✐✉♠ t❤❛t ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ r❡s♦♥❛t♦r✳
❆♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ❣❡ts tr❛♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ ❣❡ts ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❡❛❝❤
t✐♠❡ ✐t ♣❛ss❡s t❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ✭❧❛s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✮✱
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ st❛rts t♦ ❡♠✐t ❝♦❤❡r❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t s❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡
♦✉ts✐❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤♦✉t ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S ❢❡❛t✉r❡s ♣♦❧❡s
❛♥❞ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ν✳ P♦❧❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❧♦✇❡r ❤❛❧❢ Im(ν) < 0 ❛♥❞ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ Im(ν) > 0 ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✱
s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳ ❆❞❞✐♥❣ ❣❛✐♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦✈❡s t❤❡ ♣♦❧❡s
✉♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❛❧ ν✲❛①✐s ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ♣♦❧❡ ❤✐ts ✐t✳ ❆t t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ν✱ t❤❡
❧❛s❡r st❛rts ❧❛s✐♥❣✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✿ ❛❞❞✐♥❣ ❧♦ss t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❞r❛❣s
t❤❡ ③❡r♦s ❞♦✇♥ ✉♥t✐❧ ♦♥❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳ ❆t t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
str❡♥❣t❤✱ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤t ❣❡ts ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❜s♦r❜❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t
♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r❜❡r ✭❈P❆✮ ✸✱ ✹✱ ✶✸✹✱ ✶✸✺✳
❙✉❝❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛

❧❛s❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s❡t✉♣s ✹✱ ✶✸✺✕✶✹✷✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈P❆ ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ❙✉❝❤ ❛ ✏r❛♥❞♦♠ ❈P❆✑
✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ✏r❛♥❞♦♠ ❧❛s❡r✑ ✹✵✱ ✼✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧✐❣❤t ✐s r❡s♦♥❛♥t❧②
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❘❡❛❧✐③✐♥❣ s✉❝❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❈P❆ ✐s
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❛s❡r ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❧✐❣❤t ✜❡❧❞ ✐♥ ❛❧❧ ✐ts ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❈P❆ ✭♦r r❛♥❞♦♠
❛♥t✐✲❧❛s❡r✮ ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡rs✳

✾ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❑❡✈✐♥
P✐❝❤❧❡r✱ ▼❛tt❤✐❛s ❑ü❤♠❛②❡r✱ P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❛♥❞ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✱ ❏✉❧✐❛♥ ❇ö❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✐✈❡r✲
s✐té ❈ôt❡ ❞✬❆③✉r✳ ❑❡✈✐♥ P✐❝❤❧❡r ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❏✉❧✐❛♥ ❇ö❤♠
✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✳ ▼❛tt❤✐❛s ❑ü❤♠❛②❡r ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❛s❦s
✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❤❡♦r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ▼❛tt❤✐❛s ❑ü❤♠❛②❡r✱ ❙t❡❢❛♥ ❘♦tt❡r
❛♥❞ ♠②s❡❧❢✳ ❚❤❡ t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♣❛rt✐❛❧❧② ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ❥♦✐♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✼✳



✽✵

❚❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❈P❆ ✐s ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ 6●❍③ ❛♥❞ 7.5●❍③ ❛❧❧♦✇s
❢♦✉r tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❧ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈P❆ ✕ ✇❡ ♣❧❛❝❡
❢♦✉r ❛♥t❡♥♥❛s ♦♥ ❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧②
♣❧❛❝❡ ✻✵ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❚❡✢♦♥ s❝❛tt❡r❡rs t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❡ ✐♥s❡rt ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✈❡r②
str♦♥❣ ❧♦ss ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✭✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✮ ✐♥❥❡❝t❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✐❣❤t ❛♥t❡♥♥❛s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ s❝❛tt❡rs ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r t♦
❣❡t ✜♥❛❧❧② ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣ ✺✳✶✿ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤❡r❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✐❣❤t ❛♥t❡♥♥❛s
✭❢♦✉r ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ■◗✲♠♦❞✉❧❛t♦rs t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦♥tr♦❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
♣❤❛s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥t❡♥♥❛ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ 10 ❝♠ s✉❝❤ t❤❛t ❛t ❛♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ 6●❍③ ❛♥❞ 7.5●❍③ ❢♦✉r tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✳
❆❜s♦r❜❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧
s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞✐s♦r❞❡r ❢♦r♠❡❞ ❜② 60 r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ❚❡✢♦♥ s❝❛tt❡r❡rs
✇✐t❤ r❛❞✐✉s r = 2.55♠♠✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥t❡♥♥❛
✐s ✐♥s❡rt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦♣ ♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳ ❚❤✐s ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❧♦ss ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛tr✐① S ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛s ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦✈❛❜❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳



❈❤❛♣t❡r ✺ ❘❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✽✶

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✇❛✈❡❢r♦♥t ❢♦r ❛ ❈P❆
✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ❈P❆✲st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ τCPA = 0 s✉❝❤ t❤❛t Su⃗CPA = 0⃗✱ ✇❤❡r❡ u⃗CPA ✐s
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣t② 0⃗ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♦♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ u⃗CPA ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥
❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡r✈❛❧ ❜r♦❛❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② ③❡r♦s ♦❢ S ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧♦ss ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ t❤❛t ❛r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞r❛❣ t❤❡
③❡r♦s ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ν✲❛①✐s✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱
✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s S ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❛❞❥✉st t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ str❡♥❣t❤ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❈P❆ ♦❝❝✉rs
❛♥❞ ✐♥❥❡❝t t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡ t❤❛t ❣❡ts ❛❜s♦r❜❡❞

❜② 99.78✪✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❛✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✐♥t❡♥s✐t② Iout/Iin ♦❢ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❈P❆✲st❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ν ✭❜❧✉❡
❧✐♥❡✮✳ ❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛ ✈❡r② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈P❆✲
st❛t❡ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜rst r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❤❛❧❧♠❛r❦ ♦❢ ❛ ❈P❆✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱

r❡❛❧✐③❡❞ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❈P❆ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❈❊❆✮
✺ ♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✸✻✱ ✶✹✸✕✶✹✺✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱
s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t ♦✉r ❈P❆✲st❛t❡ t♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣
❛♥t❡♥♥❛✱ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ st❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ st❛t❡ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♥♦ ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s
✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥❥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❙✉❝❤ ❛ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧
✐s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ s❤♦✇s ♥♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❛✮ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐♣ ✐s s❧✐❣❤t❧②
s❤✐❢t❡❞ ✭❜② 0.025✪✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❈P❆ ❢♦✉♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❣❧♦❜❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝
♣❧❛t❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t❡st✱ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ❈P❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❤❛♥❣❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❈P❆ r❡q✉✐r❡s ❛
③❡r♦ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ r❡❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛①✐s✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇♦✉❧❞ ♠♦✈❡ t❤✐s ③❡r♦
❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ ♥♦t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❜✉t ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡
✐♥❝r❡❛s❡ ✐t✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞
❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱
✜♥❞ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧♦ss ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
❛♥t❡♥♥❛ r❡❛❝❤✐♥❣ ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❈P❆ ♠✐♥✐♠✉♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❜✮✳ ❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❡①t❡♥❞✐♥❣ 7♠♠ ✐♥t♦ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❈P❆✲st❛t❡✳



✽✷

❋✐❣ ✺✳✷✿ ✭❛✮ ❘❛t✐♦ Iout/Iin ♦❢ ❛ ❈P❆✲st❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ν ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✱
✇❤❡r❡ Iin ✐s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛s ✭♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥✮ ❛♥❞ Iout ✐s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ |R|2
♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❇♦t❤
❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❈P❆✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛r♦✉♥❞ 7.1●❍③ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s
✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✭❜✮ ❘❛t✐♦ Iout/Iin ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t |R|2
✭r✐❣❤t✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ν ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣
❛♥t❡♥♥❛✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 6♠♠✱ t❤❡ ❈P❆ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✐♣ ✐♥ ❜♦t❤
Iout/Iin ❛♥❞ |R|2 ✜rst ❞❡❡♣❡♥s ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❧❡♥❣t❤ ✉♥t✐❧ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 7♠♠✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜② ❢✉rt❤❡r
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❧❡♥❣t❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❡ss ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳
✭❝✮ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❈P❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♥ ❞❡t✉♥✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ φ
✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ 2, 4 ♦r 6 ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ACPA ❛♥❞ ♣❤❛s❡ φCPA✮✳ ❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❈P❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

■♥ ❛ ♥❡①t t❡st ✇❡ st✉❞② t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❈P❆ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
✐♥♣✉t ✇❛✈❡❢r♦♥t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❥✉st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ✐♥♣✉t ❛♥t❡♥♥❛s ✐s ❞❡t✉♥❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t



❈❤❛♣t❡r ✺ ❘❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✽✸

❈P❆✲st❛t❡ u⃗CPA✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❝✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❈P❆ ❞✐♣ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ r❛t✐♦ Iout/Iin✮ ❣❡ts ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❜② ❢❛❝t♦rs ✉♣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
103 ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ✷✱ ✹ ♦r ✻
❛r❡ ❞❡t✉♥❡❞✳
■♥ ❛ ❢♦✉rt❤ t❡st ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣

❛♥t❡♥♥❛✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✢✉① ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ P♦②♥t✐♥❣
✈❡❝t♦r S⃗ ✐s s♦❧❡❧② ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥✇❛r❞s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛✱ s✉❝❤
t❤❛t ✇❡ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t
❝♦❞❡ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❡ ♠❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ✼✵✮✳ ❡ ✜♥❞
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞ ❈P❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✾✺✳✻✪ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❛❧✐③❡❞ ♦♥❡ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❈P❆✲st❛t❡ t♦
st✉❞② ✐ts ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❛✮✳ ❡ ✜♥❞✱
✐♥❞❡❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✢✉① ♣❛tt❡r♥ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ s♦❧❡❧② t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣
❛♥t❡♥♥❛✱ s❡❡ ✐♥s❡t ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❛✮✳
■♥ ❛ ❧❛st t❡st ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛

❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❈P❆✲❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❜✮✳ ❚❤❡ ❈P❆✲st❛t❡
❣❡ts t❤✉s ♠♦st❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❈P❆

✭♦r r❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✲♦❢✲♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r
❞❡s✐❣♥✐♥❣ t✉♥❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡rs ✇❤♦s❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛
♣❤❛s❡✲❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✕ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ♣❤②s✐❝s✳



✽✹

❋✐❣ ✺✳✸✿ ✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡
✇❤✐t❡ ❛rr♦✇ ♠❛r❦s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r S⃗ ∝ (iψ(∂/∂xψ)

∗, iψ(∂/∂yψ)
∗, 0)T ✭s❡❡

✐♥s❡t✮ ♦♥❧② ❤❛s ✐♥✇❛r❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡
✐♥s❡t ♠❛r❦ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✜❧❧❡❞ ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣
❛♥t❡♥♥❛✳ ✭❜✮ ▼❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈P❆✲st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❈❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❈P❆✲❢r❡q✉❡♥❝② νCPA✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❆✲st❛t❡ ✐s ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t✱
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ❤❛s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ |Tnorm|2 ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦♥ Iout/Iin✳ ❆s r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T 0

norm ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❈P❆✲st❛t❡ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② s❝❛tt❡r❡rs ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❈P❆✲st❛t❡ ✐s ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ s❝❛tt❡r❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳



❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❆s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧♦ss ❛♥❞
❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡♠ ❡✐t❤❡r ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦ss
❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦r ❜② s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t✳
❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❛✈❡s t❤❛t

❣❡t ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦r ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ ♠❡❞✐❛ ✐❢ ❛ ♣r♦♣❡r ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❡
st✉❞② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡
❤♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ❜② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t❤❡✐r ❣❛✐♥ ❛♥❞
❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ t✉♥❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲
✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡ t♦ ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛ ✇❛✈❡ ✇♦✉❧❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
str✉❝t✉r❡✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②
❝❧♦❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛r♦✉♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t ✭❛s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❝❧♦❛❦s✮ ❜✉t r❛t❤❡r r✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇✐t❤♦✉t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐st♦rt✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡
❛t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲
✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ❡✈❡♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♣✉❧s❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛
❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② str✉❝t✉r❡✳ ❡ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t②
✇❛✈❡s t♦ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ s❡t✉♣✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s
✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤✉s ♥✐❝❡❧② ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ♦✉r
❝♦♥❝❡♣t✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝r❡❛t❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥② ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t
♦♥❡✳ ❡ ❡①♣❡❝t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❢❛❧❧ ♦♥ ❛ ❢❡rt✐❧❡ ❣r♦✉♥❞ s✐♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡✬s
✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ✇❛✈❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♥st❛♥t✲✐♥t❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❢✉❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s②st❡♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ st✉❞② ❛ ♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❛✈❡❢r♦♥t s❤❛♣✐♥❣✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛②

♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ✐ts ❡✐❣❡♥st❛t❡s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ r❡♠❛r❦✲
❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡✐r ♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥ ✐s r♦❜✉st t♦ ✜rst ♦r❞❡r ❛❣❛✐♥st ❝❤❛♥❣❡s ♦❢
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡
st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t✱ ❢♦❝✉s❡❞
❛♥❞ r♦❜✉st tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛❞❞r❡ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❡✈♦❧✈✲
✐♥❣ ✇❤❡♥ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❜②
✐♥❥❡❝t✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ s✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦✲



✽✻

❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡✲❞❡❧❛②s✳ ❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦✉r ✇♦r❦ ✇✐❧❧ s♦♦♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛

❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✇❤♦❧❡ ♥❡✇ ♦♣✲
❡r❛t♦r ❝❧❛ss t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥②
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡
✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t t❤❡s❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝r❡❛t❡ ✇❛✈❡ st❛t❡s
t❤❛t tr❛♥s❢❡r ♦♥t♦ ❛ t❛r❣❡t ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♣r❡ss✉r❡ ♦r t♦rq✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢♦❝✉s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤❛♣❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥
❡✈❡♥ ❜❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❧✐❣❤t ✜❡❧❞s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❡ ❡♥✈✐s✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ t✇❡❡③❡r t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡
❛ ♠♦✈❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❛t❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜②
❞✐r❡❝t✐♥❣ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥ts ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡✳ s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r
❝♦♥❝❡♣t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ s❡t ✉♣ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ str♦♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ❤✐❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✱ ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t
❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✇♦r❦ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣❧② s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝❛r❡❢✉❧❧② s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t

✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥t♦ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❧♦ss② str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡✬s ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉①✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
♠❡❞✐❛ ✐s st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ s❡t✉♣✳ ❖✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✕ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞
s♦✉♥❞ ✜❡❧❞s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♦✣❝❡ s♣❛❝❡s ♦r ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡✳
❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡

t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✈✐❡✇ t❤❛t ❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❛r❡ s♦❧❡❧② ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ✐♥❣r❡✲
❞✐❡♥ts ♦❢ ♣❤♦t♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ st❛②❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠✳ ▲♦ss ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r
❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ t❛s❦s ❛♥❞ t❤❡② st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s✳



❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❡
st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❙■ ✉♥✐ts✮

∇⃗ · D⃗(r⃗, t) = ρf (r⃗, t), ✭❆✳✶✮

∇⃗ · B⃗(r⃗, t) = 0, ✭❆✳✷✮

∇⃗ × E⃗(r⃗, t) = − ∂

∂t
B⃗(r⃗, t), ✭❆✳✸✮

∇⃗ × H⃗(r⃗, t) = j⃗f (r⃗, t) +
∂

∂t
D⃗(r⃗, t), ✭❆✳✹✮

✇❤❡r❡ D⃗ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ✭♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✮✱ E⃗ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤✱ B⃗ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t②✱ H⃗ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ j⃗f t❤❡ ❢r❡❡
❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✱ ρf t❤❡ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r⃗ = (x, y, z)T t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳
❋✐rst ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s ✭ρf = 0✮ ❛♥❞ ♥♦ ❢r❡❡ ❝✉rr❡♥ts ✭⃗jf = 0⃗✮✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ D⃗ ❛♥❞ E⃗✱
❛♥❞ B⃗ ❛♥❞ H⃗ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

D⃗(r⃗, t) = ε0εr(r⃗, t)E⃗(r⃗, t) = ε0


 εr,11(r⃗, t) εr,12(r⃗, t) εr,13(r⃗, t)

εr,21(r⃗, t) εr,22(r⃗, t) εr,23(r⃗, t)
εr,31(r⃗, t) εr,32(r⃗, t) εr,33(r⃗, t)


 E⃗(r⃗, t), ✭❆✳✺✮

B⃗(r⃗, t) = µ0µr(r⃗, t)H⃗(r⃗, t) = µ0


 µr,11(r⃗, t) µr,12(r⃗, t) µr,13(r⃗, t)

µr,21(r⃗, t) µr,22(r⃗, t) µr,23(r⃗, t)
µr,31(r⃗, t) µr,32(r⃗, t) µr,33(r⃗, t)


 H⃗(r⃗, t),

✭❆✳✻✮

✇❤❡r❡ εr(r⃗, t) ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t❡♥s♦r✱ µr(r⃗, t) t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
t❡♥s♦r✱ ε0 t❤❡ ✭s❝❛❧❛r✮ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ µ0 t❤❡ ✭s❝❛❧❛r✮ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐✳❡✳✱ µr(r⃗, t) = 1✱ ✇✐t❤ ❛
st❛t✐❝ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ ✐✳❡✳✱ εr(r⃗, t) = εr(r⃗ )✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
t❡♥s♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢② ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥t♦ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s✿ str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✲
✐t② t❡♥s♦r ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭❜✉t ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ♠❛tr✐①✮ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✭t✇♦✮



✽✽ ❆✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥

❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜✐❛①✐❛❧ ✭✉♥✐❛①✐❛❧✮ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡❛s str✉❝✲
t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s②♠♠❡tr② ❛r❡ s✐♠♣❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t❡♥s♦r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐t
♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✭♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮
s❝❛❧❛r✱ ✐✳❡✳✱ D⃗(r⃗, t) = ε0εr(r⃗, t)E⃗(r⃗, t)✳
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝✉r❧ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥t♦ ❊q✳ ✭❆✳✸✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ✐❞❡♥t✐t②

∇⃗ × (∇⃗ × A⃗) = ∇⃗(∇⃗ · A⃗)− ∇⃗2A⃗✱ ✇❡ ❣❡t

∇⃗ ×
[︁
∇⃗ × E⃗(r⃗, t)

]︁
= ∇⃗

[︁
∇⃗ · E⃗(r⃗, t)

]︁
− ∇⃗2E⃗(r⃗, t)

= − ∂

∂t
∇⃗ × B⃗(r⃗, t) = −µ0

∂

∂t
∇⃗ × H⃗(r⃗, t), ✭❆✳✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ B⃗ = µ0H⃗✳ s✐♥❣ ❊q✳ ✭❆✳✶✮ ❛♥❞ D⃗(r⃗, t) = ε0εr(r⃗ )E⃗(r⃗, t)✱ ✇❡ ❝❛♥
❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

∇⃗ · E⃗(r⃗, t) = − 1

εr(r⃗ )
∇⃗εr(r⃗ ) · E⃗(r⃗, t)

= −∇⃗ ln[εr(r⃗ )] · E⃗(r⃗, t). ✭❆✳✽✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭❆✳✽✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭❆✳✹✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭❆✳✼✮✱ ✇❡ ❣❡t

− ∇⃗
{︁
∇⃗ ln[εr(r⃗ )] · E⃗(r⃗, t)

}︁
− ∇⃗2E⃗ = −µ0

∂2

∂t2
D⃗(r⃗, t) = −µ0ε0εr(r⃗ )

∂2

∂t2
E⃗(r⃗, t).

✭❆✳✾✮
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ t✐♠❡✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✱ ✐✳❡✳✱
E⃗(r⃗ , t) = E⃗0(r⃗ )e

iω0t✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✭♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E⃗0(r⃗ )✿

− ∇⃗
{︁
∇⃗ ln[εr(r⃗ )] · E⃗0(r⃗ )

}︁
− ∇⃗2E⃗0 =

ω2
0

c2
εr(r⃗ )E⃗0(r⃗ ), ✭❆✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ c2 = 1
µ0ε0

✇✐t❤ c ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ r✐t✐♥❣ ♦✉t t❤✐s
✈❡❝t♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ②✐❡❧❞s(︂

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)︂
E0,x ✭❆✳✶✶✮

= −ω2
0

c2
εrE0,x − ∂

∂x

[︂
E0,x

∂

∂x
ln(εr) + E0,y

∂

∂y
ln(εr) + E0,z

∂

∂z
ln(εr)

]︂
,(︂

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)︂
E0,y ✭❆✳✶✷✮

= −ω2
0

c2
εrE0,y − ∂

∂y

[︂
E0,x

∂

∂x
ln(εr) + E0,y

∂

∂y
ln(εr) + E0,z

∂

∂z
ln(εr)

]︂
,



❆♣♣❡♥❞✐① ✽✾

(︂
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)︂
E0,z ✭❆✳✶✸✮

= −ω2
0

c2
εrE0,z − ∂

∂z

[︂
E0,x

∂

∂x
ln(εr) + E0,y

∂

∂y
ln(εr) + E0,z

∂

∂z
ln(εr)

]︂
,

✇❤❡r❡ ✇❡ s❦✐♣♣❡❞ ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s❤♦✇
❤♦✇ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s✐♠♣❧✐❢② ❢♦r ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳
❋✐rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✮ s❤♦✇s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❛② x✮ ❛♥❞ st❛②s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ y✲ ❛♥❞
z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ y✲ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y ❛♥❞ z ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤✉s✱ ❊qs✳ ✭❆✳✶✶✮✲✭❆✳✶✸✮ t✉r♥ ✐♥t♦

∂2

∂x2
E0,x = −ω2

0

c2
εrE0,x − ∂

∂x

[︂
E0,x

∂

∂x
ln(εr)

]︂
, ✭❆✳✶✹✮

∂2

∂x2
E0,y = −ω2

0

c2
εrE0,y, ✭❆✳✶✺✮

∂2

∂x2
E0,z = −ω2

0

c2
εrE0,z, ✭❆✳✶✻✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ❛s✱ ❡✳❣✳✱ E⃗0 = (0, 0, E0,z)

T ✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③
❊q✳ ✭❆✳✶✻✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ x ❛♥❞ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts st❛② ③❡r♦✳
❋♦r s②st❡♠s s❤♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s❛② x ❛♥❞ y✮✱ ✐✳❡✳✱ εr(r⃗ ) =

εr(x, y)✱ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤✉s✱ ❊qs✳ ✭❆✳✶✶✮✲✭❆✳✶✸✮ t✉r♥
✐♥t♦

(︂
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)︂
E0,x = −ω2

0

c2
εrE0,x − ∂

∂x

[︂
E0,x

∂

∂x
ln(εr) + E0,y

∂

∂y
ln(εr)

]︂
, ✭❆✳✶✼✮(︂

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)︂
E0,y = −ω2

0

c2
εrE0,y − ∂

∂y

[︂
E0,x

∂

∂x
ln(εr) + E0,y

∂

∂y
ln(εr)

]︂
, ✭❆✳✶✽✮(︂

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)︂
E0,z = −ω2

0

c2
εrE0,z, ✭❆✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ❊q✳ ✭❆✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✽✮ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ x ❛♥❞ y
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❊q✳ ✭❆✳✶✾✮ ✐s ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ z✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ❛s✱ E⃗0 = (0, 0, E0,z)

T ✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③
❊q✳ ✭❆✳✶✾✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ x ❛♥❞ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts st❛② ③❡r♦✳
❋♦r s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱

❊qs✳ ✭❆✳✶✶✮✲✭❆✳✶✸✮ ❞♦ ♥♦t ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❛♥②♠♦r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳



✾✵ ❆✳✷ ❚r❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ✇❡ st✉❞②
t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t E0,z ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ▲❛❜❡❧✐♥❣ t❤✐s ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛s ψ = E0,z✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ω0 = k0c ✭✇✐t❤
k0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✮ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② εr ❜② t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n✱ ✐✳❡✳✱ n2 = εr✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✿[︂

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ n2(x, y)k2

0

]︂
ψ(x, y) = 0, ✭❆✳✷✵✮

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭❆✳✶✾✮ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞✿[︂
∂2

∂x2
+ n2(x)k2

0

]︂
ψ(x) = 0, ✭❆✳✷✶✮

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭❆✳✶✻✮ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳

❆✳✷ ❚r❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❊q✳ ✭❆✳✷✶✮ ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ✶✹✻✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞✐✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭❝♦♠♣❧❡①✮
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(x) ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ s♠❛❧❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ✇✐❞t❤ d✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❧✐❝❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡m✲t❤ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nm ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱

ψm = Eme
ik0nmx + E ′

me
−ik0nmx, ✭❆✳✷✷✮

✇❤❡r❡ Em ❛♥❞ E ′
m ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t

❛♥❞ ❧❡❢t s✐❞❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❧❛②❡rs✱ t❤❡s❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿(︂

1 1
nm −nm

)︂(︂
Em

E ′
m

)︂
=

(︂
1 1

nm+1 −nm+1

)︂(︂
Em+1

E ′
m+1

)︂
. ✭❆✳✷✸✮

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢ ✇✐❞t❤ d ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❤❛s❡ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐①✿(︂

Ẽm

Ẽ ′
m

)︂
=

(︂
eiφm 0
0 e−iφm

)︂(︂
Em

E ′
m

)︂
, ✭❆✳✷✹✮

✇❤❡r❡ Em, E
′
m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✱ Ẽm, Ẽ

′
m t❤❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ φm = k0nmd ✐s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❙✐♥❝❡
❜♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠
♦♥❡ ❧❛②❡r t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡



❆♣♣❡♥❞✐① ✾✶

tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① Mj✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡
✭m = 0✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ j✲t❤ ❧❛②❡r ✭m = j✮✱ ❥✉st ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✷✸✮ ❛♥❞ ✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✷✹✮✿(︂
Ej

E ′
j

)︂
=

(︂
eiφj 0
0 e−iφj

)︂(︂
1 1
nj −nj

)︂−1 (︂
1 1

nj−1 −nj−1

)︂
✭❆✳✷✺✮

. . .

(︂
eiφ1 0
0 e−iφ1

)︂(︂
1 1
n1 −n1

)︂−1 (︂
1 1
n0 −n0

)︂(︂
E0

E ′
0

)︂
=

(︂
M11 M12

M21 M22

)︂(︂
E0

E ′
0

)︂
,

✇❤❡r❡ Mxy ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Mj✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ E0 ❛♥❞ E ′

0✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐❝❡s Mj ❛♥❞ ❊q✳ ✭❆✳✷✷✮✳
❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐①MN+1✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡

✜rst ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱(︂

E ′
0

EN+1

)︂
=

(︂
S11 S12

S21 S22

)︂(︂
E0

E ′
N+1

)︂
, ✭❆✳✷✻✮

✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✿

S11 = −M21

M22

, S12 =
1

M22

,

S21 = M11 − M12M21

M22

, S22 =
M12

M22

. ✭❆✳✷✼✮

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

S =

(︂
r t′

t r′

)︂
, ✭❆✳✷✽✮

✇❤❡r❡ r, t ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ r′, t′ ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✮✳

❆✳✸ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡

✇❛✈❡s✶✵

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞✱

✶✵ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡
✇❛✈❡s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❜❛❝❤❡❧♦r t❤❡s✐s ♦❢ ◆✐❦♦❧❛✉s ❞❡ ♦r❞♦ t❤❛t ■
❝♦✲❛❞✈✐s❡❞ ✻✷✳



✾✷ ❆✳✸ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s

❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✽✻✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡s pj
❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇s qj ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②(︂

pj
qj

)︂
=

(︂
1 Zj

0 1

)︂(︂
Aj Bj

Cj Dj

)︂(︂
pj+1

qj+1

)︂
, ✭❆✳✷✾✮

✇❤❡r❡ Zj ✐s t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ Mj = [Aj, Bj;Cj, Dj] ✐s t❤❡
tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ j ❛♥❞ j + 1 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✶✮✳

!"
#" $" %" !&

#& $&$' ⋯⋯ !)
#) $) $*!)+"

#)+",
%& %)

❋✐❣ ❆✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❤❛✐♥ ♦❢ n ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡s pj ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
✢♦✇s qj ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐❝❡s Mj✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❧❡❛❞s ✇✐t❤ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ZL ❛♥❞ ZR✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① Mj ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t
❢r♦♠ t❤r❡❡ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤r❡❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ♦♥❡ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥ ❛s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❆✳✷✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ d1✱ d2 ❛♥❞ d− d1 − d2 ✇✐t❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Z0✱ Z2 ❛♥❞ Z0✳ ❖✉r tr❛♥s❢❡r✲♠❛tr✐① Mj ✐s t❤❡♥ ❥✉st ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐❝❡s Mp✿

Mj =

(︂
Aj Bj

Cj Dj

)︂
= Mp(Z0, d1)Mp(Z2, d2)Mp(Z0, d− d1 − d2), ✭❆✳✸✵✮

✇✐t❤

Mp(Z, x) =

(︂
cos(k0x) iZ sin(k0x)

i sin(k0x)/Z cos(k0x)

)︂
. ✭❆✳✸✶✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✐s t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡
❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ pj✱

pj+1 = exp

(︃
ik0

j∑︁
l=1

φl

)︃
p1, ✭❆✳✸✷✮

✇❤❡r❡ φj ✐s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ j✲t❤ s❡❝t✐♦♥✳ ❏✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ W (x) ✐♥ ♦✉r ❈■✲✇❛✈❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✮✱ t❤❡ ♣❤❛s❡s φj ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳



❆♣♣❡♥❞✐① ✾✸

pCpB

dd

2r 2rd

pA pD

d1 d2

2r2

❋✐❣ ❆✳✷✿ ❖♥❡ t✉❜❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❝♦♥s✐st✲
✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤s d1 = 2.6 ❝♠✱ d2 = 2.8 ❝♠✱ d = 34.4 ❝♠ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Z0✱ Z2 = S/(S−S2)Z0 ✇✐t❤ S = πr2 = 40.7 ❝♠2 ❛♥❞ S2 = πr22 = 37.4 ❝♠2

❛♥❞ Z0✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡
✇❛✈❡ ✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✸✷✮✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭❆✳✷✾✮ ✇❡ ✜♥❞

Zj =
pj − Ajpj+1 − Bjqj+1

Cjpj+1 +Djqj+1

, ✭❆✳✸✸✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s pj ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇s qj✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s pj ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭❆✳✸✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇s qj✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇s qj
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭❆✳✷✾✮✱ qj = Cjpj+1 +Djqj+1✱ ②✐❡❧❞s

qj =
1∏︀j−1

l=1 Dl

q1 −
j−1∑︁
l=1

Cl∏︀j−1
m=l Dm

pl+1. ✭❆✳✸✹✮

❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ pinc = 1Pa✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

pn+1/qn+1 = ZR, ✭❆✳✸✺✮

p1/pinc = 1 +R, ✭❆✳✸✻✮

q1/pinc = (1−R)/ZL, ✭❆✳✸✼✮

✇✐t❤ R ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ✐t❤ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
❊q✳ ✭❆✳✸✹✮ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧❧ pj ❛♥❞ qj ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ R✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡



✾✹ ❆✳✹ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R✱ ✇❡ ✉s❡ ❊qs✳ ✭❆✳✸✷✮✱ ✭❆✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭❆✳✸✻✮✿

(1 +R) exp

(︃
ik0

n∑︁
l=1

φl

)︃
= ZR · qn+1. ✭❆✳✸✽✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭❆✳✸✹✮ ❢♦r qn+1 ✐♥t♦ ❊q✳ ✭❆✳✸✽✮ ②✐❡❧❞s

(1 +R) exp

(︃
ik0

n∑︁
l=1

φl

)︃
= ZR

(︃
1∏︀n

l=1Dl

q1 −
n∑︁

l=1

Cl∏︀n
m=l Dm

pl+1

)︃
. ✭❆✳✸✾✮

❡ ♥♦✇ ❦♥♦✇ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
r❡s♦❧✈❡ ❊q✳ ✭❆✳✸✾✮ ❢♦r R✱

R =
Zin − ZL

Zin + ZL

. ✭❆✳✹✵✮

✇✐t❤ Zin ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

Zin = ZR
1∏︀n

l=1 Dl

1

exp (ik0
∑︀n

l=1 φl) + ZR

∑︀n
l=1

Cl∏︀n
m=l Dm

exp
(︁
ik0

∑︀l
r=1 φr

)︁ . ✭❆✳✹✶✮

◆♦✇✱ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧❧ ❛❝♦✉st✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ✇✐t❤ ❊q✳ ✭❆✳✸✸✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣❤❛s❡s φj✳
❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s✱ ✇❡ ✜rst ❝❤♦♦s❡

✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦✉r ♣❤❛s❡s φj ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s pj ✈✐❛ ❊q✳ ✭❆✳✸✷✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❡✐t❤❡r p1 ♦r R✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❢♦r qj✱ s✉❝❤
t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧❧ qj ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ R✳ s✐♥❣ ❊qs✳ ✭❆✳✹✶✮ ❛♥❞ ✭❆✳✹✵✮ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ R t❤❛t ✜♥❛❧❧② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦✉r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s Zj ✇✐t❤
❊q✳ ✭❆✳✸✸✮✳ ❋✐①✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s φj✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s
Zj ❛r❡ ✜①❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❖✉r ❛✐♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥❧❡ss s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s✱
✐✳❡✳✱ R = 0✳ ❚♦ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❧❛① t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❡✳❣✳✱ φ1 ❛♥❞ φ2

✭✐✳❡✳✱ t✇♦ ♣❤❛s❡s✮ ❛♥❞ t✉♥❡ t❤❡♠ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R ✐s
♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ λ0✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ ❡t❝✳ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t
R = 0 ❢♦r ❡✈❡r② ❛r❜✐tr❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ❋♦r ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❣❡t ❛ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ③❡r♦ r❡✢❡❝t✐♦♥✳

❆✳✹ ❚✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ qω = −it−1∂t/∂ω ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐①
t−1✳ ■❢ t ✐s ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ♦r s✐♥❣✉❧❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♣♦♦r❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
s②st❡♠s✱ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡



❆♣♣❡♥❞✐① ✾✺

✐♥✈❡rs❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦✛ ♣♦♦r❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t✱ ❛s ✇❡
❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❉✮ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t = UΣV †✱ ✇❤❡r❡ U ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ tt†

st♦r❡❞ ✐♥ ✐ts ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ V ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t†t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛♥
M ×N tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s U ❛♥❞ V ❛r❡ sq✉❛r❡ M ×M ❛♥❞ N ×N
♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r M ×N ♠❛tr✐① Σ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s σ(i) ♦♥ ✐ts
❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ t†t ❛♥❞ tt†✳
❋♦r ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♦r ♥♦♥✲sq✉❛r❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ✐s
③❡r♦✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ♦♥❧② ❦❡❡♣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r Nη ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s Σ̃ t❤❛t ❛r❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ❝✉t♦✛ ✈❛❧✉❡ η ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ✈❡❝t♦rs st♦r❡❞ ✐♥ Ũ ❛♥❞
Ṽ ✳ Pr♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐① t ♦♥t♦ t❤❡ ❦❡♣t tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t̃ = Ũ †tṼ ✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ Nη ×Nη ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛tr✐①
t̃✳ Pr♦❥❡❝t✐♥❣ ❜❛❝❦ ♦♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥

t−1 := Ṽ (Ũ †tṼ )−1Ũ †. ✭❆✳✹✷✮

Pr♦❥❡❝t✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♥t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs PŨ = Ũ Ũ † ❛♥❞ PṼ = Ṽ Ṽ †✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

q̃ω = −iṼ (Ũ †tṼ )−1Ũ †Ũ Ũ † ∂t

∂ω
Ṽ Ṽ †, ✭❆✳✹✸✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

❆✳✺ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❊q✳ ✭❆✳✷✵✮ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ Δx = Δy

t❤❛t ✐s ❛❜♦✉t ❛ ❢❛❝t♦r 20 s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ0✳ ❚❤✐s ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❛tr✐①
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❛♥t✐t② ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ ❛♥② ✐♥❝♦♠✲
✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠✳ ❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤✐s ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✏♠♦❞✉❧❛r✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✶✷✻✱ ✶✷✼
t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r ✉s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t
❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡ ✉s✐♥❣ t❤✐s ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✇❛s ✇r✐tt❡♥ ❜② ❋❧♦r✐❛♥ ▲✐❜✐s❝❤ ✶✷✼✳

❆✳✻ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r

❆ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r✱ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✐✮
❢♦r ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t r⃗ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t②



✾✻ ❆✳✻ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r

n2(r⃗ )− 1 =: x(r⃗ ) ✐s ❞r❛✇♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ✭✐✐✮ ❚❤❡s❡ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs
❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

C(|r⃗ − r⃗ ′|) = ⟨[x(r⃗ )− ⟨x(r⃗ )⟩] · [x(r⃗ ′)− ⟨x(r⃗ ′)⟩]⟩ ✭❆✳✹✹✮

∝ exp

(︂−|r⃗ − r⃗ ′|
2ξ

)︂
,

✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ✳ ✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ x(r⃗ )✳
✭✐✈✮ ❡ r❡s❝❛❧❡ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❜②

x̃(r⃗ ) = x(r⃗ ) ·
(︂

a√︀
12⟨x2(r⃗ )⟩

)︂
+ b, ✭❆✳✹✺✮

s✉❝❤ t❤❛t ⟨x̃(r⃗ )⟩ = b ❛♥❞ ⟨x̃2(r⃗ )⟩ = a2/12 + b2✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✷ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ a = 0.21 ❛♥❞ b = 0.105✳ ✭✈✮ ■♥ ❛ ❧❛st st❡♣ ✇❡ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳✱ x̃′(r⃗ ) = x̃(r⃗ ) − min[x̃(r⃗ )]✱ t♦ ❛ss✉r❡ x̃′(r⃗ ) > 0 s✐♥❝❡ n2(r⃗ ) ❤❛s t♦ ❜❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ 1 ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❜② n(r⃗ ) =

√︀
1 + x̃′(r⃗ )✳ ❡

❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(r⃗ ) ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
ξ = 6 = 3λ0✱ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✿ min[n(r⃗ )] = 1 ❛♥❞ max[n(r⃗ )] ≈ 1.19✱ ❛
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ mean[n(r⃗ )] ≈ 1.1 ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ std[n(r⃗ )] ≈ 0.03✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✶ ❆✳ ●✉♦✱ ●✳ ❏✳ ❙❛❧❛♠♦✱ ❉✳ ❉✉❝❤❡s♥❡✱ ❘✳ ▼♦r❛♥❞♦tt✐✱ ▼✳ ♦❧❛t✐❡r✲❘❛✈❛t✱
✳ ❆✐♠❡③✱ ●✳ ❆✳ ❙✐✈✐❧♦❣❧♦✉✱ ❛♥❞ ❉✳ ◆✳ ❈❤r✐st♦❞♦✉❧✐❞❡s✱ ✏❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ P❚✲
❙②♠♠❡tr② ❇r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣❧❡① ❖♣t✐❝❛❧ P♦t❡♥t✐❛❧s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱
✈♦❧✳ ✶✵✸✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣✳ ✵✾✸✾✵✷✱ ✷✵✵✾✳

✷ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ❘✳ ❊❧✲●❛♥❛✐♥②✱ ❉✳ ◆✳ ❈❤r✐st♦❞♦✉❧✐❞❡s✱ ❛♥❞ ✳ ❍✳ ▼✉ss❧✐♠❛♥✐✱
✏❇❡❛♠ ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ P❚ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❖♣t✐❝❛❧ ▲❛tt✐❝❡s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱
✈♦❧✳ ✶✵✵✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣✳ ✶✵✸✾✵✹✱ ✷✵✵✽✳

✸ ✳ ❉✳ ❈❤♦♥❣✱ ▲✳ ●❡✱ ❍✳ ❈❛♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❙t♦♥❡✱ ✏❈♦❤❡r❡♥t P❡r❢❡❝t ❆❜s♦r❜❡rs✿
❚✐♠❡✲❘❡✈❡rs❡❞ ▲❛s❡rs✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✵✺✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣✳ ✵✺✸✾✵✶✱
✷✵✶✵✳

✹ ✳ ❛♥✱ ✳ ❈❤♦♥❣✱ ▲✳ ●❡✱ ❍✳ ◆♦❤✱ ❆✳ ❉✳ ❙t♦♥❡✱ ❛♥❞ ❍✳ ❈❛♦✱ ✏❚✐♠❡✲❘❡✈❡rs❡❞
▲❛s✐♥❣ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❆❜s♦r♣t✐♦♥✱✑ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✸✶✱ ♥♦✳ ✻✵✶✾✱
♣✳ ✽✽✾✱ ✷✵✶✶✳

✺ ✳ ❉✳ ❈❤♦♥❣ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❙t♦♥❡✱ ✏❍✐❞❞❡♥ ❇❧❛❝❦✿ ❈♦❤❡r❡♥t ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢
❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❙tr♦♥❣❧② ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ▼❡❞✐❛✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✵✼✱
♥♦✳ ✶✻✱ ♣✳ ✶✻✸✾✵✶✱ ✷✵✶✶✳

✻ ❈✳ ✳ ❍s✉✱ ❆✳ ●♦❡ts❝❤②✱ ✳ ❇r♦♠❜❡r❣✱ ❆✳ ❉✳ ❙t♦♥❡✱ ❛♥❞ ❍✳ ❈❛♦✱ ✏❇r♦❛❞✲
❜❛♥❞ ❈♦❤❡r❡♥t ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❉✐s♦r❞❡r❡❞
▼❡❞✐❛✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✶✺✱ ♥♦✳ ✷✷✱ ♣✳ ✷✷✸✾✵✶✱ ✷✵✶✺✳

✼ ❑✳ P✐❝❤❧❡r✱ ▼✳ ❑ü❤♠❛②❡r✱ ❏✳ ❇ö❤♠✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ✳ ❑✉❤❧✱
❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❘❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❛
❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱✑ ◆❛t✉r❡✱ ✈♦❧✳ ✺✻✼✱ ♥♦✳ ✼✼✹✽✱ ♣✳ ✸✺✶✱ ✷✵✶✾✳

✽ ▼✳ ❇r❛♥❞st❡tt❡r✱ ▼✳ ▲✐❡rt③❡r✱ ❈✳ ❉❡✉ts❝❤✱ P✳ ❑❧❛♥❣✱ ❏✳ ❙❝❤ö❜❡r❧✱ ❍✳ ❊✳ ❚ür❡❝✐✱
●✳ ❙tr❛ss❡r✱ ❑✳ ♥t❡rr❛✐♥❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❘❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♣✉♠♣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❧❛s❡r ❛t ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✱✑ ◆❛t✉r❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♣✳ ✹✵✸✹✱
✷✵✶✹✳

✾ ▼✳ ▲✐❡rt③❡r✱ ▲✳ ●❡✱ ❆✳ ❈❡r❥❛♥✱ ❆✳ ❉✳ ❙t♦♥❡✱ ❍✳ ❊✳ ❚ür❡❝✐✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦t✲
t❡r✱ ✏P✉♠♣✲■♥❞✉❝❡❞ ❊①❝❡♣t✐♦♥❛❧ P♦✐♥ts ✐♥ ▲❛s❡rs✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱
✈♦❧✳ ✶✵✽✱ ♥♦✳ ✶✼✱ ♣✳ ✶✼✸✾✵✶✱ ✷✵✶✷✳
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✶✵ ❇✳ P❡♥❣✱ ✳ ❑✳ ❖③❞❡♠✐r✱ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ❍✳ ✐❧♠❛③✱ ▼✳ ▲✐❡rt③❡r✱ ❋✳ ▼♦♥✐✜✱ ❈✳ ▼✳
❇❡♥❞❡r✱ ❋✳ ◆♦r✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❛♥❣✱ ✏▲♦ss✲✐♥❞✉❝❡❞ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈✐✈❛❧ ♦❢ ❧❛s✲
✐♥❣✱✑ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✹✻✱ ♥♦✳ ✻✷✵✼✱ ♣✳ ✸✷✽✱ ✷✵✶✹✳

✶✶ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ▲✳ ●❡✱ ❛♥❞ ❍✳ ❊✳ ❚ür❡❝✐✱ ✏❆♥♦♠❛❧♦✉s ❚r❛♥s✐❡♥t ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛✈❡s ✐♥ ◆♦♥✲♥♦r♠❛❧ P❤♦t♦♥✐❝ ▼❡❞✐❛✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♥♦✳ ✹✱
♣✳ ✵✹✶✵✹✹✱ ✷✵✶✹✳

✶✷ ❏✳ ❘❛❢t❡r②✱ ❉✳ ❙❛❞r✐✱ ❙✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❍✳ ❊✳ ❚ür❡❝✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❆✳ ❍♦✉❝❦✱ ✏❖❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥✲■♥❞✉❝❡❞ ❈❧❛ss✐❝❛❧ t♦ ◗✉❛♥t✉♠ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇
✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✵✸✶✵✹✸✱ ✷✵✶✹✳

✶✸ ❈✳ ❊✳ ❘üt❡r✱ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ❘✳ ❊❧✲●❛♥❛✐♥②✱ ❉✳ ◆✳ ❈❤r✐st♦❞♦✉❧✐❞❡s✱ ▼✳ ❙❡❣❡✈✱
❛♥❞ ❉✳ ❑✐♣✱ ✏❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r✐t②✕t✐♠❡ s②♠♠❡tr② ✐♥ ♦♣t✐❝s✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤②s✐❝s✱
✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✶✾✷✱ ✷✵✶✵✳

✶✹ ❚✳ ❑♦tt♦s✱ ✏❖♣t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✿ ❇r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ♠❛❦❡s ❧✐❣❤t ✇♦r❦✱✑ ◆❛t✉r❡
P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✶✻✻✱ ✷✵✶✵✳

✶✺ ❈✳ ▼✳ ❇❡♥❞❡r ❛♥❞ ❙✳ ❇♦❡tt❝❤❡r✱ ✏❘❡❛❧ ❙♣❡❝tr❛ ✐♥ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s
❍❛✈✐♥❣ P❚ ❙②♠♠❡tr②✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✽✵✱ ♥♦✳ ✷✹✱ ♣✳ ✺✷✹✸✱ ✶✾✾✽✳

✶✻ ❏✳ ❈❤❛♠✱ ✏❚♦♣ ✶✵ ♣❤②s✐❝s ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✶✵ ②❡❛rs✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤②s✐❝s✱
✈♦❧✳ ✶✶✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣✳ ✼✾✾✱ ✷✵✶✺✳

✶✼ ❘✳ ❊❧✲●❛♥❛✐♥②✱ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ▼✳ ❑❤❛❥❛✈✐❦❤❛♥✱ ✳ ❍✳ ▼✉ss❧✐♠❛♥✐✱ ❙✳ ❘♦t✲
t❡r✱ ❛♥❞ ❉✳ ◆✳ ❈❤r✐st♦❞♦✉❧✐❞❡s✱ ✏◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ P❚ s②♠♠❡tr②✱✑
◆❛t✉r❡ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✶✱ ✷✵✶✽✳

✶✽ ➇✳ ❑✳ Ö③❞❡♠✐r✱ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ❋✳ ◆♦r✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❛♥❣✱ ✏P❛r✐t②✕t✐♠❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞
❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s✱✑ ◆❛t✉r❡ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣✳ ✼✽✸✱
✷✵✶✾✳

✶✾ ❙✳ ❑❧❛✐♠❛♥✱ ✳ ●ü♥t❤❡r✱ ❛♥❞ ◆✳ ▼♦✐s❡②❡✈✱ ✏✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇r❛♥❝❤ P♦✐♥ts
✐♥ P❚✲❙②♠♠❡tr✐❝ ❛✈❡❣✉✐❞❡s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✵✶✱ ♥♦✳ ✽✱
♣✳ ✵✽✵✹✵✷✱ ✷✵✵✽✳

✷✵ ❋✳ ◆❛③❛r✐✱ ◆✳ ❇❡♥❞❡r✱ ❍✳ ❘❛♠❡③❛♥✐✱ ▼✳ ▼♦r❛✈✈❡❥✲❋❛rs❤✐✱ ❉✳ ◆✳
❈❤r✐st♦❞♦✉❧✐❞❡s✱ ❛♥❞ ❚✳ ❑♦tt♦s✱ ✏❖♣t✐❝❛❧ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✈✐❛ P❚✲s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❋❛♥♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s✱✑ ❖♣t✐❝s ❊①♣r❡ss✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣✳ ✾✺✼✹✱ ✷✵✶✹✳

✷✶ ❇✳ P❡♥❣✱ ➇✳ ❑✳ Ö③❞❡♠✐r✱ ❋✳ ▲❡✐✱ ❋✳ ▼♦♥✐✜✱ ▼✳ ●✐❛♥❢r❡❞❛✱ ●✳ ▲✳ ▲♦♥❣✱ ❙✳ ❋❛♥✱
❋✳ ◆♦r✐✱ ❈✳ ▼✳ ❇❡♥❞❡r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❛♥❣✱ ✏P❛r✐t②✲t✐♠❡✲s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤✐s♣❡r✐♥❣✲
❣❛❧❧❡r② ♠✐❝r♦❝❛✈✐t✐❡s✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣✳ ✸✾✹✱ ✷✵✶✹✳
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✷✷ ▲✳ ❈❤❛♥❣✱ ✳ ❏✐❛♥❣✱ ❙✳ ❍✉❛✱ ❈✳ ❛♥❣✱ ❏✳ ❡♥✱ ▲✳ ❏✐❛♥❣✱ ●✳ ▲✐✱ ●✳ ❛♥❣✱
❛♥❞ ▼✳ ✐❛♦✱ ✏P❛r✐t②✲t✐♠❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❝t✐✈❡✲
♣❛ss✐✈❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ♠✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦rs✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣✳ ✺✷✹✱
✷✵✶✹✳

✷✸ ❆✳ ❘❡❣❡♥s❜✉r❣❡r✱ ❈✳ ❇❡rs❝❤✱ ▼✳✲❆✳ ▼✐r✐✱ ●✳ ❖♥✐s❤❝❤✉❦♦✈✱ ❉✳ ◆✳
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✐♥❣ ❙t❛t❡s ✐♥ ❛✈❡ ❚r❛♥s♣♦rt✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✵✻✱ ♥♦✳ ✶✷✱
♣✳ ✶✷✵✻✵✷✱ ✷✵✶✶✳

✻✻ ❇✳ ●ér❛r❞✐♥✱ ❏✳ ▲❛✉r❡♥t✱ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❈✳ Pr❛❞❛✱ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ❆✉❜r②✱
✏P❛rt✐❝❧❡❧✐❦❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛tt❡r✐♥❣ s②st❡♠s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇
❇✱ ✈♦❧✳ ✾✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✵✶✹✷✵✾✱ ✷✵✶✻✳

✻✼ ❏✳ ❇ö❤♠✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ❛♥❞ ✳ ❑✉❤❧✱ ✏■♥ ❙✐t✉
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②✱✑ P❤②s✐❝❛❧
❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✈♦❧✳ ✾✼✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✵✷✶✽✵✶✭❘✮✱ ✷✵✶✽✳

✻✽ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❆✳ ●✐rs❝❤✐❦✱ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❙❤❛♣✐♥❣ t❤❡
❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ♦❢ ❧✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐❛✱✑ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧
❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✈♦❧✳ ✶✶✻✱ ♥♦✳ ✷✼✱ ♣✳ ✶✸✷✻✵✱ ✷✵✶✾✳

✻✾ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❏✳ ❇ö❤♠✱ ▼✳ ❑ü❤♠❛②❡r✱ ✳ ❑✉❤❧✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦t✲
t❡r✱ ✏❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❉✐s♦r❞❡r❡❞ ▼❡❞✐❛ ✇✐t❤ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐❣♥❡r✲❙♠✐t❤
❖♣❡r❛t♦r✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✶✾✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✵✸✸✾✵✸✱ ✷✵✶✼✳

✼✵ ▼✳ ❍♦r♦❞②♥s❦✐✱ ▼✳ ❑ü❤♠❛②❡r✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❑✳ P✐❝❤❧❡r✱ ✳ ✳ ❋②♦❞♦r♦✈✱
✳ ❑✉❤❧✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞s ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠✲
♣❧❡① s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✶✹✾✱ ✷✵✷✵✳
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✼✶ ❍✳ ❈❛♦✱ ✏▲❛s✐♥❣ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♠❡❞✐❛✱✑ ❛✈❡s ✐♥ ❘❛♥❞♦♠ ▼❡❞✐❛✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♥♦✳ ✸✱
♣✳ ❘✶✱ ✷✵✵✸✳

✼✷ P✳ ❡❤✱ ❖♣t✐❝❛❧ ❛✈❡s ✐♥ ▲❛②❡r❡❞ ▼❡❞✐❛✳ ✐❧❡②✲■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✺✳

✼✸ ❊✳ ❍✳ ❍❛✉❣❡✱ ❏✳ P✳ ❋❛❧❝❦✱ ❛♥❞ ❚✳ ❆✳ ❋❥❡❧❞❧②✱ ✏❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥
t✐♠❡s ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ♦✛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❜❛rr✐❡rs✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇
❇✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣✳ ✹✷✵✸✱ ✶✾✽✼✳

✼✹ ❋✳ ❛❣♥❡r✱ ❈♦♥st❛♥t✲■♥t❡♥s✐t② ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ■♥❞✐❝❡s ❈r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣✳
Pr♦❥❡❝t ❚❤❡s✐s✱ ❚ ✐❡♥✱ ✷✵✷✵✳

✼✺ ❙✳ ▲♦♥❣❤✐✱ ✏❆ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ P❚✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ❝r②st❛❧ ✇✐t❤
❛r❜✐tr❛r② t❤✐❝❦♥❡ss✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ❆✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱
✈♦❧✳ ✹✼✱ ♥♦✳ ✹✽✱ ♣✳ ✹✽✺✸✵✷✱ ✷✵✶✹✳

✼✻ ❙✳ ▲♦♥❣❤✐✱ ✏■♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐♥ P❚✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ❝r②st❛❧s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s
❆✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ✈♦❧✳ ✹✹✱ ♥♦✳ ✹✽✱ ♣✳ ✹✽✺✸✵✷✱ ✷✵✶✶✳

✼✼ ❆✳ ▼♦st❛❢❛③❛❞❡❤✱ ✏■♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❚ s②♠♠❡tr②✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✈♦❧✳ ✽✼✱
♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✵✶✷✶✵✸✱ ✷✵✶✸✳

✼✽ ❙✳ ▲♦♥❣❤✐✱ ✏❍❛❧❢✲s♣❡❝tr❛❧ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐♥ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ♣❡r✐♦❞✐❝
♦♣t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✱✑ ❖♣t✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦✳ ✷✸✱ ♣✳ ✺✻✾✹✱ ✷✵✶✺✳

✼✾ ❙✳ ❆✳ ❘✳ ❍♦rs❧❡②✱ ▼✳ ❆rt♦♥✐✱ ❛♥❞ ●✳ ❈✳ ▲❛ ❘♦❝❝❛✱ ✏❙♣❛t✐❛❧ ❑r❛♠❡rs✕❑r♦♥✐❣
r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣✳ ✹✸✻✱
✷✵✶✺✳

✽✵ ❙✳ ▲♦♥❣❤✐✱ ✏❛✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛ ♦❜❡②✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❑r❛♠❡rs✲
❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s✱✑ ❊✉r♦♣❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✶✷✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣✳ ✻✹✵✵✶✱ ✷✵✶✺✳

✽✶ ❙✳ ❆✳ ❘✳ ❍♦rs❧❡②✱ ❈✳ ●✳ ❑✐♥❣✱ ❛♥❞ ❚✳ ●✳ P❤✐❧❜✐♥✱ ✏❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠✲
♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✵✹✹✵✶✻✱ ✷✵✶✻✳

✽✷ ❘✳ ❋❧❡✉r②✱ ❉✳ ❙♦✉♥❛s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❆❧ù✱ ✏❆♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛❝♦✉st✐❝ s❡♥s♦r ❜❛s❡❞ ♦♥
♣❛r✐t②✲t✐♠❡ s②♠♠❡tr②✱✑ ◆❛t✉r❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✺✾✵✺✱ ✷✵✶✺✳

✽✸ ❈✳ ❙❤✐✱ ▼✳ ❉✉❜♦✐s✱ ✳ ❈❤❡♥✱ ▲✳ ❈❤❡♥❣✱ ❍✳ ❘❛♠❡③❛♥✐✱ ✳ ❛♥❣✱ ❛♥❞ ✳ ❤❛♥❣✱
✏❆❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♣❛r✐t②✲t✐♠❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❝♦✉st✐❝s✱✑ ◆❛t✉r❡
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✶✶✶✵✱ ✷✵✶✻✳

✽✹ P✳ ❇❡r✐♥✐ ❛♥❞ ■✳ ❉❡ ▲❡♦♥✱ ✏❙✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥✕♣♦❧❛r✐t♦♥ ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛♥❞ ❧❛s❡rs✱✑
◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✻✱ ✷✵✶✷✳

✽✺ ✳ ❆✉ré❣❛♥ ❛♥❞ ✳ P❛❣♥❡✉①✱ ✏P❚ ✲❙②♠♠❡tr✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❋❧♦✇ ❉✉❝t ❆❝♦✉s✲
t✐❝s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✶✽✱ ♥♦✳ ✶✼✱ ♣✳ ✶✼✹✸✵✶✱ ✷✵✶✼✳
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✽✻ ❘✳ ❋❧❡✉r② ❛♥❞ ❆✳ ❆❧ù✱ ✏❊①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❙♦✉♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❉❡♥s✐t②✲
◆❡❛r✲❡r♦ ❧tr❛♥❛rr♦✇ ❈❤❛♥♥❡❧s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✶✶✱ ♥♦✳ ✺✱
♣✳ ✵✺✺✺✵✶✱ ✷✵✶✸✳

✽✼ ❉✳✲✳ ▼❛❛✱ ✏P♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❡r❢♦r❛t❡❞ ♣❛♥❡❧ ❛❜s♦r❜❡r✱✑ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✈♦❧✳ ✶✵✹✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣✳ ✷✽✻✶✱ ✶✾✾✽✳

✽✽ ❙✳ ✉✱ ✳ P✐❛♦✱ ❛♥❞ ◆✳ P❛r❦✱ ✏❇♦❤♠✐❛♥ P❤♦t♦♥✐❝s ❢♦r ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♥tr♦❧
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tr❛♣✱✑ ❖♣t✐❝s ❊①♣r❡ss✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣✳ ✾✾✵✽✱ ✷✵✶✶✳

✶✸✵ ❆✳ ❏❛♥♥❛s❝❤✱ ▼✳ ▼❛❤❛♠❞❡❤✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙❝❤ä✛❡r✱ ✏■♥❡rt✐❛❧ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❙♠❛❧❧
❇r♦✇♥✐❛♥ P❛rt✐❝❧❡ ❈❛✉s❡ ❛ ❈♦❧♦r❡❞ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr❛❧ ❉❡♥s✐t② ♦❢ ❚❤❡r♠❛❧
◆♦✐s❡✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✵✼✱ ♥♦✳ ✷✷✱ ♣✳ ✷✷✽✸✵✶✱ ✷✵✶✶✳

✶✸✶ ❉✳ P❛❧✐♠❛ ❛♥❞ ❏✳ ●❧ü❝❦st❛❞✱ ✏●❡❛r✐♥❣ ✉♣ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦r♦❜♦t✐❝s✿ ▼✐❝r♦✲
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ❢♦r❝❡s✿
●❡❛r✐♥❣ ✉♣ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦r♦❜♦t✐❝s✱✑ ▲❛s❡r ✫ P❤♦t♦♥✐❝s ❘❡✈✐❡✇s✱ ✈♦❧✳ ✼✱
♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✹✼✽✱ ✷✵✶✸✳

✶✸✷ ❚✳ ▲✐✱ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❡sts ♦❢ P❤②s✐❝s ✇✐t❤ ❖♣t✐❝❛❧❧② ❚r❛♣♣❡❞ ▼✐❝r♦s♣❤❡r❡s✳
❙♣r✐♥❣❡r ❚❤❡s❡s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✳

✶✸✸ ❙✳ ❑❤❡✐❢❡ts✱ ❆✳ ❙✐♠❤❛✱ ❑✳ ▼❡❧✐♥✱ ❚✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ●✳ ❘❛✐③❡♥✱ ✏❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥ ✐♥ ▲✐q✉✐❞s ❛t ❙❤♦rt ❚✐♠❡s✿ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡❧♦❝✐t② ❛♥❞
▼❡♠♦r② ▲♦ss✱✑ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✹✸✱ ♥♦✳ ✻✶✼✽✱ ♣✳ ✶✹✾✸✱ ✷✵✶✹✳

✶✸✹ ❙✳ ▲♦♥❣❤✐✱ ✏P❚ ✲s②♠♠❡tr✐❝ ❧❛s❡r ❛❜s♦r❜❡r✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♥♦✳ ✸✱
♣✳ ✵✸✶✽✵✶✱ ✷✵✶✵✳

✶✸✺ ❉✳ ●✳ ❇❛r❛♥♦✈✱ ❆✳ ❑r❛s♥♦❦✱ ❚✳ ❙❤❡❣❛✐✱ ❆✳ ❆❧ù✱ ❛♥❞ ✳ ❈❤♦♥❣✱ ✏❈♦❤❡r❡♥t ♣❡r✲
❢❡❝t ❛❜s♦r❜❡rs✿ ▲✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ ❧✐❣❤t✱✑ ◆❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇s ▼❛t❡r✐❛❧s✱
✈♦❧✳ ✷✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣✳ ✶✼✵✻✹✱ ✷✵✶✼✳
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✶✸✻ ▼✳ P✉✱ ◗✳ ❋❡♥❣✱ ▼✳ ❛♥❣✱ ❈✳ ❍✉✱ ❈✳ ❍✉❛♥❣✱ ✳ ▼❛✱ ✳ ❤❛♦✱ ❈✳ ❛♥❣✱
❛♥❞ ✳ ▲✉♦✱ ✏❧tr❛t❤✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♥❡❛r❧② ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r❜❡r ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝❛❧
❝♦❤❡r❡♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱✑ ❖♣t✐❝s ❊①♣r❡ss✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✷✷✹✻✱ ✷✵✶✷✳

✶✸✼ ❘✳ ❇r✉❝❦ ❛♥❞ ❖✳ ▲✳ ▼✉s❦❡♥s✱ ✏P❧❛s♠♦♥✐❝ ♥❛♥♦❛♥t❡♥♥❛s ❛s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t
♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r❜❡rs ♦♥ ❙❖■ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❢♦r ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❛♥❞ ❛❧❧✲♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤❡s✱✑
❖♣t✐❝s ❊①♣r❡ss✱ ✈♦❧✳ ✷✶✱ ♥♦✳ ✷✸✱ ♣✳ ✷✼✻✺✷✱ ✷✵✶✸✳

✶✸✽ ✳ ❙✉♥✱ ✳ ❚❛♥✱ ❍✳✲q✳ ▲✐✱ ❏✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❍✳ ❈❤❡♥✱ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❈♦❤❡r❡♥t P❡r❢❡❝t ❆❜s♦r❜❡r ✇✐t❤ P❚ P❤❛s❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇
▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✶✷✱ ♥♦✳ ✶✹✱ ♣✳ ✶✹✸✾✵✸✱ ✷✵✶✹✳

✶✸✾ ❚✳ ❘♦❣❡r✱ ❙✳ ❡③③♦❧✐✱ ❊✳ ❇♦❧❞✉❝✱ ❏✳ ❛❧❡♥t❡✱ ❏✳ ❏✳ ❋✳ ❍❡✐t③✱ ❏✳ ❏❡✛❡rs✱ ❈✳ ❙♦❝✐✱
❏✳ ▲❡❛❝❤✱ ❈✳ ❈♦✉t❡❛✉✱ ◆✳ ■✳ ❤❡❧✉❞❡✈✱ ❛♥❞ ❉✳ ❋❛❝❝✐♦✱ ✏❈♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❞❡❡♣❧② s✉❜✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✜❧♠s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ r❡❣✐♠❡✱✑ ◆❛t✉r❡
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✼✵✸✶✱ ✷✵✶✺✳

✶✹✵ ✳ ❏✳ ♦♥❣✱ ✳✲▲✳ ✉✱ ❏✳ ❑✐♠✱ ❑✳ ❖✬❇r✐❡♥✱ ✳ ❛♥❣✱ ▲✳ ❋❡♥❣✱ ❛♥❞ ✳ ❤❛♥❣✱
✏▲❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛✈✐t②✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♥♦✳ ✶✷✱
♣✳ ✼✾✻✱ ✷✵✶✻✳

✶✹✶ ❈✳ ▼❡♥❣✱ ✳ ❤❛♥❣✱ ❙✳ ❚✳ ❚❛♥❣✱ ▼✳ ❛♥❣✱ ❛♥❞ ✳ ❛♥❣✱ ✏❆❝♦✉st✐❝ ❈♦❤❡r✲
❡♥t P❡r❢❡❝t ❆❜s♦r❜❡rs ❛s ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆✉❧❧ ❉❡t❡❝t♦rs✱✑ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡♣♦rts✱ ✈♦❧✳ ✼✱
♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✹✸✺✼✹✱ ✷✵✶✼✳

✶✹✷ ❖✳ ❘✐❝❤♦✉①✱ ✳ ❆❝❤✐❧❧❡♦s✱ ●✳ ❚❤❡♦❝❤❛r✐s✱ ❛♥❞ ■✳ ❇r♦✉③♦s✱ ✏❙✉❜✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❚❤r❡❡✲♣♦rt ❆❝♦✉st✐❝ ◆❡t✇♦r❦✱✑ ❙❝✐✲
❡♥t✐✜❝ ❘❡♣♦rts✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✷✸✷✽✱ ✷✵✶✽✳

✶✹✸ ◆✳ ❑❛✐♥❛✱ ▼✳ ❉✉♣ré✱ ●✳ ▲❡r♦s❡②✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐♥❦✱ ✏❙❤❛♣✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❝r♦✇❛✈❡
✜❡❧❞s ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♥❣ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② t✉♥❛❜❧❡ ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡s✱✑ ❙❝✐❡♥t✐✜❝
❘❡♣♦rts✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✻✻✾✸✱ ✷✵✶✺✳

✶✹✹ ●✳ ▼❛✱ ✳ ❋❛♥✱ P✳ ❙❤❡♥❣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐♥❦✱ ✏❙❤❛♣✐♥❣ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♥❣ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞s
✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❡❧② t✉♥❛❜❧❡ ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡✱✑ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠②
♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✈♦❧✳ ✶✶✺✱ ♥♦✳ ✷✻✱ ♣✳ ✻✻✸✽✱ ✷✵✶✽✳

✶✹✺ ❉✳ ●❡r❧❛❝❤ ❛♥❞ ❆✳ P❛✉❧r❛❥✱ ✏❇❛s❡ st❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛②s ❢♦r
♠✉❧t✐♣❛t❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱✑ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✺✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✺✾✱ ✶✾✾✻✳

✶✹✻ P✳ ❡❤✱ ❆✳ ❛r✐✈✱ ❛♥❞ ❈✳✲❙✳ ❍♦♥❣✱ ✏❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝
str❛t✐✜❡❞ ♠❡❞✐❛ ■ ●❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r②✯✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❋✐♥❛❧❧② ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❛♥❞ ❡♥✲
❝♦✉r❛❣❡❞ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r② r❡✇❛r❞✐♥❣ t✐♠❡ ■ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ♠②
P❤❉✿

• ▼② s✉♣❡r✈✐s♦r ❙t❡❢❛♥ ❘♦tt❡r ✇❤♦ ❣❛✈❡ ♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥❞✉❝t ♠② P❤❉
✐♥ ❛ ✈❡r② ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❣r♦✉♣✳ ❍❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s
♦♣❡♥ ❢♦r ♠② q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ t♦♦❦ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐♥ str❡ss❢✉❧ t✐♠❡s✳
❍❡ ❛❧s♦ ♣✉t ❛ ❧♦t ♦❢ tr✉st ✐♥ ♠❡ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ♠❡ t♦ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s t♦ ♣r❡s❡♥t
♠② r❡s✉❧ts t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❣❛✐♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡ ❤✐s
✐♠♠❡♥s❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s❦✐❧❧s✱ ■ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ❙t❡❢❛♥✬s ❤✉♠❛♥ s✐❞❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ✇❛r♠✱
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t❢✉❧ ♣❡rs♦♥✳

• ▼② ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ♦✣❝❡ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ▼❛tt❤✐❛s ❑ü❤♠❛②❡r ✇❤♦ ❛❧✇❛②s ❤❛❞ ❛♥ ♦♣❡♥ ❡❛r
t♦ ❧✐st❡♥ t♦ ♠② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐❞❡❛s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ t❤♦✉❣❤ts✳ ▼❛tt❤✐❛s ✇❛s ❛❧✇❛②s
✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❤❡❧♣ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥t❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤✐♥❣s t♦ ♠❡✳ ■ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡
▼❛tt❤✐❛s✬ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s❦✐❧❧s t❤❛t ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❛ ❧♦t ✇❤❡♥ ■
✇❛s ✐♥ ❞❡s♣❛✐r✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ✇❛r♠ ❛♥❞ ❛♠✉s✐♥❣✱ ②❡t ♣r♦❞✉❝t✐✈❡
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐♥ ♦✉r ♦✣❝❡✳

• ▼② ♦t❤❡r ♦✣❝❡ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍♦r♦❞②♥s❦✐ ✇❤♦ ❜❡❝❛♠❡ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❡♠✲
❜❡r ♦❢ ♦✉r ❣r♦✉♣ ✐♥ ❛ ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞
❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

• ▼② ❢♦r♠❡r ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s P❤✐❧✐♣♣ ❆♠❜✐❝❤❧ ❛♥❞ ❆❞r✐❛♥ ●✐rs❝❤✐❦ ✇❤♦ t♦♦❦ ❛ ❧♦t
♦❢ t✐♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡ t♦ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ■ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❞❡❡♣❡♥ ♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
♣❤②s✐❝s✳

• ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥ ♠② ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❢♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❧❡❛s❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

• ❋✉rt❤❡r✱ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs ✇❤♦ ❝♦✲❛✉t❤♦r❡❞ ♦✉r ♠✉t✉❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ■
t❤❛♥❦ ✭✐♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✐❝❛❧ ♦r❞❡r✮ ❏✉❧✐❛♥ ❇ö❤♠✱ ❘♦♠❛✐♥ ❋❧❡✉r②✱ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❋❧♦ss✱
▼❛♥❢r❡❞ ❑❛❧t❡♥❜❛❝❤❡r✱ ❧r✐❝❤ ❑✉❤❧✱ ❑♦♥st❛♥t✐♥♦s ▼❛❦r✐s ❛♥❞ ❊t✐❡♥♥❡ ❘✐✈❡t
❢r♦♠ ◆✐❝❡✱ ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❈r❡t❡ ❛♥❞ ✐❡♥♥❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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• ▼② ♣r♦❥❡❝t✲✱ ❜❛❝❤❡❧♦r✲ ❛♥❞ ❞✐♣❧♦♠❛✲st✉❞❡♥ts✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍♦r♦❞②♥s❦✐✱ ◆✐❦♦❧❛✉s
❞❡❧ ♦r❞♦✱ ▲✉❦❛s ▲❡❝③❡❦ ❛♥❞ ❋❡❧✐① ❛❣♥❡r ❢♦r t❤❡ ❣r❡❛t ❥♦❜ t❤❡② ❞✐❞ ✐♥ t❤❡✐r
✇♦r❦s ✇❤✐❝❤ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥✳

• ❋❧♦r✐❛♥ ▲✐❜✐s❝❤ ✇❤♦ ❣r❛♥t❡❞ ♠❡ ❢✉❧❧ ❛❝❝❡ss t♦ ❤✐s ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❤✐s
P❤❉✲st✉❞❡♥t ❚❤♦♠❛s ❋❛❜✐❛♥ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❡✈❡r② t✐♠❡ ■ ❤❛❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤
✐t✳

• ❍❡✐❦❡ ❍ö❧❧❡r✱ ❙②❧✈✐❛ ❘✐❡❞❧❡r ❛♥❞ ■♥❣r✐❞ ♥❣❡r ❢♦r ❛ss✐st✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡
❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ✇♦r❦❧♦❛❞✳

• ❚❤❡ ❆✉str✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ✭Ö❆✮ ✇❤♦ ❢✉♥❞❡❞ ♣❛rts ♦❢ ♠② P❤❉
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❉❖❈ ❋❡❧❧♦✇s❤✐♣✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ❢♦r t❤❡✐r ♠♦r❛❧ s✉♣♣♦rt
❛♥❞ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❤❡❛❧t❤② ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠② ✇♦r❦ ❛♥❞ ♠② ♣r✐✈❛t❡ ❧✐❢❡✳



▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ■✳ ❑r❡➨✐➣✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❙❝❛tt❡r✐♥❣✲❢r❡❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛❝r♦ss ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ♠❡❞✐❛✱✑ ❖♣t✐❝❛✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣✳ ✻✶✾✱
✷✵✷✵

✷✳ ▼✳ ❍♦r♦❞②♥s❦✐✱ ▼✳ ❑ü❤♠❛②❡r✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❑✳ P✐❝❤❧❡r✱ ✳ ✳ ❋②♦❞♦r♦✈✱
✳ ❑✉❤❧✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞s ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠✲
♣❧❡① s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱✑ ◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✶✹✾✱ ✷✵✷✵

✸✳ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❆✳ ●✐rs❝❤✐❦✱ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❙❤❛♣✐♥❣ t❤❡
❜r❛♥❝❤❡❞ ✢♦✇ ♦❢ ❧✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐❛✱✑ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧
❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✈♦❧✳ ✶✶✻✱ ♥♦✳ ✷✼✱ ♣✳ ✶✸✷✻✵✱ ✷✵✶✾

✹✳ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❙❝❛tt❡r✐♥❣✲❢r❡❡ ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ♠❡❞✐❛✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✈♦❧✳ ✾✾✱
♥♦✳ ✶✶✱ ♣✳ ✶✶✺✹✵✷✱ ✷✵✶✾

✺✳ ❑✳ P✐❝❤❧❡r✱ ▼✳ ❑ü❤♠❛②❡r✱ ❏✳ ❇ö❤♠✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ✳ ❑✉❤❧✱
❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❘❛♥❞♦♠ ❛♥t✐✲❧❛s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❛
❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱✑ ◆❛t✉r❡✱ ✈♦❧✳ ✺✻✼✱ ♥♦✳ ✼✼✹✽✱ ♣✳ ✸✺✶✱ ✷✵✶✾

✻✳ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ✏❈♦♥st❛♥t✲■♥t❡♥s✐t② ❛✈❡s
✐♥ ◆♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ▼❡❞✐❛✱✑ ✐♥ P❛r✐t②✲❚✐♠❡ ❙②♠♠❡tr② ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭❉✳ ❈❤r✐st♦❞♦✉❧✐❞❡s ❛♥❞ ❏✳ ❛♥❣✱ ❡❞s✳✮✱ ✈♦❧✳ ✷✽✵✱ ♣✳ ✺✸✺✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱
✷✵✶✽

✼✳ ❊✳ ❘✐✈❡t✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❑✳ ●✳ ▼❛❦r✐s✱ ❍✳ ▲✐ss❡❦✱ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ❛♥❞ ❘✳ ❋❧❡✉r②✱
✏❈♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ ♥♦♥✲❍❡r♠✐t✐❛♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❡❞✐❛✱✑ ◆❛t✉r❡
P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣✳ ✾✹✷✱ ✷✵✶✽

✽✳ ❏✳ ❇ö❤♠✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❙✳ ❘♦tt❡r✱ ❛♥❞ ✳ ❑✉❤❧✱ ✏■♥ ❙✐t✉
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡❧✐❦❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝❛✈✐t②✱✑ P❤②s✐❝❛❧
❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✈♦❧✳ ✾✼✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✵✷✶✽✵✶✭❘✮✱ ✷✵✶✽

✾✳ P✳ ❆♠❜✐❝❤❧✱ ❆✳ ❇r❛♥❞stött❡r✱ ❏✳ ❇ö❤♠✱ ▼✳ ❑ü❤♠❛②❡r✱ ✳ ❑✉❤❧✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦t✲
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