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Abstract

The constantly increasing worldwide energy demand requires new and innovative solutions
in terms of energy technology. Especially renewable energy resources such as geothermal
power are gaining in popularity. Geothermal probes can be combined to probe fields and
used as sensitive long-term thermal energy storage. A high energy saving potential exists,
since the difference between heating and cooling demand of buildings or several building
complexes can be balanced seasonally. The design of geothermal energy storage systems is
strongly influenced by the present conditions such as the thermophysical parameters of the
underground as well as the distance and size of the probes. The design process can be effec-
tively supported by computer-aided models. A variety of methods already exist to model the
thermal behaviour of both, probes and the surrounding underground. Some of these methods
are very CPU intensive or do not provide all relevant parameters as results.

In the context of this work multidimensional fully transient resistance-capacity-models (RCM)
for CX, 1U and 2U probes are investigated and implemented in MATLAB. The RCMs allow
to determine all essential temperatures in the underground, filling material and in the pi-
pes within short computation times. Furthermore, the systematic deviation for spatial and
temporal discretization is determined and an optimum between the number of discretized
elements and relative deviation is defined. In further analyses, typical parameters such as
transmission power, depth of the probe and pressure losses are examined and compared

under identical boundary conditions for three different probe types.
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Kurzfassung

Der stetig steigende weltweite Energiebedarf fordert neue und innovative Losungen im Be-
reich der Energietechnik. Vor allem regenerative Energiequellen, wie zum Beispiel Erdwarme,
erfreuen sich immer grofterer Beliebtheit. Erdwarmesonden kénnen im Zusammenschluss zu
Sondenfeldern als sensibler thermischer Speicher nachhaltig eingesetzt werden. Es besteht ein
hohes Energiesparpotential, da der Unterschied zwischen Heiz- und Kiihllast von Gebauden
oder mehreren Gebaudekomplexen saisonal ausgeglichen werden kann. Die Dimensionierung
von Erdwarmespeichern wird stark von den vorliegenden Bedingungen, wie den thermophy-
sikalischen Parametern des Untergrunds sowie Abstand und Grofle der verwendetet Rohrson-
den gepragt. Durch computergestiitzte Modelle kann der Planungsprozess effektiv unterstiitzt
werden. Es existieren bereits eine Vielzahl an Methoden, um das thermische Verhalten von
Rohrsonden und das des umgebenden Untergrunds abzubilden. Einige dieser Methoden sind
sehr rechenintensiv oder liefern nicht alle relevanten Parameter als Ergebnis.

Im Rahmen dieser Arbeit werden mehrdimensionale, vollstdandig transiente Widerstands-
Kapazitats-Modelle (WKM) fiir CX-, 1U- und 2U-Rohrsonden untersucht und in MATLAB
implementiert. Die WKM erlauben es, bei kurzen Rechenzeiten alle wesentlichen Temperatu-
ren im Untergrund, Fiillmaterial und in den Rohren zu ermitteln. Weiters wird die systemati-
sche Abweichung fiir die rdumliche und zeitliche Diskretisierung bestimmt und ein Optimum
zwischen der Anzahl der diskretisierten Elementen und relativer Abweichung definiert. In
weiteren Analysen werden typische Parameter, wie Ubertragungsleistung, Sondentiefe und
Druckverlust, unter identen Randbedingungen fiir drei unterschiedliche Sondentypen unter-

sucht und gegeniibergestellt.
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1 Einleitung

Mit der stetig steigenden Weltbevolkerung steigt auch der weltweite Energiebedarf scheinbar
unaufhaltsam an. Von 1995 bis 2018 hat sich der weltweite Energiebedarf von 361 EJ auf
576 EJ um ca. 60 % erhoht. Prognosen deuten an, dass sich der weltweite Energiebedarf
von 1995 mit 725 EJ bis 2050 mehr als verdoppeln wird [1|. Im Jahr 2019 ist der weltweite
Energiebedarf noch zu mehr als 84 % durch fossile Energietriger wie Kohle, Ol und Gas
sowie Kernkraft gedeckt worden [2]. Der Druck zum Ausstieg aus fossilen Energietragern
wird mit fortschreitendem Klimawandel von Jahr zu Jahr stirker. Mit der Endlichkeit von
fossilen Energietriagern offnen sich neue Tiiren fiir regenerative Energiequellen, wie Geo-
thermie, Photovoltaik oder Wasserkraft. Im Gegensatz zu Photovoltaik oder Windkraft sind
geothermische Ressourcen nahezu unabhéngig von Witterung, Tageszeit oder geografischer

Lage nutzbar [3].

Die thermische Nutzung des Untergrunds als Energiespeicher, Warmequelle oder Warme-
senke bietet sich aufgrund des hohen nutzbaren Volumens und dem niedrigen Temperaturni-
veau an. Grundsatzlich ist in oberflichennahe und tiefe Geothermie zu unterscheiden. Tiefe
geothermische Anlagen reichen bis in eine Tiefe von ca. 5000 m. Durch die hohen Tempe-
raturen in dieser Tiefe, kann zum Beispiel Wasser als Warmetrdgermedium eingesetzt und
direkt verdampft werden. Der erzeugte Dampf kann zum Beispiel in einer Dampfturbine
zur Stromproduktion oder fiir Heizzwecke eingesetzt werden. Bekannte Vertreter sind das
Hot-Dry-Rock Verfahren und die hydrothermale Doublette. Beide Verfahren arbeiten mit
einem offenen Arbeitsmittelkreis. Das Warmetragermedium wird durch raumlich getrenn-
te Injektions- und Entnahmebohrungen geférdert. Vereinzelt gibt es auch geschlossene tiefe

geothermische Systeme wie CX-Rohrsonden.

Oberflichennahe Nutzungssysteme konnen die geothermische Energie nicht direkt nutzen

und sind meistens auf die Kopplung mit Wéarmepumpen angewiesen. Diese Systeme werden

'Der Einheitenvorsatz E steht fiir Exa und entspricht einer Trillion. Ein EJ entspricht also
10 J = 1000 000 000 000 000 000 J.


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
blio
nowledge

(]
I
rk

1 FEinleitung

bis in eine Tiefe von 400 m installiert. Mit der Ausnahme von Zweibrunnen-Systemen sind die
meisten oberflichennahen Systeme geschlossene Kreislaufe [3]. In dieser Arbeit werden nur
geschlossene oberflichennahe Nutzungssysteme untersucht. Einzelne Erdwarmesonden kon-
nen die geforderte Ubertragungsleistung meist nicht liefern. Durch den Zusammenschluss von
mehreren Erdwirmesonden kann die Ubertragungsleistung erhoht werden. Der Untergrund
wird durch eine Vielzahl von Erdwarmesonden gezielt abgekiihlt oder erwarmt. Dadurch
ist es moglich, verhédltnisméfig kostengiinstig hohe Speicherkapazitdten zu erschliefsen. Die
einzelnen Erdwéirmesonden befinden sich in einem Abstand von 2 bis 5 m. Derartige Spei-
cher werden vorwiegend als Langzeitspeicher zur Speicherung von thermischer Energie iiber
mehrere Monate hinweg eingesetzt [1]. In [5| wird beispielsweise ein solcher Speicher ange-
dacht, um eine Vielzahl von Verbrauchern im Zusammenschluss durch ein Niedertemperatur-
Verteilnetz effizient mit thermischer Energie zu versorgen. Ein dhnliches Projekt wurde in

[6] untersucht.

Zur Dimensionierung der Erdwarmesonden bzw. Erdwarmespeicher wird, abgesehen von Er-
fahrungswerten, auf analytische oder numerische Methoden gesetzt. Die transienten Wérme-
und Stofftransportvorgénge in und um Erdwéirmesonden kéonnen mit einer Vielzahl von Si-
mulationsprogrammen untersucht werden. Dreidimensionale numerische Modelle auf Basis
von Finiten-Volumen oder Finiten-Elementen Programmen sind zum Beispiel in der Lage,
nahezu jede beliebige Bohrlochgeometrie zu erfassen. Die Modelle umfassen oft stark unter-
schiedliche Elementgrofen. Um den Bohrlochquerschnitt hinreichend aufzulosen, ist eine sehr
hohe Anzahl an kleinen Elementen erforderlich. Wohingegen der Untergrund mit nur sehr
wenigen und um einige Gréfenordnungen grofere Elemente aufgelost werden kann. Vollstén-
dig aufgeloste dreidimensionale numerische Modelle verursachen einen erheblichen Aufwand
bei der Modellerstellung. Ein weiterer Nachteil solcher Modelle sind die langen Rechenzeiten.
Selbst moderne Computer benétigen einige Stunden bis hin zu mehreren Tagen, um einen
gewohnlichen Thermal Response Test (TRT?) nachzurechnen. Simulationen iiber mehrere
Jahre, wie es energetische Betrachtungen des Langzeitverhaltens erfordern, sind problema-
tisch in der Umsetzung und koénnen inakzeptabel lange Rechenzeiten verursachen [1]. Ein
anderer Ansatz sieht den Einsatz von g¢-functions vor. Dieses Konzept wurde erstmals 1987
von Eskilson in [9] vorgestellt. Dabei wird ein dimensionsloser Umrechungsfaktor®, welcher
die Bohrlochwandtemperatur mit dem entnommenen oder eingespeisten Warmestrom des

Untergrunds iiber dessen Warmeleitfahigkeit in Verbindung setzt, eingefiihrt [10]. Im Simu-

2Test zur Bestimmung von thermodynamischen Untergrundparametern wie z.B. Wirmeleitfihigkeit des
Untergrunds, Warmeiibergangswiderstand des Bohrlochs und volumetrische Warmekapazitét. Der her-
kémmliche TRT dauert oft mehrere Tage an und liefert nur Durchschnittswerte fiir das Bohrloch. Eine
Verbesserung stellt der Enhanced TRT (eTRT) dar. Dabei wird die Temperatur tiefenaufgelost gemessen.
Weitere Informationen zu TRT sind in 7] und [3] zu finden.

3Im englischen spricht man vom sogenannten Temperature Response Factor.
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1 FEinleitung

lationsprogramm Farth Energy Designer (EED) ist dieses Verfahren umgesetzt. Ein grofer
Vorteil ergibt sich durch die extrem kurzen Rechenzeiten. Die Austrittstemperatur des Fluids
aus dem Sondenfeld kann stiindlich aufgelost fiir einen Zeitraum von 100 Jahren in wenigen
Sekunden berechnet werden [11]. Problematisch ist allerdings, dass die g-functions immer
nur eine spezifische Konfiguration von Rohrsonden reprisentieren. Andert man zum Beispiel

geometrische Faktoren, miissen jeweils andere g-functions eingesetzt werden.

Die von Bauer in [12] entwickelten mehrdimensionalen Widerstands-Kapazitits-Modelle bil-
den die Grundlage der vorliegenden Arbeit. Diese bilden einen Kompromiss zwischen voll-
stdndig dreidimensionaler Diskretisierung und vereinfachter Betrachtung mittels g-functions.
In Abbildung 1.1 sind schematisch die Querschnittsflichen der von Bauer untersuchten CX-,
1U- und 2U-Rohrsonde dargestellt. Der dufere Kreis stellt jeweils das Bohrloch dar. Ublicher-
weise werden die Rohrsonden senkrecht zur Erdoberfliche in den Untergrund angeordnet.
Nach dem Setzen des Bohrlochs werden die Sondenrohre im Bohrloch versenkt und mit
thermisch optimiertem Fiillmaterial vergossen. Ein spateres Entfernen der Rohrsonden ist in
den meisten Féllen nicht moglich. Das Fillmaterial hat die Aufgabe, den Kontakt zwischen
den Sondenrohren und dem umgebenden Untergrund herzustellen. Die grauen Bereiche in
Abbildung 1.1 sollen die Rohrwinde darstellen. Die géngigen Rohrsonden bestehen in der
Regel aus Kunststoffen, wie Polybutylen (PB), Polyethylen (PE) oder Polypropylen (PP) [1].

CX-Rohrsonden werden unter anderem auch aus Stahl oder Verbundwerkstoffen hergestellt.

CX-Rohrsonde 1U-Rohrsonde 2U-Rohrsonde

O O
O O

Abbildung 1.1: Horizontaler Querschnitt durch die drei Sondentypen. Links: CX-Rohrsonde.
Mitte: 1U-Rohrsonde. Rechts: 2U-Rohrsonde

O O



https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

1 FEinleitung

1.1 Zielsetzung

Die im Rahmen dieser Arbeit zu erreichenden Ziele lassen sich in folgende drei Bereiche

gliedern:

1. Modellbildung

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
blio
nowledge

(]
I
rk

Im Rahmen dieser Arbeit werden zweidimensionale bzw. dreidimensionale Modelle der
gangigen Rohrsonden-Typen und der umgebende Untergrund untersucht. Die in dieser
Arbeit verwendeten WKM wurden von Bauer in [1] vorgestellt. Bauer hat den Un-
tergrund zweidimensional und die unterschiedlichen Sonden im Inneren des Bohrlochs
dreidimensional modelliert. Die Temperaturausbreitung im Untergrund ist demnach
rotationssymmetrisch zu betrachten. Durch die Kombination von unterschiedlichen
Modelldimensionen gelingt es, eine hohe Ergebnisgiite bei gleichzeitig niedrigen Re-

chenzeiten zu realisieren. Folgende Rohrsonden-Typen werden untersucht:
o CX-Rohrsonde
e 1U-Rohrsonde
e 2U-Rohrsonde

In Kapitel 2 werden unterschiedliche Methoden zur Bestimmung der thermischen Wi-
derstdnde anhand von empirischen Ansétzen oder der Multipole Methode untersucht
und gegeniibergestellt. In Kapitel 3 werden die zweidimensionalen WKM zu dreidimen-
sionalen WKM verkniipft und die notwendigen Transportgleichungen fiir ein vollstandig
transientes und ein semi-transientes Modell aufgestellt und dokumentiert. Im Rahmen
dieser Arbeit werden verschiedene Methoden zur Berechnung der thermischen Wider-
stande, sowie das vollstdndig transiente Modell in MATLAB umgesetzt. Am Anfang
der Kapitel 2 und 3 befindet sich eine theoretische Einfiihrung in die Thematik. In Ka-
pitel 3.6 sind zudem unterschiedliche laterale Randbedingungen definiert worden. Die
Temperatur der lateralen Randschicht kann konstant gesetzt oder mit Hilfe des geo-
thermischen Temperaturgradienten, mit und ohne Beriicksichtigung von Messdaten,

aus einem Testreferenzjahr-Datensatz berticksichtigt werden.

. Programmieren der Modelle in MATLAB

Kern dieser Arbeit ist die Programmierung der verschiedenen Modelle der Rohrsonden-
Typen in MATLAB (Version R2019b). Weiters wurden alle vorgestellten Methoden zur
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1 FEinleitung

Bestimmung der thermischen Widerstiande und verschiedene laterale Randbedingun-
gen implementiert. Die Transportgleichungen werden implizit in Form von Vektoren
und Matrizen angeschrieben. Durch die implizite Formulierung kénnen die gesuchten
Grofsen fiir den néchsten Zeitschritt immer simultan berechnet werden. Des Weiteren
bietet dieses Verfahren den Vorteil, unabhéngig von der Zeitschrittweite stabile Lo-
sungen* zu liefern. Der Quellcode kann bei Bedarf am Institut fiir Energietechnik und

Thermodynamik der TU Wien angefragt werden.

. Numerische Analyse

Im Rahmen der numerischen Analysen in Kapitel 4 werden ausgewéhlte Gesichtspunk-
te der erstellten Modelle néher betrachtet. In den Kapiteln 4.1.1 und 4.1.2 werden die
unterschiedlichen Methoden zur Bestimmung der thermischen Widerstande in Abhén-
gigkeit des Volumenstroms und der Bohrlochtiefe verglichen. Des Weiteren werden in
Kapitel 4.2 durch Variation der axialen, radialen und zeitlichen Diskretisierung die sy-
stematischen Abweichungen aufgezeigt und diskutiert. In weiterer Folge wird eine vom
Sondentyp abhéngige optimale zeitliche und rdumliche Diskretisierung festgelegt. In
Kapitel 4.3 und 4.4 wird der Druckverlust in Abhéangigkeit der Stromungsgeschwindig-
keit des Fluids in den Rohren und der Sondentiefe untersucht. In Kapitel 4.4 werden
Temperaturverliufe und Ubertragungsleistungen der unterschiedlichen Sonden analy-

siert.

4Eine stabile numerische Losung muss nicht zwingendermafen physikalisch sinnvoll sein.
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2 Zweidimensionale
Widerstands-Kapazitats-Modelle

Bereits 1988 wurde von Eskilson und Claesson in [13] ein vereinfachter stationdrer Ansatz
zur Beschreibung des horizontalen Warmetransports in Bohrlochern vorgestellt. Mit dem
sogenannten A-Modell lasst sich der auf Konvektion und Konduktion beruhende horizontale

Wiérmetransport durch eine Dreiecksschaltung von thermischen Widerstdnden beschreiben.

q'l/ \dz
Rl R2
>>
412

Ty T

Abbildung 2.1: Horizontaler Querschnitt (links) und das A-Modell mit thermischen Wider-
stdnden (rechts) einer 1U-Rohrsonde, nach [12].

Wie in Abbildung 2.1 ersichtlich, werden die spezifischen Warmestréome pro Langeneinheit
¢1 und ¢o von den Rohren zur Bohrlochwand durch die thermischen Widerstinde R; und
Ry beeinflusst. Der spezifische Kurzschlusswarmestrom pro Léngeneingeit 1o zwischen auf-
und absteigendem Fluid im U-Rohr wird durch den thermischen Widerstand R, bestimmt.
Die Wandtemperatur des Bohrlochs 7}, wird dabei iiber den gesamten Umfang als konstant
angenommen. Mit 77 und 75 wird die mittlere Fluidtemperatur im betrachteten Querschnitt
bezeichnet. Das A-Modell basiert auf den folgenden Zusammenhéngen zwischen den spezi-

fischen Warmestromen ¢;, ¢go und den Temperaturen T}, Ty sowie Tj:

LT, LT

2.1
q1 Rl R12 ) ( )
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

. -1, Ty-1T
42 = + .
R2 R12

Setzt man die beiden mittleren Fluidtemperaturen gleich, ergibt sich die lokale mittlere Fluid-

(2.2)

temperatur 1Ty = T} = T5. Dadurch wird der thermische Kurzschluss zwischen den Rohren
ausgeschaltet und R;s = 0. Kombiniert man die zwei parallelen thermischen Wiederstande
Ry und R5 zu einem Ersatzwiderstand, kann der zwischen Fluid und Bohrlochwand liegende

Bohrlochwiderstand R, definiert werden:

Ry Ry

= —. 2.3
R+ R, (23)

b
Der thermische Widerstand R, kann als Verhéltnis der Temperaturdifferenz zwischen War-
metriagermedium und Bohrlochwand zu spezifischer Warmeiibertragungsrate pro Langenein-

heit definiert werden:
Ty =T,

b

Fiir die spezifische Wéarmeiibertragungsrate zwischen der Bohrlochwand und den U-Rohren

Ry (2.4)

gilt ¢ = ¢1 + ¢1. Wenn kein Warmetransport zwischen Bohrlochwand und U-Rohren statt-
findet gilt ¢; = —¢o. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich der thermische Widerstand R,
zwischen aufwérts und abwérts stromenden Fluid in den Schenkeln der U-Rohre nach Glei-

chung (2.5), zu
_ Rip(Ry + Ry)

 Ri+Ry+ Ry
Der thermische Widerstand R, wird auch als direkter Kopplungswiderstand bezeichnet und
ist keine physikalisch messbare Grofse [14]. Mit Hilfe der Multipole Method kénnen die thermi-

schen Widerstédnde des A-Modells mit hoher Genauigkeit bestimmt werden [15]. Bemerkens-

R, (2.5)

wert ist, dass Modelle, welche von dieser Schaltung abweichen, trotzdem die selben Werte
fir R, und Ry liefern, siehe Kapitel 1.2.1 in [1].

Der Warmeaustausch zwischen dem Fluid in den U-Rohren und dem umgebenden Unter-
grund variiert mit der Zeit. Dem jahreszeitlichen Verlauf iiberlagern sich kurzfristige Schwan-
kungen. Beispielsweise bewirkt die Einspeicherung von thermischer Energie aus Solarkol-
lektoren schnelle Anderungen der Wirmeeinbringung wihrend des Tages. Der thermische
Einfluss zwischen benachbarten Erdwarmesonden aufgrund der iiberlagerten Schwankungen
ist auf dieser Zeitskala vernachlissigbar gering. Grundannahme ist, dass die kurzfristigen
Schwankungen der Wérmeeinbringung durch eine Folge von stiickweise konstanten Werten
der Warmeeinbringung dargestellt werden kénnen. Das Problem eines Stufenwechsels der
Wiérmeinbringung kann mit Hilfe von Laplace-Transformationen gelost werden. Die Losung

beinhaltet oszillierende Bessel Funktion 1. und 2. Art welche nur schwierig und zeitaufwendig
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

zu ermitteln sind. Hellstrom verwendet daher in [16] eine Approximation mit Hilfe der Kel-
vinschen Linienquellentheorie. Die Temperatur des Untergrunds 7' = T'(r, t) ist eine Funktion
des radialen Abstands zur Linienquelle r und der Zeit ¢. Fiir einen sprunghaften Anstieg der
Warmeeinbringung auf ¢, zum Zeitpunkt ¢ = 0 kann die Temperatur des Untergrunds 7" mit

Gleichung (2.6) folgendermafen bestimmt werden:

T(r,t) = 4‘7@ //4 t%du: 4% Ei (*/1at). (2.6)
Wobei A\ die Warmeleitfahikeit und a die Temperaturleitfahigkeit des Untergrunds sind. Das
halbunendliche Integral aus Gleichung (2.6) kann mit der Integralexponentialfunktion Fi(z),
welche auch als Reihendarstellung! verfiigbar ist, gelost werden. Von besonderem Interesse
ist die Temperatur an der Bohrlochwand. Die exakte Losung fiihrt zu einer prompten Er-
héhung der Temperatur der Bohrlochwand, wéhrend das Ansprechen der Linienquelle am
Aufenradius des Bohrlochs bei r = % verzogert stattfindet. Der relative Fehler der Linien-
quellenlosung aus Gleichung (2.6) an der Bohrlochwand ist im Vergleich zur exakten Losung

aus [106] in Tabelle 2.1 fiir einige Werte der dimensionslosen Zeit 4at/a2 dargestellt.

Tabelle 2.1: Relativer Fehler der Linienquellenldsung im Vergleich zur exakten Losung bei
r = d/2, nach [10].
4at/qz /- relativer Fehler / %

) 10,5
10 9,3
20 2,5
50 1,0

100 0,5

So ergibt sich unter Zuhilfenahme von Tabelle 2.1 die minimale Zeitschrittweite, welche zu

einem relativen Fehler von unter 10,5 % fiihrt nach Gleichung (2.7), zu

5d?
Mochte man nun transiente Vorgidnge quasistationdr anndhern ergeben sich bei typischen
Werten fiir a = 107 m2s~! und d, = 0,1 — 0,15 m minimale Zeitschrittweiten von einigen

Stunden. Soll der relative Fehler unter 1 % liegen ergeben sich minimale Zeitschrittweiten von

Unter Beriicksichtigung der Euler-Mascheroni-Konstante v ~ 0,57721 kann FEi(z) als Reihe dargestellt

werden:
oo

Ei(x) =~ +In|z| + Z

k=1
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

einigen Tagen. Um diesen Nachteil auszugleichen, werden den Bohrlochkomponenten ther-
mische Kapazitiaten zugewiesen. Die dadurch entstehenden Widerstands-Kapazitéats-Modelle
(WKM) erlauben eine transiente Beschreibung des Bohrlochs. Ein von Al-Khory R. et al. in
[17] und [18] eingefiihrtes WKM berticksichtigt lediglich einen Knoten und eine thermische
Kaparzitat fiir das Fiillmaterial. Bauer et al. stellte in [12] WKM vor, welche das Fiillmaterial
mit einem Knoten pro Rohr berticksichtigen. Des Weiteren konnte Bauer nachweisen, dass
die von ihm entwickelten WKM bei transienten Vorgéangen sehr gute Ergebnisse im Vergleich
zu einem vollstandig diskretisierten Finiten-Elemente Modell liefern. Grundlage fiir den Ver-
gleich ist eine sprunghafte Temperaturdnderung von 10 °C auf 80 °C am Eintritt bzw. 40 °C
am Austritt der Rohrsonde. Um der Referenzlésung hinreichend genau folgen zu kénnen, be-
notigen die WKM nur wenige Minuten. Das A-Modell benétigt hingegen mehrere Stunden.
Weitere Informationen beziiglich des Verhaltens von A-Modell, WKM und Referenzlésung
sind in [1], [12] und [19] verfiigbar.

2.1 Modellgeometrien

Die von Bauer in [12] entwickelten WKM fiir die wesentlichen Sondentypen CX-; 1U- und
2U-Rohrsonde sind insofern ein neuartiger Ansatz, als dass sie die Warmekapazitét des Fiill-
materials auf einen Knoten pro Rohr aufteilen. Bezogen auf den Bohrlochquerschnitt weist
das Fiillmeterial keine einheitliche Temperatur auf, sondern wird iiberwiegend von der Tem-
peratur des Fluids im néchst gelegenen Rohr beeinflusst. Die Bohrlochwand wiederum weist
per Definition eine einheitliche Temperatur auf, wodurch eine Beschreibung mit nur einem
Knoten hinreichend ist. Dadurch lassen sich die WKM als eindimensionale Linienelemen-
te in eine dreidimensionale, jedoch rotationssymmetrische Beschreibung des Untergrundes

einbringen.

In Abbildung 2.2 sind die Querschnitte und die WKM fiir CX-, 1U- und 2U-Rohrsonden dar-
gestellt. Der thermische Kurzschluss bei CX-Rohrsonden zwischen Fluid im Ringspalt und
Fluid im Kernrohr findet auf direktem Wege statt. Bei 1U- und 2U-Rohrsonden wird der
thermische Kurzschluss durch das die Rohre umgebende Fiillmaterial abgedampft. Der Wér-
metransport zwischen Bohrlochwand und Fluid findet bei allen Modellen durch das Fiillmate-
rial statt. Alle in diesem Kapitel beschriebenen Modelle bewahren nur unter symmetrischem
Aufbau der U-Rohrsonden ihre Giiltigkeit. Das bedeutet weiter, dass die Rohrmittelpunkte
der CX-Rohrsonde im Zentrum des Bohrlochs und jene der U-Rohrsonden auf einem kon-

zentrischen Kreis zur Bohrlochwand liegen miissen. Des Weiteren miissen die Massenstrome
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

in beiden U-Rohren der 2U-Rohrsonde ident sein.

Ty
20U
Rng Rggl
CcX
. A9 R2Y
g
R2U
CX
ng 2U
Rgb
2U
T ROX T Rgo
ff
T1 T2

Abbildung 2.2: Horizontaler Querschnitt (oben) und WKM fiir CX-, 1U und 2U-Rohrsonden
(unten), nach [12].

2.1.1 CX-Rohrsonde

Das klassische Warmedurchgangsproblem zwischen Fluid im Innenrohr und Fluid im Ring-
spalt setzt sich aus zwei Warmeiibergangen an den Rohrwianden und der Warmeleitung durch
die Rohrwand zusammen. Der Wéarmedurchgang lasst sich mit dem thermischen Widerstand

R?fX charakterisieren und setzt sich nach Gleichung (2.8) additiv aus drei Teilen zusammen:

10
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

R? RCX 1 + Rcond 1 + Rcom; ,2° (28)

conv,

Die thermischen Widerstande Rconv , und me o charakterisieren die konvektiven Anteile
des Warmedurchgangs an der Innen- und Aufsenseite des Kernrohres. Sie kdnnen zusammen

mit der Nusselt-Korrelation aus Anhang A.1 mit Gleichung (2.9) bestimmt werden:

1 1 dio — dg
com)l Rcom)Q : —.
Nul)\fﬂ' NUQ)\fﬂ' dal

)

RCX (2.9)

Der thermische Widerstand Rcond1 charakterisiert den konduktiven Anteil aufgrund von

Wiérmeleitung durch die Kernrohrwand:

RCX m (2.10)

cond,l — 271\
4

Der thermische Widerstand R?gX zwischen Fluid im Ringspalt und Schwerpunkt des Fiill-

materials setzt sich nach Gleichung (2.11) additiv aus drei Teilen zusammen:
R?g Rconv 3 + Rcond 2 + Rcond 3 (211>

Der thermische Widerstand des konvektiven Anteils an der Innenseite des Aufienrohres

RCX . lisst sich mit der bereits verwendeten Nusselt-Korrelation aus Anhang A.1 berechnen:

conv,3

1 diy—d,
RCEX 2 L

2.12
conv 3 NUQ )\f T di,2 ( )

Die thermischen Widerstiande R¢X

Rohr und einem Teil des Fiillmaterials bis zu dessen Schwerpunkt:

In (2‘?’2)
RCX, = —"22 RGX
cond,2 — 2 )\p )

cond,2 und Rcond 4 beschreiben die Warmeleitung im dufseren

x$X RS (2.13)

cond, 3=

Der thermische Widerstand RS;)X zwischen Schwerpunkt des Fiillmaterials und Bohrlochwand
ergibt sich nach Gleichung (2.14), zu

RGY = (1—aSY) RSX. (2.14)

11
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

Der thermische Widerstand RgCX charakterisiert den konduktiven Warmetransport zwischen

AuRenseite des aueren Rohrs und der Bohrlochwand:

n () . (2.15)

RC’X —
g 21,

Da die thermische Kapazitat des Fiillmaterials mit nur einem Knoten pro Rohr beriicksich-
tigt wird, muss der thermische Widerstand RgX in geeigneter Weise auf RngX und jofd’?)
aufgeteilt werden. Letzterer ist wiederum Bestandteil des thermischen Widerstands R%X Zwi-
schen Fluid im Ringspalt und Fiillmaterial. Das Fiillmaterial bildet bei der CX-Rohrsonde
einen Ring um das Aufenrohr. Der konzentrische Kreis mit Durchmesser d,, auf welchem
der Schwerpunkt liegt, teilt das Fiillmaterial in zwei gleich grofe Flachen (siehe Abbildung
2.3). Der Durchmesser des Schwerpunktes lasst sich durch Gleichsetzen der zwei Ringflachen

des Fillmaterials wie folgt berechnen:

di + d?
d, = \/%. (2.16)

Der dquivalte Durchmesser d., resultiert, wenn die Summe aller Querschnittsflichen der
fluidfithrenden Rohre inklusive der Querschnittsflichen der Rohrwénde im Bohrlochzentrum
konzentriert werden. Die dadurch entstehende Kreisflache weist den Durchmesser d., auf. Im
Fall der CX-Rohrsonde entspricht der dquivalente Durchmesser dem Aufsendurchmesser des

AuRenrohres, d., = d, 2.

adquivalente
Flache

Abbildung 2.3: Hlustration der Schwerpunktslage des Fiillmaterials fiir CX-Rohrsonden.

cX

Der Parameter x;

ergibt sich aus dem Quotienten des Warmeleitwiderstands zwischen d,

12
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

und d,, sowie zwischen d., und d;, nach Gleichung (2.17), zu

ln dz 1 ln —lez’er?w
cxX ﬂda,2
rot = = . (2.17)

59 d 1 d
b b
In <deq> 27Ag In (da,z>

Die thermische Kapazitit CS~ des Fiillmaterials lasst sich mit Gleichung (2.18) nach [1], zu

T
CgCX ~Pay (dl? - d2,2) Cq (2.18)

berechnen. Die thermischen Kapazititen C¢; und C75* des Fluids kénnen analog zu Glei-

chung (2.18) wie folgt berechnet werden:

T T
C«fo( = Py 1 d?,l Cp,fs Cfcg( = Ps 1 (d?g - di,l) Cp,f- (2.19)

2.1.2 1U-Rohrsonde

Der Wéarmedurchgang zwischen Fluid und Schwerpunkt des Fiillmaterials setzt sich einerseits
aus dem Warmeilibergang an der Rohrinnenseite und andererseits aus der Wérmeleitung
durch die Rohrwand bis zum Schwerpunkt des Fiillmaterials zusammen. So lasst sich der
thermische Widerstand R\ nach Gleichung (2.20) additiv aus drei Teilen zusammen setzen:

Ry =R, + Rinar + Rionas- (2.20)

conv cond,1

Der konvektive Anteil an den Rohrinnenwénden ergibt sich zusammen mit der Nusselt-

Korrelation aus Anhang A.2 nach Gleichung (2.21), zu

RIU 1

- 2.21
conv Nu )\fﬂ_ ( )

Die thermischen Widerstinde RV . und R!U ., charakterisieren die Wérmeleitung und

werden nach Gleichung (2.22) berechnet:

In (d—”>
wo di w U plU
Rcond,l - 27 )\p ’ Rcond,2 - xsg Rg : (222)

13
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

Der thermische Widerstand R}y zwischen Bohrlochwand und Schwerpunkt des Fiillmaterials
ergibt sich nach Gleichung (2.23), zu

Rl = (1—zl]) R} (2.23)
In Abschnitt 2.2 sind verschiedene Verfahren zur Bestimmung des thermischen Widerstands
R;U angefiihrt. Analog zur CX-Rohrsonde muss der thermische Widerstand R;U in geeig-
neter Weise auf R;gj und Rg{w2 aufgeteilt werden. Letzterer ist wiederum Bestandteil des
thermischen Widerstands R}g zwischen Fluid und Fiillmaterial. Zur Bestimmung des Schwer-
punktes des Fiillmaterials wird die Summe der Querschnittsflichen der U-Rohre inklusive
Rohrwand auf eine dquivalente Flache im Bohrlochzentrum mit Durchmesser d., reduziert.
Das Fiillmaterial kann dadurch wie in Abbildung 2.4 als Kreisring um die dquivalent Fléache
dargestellt werden. Der Durchmesser des Schwerpunktes kann durch Gleichsetzen der zwei

Kreisringflachen des Fiillmaterials bestimmt werden:

di + d?
d, = \/%. (2.24)

Im Fall der 1U-Rohrsonde entspricht der dquivalente Durchmesser des Schwerpunktes

deq = \/ﬁda- (225)

adquivalente
Flache

Abbildung 2.4: Illustration der Schwerpunktslage des Fiillmaterials fiir 1U-Rohrsonden.

Der Parameters x.] ergibt sich aus dem Quotienten des Wérmeleitwiderstand zwischen de,

und d,, sowie zwischen d., und dj, nach Gleichung (2.26), zu

21242
d, 1 Vb "7a
1w 1n< eq) 2”1’\9 n( 2da )
- . (2.26)
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

Der Wert von xig ist unabhingig von der Lage der U-Rohre und wird nur durch den
Bohrloch- und Sondendurchmesser beeinflusst. Der thermische Widerstand R;gU zwischen

den zwei Schwerpunkten der Fiillmaterialhélften ergibt sich nach Gleichung (2.27), zu

U U U U
2R} (R — 22l R)Y)
2RI — RW 4 22U RIU-

1w _
Ry, = (2.27)
Der Wert von RV wird von den geometrischen Abmessungen und groRteils von der Wirme-
leitfahigkeit des Fiillmaterials und in geringerem Maf von der des umgebenden Untergrunds

beeinflusst. Dadurch kann als Naherung der Formkoeffizient fiir zwei lange, parallele Zylinder

im unendlich ausgedehnten Medium aus [20] fir 1U-Rohrsonden verwendet werden [1]:
2% — d? 1
U a
R, ~ arcosh ( 7 ) Ty (2.28)

Mit Kenntnis des thermischen Widerstands des Bohrlochs RV (siehe Abschnitt 2.3) kann der
thermische Widerstand RV auf Basis der Multipole Method mit Gleichung (2.65) bestimmt

werden.
Die thermischen Kapazititen C’glU des in zwei gleich grofse Teile aufgeteilten Fiillmaterials
ergibt sich jeweils nach Gleichung (2.29), zu

d2
Cl = pgg (5’? - di) . (2.29)

Die thermische Kapazitat C}U des Fluids kann mit Gleichung (2.30) berechnet werden:

™
Ci¥ = py 1 d; ¢yt (2.30)

2.1.3 2U-Rohrsonde

Das hier vorgestellte Modell der U-Rohrsonde erlaubt eine hohe Flexibilitdt in der Kon-
figuration und Verschaltung der U-Rohre. Wie in Abbildung 2.5 dargestellt, kdnnen die
U-Rohre diagonal, benachbart mit nicht gekreuzten U-Rohren und benachbart mit gekreuz-
ten U-Rohren verschaltet werden. Des Weiteren konnen die Rohre auch parallel oder seriell

durchstromt werden.
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

Abbildung 2.5: Drei mogliche Konfigurationen fiir die Durchstrémung der U-Rohre. Links:
diagonal, Mitte: benachbart mit nicht gekreuzten U-Rohren, Rechts: benach-
bart mit gekreuzten U-Rohren, nach [21].

Analog zur 1U-Rohrsonde setzt sich der thermische Widerstand R}[g] zwischen Fluid und
Schwerpunkt des Fiillmaterials nach Gleichung (2.31) additiv aus drei Teilen zusammen:

R7) = RY,, + Ry + B2, (2.31)

conv cond,1 cond,2*

Der konvektive Anteil an den Rohrinnenwénden ergibt sich zusammen mit der Nusselt-

Korrelation aus Anhang A.3 nach Gleichung (2.32), zu

1
) ——— 2.32
conv Nu )\f 7T ( )

Die thermischen Widerstiande R2YV

2 a1 und R2Y ) charakterisieren den konduktiven Anteil des

Wiérmeiibergangs an der Rohrwand und einen Teil des Fiillmaterials bis zu dessen Schwer-

punkt:

()
RY = : R x2) RV, (2.33)

cond,l — 271\ ) cond,2 —
P

Der thermische Widerstand RZ zwischen Bohrlochwand und Schwerpunkt des Fiillmaterials

ergibt sich nach Gleichung (2.34), zu
RN =(1-22]) RV, (2.34)

In Abschnitt 2.2 sind analog zur 1U-Rohrsonde verschiedene Verfahren zur Bestimmung des
thermischen Widerstands R}" aufgelistet. Zur Bestimmung des Schwerpunktes des Fiillma-
terials werden, wie bei der 1U-Rohrsonde, die Querschnittsflichen der zwei U-Rohre auf
eine dquivalente Flache im Bohrlochzentrum mit Durchmesser d., reduziert. Das Fiillmate-
rial kann dadurch wie in Abbildung 2.6 als Kreisring um die dquivalente Fliache dargestellt

werden. Der Durchmesser des Schwerpunktes ergibt sich wieder durch Gleichsetzen der Kreis-
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

ringflichen des Fiillmaterials zu

| d? + d?
dz - %. (235)

Im Fall der 2U-Rohrsonde entspricht der dquivalente Durchmesser des Schwerpunktes

ey = 2da. (2.36)

aquivalente

Fléache

dg deq
- . >

Abbildung 2.6: Illustration der Schwerpunktslage des Fiillmaterials fiir 2U-Rohrsonden.

Der Parameter z2. kann aus dem Quotienten des Wérmeleitwiderstands zwischen de, und

2U
g

ist analog zur 1U-Rohrsonde unabhéngig von der Lage der U-Rohre und wird nur durch den

d., sowie zwischen d., und d, nach Gleichung (2.37) bestimmt werden. Der Wert von z

Bohrloch- und Sondendurchmesser beeinflusst:

()t (S

In {55 o5 2V2da

xr = =
sg

1 dy

In (d€q> 2mAg In (2d )

Bei der Berechnung der thermischen Widersténde zwischen den zwei Schwerpunkten der Fiill-

(2.37)

materialhélften muss in nebeneinander liegende (R2V)) und diagonal liegende (R2L;) Rohre
unterschieden werden: o 2U -
2RY (R, — 2220 R?
o= 5t Fary ), (2.38)
2RY — R2Y) 42 x2U RQU
2 RQU R -9 J}ZU R2U
R, = "¢ (Firs ) (2.39)

992 2R% — R, +2 $2U R2U

Die Werte von RQU1 und RV 2 werden analog zur 1U-Rohrsonde von den geometrischen
Abmessung und grofsteils von der Wirmeleitfiahigkeit des Fiillmaterials und in geringerem
Mafs von der des umgebenden Untergrunds beeinflusst. Diersch schldgt daher in [22] vor

als Naherung den Formkoeffizienten fiir zwei lange, parallele Zylinder im unendlich ausge-
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

dehnten Medium aus [20] zu verwenden. Problematisch ist, dass diese Beziehung nur fiir
zwei isotherme Zylinder angewendet werden kann. Eine gegenseitige Beeinflussung der zwei
U-Rohre wird dadurch ausgeschlossen. In der Literatur sind zum Zeitpunkt der Abfassung
dieser Arbeit noch keine Formkoeffizienten fiir vier Zylinder im unendlich ausgedehnten Me-
dium vorhanden. Trotz der nicht erwiesenen Giiltigkeit sei der Vollstandigkeit halber der

Vorschlag von Diersch angefiihrt:

s? —d? 1

Rzgl ~ arcosh ( pp > Dy (2.40)
25 —d? 1

R2, ~ arcosh ( 7 ) W (2.41)

Mit Kenntnis des thermischen Widerstands des Bohrlochs R?Y (siche Abschnitt 2.3) und des
thermischen Widerstands des Fiillmaterials R;U (sieche Abschnitt 2.2) kann der thermische
Widerstand R2Y, und R2Y, auf Basis der Multipole Method mit Gleichung (2.66) und (2.67)

Ty

bestimmt werden.

Die thermische Kapazitéat CgQU des in vier gleich grofse Teile aufgeteilten Fiillmaterials ergeben

sich jeweils nach Gleichung (2.42), zu

2
CjU = ng (% - di) Cg> (2.42)

Die thermische Kapazitat C’?U des Fluids ergibt sich nach Gleichung (2.43), zu

s
C7V = py 1 d; eyt (2.43)

2.2 Thermischer Widerstand des Fullmaterials

Zur Bestimmung des thermischen Widerstandes des Fiillmaterials R, stehen in der Literatur
eine Vielzahl von Methoden zur Auswahl. Raymond et al. hat in [23] und Rees in [2/] mehrere
Ansitze fiir 1U-Rohrsonden zusammengefasst. Grundsétzlich gibt es aber die folgenden drei

Herangehensweisen
e Methode des dquivalenten Durchmessers

e Empirische Ansétze

18


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

e Ansitze, basierend auf der Multipole Method
Methode des dquivalenten Durchmessers

Nach der Methode des dquivalenten Durchmessers werden zur Bestimmung des thermischen
Widerstands des Fiillmaterials die Querschnittsflichen der U-Rohre auf eine &dquivalente
Fliache im Bohrlochzentrum mit Durchmesser d., reduziert, siche Abbildung 2.4 und 2.6.
Daraus resultiert analog zur CX-Rohrsonde der thermische Widerstand R;U bzw. R;U nach
Gleichung (2.44), zu

RV = o) <j_b> : (2.44)

Der Ansatz von Shonder et al. in [25] beriicksichtigt den Schenkelabstand s (siche Abbil-
dung 2.2) der U-Rohre nicht. Die dquivalenten Durchmesser kénnen fiir 1U-Rohrsonden mit
Gleichung (2.25) und fiir 2U-Rohrsonden mit Gleichung (2.36) bestimmt werden.

Bose et al. und Gu et al. gewichten den Schenkelabstand unterschiedlich und kénnen somit
den Nachteil der von Shonder et al. vorgestellten Methode ausgleichen. Jedoch liefern beide
nur Ansétze fiir 1U-Rohrsonden. Bose et al. definiert in [26] den dquivalenten Durchmesser

fiir 1U-Rohrsonden unter Beriicksichtigung des Schenkelabstandes s nach Gleichung (2.45),

zu
| da
deg = £\| = 5. (2.45)
2
Gu et al. definiert in [27] den dquivalenten Durchmesser fiir 1U-Rohrsonden nach Gleichung
(2.46), zu
da
deg = 0,414 5 +0,5s. (2.46)
Empirische Anséitze
Paul entwickelte in [28] einen empirische Ansatz auf Basis von zweidimensionalen Form-

faktoren. Der thermische Widerstand des Fiillmaterials R;U fiir 1U-Rohrsonden ergibt sich
damit in Abhéngigkeit der Rohrkonfiguration nach Gleichung (2.47), zu

1
e
Yt (2)

Untersucht wurden drei spezifische Rohrkonfigurationen, siche Abbildung 2.7. Die aus expe-

1U
RV = (2.47)
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

rimentellen Daten gewonnenen Koeffizienten By und B; sind in Tabelle 2.2 aufgelistet.

A B

@@

Abbildung 2.7: Unterschiedliche Rohrkonfigurationen: A - Rohre beriihren sich im Bohrloch-
zentrum, B - Rohre sind gleichméfig im Bohrloch verteilt, C - Rohre beriihren
die Bohrlochwand, nach [25].

Tabelle 2.2: Koeffizienten By und By fiir unterschiedliche Rohrkonfigurationen, nach [25].
Konfiguration B By

A 20,10 -0,9447
B 17,44 -0,6052
C 21,91 -0,3796
Bauer konnte in [12] mit Formfaktoren unter Einbindung von numerisch gewonnen Daten

Koeffizienten fiir exzentrische gelegene Zylinder gleicher Lange bestimmen. Der thermische
Widerstand des Bohrlochs fiir 1U-Rohrsonden lésst sich demnach néherungsweise mit Glei-
chung (2.48) und fiir 2U-Rohrsonden nach Gleichung (2.49) bestimmten:

2 4d2—s?
RV — arcosh < 2.4 ) 1,601 — 0,888 - (2.48)
9 27\, ’ ) '
2 2 2
arcosh (dﬁda*s > 2
o7 2dy da s 5
= — 4,432 = +2,364 = | . 2.4
R? Ty <3,098 43 at 36 d%) (2.49)

Bauer beriicksichtigt dabei den Abstand der Sondenrohre und kann somit préizisere Ergeb-

nisse als die Methode des dquivalenten Durchmessers nach Shonder et al. liefern.

Sharqawy et al. entwickelte in [29] wieder unter Beriicksichtigung von numerisch gewonnenen
Daten Gleichung (2.50) zur Bestimmung des thermischen Widerstand des Bohrloches fiir
1U-Rohrsonden:

1 S d
WU _ 436 — 1.49 — In(=2)]. 9.
R! Ty 0,436 — 1, 9db + 0,656 In 7 (2.50)

Dabei wurde eine einheitliche Temperatur an der Bohrlochwand vorausgesetzt. Somit wird,
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wie beil Bauer [1] und Paul [28], die Warmeleitfihigkeit des Untergrunds A, nicht bertick-
sichtigt.
Liao et al. hingegen konnte in [30] eine Gleichung entwickeln, welche die Warmeleitfihigkeit

des Untergrunds A, durch den dimensionslosen Faktor

A=A

= 2.01
)\g + N\ ( )

o
beriicksichtigt. Des weiteren wurde angenommen, dass im Gegensatz zu Sharqawy et al.
[29] keine einheitliche Temperatur der Bohrlochwand vorliegt. Die Randbedingung: einheit-
liche Wandtemperatur, ist vier Meter von der Bohrlochwand entfernt angesetzt worden. Der

thermische Widerstand des Fiillmaterials R;U ergibt sich zu:

—0,36952 — 0,50125 In (di) +0,51248 In (%)
b a

d;
0,51057 0 1 .
rosten (25

RlU:
g 2T A

(2.52)

Ansitze, basierend auf der Multipole Method

Eine weitere Methode zur Berechnung des thermischen Widerstands des Fiillmaterials ist
die Multipole Method. Diese, von Bennet, Claesson und Hellstrom in [15] vorgestellte Metho-
de, ist ein komplexer Algorithmus zur Berechnung von thermischen Widerstanden fiir eine
beliebige Anzahl von beliebig angeordneten Rohren in einem Bohrloch. Der Algorithmus
kommt unter anderem im Simulationsprogramm Earth Energy Designer (EED) zum Einsatz
[31]. Die Multipole Method gilt als eine der exaktesten Methoden zur Berechnung der ther-
mischen Widerstdnde in einem Bohrloch [21]. Mit Kenntnis des thermischen Widerstands
des Bohrlochs R, zwischen Fluid im Rohr und der Bohrlochwand (siehe Abschnitt 2.4), kann
der thermische Widerstand des Fiillmaterials nach Gleichung (2.53) fiir 1U-Rohrsonden und
nach Gleichung (2.54) fiir 2U-Rohrsonden berechnet werden:

Ry =2RY — Rig, — Regnay, (2.53)
RY = 4Ry — R, — Rigan- (2.54)
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2.3 Interner thermischer Widerstand des Bohrlochs

Der interne thermische Widerstand des Bohrlochs R,, sowie der lokale thermische Wider-
stand des Bohrlochs R, kann auf Basis der Multipole Method nach Bennet, Claesson und
Hellstrom [15] mit Hilfe des EED oder mit Hilfe von in der Literatur zur Verfiigung stehen-
den Losungsansétzen bestimmt werden. Alternativ konnen R, und der effektive thermische
Widerstand des Bohrlochs Ry durch einen Thermal Response Test (TRT') bestimmt werden.
Da fiir die vorliegende Arbeit ein moglichst vollstdndig nummerischer Ansatz zur transienten
Simulation von Erdwarmesonden gefunden werden soll, wird auf die Bestimmung der ther-
mischen Widerstanden mittels EED und TRT nicht weiter eingegangen. Nachfolgend werden
Gleichungen zur Bestimmung der thermischen Widerstande nach der Multipole Method 0.
(J =0) und 1. Ordnung (J = 1) vorgestellt. Die Gleichungen wurden von Classon und Javed
fir 1U-Rohrsonden in [1] und fiir 2U-Rohrsonden in [21] vorgestellt.

Unter Beriicksichtigung des dimensionslosen Parameters o aus Gleichung (2.51), welcher das
Verhaltnis der Warmeleitfahigkeiten von Fiillmaterial und Untergrund beschreibt, ergibt sich
der thermische Widerstand des Bohrlochs 0. Ordnung fiir 1U-Rohrsonden nach Gleichung

(2.55), zu
1 2s d? + s*
RV (0) :23p+W—Ag {m (d_a> +0n (dg_sz)] (2.55)

Der thermische Widerstand R2V(0) fiir 2U-Rohrsonden ist von der Konfiguration der Rohr-
sonde abhéngig, sieche Abbildung 2.5. Die beiden Félle mit benachbarten U-Rohren weisen

idente thermische Netzwerke auf. Daher reduzieren sich die zu betrachtenden Falle auf dia-

gonal liegende Einlassrohre

1 d4 4
R2(0) = 2R, + —— [m (di> +aln< ks ﬂ (2.56)

4

und benachbart liegende Einlassrohre

1 25 d? + s?
U _ b
Ria(O) = 2Rp + — |:111 <d_a> + 0o ln <W)} . (257)

T Ag

Der totale thermische Fluid-zu-Rohr Widerstand R, ergibt sich nach [24] mit Gleichung
(2.58) fiir 1U- und 2U-Rohrsonden zu

/20
BIP = RL + Regudy (2.58)
Um die ohnehin schon aufwéndige Berechnung zu vereinfachen wird, wie in [21], [14] und
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

[24], auch im Rahmen dieser Arbeit der Wert des thermischen Fluid-zu-Rohr Widerstands

als konstant mit R, = 0,056 mKW~! angenommen.

Der thermische Widerstand R!Y(1) fiir 1U-Rohrsonden kann nach der Multipole Method 1.

Ordnung (J = 1) unter Beriicksichtigung der dimensionslosen Koeffizienten

_d, _dys _dgs
p0_287 pl_dg—827 p2_d§+827
. (2.59)
bl:m und ﬂ:27T>\bRp
nach Gleichung (2.60) berechnet werden:
1 b 2
R (1) = RV (0) 1[0 (p1+p2) + pol (2.60)

Cad LA {—pR+olp (p+2p0) — P2 (D2 —2p0)]}

Der thermische Widerstand R2Y(1) fiir 2U-Rohrsonden mit diagonal liegenden Einlassrohren
kann nach der Multipole Method 1. Ordnung (J = 1) unter Beriicksichtigung der dimensi-

onslosen Koeflizienten

@ 52 @
P3 = 452 b1 = é/ﬁ und  ps = {L/ﬁ (2.61)
nach Gleichung (2.62) berechnet werden:
2U 2U 1 by p3 (1 —I—8Upip§)2
Roq(1) = R, 4(0) (2.62)

T A 1—bips[3—320 (p2p8 + P pd)]

Der thermische Widerstand Rzlé(l) fiir 2U-Rohrsonden mit benachbart liegenden Einlassroh-
ren kann nach der Multipole Method 1. Ordnung (J = 1) unter Berticksichtigung der dimen-

sionslosen Koeffizienten aus M und V' nach Gleichung (2.64) berechnet werden:

[ My M

M: 11 12
_M21 M22

_ | 1+ 16b10ps (3pip3 + pips) ~b1ps (2.63)

i b1 s —1—16by 0 ps (papl +3pips3) |

v |Vi|_|1-8opips |
|V 3+ 80 pyp

1 byps V2Myy —2ViVy My — V2 M.

R2(1) = R2(0) + —— 78 22 0 2L TR L T I T (2.64)

T )‘g 2 Mu M22 + M221
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Mit Kenntnis des thermischen Widerstands des Bohrlochs R, kann nun der thermische Wi-
derstand zwischen den Aufenseiten zweier Rohre R!U fiir 1U-Rohrsonden nach Gleichung
(2.65) anstelle von Gleichung (2.28) aus Abschnitt 2.1.2 berechnet werden:

RY =R —2 (R + R, (2.65)

conv cond,1

Die thermischen Widerstdnde zwischen den Aufenseiten der Rohre: R, und R2Y, fiir

2U-Rohrsonden, ergeben sich mit Kenntnis des thermischen Widerstands des Fiillmateri-

als R2Y nach Gleichung (2.66) und (2.67), anstelle von (2.40) und (2.41) aus Abschnitt 2.1.3,

zu

(2+v2) B (R — Re, — Rignan)

RY = conv (2.66)
! RV + RV - RY,, - R,
und
R, =V2RY,. (2.67)

2.4 Thermischer Widerstand des Bohrlochs

Der lokale thermische Widerstand kann nach Gleichung (2.68) als Verhéltnis der Tempera-
turdifferenz zwischen Fluid und Bohrlochwand zu spezifischer Warmetiibertragungsrate pro
Langeneinheit ¢, folgendermafen definiert werden:

b

Ry (2.68)

Dabei ist T, die lokale mittlere Fluidtemperatur und 73 die Temperatur der Bohrlochwand.
Der lokale thermische Widerstand Ry(0) zwischen Fliissigkeit im Rohr und Bohrlochwand

kann unter der Annahme gleicher Warmestrome

. . 1. . . . . 1.
i’ = d" = 5 d, it =@ =@ =d" = 7 (2.69)

und dadurch gleichen Fluidtemperaturen fiir 1U- und 2U-Rohrsonden
Ty =T} =Ty, Ty =T =T =T =Ty, (2.70)

mit Gleichung (2.71) und (2.72) bestimmt werden [14, 21]:

ro = e o L () g (e (2.71)
b 2107 27, 2d, s df — s* ’ '
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o (O J SO S [y (G B (2.72)
b AT 27, 4d, s3 dy — s8 ' '

Der thermische Widerstand R;Y(1) fiir 1U-Rohrsonden kann nach der Multipole Method 1.
Ordnung (J = 1) nach Gleichung (2.73) berechnet werden [11]:

_ 1 bi [0 (p1 — p2) —Po]2 (2.73)
8mAg 1+ b1 {pg + o [p1 (p1 +2po) +p2 (P2 — 2p0)] }

R, (1) = Ry (0)

Der thermische Widerstand R?Y(1) fiir 2U-Rohrsonden kann nach der Multipole Method 1.
Ordnung (J = 1) nach Gleichung (2.74) berechnet werden [21]:

1 bhips(3-80p)’
87 Ay 1+bips (5+640pips)

Ry (1) = Ry (0) (2.74)

Die Fluidtemperatur variiert im Allgemeinen entlang der Bohrlochtiefe. Es findet nicht nur
ein kontinuierlicher Warmeaustausch mit dem Untergrund, sondern auch ein Wérmeaus-
tausch zwischen ab- und aufwartsstromendem Fluid statt. Dieses Phénomen, das oft als
thermischer Kurzschluss bezeichnet wird, kann entweder durch die Verwendung einer effek-
tiven mittleren Fluidtemperatur oder durch die Verwendung eines effektiven thermischen
Bohrlochwiderstands R; beriicksichtigt werden [24]. Ein herkémmlicher TRT liefert keine
Auskunft iiber den Temperaturverlauf iiber die Bohrlochtiefe. Daher wird der effektive ther-
mische Bohrlochwiderstand R; aus der mittleren Temperaturdifferenz des Fluids zwischen
Eintritt und Austritt der Rohrsonde 7t und der Temperatur der Bohrlochwand T3 folgen-

dermafien bestimmt:

Ty =T,
G
Der Unterschied zwischen dem lokalen thermischen Widerstand des Bohrlochs R und dem
effektiven thermischen Widerstand des Bohrlochs R; besteht also darin, dass der lokale ther-

R (2.75)

mische Widerstand aufgrund gleicher Fluidtemperaturen in den Rohren in einer bestimm-
ten Bohrlochtiefe gilt. Der effektive thermische Widerstand gilt hingegen fiir die gesamte
Bohrlochtiefe [11]. So beriicksichtigt der effektive thermische Widerstand des Bohrlochs den
thermischen Kurzschluss zwischen auf- und absteigendem Fluid und liefert im Allgemei-
nen hohere Werte als der lokale thermische Widerstand [32]. Hellstrom et al. hat in [10]
eine Methode entwickelt, mit der es moglich ist den experimentell bestimmten Widerstand
R; auf den lokalen thermischen Widerstand des Bohrlochs R, umzurechnen. Der effektive

Bohrlochwiderstand kann fiir die folgenden zwei Randbedingungen bestimmt werden:
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

e cinheitliche Bohrloch Wandtemperatur (eng.: Uniform Wall Temperature - UWT)
e cinheitlicher Warmefluss entlang des Bohrlochs (eng.: Uniform Heat Flux - UHF)

Das wahre Verhalten liegt zwischen diesen beiden Randbedingungen. Daher wird zur Berech-
nung des effektiven thermischen Widerstands der arithmetische Mittelwert nach Gleichung

(2.76) bestimmt [1]:
Ry J)+ R; J
Ri(J) bowr(J) ; b ) (2.76)

Unter Beriicksichtigung des Faktors

w_ L 1
pr s Vi R (J) REV(J)

(2.77)

kann der effektive thermische Widerstand des Bohrlochs nach Gleichung (2.78) und (2.79)

fiir 1U-Rohrsonden berechnet werden:

R;,UU*WT(‘D = Ry’ (J)n'" coth (771U)7 (2.78)

1 L 2
R yr(J) = RiV(J) + ( ) : 2.79
b,UHF( ) b ( ) 3R¢1LU<J) Pf Cp.f Vf ( )

Analog dazu folgt unter Beriicksichtigung des Faktors

oU L 1

_ (2.80)
P Cos Vs \/2 RV(J) R (J)

der effektive thermische Widerstand des Bohrlochs nach Gleichung (2.81) und (2.82) fir

2U-Rohrsonden mit diagonal und benachbart angeordneten Rohren zu

Rywr(J) = Ry (J)n*7 coth () (2.81)
und )
R ()= RN (J) + ! L (2.82)
i ’ 6 R 4(J) \prepsVy) '

Der effektive thermische Widerstand des Bohrlochs fiir 1U- und 2U-Rohrsonden ist unab-
héngig von der Stromungsrichtung. Einerseits geht der Volumenstrom in Gleichung (2.79)

und (2.82) quadratisch ein. Andererseits ist die Funktion 1 cothn eine gerade Funktion in
n=nVy)-
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2 Zweidimensionale Widerstands-Kapazitéts-Modelle

Der Unterschied des lokalen und effektiven thermischen Widerstands des Bohrlochs reicht
von vernachléssigbar bis zu signifikant. In den Gleichungen (2.77) bis (2.82) befindet sich
die Bohrlochtiefe L immer im Zéhler und der Volumenstrom V; immer im Nenner. Daraus
lasst sich schliefen, dass der thermische Widerstand R; mit steigender Bohrlochtiefe und

sinkendem Volumenstrom ansteigt.

2.5 Modellgiiltigkeit

Die von Bauer in |12] vorgestellte Methode fordert, um den 2. Hauptsatz der Thermodynamik
nicht zu verletzen, stets positive Werte der thermischen Widerstéinde fiir CX-Rohrsonden.

Folgende Ungleichungen gilt fiir die thermischen Widerstéinde der CX-Rohrsonden:
RYX > 0. (2.83)

Bei 1U- und 2U-Rohrsonden kénnen, bedingt durch die geometrischen Abmessungen, negati-
ve Werte des thermischen Widerstands Ry, auftreten. Das ist zum Beispiel bei 1U-Rohrsonden
der Fall, wenn der effektive thermische Widerstand RV grofer ist als der thermische Ersat-
zwiderstand der Kette von TV iiber T), TV, T}V bis T;V. Fiir 1U-Rohrsonden ist die
nachfolge Ungleichung zu erfiillen:

2 (R}, + Ry) < RY. (2.84)

Fiir 1U- und 2U-Rohrsonden muss daher lediglich der Gesamtwiderstand zwischen zwei be-
liebigen Knoten positiv sein. Konkret ergeben sich Giiltigkeitskriterien nach Gleichung (2.85)
und (2.86), zu

—1
1 1
— t — >0 (2.85)
(s 73)
und
1 -1
! + ! >0 . + ! >0 (2.86)
R, 2RY R, 2RY ' '

Des Weiteren muss fiir den Parameter z,, bei allen Rohrsonden stets Gleichung (2.87) erfiillt
sein:

0 < zyy < 1. (2.87)
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3 Dreidimensionale Modellierung

Dreidimensionale Modelle von Rohrsonden lassen sich durch das Verkniipfen von mehreren
zweidimensionalen WKM erstellen. Genau genommen resultiert nicht ein dreidimensionales
WKM, sondern ein 21/2 dimensionales WKM. Grund dafiir ist, dass im zweidimensionalen
WKM einer Schicht der Untergrund nicht in zwei Raumrichtungen aufgelost, sondern rota-
tionssymmetrisch angenommen wird. Es werden lediglich die Komponenten im Inneren des
Bohrlochs zweidimensional aufgeltst. So ist das zweidimensionale WKM einer Schicht viel
mehr ein 11/2 dimensionales Modell. In weiterer Folge werden die 11/2 und 21/2 dimensionalen
Modelle als 2 bzw. 3 dimensionale Modelle bezeichnet. Die in Kapitel 2 gezeigten WKM

werden in geeigneter Weise miteinander verbunden.

Die vertikale Verbindung der Knoten des Fiillmaterials berticksichtigt die {iber die Quer-
schnittsfliche der Zonen stattfindende Warmeleitung. Die vertikale Verbindung der Knoten
des Fluids beriicksichtigt den Warme- und Stofftransport durch Konvektion und Kondukti-
on innerhalb der Rohre. Ausgehend von der allgemeinen Transportgleichung in differentieller
Form (3.1)! lassen sich in Anlehnung an [33], [34] und [35] die notwendigen Modellgleichun-
gen entwickeln. Die allgemeine Transportgleichung beschreibt die zeit- und ortsabhingige

Verianderung der beliebigen spezifischen Zustandsgrofe? ¢:

0 0 0 0¢
el L D) = r Sy. 3.1
500+ o owio) = o (Tog? ) 4.5, (3.)
Der erste Term auf der linken Seite beschreibt den instationdren Anteil, der zweite den kon-
vektiven Anteil der Transportgleichung. Auf der rechten Seite beschreibt der erste Term den
diffusiven Anteil und der zweite Term mogliche Quellen oder Senken. Je nachdem welche
Grofe fiir die allgemeine Transportgrofe ¢ eingesetzt wird, ergeben sich unterschiedliche

Bedeutungen des Diffusionskoeffizienten I'y und des Quell- und Senkterms S4. Um die Ener-

!Dabei gilt fiir die Einstein’sche Summationskonvention im dreidimensionalen kartesisches Koordinatensy-
. _0 _ 0 9 1é)
stem: 7= (1) = 77 () + 7, () + 55 ()
2Spezifische Zustandsgrofien beziehen sich im Allgemeinen auf die Masse oder die Raumdimensionen eines
Korpers bzw. Stoffes in einem System.
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3 Dreidimensionale Modellierung

gieerhaltungsgleichung (3.2) zu erhalten, wird fiir ¢ die spezifische Enthalpie h bzw. die

spezifische innere Energie u eingesetzt:

0
8ZEZ'

O (k)= -2 () + 5. (3.2)

0

ot
Der erste Term beschreibt die zeitliche Anderung der thermischen Energie. Diese wird mit
dem Produkt aus der Dichte p und der spezifischen inneren Energie u gebildet. Der zweite
Term enthélt die Energie, die mit der Masse konvektiv transportiert wird. Diese umfasst
neben der thermischen inneren Energie noch einen Anteil an Verschiebearbeit. Sie wird mit
dem Produkt aus der Dichte p und der spezifischen Enthalpie h gebildet, wobei gilt: h = u+
pwv. In dieser Arbeit wird die Stromung nur inkompressibel betrachtet. Daher gilt in weiterer
Folge ¢, s = ¢, s. Um die Temperatur als gesuchte Grofe in Gleichung (3.2) einzubringen,
kann aufgrund der nur mékig auftretenden Temperaturdnderungen die spezifische Enthalpie
durch h = T'c, y mit konstantem c, ¢ ersetzt und aus dem Integral herausgezogen werden.
Entlang der z-Richtung resultiert aus Gleichung (3.2):

0

0 0 )
cp?fa(pT)—f-cp,f%(pr) = —%(qaj)—i-s. (3.3)

Integration tiber das in Abbildung 3.1 dargestellt Kontrollvolumen fiir ein Rohr mit dV = Adx
liefert Gleichung (3.4):

0 0 0
/cp,fa(pT) Adx—k/cp’fa—x(pr) Adz = —/g(qz) Adx—i—/SAda:. (3.4)
Az

Az Az Az

L °Tgi-1 I °Tgi I ° Tgit1 |
|- W00 T T T T T T 1
| AV I AV I AV \
\ I I ‘
[ Iy I ‘
u_» _J____ojiii_u___ TL__‘J___£i+1 _ w_»
Tw Te
Ax
ey L -

Abbildung 3.1: Eindimensionale und rotationssymmetrische Diskretisierung eines Rohrs und
dessen Fiillmaterial in Finite Volumen, nach [36].

Die Auswertung des Integrals aus (3.4) fiir das mittlere Kontrollvolumen von w (West) bis
e (Ost) fithrt zusammen mit der Transformation der resultierenden Warmestrome ¢, und g,

nach dem Fourierschen Gesetz zu Gleichung (3.5):

T

oT A
(cp,fp§>‘ Az +cprpw (T, —T,) = A_f (T, + Ty —2T;) + S Ax. (3.5)
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3 Dreidimensionale Modellierung

Fiir die Bestimmung der Temperatur 7; im Zellmittelpunkt des Kontrollvolumens aus Glei-
chung (3.5) ist die Kenntnis der Temperaturen an den Zellwénden 6stlich 7, und westlich
T, des Volumens notwendig. Dazu muss eine geeignete Annahme eines Profils des Tempera-
turverlaufs zwischen den Zellmittelpunkten getroffen werden. In den vorliegenden Rohrstro-
mungen dominiert der Konvektionsterm gegeniiber dem Diffusionsterm in der allgemeinen
Transportgleichung. Daher ist es sinnvoll, die Bestimmung der Temperaturen an den Zell-
winden anstatt mit linearer Interpolation (Zentrale Differenzen-Schema) mit dem 1% Order
Upwind-Schema durchzufiihren, siche Abbildung 3.2. Demnach kann die Temperatur der
westlichen Zellwand T, mit der Temperatur des Volumenelements entgegen der Strémungs-
richtung 7;_; ersetzt werden. Analog gilt fiir die Temperatur der ostlichen Zellwand T, = T;.

Diese Modellannahme wird auch Riihrkesselmodell genannt.

A A
T T

v

Abbildung 3.2: Ermittlung der Temperatur an den Zellwédnden mit linearer Interpolation
(links) und 1%* Order Upwind-Schema (rechts), nach [33].

Die radialen Warmeverluste an die Umgebung treten normal zur Stromungsrichtung auf und
kénnen nicht in den Diffusionsterm der eindimensionalen Energieerhaltungsgleichung einge-
bracht werden. Die radialen Warmeverluste konnen aber durch den Quell- bzw. Senkterm

wie folgt beriicksichtigt werden:

1 17,, - T;

S =
Af Rp

(3.6)
Dabei sind T; und die Tj; jeweils die Temperaturen im Zellmittelpunkt der Kontrollvolu-
mina des Fluids im Rohr bzw. des Fiillmaterials. Als Ay wird dabei die Querschnittsflache
des Kontrollvolumens des Fluids in axialer Richtung bezeichnet. Der thermische Wider-
stand 17, beschreibt den Wérmeiibergang zwischen Fluid im Rohr und Rohrwand, sowie
die Wérmeleitung in der Rohrwand bis zum Knoten des Fiillmaterials. Somit ldsst sich die

Energieerhaltungsgleichung (3.5) in Abhéngigkeit der zeitlichen Ableitung der Temperatur
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3 Dreidimensionale Modellierung

zu Gleichung (3.7) umformen:

oT 1 e, rm T,,— T, A\
<E).:Ff {pAfx (Ti = T0) + "’Rp + Afxzf (72_1+Ti+1—271)}. (3.7)

Integration iiber At liefert schlussendlich die Bestimmungsgleichung der Zelltemperatur 7;:

Ty, — T n Ar Ay
R, Ax2

TiHl—Tit 1 {cmcm(Tz_

MG 1 —T;) + (Ti-1 + T — 2Tz‘)] . (38)

Analog zu der gerade beschriebenen Vorgehensweise werden in Kapitel 3.2 bis 3.4 die Trans-

portgleichungen fiir alle Knoten einer Schicht aufgestellt.

3.1 Untergrund

Rohrsonden speichern thermische Energie in sensibler Weise in den umgebenden Untergrund
ein und entnehmen diese bei Bedarf wieder. In diesem Modell wird vorausgesetzt, dass keine
Konvektion durch zum Beispiel Grundwasser im Erdreich stattfindet. Beim Beladen des Erd-
wéarmespeichers ist die Temperatur an der Bohrlochwand hoher als die Erdreichtemperatur.
Es stellt sich ein Temperaturgradient entgegen des Wéarmeflusses in Richtung Bohrlochwand
ein. Beim Entladen verhalten sich Wéarmestrom und Temperaturgradient umgekehrt. Um
den Temperaturgradienten und in weiterer Folge das Warmespeicherungsvermogen des Un-
tergrunds abbilden zu konnen, ist es also zweckméfig, den umliegenden Untergrund des
Bohrlochs nicht mit nur einer radialen Schicht abzubilden. Die unmittelbare Umgebung des
Bohrlochs kann, wie in Abbildung 3.3 dargestellt, in n Hohlzylinder unterteilt werden. Die
horizontalen kreisringférmigen Fléchen Ay; bilden die an der vertikalen Warmeleitung betei-
ligten Flachen des Untergrunds. Die Temperatur der jeweiligen Hohlzylindervolumina wird
ahnlich der Finiten Volumen des Fluids im Rohr als einheitlich angenommen und in einen
einzelnen Punkt konzentriert. Dadurch ist es moglich, beliebig viele radiale Schichten n an
das WKM der Rohrsonden zu koppeln. Die Temperatur T, der dufsersten radialen Schicht
wird der ungestorten Erdreichtemperatur zugeordnet und liefert so eine elementare Randbe-

dingung, siehe Kapitel 3.6.

Jeder radialen Schicht wird eine thermische Kapazitiat und ein thermischer Widerstand zu-

geordnet. Die thermischen Kapazitaten des Untergrunds Cy; bis Cy; konnen analog zu Glei-
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3 Dreidimensionale Modellierung
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Abbildung 3.3: Horizontaler Schnitt durch eine Rohrsonde und die umliegenden Schichten
des Untergrunds sowie die dazugehorigen Temperaturen in Bezug auf die

WKM der Rohrsonden, nach [30].

chung (2.18) mit den korrespondierenden horizontalen Querschnittsflichen

Ag =+ (dy —dy) und Ay = ¥ (dps; — dl%S(jfl)) 7 (3.9)

T
Z 4 bsj
welche an der Wéarmeiibertragung beteiligt sind, und der spezifischen Warmekapazitéit des

Untergrunds c;, folgendermaken berechnet werden:
Csj = Ps Asj Cg. (310)

Die thermischen Widerstinde des Untergrunds Ry bis Rgj ;1) konnen analog zu Glei-
chung (2.10) mit den mittleren Durchmessern der kreisringformigen Fléchen dy; und der

Warmeleitfahigkeit des Untergrunds A\, bestimmt werden:
R " (CH R " (dsgl)> (3.11)
bsl ™ Ton As bags(H) = "o As ’

Die Rohrsonde wird iiber die Tiefe L in m &dquidistante Elemente unterteilt. Der Abstand

zweier Schichten betragt Az = %
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3 Dreidimensionale Modellierung

3.2 CX-Rohrsonde

In Abbildung 3.4 ist das dreidimensionale WKM der 2U-Rohrsonde fiir die drei Schichten
i — 1 bis i + 1 dargestellt. Nachfolgend werden in Anlehnung an Gleichung (3.8) die Trans-

portgleichungen fiir jeden Knoten der Schicht ¢ aufgestellt. Die thermischen Widerstdnde

und Kapazititen konnen aus Kapitel 2.1.1, 2.2 bzw. 3.1 entnommen werden.

———— Warmeleitung

1+1

——— Waérmeleitung und Strémung

Abbildung 3.4: Vertikale Verbindung mehrerer zweidimensionaler WKM zu einem dreidi-
mensionalen WKM einer CX-Rohrsonde.

Der transiente Warmetransport im Untergrund kann fiir die Schicht ¢ durch Gleichung (3.12)

und (3.13) folgendermafen beschrieben werden:

Tt+1 o Tt

sl,i sl

At

t+1 t+1 t+1 t+1
1 [T Tyl T - T

sl,2 s2,1 sl

Csl Rsl,s? Rb sl

t+1 t+1 t+1
2Tsl,i - Tsl,ifl - Tsl,i+1 A A .
2 s<41sl | — 07

Az

(3.12)
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3 Dreidimensionale Modellierung

t+1 t+1 e+l t+1 _ pot41
TS — T N U | Toji = Toynys T Ts(j—l),i+
At Csj | Rsjsi+n) Ry(j-1),s5 (3.13)
QT _ il it '
87,8 Z,z;l sj,i+1 )\3 Asj _ 0
y4

Gleichung (3.13) gilt fiir 2 < j < n Knoten.

Die Bohrlochwand besitzt kein Volumen und damit auch keine thermische Kapazitit. Da-
durch lasst sich der Energietransport zwischen den Knoten des Fiillmaterials und den Knoten
des Untergrunds stationédr betrachten:

t+1 t+1 t+1 t+1
Tbi _Tsl,i Tb,i _Tg,i

—0. (3.14)
Rb sl Rgb

Der Energietransport in den Knoten des Fiillmaterials erfolgt ausschliefslich durch Warmelei-
tung zwischen dem Knoten der Bohrlochwand und dem Fluid im Aufsenrohr. Die horizontale

Wirmeiibertragungsflache des Fiillmaterials ergibt sich zu
T2 2
A, = 1 (db — dag) . (3.15)

Damit kann die Transportgleichung des Knotens des Fiillmaterials mit Gleichung (3.16) zu

t+1 t t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
Tg,i - Tg,i n i Tg,i — T2,i i ng - Tb,i 4 2 Tg,i - Tgﬂ;—l - Tg7i+1 )\ A — 0 (316)
At Cg ng Rgb AZ2 979

bestimmt werden.

Der Energietransport im Innenrohr erfolgt durch Stromung des Fluids im Rohr und durch
Wirmeleitung zwischen Fluid im Innen- und Aufsenrohr. Der Energietransport im Ringspalt
erfolgt durch Stromung des Fluids im Ringspalt und durch Wérmeleitung zwischen Fluid im
Innenrohr und dem Fiillmaterial. Durch die unterschiedliche Grofse der Koaxialrohre ergibt
sich fiir das Fluid im Innenrohr eine andere Querschnittsflache als fiir jenes im Ringspalt:

2
d;,m

i m
Afl - 4 5 Afg - Z (d’iQ - dil) . (317)

Die Transportgleichungen des Fluids in den Rohren ist fiir CX-Rohrsonden von der Be-
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3 Dreidimensionale Modellierung

schaltung der Rohre abhéngig. Je nachdem, ob der Eintritt des Fluids im Innenrohr oder
im Ringspalt statt findet, muss im Konvektionsterm die Temperatur des Fluids entgegen
der Stromungsrichtung eingesetzt werden. Diese Abhéngigkeit wird durch den Parameter k

wiedergegeben. Fiir £ gilt:

1, Einlass im Innenrohr

= (3.18)
—1, Einlass im Ringspalt

Damit kénnen die Transportgleichungen des Fluids in den zwei koaxialen Rohren wie folgt

angeschrieben werden:

TtJ‘rl o Tt ) 1 TtJ»rl o TtJ‘rl ) TtJ,rl o TtJr_l - TtJrl
1,2 1, + 1,2 2,1 + 1,2 1,0—1

Litl )\f Af1+

At Cf’l Rff Az
41 t+1 (3'19)
Tl,i - Tl,i—lc .
A—z mycpyp| =0,
oo, [mYomy mron amp om o,
At Cf}g Rff ng AZ2 Foig2
(3.20)

t+1 t+1
T2,i - T2,z'+k s —0
AZ f p’f °

Die tranisiente Beschreibung des Warmetransports macht die Berechnung oft sehr zeitin-
tensiv. So kann es fiir bestimmte Anwendungen hinreichend sein, den Wérmetransport im
Fiillmaterial stationér zu beschrieben. Die Gleichung (3.16) vereinfacht sich dementsprechend
nach Gleichung (3.21) zu
t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
ng — TQ;{ 7 -1, 2 ng R S sy

g7i_1 gvi+1
Ag A, =0. 3.21
ng Rgb AZQ g-9 ( )

In Abhéngigkeit der verwendeten Transportgleichungen lassen sich somit zwei unterschied-

liche numerische Modelle definieren:

e vollstandig transientes Modell
Unter Verwendung von Gleichung (3.12) bis (3.14), (3.16), (3.19) und (3.20) ergibt sich

zu Lasten hohen Rechenzeiten, das Modell mit der hochsten Ergebnisgiite.
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3 Dreidimensionale Modellierung

e semi-transientes Modell
Unter Verwendung von Gleichung (3.12) bis (3.14) und (3.19) bis (3.21) ergibt sich ein

Modell, welches alle Komponenten, aufser dem Fiillmaterial, transient beschreibt.

Die vorgestellten Modellgleichungen werden, um sie einfacher darstellen zu konnen, verein-
facht und mit > «; T; = T} angeschrieben. Das resultierende Gleichungssystem einer hori-

zontalen Schicht fiir das vollstédndig transiente Modell ergibt sich nach Gleichung (3.22) zu

aél)k Thi—1+ oé” T + aélﬁk T iy + CYS) To; =T,

04§2) T ; + 04§2_)k Th,-1 + Oé;(f) Th; + aéi)k Th41 + OééQ) Ty =T,

AP T+ Ty s+ Ty + oY Ty + 0P Ty = T,

EQST:{ a7y, 1 ol Ty + 0 Ty, = 0 (322)
0655) Ty + 0455) Ts1,i-1 + Oé;(;S) T+ 0455) Ts1,i1 + 044(15) T2 =Ts1;

agjﬂ) Ty(j-1),: + a§j+4) Tsji+ OzéjH) Tsji + ang) Tsjivr +

L Oé(j+4) Ts(j+1),i = Tsj,i 2 < ] <n

Die Koeffizienten «; sind in Anhang B.1 zusammen gefasst. Zusammen mit dem Losungs-

vektor fiir eine horizontale Schicht
T
Tis=|Ti T T, T, T - T | (3.23)
und den Matrizen o, as und as aus Anhang B.1 lésst sich das lineare Gleichungssystem
EQSYX (3.22) fiir eine horizontale Schicht aufstellen:

o o o] [T | =T B T, 0 Ty T (3.24)

Durch Kombination mehrerer Gleichungssysteme (3.24) fiir eine Schicht kann die Rohrsonde
in beliebig viele horizontale Schichten diskretisiert werden. In Kapitel 3.5 ist der Aufbau des

gesamten Gleichungssystems naher beschrieben.

36


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M Sibliothek,
Your knowledge hub

3 Dreidimensionale Modellierung

3.3 1U-Rohrsonde

In Abbildung 3.5 ist das dreidimensionale WKM der 1U-Rohrsonde fiir die drei Schichten
i — 1 bis i + 1 dargestellt. Nachfolgend werden in Anlehnung an Gleichung (3.8) die Trans-
portgleichungen fiir jeden Knoten der Schicht ¢ aufgestellt. Die thermischen Widerstdnde

konnen aus Kapitel 2.1.2 bzw. 2.2 entnommen werden.

Ts2,i—1

------ I\C’S2 Rsl,s2

T1i—+

141
———— Warmeleitung
——— Waérmeleitung und Strémung

Abbildung 3.5: Vertikale Verbindung mehrerer zweidimensionaler WKM zu einem dreidi-
mensionalen WKM einer 1U-Rohrsonde.

Der transiente Warmetransport im Untergrund kann fiir die Schicht ¢ mit Gleichung (3.25)

und (3.26) folgendermafsen beschrieben werden:

i+1 t t+1 t+1 t+1 _ tt1
T, — T, 1 | Tyg —To, Ta; —1,;
At Csl Rsl,s2 Rb,sl
2
o t+l _ i+l il (3.25)
1, sli—1 sLitl y 4 o
AZQ s {1sl —07
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3 Dreidimensionale Modellierung

t+1 t+1  pttl t+1 41
Tsj,i _sz,i 4 1 Tsj,i Ts(j-‘rl),i Tsj,i Ts(j—l),i_i_
At Co | Rejsy Ry(j-1).s5
2 Tt—hl . Tt—hl . tfi-'l (326)
87,8 Z,z;l sj,i+1 )\S Asj -0
z

Gleichung (3.26) gilt fiir 2 < j < n Knoten.

Die Bohrlochwand besitzt kein Volumen und damit auch keine thermische Kapazitit. Da-
durch lasst sich der Energietransport zwischen der Knoten des Fiillmaterials und den Knoten
des Untergrunds stationédr betrachten:

t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
Ty, —T T,; —T, T,;, — T,

sl,i gl 92,1
0. (3.27)
Ry 1 Ry, Rgy

Der Energietransport in den Knoten des Fiillmaterials erfolgt ausschlieflich durch Wéarme-
leitung zwischen den Knoten des Fiillmaterials untereinander, der Bohrlochwand und dem
Fluid. Durch die symmetrische Aufteilung des Fiillmaterials ergibt sich die horizontale Wir-
meiibertragungsfliche zu
d?
Ay=Ag =Ap=12 (2 ). (3.28)
4 \ 2
Damit ergibt sich die Transportgleichungen der Knoten des Fiillmaterials nach Gleichung
(3.29) bis (3.30), zu

T - The 1 [GH TS T omn | T -
At Cg ng Rgg Rgb
Qi+l bl ot (3'29)
gl,i gl,i—1 gl,i+1 VALl =0
Az? S
Tol T 1 [T T T T T T
At Cg ng Rgg Rgb
gt+l _pttl - pttl <3'30)
g2,i g2,i—1 g2,i+1 )\ A o O
Az2 L
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3 Dreidimensionale Modellierung

Der Energietransport in den Rohren erfolgt durch Stréomung des Fluids in den Rohren und
durch Wérmeleitung zwischen Fluid und Fillmaterial. Durch die Symmetrie der U-Rohre
ergeben sich idente Querschnittsflichen fiir das Fluid:

d?m

Die Transportgleichungen der zwei Knoten des Fluids in den Rohren konnen wie folgt ange-

schrieben werden:

T =T | TE T et =T — TEE W
At |7 R, Az2 s
T (3.32)
1 Lot
T mpy CPJ] =0,
T -T, 1 [T -T 2T - -ThL
A |7 R, Az A
(3.33)

t+1 t+1
T2,i - T2,i+1 e —0
Az f p?f .

Die tranisiente Beschreibung des Wérmetransports macht die Berechnung oft sehr zeitin-
tensiv. So kann es fiir bestimmte Anwendungen hinreichend sein, den Warmetransport im
Fiillmaterial stationdr zu beschrieben. Die Gleichung (3.29) und (3.30) vereinfachen sich
dementsprechend nach Gleichung (3.34) und (3.35) zu:
1 1
t+1 ot t+l _ pt+l pttl Tzfj 9 t+l T;Iil—l ot

gl Li gl 92,i gl gl gl,i+1
+ A A, =0, (3.34
ng Rgg Rgb AZQ 99 ( )

t4+1 t4+1 t+1 41 t+1 i+l t+1 bl et
Tg2,i - TQ,'L' Tg?;i - Tgl,i Tg?,i Tb,i 2 TgQ,i Tg?,i—l TgQ,’H—l 3.35
R R R A2 AgAg = 0. (3.39)

fa 99 gb z

In Abhéngigkeit der verwendeten Transportgleichungen lassen sich somit zwei unterschied-

liche numerische Modelle definieren:

e vollstindig transientes Modell
Unter Verwendung von Gleichung (3.25) bis (3.27), (3.29), (3.30), (3.32) und (3.33)
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3 Dreidimensionale Modellierung

ergibt sich, zu Lasten hohen Rechenzeiten, das Modell mit der hochsten Ergebnisgiite.

e semi-transientes Modell
Unter Verwendung von Gleichung (3.25) bis (3.27) und (3.32) bis (3.35) ergibt sich ein

Modell, welches alle Komponenten, aufser dem Fiillmaterial, transient beschreibt.

Die vorgestellten Modellgleichungen werden, um sie einfacher darstellen zu konnen, verein-
facht und mit > «; T; = T}, angeschrieben. In Gleichung (3.36) ist das resultierende Glei-

chungssystem einer horizontalen Schicht fiir das vollstandig transiente Modell dargestellt:

(
a§” Ty i1+ aél) T ; + ag(z,l) T i1+ %(11) To; =T,

Oégl) To;1 + Oégl) Ty; + aﬁl) Tyi41 + 04511) Ty = To;

Oé§2) Ti; + 0622) Tori-1+ Oé;(>,2) Tg1i + 0652) To1,i41 + 064(12) Ty, + 0622) Ty = Tg1,

agz) Ty; + agz) Tyoi—1+ az(ag) Ty + af) Tyoi+1+ af) Tori + aég) Ty = Ty,

EQSY : {
af”) T+ oz§3) Tyoi + 0453) Ty + Oéés) Ta,;=0
Oé§4) Ty, + Oégl) Ts1,i-1 + Oé;(;4) T+ 0454) Ts1,i41 + 044(14) Teoi=Ts1;
o Ty + o ™ Tgas + o ™ Ty atal ™ T +
\ A Ts+1), = Tiji 2<j<n

(3.36)
Die Koeffizienten «; sind in Anhang B.2 zusammen gefasst. Zusammen mit dem Losungs-

vektor fir eine horizontale Schicht

T
TlS: T1 T2 Tg1 ng Tb Tsl Tsn (337)

und den Matrizen o, as und a3 aus Anhang B.2 lésst sich das lineare Gleichungssystem
EQS'" nach Gleichung (3.36) fiir eine horizontale Schicht folgendermafen aufstellen:

Tis; 1
[041 Qi 013} T, | = [T1 Ty Ty Ty 0 Ty --- Ts(nfl) . (338)

Tisi+1

Durch Kombination mehrerer Gleichungssysteme (3.38) fiir eine Schicht kann die Rohrsonde
in beliebig viele horizontale Schichten diskretisiert werden. In Kapitel 3.5 ist der Aufbau des

gesamten Gleichungssystems naher beschrieben.
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3 Dreidimensionale Modellierung

3.4 2U-Rohrsonde

In Abbildung 3.6 ist das dreidimensionale WKM der 2U-Rohrsonde fiir die drei Schichten
i — 1 bis i + 1 dargestellt. Nachfolgend werden in Anlehnung an Gleichung (3.8) die Trans-
portgleichungen fiir jeden Knoten der Schicht ¢ aufgestellt. Die thermischen Widerstdnde

kénnen aus Kapitel 2.1.3 bzw. 2.2 entnommen werden.

———— Wirmeleitung

——— Wirmeleitung und Strémung

Abbildung 3.6: Vertikale Verbindung mehrerer zweidimensionaler WKM zu einem dreidi-
mensionalen WKM einer 2U-Rohrsonde.
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3 Dreidimensionale Modellierung

Der transiente Warmetransport im Untergrund kann fiir die Schicht ¢ mit Gleichung (3.39)

und (3.40) folgendermafsen beschrieben werden:

t+1 t+1 t+1 _ pt4l
THE - T T - T

Tstfrzl —Th, 4 1 sl s2i  Lsii
At Csl Rsl,sQ Rb,sl
t+1 t+1 t+1 <3'39)
2Tvsl,i - Tsl,i—l - Tsl,i-i—l A —0
AZQ s 41s1 )
i1 " t+1 ot t+1 ot
T — T + 1 Ty Ts(j+1),z‘+Tsj,i s
At Cs Rs‘s +1 Rs j—1),s7
J,s(7+1) (3—1),s4 3.40
g+l _ i+l it ( ) )
sji sjyi—1 sj,i4+1 VA =0
Azz S S M

Gleichung (3.40) gilt fiir 2 < j < n Knoten.

Die Bohrlochwand besitzt kein Volumen und damit auch keine thermische Kapazitiat. Da-
durch lasst sich der Energietransport zwischen den Knoten des Fiillmaterials und den Knoten
des Untergrunds stationar betrachten:

t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
Toi —Toi | Toi —Toq | Toi —Tgoi | Toi —Tgsi | Toi — T, -0 (3.41)

Rb,sl Rgb Rgb Rgb Rgb

Der Energietransport in den Knoten des Fiillmaterials erfolgt ausschlieflich durch Warme-
leitung zwischen den Knoten des Fiillmaterials untereinander, der Bohrlochwand und dem
Fluid. Durch die symmetrische Aufteilung des Fiillmaterials ergibt sich die horizontale War-

meiibertragungsflache zu

T (d? 9
Ag - Agl - Agg - Agg - Ag4 - Z Z - da . (34.2)

Damit kénnen die Transportgleichungen der Knoten des Fiillmaterials mit Gleichung (3.43)

bis (3.46) folgendermafen bestimmt werden:

t+1 t t+1 t+1 t+1 t+1 t+1  tt1 t+1 t+1
Tgl,i - Tgl,i 1 Tgl,i - Tl,i glg — Tg2,i Tgl,i b,i Tgl,i — Lgai
At C|T R TR R Rom
g 19 991 gb 992
(3.43)
t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
Tgl,i - TgS,'L’ 2Tg1,i - Tgl,zel - Tgl,i+1 VAl =0
Rggl AZ2 A
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3 Dreidimensionale Modellierung

t+1 t t-+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
Toi — Ty, 1 |Tp; =15 Ty, —Tq: Ty —T1,; Toi — T3,
—_— + = +
At Cg ng Rggl Rgb Rgg? (3 44)
t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 ’
Tg?,i - Tg47i 2 Tg?ﬂj - TgZ,i—l - TgQ,’H—l A -0
R 1 Az? A
99
t+1 t t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 _ t+1 t+1 t+1
Tg3,i - Tg3,i 1 Tg3,i - TS,'L’ Tg3,i - Tg?,i Tg3,i Tb,i Tg3,i - Tg4,i
— + = +
At Cg ng Rgg? Rgb Rggl
3.45
t+1 Tt+1 9 Tt+1 - Tt+1 _ Tt+1 ( )
g3,i gl g3.,i g3,i—1 g3,i+1 A -0
R 1 AZ2 A
99
t+1 t t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t41 t+1 t+1
i i i L4 i i i dbg i i
Todi = Tgai | 1 | Tgdi — 14 Toi =T | Toi = Th Toii — Ty n
At Cg ng Rgg2 Rgb Rggl (3 46)
t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 ’
Tg4,i - TgZ,i 2 Tg4,i - Tg4,i—1 - Tg47i+1 A -0
Rggl Az? A

Der Energietransport in den Rohren erfolgt durch Stromung des Fluids in den Rohren und
durch Wérmeleitung zwischen Fluid und Fiillmaterial. Durch die Symmetrie der U-Rohre
ergeben sich idente Querschnittsflichen fiir das Fluid:

d?m

Ap=Ap=Ap=Ap=Apn=—". (3.47)

Die Transportgleichungen des Fluids in den Rohren ist fiir 2U-Rohrsonden von der Beschal-
tung der Rohre abhéngig, siehe Abbildung 2.5. Je nach Konfiguration der Rohre muss im
Konvektionsterm die Temperatur des Fluids entgegen der Stromungsrichtung eingesetzt wer-

den. Diese Abhéangigkeit wird durch den Parameter k wiedergegeben:

1, fiir diagonal liegende Rohre

= ) . (3.48)
—1, fiir benachbart liegende Rohre

Damit konnen die Transportgleichungen des Fluids in den vier Rohren wie folgt angeschrie-
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3 Dreidimensionale Modellierung

ben werden:

t+1 t t+1 t+1 t+1
Tu - Tu +2 T1,z‘ - Tl,i—l — T

Li+1
Az? A At

t+1 t+1
Tu _Tm—k .

AL my Cp,f] =0,

t+1 t 41 t+1 t+1
T2,i - T2,i +2 TQ,@' - T2,i71 - T

t+1 t t+1 t+1 t+1
T3,7; — 15, +2 Ty, — T3,i—1 — T

2,i+1
Az? Ap At

t+1 t+1
TZ,i _T2,i+k .

s my Cp,f] =0,

t+1 ¢
T4,i - T4,i

3,41
N )\f Af+

t+1 t+1
T3,i - T3,i—1 . —0
AZ mf vaf - )

t+1 t+1 t+1
2T — Tyt — T

4,i+1
A2 )\f Af+

t+1 t+1
T47i - T4,i+1 m c . O
AZ fEp.f .

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Die tranisiente Beschreibung des Warmetransports macht die Berechnung oft sehr zeitinten-

siv. So kann es fiir bestimmte Anwendungen hinreichend sein, den Warmetransport im Fiill-

material stationér zu beschrieben. Die Gleichung (3.43) bis (3.46) vereinfachen sich dement-

sprechend nach Gleichung (3.53) bis (3.56) zu:

t+1 t+1
Tgl,i - Tl,i

T+l _ qttl

ng

t+1 t+1 t+1 t+1
Tgl,i - Tg4,i Tgl,i — 1tg3,i +
R992 Ryyl
t+1 t+1 t+1
2Tygl,i - Tgl,i—l - T

Az?

gl,i+1 -
Ag Ay =0,

(3.53)
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3 Dreidimensionale Modellierung

t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
Tg2,i - T2,i + Tg2,i - Tgl,i Tg2,i - Tb,i Tg2,i - Tg3,i Tg2,i - Tg4,i

+
ng Rggl Rgb R992 Rggl (354)
T T T
A2 g<tg —

T _ otttk pthl bl Tg+1 Tl il bkl it
3, ji

g3, 93,3 92,3 93,3 g3, g4i g3, gl,i_{_
Ry Rggo Ry Ryq1 Ryq1 (3.55)
t+1 t+1 t+1
2Tg3,i - Tg3,i—1 B Tg3,i+1 MA =0
2 g9 —
Az

t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 i+l t+1 _ pt4l t+1  tl
Tg4,i - T4,7j Tg4,z' - Tgl,i Tg4,i Tb,i Tg4,7j Tg3,i Tg4,i TgZ,i

_|_
Ry, Rggo Ry Ryg1 Rgg1 (3.56)
2Tgtzil o Tﬁiil o T;Zilﬂ MA =0
AZQ g4tg — Y-

In Abhéngigkeit der verwendeten Transportgleichungen lassen sich somit zwei unterschied-

liche numerische Modelle definieren:

e vollstandig transientes Modell

Unter Verwendung von Gleichung (3.39) bis (3.64), (3.43) bis (3.46) und (3.49) bis
(3.52) ergibt sich, zu Lasten hohen Rechenzeiten, das Modell mit der hochsten Ergeb-

nisgiite.

e semi-transientes Modell
Unter Verwendung von Gleichung (3.39) bis (3.64) und (3.49) bis (3.56) ergibt sich ein

Modell, welches alle Komponenten, aufser dem Fiillmaterial, transient beschreibt.

Die vorgestellten Modellgleichungen werden vereinfacht und mit » _ «; T; = T}, angeschrieben.

In Gleichung (3.57) ist das resultierende Gleichungssystem einer horizontalen Schicht fiir das
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3 Dreidimensionale Modellierung

vollstandig transiente Modell dargestellt:

(
aél_)k T1’1;1 + agl) Tl,i + ozélﬁk Tl,i+1 + Ch(ll) Tgl,i = Tl,i

04;(;1) T, + Oégl) T5; + aﬁl) 1541 + 04511) Thoi =Th;
Oégl) T3;-1 + Oégl) T3, + Oé:gl) T541 + CYS) Ty = T5;
Oé;zk Tyi1+ Oégl) Ty; + aél_)k Tyit1+ 044(11) Tyas = Ty
AP T+ Ty + o) T+l Ty + ol Tpos +
04512) Ty3i + OééQ) Tyai + Oéé2) Ty =Tg

Oé§2) Ty + 045;2) Ty + a§2) Tyi1+ Oé;(J,Q) Ty + Oég) Ty2iv1+
BQS™ 4 ) 2) (g?) ot ag Tovs 7 b = T
a " Ty ag Ty + oy Typitay Tyziq+ag Tz +

ay) Tys,i+1 + af? Ty + o) Ty = 93
0452) Ty + 045;2) Ty + Oééz) Tyoit+ af) Tysi + aég) Tyai1+

Oé;(f) Toai + 0452) Toaiv1 + OééQ) Ty; = Ty

aﬁg) Ty + aﬁg) Tyoi + aﬁg) Ty3; + af’) Tyas + Oéés) Ty + (1;(:,3) Tg,:,=0
0454) Ty + aé‘” Ts1,i-1+ Oé§4) T+ aé‘” To1i41 + 014(14) T2 = Ts1;

aﬁj”’ Ty, + OééjJrg) Tsji1+ a:(;jJrg) Tsji + O‘ngS) Tsji1 +
(3+3)

L Oé4 Ts(j-l—l),i = Tsj,i 2 S ] <n

(3.57)
Dieses Gleichungssystem ist von der Rohrkonfiguration aus Abbildung 2.5 abhéngig. Die Ko-
effizienten kénnen durch Einsetzen des Parameters k aus Gleichung (3.48) bestimmt werden.
Die Koeffizienten «; sind in Anhang B.3 zusammen gefasst. Zusammen mit dem Losungs-

vektor fir eine horizontale Schicht

T
Ts= [Tl Ty Ty Ty Ty Ty Ty Tee Ty Ty - Ty (3.58)

und den Matrizen i, as und a3 aus Anhang B.3 lasst sich das lineare Gleichungssystem
EQS?Y (3.57) fiir eine horizontale Schicht folgendermafen aufstellen:

T s T
[Oél (85 043] Tls,z' :[TI SRR Tgl Tg4 0 Ty --- Ts(n—l) . (3-59)

TlS,i+1

Durch Kombination mehrerer Gleichungssysteme (3.59) fiir eine Schicht kann die Rohrsonde
in beliebig viele horizontale Schichten diskretisiert werden. In Kapitel 3.5 ist der Aufbau des

gesamten Gleichungssystems naher beschrieben.
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3.5 Gleichungssysteme

Das resultierende Gleichungssystem fiir beliebig viele horizontale Schichten n und vertika-
le Schichten m ist unter Beriicksichtigung der Koeffizienten aus Anhang B.1 bis B.3 fiir
jeden Sonden-Typ identisch. Nachfolgend ist in zwei grundlegende Betrachtungsweisen zu
unterscheiden. Einerseits wird der Untergrund nur bis zum Fuf der Sonde betrachtet. In Ab-
bildung 3.7, links sind schematisch die Isothermen fiir diese Betrachtungsweise dargestellt.
Es léasst sich leicht erkennen, dass der Untergrund unterhalb der Sonde thermisch nicht be-
einflusst wird. Wohingegen ein anderer Ansatz darin besteht, den Untergrund und den darin
auftretenden konduktiven Warmetransport unterhalb der Sonde ebenfalls zu modellieren. In
Abbildung 3.7, rechts sind schematisch die Isothermen fiir diese Betrachtungsweise darge-
stellt, wobei als Randbedingung jeweils konstante Temperaturen an allen Réndern angesetzt
wurden. Es ldsst sich leicht erkennen, dass der thermische Einflussbereich nicht am Fufs der
Sonde endet. Wird zum Beispiel Warme in den Untergrund eingespeist, wird ein Teil der
Energie durch den Fuf der Sonde in Richtung Erdmittelpunkt fliefen. Je nach Lade- bzw. Be-
ladezyklus kann der konduktive Warmetransport unterhalb der Sonde die Entzugsleistung

beeinflussen. Allgemein ist davon auszugehen das dieser Effekt mit sinkender Sondentiefe

starker ins Gewicht fallt, siche Kapitel 4.5.
]Mj/

=

Abbildung 3.7: Schematische Darstellung der Isothermen des Untergrunds um eine Rohrson-
de, wobei als Randbedingung jeweils konstante Temperaturen an allen Rén-
dern angesetzt wurden. Links: Modellierung des Untergrunds nur bis zum
Fuf der Sonde. Rechts: Modellierung des Untergrunds unterhalb der Sonde.
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3 Dreidimensionale Modellierung

Nachfolgend wird in Kapitel 3.5.1 das Gleichungssystem ohne Beeinflussung des Untergrunds

unterhalb der Sonde diskutiert. In Kapitel 3.5.2 werden die Transportgleichungen des Unter-

grunds unterhalb der Sonde, sowie das resultierende Gleichungssystem mit Beriicksichtigung

des konduktiven Wérmetransports unterhalb der Sonde diskutiert.

3.5.1 Kein konduktiver Warmetransport unterhalb der Sonde

Das resultierende Gesamtsystem fiir m vertikale Schichten und n horizontale Schichten des

Untergrunds lésst sich, unter Beriicksichtigung der sich je nach Konfiguration und Durch-

stromung der Sondenrohre einstellenden Randbedingungen und den korrespondierenden Ma-

trizen aus Anhang B.1 bis B.3, nach Gleichung (3.60) definieren:

Qinjout,l  NXin/out,2 0
atop 0 0
Ayat,1 0 0
o (o7 Qa3 0
0 Aat,1 0
(8 5] (8 %)) (8 %3
0 Aiat,1 0

o (&%) a3
0 0 Aqlat,1 0
0 Apexl Kpex2
0 0 Apot
0 0 A1

IBtop
Biza

ﬁi:m—l
L /Bbot |

(3.60)

Das resultierende Gesamtsystem lasst sich durch zusammenfassen der Koeffizienten aus Glei-

chung (3.60) sehr kompakt mit
aT =73

anschreiben.

(3.61)
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3 Dreidimensionale Modellierung

3.5.2 Konduktiver Warmetransport unterhalb der Sonde

Die Warmeleitung im Untergrund unterhalb der Sonde wird durch ein eigenes, vom Sonden-
Typ unabhéngiges WKM, berticksichtigt. Dieses muss in geeigneter Weise an das WKM der
Rohrsonde angebunden werden. In erster Linie wird das Bohrloch, jedoch nicht die Rohre im
Inneren, nach unten verlangert. Das Fiillmaterial, sowie die Bohrlochwand weisen unterhalb
der Sonden-Rohre in jeder Schicht eine einheitliche Temperatur auf. Eine genauere Auflésung
des Bohrlochs ist aufgrund des kleinen Durchmessers in Bezug auf den Durchmesser des un-
gestorten Erdreichs nicht notwendig. Durch diese Annahmen ist das WKM des Untergrunds
unterhalb der Sonde unabhéngig vom jeweiligen Sonden-Typ einsetzbar. In Abbildung 3.8 ist
exemplarisch das resultierende WKM fiir die CX-Rohrsonde dargestellt. Analog dazu sind
die WKM der 1U- und 2U-Rohrsonde aufgebaut. Der Untergrund unterhalb der Sonde wird
bis in eine Tiefe L 4+ L, in o Elemente aufgeteilt, wobei 1 < k < o ist.

t=m
k=1
k=2

———- Wirmeleitung

——— Wirmeleitung und Stromung

Abbildung 3.8: WKM der CX-Rohrsonde in Verbindung mit dem WKM des Untergrunds
unterhalb der Sonde.

Der transiente Warmetransport im Untergrund unterhalb der Sonde kann fiir die Schicht &
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mit Gleichung (3.62) und (3.63) folgendermafen beschrieben werden:

Tofe —Thw 1| T —Tok Tole — T
At Csl Rsl,sZ Rb,sl )
(3.62
1 1 1
2T;1th - Tstf:kfl - ijkﬂ A Ayl =0
AZ2 S S Y
i1 t+1 gt t+1 gt
Ty — Toin 1 T — Tolivnn | Tojn Ts(j—l),k+
At Cs|  Rejsiity Ry(j-1).s5 563
g+l _ i+l il ( ’ )
sj,k sj,k—1 sj,k+1 NAl =0
AZ2 S 87 - .

Gleichung (3.63) gilt fiir 2 < j < n horizontale Knoten.

Die Bohrlochwand besitzt kein Volumen und damit auch keine thermische Kapazitiat. Da-
durch lasst sich der Energietransport zwischen den Knoten des Fiillmaterials und den Knoten

des Untergrunds stationar betrachten:
=0. (3.64)

Die vorgestellten Modellgleichungen werden vereinfacht und mit »  «; T; = T}, angeschrieben.
In Gleichung (3.65) ist das resultierende Gleichungssystem einer horizontalen Schicht fiir das

vollstdndig transiente Modell des Untergrunds unterhalb der Sonde dargestellt:

(
agk) Tb,k + Oégk) Tsl,k = O
Oé§4) Tyr + 0454) T p—1+ a;(;4) Tor + Oé§4) To1 py1 + al! T, = Tax

EQS:{“ - : ' (3:69)
o Tk + o ™ Ty + o™ T+ o ™ Tppn +
(J+3)

. Qy Toi+1) 6 = Tsjk 2<7<n

Dieses Gleichungssystem ist vom Sonden-Typ unabhéngig. Die Koeffizienten «; sind in An-
hang B.4 zusammen gefasst. Der Losungsvektor fiir eine horizontale Schicht ist aufgrund der
unterschiedlichen Anzahl an Fiillmaterialelementen fiir die drei Sonden-Typen folgenderma-

Ben definiert:

T
TICU)'( = |: Tg Tb Tsl e Tsn :| ) (366)
T
T%g = |: Tgl T92 Tb Tsl t Tsn :| 3 (367)
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3 Dreidimensionale Modellierung

T
T = Tg Ty Tys T Ty T - Tsn] . (3.68)

Mit den vom Sonden-Typ anhédngigen Matrizen oy, as und ag aus Anhang B.4 ldsst sich das

lineare Gleichungssystem EQS (3.65) fiir eine horizontale Schicht folgendermafsen definieren:

T
[044 Qas 016] Ty | = [0 e 0 Ty o Ts(n—l)] : (3.69)

Durch Kombination mehrerer Gleichungssysteme (3.69) fiir eine Schicht kann der Untergrund

unterhalb der Rohrsonde in beliebig viele horizontale Schichten diskretisiert werden.

Das resultierende Gesamtsystem fiir m vertikale Schichten, n horizontale Schichten des Un-
tergrunds und o horizontale Schichten des Untergrunds unter der Sonde lédsst sich unter
Beriicksichtigung der sich je nach Konfiguration und Durchstromung der Rohre einstellen-
den Randbedingungen und den korrespondierenden Matrizen aus Anhang B.1 bis B.4 nach
Gleichung (3.70) definieren:

Ainjout,l  Xin/out,2
Aiop 0
Kat,1 0 0 0 - 18 .
oy o Qs fop
0 Qat1 0 T5-1 51":2
(03] (85} a3 TlS,i:m-i-l - gim
Qi1 0 Tvp=1 N ﬁbOt’l
Kpex,1 Kpex 2 : k.:1
ot Q5 Qe Ty k=0 .
.. - - /Bk:o
O o o o _ﬂbot,?_
Qpot,2
Ngt 2

(3.70)
Das resultierende Gesamtsystem léasst sich durch zusammenfassen der Koeffizienten aus Glei-
chung (3.70) sehr kompakt mit

aT =7 (3.71)

anschreiben.
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3 Dreidimensionale Modellierung

3.6 Randbedingungen

In Abbildung 3.9 ist das Rechengebiet schematisch mit n radialen Schichten, m vertikalen
Schichten und o Schichten unterhalb der Sonde dargestellt. Im Zentrum des rotationssymme-
trischen Rechengebiets befindet sich die CX-, 1U- oder 2U-Rohrsonde. An den Réndern des

RBout RBm
Py
RBy,, | RBy,,
: N A
.Ni | 3
A,
CX, 1UJ oder 2U
Rohisonde
i
|
|
|
|
|
|
|
|
| 3
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i RBlat
|
R%
hex
| y
&l ! 4
|
|
|
|
I
| s
| ~
|
|
|
|
I Y
RBbot RBbot
dp
dbsn

Abbildung 3.9: Vertikaler Schnitt durch das Rechengebiet einer Erdwarmesonde einschliefs-
lich dem rotationssymmetrischen umgebenden Untergrund (nicht mafsstab-
lich).
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3 Dreidimensionale Modellierung

Rechengebiets werden Dirichlet-Randbedingung aufgeprégt. Von Dirichlet-Randbedingung
bzw. Randbedingung 1. Art spricht man, wenn die abhéngige Variable am Rand direkt
vorgegeben wird. In diesem Fall handelt es sich um eine Temperaturrandbedingung an den
Réandern des Rechengebiets. Die zu den Randbedingungen korrespondierenden Matrizen sind
in Kapitel B.1 bis B.4 zu finden.

Randbedingung Einlass - RB;,

Am Eintritt der Sonde wird die Temperatur des eintretenden Fluids 7T;, vorgegeben. Bei
der CX-Rohrsonde kann das Fluid je nach Betriebszustand in das Kernrohr oder in den
Ringspalt eingebracht werden. Bei der 2U-Rohrsonde miissen bei paralleler Durchstromung
zwei Eintrittstemperaturen T;, ; und 7, » angegeben werden. Wird die 2U-Rohrsonde seriell
durchstromt ist nur eine Eintrittstemperaur 7;,, ; anzugeben. Die Austrittstemperatur des 1.

durchflossenen U-Rohres ist die Eintrittstemperatur in das 2. U-Rohr.
Randbedingung Auslass - RB,;

Am Auslass der Rohrsonden wird die Temperatur der letzten Zelle (m = 1) mit der Tem-
peratur der vorletzten Zelle (m = 2) gleichgesetzt. Diese Randbedingung ist notig, um das
Gleichungssystem vollstdndig zu definieren. Dadurch kénnen in den letzten beiden Zellen vor
dem Austritt Fluid und Untergrund keine Wéarme miteinander austauschen. Die Austritt-
stemperatur kann sich ungestort entwickeln. Da aus der 2U-Rohrsonde zwei Fluidestrome

austreten, werden zwei anstatt der einen Gleichung bei CX- und 1U-Rohrsonden benétigt.
Randbedingung Richtungsumkehrung der Stromung - RBy,.,

Die Randbedingungen am Grund der Rohrsonden ist von der Konfiguration der Rohre ab-
hangig. Im Wesentlichen handelt es sich dabei um die stationidren Transportgleichung des
Fluids in den Rohren. CX- und 1U-Rohrsonde beno6tigen im Vergleich zur 2U-Rohrsonde nur

zwei statt vier Gleichungen.
Randbedingung Lateral - RB,,,

In radialer Richtung kann durch konvektiven Transport von Grundwasser Warme iiber die
Systemgrenzen eingebracht werden. Das hat zur Folge, dass die Erdwérmesonden iiber ein
Jahr nicht mehr bilanziert betrieben werden konnen. Das mag zunéchst einen Vorteil bieten,

ist aber in Bezug auf die nur schwer zu beschreibenden und méglicherweise alternieren-
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3 Dreidimensionale Modellierung

den Grundwasserstromungen ein Nachteil, da sich die Betriebsweise zeitlich é&ndert. In dem
in dieser Arbeit vorgestellten Modell werden keine Grundwasserstromungen berticksichtigt.
Am lateralen Rand der Rohrsonden wird fiir jeden Berechnungsschritt eine konstante Tem-
peratur aufgepriagt. Will man die gegenseitige Beeinflussung von nebeneinander liegenden
Rohrsonden berticksichtigen, ist die Temperatur an der lateralen Grenzschicht nach jedem
Berechnungsschritt anzupassen. Die Temperatur kann mit der Annahme einer zylindrischen
Wirmequelle, siehe [37] oder der Kelvin’schen Linienquellen-Methode, siehe [35] berticksich-
tigt werden. In erster Naherung wird davon ausgegangen, dass sich mehrere nebeneinander
liegende Sonden thermisch nicht beeinflussen. Da die ein- und ausgespeicherte Energie stark
von den Temperaturen der lateralen Schicht abhéngt, ist es zweckméfig einen moglichst

realitdtsnahen Temperaturverlauf heranzuziehen.

Im Allgemeinen steigt die Temperatur je ndher man dem FErdinneren kommt. Der Tem-
peraturunterschied zwischen zwei Punkten in unterschiedlicher Tiefe sorgt dafiir, dass die
Wiérme in Richtung Erdoberfliche stromt. Dieser Temperaturunterschied kann als geother-
mischer Temperaturgradient oder geothermische Tiefenstufe® bezeichnet werden. In Mit-
teleuropa liegt der geothermische Temperaturgradient bei etwa 2,8 — 3,0 K/100 m. In den
meisten Fillen ist die Warmestromdichte Richtung Erdoberfliche von ca. 651072 W /m?
zu vernachléssigen [3]. Im Bereich der Erdoberfliche werden, lediglich die ersten 15 m von

der vorherrschenden Witterung beeinflusst. In Abbildung 3.10 ist der schematische Tem-

0 ol
' 1. Februar 1. August
1. November
1. Mai
z 10 \
\ \
o |
k3
&= 20
3K/100 m
30 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 ) 10 15 17

Temperatur / °C

Abbildung 3.10: Schematischer Verlauf der Untergrundtemperatur fiir verschiedene Tage in
den geméfigten Breiten, nach [3].

peraturverlauf bis in eine Tiefe von 30 m dargestellt. Es lasst sich gut erkennen, dass der

3Genauer ist die geothermische Tiefenstufe der Kehrwert des geothermischen Temperaturgradienten. Die
geothermische Tiefenstufe ist also jene Tiefendifferenz in der sich der Untergund um 1 K erwérmt.

4Das ist auch der Grund, warum flache Erdwirmekollektoren bis in eine Tiefe von etwa 15 m streng ge-
nommen solare Energie und keine geothermische Energie ernten.
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3 Dreidimensionale Modellierung

oberflichennahe Bereich stark von der aktuellen Jahreszeit beeinflusst wird. Ab einer Tiefe
von etwa 15 m herrschen ganzjahrig konstante Temperaturen um die 10 °C. Fiir das hier
vorgestellte Modell ist, unter Vernachléssigung der gegenseitigen Beeinflussung mehrerer
Sonden, einerseits der Datensatz eines Testreferenzjahres (TRY)® zur Modulation der Unter-
grundtemperatur zum Einsatz gekommen. Der Datensatz beinhaltet fiir die Marktgemeinde
Gumpoldskirchen in Niederosterreich Bodentemperaturen in einer Tiefe von 0,1 m, 0,2 m
und 0,5 m. Die Temperatur in einer Tiefe zwischen 0,5 m und bis zum Beginn der unge-
storten Erdreichtemperatur in einer Tiefe von 15 m wurde mit Hilfe der eindimensionalen
Wirmeleitungsgleichung gelost. Ab einer Tiefe von 15 m nimmt die Temperatur konstant mit
3,0 K/100 m zu. Andererseits ist ein synthetischer Datensatz, welcher nur den geothermi-
schen Temperaturgradient ab einer Tiefe von 0,5 m beriicksichtigt, zum Einsatz gekommen.
Die jahreszeitliche Schwankung der Temperatur in den ersten 15 m wurde also vernachlassigt,
siehe strichlierte Linie in Abbildung 3.10.

3K/100 m 3 K/100 m

Tiefe

Temperatur

Abbildung 3.11: Schematischer Temperaturverlauf am lateralen Rand des Rechengebiets.
Links: konstante Temperatur. Mitte: TRY Datensatz und geothermischer
Temperaturgradient. Rechts: geothermischer Temperaturgradient.

In Abbildung 3.11 sind die drei Anséitze zur Bestimmung der Temperatur am lateralen Rand
dargestellt. Die erste, am néchsten zur Erdoberfliche liegende Zelle befindet sich in einer
Tiefe von 0,5 m. Wird der Untergrund unterhalb der Rohrsonde nicht modelliert, ergeben
sich unabhéngig vom Typ der Rohrsonde m Gleichungen mit den lateralen Temperaturen
des umliegenden Erdreichs TS ., wobei 1 < i < m gilt. Wird der Untergrund unterhalb der

Rohrsonde beriicksichtigt, ergeben sich m + o Gleichungen mit den lateralen Temperaturen

STestreferenzjahre sind speziell zusammengestellte Datensétze, die fiir jede Stunde eines Jahres verschiede-
ne meteorologische Daten wie: einfallende Solarstrahlung, Windstéirke, Windrichtung, Luftfeuchtigkeit,
Luft- und Bodentemperaturen enthalten. Die Daten werden iiblicherweiffe abschnittsweise aus mehre-
ren Datensétzen aus den vergangenen Jahren zusammengesetzt. Dadurch soll ein typischer jéhrlicher
Wittterungsverlauf reprisentiert werden. Zum Einsatz kommen solche Datensétze vor allem in Inge-
nieuranwendungen wie Heizungs- und Liiftungssimulationen.
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3 Dreidimensionale Modellierung

des umliegenden Erdreichs 7% wobei 1 <7 <mund 1 <k <o gilt.

soil,n,i/k’
Randbedingung Oben - RB,,,

Am oberen Rand des Rechengebiets, wo i=1 ist, wird fiir die Knotentemperatur des Un-
tergrunds und des Fiillmaterials die Temperatur des Untergrunds in 0,5 m Tiefe aus dem
TRY Datensatz oder dem synthetischen Datensatz angegeben. Unabhéngig von der gewéahl-
ten Rohrsonde ergeben sich n — 1 Gleichungen fiir die Temperaturen des Untergrunds in der
ersten Reihe und 1, 2 oder 4 Gleichungen fiir die Knoten des Fiillmaterials in Abhéngigkeit
der gewahlten Rohrsonde. Alternativ kann den obersten zwei Schichten auch die Randbe-
dingung: Wéarmestrom ist gleich Null, aufgepragt werden. Dazu wird in den ersten beiden
Reihen eine idente Temperatur in den iibereinander liegenden Zellen angesetzt. Die homoge-
ne Neumann Randbedingung entspricht im Wesentlichen einer idealen Warmedéammung zur
Umgebung. Die Anzahl der Gleichungen verdoppelt sich zu 2 (n — 1) Gleichungen fiir den
Untergrund und 2, 4 oder 8 Gleichungen fiir die Knoten des Fiillmaterials in Abhéngigkeit

der gewédhlten Rohrsonde.
Randbedingung Unten - RB,,,

In der letzten Reihe des Rechengebiets, wo k=o ist, wird die aus dem geothermischen Tempe-
raturgradienten errechnete Temperatur in der Tiefe L + L, + 0,5 m aufgepragt. Unabhéngig
von der gewidhlten Rohrsonde ergeben sich n — 1 Gleichungen fiir die Temperaturen des Un-
tergrunds. Der vom Erdinneren aufsteigende Wirmestrom ist mit lediglich 65 - 1072 W /m?

vernachlissighar gering®.

3.7 Zellgrole

Bei numerischen Simulationen dréngt sich unweigerlich die Frage nach der Anzahl bzw.
der Grofse der Zellen auf. Im Bereich der Bohrlochwand treten in radialer Richtung hohe
Temperaturgradienten auf. Diese erfordern eine geringe Zellgrofe. Die geringen Tempera-

turgradienten, in der Ndhe des ungestorten Erdreichs, konnen hingegen mit grofseren Zellen

6Gehen wir zunichst davon aus, dass die aus dem Erdreich aufsteigende Energie unter der Standfliche einer
Badewanne mit ca. 2 m? ideal, vollstéindig und ohne Beriicksichtigung des vorliegenden Temperaturnive-
aus in sensible Wirme umgewandelt werden kann. Mit der vom Erdinneren aufsteigenden Energie wire
es im Laufe eines Jahres mdglich, die Temperatur von 200 1 Badewasser um etwas weniger als 5 K zu
erhohen.
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3 Dreidimensionale Modellierung

diskretisiert werden. Um diese Problematik besser abbilden zu kénnen, sei an dieser Stelle
der Streckungsfaktor f eingefiihrt. Der Streckungsfaktor vergrofert die néchstgelegene Zelle,
in Bezug auf die Zelle davor, um einen konstanten Faktor. In Abbildung 3.12 sind die Ra-
dien fiir jeweils 20 Zellen in radialer Richtung dargestellt. Die Bohrlochwand befindet sich
bei @/2 = 0,075 m und die letzte radiale Zelle endet bei dosn/2 = 2 m. Es ldsst sich gut erken-
nen, dass mit steigendem Streckungsfaktor die Grofe der ersten Zelle an der Bohrlochwand

abnimmt.

f=1,0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14 1,6 1.8 2,0
r/ m
f=11

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14 1.6 1.8 2,0
r/m
f=12

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
r/m

Abbildung 3.12: Begrenzende Radien fiir 20 Zellen mit unterschiedlichen Streckungsfaktoren.
Oben: f =1,0. Mitte: f = 1,1. Unten: f =1,2.

Ein grofser Vorteil durch den Einsatz von Streckungsfaktoren ergibt sich durch die deutlich
verbesserte Auflosung in der Ndhe grofser Temperaturgradienten. Dadurch ist es moglich,
bei identer Anzahl an Elementen, prazisere Ergebnisse zu erzielen. Andererseits kann durch
Reduktion der Elemente die Rechenzeit verkiirzt werden. Wie in Abbildung 3.9 angedeutet,
ist es sinnvoll, die Zellen in radialer Richtung, sowie die Zellen unterhalb der Rohrsonde zu
strecken. In axialer Richtung sind im Bereich der Sonde keine grofsen Temperaturgradien-
ten zu erwarten, eine Streckung der Zellen ist daher nicht sinnvoll. In Abbildung 3.13 ist
die kleinste Elementgrofse am Rand des Bohrlochs tiber der Anzahl der Elemente fiir unter-
schiedliche Streckungsfaktoren aufgetragen. Will man die erste Zelle an der Bohrlochwand
mit einer Dicke von Ae, i, = 4,8125 mm ausfithren, sind 400 &quidistante Zellen notwen-
dig. Bei einem Streckungsfaktor von f = 1,1 werden nur mehr 39 Zellen bendétigt. Bei einem

Streckungsfaktor von f = 1,2 reduzieren sich die benétigten Zellen auf 24 Elemente. Ein
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3 Dreidimensionale Modellierung

anderer Ansatz bestehen darin, die Anzahl der Zellen zu bestimmen und das Randgebiet an
der Bohrlochwand sehr genau aufzulosen. Der Rechenaufwand ist nur von der Anzahl der
Zellen und nicht von der Zellgrofse abhéngig. Fiir n = 400 Zellen in radialer Richtung ergibt
sich, bei einem Streckungsfaktor von f = 1, eine konstante Zellgrofe von Ae, = 4,8125 mm.
Bei einem Streckungsfaktor von f = 1,1 bzw. f = 1,2 ergibt sich eine minimale Zellgrofse
von Aeymin = 5,3377 - 107" mm bzw. Ae, pin = 8,1839 - 1073 mm. Derartig kleine Zellen
kommen in der Praxis nicht zum Einsatz. Es soll an dieser Stelle lediglich der Einfluss des

Streckungsfaktors verdeutlicht werden.”

2.10° . ———— . —— . .
10° 3 T E
g - -""tjf§~\
-~ 107tk PR E
£ £ TN 3
g C Sl
5 - RS
_ AN
< 102t TERRR O 3
E . N 3
\
L N\
1073 L L L | i it i N i i
1 10 100 400
m/ -
— f=10 ——-— F=1,1 e f=1,2

Abbildung 3.13: Minimale Zellgrofse an der Bohrlochwand in radialer Richtung tiber der An-
zahl an radialen Elementen fiir verschiedene Streckungsfaktoren, bei einem
Sondendurchmesser von d, = 0,15 m und einer radialen Ausdehnung des
Rechengebiets auf dbsn/2 = 2 m.

"Das ist mit der Grund dafiir, dass Ae, i, in Abbildung 3.13 nur bis 1072 m aufgetragen ist.
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4 Numerische Analyse

In diesem Abschnitt werden Analysen mit den erstellten Modellen durchgefiihrt. Als erstes
werden unterschiedliche Methoden zur Bestimmung der thermischen Widerstande des Fiill-
materials und des Bohrlochs miteinander verglichen. Weiters ist es notwendig zu belegen,
dass die Modelle in sich konsistent sind. Dazu wird die systematische Abweichung® bei unter-
schiedlichen zeitlichen und raumlichen Diskretisierungen néher untersucht. Ziel ist es, eine
Diskretisierung zu finden, welche bei vertretbarer Rechenzeit eine minimale systematische
Abweichung liefert. In weiterer Folge wird der Druckverlust aufgrund von Rohrreibung, so-
wie die sich einstellenden Temperaturverldufe iiber der Sondentiefe ndher untersucht. Eine
wesentliche Kenngrofe von Rohrsonden ist die Ubertragungsleistung. So werden in weiterer
Folge Zusammenhiinge zwischen Stromungsgeschwindigkeit und Sondentiefe auf die Uber-

tragungsleistung eingehender diskutiert.

4.1 Thermische Widerstande

4.1.1 Thermischer Widerstand des Fullmaterials

Nicht alle in Kapitel 2.2 vorgestellten Methoden konnen den thermischen Widerstand des
Bohrlochs fiir 1U- und 2U-Rohrsonden bestimmen. Daher werden nachfolgend nur die Me-
thode des édquivalenten Durchmessers nach Shonder et al. [25], die von Bauer et al. [1]
vorgestellte empirische Methode und die Multipole Method nach [21] und [32] miteinader
verglichen. In Abbildung 4.1 sind die berechneten thermischen Widersténde fiir 1U- (links)
und 2U-Rohrsonden (rechts) {iber der Wérmeleitfahigeit des Fiillmaterials A\, dargestellt.

!Gerne wird in diesem Zusammenhang auch von einem systematischen Fehler gesprochen. Diese Bezeich-
nung ist noch im Sprachgebrauch verankert aber nicht mehr normgerecht, siehe [39]
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4 Numerische Analyse

Weiter ist R, fiir drei unterschiedliche Schenkelabstande
s=0,060m, s=0,083m und s=0,105m (4.1)

nach Abbildung 2.2 aufgetragen. Die Re-Zahl betréigt fiir beide Rohrsonden Re = 1,9454 - 10*.
Damit ist die Stromung voll turbulent ausgebildet. Bei dem kleinsten Schenkelabstand be-
rithren sich die U-Rohre annédhernd. Analog dazu beriihren die U-Rohre mit dem grofsten
Schenkelabstand anndhernd die Aufenwand des Bohrlochs. Die weiteren den Diagrammen

in Abbildung 4.1 zugrunde liegenden Parameter sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.

Tabelle 4.1: Parameter zur Berechnung der thermischen Widerstande des Fiillmaterials.

Geometrische Parameter Thermophysikalische Parameter
d; 0,0326 m Cp,f 4184,0 Jkg 1K1

d, 0,04 m Pf 998,2 kegm™3

dp 0,15 m Ab 2,0 Wm K™t

A, 06—36 Wm 'K
A; 05803 WmK-!

Fiir jeden Schenkelabstand und Rohrsondentyp findet sich eine Kurvenschar mit zwei Linien
fir die Multipole Method (0. und 1. Ordnung) und einer Linie fiir die von Bauer entwickel-
te Methode. Lediglich die Methode des dquivalenten Durchmessers liefert, unabhéngig vom
Schenkelabstand, nur eine Linie. Fiir die 1U-Rohrsonde und den mittleren Schenkelabstand
liegt der Widerstand nach der Methode des dquivalenten Durchmessers anndhernd im Be-
reich der berechneten Werten nach der Multipole Method 1. Ordnung. Mit Ausnahme des
Widerstands nach der Methode des dquivalenten Durchmessers, liefern alle anderen Berech-
nungsmethoden fiir die 2U-Rohrsonde in etwa doppelt so hohe Werte. Dieses Verhalten ist
damit zu begriinden, dass der dquivalente Durchmesser d., fiir 2U-Rohrsonden grofier ist als

fiir 1U-Rohrsonden und in Gleichung (2.44) im Nenner des Logarithmus eingeht.

Wie in Abbildung 4.1 ersichtlich, ist die relative Abweichung nur fiir mittlere Schenkelab-
stande bei 1U-Rohrsonden und grofe Schenkelabstinde bei 2U-Rohrsonden bezogen auf die
Multipole Method 1. Ordnung zu vernachléssigen. Die von Bauer entwickelte Methode liefert
im Allgemeinen zu geringe Werte fiir die thermischen Widerstdnde und hat ihre Schwéchen
eindeutig bei grofsen Schenkelabsténden. Fiir 1U-Rohrsonden mit grofem Schenkelabstand
liegt die maximale Abweichung bei A\, = 0,6 Wm 'K~ bezogen auf die Multipole Method
1. Ordnung bei tiber 66 %. Fiir den kleinen und mittleren Schenkelabstand liegt die Ab-
weichung bei A, = 0,6 Wm'K~! unter 5 % und erhoht sich mit steigendem ), auf knapp
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4 Numerische Analyse

0,8 T T T T T 0,8

Aquivalenter Durchmesser - Aquivalenter Durchmesser
————— Bauer —-—-—DBauer
— — —Multipole Method (0) \ — — — Multipole Method (0)

06l Multipole Method (1) | o6l | Multipole Method (1)

02}

0,0 0,6 1,2 18 24 3,0 3.6 0,0 0,6 1,2 1,8 24 3.0 36
Ay / Wm IK! Ay / WmIK!

Abbildung 4.1: Thermischer Widerstand des Bohrlochs R, fiir 1U-Rohrsonden (links) und
2U-Rohrsonden (rechts) in Abhéngigkeit der Warmeleitfahigkeit des Fiillma-
terials A, bei einer voll ausgebildeten turbulenten Stromung mit Re > 10%.

23 %. Die relative Abweichung zwischen Multipole Method 0. und 1. Ordnung betragt fiir
1U-Rohrsonden maximal 3 % und fiir 2U-Rohrsonden maximal 22 % und sinkt mit steigender
Wiérmeleitfahigkeit. Fiir die nachfolgende Berechnung wird aufgrund der hohen Genauigkeit
bei vertretbarem Rechenaufwand auf die Multipole Method 1. Ordnung gesetzt.

Fiir die Analyse des thermischen Widerstands des Bohrlochs wird die Warmeleitfahigkeit des
Fiillmaterials A, zwischen 0,6 Wm™'K~" und 3,6 Wm 'K~ variiert. Im Allgemeinen sollte
die Warmleitfahigkeit des Fiillmaterials so grof wie moglich sein. Dadurch ldsst sich mit
geringem Aufwand die Effizienz von Rohrsonden steigern. In der Praxis liegt die Wérme-
leitfahigkeit von Fiillmaterialien zwischen 0,8 Wm™'K~! und 2,4 Wm'K~!. Hiufig werden
kostengiinstige Betonit/Zement /Sand-Mischung mit einer relativ geringen Wérmeleitfahig-
keit von 0,8 Wm™'K™! eingesetzt. [10]

4.1.2 Thermischer Widerstand des Bohrlochs

Der thermische Widerstand R; steigt mit zunehmender Bohrlochtiefe und sinkendem Volu-
menstrom an, siehe 2.4. Um dieses Verhalten besser untersuchen zu koénnen, sind die loka-
len und effektiven thermischen Widerstédnde in Abbildung 4.2 fiir Bohrlochtiefen von 50 m
bis 400 m und einen Volumenstrom von V; = 1,8 m*h~! dargestellt. Der Schenkelabstand
betragt s = 0,074 m. Die den Diagrammen in Abbildung 4.2 und 4.3 zugrunde liegenden

Parameter sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.
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4 Numerische Analyse

Es lasst sich in Abbildung 4.2 unschwer erkennen, dass die thermischen Widerstidnde fiir
1U-Rohrsonden um etwa ein Drittel grofer sind als fiir 2U-Rohrsonden. Im Gegensatz zu
den konstanten lokalen thermischen Widerstianden des Bohrlochs steigen die effektiven ther-
mischen Widerstande des Bohrlochs exponentiell mit der Tiefe an. In einer Tiefe von 100 m
betragt der relative Unterschied zwischen den lokalen und effektiven Widerstdnden etwa
2 — 3% und kann durchaus vernachlissigt werden. In einer Tiefe von 300 m betrdgt der
relative Unterschied bereits 17 — 28 %. Des Weiteren vergrofert sich mit steigender Tiefe
die Abweichung zwischen den beiden Randbedingungen UWT (Uniform Wall Temperatur)
und UHF (Uniform Heat Flux), siche strich punktierte Linie (UWT) und punktierte Linie
(UHW).
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Abbildung 4.2: Effektiver thermischer Widerstand des Bohrlochs R; fiir 1U-Rohrsonden
(links) und 2U-Rohrsonden (rechts) in Abhéngigkeit der Bohrlochtiefe bei

einem Volumenstrom von V = 1,8m3h~!.
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Abbildung 4.3: Effektiver thermischer Widerstand des Bohrlochs R; fiir 1U-Rohrsonden
(links) und 2U-Rohrsonden (rechtes) in Abhéngigkeit des Volumenstroms
bei einer Tiefe von L = 250 m.
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In Abbildung 4.3 sind die lokalen und effektiven thermischen Widerstédnde des Bohrlochs
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4 Numerische Analyse

fiir 1U-Rohrsonden (links) und 2U-Rohrsonden (rechts) iiber dem Volumenstrom darge-
stellt. Zusatzlich sind die drei Stromungsregime durch vertikale Linien mit den korrespon-
dierenden Re-Zahlen eingezeichnet. Fiir beide Sondentypen ldsst sich feststellen, dass die
thermischen Widerstinde mit sinkendem Volumenstrom, ab Erreichen des Ubergangsberei-
ches mit Re = 10*, exponentiell anwachsen. Tendenziell liefert die Randbedingung UWT bei
kleineren Volumenstromen kleinere Werte und die Randbedingung UHF groftere Werte fiir
den thermischen Widerstand. Ab Erreichen des turbulenten Strémungsregimes mit Re > 10*
konvergieren alle effektiven Widerstéande zu den berechneten Werten des lokalen thermischen
Widerstands Rj. Dieser liefert unabhingig von Volumenstrom und Bohrlochtiefe konstante
Werte.

Wird der thermische Kurzschluss zwischen auf- und absteigendem Fluid vernachlassigt, folgt
néherungsweise Ry = R, [12]. Das ist gleichbedeutend mit R, — oo. Allgemein ldsst sich
feststellen, dass fiir grofte Volumenstrome und kleine Bohrlochtiefen keine Beriicksichtigung

des effektiven thermischen Widerstands notwendig ist.

4.2 Diskretisierung

Mit der nachfolgenden Analyse der Diskretisierung werden die numerischen Modelle dhn-
lich dem Vorgehen von Nagler in [36] hinsichtlich ihrer Ergebnisgiite untersucht. Ziel ist es,
die systematischen Abweichungen der numerischen Modelle zu untersuchen. Dazu werden
mehrere Simulationen mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten At durchgefiihrt. Die Wéarme-
leitung unterhalb der Rohrsonden wird in diesem Fall vernachlassigt. In weiterer Folge wird
die Anzahl der axialen Schichten m und die Anzahl der radialen Schichten n variiert. Um
die Auswirkungen unterschiedlicher Zeitschrittweiten und unterschiedlicher Anzahl von ra-
dialen bzw. axialen Elementen zu untersuchen, werden mehrere Simulationen mit derselben

Testfunktion durchgefiihrt.

Die Testfunktion definiert den zeitlichen Verlauf der Eintrittstemperatur 7}, und des Mas-
senstroms m, siehe Abbildung 4.4. Ausgehend von einer iiber die Tiefe konstanten und
einheitlichen Temperatur des ungestorten Erdreichs von T,; = 15 °C wird der Erdsonden-
speicher mit einer Temperatur von Ti,; + 5 K und 7T,,; + 10 K beladen. Entladen wird der
Erdsondenspeicher mit einer Temperatur von T,; — 5 K und T},; — 10 K. Ein Be- und Ent-
ladezyklus benotigt sechs Stunden. Der Betrag des Massenstroms ist zeitlich konstant und

betrigt m = 0,5 kgs™!. Nach dem Beladezyklus dndert der Massenstrom das Vorzeichen. Die
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4 Numerische Analyse

Variation der Eintrittstemperatur findet alle 60 Minuten rampenférmig statt. Der Tempe-

raturwechsel dauert jeweils zwei Minuten. Um die Ergebnisse der unterschiedlichen Rohr-

30 T T T T T
T, 0,50
25 L
5 4/—\— .......... Tooir
| 410.25
20 m 0,25 )
e L e 40 v
qu ~
10 \ { 1-0,25
5 L
—0,50
0 1 1 1 1 1
0 60 120 180 240 300 360

t / min

Abbildung 4.4: Testfunktion zur Analyse der Zeitschrittweite At sowie der Anzahl an radia-
len und axialen Elementen.

sonden vergleichen zu koénnen, ist die Geometrie der Rohre derart angepasst worden, dass
in den Rohren das gleiche Stromungsregime herrscht. Das bedeutet, die Reynolds-Zahlen
der Stromung in der 1U-, 2U- und dem Kernrohr der CX-Rohrsonde sind identisch. Die be-
nachbart liegenden und gekreuzten U-Rohre der 2U-Rohrsonde werden seriell durchstromt.
Es ist nicht moglich, die Rohrgeometrie derart anzupassen, dass sich im Kernrohr und im
Ringspalt der CX-Rohrsonde dieselbe Reynolds-Zahl einstellt. So ist der Innendurchmesser
des dufieren Rohres so gewéhlt, dass sich zumindest idente Stromungsgeschwindigkeiten fiir
das abwarts und aufwarts stromende Fluid ergeben. Die Strémung im Ringspalt weist eine
niedrigere Re-Zahl auf und befindet sich im Ubergangsbereich nahe des voll turbulenten

Stromungsregimes. Die gewihlten Rohrgeometrien, sowie die berechneten Re-Zahlen sind in

Tabelle 4.2: Geometrieparameter und Stromungsgrofen der unterschiedlichen Rohrsonden.
Der tiefgestellte Index 1 bezieht sich auf das Innenrohr und der Index 2 auf den
Ringspalt CX-Rohrsonde.

CX-Rohrsonde 1U-Rohrsonde 2U-Rohrsonde

diq 0,0326 m S 0,06 m S 0,06 m

do 0,4 m d; 0,0326 m d; 0,0326 m

di o 0,0516 m w;  0,59957 ms~! w;  0,59957 ms~!
wq 0,59957 ms~' Re 1,87-10% Re 1,78 -10*

Wo 0,59957 ms*

Re; 1,78 -10*

Rey 6,32-103
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4 Numerische Analyse

Tabelle 4.2 zusammen gefasst.

Die fiir die Simulation verwendeten thermophysikalischen Parameter der 180 m tiefen Rohr-
sonden sind in Tabelle 4.3 zu finden. Die Zustandsgrofen? werden wihrend der gesamten Si-
mulation konstant gesetzt. Es werden Anderungen der spezifischen Wirmekapazitit, Dichte,
Wirmeleitfiahigkeit und kinematische Viskositdt aufgrund von Druck- und Temperaturin-
derungen vernachlissigt. Die thermischen Widersténde werden nach der von Bauer in [1]

vorgestellten Methode berechnet.

Tabelle 4.3: Thermophysikalische Parameter der unterschiedlichen Rohrsonden.

Rohrmaterial Untergrund

¢, 1990,00 Jkg'K™! Cs 1200,00 Jkg 'Kt
pp 970,00 kgm™? s 1800,00 kgm™3

Ap 0,40 Wm K1 s 1,75 Wm1K™!
Fiillmaterial Fluid

¢, 2000,00 Jkg 'K Cp.f 4189,10 Jkg 'Kt
py 1460,00 kgm™* pf 999,10 kgm™3

Ag 2,05 WmK! Af 0,59 WmK™!

vy 1,1386-107% m2s7!

4.2.1 Zeitschrittweite

Fiir die Analyse der Zeitschrittweite wird die hochste Diskretisierung mit dem Streckungs-
faktor f = 1 gewéhlt. Bei einer konstanten Zelldicke von Ae, = 4,8125 mm in radialer Rich-
tung ergeben sich m = 400 dquidistante Zellen. In axialer Richtung befinden sich n = 400
dquidistante Zellen mit einer Dicke von Ae, = 0,45 m. Grund fiir diese Diskretisierung ist
hauptséachlich die Einschrankung durch den zur Verfiigung stehenden Speicher. In Abbildung
4.5 ist die Summe der Warmestrome iiber die Sondenlénge zwischen Fluid in den Rohren und
der Rohraukenwinde fiir die unterschiedlichen Sondentypen dargestellt. Der Wirmestrom

ist iiber der Zeit t fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten At aufgetragen. Die minimale Zeit-

2Streng genommen ist zwischen intensiven und extensiven Zustandgréfien zu unterschieden. Intensive Zu-
standsgrofen wie Druck, Temperatur sowie alle spezifischen Grofen sind unabhéngig von der Grofle des
betrachten Systems. Extensive Zustandsgrofsen wie Masse, Volumen, Entropie sowie die inneren Poten-
tiale sind von der Grofe des betrachteten Systems abhéngig.
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4 Numerische Analyse
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Abbildung 4.5: Warmestrom zwischen Fluid im Rohr und Rohrwand fiir CX-, 1U-, und
2U-Rohrsonde in Abhéngigkeit der Zeitschrittweite At.

schrittweite von At =5 s ist der Rechenleistung geschuldet. Auf kleinere Zeitschrittweiten
wurde aufgrund der langen Simulationszeiten von jeweils einigen Tagen verzichtet. Zudem
kénnen die produzierten Daten aufgrund ihrer Dateigrofse von MATLAB (Version R2019b)
nicht mehr verarbeitet werden. Die maximale Zeitschrittweite darf den zeitlichen Abstand der
stufenformigen Anderungen der Testfunktion nicht iiberschreiten. Die maximale Zeitschritt-
weite betragt demnach At = 3600 s = 60 min. Es lasst sich unmittelbar erkennen, dass sich
der Verlauf der Warmestréme unabhéngig vom Sondentyp proportional zum Temperatur-
profil der Testfunktion verhélt. Allerdings kann die CX-Rohrsonde im Vergleich zur 1U-
und 2U-Rohrsonde nur in etwa die Hélfte des Warmestroms mit dem Fiillmaterial austau-
schen. Grund dafiir ist der hohe Kurzschlusswirmestrom zwischen auf- und absteigendem
Fluid in den konzentrischen Rohren. Bei U-Rohrsonden wird der thermische Kurzschluss

zwischen den Rohren durch das Fiillmaterial gedampft. Je grofer der Abstand zwischen den
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4 Numerische Analyse

Rohrschenkeln ist, umso geringer fallt der thermische Kurzschluss aus. Die 2U-Rohrsonde
kann im Vergleich zur 1U-Rohrsonde im Mittel einen um ca. 16 % grokeren Warmestrom
liefern. Des Weiteren lédsst sich sehr gut erkennen, dass sich der Verlauf des Wérmestroms
mit sinkender Zeitschrittweite At immer besser an den Verlauf des Warmestroms mit der
kleinsten Zeitschrittweite anschmiegt. Die Abweichungen der Wérmestrome mit der grofsten
Zeitschrittweite in Bezug auf die kleinste Zeitschrittweite betragen je nach Sondentyp am

Ende des Simulationszeitraums zwischen 15 und 20 %.

In Abbildung 4.6 ist die mittlere relative Abweichung f,..; in Bezug auf die kleinste Zeit-
schrittweite fiir die drei vorgestellten Sondentypen dargestellt. Da die gewahlten Zeitschritt-
weiten einige Grofenordnungen umfassen ist die x-Achse logarithmisch dargestellt. Bis zu
einer Zeitschrittweite von At = 450 s liegen die relativen Abweichung alle im Bereich zwi-
schen +1 %. Fiir die 1U- und 2U-Rohrsonde bleibt f,.; in diesem Bereich. Die maximale
relative Abweichung tritt bei der CX-Rohrsonde bei At = 3600 s auf. Allen Anschein nach
tendiert die relative Abweichung fiir noch grofere Zeitschrittweiten zu groferen negativen
Werten. Weitere Simulation kénnten diese Vermutung bestérken. Fiir die meisten techni-
schen Anwendungen sind Zeitschrittweiten grofer At = 3600 s nicht sinnvoll. Grund dafir
ist, dass die Rechenzeiteinsparung nicht mehr signifikant ist. Fiir alle weiteren Simulationen
kann nun eine optimale Zeitschrittweite von At = 450 s festgelegt werden. Dadurch kann
eine akzeptable Ergebnisgiite bei gleichzeitig kurzen Rechenzeiten gewéhrleistet werden. Die
mittlere relative Abweichung betragt fir At = 450 s unabhéngig des Sondentyps maximal
+1 %.

—=s— 1U-Rohrsonde
—6  —a—2U-Rohrsonde 4
—e— CX-Rohrsonde

_8 | i
10!

PR |
102
At /s

10°

Abbildung 4.6: Mittlere relative Abweichung f,; des Warmestroms zwischen Fluid im Rohr
und Rohrwand fiir CX-, 1U-, und 2U-Rohrsonde bezogen auf die Simulation
mit der kleinsten Zeitschrittweite At =5 s.
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4 Numerische Analyse

4.2.2 Axiale und radiale Diskretisierung der Sonde

Die axiale und radiale Diskretisierung der Sonde wird in weiterer Folge noch genauer un-
tersucht. Zu diesem Zweck bleibt die Zeitschrittweite mit At = 450 s konstant. Die Wérme-
leitung im Untergrund vernachléssigt und in weiterer Folge getrennt untersucht. Lediglich
die Anzahl der dquidistanten axialen und radialen Elemente der Sonde wird zwischen 30
und 400 Elementen in 10er Schritten variiert. Der Streckungsfaktor betragt f = 1. Dadurch
ergeben sich fiir jeden Sondentyp 37 - 37 = 1369 Simulationen mit der Testfunktion. Diskre-
tisierungen mit geringerer Anzahl an Elementen wurden nicht durchgefiihrt, da die relative

Abweichung rasch Werte grofer 100 % annimmt.

In Abbildung 4.7 ist die relative Abweichung des iiber die Rohrwand iibertragenen Warme-
stroms in Abhéngigkeit der Diskretisierung aufgetragen. Links befinden sich dreidimensiona-
le und rechts zweidimensionale Darstellung der relativen Abweichungen. Die Abweichungen
sind auf den sich bei der héchsten Diskretisierung mit m = n = 400 dquidistanten Elementen
resultierenden Warmestrom bezogen. Alle Sondentypen zeigen eine ausgepriagtere Abhén-
gigkeit von der axialen Diskretisierung als von der radialen Diskretisierung. Die Anzahl der
axialen Elemente m nimmt also einen viel starkeren Einfluss auf die Ergebnisgiite als die
Anzahl der radialen Elemente n. Das bedeutet in weiterer Folge, dass es hinreichend ist, den
umgebenden Untergrund mit deutlich weniger Elementen abzubilden als in axialer Richtung.
Erwahnenswert ist an dieser Stelle, dass die relative Abweichung bei der CX-Rohrsonde fast
ausschlieflich positiv ist. Bei den anderen Sondentypen gibt es durchgehend negative Abwei-
chungen. Damit der Betrag der relativen Abweichung der CX-Rohrsonde stets weniger als
1 % betragt, sind n = 30 radiale und m = 200 axiale Elemente notwendig. Fiir die 1U- und
2U-Rohrsonde werden dagegen mindestens n = 90 radiale und m = 200 axiale Elemente be-
notigt. Anhand der hier durchgefithrten Abschétzung der systematischen Abweichung wird
die Diskretisierung fiir alle Sondentypen mit n = 100 aquidistanten radialen und m = 200

aquidistanten axialen Elemente festgelegt.
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Abbildung 4.7: Mittlere relative Abweichung f,; des Warmestroms zwischen Fluid im Rohr
und Rohrwand fiir CX-, 1U-, und 2U-Rohrsonde bezogen auf die Simulation
mit der hochsten Diskretisierung m = n = 400.
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4 Numerische Analyse

4.2.3 Systematische Abweichung

Die systematische Abweichung setzt sich aus der relativen Abweichung der zeitlichen Diskre-
tisierung und der axialen bzw. radialen Diskretisierung zusammen. Die Zelldicke des dqui-
distanten radialen Gitters betrdgt Ae, = 9,625 mm. Die Hohe der axialen Zellen betragt
Ae, = 1,8 m. Die in Abhéngigkeit der Diskretisierung entstehende Abweichung kann auf-
summiert werden. Dadurch reduziert sich die Gesamtabweichung zu den in Tabelle 4.4 an-
gefiihrten Werten. Die Abweichung zwischen rdumlicher und zeitlicher Diskretisierung hebt
sich fiir die CX-Rohrsonde nahezu vollstandig auf. Die systematische Abweichung der unter-

schiedlichen Sondentypen liegt fiir die gewahlten Parameter stets unter 1 %.

Tabelle 4.4: Relative Gesamtabweichungen der unterschiedlichen Sondentypen fiir dquidi-
stante Elemente

CX-Rohrsonde 1U-Rohrsonde 2U-Rohronde
Parameter Jrel Parameter Jrel Parameter frel
At 450 s —0,93162 % At 450 s 0,77391 % At 450 s 0,18671 %
mo 00 seor % MY T gssiss % U MY T Losooia %
m 200 - m 200 - m 200 -
—0,04465 % 0,19233 % —0,50343 %

Es hat sich herausgestellt, dass der systematische Fehler der erstellten Modelle, auch bei
einer geringeren Anzahl an Elementen, akzeptabel ist. Die hier durchgefiithrten Analysen mit
einem Streckungsfaktor von f =1 sollen lediglich die Robustheit der Modelle bestétigen.
Durch den Einsatz von anderen Streckungsfaktoren kann die Anzahl der Elemente und in
weiterer Folge auch die Rechenzeit verkiirzt werden. Zuerst sollten allerdings die systemati-

schen Abweichungen in Abhéngigkeit des Streckungsfaktors genauer untersucht werden.

4.3 Druckverlust

Ein erhchen der Strémungsgeschwindigkeit geht mit einem quadratisch ansteigenden Druck-
verlust einher. Der Druckverlust lasst sich in Abhéngigkeit des Widerstandsbeiwerts ¢ und

der Strémungsgeschwindigkeit w nach Gleichung (4.2) berechnen, siehe [20]:

Lpfw2

Ap=( 5dy

(4.2)
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4 Numerische Analyse

Etwaige Anderungen der thermophysikalischen Parameter werden dabei nicht beriicksich-
tigt.® Mit dj, wird der hydraulische Durchmesser bezeichnet. Fiir 1U- und 2U-Rohrsonden,
sowie fiir das Kernrohr der CX-Rohrsonde gilt d, = d; = d;;. Fiir den Ringspalt gilt
dp, = dip — d,1. Der Widerstandsbeiwert ist wiederum von der Re-Zahl und der relati-
ven Wandrauigkeit 9»/k abhéngig. Die absolute Rauigkeit K betriagt laut [20] fiir gezogene
Kunststoffrohre in etwa 0,0015 mm. Zur Bestimmung des Widerstandsbeiwerts ist in drei Be-
reiche zu unterteilen. Bis Re < 2300 besteht ein laminarer Zusammenhang zwischen Re-Zahl

und ¢-Wert nach Gleichung (4.3):
64

C= 7o
Fiir grofere Re-Zahlen muss, in Abhéngigkeit der kritischen Re-Zahl nach Gleichung (4.4), in

einen Ubergangsbereich zwischen rau und glatt, sowie in den rein rauen Bereich unterschieden

(4.3)

werden:
2000 d},

VCK
Die Widerstandsbeiwerte sind fiir 2300 < Re < 10° nach Prandtl und Colebrook bzw. nach
Nikuradse mit Gleichung (4.5) zu bestimmen [20]:

Relmt = (44)

1 —21n RQG’S\}Z + ﬁ) , fiir 2300 < Re < Repit (4 5)
\/Z B —21n ﬁ) s flir Rekrit < Re < 106 .

In Abbildung 4.8 ist der Druckverlust Ap iiber der Stromungsgeschwindigkeit w darge-
stellt. Der Druckverlust der 2U-Rohrsonde ist aufgrund der seriellen Durchstromung der
U-Rohre in etwa doppelt so grofs wie jener der 1U-Rohrsonde. Interessant ist vor allem der
Ubergangsbereich zwischen laminarer und turbulenter Strémung. Es lisst sich gut erken-
nen, dass der Druckverlust ab Erreichen des Ubergangsbereichs sprunghaft ansteigt. Bei
der CX-Rohrsonde steigt der Druckverlust zwei Mal sprunghaft an. Der zweite Sprung bei
w = 0,220 ms~! markiert das Erreichen des Ubergangsbereichs im Ringspalt. Ab dieser
Stromungsgeschwindkeit ist der Druckverlust der CX-Rohrsonde immer grofer als fiir die
U-Rohrsonden. Die Stromungsgeschwindigkeit des Fluids in einer Erdwarmesonde hangt
vorwiegend von der benétigten Ubertragungsleistung ab. Im Rahmen dieser Arbeit kann
keine Empfehlung fiir eine optimale Stromungsgeschwindigkeit gegeben werden. Grundsétz-
lich sollte jedoch ein Optimum zwischen Ubertragungsleistung und geforderter Pumpleistung

gefunden werden.

3Im Allgemeinen gilt, je tiefer die Rohrsonde, ist umso gréfer ist der Temperaturunterschied des Fluids
zwischen Sondenfuf und Sondenkopf. Die dadurch implizierte Anderung der Dichte fithrt in weiterer
Folge zu nicht mehr zu vernachléssigende Auftriebseffekte in den Rohren. Der Auftriebseffekt wirkt der
Rohrreibung entgegen und fiihrt somit zu einem geringeren Gesamtdruckverlust.
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4 Numerische Analyse

0,8 ‘

Re = 2300

Ap / bar
(=}
.
T

0 0,1 0,2 0,3 0,4

w / ms!
—— 2U-Rohrsonde — — — 1U-Rohrsonde —-—-— CX-Rohrsonde

Abbildung 4.8: Druckverlust Ap aufgrund von Rohrreibung iiber der Stromungsgeschwin-
digkeit in den U-Rohren bzw. im Kernrohr der CX-Rohrsonde.

4.4 Temperaturverlauf & Ubertragungsleistung

Die Simulationen zur Analyse des Temperaturverlaufs entlang der Sondentiefe sind unter
Verwendung der gleichen Parameter, wie in Kapitel 4.2 verwendet, durchgefiihrt worden.
Die gewéhlten Parameter sind in den Tabellen 4.2, 4.3 und 4.4 zu finden. Die Wirmeleitung
unterhalb der Sonde ist hier nicht beriicksichtigt worden. In Kapitel 4.5 wird der Einfluss
des konduktiven Warmetransports unterhalb der Sonde néher betrachtet. In Abbildung 4.9
ist der sich einstellende Temperaturverlauf des Fluids {iber der Tiefe aufgetragen. Die sich
einstellenden Temperaturkurven sind als Momentaufnahmen zu zwei unterschiedlichen Zei-
ten zu verstehen. Einerseits wurde anhand der Testfunktion aus Abbildung 4.4 ein Belade-
vorgang zum Zeitpunkt ¢ = 30 min herangezogen, sieche schwarze Linien in Abbildung 4.9.

Andererseits ist ein Entladevorgang zum Zeitpunkt ¢ = 330 min dargestellt.

Interessant ist an dieser Stelle die sich einstellende Temperaturdifferenz am Kopf der Sonde.
Es lasst sich unschwer erkennen, dass fiir die CX-Rohrsonde die geringste Temperaturan-
derung zu erwarten ist. Grund dafiir ist der hohe Kurzschlusswarmestrom zwischen auf-
und absteigendem Fluid in den konzentrischen Rohren. Die Fluide kénnen also direkt iiber
die Rohrwand des Kernrohrs Warme miteinander austauschen. Im Gegensatz dazu befin-
det sich zwischen den Rohrschenkeln der 1U- und 2U-Rohrsonde Fiillmaterial, welches den
Kurzschlusswiderstand deutlich erhoht. Dies ist auch der Grund, warum die maximale Tem-
peratur des Fluids im Rohr fiir die CX-Rohrsonde am tiefsten Punkt der Bohrung liegt. Bei
U-Rohrsonden kann das Fluid in den Rohren wiahrend des aufwarts Strémens mehr Warme

mit dem Untergrund als mit den benachbarten Rohren austauschen. Auf den ersten Blick ist
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4 Numerische Analyse
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Abbildung 4.9: Temperaturverlauf des Fluids in den Rohrsonden zu unterschiedlichen Zeiten
iiber der Tiefe. Schwarze Linien: Beladevorgang ¢t = 30 min. Graue Linien:
Entladevorgang ¢ = 330 min.

die Performance der U-Rohrsonden &hnlich. Betrachtet man aber den Temperaturunterschied
zwischen Vor- und Riicklauf, wird deutlich, dass die 2U-Rohrsonde mehr Energie entnehmen
bzw. einspeisen kann als die 1U-Rohrsonde. Um dieses Verhalten besser quantifizieren zu
kénnen, ist es sinnvoll, die auf die Sondenlinge L bezogene spezifische Ubertragungsleistung

¢y nach Gleichung (4.6) einzufiihren:

. mcp,f AT

/ (4.6)

Gu
In Tabelle 4.5 sind die relevanten Temperaturen und Temperaturdifferenzen am Sondenkopf
sowie die Ubertragungsleistungen zusammen gefasst. An dieser Stelle sei noch angemerkt,
dass sich die hier gezeigten Temperaturverldufe nur unter stark idealisierten Umsténden er-
geben. In weiterer Folge nehmen die thermophysikalischen und geometrischen Parameter,
sowie vorangegangene Be- bzw. Entladezyklen Einfluss auf den tatsdchlichen Temperatur-

verlauf.
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4 Numerische Analyse

Tabelle 4.5: Charakteristische Temperaturen des Fluids und Ubertragungsleistungen wih-
rend des Be- bzw. Entladevorgangs.

CX-Rohrsonde 1U-Rohrsonde 2U-Rohrsonde

Tin 20 °C 20 °C 20 °C

T, 18,84 °C 16,75 °C 15,78 °C
Beladen

AT 1,16 K 3,25 K 422 K

Gu 14,46 Wm™' 40,53 Wm=! 52,62 Wm!

Tin 10 °C 10 °C 10 °C

Ty 10,91 °C 12,04 °C 12,11 °C
Entladen

AT 091 K 2,04 K 2,11 K

Go 11,35 Wm™' 2544 Wm™! 26,31 Wm™!

Eines der wesentlichen Kriterien von Erdwéirmesonden stellt die Ubertragungsleistung g,
dar. Diese ist unter anderem von den thermophysikalischen Parametern des Untergrunds,
des Fiillmaterials, den Warmeiibergangskoeffizienten zwischen Fluid im Rohr und Rohrwand
und der Sondentiefe abhéngig. Im Rahmen dieser Arbeit werden keine Parameterstudien des
Untergrunds und des Fiillmaterials durchgefiihrt. Der Vollstandigkeit halber sind in Tabelle
4.6 einige typische Werte fiir die Ubertragungsleistung von Erdwirmesonden in verschiede-
nen Untergriinden nach [11] aufgelistet. Diese Werte sollen lediglich einen Uberblick iiber
die Grofenordnung von Ubertragungsleistungen geben. Ein weiterer nicht zu vernachlissi-
gender Parameter ist die Anzahl der jahrlichen Volllaststunden. Im Allgemeinen sinkt die
Ubertragungsleistung mit steigender Anzahl an jéhrlichen Volllaststunden. Fiir nihere In-
formationen zu den Berechnungsgrundlagen der in Tabelle 4.6 angegebenen Werte sei auf

[11] verwiesen.

Tabelle 4.6: Spezifische Ubertragungsleistungen von unterschiedlichen Bodenarten bei 1800
jahrlichen Volllaststunden, nach [11].

. .. gesattigter Boden trockener Boden
Boden Wiérmeleitfahigkeit

1800 h/a 1800 h/a
Kies 0,4—05Wm 'Kt 80 Wm! 25 Wm™!
Steine 0,4—05Wm'K! 75 Wm! 25 Wm™!
Sand 0,3—08 Wm 'K 70 Wm™! 25 Wm!
Sandstein 1,3 —5,1 Wm'K=' 80 Wm™! 40 Wm™!
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4 Numerische Analyse

Unabhéngig von den thermophysikalischen Parametern des Untergrunds nimmt der Warme-
iibergang zwischen Fluid im Rohr und Rohrwand grofen Einfluss auf die Ubertragungslei-
stung der Erdwarmesonden. Der Warmetibergangskoeffizient an den Rohrinnenwéinden steigt
im Allgemeinen mit steigender Stromungsgeschwindigkeit. In Abbildung 4.10 ist der War-
metlibergangskoeffizienten an der Innenseite eines U-Rohres iiber der Stréomungsgeschwin-
digkeit dargestellt. Die Berechnung von «; erfolgte nach der von Gnielinski in [20]| vorge-
stellten Methode, siche Anhang A. Die thermophysikalischen Parameter, sowie die geome-

trischen Abmessungen sind Tabelle 4.2 und 4.3 zu entnehmen. Es lassen sich leicht drei

4000
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Abbildung 4.10: Warmeiibergangskoeffizient a; zwischen Fluid im Rohr und Rohrwand.

unterschiedliche Bereiche erkennen. Im laminaren Bereich, bis Re > 2300 ist der Warme-
iibergangskoeffizient konstant. Mit zunehmender Strémungsgeschwindigkeit steigt «; linear
an. Im Ubergangsbereich zwischen laminarer und voll ausgebildeter turbulenter Strémung
(2300 < Re < 10*) steigt der Wirmeiibergangskoeffizient schneller an als im voll turbulen-
ten Bereich (Re > 10%). Grundsitzlich ist ein hoher Wert fiir a; und in weiterer Folge eine
hohe Stromungsgeschwindigkeit in den Rohren erstrebenswert. Mit steigender Stromungs-
geschwindigkeit steigt aber auch der Druckverlust durch Rohreibung quadratisch an. Hier
gilt es unter Beriicksichtigung der Ubertragungsleistung und der benétigten Pumparbeit ein

Optimum zu finden.

Zur Beurteilung der zu erwartenden Ubertragungsleistung wird wieder die Testfunktion her-
angezogen und nach ¢ = 30 min ausgewertet. Der einzige Unterschied zu den bereits durch-
gefithrten Simulationen besteht darin, dass die Untergrundtemperatur iiber die Tiefe nicht
mehr konstant ist. An der &ufseren lateralen Schicht ist der Temperaturverlauf des geo-
thermischen Temperaturgradienten aufgepragt. In Abbildung 4.11 ist im oberen Plot die
Ubertragungsleistung in Abhéingigkeit der Stromungsgeschwindigkeit aufgetragen. Darunter
ist der Druckverlust in Abhéngigkeit der Stromungsgeschwindigkeit aufgetragen. Auf den
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4 Numerische Analyse

Druckverlust in der Rohrsonde wird in Kapitel 4.3 ndher eingegangen. An dieser Stelle soll
lediglich das Verhiltnis zwischen Ubertragungsleistung und Druckverlust aufgezeigt werden.
Es lasst sich leicht erkennen, dass die 2U-Rohrsonde, dicht gefolgt von der 1U-Rohrsonde,
die hochste spezifische Ubertragungsleistung liefert. Die spezifische Ubertragungsleistung
der CX-Rohrsonde ist im laminaren Stréomungsbereich dhnlich wie die der U-Rohrsonden.
Im Ubergangsbereich fillt ¢, aber um ca. ein Drittel geringer aus. Des Weiteren lisst sich
ein Knick in der Linie der CX-Rohrsonde bei Re = 2300 erkennen. Grund dafiir ist der
Kurzschlusswérmestrom zwischen den Fluiden im ab- und aufsteigendem Rohr. Mit Er-
reichen des Ubergangsbereichs nimmt der Kurzschlusswirmestrom iiberproportional stark
zu.Tendenziell lisst sich eine leichte Sittigung der Ubertragungsleistung bei hohen Stro-

mungsgeschwindigkeiten erkennen.

140

120 +

Re = 2300

3,0

251

Re = 2300 -

2,0

Ap / bar
e
T

0,5

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
w / ms!

——2U-Rohrsonde — — —1U-Rohrsonde —-—-— CX-Rohrsonde

Abbildung 4.11: Oben: Spezifische Ubertragungsleistung ¢, in Abhéngigkeit der Strémungs-
geschwindigkeit in den U-Rohren bzw. im Kernrohr der CX-Rohrsonde.
Unten: Druckverlust Ap aufgrund von Rohrreibung iiber der Strémungs-
geschwindigkeit in den U-Rohren bzw. im Kernrohr der CX-Rohrsonde.

In Abbildung 4.12 ist die spezifische Ubertragungsleistung und der Druckverlust iiber der

Sondentiefe aufgetragen. Alle Parameter sind in Bezug zu den vorherigen Simulation aus Ab-
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4 Numerische Analyse

bildung 4.11 unverandert beibehalten worden. Lediglich die Stromungsgeschwindigkeit in den
U-Rohren bzw. im Kernrohr der CX-Rohrsonde ist mit w = 0,2 ms™! konstant gesetzt wor-
den. Damit befindet sich die Strémung in den U-Rohren und im Kernrohr der CX-Rohrsonde
im Ubergangsbereich zwischen laminar und turbulent. Die Strémung im Ringspalt ist noch
im laminaren Bereich. Die spezifischen Ubertragungsleistungen fallen fiir die U-Rohrsonden
um ca. 50 % grofer aus als fiir die CX-Rohrsonde. Ab einer Tiefe von in etwa 200 m gleicht
sich die spezifische Ubertragungsleistung der 1U-Rohrsonde jener der 2U-Rohrsonde an. Das
gilt jedoch nur fiir die serielle Durchstrémung der U-Rohre. Zu Beurteilung des Verhaltens
der Ubertragungsleistung fiir parallel durchstromte U-Rohre sind im Rahmen dieser Arbeit
keine Analysen durchgefiihrt worden. Anhand der durchgefiihrten Simulation ist die Satti-
gung der spezifischen Entzugsleistungen zu erkennen. Der Druckverlust ist in Abbildung 4.12
unten dargestellt. Wie Gleichung (4.2) bereits vermuten ldsst, steigt der Druckverlust Ap

linear mit zunehmender Sondentiefe L an.

120 T T T T T T T T

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

L/m
2U-Rohrsonde — — — 1U-Rohrsonde —-—-— CX-Rohrsonde

Abbildung 4.12: Oben: Spezifische Ubertragungsleistung ¢, in Abhéngigkeit der Sondentiefe
L. Unten: Druckverlust Ap aufgrund der Rohrreibung iiber der Sondentiefe

Intuitiv wiirde man mit zunehmender Sondentiefe eine Erhohung der spezifischen Ubertra-

gungsleistung erwarten. Hier ist es aber wichtig, nicht die spezifische Ubertragungsleistung
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4 Numerische Analyse

zu betrachten, sondern die Ubertragungsleistung der gesamten Sonde zu bewerten. Daher
wurde in Abbildung 4.13 die zu erwartende Ubertragungsleistung in Abhéingigkeit der Son-
dentiefe aufgetragen. Ab einer Sondentiefe von ca. 200 m kann die Ubertragungsleistung als
geséttigt betrachtet werden. Die U-Rohrsonden stagnieren bei etwa 7000 W. Die Ubertra-
gungsleistung der CX-Rohrsonde betrigt nahezu unabhéngig von der Sondentiefe in etwa
2700 W. Dieses Verhalten wird durch die geringe Temperaturdifferenz zwischen Untergrund
und Warmetragermedium weiter begiinstigt. Diese Ergebnisse legen also nahe, dass eine
Sondentiefe gréfer als 200 m unabhéngig vom Sondentyp zu keiner Steigerung der Uber-
tragungsleistung mehr fithrt. An dieser Stelle ist es wichtig, zwischen oberfachennaher und
tiefer Geothermie zu unterscheiden. Natiirlich steigt die Ubertragungsleistung aufgrund des
hoheren Temperaturniveaus in grofteren Tiefen wieder an. Im Rahmen der tiefen Geothermie
kommen grofsteils keine der hier vorgestellten Sondentypen zum Einsatz. Vielmehr werden

offene Systeme, ohne zirkulierndem Wirmetrigermedium, eingesetzt.*
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—— 2U-Rohrsonde — — —1U-Rohrsonde —-—-— CX-Rohrsonde

Abbildung 4.13: Ubertragungsleistung @,, in Abhiingigkeit der Sondentiefe L

Allgemeingiiltige Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen Ubertragungsleistung und
Sondentiefe sollten nicht ohne Weiteres getroffen werden. Die Ubertragungsleistung von
Rohrsonden ist stark von der Vorlauftemperatur, dem Ladezustand des Erdwérmespeichers
und von den thermophysikalischen Parametern des Untergrunds abhéngig. Jede Rohrsonde
erfordert daher eine individuelle Betrachtung. Die hier vorgestellten Modelle sind aber durch-
aus in der Lage, bei genauer Kenntnis der Randbedingungen prazise das Betriebsverhalten
abzubilden.

4Bei der tiefen Geothermie kann das Eigengewicht der Sonden zu mechanischen Problemen fiihren. Mit stei-
gender Sondenlénge erhoht sich das von der Querschnittsfliche am Sondenkopf zu tragende Eigengewicht
der Sonde. Herkdmmliche U-Rohre aus Kunststoff werden daher kaum eingesetzt. Viel mehr kommen
abgestufte CX-Rohrsonden aus Stahl oder Stahl kombiniert mit Verbundwerkstoffen zum Einsatz.
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4 Numerische Analyse

4.5 Konduktiver Warmetransport unterhalb der Sonde

In diesem Kapitel wird der Einfluss des konduktiven Warmetransports unterhalb der Rohr-
sonden diskutiert. Hierbei ist in kurzfristige und langfristige Auswirkungen zu unterscheiden.
Die gewéhlten Parameter sind in den Tabelle 4.2 und 4.3 zu finden. Die Zeitschrittweite zur
Beurteilung kurzfristiger Auswirkungen betragt At = 450 s und At = 3600 s zur Beurteilung
langfristiger Auswirkungen. In radialer Richtung werden n = 100 und in axialer Richtung
m = 200 aquidistante Elemente eingesetzt. Die minimale Zellgrofe in radialer Richtung be-
tragt demnach Ae, = 19,25 mm. Die minimale Zellgrofe in axialer Richtung Ae, ist von der
Sondentiefe abhéngig. Unterhalb der Sonde werden o = 208 &quidistante Zellen mit einer
Zellgrofse von Ae, = 19,25 mm eingesetzt. Dadurch wird der konduktive Warmetransport in

den ersten vier Metern unterhalb der Sonde beriicksichtigt, wobei L, = 4 m ist.

4.5.1 Kurzfristiger Einfluss

Zur Ermittlung der kurzfristigen Auswirkungen wird wieder die Testfunktion aus Abbildung
4.4 herangezogen und nach t = 30 min ausgewertet. In Abbildung 4.14 oben, ist die spezifi-
sche Ubertragungsleistung in Abhéngigkeit der Sondentiefe fiir die drei Sondentypen aufge-
tragen. In grau sind die Ergebnisse mit konduktivem Wéarmetransport im Untergrund unter
der Sonde dargestellt. In schwarz sind die Ergebnisse ohne konduktivem Wérmetransport
im Untergrund unter der Sonde dargestellt. Die resultierenden spezifischen Ubertragungs-
leistungen sind nahezu deckungsgleich. Daher sind in Abbildung 4.14 unten, die relativen
Abweichungen, in Bezug auf die Ergebnisse mit konduktivem Wérmetransport im Unter-
grund unter der Sonde, dargestellt. Wie zu erwarten, sinken die relativen Abweichungen mit
zunehmender Sondentiefe. Die relativen Abweichungen betragen bei der kleinsten Sonden-
tiefe von L = 50 m maximal 0,8 %. Fiir kurzfristige Betrachtungen, im Bereich von einigen
Stunden, kann der Einfluss des konduktiven Warmetransports unterhalb der Sonden durch-

aus als vernachléssighar angesehen werden.
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4 Numerische Analyse
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Abbildung 4.14: Oben: Spezifische Ubertragungsleistung ¢, in Abhéngigkeit der Sondentiefe
L. Unten: Relative Abweichung in Bezug auf die Ergebnisse mit kondukti-
vem Warmetransport im Untergrund.

4.5.2 Langfristiger Einfluss

Der langfristige Einfluss wird in weiterer Folge anhand der Testfunktion in Abbildung 4.15
untersucht. Die Temperaturniveaus und der Massenstrom sind ident, zu jenen der vorheri-
gen Testfunktion, siehe Abbildung 4.4. Die lateralen Temperatur-Randbedingungen werden
durch den geothermischen Temperaturgradienten ohne TRJ Daten beschrieben. Die Test-
funktion soll eine idealisierte jahrliche Lastkurve reprasentieren. Zwischen Stunde 2190 und
6570 wird mit der Erdwéarmesonde Energie in den Untergrund eingebracht. Das Warmetréa-
germedium wird zum Beispiel durch Free Cooling® aufgewirmt und regeneriert somit den

Untergrund. Im Winter, zwischen Stunde 6570 und 2190, wird dem Untergrund Energie ent-

5Free Cooling bedeutet, dass Kiihlenergie nicht durch Kiltemaschinen bereitgestellt wird. Viel mehr ist das
Temperaturniveau der Warmesenke so niedrig, dass direkt gekiihlt werden kann. Ublicherweise kommt
kaltes Wasser, aus einem Fluss oder geothermisch abgekiihltes Wasser, zum Einsatz.
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4 Numerische Analyse

zogen. Das Warmetragermedium wird fiir Heizzwecke abgekiihlt und in die Sonde zuriick

gefiihrt.
30 T T T T T
T, 0:50
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Abbildung 4.15: Testfunktion zur Analyse des Einflusses von konduktivem Warmetransport
im Untergrund unterhalb den Sonde.

In Abbildung 4.16 oben, ist die spezifische Ubertragungsleistung iiber ein Jahr, fiir die drei
unterschiedlichen Sonden, aufgetragen. Die Sondentiefe betragt jeweils 200 m. In schwarz ist
die resultierende spezifische Ubertragungsleistung mit Beriicksichtigung der Wirmeleitung
im Untergrund dargestellt. Die Ubertragungsleistungen ohne Beriicksichtigung der Wérme-
leitung unterhalb der Sonden sind nahezu deckungsgleich und hier nicht dargestellt. Die
Spitzen in der Ubertragungsleistung entstehen durch die sprunghaften Wechsel in der Ein-
trittstemperatur. Es lédsst sich gut erkennen, dass sich binnen weniger Stunden nach einem
Temperaturwechsel, wieder ein stationirer Zustand einstellt. Die spezifische Ubertragungslei-
stung ist, analog zu den Analysen in Kapitel 4.4, fiir die CX-Rohrsonde am niedrigsten. 1U-
und 2U-Rohrsonde liefern dhnliche Ubertragungsleistungen. In Abbildung 4.16 unten, ist die
absolute Abweichung, bezogen auf den Wérmestrom mit Beriicksichtigung des Untergrunds
unterhalb der Sonde, dargestellt. Anscheinend wird speziell die CX-Rohrsonde im Winter
besonders stark durch die Wérmeleitung unterhalb der Sonde beeinflusst. Fiir eine Tiefe von
200 m ist die Abweichung, welche durch Warmetransportvorgéinge im Untergrund unterhalb
der Sonden verursacht werden, fiir alle Sonden-Typen immer kleiner 40,025 Wm™!. Der fast

doppelt so hohe Rechenaufwand steht in keinem Verhéltnis zur Ergebnisgiite.

Intuitiv wiirde man davon ausgehen, dass die Warmetransportvorginge unter dem Sonden-
fufs mit steigender Tiefe weniger stark ins Gewicht fallen. Um diese These zu untersuchen,
ist in Abbildung 4.17 der Betrag der maximalen absoluten Abweichung fiir unterschiedliche

Sondentiefen dargestellt. Die Abweichungen beziehen sich auf die Berechnungen mit Bertick-
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Abbildung 4.16: Oben: Spezifische Ubertragungsleistung mit Beriicksichtigung des Unter-
grunds unterhalb der Sonde. Unten: Relative Abweichung, bezogen auf die
mittlere spezifische Ubertragungsleistung mit Beriicksichtigung des Unter-
grunds unterhalb der Sonde.

sichtigung der Wiarmeleitung im Untergrund unterhalb der Sonde. Anscheinend sinkt die
maximale Abweichung, unabhéngig vom Typ der Sonde mit steigender Tiefe. Es zeigt sich
also, dass die Effekte der Warmeleitung im Untergrund unterhalb der Sonden mit steigender
Tiefe kleiner werden. Aber auch bei einer Sondentiefe von nur 50 m bleiben die Abweichun-
gen stets unter 0,25 Wm™!. Fiir 1U- und 2U-Rohrsonden liegen diese sogar immer unter

0,2 Wm™1.

Ob die Wérmeleitung im Untergrund unter der Sonde nun beriicksichtigt werden soll oder
nicht, héngt stark von den vorliegenden Rahmenbedingungen ab. Es konnte jedenfalls ge-
zeigt werden, dass der langfristige Einfluss gegeniiber dem kurzfristigen Einfluss dominiert.
Fiir kurze Simulationszeiten, im Bereich von Stunden bis Tagen, kann die Wérmeleitung
im Untergrund unterhalb der Sonde vernachléssigt werden. An dieser Stelle sei noch die

allgemeine Problematik von kurzen Simulationszeiten erwéhnt. Speziell die langsamen Wiér-
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4 Numerische Analyse

metransportvorginge im Untergrund erfordern eine sinnvolle Wahl der Starttemperaturen.
Ungiinstig gewahlte Anfangswerte konnen das Ergebnis stark beeinflussen und verfilschen.
Selbst bei langeren Simulationen, im Bereich von Wochen bis hin zu Jahren, sollte der Ein-
schwingvorgang berticksichtigt werden. Die Wérmetransportvorgidnge unterhalb der Sonde

sollten dabei zumindest fiir geringe Bohrlochtiefen beriicksichtigt werden.

—e—2U-Rohrsonde — « —1U-Rohrsonde —-+-— CX-Rohrsonde

Abbildung 4.17: Maximale relative Abweichung der spezifischen Ubertragungsleistung fiir
unterschiedliche Tiefen.
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5 Diskussion & Ausblick

Auf bestimmte Aspekte dieser Arbeit sollte noch weiter eingegangen werden. Nachfolgend
sind Vorschldge zur Verbesserung der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Rohrsonden-

modelle aufgelistet.

e Validierungssimulation mit kommerzieller Software wie FEFLOW oder ANSYS kon-
nen wichtige Erkenntnisse iiber die Giite der erstellten Modelle liefern. Bauer konnte in
[1] bereits Validierungssimulation fiir 1U- und 2U-Rohrsonden durchfithren und gute
Ergebnisse erzielen. Die Validierung der Modelle, speziell fiir die noch nicht validierte

CX-Rohrsonde, kann in zukiinftigen Arbeiten noch angedacht werden.

e Ein Vergleich mit Messdaten von real existierenden Sonden kann wichtige Parameter
zur Feinjustierung der Modelle liefern. Speziell bei den U-Rohrsonden ist die Validie-
rung mit Messwerten problematisch. Mit ein Grund dafiir ist die Positionierung der
U-Rohre. Haufig werden die Rohre, ohne oder mit einer unzureichenden Anzahl an
Abstandshaltern, nur mit Klebeband zusammengebunden, in das Bohrloch eingefiihrt.
Problematisch ist dann vor allem die nicht zentrische Ausrichtung und der zu geringe
Abstand der Rohre zueinander. Gegebenenfalls konnen Imperfektion im Einbau durch

Feinjustierung der thermischen Widerstdnde kompensiert werden.

e Die thermophysikalischen Parameter, speziell die Warmeleitfahigkeit des Fiillmaterials,
nehmen grofien Einfluss auf die Ubertragungsleistung der Rohrsonden. Weitere wichtige
Parameter sind der Schenkelabstand der U-Rohre sowie die allgemeinen geometrischen
Parameter der Rohrsonden. Im Rahmen weiterer Arbeiten kann die Durchfiihrung von
vertiefenden Parameterstudien wichtige Erkenntnisse liefern und Optimierungspoten-

tiale aufzeigen.

e Meistens ist die Ubertragungsleistung einer einzelnen Sonde nicht ausreichend, um die

geothermsiche Energieversorgung sicher zu stellen. Der Zusammenschluss von mehre-
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5 Diskussion & Ausblick

ren Sonden zu Sondenfeldern kann die Ubertragungsleistung in Summe stark erhohen.
Ublicherweise werden die einzelnen Sonden rasterférmig mit einigen Metern Abstand
zueinander angeordnet. Durch den geringen Sondenabstand ist die gegenseitige Be-
einflussung nicht zu vernachléssigen. Die in dieser Arbeit vorgestellten Modelle sind
momentan nicht in der Lage, die gegenseitige Beeinflussung der Rohrsonden in Son-
denfeldern zu beriicksichtigen. Nagler hat in [30] ein einfaches Konzept basierend auf
der Linienquellentheorie erarbeitet. Analog zu der Vorgehensweise von [1] kénnen die
erstellten Modelle in ein dreidimensionales Finite Volumen Modell des Untergrunds
eingearbeitet werden. Dadurch ist es moglich, die Temperaturausbreitung im Unter-
grund, Grundwasserstromungen und die gegenseitige Beeinflussung der Rohrsonden
abzubilden.

Momentan kénnen die WKM in den lateralen Schichten des Erdreichs nur konduktiven
Warmestransport beriicksichtigen. Befinden sich die Rohrsonden aber in Gebieten mit
unterirdischen Grundwasserleitern ist die Annahme des rein konduktiven Warmetrans-
ports nicht mehr zulédssig. Um die Grofse und Richtung des Grundwasserstroms in die
Modelle einzupflegen, ist eine anderes Modellierungskonzept der lateralen Schichten
erforderlich. Das Umgebende Erdreich kann beispielsweise vollstdndig dreidimensional
diskretisiert werden. Ob diese Problematik ohne Verwendung von kommerzielle FE-
Software tiberhaupt zu beherrschen ist, kann im Rahmen weiterer Arbeiten untersucht

werden. Der Einsatzbereich der Modelle konnte somit aber stark vergrofsert werden.

Erdwérmespeicher ohne Grundwasserstromungen miissen zwingend bilanziert betrie-
ben werden. Das bedeutet, es muss wiahrend der Heizsaison genau so viel Energie ent-
nommen werden, wie in der Kiihlsaison wieder zugefiihrt wird. Fiir die meisten Gebaude
iiberwiegt allerdings der Heizbedarf. Die unzureichende Regeneration des Erdwéarme-
speichers in der Kiihlsaison kann das Langzeitverhalten des Speichers verschlechtern.
Ein moglicher Losungsansatz bietet die Regeneration mittels solarthermischer Anla-
gen. Dabei wird ein U-Rohr der 2U-Rohrsonde mit heiffem Wérmetragerfluid aus ei-
ner thermischen Solaranlage beaufschlagt. Das entwickelte Modell der 2U-Rohrsonden
kann mit unterschiedlichen Eintrittstemperaturen umgehen. Problematisch wird es,
wenn sich unterschiedliche Massenstrome in den U-Rohren einstellen. Um dieses Pro-
blem zu l6sen, kénnen im Rahmen weiterer Arbeiten die Gleichungen zur Bestimmung

der thermischen Widerstande angepasst werden.

Die CX-Rohrsonde findet vereinzelt Einsatz in der tiefen Geothermie. Diese Sonden

kénnen bis in Tiefen von iiber 3000 m reichen. Die Rohrdurchmesser verjiingen sich
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5 Diskussion & Ausblick

mit steigender Tiefe. Dadurch ist es moglich, die mechanische Belastung durch das
Eigengewicht der Rohre zu reduzieren. Das Modell der CX-Rohrsonde kann also da-
hingehend angepasst werden, dass uneinheitliche Rohrdurchmesser abgebildet werden
kénnen. Gegebenenfalls sind in weiterer Folge auch die thermischen Widerstiande an-

Zupassen.

Eine Analyse der Rechenzeit ist im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt worden.
Gegebenenfalls kann durch Optimierungen des MATLAB-Codes die Rechenzeit weiter

verkiirzt werden.
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A Nusselt-Korrelationen

Zur Berechung des Warmeiibergangskoeffizienten zwischen einer festen Oberfléche und einem
stromenden Fluid kann die Nusselt-Zahl als dimensionslose Form des Warmeiibergangskoeffi-
zienten verwendet werden. Sie bildet das Verhiltnis von konvektiv zu konduktiv ibertragener
Wiérme und ist folgendermafen definiert:

_aL

Nu = )\ (A.1)

Die charakteristische Léange L und die praktisch druckunabhéngige Warmeleitfahigkeit A
sind in den meisten Féllen bekannt. Gelingt es, die Nusselt-Zahl zu berechnen, kann dar-
aus der Wiarmeiibergangskoeffizient a bestimmt werden. In Abschnitt A.1 bis A.3 sind die
Nusselt-Korrelationen fiir unterschiedliche Rohrsonden aufgelistet. Unter Beriicksichtigung
der Randbedingung der konstanten Wéirmestromdichte und mit einem kleinen Verhéltnis von
hydraulischem Durchmesser zu Rohrlange kann fiir die Berechnung der mittleren Nusselt-

Zahl die Korrelation nach Gnielinski aus [20] verwendet werden.
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A Nusselt-Korrelationen

A.1 CX-Rohrsonde

Bei der CX-Rohrsonde miissen zwei unterschiedliche Nusselt-Zahlen berechnet werden. Ei-

nerseits fiir den Warmetibergang im Innenrohr und anderseits fiir den Warmeiibergang im

Ringspalt. In Abhéngigkeit der Reynolds-Zahl konnen fiir das Innenrohr drei Bereiche un-

terschieden werden. [20]

Laminare Stromung: Re; < 2300
Nu; = 4,364
Strémung im Ubergangsbereich: 2300 < Re; < 10*

(0,0308/8) 104 Pr

1+ 12,7,/0,0308/8 (Pr2/3 — 1)

Nuy =4,364(1— 7))+ {

Strémung im turbulenten Bereich: 10* < Re; < 10°

w = (51/8) Rey Pr
L 112,76 /8 (Prs — 1)

mit den dimensionslosen Kennzahlen

CcX d.
Re, = 214t pr=t%2 (01 < Pr<1000),
vy Af
den Faktoren
_ Re; — 2300
= (1,81ogig Rey — 1,5)72 =T 52 (0<y <l
gl ( ,0 10g10 1161 ) ) ) 4! 104 — 2300 ( =7 )7

und der Stréomungsgeschwindigkeit im Innenrohr

m
Wl =
T 4?2
Pra Qi

(A.5)

(A.6)

(A7)

Die Wéarmeiibertragung an das Fluid im Ringspalt kann sowohl von der Innen-, als auch von

der Aufenseite erfolgen. Bei der Herleitung dieser Korrelationen wird vorausgesetzt, dass die

Wandtemperatur der Innenseite ndherungsweise ident mit der Temperatur der Aufenseite
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A Nusselt-Korrelationen

des Rohres ist. Die Berechnung der Nusselt-Zahl kann wieder in Abhéngigkeit der Reynolds-

Zahl in drei Bereiche eingeteilt werden. [20)]

Laminare Stromung: Re, < 2300

0,102 dyq \
Nuy = 3,66+ |4 — —— ( ’1) (A.8)
<dj’21> 10,02 \di2

Stromung im Ubergangsbereich: 2300 < Rey < 10*
dy: 0,04
( d) .
4o ) 084 .\ 06
1 (dh>2/3] 0.86 (%) +|1-0,14(42)
+

0,102

da,
di’; + 0,02

4 —

NU2 = (1 - ’}/2) {3,66 +

(0,0308/8) 10* Pr

72 15 12,7 /0,0308/8 (Pr2/3 — 1)

L

(A.9)

Stromung im turbulenten Bereich: 10* < Rey, < 10°

)]

2/57 0,86 (davl)o’84 + {1 — 0,14 (%
Uy = (&2/8) Req Pr L+ (%) /3] ’ di,2 ) di2
2/3 _ L o1
1412,7/&/8(Pr 1) 14 (dw)
(A.10)
mit den dimensionslosen Kennzahlen
cX d
Rey = 221 pr="1% 06 < Pr<1000), (A.11)
vy Af
dem hydraulischen Durchmesser des Ringspaltes
dp =diz — dg, (A.12)
den Faktoren
_ R€2 — 2300
= (1,81 —1,5)7? = <1 A.13
& = (1,.81ogio ez 5)77 V2 10 — 2300 0<~y ), ( )
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A Nusselt-Korrelationen

und der Stromungsgeschwindigkeit im Ringspalt

(A.14)

2~ d3,1)

m
2
2,

(@

Pf

CX

“}auioljqig usipn NL e ud ul s|ge[rene si sisayl SIUl JO UOISIaA feulBblio pasoidde ay < any a8pajmoun Jnoa
“JeqBnyan 3auloljqig usipn N1 Jap ue isi iagrewoldiq Jasalp uoisiaAfeulBuO apjonipalb ausiqoidde aiqg V_QF_H.O__B__M
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A Nusselt-Korrelationen

A.2 1U-Rohrsonde

Bei der 1U-Rohrsonde muss zur Berechnung des Warmeiibergangskoeffizienten an der Rohr-
innenseite in Abhéngigkeit der Reynolds-Zahl nach [20] in drei Bereiche unterschieden wer-

den.

Laminare Stromung: Re < 2300
Nu = 4,364 (A.15)
Stromung im Ubergangsbereich: 2300 < Re < 10*

(0,0308/8) 10 Pr

1+ 12,7,/0,0308/8 (Pr2/3 — 1)

1+ <%)2/3] } (A.16)

Nu:4,364(1—7)+7{

Strémung im turbulenten Bereich: 10* < Re < 108

. (¢/8) Re Pr
14 12,7\/€/8 (Pr2/3 — 1)

HNON A7)

mit den dimensionslosen Kennzahlen

1U d.
Re=""% pr=1% 1< Pr<1000), (A.18)
vy Af
den Faktoren
Re — 2300
= (1,810g;p Re — 1,5) 72 = "= 0<~v<1 A.19
5 ( ) 0410 € ) ) ) Y 104 _ 2300 ( ST > )7 ( )

und der Stromungsgeschwindigkeit im Rohr

w = (A.20)
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A Nusselt-Korrelationen

A.3 2U-Rohrsonde

Bei der 2U-Rohrsonde muss zur Berechnung des Warmeiibergangskoeffizienten an der Rohr-

innenseite in Abhéngigkeit der Reynolds-Zahl nach [20] in drei Bereiche unterschieden wer-

den.

Laminare Stromung: Re < 2300
Nu = 4,364
Stromung im Ubergangsbereich: 2300 < Re < 10*

(0,0308/8) 10 Pr

1+ 12,7,/0,0308/8 (Pr2/3 — 1)

Nu:4,364(1—7)+7{

Strémung im turbulenten Bereich: 10* < Re < 108

. (¢/8) Re Pr
14 12,7\/€/8 (Pr2/3 — 1)

mit den dimensionslosen Kennzahlen

2Ud‘
Re =240 pr="%0 (1< Pr<1000),
vy Af
den Faktoren
Re — 2300
= (1,8logyy Re — 1,5)72 = "= 0<~<1
5 ( ,010g10 1€ ’ ) ’ Y 104 — 92300 ( ST > )7

und der Stromungsgeschwindigkeit im Rohr

5% fiir parallele Durchstrémung
pf%d fiir serielle Durchstromung
4 7

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)
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B Koeffizienten der

Gleichungssysteme

B.1 CX-Rohrsonde

Nachfolgend sind die in Gleichungssystem (3.22) verwendeten Koeffizienten aufgelistet.

o

_At)\f Afl

Atmf Cp, f

Cf,l AZZ

1-— agl)

At )\f Af1
Cf,l Az2
AL
CriRyy
At
CraRyy
At )\f Afg
nyz Az?

1-— a§2>

_At)\f Afz

Cf 1 Az
(1)

NG
— Q3" —Qy

(2,

. Atmf Cp, f

nyg Az?
At
Cr2Ryg

At
Cq Ryq
_ AtAg Ay
Cy Az?
1_o®

__At

Cq Rgy
_ 1
Ry
(4)

Cf,z Az

o

3) 3)

(4)

1

L Rb,sl
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

(5) At
o Cs1 Ry 51
. a§5) At A
5) _ Cs1 Az2
e NN TN C RPN O G (B.5)
3 1 2 4
(5) At
L 064 _Csl Rsl,s2
[ G [ oA |
! Csj Rs(j—1),s5
NG _ALA A
(J+4) — 2 _ Cy; Az2 9 <
«a = . = : . . <j<n (B.6)
4
a:())ﬁr ) 1— Oégﬁ‘l) o 2aéj+4) o ai]+4)
(5+4) At
a —_——
L | COsi Bjs(itn ]

Nachfolgend sind die in den Gleichungssystemen (3.24) und (3.60) verwendeten Matrizen
mit der Dimension (n + 3) x (n + 4) aufgelistet.

o« 0 0 0 0 0 0 0
0 o 0 0 0 0 0 0
0 &0 0 0o 0 0
ar=| 0 00 0 0 0 0 (B.7)
0 0 0a” 0 0 0
0 0 0 0 0 0 o™ 0
oD o 0 0 0 o0 0 0 |
o P QP 0 0 0 0 0
0 o o P 0 0 0 0
a,=10 0 o oM P o 0 0 (B.8)
0 0 0 o P P o0 0
0 0 0 0 0 o oy afty
o’ 0 0 0 0 0 0 O
0 o, 0 0 0 0 0 0
o 0 o0 0 0 0 0
az=|0 0 0 0 0 0 0 0 (B.9)
0O 0 0 0a 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 o™ 0
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

Die in (3.60) einzusetzenden Matrizen oy, Qpor mit der Dimension (n + 1) x (n + 4) sowie
g mit der Dimension 1 x (n + 4) beschreiben die Randbedingungen an der Ober- bzw.
Unterseite und dem lateralen Rand der CX-Rohrsonde.

001 0 0O
Aiop = Apot = . (BlO)
000 0 1O

alat,lz[O e 0 1] (B.11)

Die Matrizen o, /ou,1 Und Qp/oue2 sind von der Beschaltung der Koaxialrohre abhéngig.
In Gleichung (B.12) sind die Matrizen mit den Randbedingungen fiir CX-Rohrsonden mit
Einlass im Innenohr bzw. im Ringspalt dargestellt. Die Matrizen sind von der Dimension
2x (n+4).

0 -0
, k=1 Einlass im Innenrohr
_0 ) 0_
Ain/out,l = ) )
0 1 . . .
, k= —1 Einlass im Ringspalt
(1 0 |
(B.12)
¢ [ 0 ]
L0 , k=1 Einlass im Innenrohr
QinJout,2 = ) .
0 00
, k= —1 Einlass im Ringspalt
( [-1 00 |
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@ Sibliothek,
Your knowledge hub

B Koeftizienten der Gleichungssysteme

Die Matrizen o, 1 und e, 2 mit der Dimension 2 x (n + 4) sind wieder von der Beschal-

tung der CX-Rohrsonden abhéngig.

) ) o 2N Apy | s, T
agBC) Rys Zﬁf - fA; :
1 MAn
O[gBC) Rff Ag
BC _ M Ap  myepy
B9 A2 A
3 2 z
(BO) L ApAp mycpy
4 Ryy A2 z
(BO) _ 1
Oé5 ng
(BO) _ (BC) | _ 1 1 2Af Ap1 | Mycpy
o = | % = | r.twr; T a t7a (B.13)
(BC) rg s
FAf2
7 A2
(5C) L MAn ey
Ryy A2 Az
gBC) By
A2
BC z )
0450 ) 1 ApApe mgcpy
(BO) Ryr Az Az
| @1 _ApApe  Thycpy
L A2 Az ]
I (BC
Z. "0 0 0
(8% —
hex,1 BC
0 otP9 0
- (B0) (BO) (B.14)
; o Qly 0 0 0
(8% g
hex,2 BC BC BC
ozfl ) aé ) aé ) 0 0
[ (BC
] O S 0
ahex,l = (BC)
0 i1 0
- B.1
BO) (BO) (B.15)
., o o 0 O 0
AXpero = BC BC BC
’ a§0 ) aé ) aé ) 0 0

Die in Gleichung (3.60) verwendeten Vektoren der rechten Seite mit der Dimension (n +4) x 1

konnen transponiert wie folgt angeschrieben werden.

[ T
— top top top lat
/Btop - _7-'1' 0 Tsoil 0 Tsoil,l e Tsoil,n—l ngil’n71i|
[ T
ﬁbOt o _0 0 Tsooil 0 Ts:))il,l e Tsc?il,n—l Tscc)bil,n,mi| (B16)
[ T
Bi=|Th To Ty 0 Ta; - Tim-v Tjﬁflm] 2<i1<m
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

B.2 1U-Rohrsonde

Nachfolgend sind die in Gleichungssystem (3.36) verwendeten Koeffizienten aufgelistet.

a3 —

1

1—

(1

At)\fAf At’rhfcp’f
CrA2 —  CfAz
) o)~ oM
Cy Az?
At
Cr Ryq
At
Cy Ryq
At g Ag
Cy Az?

a§2) -2 aéQ) —ay
At
Cg R.‘J.‘J
At
Cg Rgp
1
Rgp
@) _ 6

-2 agj+3) —

At

| O Ryt

2 _ o

oy

(j+3) 2sj<n

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

Nachfolgend sind die in den Gleichungssystemen (3.38) und (3.60) verwendeten Matrizen
mit der Dimension (n + 4) x (n + 5) aufgelistet.

Y 0 0o 0 0 0 0 0 0
0o Y o0 0 0 0 0 0 0
0o 0 & 0 0 0 0 0 0
o 0 0 o0 0 0 o0 o0
) = (B.22)
o 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0daY 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 o™ o]
) i R R 0 0 |
0 o 0 o 0o 0o o0 0 0
o 0 oY o WP 0 0 0 0
0 o o P P 0 0 0 0
“2Z10 0 a® A WP WP o 0 0 (B-23)
0o 0 0 0 o a” o o 0
0 0 0 0 0 0 o ot Wft
@’ 0o 0o 0o 0 0 0 0 0]
0o o« 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 o 0 0 0 0 0 0
0o 0 0 o0 0 0 o0 o0
a3 = (B.24)
o 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0a” 0 o0 o0
0 0 0 0 0 0 0 a¥"™ o]

Die in (3.60) einzusetzenden Matrizen oy, 0o mit der Dimension (n + 2) x (n +5) und
oy mit der Dimension 1 x (n + 5) beschreiben die Randbedingungen an der Ober- bzw.

Unterseite und dem lateralen Rand der Rohrsonde.

001 0 00
Aiop = Apot = - (B25)
000 0 10
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M Sibliothek,
Your knowledge hub

B Koeftizienten der Gleichungssysteme

ot = [0 0 1] (B.26)

Die Matrizen o /out,1 Und Qi /out,2 mit der Dimension 2 x (n + 5) sind in Gleichung (B.41)

zusammengefasst.

100 --- 0 0O 0 0 -0
in/out,1 [0 10 --- 0] in/out,2 [O 10 --- O] ( )

Mit den Koeffizienten aus Gleichung (B.28) lassen sich die Matrizen nach Gleichung (B.29)

darstellen.

agBC) _agBC) . Oé:())BC) . OéiBC)
(B0 1
(BO) _ 2 _ Ry,
e" = | o | = _Af(ixf g (B.28)
3 Az2 Az
BC ArA
a‘(l ) - £z2f

In Gleichung (B.29) sind die in Gleichung (3.60) einzusetzenden Matrizen mit der Dimension

2 x (n+5) fiir die letzte Schicht des U-Rohres zusammen gefasst.

-agBC) 0 000 --- 0
a pr—
hex,1 0 OQ(LBC) 000 ---0 (B 29)
. - 'ach) aleC) a(ZBC) 0O 0 --- 0 ‘
hex,2 _a:(,)BC) QEBC) 0 OéBC) 0 --- 0

Die in Gleichung (3.60) verwendeten Vektoren der rechten Seite mit der Dimension (n 4 5) x 1

konnen transponiert wie folgt angeschrieben werden.

r T
_ top top top top lat
/Btop - _ﬂn,l 0 Tsoil Tsoil 0 Tsoil,l e Tsoil,n—l Tsoil,n,1:|
r T
— bot bot bot bot lat
'BbOt =100 Tsoil Tsoil 0 Tsoil,l e Tsoil,n—l Tsoil,n,m] (BBO)
[ lat r ;
Bi=|Tv To Ty Ty 0 Tay - Tym-1ys ngil,n,,-] 2<i1<m

108


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

@ Sibliothek,
Your knowledge hub

B Koeftizienten der Gleichungssysteme

B.3 2U-Rohrsonde

Nachfolgend sind die in Gleichungssystem (3.57) verwendeten Koeffizienten aufgelistet.

r _At)\fAf At’rhfcp’f

Qq Cy A2 Cr Az
(1) (1) 1) (1)
Q l—oy’ —a3’ —ay
alV) = W | = ana (B.31)
Qg Cr AZ2
O At
L L CrRy
(@) T [ At
Qq Zg ff%
o || Lk
(2) 1—a® 9@ _9,® _,® _ @
| o B o 0y oy o oy
a® =1 "7 | = N (B.32)
Oy Cy Rygg1
a? At
5 Cyg Rgg2
o2 At
L 6 | CyRgp i
r(3) [ 1
01 [
a® =] | = | -4l —af (B.33)
(3) 1
[ @3 ] | Rus
[ 4) 7] i At
O‘g : " CaRp 1
(4) oy’ — 2l
(8% = = Cs1 Az B34
a§4) 1 a§4) 9 §4) B O@(;;) ( )
(4) At
L O{4 . L _Csl Rsl,sQ
(43 Y-V ]
ag; : Csj Ra(j—1),s
U3 _AtAs Ast
(5+3) — 2 = Csj Az 2<3 B.35
fo . . . <j<n )
a§3+3) 1— a§J+3) _9 a§]+3) _ Oéz(l]+3) ( )
T3 . At
L 4 | Csj Rejs(in) i
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

Nachfolgend sind die in den Gleichungssystemen (3.59) und (3.60) verwendeten Matrizen
mit der Dimension (n + 8) x (n + 9) aufgelistet.

% 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 o 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 ogéQ) 0 0 0 0 0 0 (B'36)
o 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 o0 o0
o 0 o0 0O 0O O 0O 0 0 0 0 0 0
o 0 0 o0 o0 o0 0 0 0a” 0 o0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 "™ o0
@ 0 0o 0o o 0o 0o 0o 0o 0 0 0 0
0 o 0 0o 0o Y 0o 0o 0o 0o 0 0 0
0o 0 o 0 0o 0 oY 0o 0o 0 0 0 0
0o 0 0 oY 0o 0o o0 &Y 0 0o o0 0 0
o 00 0 o ol o o 0 0 0 0 ¢
0 o 0 0 o o o o o 0 0 0 0
210 0 a® 0 o? a2 o? WP W? 0 0 0 0
0 0 0 el a? ol e o o 0 0 0 0
0 0 0 0 o ol WP ¥ P 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 oo o 0 0
0o 0 o0 o O 0 0 0 0 O AR A BN s

(B.37)
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

oY 00 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o &Y 0o 0o o o 0 0 0 0 0 0 O
o o0 oY 0o 0o 0 0 0 0 0O 0O 0 0
o 0o o0 2% 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 o 0o 0o 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0

=10 0 0o 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 (B-38)
o 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 o0 o0
o 0 o0 O 0O O 0O 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0aY 0 o0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 "™ o]

Die in (3.60) einzusetzenden Matrizen auf der linken Seite oup, 0o mit der Dimension
(n+4) x (n+9) und ayy mit der Dimension 1 x (n 4+ 9) beschreiben die Randbedingungen
an der Ober- bzw. Unterseite und dem lateralen Rand der Rohrsonde. Diese Matrizen sind

unabhéngig von der Konfiguration und der Beschaltung der U-Rohre.

00001 0O 00
Aiop = Apot = - (B39)
00 00O O 10

Qo = [0+ 0 1] (B.40)

Die Matrizen der linken Seite in Gleichung (3.60) sind teilweise von der Durchstrémungs-
richtung und der Konfiguration der U-Rohre abhéngig. In Tabelle B.1 sind die verschiedenen

Félle zusammengefasst.

Tabelle B.1: Hochgestellte Indizes in Abhéngigkeit der Durchstromungsrichtung und Konfi-
guration der U-Rohre, siche Abbildung 2.5.

Durchstromungsrichtung
parallel seriell
diagonal p/d s/d
Konfiguration | benachbart nicht gekreuzt p/bn s/bg
benachbart gekreuzt p/bg s/bn
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

Die Matrizen o, jout,1 Und 0ty /oue,2 mit der Dimension 4 x (n+9) sind von der Konfiguration
und der Durchstromung der U-Rohre abhéngig. In Gleichung (B.41) sind die Matrizen mit
den Randbedingungen fiir parallel durchstromte und diagonal liegende U-Rohre ?/¢ darge-
stellt. In Gleichung (B.42) die Matrizen fiir parallel durchstromte und benachbart liegende
U-Rohre »/b9:b7.

10000 0 00 0 0 0 0
00100 0 00 0 0 O 0

p/d - _ p/d B.41

mfoutl 1) 10 0 0 0 mfout2 g —1 0 0 0 0 (B.41)
00010 0 00 0 —10 0
(0010 0 0] [0 00 0 0]
00010 0 0 00 0 0

abltrn abltn B.42

in/out,l 1000 0 0 in/out,2 1 00 0 0 ( )
01000 0 0 —100 0 0

Mit den Koeffizienten aus Gleichung (B.43) lassen sich die Matrizen fiir seriell durchstromte
U-Rohre mit der Dimension 4 x (n +9) nach Gleichung (B.44) bis (B.46) darstellen.

agBC) _aéBC) B aéBC) B aleC)
(BC) __1
BC) _ 2 _ Ryq
alP) = oBO) | T _)‘;Af T Cp.f (B.43)
3 Az? Az
BC Ar A
afl : - ifo
[0 0 1 0 000 ---0
gi " a0 0 o 000 -+ 0
in/out,1 OégBC) Oz:())BC) 0 0 O{éBC) 0 000 ---0
0 0 01 0 0 000 ---0
. (B.44)
0 0 0 0 - 0
s/d 0 af 0 0 -0
Q. =
in/out,2 Oéz(lBC) 0 0 - 0
| 0 0O -1 0 - 0
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B Koeftizienten der Gleichungssysteme

o 0 1 0 0 0 0 0 0 --0
gm0 a0 P 0 P70 0 0 -0
infout1 ~ | a:())BC) 0 gBC’) 0 0 gBC) 0. 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 -0
- (B.45)
O 0 0 0 0 --0
G _ [0 a0 0 00
injout,2 0 0 0 %(130) 0 ... 0
-1 0 0 0 -0
[0 01 0 0O 00 0 0 -0
oo a0 0 oY P 00 0 0 -0
in/out,1 a:())BC) 0 0 agBC) 0 0 0 aéBC) 0 . 0
0 10 0 0O 00 0 0 --0
- (B.46)
0O 0 0 0 0 -0
N P9 000 0 0 -0
in/out,2 0 0 aiBC) 0 . 0
i 10 0 0 -0

Die Matrizen Qpey1 und opeg 2 sind von der Konfiguration und der Durchstromung der
U-Rohre abhéngig. Des weiteren ist der Massenstrom in Gleichung (B.41) fiir seriell durch-
stromte U-Rohre anzupassen. In Gleichung (B.47) bis (B.49) sind die in Gleichung (3.60)

einzusetzenden Matrizen mit der Dimension 4 X (n + 9) zusammen gefasst.

P9 0 0 0 0 -+ 0
pea | 0 a9 0 0O 0 ---0
hee:l 0 o 0 0 -0
0 0 0 a® 0 -0
i (BO g 0 aiF9 QP9 g 0 0 0 -~ 0 (B47)
pea | 0 " QP9 0 S e 0 0 --- 0
hex,2 — 0 OQ(LBC’) agBC) 0 0 0 agBC) 0 0 .0
") 0 0 o9 o 0 0 o 0 - 0
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p,s/bn

p,s/bn

p:s/bg _

p,s/bg

[P 0 0 0 0 -0
0 " o0 0 0 - 0
her,1 — 0 0 OngC) 0 0 - 0
0 0 0 o9 0 -~ 0 Bus
_agBC) 0 0 OngC) a;Bc) 0 0 0 0 0 (B.48)
I Y S Y 0 o9 o0 0 0 0
rer2 0 P9 QB9 o 0 0 o 0 o0 0
a0 0 o 0 0 0 a9 0 0
"9 0 0 0 0 -0
0 afY o 0 0 -+ 0
hex,1 0 0 Ozz())BC) 0 0 --- 0
|0 0 0 o’ 0 -0 B
o 0 oY 0 WP 0 0 0 00 (B4
0 B g QB NS 0 0 ... 0
hex,2 — Oéz(lBC) 0 ach) 0 0 0 agBC) 0 0 --- 0
0 " 0 a9 0 a0 -0

Die nachfolgenden Vektoren der rechten Seite Btop, Bpot und B; mit der Dimension (n 4+ 9) x 1

sind fiir parallele P und serielle ®* Durchstromung der U-Rohre aufgelistet. Diese Vektoren

sind unabhéngig von der Konfiguration der U-Rohre.

P
top

Iafop -
/Bbot =
8 =

r T
top top top top top top lat
- T’in,l T’in,2 00 Tsoil Tsoil Tsoil Tsoil 0 Tsoil,l Tsoil,n—l Tsoil,n,l]
r T
top top top top top top lat
E 000 Tsoil Tsoil Tsoil Tsoil 0 Tsoil,l e Tsoil,nfl Tsoil,n,l]
[ b b b b b b l 4
ot ot ot ot ot ot at
0000 Tsoil Tsoil Tsoil Tsoil 0 Tsoil,l Tsoil,nfl Tsoil,n,m]
- l T
at y
T, T Ts To Ty Tp Ty Ty 0 Ty o Ty Tl  2<i<m
(B.50)
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B.4 Untergrund unter der Sonde

Nachfolgend sind die in Gleichungssystem (3.65) verwendeten Koeffizienten aufgelistet.

[ (k) (k)
K _ | @ | T
alf) — 0| = [ ) ] (B.51)
L 2 . Rb,sl
5) 7 At
aq ) Cs1 Ry 61
- ag5) At )Xs A521
5) _ — Cs1 Az B.52
« .
a§5) 1-— 04(15) 2 ozé‘r’) — ozf) ( )
(5) At
L a4 . o Csl Rsl,sQ
(4 Y-V ]
O‘gj : Csj Rs(j—1),s
iy _ | a8 oy
alVth = . = si Az , , 2<j<n B.53
a:(>>J+4) 1— agj+4) _ 2a§]+4) _ O‘z(L]H) ( )
QU4 . At
L 4 | Csi Rajs(i+n) i

Nachfolgend sind die in den Gleichungssystemen (3.69) und (3.70) verwendeten Matrizen fiir
CX-Rohrsonden mit der Dimension (n + 2) x (n + 2) aufgelistet.

(00 0 0 0 1
0 0 0 0
(4)
00 oY 0 0 0
ol = 2 . (B.54)
0 ot
0 0 0 0]
(1 -1 0 0 0 1
0 o o 0 0
@ @ 4
0 « a a 0 0
af¥ = S (B.55)
0 a§j+3) a:())j+3) afl”?’)
0 0 0 0 0 1]
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(B.56)

Nachfolgend sind die in den Gleichungssystemen (3.69) und (3.70) verwendeten Matrizen fiir

1U-Rohrsonden mit der Dimension (n + 3) x (n + 3) aufgelistet.

1U __

1U __

U __

o O O

o O

o O O =

o O O o o o

o O

o O O

o O = O O O

o O o o o o

o O

0
0
oy
0 agj +3)
0 0
-1 0 0
-1 0 0
agk) ozék) 0
a§4) a é4) 05514)
0 0 o
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0o 0 0
0 0 af*?
0 0 0

o O O

o O

o O o O

(J+3)

a3

o O O O

o O

o O O O

N

1

(B.57)

(B.58)

(B.59)

Nachfolgend sind die in den Gleichungssystemen (3.69) und (3.70) verwendeten Matrizen fiir
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2U-Rohrsonden mit der Dimension (n + 5) x (n + 5) aufgelistet.

00000 0O 0 0 0
00000 0O 0 0 0
00000 0O 0O 0 O
w 00000 0 0 0 0
“* Tlooo000a® 0 0 0 (B-60)
00000 0 0 o™ 0
00000 0 0 0
1000 -1 0 0 0 0 |
0100 -1 0 0 0 0
0010 -1 0 0 0 0
0001 -1 0 0 0 0
a2 =10000 o o o0 0 0 (B.61)
0000 oY oY o0 0
0000 0 0 U™ Q) 4§t
0000 0 0 0 0 1
00000 0 0 0 0
00000 O 0 0 0
00000 0O 0O 0 0
00000 0 0O 0 0
aV=100000 0 0 0 0 (B.62)
00000a” 0 o0 0
0000 0 oaf™ o
0 0 0 0

Die in (3.70) einzusetzende Matrix o2 unterscheidet sich hinsichtlich ihrer Dimension fiir
die drei Sonden-Typen. Fiir die CX-Rohrsonde ergibt sich eine Matrix mit der Dimension
(n+2) x (n+ 2). Die 1U- bzw. 2U-Rohrsonde erfordert eine Dimension von (n + 3) x (n + 3)
bzw. (n 4+ 5) x (n + 5). Die Matrix o, 2 beschreibt die Randbedingungen am lateralen Rand
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des Untergrunds unterhalb der Rohrsonde.

Qo = | . Q= [0+ 0 1] (B.63)

Nachfolgenden sind die Vektoren der rechten Seite By, 1, Bpy 2 aufgelistet Der Vektor By,
hat die Dimension (n +2) x 1, (n 4+ 3) x 1 bzw. (n 4+ 5) x 1.

CX1U '0 0 T
bot,1 -
aw g (B.64)
botg = |0 0 0 0 :
[ bot bot lat r
J— 0 [0 a
IBbot,2 =10 Tsoil,l e Tsoil,n—l Tsoil,n,m+o

Die nachfolgend aufgelisteten Vektoren 3, haben die Dimensionen (n+2) x 1, (n+3) x 1
bzw. (n +5) x 1.

[ T
gX — _0 0 Tsl,k: e TS(n—l),k Tslgfl’n’k] 1 g l{f S o
U [ T
e =000 Tag o T Tﬁé‘fz,nyk] 1<k<o (B.65)
[ T
' =1000 00 Tup - Ty Téﬁfz,n,k} l<k<o
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