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♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣r❛❞❡ ❞❡

❉❖❈❚❊❯❘ ❊◆ ▼❆❚❍➱▼❆❚■◗❯❊❙

♣❛r

❏♦❤❛♥♥ ❱❊❘❲❊❊

❚✐tr❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡s ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡✛❡❝t✐❢s

❊✛❡❝t✐✈❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r t❤❡♦r❡♠s

❉✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ✿ ●ér❛❧❞ ❚❊◆❊◆❇❆❯▼ ❡t ▼✐❝❤❛❡❧ ❉❘▼❖❚❆

❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿

▼✳ P❡t❡r ●r❛❜♥❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ▲✐♥③

▼✳ ❇r✉♥♦ ▼❛rt✐♥ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▲✐tt♦r❛❧ ❈ôt❡ ❞✬❖♣❛❧❡

❏✉r② ✿

▼✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ❉r♠♦t❛ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥ ❉✐r❡❝t❡✉r

▼♠❡ ❘♦s✇✐t❤❛ ❍♦❢❡r ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❡♣❧❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ▲✐♥③ ❊①❛♠✐♥❛tr✐❝❡

▼✳ ❚❤♦♠❛s ❙t♦❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡ Prés✐❞❡♥t

▼✳ ●ér❛❧❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡ ❉✐r❡❝t❡✉r

▼✳ ❘❡✐♥❤❛r❞ ❲✐♥❦❧❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
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❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝♦t✉t❡❧❧❡

❡♥tr❡
❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡

❡t
❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❱✐❡♥♥❡ ✭❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥✮✳
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✈❛♥t t♦✉t r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱ ♠♦♥s✐❡✉r ●ér❛❧❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r
à ❧✬■♥st✐t✉t ➱❧✐❡ ❈❛rt❛♥ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡ à ◆❛♥❝②✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠♦♥s✐❡✉r ▼✐❝❤❛❡❧ ❉r♠♦t❛✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧❛ ❚❡❝❤✲
♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥❝❛❞ré ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r
❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ♣♦✉r t♦✉t❡s s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛♣♣♦rtés ❡t ❧❡
♣r♦❢❡ss❡✉r ❉r♠♦t❛ ♣♦✉r s♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ à ❱✐❡♥♥❡✱ s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t s❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐❞é❡s✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs P❡t❡r ●r❛❜♥❡r ❡t ❇r✉♥♦ ▼❛rt✐♥ q✉✐ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬êtr❡
❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳

❏✬❡①♣r✐♠❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❛✉① ♣r♦❢❡ss❡✉rs ▼✐❝❤❛❡❧ ❉r♠♦t❛✱ ●ér❛❧❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❚❤♦♠❛s ❙t♦❧❧ ❡t ❘❡✐♥✲
❤❛r❞ ❲✐♥❦❧❡r✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ♠❛îtr❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❘♦s✇✐t❤❛ ❍♦❢❡r✱ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐ ❞✉
❥✉r②✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❛✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡s ✐♥st✐t✉ts q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐✱ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡
❧✬■♥st✐t✉t ❞✬➱❧✐❡ ❈❛rt❛♥ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡ à ◆❛♥❝②✱ ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❳❛✈✐❡r ❆♥t♦✐♥❡ ❡t ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡
❧✬■♥st✐t✉t ❢ür ❉✐s❦r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ▼✐❝❤❛❡❧ ❉r♠♦t❛✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❚❤♦♠❛s ❙t♦❧❧✱ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ❝❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉
♣r♦❢❡ss❡✉r ❋ré❞ér✐❝ ❘♦❜❡rt✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳

▼❡r❝✐ ❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡s ♣rés❡♥t❡s ❛✉① sé♠✐♥❛✐r❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s à ◆❛♥❝② ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛
♠❛îtr❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❆♥♥❡ ❞❡ ❘♦t♦♥✳

▼❡s ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❛✉ss✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été ❧à ♣♦✉r ♠✬❛✐❞❡r✳ ■❧s
♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝r✉ ❡♥ ♠♦✐ ❡t ❥❡ ♥❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s ❛ss❡③✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐❡♥t ♠♦♥s✐❡✉r P✐❡rr❡✲❆❞r✐❡♥
❚❛❤❛② ♦✉ ♠♦♥s✐❡✉r ❘♦❜✐♥ ❘✐❜❧❡t à ◆❛♥❝②✱ ♦✉ ♠♦♥s✐❡✉r ❈❧é♠❡♥t ❘❡q✉✐❧é à ❱✐❡♥♥❡✱ q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs
ré♣♦♥❞✉ à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s ❞♦♥t ❥❡ ❧❡s ❛✤✐❣❡❛✐s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉s ♠❡s ❛✉tr❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉
❛✉tr✐❝❤✐❡♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠♦♥s✐❡✉r ▼❛r❡❢❛t ▼❛♥s♦✉r✐ ❡t ♠♦♥s✐❡✉r ▲✉❦❛s ❙♣✐❡❣❡❧❤♦❢❡r✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à t♦✉t ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
à ♠❛❞❛♠❡ ❙❛❜r✐♥❛ ❋❡rr②✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♠❛❞❛♠❡
❇❛r❜❛r❛ ❚r✐❡❜❧✲❑r❛✉s ❡t ♠❛❞❛♠❡ ❙♦♥❥❛ ❘❡❡s✳

✺
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❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❡t ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s

❘és✉♠é

▲❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s s❡ ♣rêt❡♥t à ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s
✜❣✉r❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❡t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
s✬❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé❡ ❛✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛ss♦❝✐és✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s
q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s tr❛♥s♣♦rt❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐✈❡ ❞❡ N∗ ✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡ C ❀ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲❛❞❞✐t✐✈❡s tr❛♥s♣♦rt❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
q✲❛❞✐q✉❡ ✈❡rs ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

▲❡ ❝é❧è❜r❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ❉❡s é♥♦♥❝és ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦♥t été ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s q✲❛❞✐q✉❡s ♦✉ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s
❜♦r♥és✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ ✖
❝❢✳ ❇❛r❛t ❡t ●r❛❜♥❡r ❬✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r é♥♦♥❝é
❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣ré❝✐tés✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✐é à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
❜❛sé s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ❉❛♥s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ✉♥ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r❡❝t❡ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✻ ❞❡ ❬✶✻❪✱ ♦✉ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✺ ❞❡ ❬✻❪✮✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡
❡t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts✱ ❞ûs ❛✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r
❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❬✹✺❪ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦✉❤❛✐té✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✲❛❞✐q✉❡✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡
❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✕❲✐♥t♥❡r ❛ été ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❛r ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬✉♥✐té✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ✐❞é❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❛♥t♦r✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❈♦q✉❡t ❬✶✵❪✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❧❡s rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❬✶✷❪✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬é♥♦♥❝❡r✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡t ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ét✉❞✐❡r ❞❡s s✉✐t❡s ré❝✉rr❡♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♥♦♥✲❝♦♥st❛♥ts ✖ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❛ss♦❝✐és à ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬♦r❞r❡ 1✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲
❲✐♥t♥❡r s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳
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❆❜str❛❝t

◆❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡rs ❧❡♥❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢♦r♠s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❛r❡ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡
♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ t❤❛t ✐s✱ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t r❡s♣❡❝t t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s tr❛♥s♣♦rt t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ N∗ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ C ❀ ❛❞❞✐t✐✈❡ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s tr❛♥s♣♦rt t❤❡ q✲❛❞✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s s❛♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❢❛♠♦✉s ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❧✐♠✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s st❛t❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s q✲❛❞✐❝ ♦r ❈❛♥t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ ❜❛s❡ ✖ ❝❢✳ ❇❛r❛t ❛♥❞ ●r❛❜♥❡r ❬✷❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡
t❤❡♦r❡♠s✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣♦✇❡rs ♦❢ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ s♦♠❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❧❧♦✇s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✺✳✻✳ ♦❢ ❬✶✻❪✱ ♦r ❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✺ ♦❢ ❬✻❪✮✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡♦r❡♠✳ ❘❡❝❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❞✉❡ t♦ ♣r♦❢❡ss♦r ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❬✹✺❪ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡s ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s✱ ❛❧❧♦✇ s✉❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s t♦ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s❡tt✐♥❣✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ q✲❛❞✐❝ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠✳ ❆ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ ♠♦❞✉❧✉s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t②✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✐❞❡❛s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡ ❛s t❤♦s❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ tr❡❛t t❤❡ ✧❝❧❛ss✐❝❛❧✧ ❝❛s❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠
✐s t❤❛t ♦❢ ❈❛♥t♦r✳

■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❈♦q✉❡t✬s ✇♦r❦ ❬✶✵❪✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡
✉♥✐t ❝✐r❝❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st❛t❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛
❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡ s②st❡♠✱ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r t②♣❡ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛
❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✳ ❆s t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s❡q✉❡♥❝❡ ✈❡r✐✜❡s ❛ r❡❝✉rr❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 2✱ t❤✐s
❧❡❛❞s ✉s t♦ st✉❞② s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r r❡❝✉rr❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✖ ❛ ♥♦t❛❜❧❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥t❡①ts✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r t❤✐s
s②st❡♠✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r t❤❡♦r❡♠ ✉♥❞❡r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳
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❙♦♠♠❛✐r❡

✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶
✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✵✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❊♥❣❧✐s❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶ ❈❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✸✼
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❝❡♥tr❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s
❛ss♦❝✐é❡s✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs
❞❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n > 2 s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
♣r❡♠✐❡rs✱ rés✉❧t❛t ❛♣♣❡❧é t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♦✉ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊✉❝❧✐❞❡✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s
s✉r N∗ = {1, 2, 3, . . .} à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ N✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡
❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✮ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
♣r❡♠✐❡rs ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s✮✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t é❧é♠❡♥t
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à é♥✉♠ér❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s❡s ❝❤✐✛r❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝✐♠❛❧ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ 10✱ ♦♠♥✐♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✭❡t ♠ê♠❡
✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✮✱ q✉✐ à t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ s❡s ❝❤✐✛r❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{0, 1, 2, . . . , 9}✳

❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❛✐♥s✐ é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥❡①❡s✳

◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ F : R → [0, 1]✱
❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à

lim
z→−∞

F (z) = 0 et lim
z→+∞

F (z) = 1.

■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿
· ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❛t♦♠✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝r♦ît ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ♣❛r

s❛✉ts ❡t ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❀
· ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st ❞✐t❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ h

✐♥té❣r❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡

∫

R
h(t) dt = 1 et F (z) =

∫ z

−∞
h(t) dt (z ∈ R) ;

✶✶
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· ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st ❞✐t❡ ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ∫

N
dF1(z) = 1,

♦ù N ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡✳

❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r C(F ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ F ✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ (Fn)n>1 ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F s✐ ❧✬♦♥ ❛

lim
n→∞

Fn(z) = F (z) (z ∈ C(F )).

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡ f ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ N > 1 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

FN (z) := νN ({n : f(n) 6 z}) = 1

N
|{n 6 N : f(n) 6 z}|✭✵✳✶✮

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s✳ ✶✮ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✭♦✉
❡♥❝♦r❡ ✿ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✮ s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (FN )N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (0.1) ❝♦♥✈❡r❣❡
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs F ❡t s✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳

✷✮ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✭♦✉ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✮ ❡st ♣✉r❡ s✐ ❡❧❧❡
❡st s♦✐t ❛t♦♠✐q✉❡✱ s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ s♦✐t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ré❡❧❧❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ♣♦✉r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✈❛r✐❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❛✈❡❝ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♣✉✐s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛❞❞✐t✐✈❡✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳ ◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡
❝❡ rés✉❧t❛t s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❡
t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (FN )N ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ F ✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ▲é✈②✳ ❆✜♥
❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲é✈②✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✿ ❝✬❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s dF (z)✱ s♦✐t

ϕ(τ) :=

∫ ∞

−∞
eiτz dF (z) (τ ∈ R).

❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à

|ϕ(τ)| 6 1 = ϕ(0) (τ ∈ R).

▲❡ ❝é❧è❜r❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ P❛✉❧ ▲é✈② r❡❧✐❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
is

se
rt

at
io

n 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
do

ct
or

al
 th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

is
se

rt
at

io
n 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

do
ct

or
al

 th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✵✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✶✸

❚❤é♦rè♠❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ▲é✈②✱ ✶✾✷✺✮✳ ❙♦✐t (Fn)n>1 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t
(ϕn)n>1 ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❆❧♦rs Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ F s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ϕn ❝♦♥✈❡r❣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉r R ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ F ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ϕn ✈❡rs ϕ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r
t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ét❛❜❧✐ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❧✐✈r❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭❝❢✳ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✵❪✮✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✵✳✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ΦN (τ) :=

∫ ∞

−∞
eiτz dFN (z) =

1

N

∑

n6N

∫ ∞

−∞
eiτz dδf(n)(z) =

1

N

∑

n6N

eiτf(n) (τ ∈ R),

♦ù δa ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✉ ♣♦✐♥t a✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡✳ ❆❧♦rs f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (ΦN (τ))N>1 ❝♦♥✈❡r❣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉r R ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ❝♦♥t✐♥✉❡
❡♥ 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ F ✳

▲♦rsq✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ n 7→ eiτf(n) ❡st✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ τ ✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r f ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t
à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s gτ à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ (1/N)

∑
n6N gτ (n)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡

❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐
❧✐♠✐t❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ QF ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R+ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

QF (h) := sup
z∈R

{F (z + h)− F (z)} (h > 0).

❆✐♥s✐ F ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ QF (ℓ) → 0 ❧♦rsq✉❡ ℓ → 0+✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ F à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✶✼❪✱ ❧❡♠♠❡ ✶✳✹✼✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✮✳ ❙♦✐t F ❡t G ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s ϕ ❡t ψ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t T > 0✱

‖F −G‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕ(τ)− ψ(τ)

τ

∣∣∣∣ dτ.

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ F
♣❛r FN ✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ F s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ f ❡st ❞✐t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧s m ❡t n ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①

f(mn) = f(m) + f(n).
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✶✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ é❝r✐r❡

f

( ∏

pν‖n
pν
)

=
∑

pν‖n
f(pν),✭✵✳✷✮

♦ù ❧❛ ❧❡ttr❡ p ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ pν ‖ n s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ pν | n
❡t pν+1 ∤ n✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r s✬é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡
s✉✐t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ✶✾✸✾✮✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡✳ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❧✐♠✐t❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s tr♦✐s sér✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧
♣♦s✐t✐❢ R

∑

|f(p)|>R

1

p
,

∑

|f(p)|6R

f(p)

p
,

∑

|f(p)|6R

f(p)2

p
.

◗✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

ϕ(τ) =
∏

p

(
1− 1

p

)∑

ν>0

eiτf(p
ν)

pν
(τ ∈ R).

▲❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣✉r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❋ ❡st s♦✐t ❛t♦♠✐q✉❡✱
s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ s♦✐t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

∑

f(p) 6=0

1

p
= ∞.

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✉s à ❉❡❧❛♥❣❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
✭❞é✜♥✐❡ s✉r N∗✮ g ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s✐ g(1) = 1 ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s m ❡t n ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡
❡✉①

g(mn) = g(m) g(n).

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ f ❡st ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é ❢♦✉r♥✐t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❆✜♥ ❞✬é♥♦♥❝❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❛♥t✐tés ✿ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s P := {pν : f(pν) 6= 0}✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ u ♣❛r

u(pν) =

{
1 s✐ pν ∈ P,
0 s✐♥♦♥,

❡t ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r wp ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

wp :=

(
1− 1

p

)∑

ν>1

u(pν)

pν
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

S(t) :=
∑

p>t,f(p) 6=0

1

p
❡t ψ(y) :=

1

ln y

∫ y

1

S(t)

t
❞t .
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✵✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✶✺

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ♣♦ssé❞❛♥t❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r z ∈ R ❡t x > 1✱

(i) F (z) =
∏

p

(1− wp)
∑

f(m)6z

u(m)

m

∏

p|m

(
1− 1/p

1− wp

)
;

(ii) Fx(z) = F (z) +O (Rx) ,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé

Rx := S
(
x1/ ln2 x

)
+ ψ

(√
x
)1/4

+
1

(lnx)1/6
,

❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉✈❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ f ✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s (an)n ❡t (bn)n t❡❧❧❡s q✉❡ an+1 6 bn 6 an+1 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

J :=
⊔

n∈N
]an; bn] ∩ P

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡

f(n) :=
∑

p∈J, p|n
1 (n > 1)

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡t ♣♦ssè❞❡
✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❛t♦♠✐q✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

∑

n∈N
ln

(
ln bn
ln an

)
<∞.

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① an = 2n✱ bn = 2n {1 + 1/(lnn)c} ♣♦✉r n > 2 ♦ù c > 1
❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Rx ≍ 1

(ln2 x)(c−1)/4
.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r an = 2n✱ bn = 2n (1 + 1/nc) ♣♦✉r n > 2✱
♦ù à ♣rés❡♥t c > 0✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

Rx ≍ 1

(lnx)β

♦ù β := min (c/4, 1/6)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ f s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦s♦♥s

Bf (R)
2 := 2 +

∑

pν6R

f(pν)2

pν
(R > 2) ❡t QF (h) := sup

z∈R
{F (z + h)− F (z)} (h > 0)

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x > 3✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ε = εx ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t 1/
√
lnx 6 εx = o(1)✳
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✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❚❤é♦rè♠❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ c ❡t t♦✉s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s R, T ✈ér✐✜❛♥t 3 6 R 6 x✱
T > 1 ❡t





2 ln2R+ 1
2 T

2 η(R) + c 6 1
4 ln

(
1

εx

)
,

T 2 η (xεx) ≪ ε
1/3
x ,

♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖Fx − F‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ ε1/6x ln

(
T Bf (R)

εx

)
+ η(R).

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ❝❡ rés✉❧t❛t à ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ f ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f(pν) =
1

(ln p)α
(α > 1),

❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪ 1

(lnx)1/32
,

♣✉✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f(p) =
1

pα
(α > 0),

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪ 1

(lnx)1/24
.

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✲❛❞✐q✉❡✱ ♦ù q > 2 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■❧ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

n =
∑

i>0

ei q
i✭✵✳✸✮

♦ù ei ∈ {0, . . . , q − 1} ❡t ei = 0 ♣♦✉r t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ i ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ s✉r N ✭❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r N∗ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✮ à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡st ❞✐t❡ q✲❛❞❞✐t✐✈❡
s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ∈ N✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N ❡t ♣♦✉r t♦✉t 0 6 ℓ < qk✱ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡

f(qkn+ ℓ) = f(qkn) + f(ℓ).

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣♦✉r t♦✉t K ∈ N✱

f


 ∑

06k6K

ekq
k


 =

∑

06k6K

f
(
ekq

k
)
,✭✵✳✹✮

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
f(aqk)✱ a ∈ {1, . . . , q − 1}✱ k ∈ N ❡t f(0) = 0✳

➱t❛❜❧✐❡ ♣❛r ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✲❛❞✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t✳
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✵✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✶✼

❚❤é♦rè♠❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s
∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj),
∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj)2✭✵✳✺✮

❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

ϕ(τ) =
∏

j>0

1

q


1 +

∑

16d<q

eiτf(dq
j)


 (τ ∈ R).

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st rés♦❧✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s
✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡ss❡♠❜❧❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❞❡ ❬✸❪✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✷✽❪ ❡t ❞❡
❬✸✺❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐✱ f(dqj) = 0 (1 6 d < q) ♣♦✉r t♦✉t j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✱ f ❡st qJ ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭♦♣t✐♠❛❧❡✮

‖FN − F‖∞ ≪ 1

N
.

❆✜♥ ❞✬é♥♦♥❝❡r ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s
♣♦s♦♥s LN := lnN/ ln q ✭N ∈ N∗) ❡t

ε1,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

f(dqj) , ε∗1,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

|f(dqj)| , ε2,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

f(dqj)2.

P♦✉r t♦✉s τ ∈ R✱ T > 1✱ ♥♦t♦♥s hT := ln (T lnT ) / ln q ❡t

ηN (T ) :=
∑

LN−h<j6LN

∑

16d<q

∣∣f(dqj)
∣∣ , ψN (τ) :=

8

q2

∑

j6LN

∑

16d<q

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

,

♦ù ‖ · ‖ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✵✳✺✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡
❧✬♦♥ ❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < q)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
ré❡❧ T > 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T ηN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, |ε1,N |+ τ ε2,N

)
e−ψN (τ) dτ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✵✳✺✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ |ε1,N | + τ ε2,N

♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ε∗1,N ✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t

ψN (τ) >
2 τ2

π2q2

∑

(d,j)∈S(τ), j6LN

f(dqj)2,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé S(τ) :=
{
(d, j) ∈ {1, . . . , q − 1} × N : |f(dqj)| 6 π/|τ |

}
(τ > 0)✳ ❈❡tt❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❡st

♣❧✉s ♠❛♥✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ f(2j) = γj✱ ♦ù
0 < γ < 1✳

https://www.tuwien.at/bibliothek
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✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ ré❢èr❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡♠❡♥t ❛✉① sér✐❡s ✭✵✳✺✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡✉①
♥♦✉✈❡❛✉① r❡st❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N ❡t t♦✉t ré❡❧ T

ε∗1,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

∑

16d<q

|f(dqj)| et ε2,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

∑

16d<q

f(dqj)2.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✵✳✺✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡ ❧✬♦♥
❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < q)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧
T > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T ηN (T ) + T |ε1,N |+ T 2 ε2,N ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✵✳✺✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱
❛❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r T ε∗1,N (T )✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T |ε1,N |+ T

√
ε2,N (T ) lnT ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ q✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t à ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s ✿ s✐ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st très
r❛♣✐❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t (f(n))n✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡
❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(dqj) = dq−j−1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪ lnN

N1/3
.

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♥❡ ❞é❝r♦ît ♣❛s tr♦♣ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs 0✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡
❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(d) = 0 ❡t f(dqj) := j−α ✭α > 1✮ ♣♦✉r t♦✉t j > 1 ❡t d ∈ {1, . . . , q − 1} ✭q > 2✮✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪





1

(lnN)α−1
si 1 < α < 2,

√
ln2N

(lnN)α/2
si α > 2.

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù q = 2 ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ♥♦tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(2j) := γj ✱ ♦ù 0 < γ < 1✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(2j) = γj(j > 0) ❛✈❡❝ 0 < γ < 1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(γ) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

‖F − FN‖ ≪γ N
−c(γ)(lnN)ln(1/γ)/ ln 2.

❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡st

c(γ) :=
ln(1/γ) ln(2)

ln(4/γ) ln(2/γ) + ln(2)2
.

❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ QF (t) ≪ t (t > 0) ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ F ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r

c(γ) =
ln(1/γ)

ln(4/γ)
.

https://www.tuwien.at/bibliothek
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▲❡ ❝❛s γ = 1/2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✭à ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♣rès✮ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t✱ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s r❡❞é♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ s❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1] ✭❝❢✳ ❬✸✹✱ ❚❤é♦rè♠❡
✸✳✺❪✮✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s
r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r νγ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
∑±γn✱ ♦ù ❧❡s s✐❣♥❡s s♦♥t

❝❤♦✐s✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2 ❡t q✉✐ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(2j) = γj ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❬✸✾❪✱ ●❛rs✐❛ ❬✷✶❪ ❛
tr♦✉✈é ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ γ ∈]1/2, 1[ ❝♦♥♥✉ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s νγ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ]1; 2[ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t
é❣❛❧ à ±2 ❡t ❞♦♥t s❡s ❛✉tr❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s
❜♦r♥és ✭❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛②❛♥t été ♣r♦✉✈é ♣❛r ❇❛r❛t ❡t ●r❛❜♥❡r ❬✸❪ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♥t♦✉r♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲é✈②✳

❙♦✐t (aj)j>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧s ♦ù an > 2 ✿ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡
❈❛♥t♦r Q = (qj)j>0 ♣❛r q0 = 1 ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ qj+1 = ajqj ✱ ❞✬♦ù qj = aj−1 . . . a1a0 ✭❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡
ét❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r j = 0 ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✈✐❞❡ ❡st é❣❛❧ à 1✮✳ ❚♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ ♣♦ssè❞❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

n =
∑

j>0

ej(n) qj , (0 6 ej(n) < aj) .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ aj ≡ q ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝❛s tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲❛❞❞✐t✐✈❡s f ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s g✮ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Q✲❛❞❞✐t✐✈❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Q✲
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s✮ ♣❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n

f(0) = 0 et f(n) =
∑

j>0

f (ej(n)qj)


respectivement g(0) = 1 et g(n) =

∏

j>0

g (ej(n)qj)


 .

◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Q✲
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬✉♥✐té✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és✱ ❛♣♣❡❧és ✧❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡✧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❡st ❞✐t à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (aj)j>0
❡st ♠❛❥♦ré❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡ ❉❡❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲é✈②✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és✳
❆❧♦rs f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj) ❡t
∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2✭✵✳✻✮

❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳
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✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

◗✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

Φ(τ) =
∏

j>0

1

aj


1 +

∑

16d<aj

exp (iτf(dqj))


 (τ ∈ R).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❬✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ dF ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ♣✉r❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ Q ❡st à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és✱ ❛❧♦rs dF ❡st ❛t♦♠✐q✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ J ∈ N t❡❧
q✉❡ f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s d ∈ {0, . . . , aj − 1}✱ j > J ✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ f ❡st qJ ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛
♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭♦♣t✐♠❛❧❡✮

‖FN − F‖∞ ≪ 1

N
.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r LN ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

L = LN := max {j > 0 : ej(N) 6= 0}

✭❛✈❡❝ L0 := 0✮✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ t❡❧ q✉❡

1 6
N

qL
< aL.

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡❧q✉❡s r❡st❡s

η1,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj) , η∗1,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| , η2,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r a ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an) ❡t ♣♦✉r t♦✉s τ ∈ R✱ T > 1 ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r
N > 1 ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ré❡❧ hT := ln (T lnT ) / ln a✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡s

εN (T ) :=
∑

LN−h<j6LN

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| et ψN (τ) := 8
∑

j6LN

∑

16d<aj

1

a2j

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t s♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲
❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✵✳✻✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡
✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < q)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧
N > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♦♥ ❛

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T εN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, |η1,N |+ τ η2,N

)
e−ψN (τ) dτ.

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✵✳✻✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ |η1,N |+ τ η2,N ♣❡✉t
êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r η∗1,N ✳
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✵✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✷✶

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥

ψN (τ) >
2 τ2

π2

∑

(d,j)∈SC(τ), j6LN

f(dqj)
2

a2j

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé SC(τ) := {(d, j) ∈ {1, . . . , aj − 1} × N : |f(dqj)| 6 π/|τ |} (τ > 0)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡
s❡ ré❢èr❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① sér✐❡s ✭✵✳✻✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① r❡st❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N ❡t t♦✉t ré❡❧ T

η∗1,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| et η2,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t s♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲
❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✵✳✻✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡
✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < aj)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♦♥ ❛

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T εN (T ) + T |η1,N |+ T 2 η2,N ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✵✳✻✮ ❡st
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té
T η∗1,N (T )✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T |η1,N |+ T

√
η2,N (T ) lnT ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ t♦✉❥♦✉rs ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an)✳

❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r A ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡

v(n) =
∞∑

k=0

ek(n)

qk+1
,

q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❡t q✉✐ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡r❛
❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪ lnN

N (ln a)/(3 lnA)
.

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱
✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✱ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .✱ ♦ù ✐❧ ❡st ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡
❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❛❞❥❛❝❡♥ts ✭✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❛r s✐ FN ❡t FN+1

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ n ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✱ ♦ù
N ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t FN+2 ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳✮ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❤❛q✉❡
❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

n =
∑

N>0

eN (n)FN ,
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✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

♦ù eN (n) ∈ {0, 1}✱ eN (n) = 0 ♣♦✉r t♦✉tN s❛✉❢ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s✱ ❡t s✐ eN (n) = 1✱ ❛❧♦rs eN+1(n) = 0✳
❈❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞✬❖str♦✇s❦✐✱ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❖str♦✇s❦✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r ϕ✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♥❡ s❡r♦♥s ♣❛s ❝♦♥❝❡r♥és
♣❛r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❛♣♣❡❧é❡ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ s✐

f(n) =
∑

j>2

f (ej(n)Fj) .

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts
❝❤❛♣✐tr❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✭✐✳❡✳ FN+2 = FN+1+FN
♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N ✱ ❛✈❡❝ F0 = 0 ❡t F1 = 1✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✭❝❡
t❤é♦rè♠❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇❛r❛t ❡t ●r❛❜♥❡r ❬✷❪✮✳

❆✜♥ ❞✬é♥♦♥❝❡r ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s q✉❛♥t✐tés ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r
t♦✉t τ ∈ R ❡t n ∈ N✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ ηn = ηn(τ) := exp (iτf(Fn))− 1✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R

∃m0 = m0 (τ) > 1 : ∀n > m0, |ηn(τ)| 6 2ϕ− 3.✭✵✳✼✮

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n0(τ) = n0 ♣❛r

n0 :=

{
m0 s✐ ✭✵✳✼✮ ❡st ✈r❛✐❡✱
1 s✐♥♦♥.

✭✵✳✽✮

❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✽✮ ♣♦✉r |τ | 6 T ✱ ♣♦✉r t♦✉t T > 0✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ (εn)n ∈ CN ♣❛r




ε0, ε1, . . . , εn0−1 ∈ C,
εn0 = 0,

εn+1 = εn+1(τ) =
ηn − (ϕ− 1) εn

ϕ+ εn
, n > n0.

◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ HL = HL(τ) =
∑

n<FL
exp (iτf(Fn)) ❡t ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r ϕ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ϕ✮

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r ❝♦♥❥✉❣✉é✮✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r t♦✉t τ ∈ R ❡t ♣♦✉r t♦✉t L > n0(τ)✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té

HL(τ)

FL
=

(Hn0 − ϕHn0−1)ϕ
L−n0+1

√
5FL

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
+

(ϕHn0−1 −Hn0)ϕ
L−n0+1

√
5FL

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
,

♦ù n0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✵✳✽✮✳
❆✐♥s✐✱ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

∑

n>2

f(Fn) ❡t
∑

n>2

f(Fn)
2.

◗✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❝♦♥✈❡r❣❡♥t

Φ(τ) =
Hn0(τ)− ϕHn0−1

ϕn0−1

∞∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ(τ)

ϕ

)
(τ ∈ R).
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✵✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✷✸

❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❬✷✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞✐s❝rèt❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ f(Fj) = 0 ♣♦✉r
t♦✉t j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞✐s❝rèt❡ ♥✬✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ♣♦✉r f ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣✉r❡✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❡✛❡❝t✐❢s
♣ré❝é❞❡♥ts✳

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 1 ❡t t♦✉t ré❡❧ T > 1✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s LN := lnN/ lnϕ ❡t
hT := ln(T lnT lnN)/ lnϕ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés

λN (T ) :=
∑

LN−2h<j6LN
|f(Fj)| et ϑN (T ) :=

∑

j>LN−hT
|f(Fj)|.

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ❡t t♦✉t ré❡❧ τ❃✵✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

S̃(τ) := {j > 2 : |f(Fj)| 6 π/|τ |},

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡
ψN,T (τ) := τ2

∑

j∈S̃(τ), j<LN−hT

f(Fj)
2.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑

j>2

|f(Fj)|

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 1 t❡❧s
q✉❡ hT 6 LN/2✱ ♦♥ ❛

‖FN − F‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T λN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, ϑN (T )

)
exp (−c2 ψN,T (τ)) dτ,

♦ù c2 > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ h ❡t ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ é❣❛❧ à lnϕ(T lnT )✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡
♣❛rt✐❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ (lnN)/T ❛♣♣❛r❛îtr❛✐t✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t q✉✐
r❡♥✈♦✐❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑ |f(Fj)|✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>2

|f(Fj)|

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN/2✱ ♦♥ ❛

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T

∑

j>LN−2h
|f(Fj)|
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✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
f(Fj) = j−α ♣♦✉r j > 2 ❡t ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ α > 1✱ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

‖F − FN‖∞ ≪





1

(lnN)α−1
si 1 < α < 2,

√
ln2N

(lnN)α/2
si α > 2.

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ❧✐és ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❞❛♥s ❞❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳

✵✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❊♥❣❧✐s❤

❚❤❡ t✇♦ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧
✐♥t❡❣❡r ✐♥ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✳ ❆ ❝♦♥❝❡♣t ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ♣r✐♠❡
❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❡❦✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r n > 2 ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛
r❡s✉❧t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦r ❊✉❝❧✐❞✬s ✜rst t❤❡♦r❡♠✳

■t ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ N∗ =
{1, 2, 3, . . .} ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ N✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r ✐s t❤❡ s✉♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✮ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst
♥✉♠❜❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐ts ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✉s t❤❡
❞❡❝✐♠❛❧ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ 10 ❜❛s❡ ❛♥❞ ♦♠♥✐♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ❧✐❢❡ ❛♥❞
✐s ✐♥ r❡❛❧✐t② ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐ts ❞✐❣✐ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ t❤❡ s❡t {0, 1, 2, . . . , 9}✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ❢♦r ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ st❛t❡ ❊r❞➤s✲
❲✐♥t♥❡r✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ r❡s✉❧ts
r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐t✳

❚❤❡ t❡r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❛ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : R → [0.1]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r✐❣❤t✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s

lim
z→−∞

F (z) = 0 and lim
z→+∞

F (z) = 1.

❲❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤r❡❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✿
· ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣✉r❡❧② ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❛t♦♠✐❝ ✐❢ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜② ❥✉♠♣s

❛♥❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❛♥② ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♣♦✐♥ts ❀
· ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s❡♥s❡ s✉❝❤ t❤❛t
∫

R
h(t) dt = 1 and F (z) =

∫ z

−∞
h(t) dt (z ∈ R) ;

· F ✐s ♣✉r❡❧② s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ ✐t✬s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
∫

N
dF1(z) = 1,

https://www.tuwien.at/bibliothek
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✇❤❡r❡ N ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ R ✇✐t❤ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ C(F ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♣♦✐♥ts ♦❢ F ✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (Fn)n>1 ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦✇❛r❞s ❛ F ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
n→∞

Fn(z) = F (z) (z ∈ C(F )).

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ N > 1 t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

FN (z) := νN ({n : f(n) 6 z}) = 1

N
|{n 6 N : f(n) 6 z}|✭✵✳✾✮

✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❆ r❡❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✭❧✐♠✐t✐♥❣✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✭♦r ✿ ✐s
s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✮ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (FN )N ❞❡✜♥❡❞ ❜② (0.9) ❝♦♥✈❡r❣❡s
✇❡❛❦❧② t♦ F ❛♥❞ ✐❢ F ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✬s t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ r❡❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t ❧❛✇✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ❢♦r ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❜✉t t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✈❛r✐❡s s❧✐❣❤t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✧❝❧❛ss✐❝ ❝❛s❡✧ ✇✐t❤ ♣r✐♠❡s ♦r ♦t❤❡r ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

■♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥✉♠❜❡r s②st❡♠✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ r❡❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t ❧❛✇ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✧❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✧ t②♣❡ t❤❡♦r❡♠✳
❲❡ t❤❡♥ st❛t❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ♣✉r❡❧② ❞✐s❝r❡t❡
♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ (FN )N s❡q✉❡♥❝❡ t♦
t❤❡ F ❧✐♠✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧s✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✬s t❤❡♦r❡♠
❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ▲é✈②✬s ❝♦♥t✐♥✉✐t② t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ ▲é✈②✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✿ ✐t✬s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❙t✐❡❧t❥❡s ♠❡❛s✉r❡ dF (z)✱ ✐✳❡✳

ϕ(τ) :=

∫ ∞

−∞
eiτz dF (z) (τ ∈ R).

■t ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✱ s❛t✐s❢②✐♥❣

|ϕ(τ)| 6 1 = ϕ(0) (τ ∈ R).

❚❤❡ ❢❛♠♦✉s ❝♦♥t✐♥✉✐t② t❤❡♦r❡♠ ♦❢ P❛✉❧ ▲❡✈② ❝♦♥♥❡❝ts ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t♦ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ✭❈♦♥t✐♥✉✐t② t❤❡♦r❡♠✱ ▲❡✈②✱ ✶✾✷✺✮✳ ▲❡t (Fn)n>1 ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ (ϕn)n>1 t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ Fn ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ϕn ❝♦♥✈❡r❣❡s ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♦♥ R t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t 0✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ϕ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ F ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ϕn t♦ ϕ ✐s
✉♥✐❢♦r♠ ♦♥ ❛♥② ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t✳

❚❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ♠♦st ❜♦♦❦s ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❬✶✵❪✮✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✵✳✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ΦN (τ) :=

∫ ∞

−∞
eiτz dFN (z) =

1

N

∑

n6N

∫ ∞

−∞
eiτz dδf(n)(z) =

1

N

∑

n6N

eiτf(n) (τ ∈ R),

✇❤❡r❡ δa ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ♣♦✐♥t a✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

https://www.tuwien.at/bibliothek
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✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ f ❤❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ΦN (τ) ❝♦♥✈❡r❣❡s ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♦♥ R t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t 0✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ Φ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ F ✳

❲❤❡♥ f ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ n 7→ eiτf(n) ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r τ ✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧✉s 1 ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧ τ ✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ❢♦r f ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡
✉♥✐t ❞✐s❦✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ 1

N

∑
n6N g(n)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

❡rr♦r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❝❛s❡ ❬✶✶❪ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❝❛s❡ ❬✶✷❪✮✱
❉❡❧❛♥❣❡ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦✈❡❞✮ t❤❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r t❤❡♦r❡♠✳

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✇❡ ✉s❡ t✇♦ t♦♦❧s ✿
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ QF ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s R+ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

QF (h) := sup
z∈R

{F (z + h)− F (z)} (h > 0).

❲❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t F ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ QF (l) → 0 ✇❤❡♥ l → 0+✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ F t♦ ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✬s st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❝❢✳ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✼❪✱ ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✼✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✭❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✮✳ ▲❡t ✉s s❛② F ❛♥❞ G t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
ϕ ❛♥❞ ψ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛♥② T > 0

‖F −G‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕ(τ)− ψ(τ)

τ

∣∣∣∣ ❞τ.

❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❡♥ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ F ♣❡r FN ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t F ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❛r❡ t❤✉s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐♥t♦ ♣♦✇❡rs ♦❢ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛♥②
♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r m ❛♥❞ n ❝♦♣r✐♠❡

f(mn) = f(m) + f(n).

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡

f


∏

pν‖n
pν


 =

∑

pν‖n
f(pν),

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡tt❡r p st❛♥❞s ❢♦r ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ pν ‖ n ♠❡❛♥s ♦♥❧②
pν | n ❛♥❞ pν+1 ∤ n✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs ✿ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✬s t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡♥ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✭❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ✶✾✸✾✮✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ f ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇
✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ s❡r✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r R

∑

|f(p)|>R

1

p
,

∑

|f(p)|6R

f(p)

p
,

∑

|f(p)|6R

f(p)2

p
.
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❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t

ϕ(τ) =
∏

p

(
1− 1

p

)∑

ν>0

eiτf(p
ν)

pν
(τ ∈ R).

❚❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣✉r❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧✐♠✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋ ✐s ❡✐t❤❡r ❛t♦♠✐❝✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱
♣✉r❡❧② s✐♥❣✉❧❛r ♦r ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱

∑

f(p) 6=0

1

p
= ∞.

❖♥❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇♦r❦ ❜② ❉❡❧❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s N∗✮ g ✐s
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✐❢ g(1) = 1 ❛♥❞ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r m ❛♥❞ n ✜rst ❛♠♦♥❣ t❤❡♠

g(mn) = g(m) g(n).

❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t✇♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✬s t❤❡♦r❡♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧✐♠✐t
❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✿ ❧❡t ✉s ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t✬s ❞✐s❝r❡t❡✳ ❚❤❡ ♣r♦✈❡♥
r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ♥♦t ♦♥❧② ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
✈❡rs✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠❛♥② q✉❛♥t✐t✐❡s ✿ ❧❡t✬s ♣✉t P := {pν : f(pν) 6= 0} ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ❜②

u(pν) =

{
1 ✐❢ pν ∈ P,
0 ♦t❤❡r✇✐s❡,

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

wp :=

(
1− 1

p

)∑

ν>1

u(pν)

pν
.

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ♣♦s❡

S(t) :=
∑

p>t,f(p) 6=0

1

p
❛♥❞ ψ(y) :=

1

ln y

∫ y

1

S(t)

t
❞t .

❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t f ❜❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

(i) ∀z ∈ R, F (z) =
∏

p

(1− wp)
∑

f(m)6z

u(m)

m

∏

p|m

(
1− 1/p

1− wp

)
;

(ii) Fx(z) = F (z) +O (Rx) ,

✉♥✐❢♦r♠❧② ❢♦r ❛❧❧ z ∈ R ❛♥❞ x > 1✱ ✇❤❡r❡

Rx := S
(
x1/ ln2 x

)
+ ψ(

√
x)1/4 +

1

(lnx)1/6
,

t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥ts ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ f ✳

❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❇② ♣✉tt✐♥❣ (an)n ❛♥❞ (bn)n t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡
r❡❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s s✉❝❤ t❤❛t an + 1 6 bn 6 an+1 ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r n✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡t

J :=
⊔

n∈N
]an; bn] .
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❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

∀n ∈ N∗, f(n) :=
∑

p∈J, p|n
1.✭✵✳✶✵✮

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❤❡❝❦s ❜♦t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❤❛s ❛♥
❛t♦♠✐❝ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱

∑

n∈N
ln

(
ln bn
ln an

)
<∞.

❆ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ an = 2n ❛♥❞ bn = 2n (1 + (lnn)−c) ❢♦r n > 2 ✇❤❡r❡ c > 1 ✐s ❛
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥

Rx ≍ 1

(ln2 x)(c−1)/4
.

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② an = 2n✱ bn = 2n (1 + n−c) ❢♦r n > 2✱ ✇❤❡r❡ ❛t ♣r❡s❡♥t
c > 0✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

Rx ≍ 1

(lnx)β

✇❤❡r❡ β := min (c/4, 1/6)✳
◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ f ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ▲❡t✬s ♣✉t

Bf (R)
2 := 2 +

∑

pν6R

f(pν)2

pν
(R > 2) ❛♥❞ QF (h) := sup

z∈R
{F (z + h)− F (z)} (h > 0)

❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② x > 3✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❜② ε = εx ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ 1/
√
lnx 6 εx = o(1)✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ❋♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥st❛♥t c ❛♥❞ ❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs R✱ T s✉❝❤ t❤❛t 3 6 R 6 x✱ T > 1
❛♥❞





2 ln2R+ 1
2 T

2 η(R) + c 6 1
4 ln

(
1

εx

)
,

T 2 η (xεx) ≪ ε
1/3
x ,

✇❡ ❤❛✈❡

‖Fx − F‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ ε1/6x ln

(
T Bf (R)

εx

)
+ η(R).

❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤✐s r❡s✉❧t t♦ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✿ ✜rst✱ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ❜②

f(pν) =
1

(ln p)α
(α > 1),

✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡

‖F − FN‖∞ ≪ 1

(lnx)1/32
,

t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

f(p) =
1

pα
(α > 0),
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✇❤✐❝❤ t❤✉s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

‖F − FN‖∞ ≪ 1

(lnx)1/24
.

❚❤❡ q✲❛❞✐❝ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ q > 2 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❛♥② ♥❛t✉r❛❧
✐♥t❡❣❡r n ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥✐q✉❡❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

n =
∑

i>0

ei q
i

✇❤❡r❡ ei ∈ {0, . . . , q − 1} ❛♥❞ ei = 0 ❢♦r ❛❧❧ i ❡①❝❡♣t ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡
s❛② t❤❛t ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ N ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ N∗ ❧✐❦❡ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✮ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s ✐s
q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ✐❢✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r n ∈ N✱ ❢♦r ❛♥② k ∈ N ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② 0 6 ℓ < qk✱ ✐t ❝❤❡❝❦s

f(qkn+ ℓ) = f(qkn) + f(ℓ).

■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛♥② K ∈ N

f


 ∑

06k6K

δkq
k


 =

∑

06k6K

f
(
δkq

k
)
,

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❛t ❛♥② q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s f(aqk)✱
a ∈ {1, . . . , q − 1}✱ k ∈ N ❛♥❞ f(0) = 0✳

❙t❛t❡❞ ❜② ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪✱ t❤❡ q✲❛❞✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ❆ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡ s❡r✐❡s
∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj) ❛♥❞
∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj)2✭✵✳✶✶✮

❝♦♥✈❡r❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣r♦❞✉❝t

ϕ(τ) =
∏

j>0

1

q


1 +

∑

16d<q

exp(iτf(dqj))


 (τ ∈ R).

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦
❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ♦❢ ❬✸❪✱ ✉s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❬✸✻❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ♣✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣✉r❡❧② ❞✐s❝r❡t ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢✱ t❤❡r❡ ✐s J s✉❝❤ t❤❛t f(dqj) = 0 ❢♦r ❛♥② j > J ✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❛t♦♠✐❝✱ f ✐s qJ ✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ✇❡ ❡❛s✐❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ✭♦♣t✐♠❛❧✮ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

‖FN − F‖∞ ≪ 1

N
.

■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ ♦✉ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛✇ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❧❡t✬s ✐♥tr❞♦✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳
❲❡ ♣✉t LN := lnN/ ln q ✭N ∈ N∗) ❛♥❞

ε1,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

f(dqj) , ε∗1,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

|f(dqj)| , ε2,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

f(dqj)2.
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✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋♦r ❛♥② τ ∈ R✱ T > 1✱ ❧❡t✬s ❞❡♥♦t❡ hT := ln (T lnT ) / ln q ❛♥❞

ηN (T ) :=
∑

LN−h<j6LN

∑

16d<q

∣∣f(dqj)
∣∣ , ψN (τ) :=

8

q2

∑

j6LN

∑

16d<q

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

,

✇❤❡r❡ ‖ · ‖ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♥t❡❣❡r✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s ✭✵✳✶✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ s✉❝❤
t❤❛t f(dqj) 6= 0 ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ r❡❛❧ T > 1 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r N > 1 s✉❝❤ t❤❛t
hT 6 LN ✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T ηN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, |ε1,N |+ τ ε2,N

)
e−ψN (τ) dτ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ q✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✜rst s❡r✐❡s ♦❢ ✭✵✳✶✶✮ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ |ε1,N |+ τ ε2,N ❝❛♥
❜❡ r❡♣❧❛❝❡ ❜② ε∗1,N ✳

❘❡♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❤❛✈❡

ψN (τ) >
2 τ2

π2q2

∑

(d,j)∈S(τ), j6LN
f(dqj)2

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣✉t S(τ) := {(d, j) ∈ {1, . . . , q − 1} × N : |f(dqj)| 6 π/|τ |} (τ > 0)✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s
❡❛s✐❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡✱ ❜✉t ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(2j) = γj ✇❤❡r❡
0 < γ < 1✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ s♦ t❤❛t ✐t r❡❢❡rs ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t♦ t❤❡ s❡r✐❡s ✭✵✳✺✮✳ ❇② ✉s✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♥❡✇ r❡♠❛✐♥❞❡rs✱ ❢♦r ❛♥② ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r N ❛♥❞ ❛♥②
r❡❛❧ T

ε∗1,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

∑

16d<q

|f(dqj)| and ε2,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

∑

16d<q

f(dqj)2.

❈♦r♦❧❧❛r②✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s ✭✵✳✶✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ t❤❛t f(dqj) 6=
0 ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs T > 1 s✉❝❤ t❤❛t hT 6 LN ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✭✵✳✶✷✮ ‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T ηN (T ) + T |ε1,N |+ T 2 ε2,N ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ q✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✜rst s❡r✐❡s ♦❢ ✭✵✳✶✶✮ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱
t❤❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② T ε∗1,N (T )✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✭✵✳✶✸✮ ‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T |ε1,N |+ T

√
ε2,N (T ) lnT ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ q✳
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✵✳✷✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ■◆ ❊◆●▲■❙❍ ✸✶

❲❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s ✿ ✐❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ✈❡r② ❢❛st✱ ❛s
✐t ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ (f(n))n✱ ❛ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
f(dqj) = dq−j−1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪ lnN

N1/3
,

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①❛❝t ♦r❞❡r ✐s (ln, N)/N ✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t♦♦ q✉✐❝❦❧② t♦ 0✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❞❡✜♥❡❞ ❜② f(d) = 0 ❛♥❞ f(dqj) := j−α ✭α > 1✮ ❢♦r ❛♥② j > 1 ❛♥❞ d ∈ {1, . . . , q − 1}✱ ✇❡ t❤❡♥ ❣❡t t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪





1

(lnN)α−1
if 1 < α < 2,

√
ln2N

(lnN)α/2
if α > 2.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r q = 2 ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡
2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② f(2j) := γj ✱ ✇❤❡r❡ 0 < γ < 1✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t c(γ) >✵ s✉❝❤ t❤❛t

‖F − FN‖ ≪γ N
−c(γ)(lnN)ln(1/γ)/ ln 2.

❆♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐s

c(γ) =
ln(1/γ) ln(2)

ln(4/γ) ln(2/γ) + ln(2)2
.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ QF (t) ≪ t (t > 0) ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ F ❤❛s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥s✐t②✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡

c(γ) =
ln(1/γ)

ln(4/γ)
.

❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤✐s r❡s✉❧t t♦ γ = 1/2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ✭✇✐t❤ ❛ ✐♥❞❡①
s❤✐❢t✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ q = 2✱ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✳ ■ts ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❧❛✇ ♦♥ [0, 1] ✭❝❢✳ ❬✸✹✱
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺❪✮✱ s♦ ✐t ❤❛s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✜♥❞
t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❜② νγ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡r✐❡s
∑±γn✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

s✐❣♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/2 ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ♦❢
t❤❡ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② f(2j) = γj ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❆s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❬✸✾❪✱ ●❛rs✐❛ ❬✷✶❪ ❢♦✉♥❞
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❡t ♦❢ γ ∈]1/2, 1[ ❦♥♦✇♥ t♦ ❞❛t❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ νγ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❤❛s
❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s s❡t ❛r❡ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ]1, 2[ ✇❤♦s❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♠♦♥✐❝✱ ❤❛s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ ±2 ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♦t❤❡r r♦♦ts ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ♦♥❝❡
❛❣❛✐♥ t❤❡ ✧❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✧ t②♣❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❛ ❈❛♥t♦r ♥✉♠❜❡r✐♥❣ s②st❡♠ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✭✐♥ ❊♥❣❧✐s❤✱
✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡✮✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❜② ❇❛r❛t ❛♥❞ ●r❛❜♥❡r ❬✸❪ ❢r♦♠
❛♥ ❡r❣♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✉s ❜②♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲é✈②✬s t❤❡♦r❡♠✳

▲❡t✬s s❛② (aj)j>0 ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡ aj > 2 ✿ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❈❛♥t♦r ♥✉♠❜❡r s②st❡♠
Q = (qj)j>0 ❜② q0 = 1 ❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② j ∈ N✱ qj+1 = ajqj ✱ ❤❡♥❝❡ qj = aj−1 . . . a1a0 ✭t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡✐♥❣ st✐❧❧
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✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

tr✉❡ ❢♦r n = 0 ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ❡♠♣t② ♣r♦❞✉❝t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1✮✳ ❆❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡rs
t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠

n =
∑

j>0

ej(n) qj , (0 6 ej(n) < aj) .

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ an ≡ q ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ g✮
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮ ❜②✱ ❢♦r ❛♥②
♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r n✱

f(0) = 0 and f(n) =
∑

j>0

f (ej(n)qj)


respectively g(0) = 1 and g(n) =

∏

j>0

g (ej(n)qj)


 .

❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❉❡❧❛♥❣❡✬s ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷❪✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❛t ❛ ❈❛♥t♦r ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (aj)j>0
✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✧❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✧ t②♣❡ t❤❡♦r❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❛s ❉❡❧❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ q✲❛❞✐❝ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ▲é✈② t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡ ❈❛♥t♦r ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❚❤❡♥ f ❤❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡r✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj) ❛♥❞
∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2✭✵✳✶✹✮

❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣r♦❞✉❝t

Φ(τ) =
∏

j>0

1

aj


1 +

∑

16d<aj

exp (iτf(dqj))


 (τ ∈ R).

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❧✐♠✐t✐♥❣ ❧❛✇ ❛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✭❝❢✳ ❬✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ dF ♦❢ t❤❡ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣✉r❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ Q ✐s ❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡✱ t❤❡♥ dF ✐s ❛t♦♠✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r J s✉❝❤

t❤❛t f(dqj) = 0 ❢♦r ❛❧❧ d ∈ {0, . . . , aj − 1} ❛♥❞ ❢♦r j > J ✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❛t♦♠✐❝✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t f ✐s qJ ✲♣ér✐♦❞✐❝ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✭♦♣t✐♠❛❧✮
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

‖FN − F‖∞ ≪ 1

N
.

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛✇ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❣❛✐♥ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡t ♥♦t❡ LN ❜❡ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❞❡✜♥❡❞ ❜②

L = LN := max{j > 0 : ej(N) 6= 0}

✭✇✐t❤ L0 := 0✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t

qL 6 N < qL+1.
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✵✳✷✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ■◆ ❊◆●▲■❙❍ ✸✸

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡

η1,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj), η
∗
1,N :=

∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)|, η2,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t ❞❡♥♦t❡ ❜② a t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (an) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ τ ∈ R✱ T > 1 ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r
N > 1 ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r hT := ln (T lnT ) / ln a ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ s✉♠s

εN (T ) :=
∑

LN−h<j6LN

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| and ψN (τ) := 8
∑

j6LN

∑

16d<aj

1

a2j

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

.

❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡ ❈❛♥t♦r ♥✉♠❡r❛t✐♦♥
s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s ✭✵✳✶✹✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ f(dqj) 6= 0 ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❛♥②
r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r T > 1 ❛♥❞ ❛♥② ✐♥t❡❣❡r N > 1 s✉❝❤ t❤❛t hT 6 LN ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T εN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, |η1,N |+ τ η2,N

)
e−ψN (τ) dτ.

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (an)n✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s❡r✐❡s ✭✵✳✶✹✮ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ |η1,N |+τ η2,N ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞

❜② η∗1,N ✳

❘❡♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψN (τ) >
2 τ2

π2

∑

(d,j)∈SC(τ), j6LN

f(dqj)
2

a2j

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣✉t SC(τ) := {(d, j) ∈ {1, . . . , aj − 1} × N : |f(dqj)| 6 π/|τ |} (τ > 0)✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✲❛❞✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t ✐t r❡❢❡rs ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s❡r✐❡s
✭✵✳✶✹✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♥❡✇ r❡♠❛✐♥❞❡rs✱ ❢♦r ❛♥② ♥❛t✉r❛❧
✐♥t❡❣❡r N ❛♥❞ ❛♥② r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r T

η∗1,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| and η2,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

❈♦r♦❧❧❛r②✳ ▲❡t Q ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡ ❈❛♥t♦r ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ f ❛ r❡❛❧ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s ✭✵✳✶✹✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ t❤❛t f(dqj) 6= 0 ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs
T > 1 s✉❝❤ t❤❛t hT 6 LN ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T εN (T ) + T |η1,N |+ T 2 η2,N ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (an)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✜rst s❡r✐❡s
♦❢ ✭✵✳✶✹✮ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② T η∗1,N (T )✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T |η1,N |+ T

√
η2,N (T ) lnT ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ (an)✳
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✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❜② A t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (an)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t❤✐s r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Q✲❛❞❞✐t✐✈❡

v(n) =

∞∑

k=0

ek(n)

qk+1
,

✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t✬s s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❈❛♥t♦r ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜r✐♥❣ ✉s t❤❡
♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

‖F − FN‖∞ ≪ lnN

N ln a/(3 lnA)

✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ (lnN)/N ✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ s②st❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡❦❦❡r❦❡r❦❡r❦❡r✲❩❡❝❦❡♥❞♦r❢
t❤❡♦r❡♠✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥✐q✉❡❧② ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs✱
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❣✐✈❡♥ 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ t♦ t❛❦❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs
✭✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ FN ❛♥❞ FN+1 ❜♦t❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛
n r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ N ✐s ♠❛①✐♠✉♠✱ t❛❦✐♥❣ FN+2 ❣✐✈❡s ❛♥♦t❤❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳✮ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥✐q✉❡❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

n =
∑

j>2

ej(n)Fj ,

✇❤❡r❡ ej(n) ∈ {0, 1}✱ ej(n) = 0 ❢♦r ❛♥② j ❡①❝❡♣t ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ ej(n) = 1✱ t❤❡♥
ej+1(n) = 0✳

❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❖str♦✇s❦✐ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s♣❡❝✐✜♥❣ t❤❡ ❖str♦✇s❦✐ s②st❡♠ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ ♥✉♠❜❡r ϕ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞
❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❝❛❧❧❡❞ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ✐❢

f(n) =
∑

j>2

f (ej(n)Fj) .

❲❡ ♣r♦✈❡ ❛ ✧❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✧ t②♣❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ❞❡❢❡rs ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❝✉rr❡♥❝❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦✱ ✐✳❡✳ FN+2 = FN+1 + FN ❢♦r
❛♥② ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r N ✱ ✇✐t❤ F0 = 0 ❛♥❞ F1 = 1✳ ❲❡✬❧❧ ✉s❡ ❛ ♠❛tr✐① ♣r♦♦❢ ✭t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ♦♥❡
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❇❛r❛t ❛♥❞ ●r❛❜♥❡r✬s ❛rt✐❝❧❡ ❬✷❪✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ ♦✉r t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✿ ✜rst✱ ❢♦r ❡✈❡r② τ ∈ R ❛♥❞
n ∈ N✱ ❧❡t✬s ♣✉t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ηn = ηn(τ) := gτ (Fn)− 1✳
❚❤❡♥✱ ❧❡t✬s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ τ ∈ R

∃m0 = m0 (τ) > 0, : ∀n > m0, |ηn(τ)| 6 2ϕ− 3.✭✵✳✶✺✮

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ τ ∈ R✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r n0(τ) = n0 > 0 ❜②

n0 :=

{
m0 ✐❢ ✭✵✳✶✺✮ ✐s tr✉❡✱
0 ♦t❤❡r✇✐s❡.

✭✵✳✶✻✮
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✵✳✷✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ■◆ ❊◆●▲■❙❍ ✸✺

❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✶✻✮ ❢♦r |τ | 6 T ✱ ❢♦r ❛❧❧ T > 0✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (εn)n ∈ CN ❜②





ε0, ε1, . . . , εn0−1 ∈ C,

|εn0 | 6 ϕ− 1,

εn+1 = εn+1(τ) =
ηn − (ϕ− 1) εn

ϕ+ εn
, n > n0.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣✉t HL = HL(τ) =
∑

n<FL
exp (iτf(Fn)) ❛♥❞ ϕ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ϕ✮ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ r❛t✐♦ ✭r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ r❛t✐♦ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✮✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② τ ∈ R ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② L > n0(τ) + 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
✐❞❡♥t✐t②

HL(τ)

FL
=

(Hn0 − ϕHn0−1)ϕ
L−n0+1

√
5FL

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
+

(ϕHn0−1 −Hn0)ϕ
L−n0+1

√
5FL

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
,

✇❤❡r❡ n0(τ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✵✳✶✻✮✳
❚❤✉s✱ f ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❡r✐❡s

∑

n>2

f(Fn) ❛♥❞
∑

n>2

f(Fn)
2

❝♦♥✈❡r❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢♦r |τ | 6 T ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② T > 0✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣r♦❞✉❝t

Φ(τ) =
Hn0(τ)− ϕHn0−1

ϕn0−1

∞∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ(τ)

ϕ

)
(τ ∈ R).

❆ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥❛t✉r ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✭❝❢✳ ❬✷✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶❪✮✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❛t♦♠✐❝✱ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ f(dqj) = 0 (1 6 d < q) ❢♦r
❛❧❧ j ❡♥♦✉❣❤ ❜✐❣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡s✉❧t ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣✉r❡✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② st✉❞✐❡❞
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳

❋♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r N > 1✱ T > 1✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ LN := lnN/ lnϕ ❛♥❞ hT := ln(T lnT lnN)/ lnϕ ❛♥❞ t❤❡
q✉❛♥t✐t✐❡s

λN (T ) :=
∑

LN−2h<j6LN
|f(Fj)| and ϑN (T ) :=

∑

j>LN−hT
|f(Fj)|.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❡t ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r τ❃✵✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡t

S̃(τ) := {j > 2 : |f(Fj)| 6 π/|τ |},

❛♥❞ t❤❡ s✉♠
ψN,T (τ) := τ2

∑

j∈S̃(τ), j<LN−hT

f(Fj)
2.
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✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✵✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡r✐❡s
∑

j>2

|f(Fj)|

❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♠✐t ❧❛✇✳ ❋♦r ❛♥② r❡❛❧ T ❛♥❞ ❛♥② ✐♥t❡❣❡r N s✉❝❤ ❛s hT 6 LN/2✱ ✇❡
❤❛✈❡

‖FN − F‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T λN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, ϑN (T )

)
e−c2 ψN,T (τ) dτ,

✇❤❡r❡ c2 > 0 ✐s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❘❡♠❛r❦✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✐t ❡q✉❛❧ t♦ lnϕ(T lnT )✱ ❜✉t ✐♥ r❡t✉r♥ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡rr♦r t❡r♠ (lnN)/T ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛ s❧✐❣❤t❧② s✐♠♣❧❡r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡❢❡rs t♦ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s

∑ |f(Fj)|✳

❈♦r♦❧❧❛r②✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡r✐❡s
∑

j>2

|f(Fj)|

❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐t ❧❛✇ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❋♦r ❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs T > 1 s✉❝❤ t❤❛t hT 6 LN/2✱ ✇❡ ❤❛✈❡

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T

∑

j>LN−2h
|f(Fj)| .

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s✉❝❤ t❤❛t

f(Fj) = j−α

❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r j > 2 ❛♥❞ ❛♥② ♥✉♠❜❡r α > 1 t❤❛t ❣✐✈❡s ✉s

‖F − FN‖∞ ≪





1

(lnN)α−1
if 1 < α < 2,

√
ln2N

(lnN)α/2
if α > 2.

❲❡ ❡♥❞ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✬s t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s②s✲
t❡♠s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❈❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✶

✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s ✷

▲❛ ❧❡ttr❡ p ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ a | b s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ a ❞✐✈✐s❡ b ❀ pν s✐❣♥✐✜❡ ✿ pν | a ❡t pν+1 ∤ a✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

(a, b) := pgcd(a, b).

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ x ❡st ♥♦té❡ ⌊x⌋✳
❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r lnk ❧❛ k✲✐è♠❡ ✐téré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ log ❡st rés❡r✈é❡ ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣r✐s ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ A s♦✐t ♣❛r |A|✱ s♦✐t ♣❛r #A ❡t ♣❛r π(x) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
♣r❡♠✐❡rs ♥✬❡①❝é❞❛♥t ♣❛s x✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❊✉❧❡r γ ♣❛r

γ := 1−
∫ ∞

1

t− ⌊t⌋
t2

dt.

❉❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙t✐❡❧❥❡s✱ ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❜❡❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❙t✐❡❧❥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❲✐❞❞❡r ❬✹✽❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭❋♦r♠✉❧❡ s♦♠♠❛t♦✐r❡ ❞✬❆❜❡❧✮✳ ❙♦✐t (an)n>1 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s

A(t) :=
∑

n6t

an (t > 0).

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ∈ C1 ([1, x])✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t x > 1

∑

16n6x

an b(n) = A(x) b(x)−
∫ x

1
A(t) b′(t) dt.

●râ❝❡ à ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡r ✭✈♦✐r ❬✸✵❪✮ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ γ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

γ = lim
N→∞

(
N∑

n=1

1

n
− lnN

)
.

✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✹✻❪ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✳
✷✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✶✳✶✱ ✶✳✷ ❡t ✶✳✸ ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ très ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✹✹❪✳

✸✼
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✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❈♦♠♠❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❬✹✹❪✱ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés ❧✐é❡s ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ♥✬❡①❝é❞❛♥t ♣❛s x ♦♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π(x)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ✭Pr❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡rt❡♥s✮✳ P♦✉r x > 2✱ ♦♥ ❛

∑

p6x

ln p

p
= lnx+O (1) .

❉❡ ♣❧✉s ❧❡ t❡r♠❡ O(1) ✜❣✉r❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ]− 1− ln 4, ln 4[✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡rt❡♥s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
♣r❡♠✐❡rs✳ ■❧ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝✉❧♠✐♥❛♥t ❡st ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❧✐é❡s
❛✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♠♠❡ ét❛❜❧✐s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ♣♦✉r x > 2

∑

p6x

1

p
= ln2 x+ C +O

(
1

lnx

)
.

▲❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s
❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ✭❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼❡rt❡♥s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r x > 2

∏

p6x

(
1− 1

p

)
=

e−γ

lnx

{
1 +O

(
1

lnx

)}
.

➱♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ✈❡rs✐♦♥ ❢♦rt❡✱ q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❧✉s t❛r❞
✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ■■✳✹✳✶ ❞❡ ❬✹✹❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ✭✈❡rs✐♦♥ ❢♦rt❡✮✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 t❡❧❧❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t✱ ♣♦✉r x t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐

π(x) =
x

lnx
+O

(
x exp

(
−c

√
lnx
))

.

◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s
❝♦♥♥✉ ✐✳❡✳

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O

(
x exp

(
−c (lnx)3/5 (ln2 x)−1/5

))
(c > 0, x→ ∞),

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ s❛♥s ③ér♦ ❞❡ ❱✐♥♦❣r❛❞♦✈✲❑♦r♦❜♦✈✱ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❞❡ ❬✷✼❪✳

✶✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s à ♣r♦♣♦s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s✳
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✶✳✷✳ ❋❖◆❈❚■❖◆❙ ❆❉❉■❚■❱❊❙ ❊❚ ▼❯▲❚■P▲■❈❆❚■❱❊❙ ✸✾

✶✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✭ré❡❧❧❡✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r N∗ = {1, 2, 3, . . .} à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s
✭ré❡❧❧❡s✮✳ ❉❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✶✳✺✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ f ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧s m ❡t n
♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①

f(mn) = f(m) + f(n).

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ g ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧s m ❡t n ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡
❡✉①

g(mn) = g(m) g(n).

❉✉❡s à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
n =

∏

pν ‖n
pν

❞❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r n ∈ N✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s é❣❛❧✐tés

f(n) =
∑

pν ‖n
f(pν) ❡t g(n) =

∏

pν ‖n
g(pν).

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ω q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ n s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❡st ❛❞❞✐t✐✈❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ(n) :=

{
(−1)ω(n) s✐ n ❡st s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré✱

0 s✐♥♦♥.
✭✶✳✶✮

❡st ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳
❯♥ ♦✉t✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ sér✐❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ◆♦✉s

♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ✐❝✐ à r❛♣♣❡❧❡r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ▲❛ sér✐❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛ss♦❝✐é❡ ❞❡ f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F
❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r

F (s) :=
∑

n>1

f(n)

ns
✭✶✳✷✮

♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts s ♦ù ❧❛ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♦✐t ❞é✈❡❧♦♣♣❛❜❧❡ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❡✉❧ér✐❡♥ ✭❝❢✳ ❚❤❡♦rè♠❡ ■■✳✶✳✸ ❞❡ ❬✹✹❪✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

∑

p

∑

ν>1

∣∣∣∣
f(pν)

pνs

∣∣∣∣ <∞,✭✶✳✸✮

❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭✶✳✷✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡t ❧✬♦♥ ❛

F (s) =
∏

p

∑

ν>0

f(pν)

pνs
.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ❧❛ sér✐❡ ✭✶✳✷✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ✭✶✳✸✮✳
❆✐♥s✐ ❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❛❜s♦❧✉❡s ❞❡ ✭✶✳✷✮✮ ❡t ✭✶✳✸✮ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
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✹✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

✶✳✷✳✷ ❖r❞r❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬é♥♦♥❝❡r
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s✱ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st
❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ à ❝❡❧❧❡ ❞✬é❣❛❧✐té ♣r❡sq✉❡ sûr❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ f ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧ g
s✐ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ε > 0✱ ♦♥ ❛✐t

|f(n)− g(n)| 6 ε |g(n)|

♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs n ❞❡ ❞❡♥s✐té ✉♥✐té✳❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ♥♦r✲
♠❛✉①✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g s♦♥t ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉❡ f ✳

❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♠♣r♦♣r❡ ❛♣rès ✉♥❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ✿ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛r✲
t✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✉♥✐q✉❡

F (z) =

{
0 (z < z0)
1 (z > z0).

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s

HN (z) := νN {n : f(n)/g(n) 6 z}

✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ 1[1,∞[(z)✳

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ f ✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ✭♦✉
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✮

EN (f) :=
1

N

N∑

n=1

f(n)

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ f ✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬❛tt❡♥❞r❡ q✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

VN (f) := EN (|f − EN (f)|2),✭✶✳✹✮

♣❡r♠❡ttr❛✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❇✐❡♥❛②♠é✲❚❝❤❡❜②❝❤❡✈✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ g ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧
♣♦✉r f ✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲
❑✉❜✐❧✐✉s ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✭✶✳✹✮ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝✐t❡r ❡t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✳✸ ❞❡ ❬✹✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ψ ❡t t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧
x > 0✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

Aψ(x) :=
∑

pν6x

ψ(pν)

pν
et B∗ψ(x)

2 :=
∑

pν6x

|ψ(pν)|2
pν

.✭✶✳✺✮
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✶✳✷✳ ❋❖◆❈❚■❖◆❙ ❆❉❉■❚■❱❊❙ ❊❚ ▼❯▲❚■P▲■❈❆❚■❱❊❙ ✹✶

❚❤é♦rè♠❡ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s✮✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ψ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

1

x

∑

16n6x

|ψ(n)−Aψ(x)|2 ≪ B∗ψ(x)
2 (x > 0),

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❛❜s♦❧✉❡✳

◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❡rs✐st❡ s✐ ❧❡s t❡r♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡s s♦♠♠❡s ✭✶✳✺✮ s♦♥t ❛✛❡❝tés
❞✉ ♣♦✐❞s (1 − 1/p) ✭❝❢✳ ❬✶✻✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹❪ ♦✉ ❬✹✹✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✳✸❪ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❬✼✱ ✷✺✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✹✷✱ ✹✹❪ ♣♦✉r ❞❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✮✳

✶✳✷✳✸ ❱❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1

❯♥ ♦✉t✐❧ ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s g ✿ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é❧✉❝✐❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r x→ ∞✱

1

x

∑

n6x

g(n).

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t rè❣❧❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s
✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ■✳✸✳✶✷ ❞❡ ❬✹✹❪✮✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s

M̃(g) :=
∏

p

(
1− 1

p

)∑

ν>0

f(pν)

pν

♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❛♥t 0 ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❞✐✈❡r❣❡♥t✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∑

n6x

g(n) = x
(
M̃(g) + o(1)

)
(x→ ∞).

❈♦♠♠❡ ❧✬é❝r✐t ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡ s❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✹✺❪✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s s✉r ❧❡s N
♣r❡♠✐❡rs ❡♥t✐❡rs ✈✐❛ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ❆✳ ❲✐♥t♥❡r ✿
✐❧ ❛ ❛✣r♠é q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ g ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {±1}✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❡sq✉✐ss❡ ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ét❛②é❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡sté ♦✉✈❡rt
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬✉♥✐té
❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❢✉r❡♥t ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✶❪ ❡♥ ✶✾✻✶✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✽✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳

✭✐✮ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ g ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡

M(g) = lim
x→∞

1

x

∑

n6x

g(n),

❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✭❛✮ ❧❛ sér✐❡

∑
p (1− g(p)) /p ❝♦♥✈❡r❣❡✱
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✹✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

✭❜✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ν > 1 t❡❧ q✉❡ g(2ν) 6= −1.

✭✐✐✮ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛✮ ❡st r❡♠♣❧✐❡✱ ❛❧♦rs g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

M(g) =
∏

p

(
1− 1

p

)∑

ν>0

g(pν)

pν
.

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣✐s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 6 1 ❛✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❲✐rs✐♥❣ ❬✹✾❪ ❡♥ ✶✾✻✼ ❡t ❍❛❧❛s③ ❬✷✹❪ ❡♥ ✶✾✻✽ ♦♥t ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ t❡r♠✐♥é ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 6 1✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

✶✳✸ ▲♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r

✶✳✸✳✶ ▲♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡ ♣❛♣✐❡r✳ ❆✜♥
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❛✐♥s✐ ♣♦✉✈♦✐r é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝✳

◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ F : R → [0, 1]✱
❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à

lim
z→−∞

F (z) = 0 et lim
z→+∞

F (z) = 1.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿
· ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❛t♦♠✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝r♦ît ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ♣❛r

s❛✉ts ❡t ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❀
· ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ h ✐♥té❣r❛❜❧❡

❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡
∫

R
|h(t)| dt = 1 et F (z) =

∫ z

−∞
h(t) dt (z ∈ R) ;

· F ❡st ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
∫

N
dF1(z) = 1,

♦ù N ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✐❡r ❝❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣râ❝❡ à ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✮✳ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ♣❡✉t êtr❡ r❡✲
♣rés❡♥té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

F = α1F1 + α2F2 + α3F3

❛✈❡❝ α1, α2, α3 > 0✱ α1 + α2 + α3 = 1 ❡t ♦ù ❧❡s Fi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ F1 ❡st
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ F2 ❡st ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡t F3 ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✳
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▲✬❡♥s❡♠❜❧❡D(F ) ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡
❡t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❛✉t✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r C(F ) ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ D(F )✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ F ✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ (Fn)n>1 ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F s✐ ❧✬♦♥ ❛

lim
n→∞

Fn(z) = F (z) (z ∈ C(F )).

■❧ ❡st à s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ F ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧

Fn : R −→ [0, 1]

x 7−→ Fn(x) =





0 s✐ x 6 n,

x− n s✐ x ∈ ]n, n+ 1[,

1 s✐ x > n+ 1,

❛❧♦rs Fn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♠❛✐s ❧❛ s✉✐t❡ (Fn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡ f ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ N > 1 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

FN (z) := νN ({n : f(n) 6 z}) = 1

N
|{n 6 N : f(n) 6 z}|✭✶✳✻✮

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧❡s ❡♥t✐❡rs N > 1 ♣❛r ❧❡s ré❡❧s x > 1✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s✳ ✶✮ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
F ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✮ s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (FN )N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (1.6)
❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs F ❡t s✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳

✷✮ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✭♦✉ q✉✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
F ✮ ❡st ♣✉r❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s♦✐t ❛t♦♠✐q✉❡✱ s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ s♦✐t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ré❡❧❧❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ♣♦✉r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✈❛r✐❡ s✉✐✈❛♥t s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❛✈❡❝ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♣✉✐s ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛❞❞✐t✐✈❡✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❣râ❝❡ ❛✉
t❤é♦rè♠❡ t②♣❡ ✧❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✧✳ ◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛
❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (FN )N ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ F ✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ▲é✈②✳ ❆✜♥ ❞✬é♥♦♥❝❡r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲é✈②✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❙t✐❡❧t❥❡s dF (z)✱ s♦✐t

ϕ(τ) :=

∫ ∞

−∞
eiτz dF (z) (τ ∈ R).

https://www.tuwien.at/bibliothek
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✹✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à

|ϕ(τ)| 6 1 = ϕ(0) (τ ∈ R).

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♥✈♦❧é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s F ❡t G✱ ♥♦té❡ F ∗G✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

H ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

H(z) = (F ∗G)(z) :=
∫ ∞

−∞
F (z − y) dG(y) =

∫ ∞

−∞
G(z − y) dF (y).

❙✐ φ(τ)✱ γ(τ) s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ F ❡t G✱ ❛❧♦rs η(τ) = φ(τ)γ(τ) ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ H✳

▲❡ ❝é❧è❜r❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ P❛✉❧ ▲é✈② r❡❧✐❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✾ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ▲é✈②✱ ✶✾✷✺✮✳ ❙♦✐t (Fn)n>1 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré✲
♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t (ϕn)n>1 ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❆❧♦rs Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ϕn ❝♦♥✈❡r❣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉r R ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❝♦♥t✐♥✉❡
❡♥ 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ F ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ϕn ✈❡rs ϕ ❡st
✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ét❛❜❧✐ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❧✐✈r❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✶✵❪✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✶✳✻✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϕN (τ) :=

∫ ∞

−∞
eiτz dFN (z) =

1

N

∑

n6N

∫ ∞

−∞
eiτz dδf(n)(z) =

1

N

∑

n6N

eiτf(n) (τ ∈ R),

♦ù δa ❞és✐❣♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✐❝✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✉ ♣♦✐♥t a✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡
✶✳✾✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲é✈② ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡✳ ❆❧♦rs f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (ΦN ) ❝♦♥✈❡r❣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉r R ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ❝♦♥t✐♥✉❡
❡♥ 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ F ✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ n 7→ eiτf ❡st✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ τ ✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✱ s✐ f ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r f ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ g à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ✿ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉✬❛✈♦✐r ✉♥
t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✳

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❝✐t❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✼ ❞❡ ❬✹✹❪✱ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ tr♦✐s rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s
❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r Fj ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♣❛r ϕj s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r sj ❧❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ s❛✉t ❞❡ Fj ✱ s♦✐t

sj := max
z∈R

(Fj(z)− Fj(z
−)).

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✶✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✭✐✮ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t F1∗F2∗ . . .∗Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❧♦rsq✉❡ n→ ∞✱

✭✐✐✮ ∃δ > 0 : lim
m,n→∞

∏
m<j6n ϕj(τ) = 1 (|τ | 6 δ)✱

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek
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✶✳✸✳ ▲❖■ ▲■▼■❚❊ ❊❚ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉✬❊❘❉➂❙✲❲■◆❚◆❊❘ ✹✺

✭✐✐✐✮ limm,n→∞ Fm(z) ∗ . . . ∗ Fn(z) = 1[0,∞[(z) (z 6= 0).

▲♦rsq✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st ré❛❧✐sé❡✱ ♦♥ ❛ ✿

✭❛✮ ✭❏❡ss❡♥ ✫ ❲✐♥t♥❡r ❬✷✽❪✮ ❙✐ ❝❤❛q✉❡ Fn ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❛❧♦rs F ❡st ♣✉r❡✳

✭❜✮ ✭▲é✈② ❬✸✻❪✮ F ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

✭✶✳✼✮ ∃n > 1 : sn = 0 ou
∑

n>1

(1− sn) = +∞.

❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✷ ❞❡ ❬✶✻❪✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✭✶✳✼✮ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ✉♥ ♣❡✉
♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡t ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s t②♣❡ ✧❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ QF ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R+ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

QF (h) := sup
z∈R

{F (z + h)− F (z)} (h > 0).✭✶✳✽✮

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P❛✉❧ ▲é✈② ❡♥ ✶✾✸✼✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ F ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ QF (ℓ) → 0 ❧♦rsq✉❡ ℓ → 0+✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
r❡❣❛r❞é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ F à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✷ ✭❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✮✳ ❙♦✐t F ❡t G ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s ϕ ❡t ψ✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t T > 0

‖F −G‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕ(τ)− ψ(τ)

τ

∣∣∣∣ dτ.

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭❝❢✳ ❬✶✼❪✱ ❧❡♠♠❡ ✶✳✹✼✮ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ F ♣❛r Fx ❧✐é❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ϕ ❡t à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
ϕx ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ T > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖F − Fx‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕx(τ)− ϕ(τ)

τ

∣∣∣∣ ❞τ.✭✶✳✾✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ F ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ QF (h) → 0 ❧♦rsq✉❡
h → 0+ ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s s❡r♦♥s ❛♠❡♥❡r à ♠❛❥♦r❡r QF (h) ♣♦✉r h > 0 ✭❡t ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♠ê♠❡
❝♦♥♥❛îtr❡ s♦♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡①❛❝t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✸✶❪✱ ❬✹✵❪✱ ❬✹✹✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✳✷❪✮✳

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✿
❧♦rsq✉❡ F ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡✱ ✐✳❡✳ q✉❡ s❛ ♥♦r♠❡ s✉♣ ‖ . ‖∞ ❡st ♠❛❥♦ré❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r
t♦✉t h > 0 ❡t z ∈ R

F (z + h)− F (z) =

∫ z+h

z
F ′(t) dt 6 h

∥∥F ′
∥∥
∞
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✹✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❞✬♦ù
QF (h) ≪ h.

❙✐ ϕ ∈ Lp(R)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❝❢✳ ❬✹✹✱ ▲❡♠♠❡ ■■■✳✷✳✾❪✮

✭✶✳✶✵✮ QF (h) ≪ h

∫ 1/h

−1/h
|ϕ(t)| dt

❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❍ö❧❞❡r ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r QF (h) ≪ h1/p✳
❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❘♦❣♦③✐♥ ✭❝❢✳ ❬✹✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ■■■✳✷✳✽❪✮ ✿ s✐ f

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

QF (h) ≪
1√

1 +
∑
|f(p)|>h 1/p

.

◗✉❛♥t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛r✲
t✐t✐♦♥ F ❡t ♣♦✉r t♦✉t h > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs

QF (h) ≫F h.✭✶✳✶✶✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b] ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ F ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 1/4 ❡t 3/4✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
QF (h) > h/(4(b− a)) ♣♦✉r t♦✉t h 6 b− a✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ✿ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧
h0 6 b− a t❡❧ q✉❡ QF (h0) < h0/(4(b− a))✱ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t M := ⌈(b− a)/h0⌉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t
j ∈ {0, . . . ,M − 1}✱

F (a+ (j + 1)h0)− F (a+ jh0) 6 QF (h0)

❡t ❞♦♥❝
F (a+Mh0)− F (a) < Mh0/(4(b− a)) 6 1/2.

❖r✱ a+Mh0 > b ❞♦♥❝
F (a+Mh0)− F (a) > F (b)− F (a) > 1/2,

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❡①❛❝t QF (h) ≍ h ✭h →
0+✮ ❞ès ❧♦rs q✉❡ F ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡✳

✶✳✸✳✸ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐
❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❙♦♥ é♥♦♥❝é ❡t s❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t s♦♠♠❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s tr♦✐s sér✐❡s ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭❝❢✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✵❪✱ ❝❤❛♣✐tr❡
■❳✳✾✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸ ✭❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ✶✾✸✾✮✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡✳ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s tr♦✐s sér✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ R

∑

|f(p)|>R

1

p
,

∑

|f(p)|6R

f(p)

p
,

∑

|f(p)|6R

f(p)2

p
.✭✶✳✶✷✮
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✶✳✹✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❉■❙❈❘❊❚ ✹✼

◗✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✿

ϕ(τ) =
∏

p

(
1− 1

p

)∑

ν>0

eiτf(p
ν)

pν
(τ ∈ R).

▲❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣✉r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❋ ❡st s♦✐t ❛t♦♠✐q✉❡✱
s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ s♦✐t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

∑

f(p) 6=0

1

p
= ∞.

❘❡♠❛rq✉❡s ✶✳✶✹✳ (a) ❙✐ ❧❡s tr♦✐s sér✐❡s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ R > 0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥
✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ R > 0✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❛s ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té à s✉♣♣♦s❡r
R = 1✳

(b) ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r f ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs f(pν) ❧♦rsq✉❡ ν > 2✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡st ❞✉❡ à ❊r❞➤s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❛ été ❞♦♥♥é ♣❛r ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✶❪ ❡♥ ✶✾✻✶ ❡t r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✽
❡t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ▲é✈② ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ■■■✳✹✳✶ ❞❡ ❬✹✹❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ (FN )N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

F =∗
p
Gp

♦ù Gp ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Gp(z) =
∑

f(pν)6z

1

pν

(
1− 1

p

)
(z ∈ R).

✶✳✹ ❱❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t

✶✳✹✳✶ ➱♥♦♥❝é ❡t ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸ ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛
❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞✐s❝rèt❡✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t ❞♦♥❝ à

∑

f(p) 6=0

1

p
<∞.✭✶✳✶✸✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭✶✳✶✷✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ F ✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥

t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡✛❡❝t✐❢✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✺✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✸✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

(i) ∀z ∈ R, F (z) =
∏

p

(1− wp)
∑

f(m)6z

u(m)

m

∏

p|m

(
1− 1/p

1− wp

)
;

(ii) Fx(z) = F (z) +O (Rx) ,
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✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t z ∈ R ❡t x > 1✱ ♦ù

Rx := ε
(
x1/ ln2 x

)
+ η(

√
x)1/4 +

1

(lnx)1/6
,

❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉✈❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ f ✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✺ à f ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs f(pν) ❧♦rsq✉❡
ν > 2✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s f(p) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❛ sér✐❡
❞❡ ✭✶✳✶✸✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s FN ❛✜♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✹✺❪✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r F ✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡✛❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s FN ✈❡rs F ✳

P♦s♦♥s P := {pν : f(pν) 6= 0} ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s u ❡t v t❡❧❧❡s q✉❡

∀ ν ∈ N∗, u(pν) =

{
1 s✐ pν ∈ P
0 s✐♥♦♥

❡t v(pν) = 1− u(pν).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✳ ❈❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
n = md ❛✈❡❝ u(m) = v(d) = 1 ❡t (m, d) = 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s f(n) = f(m)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t n = md ❛✈❡❝

m =
∏

pν‖n
pν∈P

pν ❡t d =
∏

pν‖n
pν /∈P

pν ,

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✻ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s FN ✳ P♦✉r t♦✉t x > 0 ❡t z ∈ R✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s

xFx(z) =
∑

n6x
f(n)6z

1 =
∑

m6x
f(m)6z

u(m)
∑

d6x/m
(m,d)=1

v(d) =
∑

m6x
f(m)6z

u(m)
∑

d6x/m

vm(d),✭✶✳✶✹✮

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé

vm(d) :=

{
v(d) s✐ (m, d) = 1,

0 s✐♥♦♥✳

❈✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❬✹✺❪ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✳✶✹✮✳

P♦✉r t♦✉s ♣❛r❛♠ètr❡s A > 0, B > 0✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s M(A,B) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s
✈ér✐✜❛♥t

max
p

|g(p)| 6 A,
∑

p,ν>2

|g(pν)| ln pν
pν

6 B.
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✶✳✹✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❉■❙❈❘❊❚ ✹✾

❙♦✐t g ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ̺ > 0 t❡❧ q✉❡

∑

p

̺−Re g(p)
p

<∞.✭✶✳✶✺✮

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♣❛r s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❜❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

p6x

{̺−Re g(p)} ln p
p

6 ηx lnx (x→ ∞),

♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ηx t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s

M(x; g) :=
∑

n6x

g(n) ❡t Z(x; g) :=
∑

p6x

g(p)

p
.

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t wg := 1 s✐ g ❡st ré❡❧❧❡✱ ❡t wg := 1
2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✼ ✭❬✹✺❪✮✳ ❙♦✐❡♥t A > 0✱ B > 0✱ ̺ > 0 ❡t g ∈ M(A,B) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❝♦♠♣❧❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ |g(p)| 6 ̺ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

M(x; g) =
❡−γ̺x

Γ(̺) lnx




∏

p

∑

pν6x

f(pν)

pν
+O

(
ηax ❡

Z(x;g) +
❡Z(x;g)

(lnx)b

)
 ,

♦ù γ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé

a := wf min(1, ̺)/ {5−min(1, ̺)} , b := wf min(1, ̺)/6

P♦✉r t♦✉t m 6 x t❡❧ q✉❡ f(m) 6 z✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t g = vm✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✼✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t m > 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ vm ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, 1}✳
❊♥ ♣♦s❛♥t

B :=
∑

p

(2p− 1) ln p

p(p− 1)2
,

♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ vm ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ M(1, B)✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ vm✱ ♣♦✉r y > 3 ❡t m 6 y✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡

∑

p

1− vm(p)

p
=
∑

p|m

1

p
+
∑

p ∤m
f(p) 6=0

1

p
6 ln3(y) +O(1),✭✶✳✶✻✮

❡t

∑

p6y

{1− vm(p)} ln p
p

=

∫ y

1



∑

t<p6y
p ∤m

u(p)

p




❞t
t
+
∑

p|m

ln p

p
6 η (y) ln (y) +O (ln2 y) ,✭✶✳✶✼✮

♦ù

ε(t) :=
∑

p>t
f(p) 6=0

1

p
❡t η(y) :=

1

ln y

∫ y

1

ε(t)

t
❞t.
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✺✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✶✻✮✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷

∀m 6 y,
∑

p|m

1

p
6
∑

q6κ

1

q
= ln2 κ+O(1),

♣♦✉r t♦✉t κ t❡❧ q✉❡ π(κ) > ω(m)✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ j ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ m ❞❛♥s P ∩ [1, κ] t❡❧❧❡ q✉❡ j(p) 6 p ♣♦✉r t♦✉t p ❞✐✈✐s❛♥t m✳

P♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r κ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ κ = 2 ln y✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s✱ lnκ = ln2 y + O(1)✱ ♣✉✐s ln2 κ = ln3 y + O(1)✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ κ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡
c > 1✱

ω(m) 6
c lnm

ln2m
6

κ

lnκ
,

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✶✼✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡rt❡♥s ✭✈♦✐r
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✮✱ ♣♦✉r t♦✉t m 6 y✱

∑

p|m

ln p

p
6
∑

q6κ

ln q

q
= lnκ+O(1) = ln2 y +O(1).

❉✬❛♣rès ✭✶✳✶✸✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐q✉❡ η✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ vm ❡st ré❡❧❧❡ ❡t ̺ = 1✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✼ à vm ❛✈❡❝
a = 1/4 ❡t b = 1/6✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r 1 6 m 6 y

M(y; vm) =
y ❡−γ

ln y




∏

p

∑

pν6y

vm(p
ν)

pν
+O

(
η (y)1/4 ❡Z(y;vm) +

❡Z(y;vm)

(ln y)1/6

)


=
y ❡−γ

ln y

∏

p

∑

pν6y

vm(p
ν)

pν
+O

(
yη (y)1/4 ❡Z(y;vm)

ln y
+
y❡Z(y;vm)

(ln y)7/6

)

=: y ψm(y) +O(Rm(y)).

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✽✳ P♦✉r 1 6 m 6 y✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ψm(y) =

{
1 +O

(
ε(y) +

1

ln y

)}∏

p

(1− wp)
∏

p|m

(
1− 1/p

1− wp

)
,

♦ù

Sp :=
∑

ν>1

u(pν)

pν
❡t wp :=

(
1− 1

p

)
Sp.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼❡rt❡♥s ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ψm(y) =
❡−γ

ln y

∏

p ∤m

∑

pν6y

1− u(pν)

pν

=

{
1 +O

(
1

ln y

)}∏

p6y

(
1− 1

p

)∏

p6y
p ∤m

((
1− 1

p

)−1
− Sp +O

(
1

y

))
.
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❈♦♠♠❡ (
1− 1

p

)−1
− Sp =

1− wp
1− 1/p

> 1,

♦♥ ❛ (
1− 1

p

)−1
− Sp +O

(
1

y

)
=

(
1 +O

(
1

y

))
1− wp
1− 1/p

,

❞✬♦ù

ψm(y) =

{
1 +O

(
1

ln y

)}∏

p6y

(
1− 1

p

)∏

p6y
p ∤m

(
1− wp
1− 1/p

)

=

{
1 +O

(
1

ln y

)}∏

p6y

(1− wp)
∏

p|m

(
1− 1/p

1− wp

)
,

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❞✉✐t ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧ à ✶✳ P✉✐sq✉❡ wp 6 1/p✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ln(1− wp) > −2wp ❡t ❞♦♥❝

∏

p>y

(1− wp) > exp

{
−2
∑

p>y

wp

}
> 1−O(ε(y)),

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ r❡st❡ Rm✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

R0(y) := η(y)1/4 +
1

(ln y)1/6
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✾✳ P♦✉r 1 6 m 6 y✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Rm(y) ≪ y R0(y).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

Z(y; vm) =
∑

p6y

vm(p)

p
6 ln2(y) +O(1).

▲❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✶✽ ❡t ✶✳✶✾ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r
M(y; vm)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✵✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 6 m 6 y✱

M(y; vm) = y
∏

p

(1− wp)
∏

p|m

1− 1/p

1− wp
+O(y R1(y)),✭✶✳✶✽✮

♦ù R1(y) := ε(y) + η(y)1/4 + 1/(ln y)1/6✳

➱♥♦♥ç♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ à ✈❡♥✐r✳
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✺✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

∑

m>1

u(m)

m
<∞.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✳✶✸✮ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

p

∑

ν>1

u(pν)

pν
6
∑

f(p) 6=0

1

p
+
∑

p

∑

ν>2

1

pν
<∞.

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✺✳ P♦✉r t♦✉t 1 6 m 6 y ❡t z ∈ R✱ ♣♦s♦♥s

h(m) := u(m)
∏

p|m

(
1− 1/p

1− wp

)
❡t G(z) :=

∏

p

(1− wp)
∑

f(m)6z

h(m)

m
.

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ G ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ wp 6 1 ❡t h(m) > 0✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ G ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ G ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡✱ q✉❡ G t❡♥❞ ✈❡rs 0
❡♥ −∞✱ ❝❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❛♥s G ❡st ❛❧♦rs ✈✐❞❡✱ ❡t q✉✬♦♥ ❛

lim
z→∞

G(z) =
∏

p

(1− wp)
∑

m

h(m)

m
=
∏

p

(1− wp)
∑

m

u(m)

m

∏

p|m

1− 1/p

1− wp

=
∏

p

(1− wp)
∏

p

(
1 +

1− 1/p

1− wp
Sp

)
=
∏

p

(
1− wp +

(
1− 1

p

)
Sp

)
= 1.

P♦✉r t♦✉t x > 1 ❡t z ∈ R✱ ♣✉✐sq✉❡ M(x/m; vm) 6 x/m✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Fx(z) =
1

x

∑

m6x
f(m)6z

u(m)M
( x
m
; vm

)
=

1

x

∑

m6
√
x

f(m)6z

u(m)M
( x
m
; vm

)
+O (E1)

=
∏

p

(1− wp)
∑

m6
√
x

f(m)6z

h(m)

m
+O (E1 + E2) , ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✵

= G(z) +O(E1 + E2),

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦sés

E1 :=
∑

m>
√
x

u(m)

m
,

E2 :=
∑

m6
√
x

u(m)

m
R1

( x
m

)
≪ R1(

√
x), ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✶.

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ G = F ✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t (i) ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r E1✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ T > 2 ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x ❡t s❝✐♥❞♦♥s ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ s❡❧♦♥
q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❢❛❝t❡✉r ♣r❡♠✐❡r ❞❡ m ❡①❝è❞❡ ♦✉ ♥♦♥ T ✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

E1 =
∑

m>
√
x

P+(m)6T

u(m)

m
+

∑

m>
√
x

P+(m)>T

u(m)

m
=: A+B.
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P♦✉r t♦✉t α ∈]0, 13 [✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

A 6
∑

m>1
P+(m)6T

(
m√
x

)α u(m)

m
6

1

xα/2

∑

m>1
P+(m)6T

1

m1−α

6
1

xα/2

∏

p6T

(
1 +

1

p1−α − 1

)
≪ 1

xα/2

∏

p6T

(
1 +

1

p1−α

)
, ❝❛r α <

1

3
.

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m > 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s (n, ν) t❡❧ q✉❡ m = P+(m)ν n ❡t P+(m) ∤ n✳ ❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✶✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

B 6
∑

p>T

∑

ν>1

∑

n>
√
x p−ν

u (pν) u(n)

pν n
6
∑

p>T

∑

ν>1

u(pν)

pν

∑

n>1

u(n)

n

≪
∑

p>T

u(p)

p
+
∑

p>T

∑

ν>2

u(pν)

pν
≪ ε(T ) +

∑

p>T

1

p(p− 1)
≪ ε(T ) +

1

T
.

❈❤♦✐s✐ss♦♥s✱ ♣♦✉r T ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ α := 4/ lnT ✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s A ❡st ❛❧♦rs ≪ lnT ✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

p6T

1

p1−α
=

∑

p6T

1

p
+O


α

∑

p6T

ln p

p


 , ❝❛r pα = 1 +O (α ln p)

= ln2 T +O(1), ❝❛r α≪ 1

lnT
,

❞✬♦ù

∏

p6T

(
1 +

1

p1−α

)
6 exp


∑

p6T

1

p1−α


≪ lnT.

■❧ s✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡

E1 ≪ x−2/ lnT lnT + ε(T ) +
1

T
.

❊♥ ♣♦s❛♥t T := x1/ ln2 x✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

E1 + E2 ≪ x−2 ln2 x/ lnx
lnx

ln2 x
+ ε

(
x1/ ln2 x

)
+ x−1/ ln2 x +R1(

√
x)

≪ ε
(
x1/ ln2 x

)
+ η(

√
x)1/4 +

1

(lnx)1/6
+

1

(lnx) ln2 x
+ x−1/ ln2 x

≪ ε
(
x1/ ln2 x

)
+ η(

√
x)1/4 +

1

(lnx)1/6
.

✶✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s

❙♦✐❡♥t (an)n ❡t (bn)n ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s t❡❧❧❡s q✉❡ an + 1 6 bn 6 an+1 ♣♦✉r
t♦✉t ❡♥t✐❡r n✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

J :=
⊔

n∈N
]an; bn] ∩ P.
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◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

f(n) :=
∑

p|n
p∈J

1 (n > 1).

f ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♠♣tés s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❞❛♥s J ✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛r ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✺✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ J = N∗✳ ❆✜♥ ❞❡
❧❡ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ s✉r ❧❡s s✉✐t❡s (an) ❡t (bn) ♣♦✉r q✉❡
J ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ ♣✉✐s✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t
s✉✣s❛♥t❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✸✮ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✷ ✭❚❡♥❡♥❜❛✉♠✮✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ c > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡ t❡❧❧❡ q✉❡

bn > an + a1−cn ,✭✶✳✶✾✮

❛❧♦rs |J | = ∞ ❡t✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

∑

p∈J

1

p
<∞ ⇐⇒

∑

n∈N
ln

(
ln bn
ln an

)
<∞.✭✶✳✷✵✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞û à ❍♦❤❡✐s❡❧ ❬✷✻❪ ✐♠♣❧✐q✉❡ π(x+ y)− π(x) ≍ y/ lnx ♣♦✉r x1−c 6 y 6 2x
❡t c > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t ✭❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉ ét❛♥t c = 0, 475 ✖ ❝❢✳ ❬✶❪✮✳ ❙✐ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✶✳✶✾✮✱ ❛❧♦rs J ❡st ✐♥✜♥✐✳

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞és♦r♠❛✐s s♦✉s ✭✶✳✶✾✮✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✉♣♣♦s♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ an + a1−cn < bn 6

an + an/ ln an ✿ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ an ∼ bn(n→ ∞) ❡t ❞♦♥❝ bn/an − 1 ∼ ln (bn/an) (n→ ∞)✱ ❞✬♦ù

bn − an
an ln an

∼ ln (bn/an)

ln an
=

ln bn
ln an

− 1 (n→ ∞).

P✉✐sq✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s (an) ❡t (bn) s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ♥❡ t❡♥❞❡♥t ♣❛s ✈❡rs 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ln an ∼ ln bn(n→ ∞) ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍♦❤❡✐s❡❧

ϑn :=
∑

an<p6bn

1

p
≍ bn − an

an ln an
∼ ln bn

ln an
− 1 ∼ ln

(
ln bn
ln an

)
(n→ ∞).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ bn > an + an/ ln an✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
♣r❡♠✐❡rs ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✮✳ P❛r s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❜❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϑn =

∫ bn

an

dπ(t)

t
=

∫ bn

an

(
1

ln t
− 1

(ln t)2

)
dt

t
+

∫ bn

an

1

t
dO
(
t exp

(
−c

√
ln t
))

= ln

(
ln bn
ln an

)
+O

(
exp

(
−1

2

√
ln an

))
∼ ln

(
ln bn
ln an

)
(n→ ∞).

❆✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ f(pν) = u(pν) ♣♦✉r ν > 1✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E := {n > 1 : p|n⇒ p ∈ J}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u(n) = 1E(n)✳ ❆✐♥s✐✱ s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✷✵✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

✭❛✮ ∀z ∈ R, F (z) =
∏

n∈N

∏

an<p6bn

(
1− 1

p

) ∑

m∈E
f(m)6z

1

m
;

✭❜✮ Fx(z) = F (z) +O (Rx) ,
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✶✳✹✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❉■❙❈❘❊❚ ✺✺

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t z ∈ R ❡t x > 1✱ ♦ù

ε(t) =
∑

p>t
p∈J

1

p
, η(y) :=

1

ln y

∫ y

1

ε(t)

t
❞t ❡t Rx := ε

(
x1/ ln2 x

)
+ η(

√
x)1/4 +

1

(lnx)1/6
.

❊①♣❧✐❝✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Rx ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s an ❡t bn✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ε ❡st ❝♦♥st❛♥t❡
s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]1; a0] ✿

∀ t ∈]1; a0] , ε(t) =
∑

p∈J

1

p
=: C.

❙♦✐t t > a0✳ ❈♦♠♠❡ J ❡st ✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r N(t) ♥♦♥ ♥✉❧ t❡❧ q✉❡

t ∈]aN(t)−1; bN(t)−1] ♦✉ ❜✐❡♥ bN(t)−1 < t 6 aN(t).

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

ε(t) =
∞∑

n=N(t)

∑

an<p6bn

1

p
+

∑

t<p<bN(t)−1

1

p
=: ε1(t).

❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ x t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s a0 < x1/ ln2 x ❡t ❞♦♥❝ ε(x1/ ln2 x) = ε1(x
1/ ln2 x)✳ ❉ès q✉❡

x > ❡ ❡t a0 <
√
x✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

∫ √x

1

ε(t)

t
❞t =

∫ a0

1

ε(t)

t
❞t+

∫ √x

a0

ε(t)

t
❞t = C ln a0 +

∫ √x

a0

ε1(t)

t
❞t,

❞✬♦ù

Rx = ε1

(
x1/ ln2 x

)
+

(
2

lnx

(
C ln a0 +

∫ √x

a0

ε1(t)

t
❞t

))1/4

+
1

(lnx)1/6

≍ ε1

(
x1/ ln2 x

)
+

(
∆(x)

lnx

)1/4

+
1

(lnx)1/6
,

♦ù ∆ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(x) :=

∫ √x

a0

ε1(t)

t
❞t.

Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r an ❡t bn t❡❧❧❡ q✉❡ an ∼ bn✳
❈♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉✐t❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s an = 2n ❡t bn = 2n (1 + (lnn)−c) ♣♦✉r n > 3 ♦ù
c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (bn/an) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 1✱ q✉❡
❝❡s s✉✐t❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✾✮ ❡t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✷✱ ❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ✭✶✳✷✵✮ s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c > 1✱ ♣✉✐sq✉❡

ln

(
ln bn
ln an

)
∼ 1

n(lnn)c
.

❆✈❡❝ ❝❡s s✉✐t❡s✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

N(t) ∼ ln t

ln 2
(t→ +∞).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

N(x1/ ln2 x) ∼ lnx

(ln2 x) ln 2
(x→ +∞).
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✺✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ε1 (t) =
∞∑

n=N(t)

∑

an<p6bn

1

p
+

∑

t<p<bN(t)−1

1

p
≍

∞∑

n=N(t)

1

n(lnn)c
+ ln

(
ln bN(t)−1

ln t

)

≍ 1

(lnN(t))c−1
+

1

(ln t)(ln2 t)c
≍ 1

(ln2 t)c−1
+

1

(ln t)(ln2 t)c
≍ 1

(ln2 t)c−1
.

❊♥ ♣♦s❛♥t φ(x) := x1/ ln2 x✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

Rx ≍ ε1

(
x1/ ln2 x

)
+

(
∆(x)

lnx

)1/4

+
1

(lnx)1/6

≍ 1

(ln2 φ(x))c−1
+

(
∆(x)

lnx

)1/4

+
1

(lnx)1/6
.

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ❛ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡①❛❝t
∫ √x

8

❞t
t(ln2 t)c−1

≍ lnx

(ln2 x)c−1
.

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∫ √x

8

❞t
t(ln2 t)c−1

=
ln
√
x

(ln2
√
x)c−1

− ln
√
8

(ln2
√
8)c−1

+ (c− 1)

∫ √x

8

❞t
t(ln2 t)c

,

❡t ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

0 6
(ln2

√
x)c−1

ln
√
x

∫ √x

8

❞t
t(ln2 t)c

=
(ln2

√
x)c−1

ln
√
x

∫ ln2
√
x

ln2 8

et

tc
❞t

≪ (ln2
√
x)c−1

ln
√
x

(
1 +

∫ ln2
√
x

c+1

(t− c)et

tc+1
❞t

)

≪ (ln2
√
x)c−1

ln
√
x

(
1 +

[
et

tc

]ln2√x

c+1

)

≪ 1

ln2
√
x
≪ 1.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t

Rx ≍ 1

(ln2 x)
c−1 +

1

(ln2 x)(c−1)/4
+

1

(lnx)1/6
,

❞✬♦ù

Rx ≍ 1

(ln2 x)(c−1)/4
.

❈♦♠♠❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s s✉✐t❡s an = 2n ❡t bn = 2n (1 + n−c) ♣♦✉r n > 2✱ ♦ù c
❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (bn/an) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 1✱ q✉❡ ❝❡s
s✉✐t❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✾✮ ❡t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✷✱ ❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✭✶✳✷✵✮✱
♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛

ln

(
ln bn
ln an

)
∼ 1

n1+c ln 2
.
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✶✳✺✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✺✼

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r N(t) à ❧✬✐♥✜♥✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ε1 (t) =
∞∑

n=N(t)

∑

an<p6bn

1

p
+

∑

t<p<bN(t)−1

1

p
≍

∞∑

n=N(t)

1

n1+c
+ ln

(
ln bN(t)−1

ln t

)

≍ 1

N(t)c
+

1

(ln t)1+c
≍ 1

(ln t)c
+

1

(ln t)1+c
≍ 1

(ln t)c
.

❖r
∫ √x

4

❞t
t(ln t)c

≍





(lnx)1−c s✐ 0 < c < 1

ln2 x s✐ c = 1

1 s✐ c > 1.

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Rx ≍
(
ln2 x

lnx

)c
+

(
∆(x)

lnx

)1/4

+
1

(lnx)1/6
,

❛✈❡❝

∆(x) =





(lnx)1−c s✐ 0 < c < 1

ln2 x s✐ c = 1

1 s✐ c > 1.

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t

Rx ≍ 1

(lnx)β

♦ù β := min (c/4, 1/6)✳

✶✳✺ ❱❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡t ♣❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r η(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 à ❧✬✐♥✜♥✐ t❡❧❧❡
q✉❡ ∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

p>z
|f(p)|61

f(p)

p

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 η(z) ❡t

∑

pν>z

min
(
1, f(pν)2

)

pν
6 η(z) (z > 1).

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s η ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦té❡ F ✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (FN ) ✈❡rs F ✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ F ♣❛r FN ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ T > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕx(τ)− ϕ(τ)

τ

∣∣∣∣ ❞τ,

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕx ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕx(τ) :=
1

x

∑

n6x

eiτf(n) (τ ∈ R).
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✺✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

✶✳✺✳✶ ➱♥♦♥❝é ❡t ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

◆♦✉s ♣♦s♦♥s
Bf (R)

2 := 2 +B∗f (R)
2

♦ù B∗f (R) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✶✳✺✮ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x > 3✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ε = εx t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t

1/
√
lnx 6 εx = o(1)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✸✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ c ❡t t♦✉s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s R, T ✈ér✐✜❛♥t 3 6

R 6 x✱ T > 1✱ ❡t





2 ln2R+ 1
2 T

2 η(R) + c 6 1
4 ln

(
1

εx

)
,

T 2 η (xεx) ≪ ε
1/3
x ,

✭✶✳✷✶✮

♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖Fx − F‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ ε1/6x ln

(
T Bf (R)

εx

)
+ η(R).✭✶✳✷✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ R > 3✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ fR ♣❛r

fR(p
ν) :=

{
f(pν) s✐ pν 6 R ♦✉ |f(pν)| 6 1✱

0 s✐♥♦♥.

❙♦✐t (FN ( · ;R))x ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Fx(z;R) := |{n 6 x : fR(n) 6 z}|✱
♣♦✉r t♦✉t x ∈ N∗ ❡t z ∈ R✳ P✉✐sq✉❡ fR ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ❝❡tt❡ s✉✐t❡
❝♦♥✈❡r❣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥♦té❡ F (· ;R)✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R✱ ♣♦s♦♥s

ϕx(τ ;R) :=
1

x

∑

n6x

eiτfR(n) (x > 0),

❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à fR ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(τ ;R) :=
∏

p

(
1− 1

p

)∑

ν>0

eiτfR(pν)

pν
(τ ∈ R).

P♦✉r t♦✉t z ∈ R✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

|FN (z)− FN (z;R)| =
1

x

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

n6x
f(n)6z

1−
∑

n6x
fR(n)6z

1

∣∣∣∣∣∣∣∣
6

1

x

∑

n6x
|f(n)−fR(n)|> 0

1.

❖r ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t n 6 x

|f(n)− fR(n)| =

∣∣∣∣∣∣

∑

pν‖n
(f(pν)− fR(p

ν))

∣∣∣∣∣∣
6

∑

R<pν6x
pν‖n, |f(pν)|>1

|f(pν)| .
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❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n 6 x ✈ér✐✜❛♥t |f(n)− fR(n)| > 0 ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r
✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❞✐s♦♥s pν ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ R < pν 6 x ❡t |f(pν)| > 1✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|FN (z)− FN (z;R)| 6
1

x

∑

R<pν6x
|f(pν)|>1

∑

m6x/pν

p ∤m

1 6
∑

pν>R
|f(pν)|>1

1

pν
6 η(R),✭✶✳✷✸✮

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ét❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r |F (z)− F (z;R)| ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ x ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à é✈❛❧✉❡r FN (z;R)−F (z;R) ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ R✳

❆✜♥ ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té |FN (z;R)− F (z;R)|✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✳
➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

P♦✉r 3 6 R 6 x✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

AfR(x) =
∑

pν6R

f(pν)

pν
+

∑

R<pν6x
|f(pν)|61

f(pν)

pν

6


∑

pν6R

f(pν)2

pν




1/2 
∑

pν6R

1

pν




1/2

+
∑

R<p6x
|f(p)|61

f(p)

p
+

∑

ν>2
R<pν6x

1

pν
✭✶✳✷✹✮

≪ Bf (R)
√
ln2R,✭✶✳✷✺✮

♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ✭✶✳✷✹✮ s♦♥t ❜♦r♥és ❡t Bf (R) > 2✳ ●râ❝❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡
❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❡t ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r x ∈ N∗ ❡t 3 6 R 6 x

1

x

∑

n6x

fR(n) =
1

x

∑

n6x

(fR(n)−AfR(x)) +AfR(x)

≪
(
1

x

∑

n6x

|fR(n)−AfR(x)|2
)1/2

+Bf (R)
√
ln2R

≪ B∗fR(x) +Bf (R)
√

ln2R.

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

B∗fR(x)
2 =

∑

pν6R

f(pν)2

pν
+

∑

R<pν6x
|f(pν)|61

f(pν)2

pν
≪ Bf (R)

2 + η(R) ≪ Bf (R)
2,✭✶✳✷✻✮

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

1

x

∑

n6x

fR(n) ≪ Bf (R)
√
ln2R .✭✶✳✷✼✮

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
is

se
rt

at
io

n 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
do

ct
or

al
 th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

is
se

rt
at

io
n 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

do
ct

or
al

 th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✻✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r x ∈ N∗ ❡t 3 6 R 6 x✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉① ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✺✮ ❡t ✭✶✳✷✻✮

1

x

∑

n6x

fR(n)
2

6
2

x

∑

n6x

|fR(n)−AfR(x)|2 + 2AfR(x)
2

≪ B∗fR(x)
2 +AfR(x)

2

≪ Bf (R)
2 ln2R .✭✶✳✷✽✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ N∗✱

ϕx(τ ;R) :=
1

x

∑

n6x

❡iτfR(n) = 1 +
iτ

x

∑

n6x

fR(n) +O

(
τ2

x

∑

n6x

fR(n)
2

)
,

❡♥ r❡♣♦rt❛♥t ✭✶✳✷✼✮ ❡t ✭✶✳✷✽✮ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

ϕx(τ ;R) = 1 +O
(
|τ |Bf (R)

√
ln2R+ τ2Bf (R)

2 ln2R
)

(τ ∈ R).

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ x ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
ϕ(τ ;R)✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

ϕx(τ ;R)− ϕ(τ ;R)

τ
≪ Bf (R)

√
ln2R+ |τ |Bf (R)2 ln2R (τ ∈ R).✭✶✳✷✾✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ |τ |✳

➱✈❛❧✉♦♥s à ♣rés❡♥t ϕx(τ ;R) ❧♦rsq✉❡ |τ | ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡t s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✷✮ ✿ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ❞❡ ❬✹✺❪ ❡t ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳

P♦✉r t♦✉s ♣❛r❛♠ètr❡s A > 0, B > 0, N > 2✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s M(N ;A,B) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s h ✈ér✐✜❛♥t

max
p6N

|h(p)| 6 A,
∑

ν>2
pν6N

|h(pν)| ln pν
pν

6 B.

P♦✉r t♦✉t τ ∈ R✱ ♣♦s♦♥s wh := 1 s✐ h ❡st ré❡❧❧❡ ❡t 1
2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✹✳ ❬✹✺❪ ❙♦✐❡♥t

a ∈]0, 12 ], b ∈ [a, 1[, A > 2b, B > 0,

x > 1, ̺ = ̺x ∈ [2b, A] , p :=
π̺

A
, β := 1− sin p

p
, h :=

1− b

min (1, ̺)− b
.

P♦✉r t♦✉t ε = εx ∈
]
1/
√
lnx, 12

]
✱ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s h✱ r

t❡❧❧❡s q✉❡ |h| 6 r s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

∑

p6x

r(p)−ℜe h(p)
p

6
1
2b ln(1/ε),
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✶✳✺✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✻✶

∑

xε<p6y

{r(p)−ℜe h(p)}h ln p
p

≪ εε1h ln y (xε < y 6 x),

∑

p6y

{r(p)− ̺} ln p
p

≪ ε ln y (xε < y 6 x),

♦ù ε1 ∈]0; 23b]✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r x > 2✱ r ∈ M (x;A,B)✱

M(x;h) =
❡−γx

Γ(̺) lnx




∏

p

∑

pν6x

h(pν)

pν
+O

(
εδ ❡Z(x;h)

)


 ,

♦ù γ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❊✉❧❡r✲▼❛s❝❤❡r♦♥✐ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

δ := whε1, M(x;h) :=
∑

n6x

h(n) ❡t Z(x;h) =
∑

p6x

h(p)

p
.

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h = gτ ( · ;R) ❛✈❡❝ r ≡ 1✱ b = 1/2✱ A = ̺ = 1
❡t

B =
∑

p

(2p− 1) ln p

p(p− 1)2
,

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ p = π✱ β = h = 1 ❡t ε1 = 1/3✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ εx ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♣♦✉r |τ | 6 T

Ux(τ ;R) :=
∑

p6x

1− cos (τfR(p))

p
6

1
4 ln(1/εx),

Vx(τ ;R) :=
∑

xεx<p6y

{1− cos (τfR(p))} ln p
p

≪ ε1/3x ln y (xεx < y 6 x).

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ εx ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✸✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t |τ | 6 T ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Ux(τ ;R) =
∑

p6R

1− cos (τf(p))

p
+

∑

R<p6x
|f(p)|61

1− cos (τf(p))

p

6 2 ln2R+O(1) +
T 2 η(R)

2
✭✶✳✸✵✮

6
ln(1/εx)

4
,

♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✷✮✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r Vx(τ ;R)✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s xεx > R✱ ♣✉✐sq✉❡

xεx > exp
(√

lnx
)
> exp

(
(lnx)1/16

)
> exp

(
ε−1/8x

)
> R,

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✷✮✳
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✻✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r |τ | 6 T ❡t xεx < y 6 x✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✭✶✳✶✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Vx(τ ;R) 6 τ2
∑

xεx<p6y
|f(p)|61

f(p)2 ln y

p
6 T 2 η (xεx) ln y ≪ ε1/3x ln y .✭✶✳✸✶✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✹ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ eiτfR ✱ ♣♦✉r |τ | 6 T ❡t ❞❛♥s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✷✮ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r x > 2✱

ϕx(τ ;R) =
❡−γ

lnx




∏

p

∑

pν6x

eiτfR(pν)

pν
+O

(
εδ ❡Z(x ; e

iτfR )
)


 .

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

❡Z(x ; e
iτfR ) ≪ exp


∑

p6x

cos (τfR(p))

p


 6 exp (ln2 x+O(1))

≪ lnx.

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✶ ♣♦✉r t♦✉t p > x
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼❡rt❡♥s ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

ϕx(τ ;R) =
❡−γ

lnx

∏

p6x

∑

pν6x

eiτfR(pν)

pν
+O

(
ε1/6x

)

=


∏

p6x

(
1− 1

p

) ∑

pν6x

eiτfR(pν)

pν



(
1 +O

(
1

lnx

))
+O

(
ε1/6x

)

=
∏

p6x

(
1− 1

p

) ∑

pν6x

eiτfR(pν)

pν
+O

(
ε1/6x

)
,

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✐♠♠é❞✐❛t❡s

1

lnx
6

1

(lnx)1/12
≪ ε1/6x .

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✺✳ ❙♦✐t (un)n>1 ❡t (vn)n>1 ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳
P♦✉r t♦✉t N ∈ N∗✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

∣∣∣∣∣

N∏

n=1

un −
N∏

n=1

vn

∣∣∣∣∣ 6
N∑

n=1

|un − vn| .
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✶✳✺✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✻✸

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
∣∣∣∣∣∣

∏

p6x

(
1− 1

p

) ∑

pν6x

❡i τ fR(pν)

pν
−
∏

p6x

(
1− 1

p

)∑

ν>0

❡i τ fR(pν)

pν

∣∣∣∣∣∣
6

∑

p6x

(
1− 1

p

) ∣∣∣∣∣
∑

pν>x

❡i τ fR(pν)

pν

∣∣∣∣∣

≪
∑

p6x

p−⌊lnx/ ln p⌋−1

≪ π(
√
x)

x
+
∑

p>
√
x

p−2

≪ 1√
x lnx

≪ ε1/6x ,

♦ù ⌊ · ⌋ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❡t ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ⌊y⌋ > y − 1 ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t y ∈ R✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϕx(τ ;R) =
∏

p6x

(
1− 1

p

)∑

ν>0

eiτfR(pν)

pν
+O

(
ε1/6x

)
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ 1 + z = exp
(
z +O

(
z2
))

♣♦✉r |z| 6 1/2✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∏

p>x

(
1− 1

p

)∑

ν>0

❡iτfR(pν)

pν
=

∏

p>x

(
1− 1

p

)(
1 +

❡iτfR(p)

p
+O

(
1

p2

))

=
∏

p>x

(
1 +

❡iτfR(p) − 1

p
+O

(
1

p2

))

= exp

(
∑

p>x

(
❡iτfR(p) − 1

p
+O

(
1

p2

)))

= exp

(
iτ
∑

p>x

fR(p)

p
+O

(
τ2
∑

p>x

fR(p)
2

p
+
∑

p>x

1

p2

))

= exp

(
O

(
|τ | η(x) + τ2 η(x) +

1

x lnx

))

= 1 +O

(
η(x) |τ | (1 + |τ |) + 1

x lnx

)
.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r |τ | 6 T

ϕx(τ ;R) = ϕ(τ ;R)

(
1 +O

(
η(x)T 2 +

1

x lnx

))
+O

(
ε1/6x

)
.

●râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✶✷✮ ❡t à ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ η✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

η(x)T 2
6

η(x)

η(xεx)
ε1/3x ≪ ε1/6x
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✻✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r |τ | 6 T

ϕx(τ ;R) = ϕ(τ ;R) +O
(
ε1/6x

)
.✭✶✳✸✷✮

◆♦✉s s♦♠♠❡s à ♣rés❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥

‖FN ( · ;R)− F ( · ;R)‖∞ ≪ QFR

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕx(τ ;R)− ϕ(τ ;R)

τ

∣∣∣∣ ❞τ (T > 1),

♦ù QFR
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à F ( · ;R)✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✶✳✷✸✮✱ ✐❧ s✉✐t✱ ♣♦✉r

T > 1

‖FN − F‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕx(τ ;R)− ϕ(τ ;R)

τ

∣∣∣∣ ❞τ + η(R),

❝❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ R ❡t h > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

|F (z + h;R)− F (z;R)| 6 |F (z + h)− F (z)|+ |F (z + h;R)− F (z + h)|+ |F (z;R)− F (z)|

6 |F (z + h)− F (z)|+ 2 η(R).

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ❞✐s♦♥s I✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ u ∈]0, 1[ ❡t ❡♠♣❧♦②♦♥s
✭✶✳✷✾✮ ♣♦✉r |τ | 6 u✱ ♣✉✐s ✭✶✳✸✷✮ ♣♦✉r u < |τ | 6 T ✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

I ≪ uBf (R)
√

ln2R+ u2Bf (R)
2 ln2R+ ε1/6x ln (T/u) .

P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧

u =
ε
1/6
x

Bf (R)
√
ln2R

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

I ≪ ε1/6x ln

(
T Bf (R)

εx

)
,

❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ln2R≪ ln (1/εx)✱ ❣râ❝❡ à ✭✶✳✶✷✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ln3R≪ ln (1/εx)✳

✶✳✺✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ✭♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
f(pν) = f(p) ♣♦✉r t♦✉t ν > 1✮✳

✶✳✺✳✷✳✶ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡ f ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f(p) =
1

(ln p)α
(α > 1).

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s
sér✐❡s ∑

p

1

p (ln p)α
❡t

∑

p

1

p (ln p)2α
.
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✶✳✺✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✻✺

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✹✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ✐❧
❞é❝♦✉❧❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑♦✉❦♦✉❧♦♣♦✉❧♦s ❬✸✶❪ ♣ré❝✐s❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛ ❇r❡tè❝❤❡ ❡t ❚❡♥❡♥❜❛✉♠
❬✻❪ q✉❡ Q(ε) ≍ ε1/α(0 < ε 6 1/3)✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r s♦♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s

∑

p>z
|f(p)|61

f(p)

p
=
∑

p>z

1

p (ln p)α
≍ 1

(ln z)α
(z → ∞)

❡t ∑

pν>z

min
(
1, f(pν)2

)

pν
=
∑

pν>z

1

pν (ln p)2α
≪ 1

(ln z)2α
(z → ∞).

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

C(t) :=
∑

pν6t

1 ≪ (ln t)
∑

p6t

1

ln p
≪ t

ln t
(t→ ∞),

q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

S(t) :=
∑

pν6 t

1

(ln p)2α
=

∫ t

2−

dC(u)

(lnu)2α
≪ t

(ln t)2α+1
+

∫ t

2

du

(lnu)2α+2
≪ t

(ln t)2α+1
(t→ ∞),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

∑

pν>z

1

pν (ln p)2α
=

∫ ∞

z

dS(t)

t
≪ 1

(ln z)2α+1
+

∫ ∞

z

dt

t (ln t)2α+1
≪ 1

(ln z)2α
(z → ∞).

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡

η(z) ≍ 1

(ln z)α
.

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s

Bf (R)
2 = 2 +

∑

pν6R

1

pν (ln p)2α
≍ 1.

❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r 3 6 R 6 x ❡t T > 1 ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✳✷✶✮✱ ♥♦✉s
❛②♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪ 1

T 1/α
+ ε1/6x ln

(
T

εx

)
+

1

(lnR)α
.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t εx ≍ 1/
√
lnx✱ ❧❡s ❝❤♦✐① R = exp

(
c0(lnx)

1/16
)
✱ ♦ù c0 > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡ ❡t

T = (lnx)α/32 ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✶✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

‖F − FN‖∞ ≪ 1

(lnx)1/32
.

✶✳✺✳✷✳✷ ❙❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡

■❧ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✶✳✷✷✮ s♦✐t ❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❧♦rsq✉❡ f(p) ❡st à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❡t ré❣✉❧✐èr❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡ f ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f(p) =
1

pα
(α > 0).
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✻✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❆❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s
sér✐❡s ∑

p

1

pα+1
❡t

∑

p

1

p2α+1
.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✹✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Q(1/T ) ≍ 1/(lnT ) ♣♦✉r t♦✉t
T > 3 ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸ ❞❡ ❬✻❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣❛r s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❜❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r z t❡♥❞❛♥t ✈❡rs

❧✬✐♥✜♥✐
∑

p>z
|f(p)|61

f(p)

p
=
∑

p>z

1

pα+1
≪ 1

zα ln z
❡t

∑

pν>z

min
(
1, f(pν)2

)

pν
=
∑

pν>z

1

pν+2α
≪ ln z

z
.

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
∑

pν6t

1

p2α
≪ (ln t)

∑

p6t

1

p2α ln p
≪ ln t (t→ ∞),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ∑

pν>z

1

pν+2α
≪ ln z

z
+

∫ ∞

z

lnu

u2
du≪ ln z

z
(z → ∞).

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡

η(z) ≍ ln z

z
.

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s

Bf (R)
2 = 2 +

∑

pν6R

1

p2α+ν
≍ 1.

❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r 3 6 R 6 x ❡t T > 1 ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✳✶✷✮✱ ♥♦✉s

❛②♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪ 1

lnT
+ ε1/6x ln

(
T

εx

)
+

lnR

R
.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t R = exp
(
c1(lnx)

1/16
)
✱ ♦ù c1 > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪ 1

lnT
+ ε1/6x ln

(
T

εx

)
+

(lnx)1/16

exp
(
c1(lnx)1/16

) .

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs
1

lnT
= ε1/6x lnT ⇐⇒ lnT = ε−1/12x

❡t ❞♦♥❝✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✷✶✮✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛❧ ❡st lnT ≍ ε
−1/12
x ❡t εx ≍ 1/

√
lnx✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

❛✉ ✜♥❛❧

‖F − FN‖∞ ≪ 1

(lnx)1/24
,

❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪ ln2 x

(lnx) ln3 x
,

❛ été ét❛❜❧✐❡ ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✺ ❞❡ ❬✻❪✳
❈❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ tr♦✉✈❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ✭✶✳✸✵✮ ❡t ✭✶✳✸✶✮✱

q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s f(p) ✿ ❧♦rsq✉❡ f(p) ❞é✲
❝r♦ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉é❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✲❛❞✐q✉❡ ✶

❉❛♥s ✉♥ s❡♥s ✐♥❢♦r♠❡❧ ❡t ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐❣✐t❛❧❡s ✭❞✐❣✐t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ q✉✐ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❞✐❣✐t❛❧❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐❣✐t❛❧❡ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
q✲❛❞✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♠♠❡ ❞❡s
❝❤✐✛r❡s sq ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

sq

(
K∑

k=0

ak q
k

)
=

K∑

k=0

ak,

q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ q✱ ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪ ❛ ♣r♦✉✈é ✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡
❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸✮ ✿ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡
❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s✳

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ t②♣❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ✷

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❇❡❧❧♠❛♥ ❡t ❙❤❛♣✐r♦ ❬✹❪ ❡t
●❡❧❢♦♥❞ ❬✷✷❪✳ ❙✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r A ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : N → A ❡st ❞✐t❡ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡
✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r t♦✉s n, k ∈ N ❡t 0 6 ℓ < qk

f(qkn+ ℓ) = f(qkn) + f(ℓ).

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r K > 0

f

(
K∑

k=0

akq
k

)
=

K∑

k=0

f
(
akq

k
)
.

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ❡st ❛✐♥s✐ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f(0) = 0 ❡t ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
f(aqk)✱ ♦ù a ∈ {1, . . . , q − 1}✱ k ∈ N✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❥♦✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s ✈✉❡s ❞❛♥s
❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳

✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺❪ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▼✳ ❉r♠♦t❛✳
✷✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t r❡♠❛rq✉❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ❬✶✸❪✳

✻✼
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✻✽ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ✿ s✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r A ✉♥
♠♦♥♦ï❞❡ ✭♥♦té ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t✮✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : N → A ❡st ❞✐t❡ q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r
t♦✉s n, k ∈ N ❡t 0 6 ℓ < qk

g(qkn+ ℓ) = g(qkn) g(ℓ).

■❧ s✉✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

g

(
K∑

k=0

akq
k

)
=

K∏

k=0

g
(
akq

k
)
,

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ g ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ g(0) = 1
❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs g(aqk)✱ ♦ù a ∈ {1, . . . , q − 1}✱ k ∈ N✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r é♥♦♥❝é ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭♣r♦✉✈é ♣❛r
❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪✮ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ✐❞é❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s
♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭♥♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❧✐és
❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡
✶✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ✭❉❡❧❛♥❣❡✱ ✶✾✼✷✮✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ F s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s

∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj),
∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj)2✭✷✳✶✮

❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

❝♦♥✈❡r❣❡♥t

ϕ(τ) =
∏

j>0

1

q


 ∑

06d<q

eiτf(dq
j)


 (τ ∈ R).✭✷✳✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t q✲❛❞❞✐t✐✈❡s ✭✐✳❡✳ t❡❧❧❡s q✉❡
f(dqj) = f(d) ♣♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs 0 6 d < q ❡t j > 0✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sq ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲❛❞❞✐t✐✈❡s ré❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡

(
f(dqj)

)
j
♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✈❡rs 0 ♥❡

♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✭❝❢✳ ❬✶✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✾❪✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲é✈② ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✷✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t τ ∈ R ✜①é✱

lim
N→∞

1

N

∑

n<N

eiτf(n) = ϕ(τ).✭✷✳✸✮

❈♦♠♠❡ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té

ϕqL(τ) :=
1

qL

∑

n<qL

eiτf(n) =
∏

06j<L


1

q

∑

06d<q

eiτf(dq
j)


 ,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✐t êtr❡

ϕ(t) =
∏

j>0


1

q

∑

06d<q

eiτf(dq
j)


 .
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✷✳✶✳ ❉➱❋■◆■❚■❖◆❙ ❊❚ ➱◆❖◆❈➱ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉✬❊❘❉➂❙✲❲■◆❚◆❊❘ ✻✾

◆♦✉s ♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

✭✷✳✹✮ mj,q :=
1

q

∑

16d<q

f(dqj) ❡t σ2j,q :=
1

q

∑

16d<q

f(dqj)2.

●râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣(iu) = 1 + iu+O(u2) ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ u✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

log


1

q

∑

06d<q

eiτf(dq
j)


 = log

(
1 + iτmj,q +O

(
τ2σ2j,q

))

= iτmj,q +O
(
τ2
(
m2
j,q + σ2j,q

))

= i τmj,q +O
(
τ2 σ2j,q

)
,

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♠✐s m2
j,q ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té m2

j,q 6 σ2j,q ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j > 0 ✭❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✉♣♣♦sé ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ j ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✭❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞❡ τ✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣♦s❡r ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ log ✭q✉✐ ❡st ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡
❝♦♠♣❧❡①❡✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✷✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡ (ϕqL)L ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R ✭✐✳❡✳
♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✮ ❡t ❞♦♥❝ s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ϕ✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ϕqL(t) → ϕ(t)
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 1.3 ❞❡ ❬✹✶❪✱ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❝❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ϕ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ 6 ❞❡ ❬✶✷❪ ✿ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ré❛❧✐té ϕ(τ) = 1 +O (|τ |)✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ✿ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲é✈②✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 ✈ér✐✜❛♥t ✭✷✳✸✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ T > 0 t❡❧ q✉❡ |ϕ(τ)| > 1/2
♣♦✉r t♦✉t |τ | 6 T ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 1 − cos(x) = 2 sin2(x/2) > 8 ‖x/(2π)‖2 ✭♦ù ‖ . ‖ ❞és✐❣♥❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∣∣∣∣∣∣

∑

06d<q

eiτf(dq
j)

∣∣∣∣∣∣

2

=
∑

06k,ℓ<q

cos
(
τ
(
f(kqj)− f(ℓqj)

))

6 q2 − 2
∑

16d<q

(
1− cos

(
τf(dqj)

))

6 q2 − 16
∑

16d<q

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

❡t ❞♦♥❝ ∣∣∣∣∣∣
1

q

∑

06d<q

eiτf(dq
j)

∣∣∣∣∣∣
6 exp


− 8

q2

∑

16d<q

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

 ,

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ln(1 + x) 6 x ✭♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ x > −1✮✳
P♦✉r t♦✉t |τ | 6 T ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

✭✷✳✺✮
1

2
6 |ϕ(τ)| =

∏

j>0

1

q

∣∣∣∣∣∣

∑

06d<q

eiτf(dq
j)

∣∣∣∣∣∣
6 exp


− 8

q2

∑

j>0

∑

16d<q

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

 .

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

✭✷✳✻✮
∑

j>0

∑

16d<q

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

≪ 1 (|τ | 6 T )
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✼✵ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐t❡
(∥∥τf(dqj)/(2π)

∥∥)
j>0

✭1 6 d < q✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ♣♦✉r t♦✉t |τ | 6 T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛

✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡
(
f(dqj)

)
j>0

t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ✸ ❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ s✉✐t❡
(
f(dqj)

)
j>0

❡st

❜♦r♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ré❡❧ 0 < |τ0| 6 T t❡❧ q✉❡
∣∣τ0f(dqj)

∣∣ 6 π ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs
1 6 d < q ❡t j > 0✳ ●râ❝❡ à ✭✷✳✻✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

∑

16d<q

(
τ0 f(dq

j)

2π

)2

❡st ❜♦r♥é❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ P✉✐sq✉❡ τ0 > 0✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj)2.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡
(
ϕqL

)
L
❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ϕ ❡t ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

mj,q =
1

q

∑

j>0

∑

16d<q

f(dqj)

❝♦♥✈❡r❣❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❈♦♠♠❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❡ ✸ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❡t ♣r♦✉✈❡r
❧❡ rés✉❧t❛t ♠❛♥q✉❛♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸ ✭❚❡♥❡♥❜❛✉♠✮✳ ❙♦✐❡♥t η > 0 ❡t (an)n ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
τ ∈ (0, η]✱ ♦♥ ❛✐t

‖ τ an‖ → 0

♦ù ‖ · ‖ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❆❧♦rs an → 0✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ Q✱ ❝❛r an = n! ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ‖τ an‖ → 0 ✭♣♦✉r τ ∈ (0, η]✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
fn(τ) := 1 − cos(2πτ an) ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs 0 s✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
▲❡❜❡s❣✉❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

1

η

∫ η

0
fn(τ) dτ = 1− sin(2πη an)

2πη an
−→
n→∞

0,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ an → 0✱ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❡t ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸✮✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ré♣♦♥❞ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❉❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r J > 0 t❡❧ q✉❡ f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s j > J ✱ 0 6 d < q✳

✸✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣r♦✉✈é ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸ é♥♦♥❝é ❛♣rès ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳
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✷✳✷✳ ❈❆❙ ❉■❙❈❘❊❚ ✼✶

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✶ ✭r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❏❡ss❡♥ ❡t ❲✐♥t♥❡r ❬✷✽❪ ❡t ❞❡ ▲é✈② ❬✸✻❪✮ ❡t s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❞❡ ❬✸❪✱ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❝❢✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐

∗
j>0

Fj

♦ù Fj ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Fj(z) =
1

q

∑

06d<q
f(dqj)6z

1 (z ∈ R).

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✶✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞✐s❝rèt❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

✭✷✳✼✮ ∀j > 0, sj 6= 0 et
∑

j>0

(1− sj) <∞.

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r J > 0 t❡❧ q✉❡ f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s j > J ✱ 0 6 d < q✱ ❛❧♦rs sj = 1
♣♦✉r t♦✉t j > J ❡t ✭✷✳✼✮ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✷✳✼✮ ❡st ✈r❛✐❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (sj) ✈❡rs 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ J t❡❧ q✉❡ 1 − sj 6 1/(2q) ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j > J ✳
P✉✐sq✉❡ sj ∈ {0, 1/q, . . . , 1 − 1/q, 1}✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s sj = 1 (j > J)✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s é❣❛❧✐tés
sj = Fj(0)−Fj(0

−) = 1 ❡t ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ Fj ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j > J
s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❛✉ts ❡♥ 0 ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ f(0) = 0✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ f(dqj) = 0 ♣♦✉r
t♦✉s j > J ✱ 0 6 d < q✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡

v(n) =
∑

j>0

ej(n)

qj+1
(n ∈ N)

❞é✜♥✐t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t ✭❝❢✳ ❬✶✹❪ ❡t ❬✸✹❪✮ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1] ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t
s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✮✳

●râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❡♥
sé♣❛r❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳

✷✳✷ ❈❛s ❞✐s❝r❡t

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r
❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t J ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧
✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ f ❡st ❛❧♦rs qJ ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭♦♣t✐♠❛❧❡✮

‖FN − F‖∞ ≪ 1

N
.
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✼✷ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❈❡ rés✉❧t❛t ♣r♦✈✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❆❧♦rs g ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡t s✐ ♦♥
❞és✐❣♥❡ ♣❛r F s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭♦♣t✐♠❛❧❡✮

‖F − FN‖∞ ≪ T

N
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s N = TdN + rN ❛✈❡❝ 0 6 rN < T ✱ ✐❧ s✉✐t ♣❛r ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ f

NFN (z) = TdNFT (z) + rNFrN (z).✭✷✳✽✮

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ z

FN (z) =
(
1− rN

N

)
FT (z) +

rN
N
FrN (z) = FT (z) +O

(
T

N

)
.

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ N ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♦ù F = FT ❡t q✉✬♦♥ ❛

‖FN − F‖∞ ≪ T

N
.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù✱ s✐ rN = 0✱ ❛❧♦rs
F = FN ❡t s✐ rN 6= 0✱ ❛❧♦rs ‖FrN − FT ‖∞ > 0 ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✽✮ ✐♠♣❧✐q✉❡

‖FN − F‖∞ ≫ 1

N
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝❛s ♥❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ q✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r J ∈ N t❡❧ q✉❡ f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉t j > J ❡t ♣♦✉r d ∈ {1, . . . , q − 1}✳ ❈❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ f ❡st qJ ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✷✳✸ ❈❛s ❝♦♥t✐♥✉

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ f(dqj) 6= 0 ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢♦✐s✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s LN :=
lnN/ ln q ✭N ∈ N∗) ❡t

ε1,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

f(dqj) , ε∗1,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

|f(dqj)| ❡t ε2,N :=
∑

j>LN

∑

16d<q

f(dqj)2.

P✉✐sq✉❡ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱ ❧❡s r❡st❡s ε1,N ❡t ε2,N t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✱ ♠❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧
ε∗1,N = ∞✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ QF ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉s τ ∈ R ❡t T > 1 ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ré❡❧ hT := ln (T lnT ) / ln q✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
s♦♠♠❡s

ηN (T ) :=
∑

LN−h<j6LN

∑

16d<q

∣∣f(dqj)
∣∣ et ψN (τ) :=

8

q2

∑

j6LN

∑

16d<q

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

♦ù ‖ · ‖ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
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✷✳✸✳ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✼✸

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✷✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡
❧✬♦♥ ❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < q)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
ré❡❧ T > 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♦♥ ❛

✭✷✳✾✮ ‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T ηN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, |ε1,N |+ τ ε2,N

)
e−ψN (τ) dτ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ |ε1,N | + τ ε2,N

♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ε∗1,N ✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✷✳✾✳ ✭✐✮ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ r❡st❡ ε∗1,N ♥❡ t❡♥❞ ♣❛s ✈❡rs 0 ✭✐✳❡✳ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛❜s♦❧✉❡✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r T = TN t❡♥❞❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ t❡❧ q✉❡
ηN (TN ) → 0 ✭❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ✭✷✳✾✮✮✳ P♦✉r s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
❞❡✉① ❢♦✐s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ à ❧❛ s♦♠♠❡ ηN ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN

ηN (T ) ≪q

√
hT

∑

j>LN−hT

∑

16d<q

f(dqj)2 ≪q

√
lnT

∑

j>LN−hT

∑

16d<q

f(dqj)2.

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r T = TN t❡♥❞❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ t❡❧ q✉❡
ηN (TN ) → 0✳

✭✐✐✮ ▲❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✷✳✾✮ ❡st ≫ 1/T ✳

✭✐✐✐✮ ❉❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t

ψN (τ) >
2 τ2

π2q2

∑

(d,j)∈S(τ), j6LN

f(dqj)2

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé S(τ) :=
{
(d, j) ∈ {1, . . . , q − 1} × N : |f(dqj)| 6 π/|τ |

}
✭τ > 0✮✳ ❈❡tt❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❡st

♣❧✉s ♠❛♥✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ f(2j) = γj✱
♦ù 0 < γ < 1✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡rt❛✐♥s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f(dqj) = j−α ♦ù α > 1 ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✮✳

❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞❡ QF ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ F ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

✭✷✳✶✵✮ QF

(
1

T

)
≪ 1

T

∫ T

0
e−ψN (τ) dτ ≪ 1

T

∫ T

0
exp


− 2 τ2

π2 q2

∑

(d,j)∈S(τ), j6LN

f(dqj)2


 dτ (T > 0).

❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❡t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ ✭✷✳✺✮✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡t q✉✐ ré❢èr❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛✉①
❞❡✉① sér✐❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳
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✼✹ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✶✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✷✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡
❧✬♦♥ ❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < q)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
ré❡❧ T > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♦♥ ❛

✭✷✳✶✶✮ ‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T ηN (T ) + T |ε1,N |+ T 2 ε2,N ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱
❛❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r T ε∗1,N ✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

✭✷✳✶✷✮ ‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T |ε1,N |+ T

√
ε2,N (T ) lnT ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣❛r 1 ❡t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛r |ε1,N |+ τ ε2,N ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✷✳✶✶✮✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ T 2 ε2,N ≪
T
√
ε2,N 6 T

√
h
√
ε2,N (T )✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✭✷✳✶✷✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ F
♣❛r FN ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ T > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+

∫ T

−T

∣∣∣∣
ϕN (τ)− ϕ(τ)

τ

∣∣∣∣ ❞τ,✭✷✳✶✸✮

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐

ϕN (τ) :=
1

N

∑

n<N

gτ (n).

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

ϕqk(τ) =
∏

06j<k

1

q


1 +

∑

16d<q

gτ (dq
j)


 (k > 0).

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ϕN (τ) = 1 + O(τ) ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t q✉❛♥❞ N → ∞✮ ❡t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ à ❧❛ ♣❛❣❡✻✾✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

Mq(N) :=
∑

06j6lnN/ ln q

mj,q, D2
q(N) :=

∑

06j6lnN/ ln q

(
σ2j,q −m2

j,q

)
.

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❣é♥ér❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✷ ❞❡ ❬✶✸❪✮✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ■■■✳✸✳✶ ❞❡ ❬✹✹❪✮ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉
❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ tr❛✐té ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✷✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

1

N

∑

n<N

(f(n)−Mq(N))2 6 2D2
q(N).

https://www.tuwien.at/bibliothek
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✷✳✸✳ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✼✺

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r q✉❡ ϕN (τ) = 1 + O(τ) ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t q✉❛♥❞ N → ∞✮✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ s❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡iy = 1 + O(|y|)(y ∈ R)✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲
❙❝❤✇❛r③ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϕN (τ)− 1 ≪ |τ |
N

∑

n<N

|f(n)|

≪ |τ |
(

1

N

∑

n<N

|f(n)−Mq(N)|+ |Mq(N)|
)

≪ |τ |


 1√

N

(
∑

n<N

(f(n)−Mq(N))2
)1/2

+ |Mq(N)|




≪ |τ | (|Dq (N)|+ |Mq (N)|)
≪ |τ |,

♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡
(Dq (N))N ❡t (Mq(N))N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ N ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❛✉ss✐ ϕ(τ) =
1 +O(τ)✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R

∣∣∣∣
ϕN (τ)− ϕ(τ)

τ

∣∣∣∣≪ 1.✭✷✳✶✹✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ |τ |✳
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ϕN (τ) − ϕ(τ) ❧♦rsq✉❡ |τ | ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

|ϕN (τ)− ϕ(τ)| 6
∣∣∣ϕN (τ)− ϕqLN+1(τ)

∣∣∣+
∣∣∣ϕqLN+1(τ)− ϕ(τ)

∣∣∣ .✭✷✳✶✺✮

♦ù LN := ⌊lnN/ ln q⌋ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✲❛❞✐q✉❡ ❞❡ N ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ L := LN ❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ g t❡❧❧❡ q✉❡ |g(n)| 6 1 (n > 0) ❡t ♣♦✉r t♦✉t
h > 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r N > qh

∣∣∣∣∣∣
1

N

∑

n<N

g(n) −
∏

j6LN

1

q


1 +

∑

16d<q

g(dqj)



∣∣∣∣∣∣
6

2

qh−1
+ 2

√
2

∑

LN−h<j6LN
max

16d6q−1

√
1−Re g(dqj) .

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ q✉❛s✐♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❞❡ ❬✶✷❪✱
❛✣r♠❛♥t
∣∣∣∣∣∣
1

N

∑

n<N

g(n)−
∏

j6LN

1

q


1 +

∑

16d<q

g(dqj)



∣∣∣∣∣∣
6

2

qh−1
+ 2


2h

∑

LN−h<j6LN
max

16d6q−1

(
1−Re g(dqj)

)



1/2

♠❛✐s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✸ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❛✈❡❝ g = gτ ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
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✼✻ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✹✳ P♦✉r t♦✉t h > 1✱ ♦♥ ❛

∣∣∣ϕN (τ)− ϕqLN+1(τ)
∣∣∣ 6 2

qh−1
+ 2

√
2

∑

LN−h<j6LN
max

16d6q−1

√
1− cos (τf (dqj)) .

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 1− cosϑ 6 ϑ2/2 (ϑ ∈ R)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉s h > 1 ❡t N > 2h

∣∣∣ϕN (τ)− ϕqLN+1(τ)
∣∣∣ ≪ 1

qh
+ |τ | ηN (T ).✭✷✳✶✻✮

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✷✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
∣∣∣ϕqLN+1(τ)

∣∣∣ 6 e−ψN (τ),✭✷✳✶✼✮

q✉✐ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ ✭✷✳✺✮ ❡t ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
∣∣∣ϕqLN+1(τ)− ϕ(τ)

∣∣∣
|τ | 6

∣∣∣1− ϕ(τ)/ϕqLN+1(τ)
∣∣∣

|τ | e−ψN (τ).

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
∣∣1− ϕ(τ)/ϕqL+1(τ)

∣∣✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡

∣∣1− ϕ(τ)/ϕqL+1(τ)
∣∣ 6 2✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐

∣∣1− ϕ(τ)/ϕqL+1(τ)
∣∣ = O(τ)(τ → 0)✱

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ∣∣1− ϕ(τ)/ϕqL+1(τ)
∣∣

|τ | ≪ 1

1 + |τ | .

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t t♦✉t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡
∣∣∣ϕqLN+1(τ)− ϕ(τ)

∣∣∣
|τ | ≪ e−ψN (τ)

1 + |τ | .✭✷✳✶✽✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ é✈❛❧✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ϕqL+1(τ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t
✐♥✜♥✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∗✱ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✮ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❡t ❡♥
r❡♣♦rt❛♥t ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s eiu = 1 + iu + O(u2) ❛✈❡❝ u ∈ R ❡t 1 + z = exp

(
z +O(z2)

)
♣♦✉r |z| 6 1/2✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϕ(τ)

ϕqL+1(τ)
=

∏

j>L

1

q

∑

06d<q

gτ (dq
j)

=
∏

j>L

(
1 + iτmj,q +O

(
τ2σ2j,q

))

= exp

(
iτ ε1,N
q

+Oq
(
τ2ε2,N

))

= exp
(
Oq
(
|τ ε1,N |+ τ2ε2,N

))
(τ ∈ R).

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♠❛❥♦ré ❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t
|τ | 6 T

∣∣∣∣
ϕ(τ)

ϕqL+1(τ)
− 1

∣∣∣∣≪q |τ ε1,N |+ τ2 ε2,N .✭✷✳✶✾✮
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✷✳✹✳ ❊❳■❙❚❊◆❈❊ ❉❊ ❉❊◆❙■❚➱ ❊❚ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ❋❖◆❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖◆❈❊◆❚❘❆❚■❖◆✼✼

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✷✳✶✼✮✱ ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t
∣∣ϕqL+1(τ)− ϕ(τ)

∣∣
|τ | ≪q min

(
1

1 + |τ | , |ε1,N |+ |τ | ε2,N
)
e−ψN (τ).✭✷✳✷✵✮

❊♥ r❡♣♦rt❛♥t ✭✷✳✶✻✮ ❡t ✭✷✳✷✵✮ ❞❛♥s ✭✷✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r t♦✉t τ 6= 0

✭✷✳✷✶✮
|ϕN (τ)− ϕ(τ)|

|τ | ≪q
1

|τ | qh + ηN (T ) + min

(
1

1 + |τ | , |ε1,N |+ |τ | ε2,N
)
e−ψN (τ).

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛❥♦r❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮✱ ♥♦té❡ I✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
u ∈]0, 1[ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✹✮ ♣♦✉r |τ | 6 u✱ ♣✉✐s ✭✷✳✷✶✮ ♣♦✉r u < |τ | 6 T ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉s h > 1
❡t N > qh

I ≪q u+
lnT

qh
+ T ηN (T ) +

∫ T

u
min

(
1

1 + τ
, |ε1,N |+ τ ε2,N

)
e−ψN (τ) dτ.

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t u = 1/T ❡t h = ln (T lnT ) / ln q✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ lnT/qh≪1/T ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡
rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❤♦r♠✐s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s✱ ♣♦✉r 0 < |τ | 6 T ✱

∣∣∣∣
ϕ(τ)

ϕqL+1(τ)
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∏

j>L

1

q


1 +

∑

16d<q

gτ (dq
j)


 − 1

∣∣∣∣∣∣

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
∣∣eiu − 1

∣∣ 6 |u|(u ∈ R) ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✷✺✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥

∣∣∣∣∣∣

∏

j>L

1

q


1 +

∑

16d<q

gτ (dq
j)


 − 1

∣∣∣∣∣∣
6

1

q

∑

j>L

∑

06d<q

∣∣exp(iτf(dqj))− 1
∣∣ ≪q |τ | ε∗1,N .

✷✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❧♦✐ ❝♦♥t✐♥✉❡
s♦✐t ♣✉r❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡♠❜❧❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ❛✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛
♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(2j) = γj ✭0 < γ < 1 ✜①é✮✱ ét✉❞✐é❡
à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ F ❡t ϕ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺✳ ❙✐ ϕ ∈ L1 (R)✱ ❛❧♦rs F ❡st ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ F ′ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

F ′(z) =
1

2π

∫

R
e−itz ϕ(τ) ❞t.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à L1 (R)✱ ❛❧♦rs
♥♦✉s s❛✉r♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡✱ q✉✐
♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❡t q✉✐ ❡st é♥♦♥❝é ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ✷✺✽ ❞❡ ❬✹✹❪✱ rés♦❧✉ ❞❛♥s ❬✹✼❪✳
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✼✽ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✻✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ϕ✳ ❙✐ ϕ ∈ L2 (R)✱ ❛❧♦rs
F ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ❧♦rsq✉❡ F ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡✱ ✐✳❡✳ q✉❡
❧❛ ♥♦r♠❡ ‖F ′‖∞ ❡st ♠❛❥♦ré❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬♦r❞r❡ ❡①❛❝t❡ QF (h) ≍ h ✭h→ 0+✮✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ QF ♥✬❡st ♣❧✉s s✐ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❡st✐♠❡r
QF ✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳

✷✳✺ ❊①❡♠♣❧❡s

✷✳✺✳✶ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s très ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲
❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é❝r♦ît très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs 0✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t q > 2 ❡t (v(n))n ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t✱
❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r v(dqj) = dq−j−1✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❡t ♣✉✐sq✉❡ v(dqj) = dq−(j+1)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R

1

qJ+1

∑

06n<qJ+1

eiτv(n) =
1

qJ+1

∏

06j6J

∑

06d<q

eiτd/q
j+1

=
1

qJ+1

∑

06m<qJ+1

eiτm/q
J+1

=
eiτ − 1

qJ+1
(
eiτ/qJ+1 − 1

)

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ é❣❛❧✐té✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝

ϕ(τ) = lim
J→∞

1

qJ+1

∑

06n<qJ+1

eiτv(n) =
eiτ − 1

iτ
.

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ F ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ϕ ∈ ▲2 (R)
❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✻✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1] ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥
❞❡r ❈♦r♣✉t✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞✐s❝ré♣❛♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✭❝❢✳ ❬✸✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺❪✮

✭✷✳✷✷✮ |FN (z)− z| 6 ln(N + 1)

N ln 2
(0 6 z 6 1),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s FN t❡♥❞ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ z 7→ z s✉r
[0, 1]✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1] ✭♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t FN (z) = 0
s✐ z < 0 ❡t FN (z) = 1 s✐ z > 1✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té QF (h) = min(h, 1) ♣♦✉r t♦✉t h > 0✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡✳ P✉✐sq✉❡ (v(n))n ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s QF (1/T ) = 1/T ♣♦✉r T > 1✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱
♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

ε∗1,N =
∑

j>LN

∑

16d<q

d

qj+1
≍
∑

j>LN

1

qj
≍ q−LN ≍ 1

N
;

ηN (T ) ≍
∑

LN−h<j6LN

1

qj
≍ qh−LN ≍ qh

N
.
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✼✾

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s qh ≍q T lnT ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ h✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1
❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 1 t❡❧s q✉❡ hT 6 LN

‖F − FN‖∞ ≪ 1

T
+
T qh

N
+
T

N
≍ 1

T
+
T 2 lnT

N
.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ T = N1/3✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪ lnN

N1/3
.

✷✳✺✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é❝r♦ît ♣❛s tr♦♣ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs 0✳ ❙♦✐❡♥t q > 2 ❡t f
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(d) = 0 ❡t f(dqj) := j−α ✭α > 1✮ ♣♦✉r t♦✉t j > 1 ❡t d ∈ {1, . . . , q − 1}✱
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ✭❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s s✐
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❛✐t f(dqj) ≍ j−α✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R

|ϕ(τ)|2 =

∞∏

j=1

1

q2

∣∣∣∣∣∣
1 +

∑

16d<q

exp

(
iτ

jα

)∣∣∣∣∣∣

2

=

∞∏

j=1

(
1− 2(q − 1)

q2

(
1− cos

(
τ

jα

)))

6 exp


−2(q − 1)

q2

∑

j>|τ |1/α

(
1− cos

(
τ

jα

))
 .

❙✐ j > |τ |1/α✱ ❛❧♦rs 0 < |τ | j−α < 1 ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

cos

(
τ

jα

)
> 1− c τ2

j2α
.

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|ϕ(τ)| 6 exp


−2 c (q − 1)τ2

q2

∑

j>|τ |1/α
j−2α


 6 exp

(
−C |τ |1/α

)
,

♦ù C > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ q✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ F ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té✳
▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡
❞❡ f ♣♦✉r α = 2 ❡t α = 4✳
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✽✵ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡
❞❡r♥✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s S(τ) =

[
(τ/π)1/α; +∞

[
✿ ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t τ > 0

∑

(d,j)∈S(τ)
f(dqj)2 >

∑

j>(τ/π)1/α

≫ τ−2+1/α.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ QF (1/T ) ≪ 1/T ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s♦♥
♦r❞r❡ ❡①❛❝t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

ηN (T ) ≍
∑

LN−h<j6LN

j−α ≍ hL−αN ≍ lnT

(lnN)α
,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ T lnT/(lnN)α✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s

ε∗1,N ≍
∑

j>LN

j−α ≍ L1−α
N ≍ (lnN)1−α

❡t ♣♦✉r t♦✉t τ > 0

∑

j ∈S(τ), j6LN

f(dqj)2 =
∑

(τ/π)1/α6j6LN

j−2α ≫
(
|τ |−2+1/α − L−2α+1

N

)
≫ |τ |−2+1/α,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r (lnN)1−α✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r T,N > 1 t❡❧s q✉❡ hT 6 LN

‖F − FN‖∞ ≪ 1

T
+

T lnT

(lnN)α
+

1

(lnN)α−1
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛✉① T = (lnN)α−1 s✐ 1 < α < 2 ❡t T =
√
ln2N/(lnN)α/2 s✐

α > 2✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪





1

(lnN)α−1
si 1 < α < 2,

√
ln2N

(lnN)α/2
si α > 2.
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✽✶

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s❡r❛ ❞❡st✐♥é à s✬✐♥tér❡ss❡r à ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❞❡ f ♣♦✉r q = 2 ❧♦rsq✉✬♦♥ ❢❛✐t ❝r♦îtr❡ α✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✷✳✺✳✷✳✶ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❝r♦✐① ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ❜❛♥❞❡s ❜❧❡✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
✜❣✉r❡ s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ré❛❧✐té ❤✉✐t ❜❛♥❞❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ✭✈♦✐r ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ♣❛r ❧❡s
❧✐❣♥❡s {x = ζ(4) − 1− 2−4 − 3−4} ✭❡♥ r♦✉❣❡✮✱ ♦ù ζ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ❡t {x = 3−4}
✭❡♥ ✈❡rt✮ ✐✳❡✳ ❧❡s ❧✐❣♥❡s {x = π4/90 − 1393/1296} ❡t {x = 1/81}✳ ❊♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡t
s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝r♦✐① ❜❧❡✉❡ ❡t ✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✈❡rt❡✱ q✉✐ ❡st
❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à n = 9 ✭❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ f(n) = 3−4 ⇔ n = 9✮✳
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✽✷ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s
♣♦s♦♥s Rn(z) := ζ(z)−Hn(z) := ζ(z)−∑16j6n j

−z ✭❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ H0(z) := 0✮ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
ré❡❧ z > 1 ❡t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s s✉✐t❡s un := (ln 2)/ ln(1 + 1/n) ♣♦✉r t♦✉t n > 1 ❡t (vn)n>1 ♣❛r v0 := 1
❡t

vn := inf
{
z > un : Rn(z) < n−z

}
.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ v1 ∈ (1.72, 1.73)✱ v2 ∈ (2.42, 2.43)✱
v3 ∈ (3.11, 3.12)✱ v4 ∈ (3.81, 3.82)✱ ❡t❝✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s✉✐t❡s (un) ❡t (vn) ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s êtr❡ é❣❛❧❡s✱ ❞✉
♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♦♥t ❧✬❛✐r ❞✬êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼✳ ✭✐✮ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 1✱ vn ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît
❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ vn ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳

✭✐✐✮ P♦✉r t♦✉t n > 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ vn = inf
{
y > un : t > y ⇒ Rn(t) < n−t

}
✳

✭✐✐✐✮ P♦✉r t♦✉t n > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t 2n/3 + 1 6 vn 6 n+ 1✳
✭✐✈✮ ▲❛ s✉✐t❡ (vn)n>1 ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✭✐✮✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m,n > 1 ❡t t♦✉t ré❡❧ z > 1✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r✲▼❛❝❧❛✉r✐♥ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ x−z s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, n]✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Hn(z) =
1− n1−z

z − 1
+

1 + n−z

2
+

∑

26k6m

bk
z(k−1)

k!
(1− n−z−k+1)− z(m)

m!

∫ n

1

Bm ({x})
xz+m

dx,

♦ù z(m) := z(z + 1) . . . (z +m− 1)✱ { · } ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡s Bm s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❡t bk := Bk(0) ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ n ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✽✸

♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

ζ(z) =
1

z − 1
+

1

2
+

∑

26k6m

bk
z(k−1)

k!
− z(m)

m!

∫ ∞

1

Bm ({x})
xz+m

dx.

❊♥ s♦✉str❛②❛♥t ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐té ❛✈❡❝ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

n−z −Rn(z) =
3n−z

2
− n1−z

z − 1
+

∑

26k6m

bk
k!
z(k−1) n−z−k+1 +

z(m)

m!

∫ ∞

n

Bm ({x})
xz+m

dx.✭✷✳✷✸✮

❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ m = 1 ❞❛♥s ✭✷✳✷✸✮✱ ♣✉✐sq✉❡ B1({x}) = {x} − 1/2✱ ♦♥ ❛

vn = inf

{
z > un :

3n−z

2
− n1−z

z − 1
+ z

∫ ∞

n

{x} − 1/2

xz+1
dx > 0

}
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

✭✷✳✷✹✮

∣∣∣∣
∫ ∞

n

{x} − 1/2

xz+1
dx

∣∣∣∣ 6
1

2z nz
,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

{
z > un : Rn(z) < n−z

}
⊃
{
z > un : 1− n

z − 1
> 0

}
= ]n+ 1,+∞[ ,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❛♥❞ ❞♦♥❝ vn ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳
▲❡ ♣♦✐♥t ✭✐✐✮ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z 7→ Rn(z) − n−z ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r

]1,+∞[ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 1✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ✭✐✐✐✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s

inf

{
z > un : 2− n

z − 1
> 0

}
6 vn 6 inf

{
z > un : 1− n

z − 1
> 0

}
,

✐✳❡✳
n

2
+ 1 6 vn 6 n+ 1.

❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ m = 2 ❞❛♥s ✭✷✳✷✸✮ ❡t ❣râ❝❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ à ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

2n

3
+ 1 6 vn 6 6n−

√
112n2 − 24n+ 1

2
+

1

2
,

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ✭✐✐✐✮✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✐✈✮ ❡st ❛✉ss✐ très r❛♣✐❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n > 1✱

vn+1 = inf
{
z > un : Rn(z) < 2 (n+ 1)−z

}

❡t q✉✬♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ z > un✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 2 (n+ 1)−z 6 n−z✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r♦✉✈❡♥t
❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (vn)✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳
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✽✹ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 0 ❡t t♦✉t α ∈ (vn, vn+1]✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ✱ ♥♦té❡ Im(f)✱ ❡st
❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 2n ❜❛♥❞❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs 0 6 i < j✱

✭✷✳✷✺✮ f(i) = f(j) ⇐⇒ (e0(i) = 0 et j = i+ 1) .

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❜❛♥❞❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ✧❞♦✉❜❧♦♥s✧ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ✭✷✳✷✺✮ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ (f(m))06m62n+1−1 ❡t ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡st❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥s❡♠❜❧❡

An ⊂ Im(f) ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♥♦tés a(n)1 < . . . < a
(n)
2n ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ a(n)1 = 0 ❡t a(n)2n = Hn(α) ♣♦✉r

t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 0 ❡t α ∈ (vn, vn+1]✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

Im(f) ⊂
⊎

16ℓ62n

[
a
(n)
ℓ , a

(n)
ℓ +Rn(α)

)
.

❙✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Vn ❝❡tt❡ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜❛♥❞❡s à ❧✬ét❛♣❡ n ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t N× Vn✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ✉♥❡ ét❛♣❡ n ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s a(n)ℓ = aℓ✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿ ❧❛ ♥♦♥✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r t♦✉t
ℓ ∈ {1, . . . , 2n−1}✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s aℓ+1 − aℓ > n−α ❡t ♣✉✐sq✉❡ α > vn✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

aℓ+1 − (aℓ +Rn(α)) > n−α −Rn(α) > 0,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ aℓ +Rn(α) < aℓ+1✱ q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x ∈ Im(f) ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m > 0 t❡❧ q✉❡

x = f(m) =
∑

j>1

ej(m)

jα
=
∑

16j6n

ej(m)

jα
+
∑

j>n+1

ej(m)

jα
.

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ An✱
♥♦té aℓ✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦♠♠❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à Rn(α)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s x ∈ [aℓ, aℓ +Rn(α)]✳

●râ❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✭✐✐✐✮ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ vn ≍ n (n→ ∞)✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉✬❡①tr❛✲
♣♦❧❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ s✉✐t❡✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (un)✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✶✾✳ ❖♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ vn ∼ n ln 2 q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

✷✳✺✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Vn

❈❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Vn✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✱ ❡st ❞✐✛ér❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ré❡❧ α ∈
(vn, vn+1]✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣♦sés ❞❡ 2n ❜❛♥❞❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s
(αn)n>0 t❡❧❧❡ q✉❡ αn ∈ (vn, vn+1] ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✐r Vn ♣❛r ✧s✐♠✐❧❛r✐té✧ ❡♥
♣♦s❛♥t V0 = [0, ζ(α0)) ❡t

Vn+1 = hn(Vn) ⊎
(
hn(Vn) + (n+ 1)−αn+1

)
,

♦ù hn ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞♦♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt rn ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

rn :=
Rn+1(αn+1)

Rn(αn)
= 1− 1

(n+ 1)αn+1 Rn(αn+1)
< 1.

◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (αn)n>0 ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡
αn ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (vn, vn+1]✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❧❛r❣❡✉r
❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ à ❧✬ét❛♣❡ n ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Rn(αn)✳
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✽✺

✷✳✺✳✷✳✸ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❧✐♠✐t❡

◆♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s (αn)n>0 ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t vn < αn 6 vn+1✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s V :=
⋂
n∈N Vn ✿ ♣✉✐sq✉❡ a(n)0 = 0 ♣♦✉r

t♦✉t n✱ ❛❧♦rs 0 ∈ V ✳ ❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r λ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r R✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s λ (V0) = ζ(α0)
❡t λ (Vn+1) = λ (Tn (Vn)) = λ(Vn) − 2n (n + 1)−αn+1 ✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦✉ à ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té λ(Vn) = 2nRn(αn)✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
vn ≍ n ✭❣râ❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✭✐✐✐✮ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼✮ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

Rn(αn) =
1

(αn − 1)nαn−1 +O

(
1

nαn

)
(n→ ∞)

♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (λ(Vn)) t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥✉❧❧❡✱
♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s Vn ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t V ✳

✷✳✺✳✸ ❚r♦✐s✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❈❛♥t♦r✲▲❡❜❡s❣✉❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ f(2j) = γj(0 < γ < 1) ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t s✐ γ = 1/2✱ ét✉❞✐é❡
❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❧✐♠✐t❡ µγ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ νγ
❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐ ❞❡s ♠❡s✉r❡s 1

2 (δ−γn + δγn) ♦ù δa ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✉ ♣♦✐♥t
a✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ f ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Φ(τ) =
∏

j>0

(
1 + eiτγ

j

2

)
(τ ∈ R),

q✉✐ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s 1
2 (δ0 + δγn)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

µγ(B) = νγ

(
2B − 1

1− γ

)

♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦ré❧✐❡♥ B ∈ B(R)✳
❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ très ❡rr❛t✐q✉❡ ❞❡ νγ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ µγ✮✱ ♥♦✉s tr❛❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✐ss✉

❞❡ ❬✸✾❪ q✉✐ rés✉♠❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ✳

✓ ❑❡rs❤♥❡r ❡t ❲✐♥t♥❡r ✭✶✾✸✺✮ ♦♥t ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ νγ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r γ ∈ (0, 1/2)✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
❡st s✉♣♣♦rté❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡ ✭❡♥ ❢❛✐t✱ νγ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❈❛♥t♦r✲
▲❡❜❡s❣✉❡ st❛♥❞❛r❞ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r✮✳ ❲✐♥t♥❡r ✭✶✾✸✺✮ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ νγ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r
[−2, 2] ♣♦✉r γ = 1/2✱ ❡t ♣♦✉r γ = 2 − 1/k ❛✈❡❝ k > 2 ❡❧❧❡ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥✲
s✐té ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Ck−2(R)✳ P♦✉r γ ∈ (1/2, 1)✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ νγ ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡[
−(1− γ)−1, (1− γ)−1

]
❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ νγ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❊r❞➤s ✭✶✾✸✾✮ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✽❪ q✉❡ νγ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ q✉❛♥❞ γ ❡st ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P✐s♦t ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P✐s♦t ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉és
s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✮✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡
γ ∈ (1/2, 1) ♦ù νγ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ✔

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ µ1/2 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 2]✳

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ ♠❛✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛❥♦r❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ QF ✳ ❍♦r♠✐s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦♥

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek
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✽✻ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✉t✐❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
tr✐✈✐❛❧❡ QF (h) ≪ 1 ♣♦✉r t♦✉t h > 0✳

❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t✱ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❘♦❣♦③✐♥✳ ❙✐ ♥♦✉s
❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r Fn ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ 1

2(δ0+δγn)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
F ❞❡ µγ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s Fn ♦ù

∀ z ∈ R, Fn(z) =





0 s✐ z < 0,

1/2 s✐ 0 6 z < γn,

1 s✐ γn 6 z.

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

QFj (h) =

{
1/2 s✐ 0 < h 6 γj ,

1 s✐ h > γj ,

❡t 0 < h 6 γj ⇐⇒ j 6 lnγ(h)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

QF (h) ≪
√

2 ln(1/γ)

ln(1/h)
≪γ

1√
ln(1/h)

(h > 0).

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ♥♦✉s
♣rés❡♥t❡r♦♥s s❡r♦♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❡t ♥♦✉s ❛♠è♥❡r♦♥s à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵✳ ❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(2j) = γj(j > 0) ❛✈❡❝ 0 < γ < 1✳ ■❧ ❡①✐st❡
❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(γ) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

‖F − FN‖∞ ≪γ N
−c(γ)(lnN)ln(1/γ)/ ln 2

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡①♣♦s❛♥t c(γ) > 0 ✭❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❛✉ss✐ ❞❡ γ✮✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ QF (t) ≪ t (t > 0) ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ F ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡✮✱ ♦♥
♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r

c(γ) =
ln(1/γ)

ln(4/γ)
·

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s γ = 1/2✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t ♣♦✉r q = 2 ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦ssè❞❡
✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡t ❝♦♠♠❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❬✸✾❪✱ ●❛rs✐❛ ❬✷✶❪ ❛ tr♦✉✈é ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡ γ ∈]1/2, 1[ ❝♦♥♥✉ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s νγ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❜♦r♥é❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ]1, 2[
❞♦♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à ±2 ❡t ❞♦♥t s❡s ❛✉tr❡s
r❛❝✐♥❡s s♦♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✳

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ η′(γ) > 0
t❡❧❧❡ q✉❡ QF (h) ≪ hη

′(γ) ♣♦✉r t♦✉t h > 0✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r
❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❡t s✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❤❡r♥♦✛✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱
❞✉❡ ❛✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❡st ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ QF ✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✽✼

❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❡t ♠♦✐♥s é❧é❣❛♥t❡✱ ♠❛✐s r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s
❝♦♥t❡①t❡s ✖ ❡♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ♣❧✉s✐❡✉rs ✐❞é❡s ❞❡ ❬✺❪ ❡t ❬✹✸❪✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✱ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ‖F − FN‖∞ ❡st ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✖ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ N−C(γ)+o(1) ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(γ) > 0✳

✷✳✺✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡

◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❋❡❥ér ♣❛r

w(z) :=
1

2π

(
sin z/2

z/2

)2

.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝✐t❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✷✳✾ ❞❡ ❬✹✹❪✱ ❝✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✶✵✮✮
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ♥♦s ♣r❡✉✈❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✳ P♦s♦♥s K1 := w(l) > 0, 146 ❡t K2 := 1/(2πw(1/2)) < 1.022✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ϕ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t h > 0

K1 h

∫ 1/h

−1/h
|ϕ(τ)|2 dτ 6 QF (h) 6 K2 h

∫ 1/h

−1/h
|ϕ(τ)| dτ✭✷✳✷✻✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R

|ϕ(τ)|2 =
∏

j>0

(
1 + cos

(
τ γj

)

2

)
=
∏

j>0

(
1− 1− cos

(
τ γj

)

2

)
.✭✷✳✷✼✮

●râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

|ϕ(τ)|2 6 exp


−1

2

∑

j>0

(
1− cos

(
τ γj

))

 .

P❛r ❝♦♥✈❡①✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s | sinπz| > 2 ||z|| ♣♦✉r t♦✉t z ∈ R✱ ♦ù ||·|| ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡♥t✐❡rs✳ ❆✐♥s✐✱

cos
(
τγj
)
6 1− 1

2
sin2

(
τ γj

)
6 1− 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
τ γj

π

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝

|ϕ(τ)| 6 exp


−1

2

∑

j>0

∣∣∣∣
∣∣∣∣
τ γj

π

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

 =: exp

(
−1

2
T (τ)

)
.

❡t ❞♦♥❝ ❣râ❝❡ à ✭✷✳✷✻✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 < h 6 γ

QF (h) 6 2K2 h

(
1 +

∫ 1/h

1
exp

(
−1

2
T (τ)

)
❞τ

)
.✭✷✳✷✽✮
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✽✽ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t Γ := 1/γ > 1✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ♣♦✉r 0 < h 6 γ

∫ 1/h

1
exp

(
−1

2
T (τ)

)
❞τ =

∑

J6
ln(1/h)
ln Γ

−1

∫ ΓJ+1

ΓJ

exp

(
−1

2
T (τ)

)
❞τ

6
∑

J6
ln(1/h)
ln Γ

−1

∫ ΓJ+1

ΓJ

exp


−1

2

∑

j6J

∣∣∣∣
∣∣∣∣
τ γj

π

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

 ❞τ .

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s y = γJ τ ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣✉✐s ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✧j ↔ J − j✧ ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t J 6

ln(1/h)
ln Γ − 1

∫ 1/h

1
exp

(
−1

2
T (τ)

)
❞τ 6

∑

J6
ln(1/h)
ln Γ

−1

ΓJ
∫ Γ

1
exp


−1

2

∑

j6J

∣∣∣∣
∣∣∣∣
y γj

π

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

 ❞y.✭✷✳✷✾✮

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r SJ(y) ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 6 y 6 Γ ❡t J 6
ln(1/h)
ln Γ − 1✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s D0, η > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ γ t❡❧❧❡s q✉❡

✭✷✳✸✵✮
∫ Γ

1
exp

(
−1

2
SJ(y)

)
❞y 6 D0 exp (−η J) .

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
✭❝❡s ✐❞é❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❬✺❪ ❡t ❬✹✸❪✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐ ♣❛r tri(x) := max (1− |x|, 0) ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ R✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷✳ P♦✉r t♦✉s ré❡❧s u, α✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

1

π

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

cos(u(t+ α)) dt = cos(uα)× tri
(u
2

)
.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉s u > 2 ❡t α ∈ R

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

cos(u(t+ α)) dt = 0 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

cos(u(t+ α)) ❞t = Re
(
❡iuα

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

❡iut ❞t

)
,

❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✉ ❝❛rré ❞✉ s✐♥✉s ❝❛r❞✐♥❛❧✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ tri✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∫ ∞

−∞
tr✐(t) ❡−iut ❞t = 2

∫ 1

0
(1− t) cos(ut) dt =

2 (1− cos(u))

u2
=

(
sin(u/2)

u/2

)2

❡t ❛✐♥s✐ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

1

π

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

❡2iut ❞t = tr✐(u),

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✽✾

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f(z) :=
1

12
− ‖z‖2 (z ∈ R).

❙♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

f(z) =
1

π2

∞∑

k=1

(−1)k+1 cos(2πkz)

k2
:=

∞∑

k=1

ck cos(2πkz) (z ∈ R).

❙♦✐t H > 1 ❡t β > 2 ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧ q✉❡

Γ4H − 2Hβ Γ3H − 2πΓ2H + 2π > 0.✭✷✳✸✶✮

P♦✉r t♦✉t j > 0✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

nj (Γ) = nj :=





(Γ− 1)Γj

π
si Γ > 2,

Γj

π
si 1 < Γ < 2,

❡t ♥♦✉s ♣♦s♦♥s✱ ♣♦✉r z ∈ R ❡t m ∈ N

g(z) :=
Hβ∑

k=1

ck cos(2πkz) ❛♥❞ Um(z) :=

H(m+1)∑

ℓ=Hm+1

g (nℓ z) .

P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ z✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |g(z)| 6 1/6✱ ❞♦♥❝ |Um(z)| 6 H/6 ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s
❡♥s✉✐t❡

ξ = ξ(Γ) :=





1

Γ− 1
si Γ > 2,

0 si 1 < Γ < 2,

❡t ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ λ > 0✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

χϕ(λ,M) :=





(Γ− 1)

∫ 1

0
exp


λ

2

M∑

j=0

ϕ (nj(t+ ξ))


 ❞t si Γ > 2,

∫ Γ

1
exp


λ

2

M∑

j=0

ϕ (nj t)


 ❞t si 1 < Γ < 2,

♦ù ϕ ∈ {f, g} ❛♥❞ M ∈ N✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐

∫ Γ

1
exp

(
−1

2
SJ(y)

)
❞y = exp

(
−J + 1

24

)
χf (1, J).✭✷✳✸✷✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠❛❥♦r❡r χf (λ, J) ❡♥ ♠❛❥♦r❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t χg(λ, J)✱ ♣✉✐s ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té
❡♥tr❡ χf (1, J) ❡t χf (λ, J) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r IJ ❣râ❝❡ à ✭✷✳✸✵✮ ❡t ✭✷✳✸✷✮✳
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✾✵ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C0 > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ Γ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ m ❡t k > 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Ξ1(k) :=

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

exp

(
λ

2

k−1∑

m=0

U2m(t+ ξ)

)
dt 6 π exp

(
λ3 kH3

1728
+ C0 λ

2 kH

)
✭✷✳✸✸✮

❡t

Ξ2(k) :=

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

exp

(
λ

2

k∑

m=0

U2m−1(t+ ξ)

)
dt 6 π exp

(
λ3 kH3

1728
+ C0 λ

2 kH

)
,✭✷✳✸✹✮

♦ù

C0 :=
1

720
+

√
10

60π2

(
2

Γ2 − 1
+

√
6

3
(
Γ3/2 − 1

)
)
.

❉❡ ♣❧✉s✱ (2.33) ❡t (2.34) r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❜❧♦❝s U2k−2(t) ❡t U2k−1(t) (✐✳❡✳ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❜❧♦❝s

❞❛♥s ❧❡s s♦♠♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s (2.33) ❡t (2.34)) ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ H t❡r♠❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t z ∈ R✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

❡z 6
(
1 + z + z2

)
❡|z|

3
.✭✷✳✸✺✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

k−1∑

m=0

|U2m(t+ ξ)|3 6
k−1∑

m=0

∣∣∣∣
H

6

∣∣∣∣
3

=
kH3

216
.✭✷✳✸✻✮

●râ❝❡ à ✭✷✳✸✺✮ ❡t ✭✷✳✸✻✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Ξ1(k) =

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2 k−1∏

m=0

exp

(
λU2m(t+ ξ)

2

)
dt

6

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2 k−1∏

m=0

((
1 +

λU2m(t+ ξ)

2
+

(
λU2m(t+ ξ)

2

)2
))

× exp

(
λ3

8

k−1∑

m=0

|U2m(t+ ξ)|3
)

dt

6 exp

(
λ3 kH3

1728

) ∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2 k−1∏

m=0

(
1 +

λU2m(t+ ξ)

2
+
λ2 U2

2m(t+ ξ)

4

)
dt.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬✹✸❪✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ Wm(t) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ nHm ❡t 2HβnH(m+1) t❡❧❧❡s q✉❡

U2
m(t+ ξ) 6 4C0H +Wm(t).✭✷✳✸✼✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

U2
m(t+ ξ) =

H(m+1)∑

ℓ=Hm+1

g2(nℓ(t+ ξ)) + 2

H(m+1)∑

ℓ=Hm+1

H(m+1)∑

j=ℓ+1

g(nℓ(t+ ξ))g(nj(t+ ξ))
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✾✶

❡t✱ ♣♦✉r Hm < l < j 6 H(m+ 1)✱

g2(nℓ(t+ ξ))− 1

2

Hβ∑

k=1

c2k

❡t

g(nℓ(t+ ξ))g(nj(t+ ξ))− 1

2

∑

0<r,s6Hβ

|njr−nℓs|<nHm

crcs cos (2π (nℓs− njr) (t+ ξ))

s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❡♥tr❡ nHm ❡t
Hβ(nj + nℓ)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Wm(t) ❝♦♠♠❡ s✉✐t

U2
m(t+ ξ) =Wm(t) +

H

2

Hβ∑

k=1

c2k

✭✷✳✸✽✮

+

H(m+1)−1∑

ℓ=Hm+1

H(m+1)∑

j=ℓ+1

∑

0<r,s6Hβ

|njr−nℓs|<nHm

crcs cos (2π (nℓs− njr) (t+ ξ))

❛❧♦rs Wm(t) ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡
nHm ❡t 2HβnH(m+1)✳ ❙✐ Vm(t) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✷✳✸✽✮✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s

|Vm(t)| 6

H(m+1)−1∑

ℓ=Hm+1

H(m+1)∑

j=ℓ+1

∑

0<r,s6Hβ

|njr−nℓs|<nHm

|crcs| 6
H(m+1)∑

ℓ=Hm+1

∑

j>ℓ

∑

|s−rnj/nℓ|<1

|crcs|

6

H(m+1)−1∑

ℓ=Hm+1

∑

j>ℓ

( ∞∑

r=1

c2r

)1/2

 ∑

s>nj/nℓ−1
c2s




1/2

,

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ck = (−1)k+1/(π2k2) ♣♦✉r t♦✉t k > 1✳ P✉✐sq✉❡

∑
k>1 k

−4 = π4/90 ❡t nj/nℓ =
Γj−ℓ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

|Vm(t)| 6

√
10

30π2

H(m+1)−1∑

ℓ=Hm+1

∑

j>ℓ


 ∑

s>Γj−ℓ−1

1

s4




1/2

.

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ sér✐❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

∀N > 1,
∑

n>N+1

1

n4
6

1

3N3
,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ❞é♥♦t❛♥t ♣❛r ⌈ . ⌉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té√
a+ b 6

√
a+

√
b ✭♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s a✱b✮


 ∑

s>Γj−ℓ−1

1

s4




1/2

6


 1

⌈Γj−ℓ − 1⌉4 +
∑

s>⌈Γj−ℓ⌉

1

s4




1/2

6
1

⌈Γj−ℓ − 1⌉2 +
1√

3 ⌈Γj−ℓ − 1⌉3/2
.
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✾✷ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

P✉✐sq✉❡ Γj−ℓ > 1✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té x 6 2⌈x− 1⌉✱ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 1✱ ❡t ❞♦♥❝


 ∑

s>Γj−ℓ−1

1

s4




1/2

6
4

Γ2(j−ℓ) +
2
√
2√

3Γ3(j−ℓ)/2 .

❉✬♦ù ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|Vm(t)| 6

√
10

30π2

H(m+1)∑

ℓ=Hm+1

∑

j>ℓ

(
4

Γ2(j−ℓ) +
2
√
2√

3Γ3(j−ℓ)/2

)

6

√
10

15π2

H(m+1)−1∑

ℓ=Hm+1

(
2

Γ2 − 1
+

√
2√

3
(
Γ3/2 − 1

)
)

=

√
10

15π2

(
2

Γ2 − 1
+

√
6

3
(
Γ3/2 − 1

)
)
H.

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡
∑Hβ

k=1 c
2
k 6 1/90 ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st é❣❛❧❡ à 4C0 − 1/180✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t

✭✷✳✸✼✮✱ ❣râ❝❡ à ✭✷✳✸✽✮✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Ξ1(k) 6 exp

(
λ3 kH3

1728

) ∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2 k−1∏

m=0

(
1 + λ2C0H +

λU2m(t+ ξ)

2
+
λ2W2m(t)

4

)
dt.

◆♦t♦♥s Pm(t) := λU2m(t+ ξ)/2+λ
2W2m(t)/4 ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R q✉✐ ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡

t❡❧ q✉❡ Pm(t) =:
∑N(m)

j=1 d2m,j cos (2πu2m,j(t+ ξ)) ❡t C̃0 := 1+λ2C0 h✳ ❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2 k−1∏

m=0

(
C̃0 + Pm(t)

)
dt = π C̃0

k
+

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2 k∑

ℓ=1
06k1<...<kℓ6k−1

C̃0
k−ℓ

Pk1(t) . . . Pkℓ(t) ❞t.

❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r Φ(k) ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té
Φ(k) = 0 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k > 1 ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡rt✐r ❧❡s s♦♠♠❡s ✜♥✐❡s
❡t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ck ❡t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ (Pki)i ♣❛r ❧❡✉rs
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

Φ(k) =
k∑

ℓ=1
06k1<...<kℓ6k−1

C̃0
k−ℓ

N(k0)∑

j1=1

. . .

N(kℓ)∑

jℓ=1

d2k0,j1 . . . d2kℓ,jℓ

∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

Πℓ(t) ❞t,

♦ù

Πℓ(t) :=

ℓ∏

i=1

cos (2πu2ki,ji(t+ ξ)) .

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k > 1 ❡t ℓ ∈ {0, . . . , k}
∫ ∞

−∞

(
sin t

t

)2

Πℓ(t) ❞t = 0.✭✷✳✸✾✮
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✾✸

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té 2 cos(α) cos(β) = cos(α+ β) + cos(α− β) ♣♦✉r t♦✉s α, β ∈ R✳
❆✐♥s✐ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✸✾✮ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷✱ s✐✱ ♣♦✉r
k > 1✱ ℓ ∈ {1, . . . , k} ❡t ♣♦✉r t♦✉t 0 6 k1 < . . . < kℓ 6 k

∆ℓ := u2kℓ,jℓ −
ℓ−1∑

i=1

u2ki,ji > 2.

P❛r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ n2Hm 6 u2m,j 6 2HβnH(2m+1) ♣♦✉r t♦✉t j ✿ ❞❡ ♣❧✉s✱
kℓ > 1 q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s t❛r❞✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ✭✷✳✸✶✮✱ ♣♦✉r t♦✉t
Γ > 1✱

∆ℓ > n2Hkℓ −
l−1∑

i=0

2HβnH(2ki+1) >
Γ2Hkℓ

π

(
1− 2Hβ ΓH

l−1∑

i=1

Γ−2H(kℓ−ki)
)

>
Γ2H

π


1− 2Hβ ΓH

l−1∑

j=1

Γ−2Hj


 >

Γ2H

π

(
1− 2Hβ Γ−H

1− Γ−2H

)
> 2,

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té kℓ − ki > l − i ❡t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s j = l − i✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Ξ1(k) 6 π exp

(
λ3 kH3

1728

) (
1 + λ2C0H

)k
6 π exp

(
λ3 kH3

1728
+ C0 λ

2 kH

)
,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✭✷✳✸✹✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✹✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ D0 > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ Γ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
p > 1✱ 0 6 r < H

χg(λ,Hp+ r) 6 D0 exp

(
λ3 pH3

6912
+
C0 λ

2 pH

4

)
,

❛✈❡❝

D0 := 4π ·max

(
Γ− 1 ;

1

(sin 2)2

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ p s♦✐t ♣❛✐r ✿ p = 2k✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

Hp+r∑

j=1

g (nj (t+ ξ)) =
k∑

m=0

U2m(t+ ξ) +
k∑

m=1

U2m−1(t+ ξ),

♦ù U0, U1, . . . , U2k−1 s♦♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♠♣❧❡ts ♠❛✐s U2k ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ r t❡r♠❡s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ Γ > 2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∫ 1

0
exp


λ

2

Hp+r∑

j=1

g (nj (t+ ξ))


 ❞t 6

(∫ 1

0
exp

(
λ

k∑

m=0

U2m(t+ ξ)

)
❞t

)1/2

×
(∫ 1

0
exp

(
λ

k∑

m=1

U2m−1(t+ ξ)

)
❞t

)1/2

.
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✾✹ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

▲✬✐♥é❣❛❧✐té (sin t/t)2 > 1/4✱ ♣♦✉r 0 < t 6 1✱ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✸ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

χg(λ,Hp+ r) 6 4 (Γ− 1) Ξ1

(p
2

)1/2
Ξ2

(p
2

)1/2
6 D0 exp

(
λ3 pH3

6912
+
C0 λ

2 pH

4

)
.

▲❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t r❡st❡ q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ s✐ ✶ < Γ < 2✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Γ < 2 < π ❡t
❞♦♥❝ ♣♦✉r 1 < t < Γ (

sin t

t

)2

>

(
sin 2

2

)2

> 0,

❞✬♦ù

χg(λ,Hp+ r) 6
4

(sin 2)2
Ξ1

(p
2

)1/2
Ξ2

(p
2

)1/2
6 D0 exp

(
λ3 pH3

6912
+
C0 λ

2 pH

4

)
.

P♦✉r ❧❡s p ✐♠♣❛✐rs✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✺✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C1 > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ Γ t❡❧❧❡ q✉❡

χf (λ, J) 6 D0 exp

(
λJ

2π2Hβ
+
λ3 J H2

6912
+
C0 λ

2 J

4

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

J∑

j=1

f(nj t) =

J∑

j=1

g(nj t) +

J∑

j=1

h(nj t)

♦ù h(t) := f(t)− g(t) (t ∈ R)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ h ❡st

h(t) =
∞∑

k=1

c̃k cos(2πkt)

♦ù c̃k = 0 ❢♦r 1 6 k 6 Hβ ❡t c̃k = ck ❢♦r k > Hβ ✳ P✉✐sq✉❡ H > 1 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ R

|h(z)| 6 1

π2

∑

j>Hβ

1

j2
6

1

π2Hβ
.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

exp


λ

2

J∑

j=1

h (nj (t+ ξ))


 6 exp

(
λJ

2π2Hβ

)

❡t ❞♦♥❝

χf (λ, J) 6 exp

(
λJ

2π2Hβ

)
χg(λ, J).

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ J = H p+ r ♦ù p > 1 ❡t 0 6 r < H ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
Hp 6 J ❡t H3p 6 JH2✳ ❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C1 > 0 ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
Γ t❡❧❧❡ q✉❡

χf (λ, J) 6 D0 exp

(
λJ

2π2Hβ
+
λ3 J H2

6912
+
C0 λ

2 J

4

)
.
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✾✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✻✳ P♦✉r t♦✉t J 6
ln(1/h)
ln Γ − 1✱ ♣♦✉r t♦✉s ♣❛r❛♠ètr❡s λ, κ > 0 ❡t H ∈ N ✈ér✐✜❛♥t (2.31)✱

♦♥ ❛
∫ Γ

1
exp

(
−1

2
SJ(y)

)
dy 6 (Γ− 1) exp

(−J
24

+
κ

2

)
+D0 exp

(
λJ

2π2Hβ
+
λ3 J H2

6912
+
C0 λ

2 J

4
− λκ

2

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t

SJ(t) :=

J∑

j=0

f (nj(t+ ξ))

♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r J > 0
J + 1

12
− SJ > 0.

❙♦✐t Λ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✿ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✐♥s✐

ΛΓ :=





(Γ− 1) Λ if Γ > 2,

Λ if 1 < Γ < 2,
❡t IΓ :=





[0, 1] if Γ > 2,

[1,Γ] if 1 < Γ < 2.

●râ❝❡ à ✭✷✳✸✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t ♣❛r❛♠ètr❡ κ > 0✱

∫ Γ

1
exp

(
−1

2
SJ(y)

)
❞y = exp

(
−J + 1

24

)
χf (1, J) = exp

(
−J + 1

24

) ∫

IΓ

exp

(
1

2
SJ

)
❞ΛΓ

6 exp

(−J
24

+
κ

2

)
ΛΓ(IΓ) + ΛΓ

(
{t ∈ IΓ : |SJ(t)| > κ}

)

6 (Γ− 1) exp

(−J
24

+
κ

2

)
+ ΛΓ

(
{t ∈ IΓ : |SJ(t)| > κ}

)
.

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✼✳ ❙♦✐❡♥t (X,Σ, µ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉ré✱ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡
s✉r X ❡t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ✳ P♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ t > 0✱ ♦♥ ❛

µ ({x ∈ X : |f(x)| > t}) 6 1

g(t)

∫

X
g ◦ f dµ.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❤❡r♥♦✛

ΛΓ

(
{t ∈ IΓ : |SJ(t)| > κ}

)
6 e−λκ/2 χf (λ, J),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✺
∫ Γ

1
exp

(
−1

2
SJ(y)

)
❞y 6 (Γ− 1) exp

(−J
24

+
κ

2

)
+D0 exp

(
λJ

2π2Hβ
+
λ3 J H2

6912
+
C0 λ

2 J

4
− λκ

2

)

q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✜♥ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ QF (h) ≪ hη
′
✭η′ = η′(γ) > 0✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✻✱ ❡♥

♣r❡♥❛♥t κ = J/24✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ H ❡t β s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r (2.31) ❡t λ > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t ♣♦✉r
q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

1

2π2Hβ
+
λ2H2

6912
+
C0 λ

4
6

1

96
,
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✾✻ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∫ Γ

1
exp

(
−1

2
SJ(y)

)
❞y 6 (Γ− 1) exp

(
− J

48

)
+D0 exp

(
−λJ

96

)
.

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t η := min(1/48 ; λ/96)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

∫ Γ

1
exp

(
−1

2
SJ(y)

)
❞y 6 D0 exp (−η J) ,

♦ù

D0 := 4π ·max

(
Γ− 1 ;

1

(sin 2)2

)
,

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ✭✷✳✸✵✮✳ ●râ❝❡ à ✭✷✳✷✾✮ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t Γ > eη s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ✭q✉✐tt❡ à r❡♥❞r❡
λ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∫ 1/h

1
exp

(
−1

2
T (τ)

)
❞τ 6 D0

∑

J6
ln(1/h)
ln Γ

−1

ΓJ exp (−η J) 6 D0

Γ e−η − 1
h−(1−η/ ln Γ).

❊♥ r❡♣♦rt❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✷✳✷✽✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t

QF (h) 6
2K2D0

Γ e−η − 1

(
1 + h1−η/ ln Γ

)
hη/ ln Γ ≪γ h

η′ ,

♦ù η′ := η/ ln Γ✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❡t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ QF (1/T ) ≪
T−η

′
♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖F − FN‖∞ ≪γ T−η/ ln(1/γ) + T ηN (T )

+

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, ε∗1,N

)
exp


− 2 τ2

π2q2

∑

(1,j)∈S(τ), j6LN

f(2j)2


 dτ.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

LN−h<j6LN

f(2j) ≍ γLN−hT ≍ T N−
ln(1/γ)
ln 2 (T lnT )

ln(1/γ)
ln 2

❡t

ε∗1,N ≍ γLN ≍γ N
− ln(1/γ)

ln 2 ,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

‖F − FN‖∞ ≪γ T
−η/ ln(1/γ) + T N−

ln(1/γ)
ln 2 (T lnT )

ln(1/γ)
ln 2 .

❆✐♥s✐ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t T = N c0(γ) ♦ù c0 = c0(γ) = ln(1/γ)2/ (η ln 2 + ln(1/γ) ln(2/γ))✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥
‖F − FN‖ ≪ N−c(γ)(lnN)ln(1/γ)/ ln 2 ❛✈❡❝ c(γ) = η c0/ ln(1/γ).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ QF (h) ≪ h (h > 0)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

‖F − FN‖∞ ≪γ T
−1 + T N−

ln(1/γ)
ln 2 (T lnT )

ln(1/γ)
ln 2 .
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✷✳✺✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✾✼

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t T = N c0 ♦ù c0 = c0(γ) = ln(1/γ)/ ln(4/γ)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡

‖F − FN‖ ≪γ N
− ln(1/γ)/ ln(4/γ) (lnN)ln(1/γ)/ ln 2.

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ❝❤♦✐① κ = J/24✱ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r η ❡st ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r H✱ β ❡t λ q✉✐
✈ér✐✜❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✭✷✳✸✶✮ ❡t

λ2H2

6912
+
C0 λ

4
+

1

2π2Hβ
<

1

48
.

✷✳✺✳✸✳✷ ❙❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡

❈♦♠♠❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ●✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❛ ♣✉
❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c(γ) ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r s♦♥
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✽ ✭❚❡♥❡♥❜❛✉♠✮✳ ❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(2j) = γj(j > 0) ❛✈❡❝ 0 <
γ < 1 ❡t F ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

QF (h) ≪ hc0(γ) avec c0(γ) :=
ln 2

ln(4/γ)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ f ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s Xn✱ n > 0✱
s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛✈❡❝ P[Xn = 0] = P[Xn = γn] = 1

2 ✳ ❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r GM ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ X0✳ ✳ ✳XM ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r M > 0✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
q✉❡ QF (h) 6 QGM

(h) ♣♦✉r t♦✉t h > 0 ✭♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❡s ❢❛❝t❡✉rs✱ ❝❢✳ ❬✹✹❪✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✳✷✮✳
◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❛❧♦rs M := ⌊ln(T )/ ln(1/γ)⌋✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ γM > 1/T ✱ ❡t R := 1 + ⌊ln(4)/ ln(1/γ)⌋✱ ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ γR < 1/4✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Y0, . . . , YR−1✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

Ya :=
∑

06n6M
n≡a[R]

Xn (0 6 a < R)

❡t ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r Fa ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❆✐♥s✐✱ GM ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Ya✱ 0 ≤ a < R ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s QGM

(h) 6 QFa(h) ♣♦✉r t♦✉t
h > 0 ❡t 0 6 a < R✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Ya = γa
∑

06k6M/R

ek(a)
(
γR
)k

♦ù ❧❡s ek(a) ∈ {0, 1} s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2✳ P✉✐sq✉❡
γR < 1/4✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s Ya s♦♥t ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡
❧❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞❡ ❞❡✉① s❛✉ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ Fa ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à γM > h ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✬✉♥ s❛✉t ❡st é❣❛❧❡ à 2−1−M/R✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

QF (1/T ) ≤ QFa(1/T ) ≪ 2− ln(T )/(ln(1/γ)(1+ln(4)/ ln(1/γ))) = T−c0(γ).
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✾✽ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ q✲❆❉■◗❯❊

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✾✳ ❉❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c(γ) ❡st

c(γ) =
ln(1/γ) ln(2)

ln(4/γ) ln(2/γ) + ln(2)2
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✭❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs L = lnN/ ln 2 ❡t hT =
ln(T lnT )/ ln 2✮

‖F − FN‖ ≪ T−c0(γ) + TγLN−hT ≪ T−c0(γ) + T 1+
ln(1/γ)

ln 2 N−
ln(1/γ)

ln 2 (lnT )
ln(1/γ)

ln 2 .

❆✐♥s✐ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧

T = N
ln(1/γ)/ ln 2

1+ln(1/γ)/ ln 2+c0(γ) ,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t

‖F − FN‖ ≪ N
− c0(γ) ln(1/γ)/ ln 2

1+ln(1/γ)/ ln 2+c0(γ) (lnN)
ln(1/γ)

ln 2 = N−c(γ)(lnN)
ln(1/γ)

ln 2

❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r ✶

◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
q✲❛❞✐q✉❡ ✈✉ ♣ré❝é♠♠❡♥t✳

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬✉♥✐té✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❛♥s ❈♦q✉❡t ❬✾❪✱ ✐❧
❡st s✉✣s❛♥t ❛✜♥ ❞❡ r❡♣r♦✉✈❡r ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❞é❥à
❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲
❲✐♥t♥❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡✉① ❞✉ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉t ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳

✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts à ♣r♦♣♦s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s

❙♦✐t (aj)j>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ✈ér✐✜❛♥t aj > 2 ♣♦✉r t♦✉t j > 0 ✿ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ (qn)n>0

♣❛r q0 = 1 ❡t qj+1 = ajqj ✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ j✱ ❞✬♦ù qj = aj−1 . . . a1a0 ✭❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❡♥❝♦r❡
✈r❛✐❡ ♣♦✉r j = 0 ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✈✐❞❡ ❡st é❣❛❧ à 1✮✳

▲❛ s✉✐t❡ (aj)j>0 ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s✉✐t❡

Q :=
(
qj
)
j>0

✳ ❈❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ② ♣♦ssè❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡

n =
∑

j>0

ej(n) qj , (0 6 ej(n) < aj) .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ aj = q ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r t♦✉t j✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✲❛❞✐q✉❡ ❞✉
❈❤❛♣✐tr❡ 2✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❡st ❞✐t à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ✭❝♦♥st❛♥t✲❧✐❦❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ s✐
❧❛ s✉✐t❡ (aj)j>0 ❡st ♠❛❥♦ré❡✳
◆♦✉s ♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t a := minj>0 aj ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ f : N → C ❡st ❞✐t❡ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ f(0) = 0 ❡t s✐ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t

f(n) =
∑

j>0

f (ej(n) qj) (n > 0).

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : N 7→ R ❡st ❞✐t❡ Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛

g(n) =
∏

j>0

g (ej(n) qj) (n > 0).

✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺❪ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▼✳ ❉r♠♦t❛✳

✾✾
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✶✵✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘

P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ré❡❧❧❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t N > 1✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r (FN ) ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s s✉r R ♣❛r

FN (z) :=
1

N
|{n < N : f(n) 6 z}| .

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ♣r♦✉✈é ♣❛r ❈♦q✉❡t ❬✾❪ ✭❝❢✳ ❛✉ss✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❡ ❬✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❡r❣♦❞✐q✉❡✮ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à
❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és✳ ❆❧♦rs f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ F ✱ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj),
∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2✭✸✳✶✮

❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳
▲♦rsq✉❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❋ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

❝♦♥✈❡r❣❡♥t

Φ(τ) =
∏

j>0

1

aj


1 +

∑

16d<aj

exp (iτf(dqj))


 (τ ∈ R).

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés à ♣r♦♣♦s ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷❪
é❝r✐t ♣❛r ❉❡❧❛♥❣❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳

✸✳✷ ❈r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡

❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r t❡❧❧❡ q✉❡ |g(n)| 6 1 ♣♦✉r
t♦✉t n ∈ N✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

ϕn :=
1

n

∑

m<n

g(m),

εj := max
16d6aj−1

(1−Re g(dqj)) et uj :=
1

aj

∑

d<aj

(g (dqj)− 1) .

❖♥ ❞✐t q✉❡ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (ϕn)n ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥♦t❡ M(g)
❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t L = LN ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r N ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r

L := max {j > 0 : ej(N) 6= 0}
✭❛✈❡❝ L0 := 0✮✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ t❡❧ q✉❡

1 6
N

qL
< aL.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ (Πk)k ♣❛r Π0 = 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t k > 1✱

Πk =
∏

06j<k

1

aj


1 +

∑

16d<aj

g(dqj)


 =

1

qk

∏

06j<k


1 +

∑

16d<aj

g(dqj)


 .

■❝✐✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞ûs à ❉❡❧❛♥❣❡ ❬✶✷❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s
✐❞é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❈♦q✉❡t ❬✶✵❪ ❡t s✬② ré❢ér❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ P♦✉r t♦✉t k > 0✱ ∑

06n<qk

g(n) = qk Πk.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k > 0✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

06n<qk

g(n) =
∑

06d<ak


 ∑

06m<qk

g(dqk +m)


 =


1 +

∑

16d<ak

g(dqk)




 ∑

06m<qk

g(m)


 .

◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s ❥✉st❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡st❡ ✈r❛✐❡ s❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ |g(n)| 6 1 ♣♦✉r t♦✉t
n ∈ N✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t n > 1

∣∣∣∣∣
∑

06m<n

g(m)

∣∣∣∣∣ 6
∑

06j6LN
ej(n) qj |Πj | .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞✐r❡❝t ♣♦✉r 1 6 n < q1✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r
t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n < qN ✱ ❛✈❡❝ N > 0 ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❧✬❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r qN 6 n < qN+1✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ n = c qN + b ♦ù c = eN (n) ❡t b =

∑N−1
j=0 ej(n) qj ✱ ❝❡ q✉✐

✐♠♣❧✐q✉❡

∑

06m<n

g(m) =
∑

06d<c


 ∑

06ℓ<qN

g(dqN + ℓ)


+

∑

06ℓ<b

g(cqN + ℓ)

=


 ∑

06d<c

g(dqN )




 ∑

06ℓ<qN

g(ℓ)


+ g(cqN )


 ∑

06ℓ<b

g(ℓ)


 .

●râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

∣∣∣∣∣
∑

06m<n

g(m)

∣∣∣∣∣ 6 eN (n) qN |ΠN |+

∣∣∣∣∣∣

∑

06ℓ<b

g(ℓ)

∣∣∣∣∣∣
6

∑

06j6N

ej(n) qj |Πj | .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ P♦✉r t♦✉s N > 0 ❡t h > 1

|ΠN+h+1 −ΠN+1| 6
√
2

∑

N<j6N+h

1

aj

∑

16d<aj

√
1−Re g(dqj) .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té

ΠN+h+1 −ΠN+1 = ΠN+1


 ∏

N<j6N+h

1

aj


1 +

∑

16d<aj

g(d qj)


− 1


 ,
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❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✶✳✷✺

|ΠN+h+1 −ΠN+1| 6

∣∣∣∣∣∣

∏

N<j6N+h

1

aj


1 +

∑

16d<aj

g(d qj)


− 1

∣∣∣∣∣∣

6
∑

N<j6N+h

∣∣∣∣∣∣
1

aj


1 +

∑

16d<aj

g(d qj)


− 1

∣∣∣∣∣∣
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ |z| 6 1 ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |z − 1|2 6 2 (1−Re z)✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r t♦✉t j > 0

∣∣∣∣∣∣
1

aj


1 +

∑

16d<aj

g(d qj)


− 1

∣∣∣∣∣∣
=

1

aj

∣∣∣∣∣∣

∑

16d<aj

(g(d qj)− 1)

∣∣∣∣∣∣
6

√
2

aj

∑

16d<aj

√
1−Re g(dqj),

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gN ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

gN (n) :=
∏

06j6N

g (ej(n)qj) .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❙✐ n < qN+h+1 ❛✈❡❝ h > 1✱ ♦♥ ❛

|g(n)− gN (n)| 6
√
2

∑

N<j6N+h

√
1−Re g (ej(n) qj) .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ n < qN+1✱ ♦♥ ❛ gN (n) = g(n)✳ ❙✐ qN+1 6 n < qN+h+1✱ ♦♥ ❛

g(n) = gN (n)
∏

N<j6N+h

g (ej(n) qj) ,

❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✷✺✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|g(n)− gN (n)| = |gN (n)|

∣∣∣∣∣∣

∏

N<j6N+h

g(ej(n) qj)− 1

∣∣∣∣∣∣

6
∑

N<j6N+h

|g(ej(n) qj)− 1| 6
√
2

∑

N<j6N+h

√
1−Re g (ej(n) qj) .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ P♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs n > 1 ❡t N > 0✱ ♦♥ ❛

∣∣∣∣∣
1

n

∑

06m<n

gN (m)−ΠN+1

∣∣∣∣∣ <
2 qN+1

n
.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t d > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

gN (d qN+1 +m) = g(m)

♦ù 0 6 m < qN+1✱ ♣✉✐sq✉❡ ej(d qN+1 +m) = ej(m) ♣♦✉r j 6 N ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k > 1✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸

∑

06m<kqN+1

gN (m) = k
∑

06m<qN+1

g(m) = k qN+1ΠN+1.

❉♦♥❝✱ s✐ n = k qN+1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

1

n

∑

06m<n

gN (m)−ΠN+1 = 0.

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s k qN+1 < n < (k + 1) qN+1✱ ❛✈❡❝ k > 1✱ ♦♥ ❛

∑

06m<n

gN (m)− nΠN+1 = − (n− k qN+1) ΠN+1 +
∑

k qN+16m<n

gN (m)

❡t ❞♦♥❝ ∣∣∣∣∣
∑

06m<n

gN (m)− nΠN+1

∣∣∣∣∣ 6 2 (n− k qN+1) < 2 qN+1.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té à ét❛❜❧✐r ❡st ❞✐r❡❝t❡ s✐ 1 6 n < qN+1✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs
∣∣∣∣∣
∑

06m<n

gN (m)− nΠN+1

∣∣∣∣∣ 6 2n.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r h > 1 ❡t n > qh✱ ♦♥ ❛

|ϕn −ΠLN+1| 6
2

aLN−h+1 . . . aLN−1
+ 2

√
2

∑

LN−h<j6LN
ε
1/2
j .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s N := LN − h > 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs n > qN+h ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
∣∣∣∣∣
1

n

∑

06m<n

gN (m)−ΠN+1

∣∣∣∣∣ <
2 qN+1

n
6

2 qN+1

qN+h
=

2

aN+1 . . . aN+h−1
.✭✸✳✷✮

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✐♠♣❧✐q✉❡

|ΠN+h+1 −ΠN+1| 6
√
2

∑

N<j6N+h

1

aj

∑

16d<aj

√
1−Re g(dqj) 6

√
2

∑

N<j6N+h

ε
1/2
j .✭✸✳✸✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ n < qN+h+1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻

|g(m)− gN (m)| 6
√
2

∑

N<j6N+h

√
1−Re g (ej(n) qj)
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✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t 0 6 m 6 n− 1 ❡t ❞♦♥❝

∣∣∣∣∣
1

n

∑

06m<n

g(m)− 1

n

∑

06m<n

gN (m)

∣∣∣∣∣ 6
√
2

∑

N<j6N+h

√
1−Re g (ej(n) qj) 6

√
2

∑

N<j6N+h

ε
1/2
j .

❆✐♥s✐ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ❡♥
s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ N + h = LN ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾✳ ✭❛✮ ❙✐ ❧❛ sér✐❡
∑
εj ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

ϕn =
∏

j6LN−1

1

aj


1 +

∑

16d<aj

g (dqj)


+ o(1) (n→ +∞).✭✸✳✹✮

✭❜✮ ❙✐ ❧❛ sér✐❡
∑
εj/aj ❞✐✈❡r❣❡✱ ❛❧♦rs ϕn → 0 ❡t ✭✸✳✹✮ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✭❛✮ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs h > 1 ❡t n > qh

|ϕn −ΠLN+1| 6
2

aLN−h+1 . . . aLN−1
+ 2

√
2h


 ∑

LN−h<j6LN
εj




1/2

,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r h > 1

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣∣
ϕn −

∏

j6LN−1

1

aj


1 +

∑

16d<aj

g (dqj)



∣∣∣∣∣∣
6

2

ah−1
.

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑
εj/aj ❞✐✈❡r❣❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

∣∣∣∣
1

m
(1 + z1 + . . .+ zm−1)

∣∣∣∣ 6 1− 1

2m
max

16k6m−1
(1−Re zk)

✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ |zk| 6 1(k > 1) ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r 1 6 k 6 m − 1 ✭♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s
❬✶✷❪✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t j > 0

∣∣∣∣∣∣
1

aj

∑

06j<aj

g (dqj)

∣∣∣∣∣∣
6 1− εj

2 aj
6 exp

(
− εj
2 aj

)
.

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k > 1✱

|Πk| 6 exp


−1

2

∑

06j<k

εj
aj


✭✸✳✺✮

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Πk) t❡♥❞ ✈❡rs 0✳
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■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ (ϕn)✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s ε > 0 ✿ ✐❧ ❡①✐st❡
❛❧♦rs ✉♥ ❡♥t✐❡r K > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k > K✱ ♦♥ ❛✐t |Πk| 6 ε. P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > qK ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛❧♦rs ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹

∣∣∣∣∣
∑

06m<n

g(m)

∣∣∣∣∣ 6
∑

06j<k

ej(n)qj |Πj |+
∑

K6j6LN
ej(n)qj |Πj |

6
∑

06j<k

ej(n)qj |Πj |+ ε n.

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣
1

n

∑

06m<n

g(m)

∣∣∣∣∣ 6 ε,

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (ϕn) ✈❡rs 0 ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ✭❜✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✵✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ g
♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ M(g) ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

j>0

εj
aj

6 2 ln

(
1

|M(g)|

)
.

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t k > 1✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t Πk ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✮ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡

∑

06j<k

εj
aj

6 2 ln

(
1

|Πk|

)
.

P❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✶✳ ❙✐ ❧❛ s✉✐t❡ (aj) ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❛❧♦rs ✭✸✳✹✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❛ sér✐❡
∑

j>0 εj ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ✭❛✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✐♠♠é❞✐❛✲
t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❙✐ ❧❛ sér✐❡

∑
j>0 εj ❞✐✈❡r❣❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ✭❜✮ ❞❡ ❝❡

♠ê♠❡ t❤é♦rè♠❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑
εj ❝♦♥✈❡r❣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (aj) s♦✐t ❜♦r♥é❡✳

✶✮ ❙✐ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
✭✐✮ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

(1− g(dqj)) ;✭✸✳✻✮

✭✐✐✮ 1 +
∑

16d<aj
g(dqj) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t j > 0.

✷✮ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ré❛❧✐sé❡✱ ❛❧♦rs g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡

M(g) =
∏

j>0

1

aj


1 +

∑

16d<aj

g(dqj)


 .✭✸✳✼✮
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❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♠♦✐♥s ❣é♥ér❛❧ q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é ♣❛r ❈♦q✉❡t ❬✾❪ ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✺✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✿ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐ ✭✸✳✼✮ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ✭✸✳✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣râ❝❡
à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j > 0

|uj |2 6
1

a2j


 ∑

16d<aj

|g(dqj)− 1|




2

6
aj − 1

a2j

∑

16d<aj

|g(dqj)− 1|2

6 2

(
1− 1

aj

)2

εj ,

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |z − 1|2 6 2 (1−Re z) ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
|z| 6 1✳
❙✐ ❧❛ sér✐❡

∑
εj ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs

∑
(1− 1/aj)

2 εj ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t
∑ |uj |2 ❛✉ss✐✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t

✐♥✜♥✐ ✭✸✳✼✮ ❡st ❛✐♥s✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ✭✸✳✻✮✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té∑
16d<aj

(1− g(dqj)) = −aj uj ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
❙✐ ❧❛ s✉✐t❡ (aj) ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ✭❜✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s εj ❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡
∑ |uj |2 ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❙✐ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ M(g) ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✉
♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐ ✭✸✳✼✮ s♦♥t t♦✉s ♥♦♥ ♥✉❧s ❡t ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r M(g)✳ ●râ❝❡ à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡
❢❛✐t❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ✶✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑
εj ✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (aj) ❡st ♠❛❥♦ré❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✶ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✷✳ ❙✐ ❧❛ sér✐❡
∑
εj ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r

❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐ ✭✸✳✼✮ ❛ t♦✉s s❡s ❢❛❝t❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧s ❡t
❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r M(g)✳ ●râ❝❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ✭✸✳✻✮ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳
❙✐ ❧❛ s✉✐t❡ (aj) ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❛❧♦rs ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ j > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Re (−aj uj) =
∑

16d<aj

(1−Re g(dqj)) > εj ,

♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡
∑
εj ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡

❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✸✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s
❜♦r♥és

❉❛♥s ❬✾❪✱ ❈♦q✉❡t ♣r♦✉✈❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Q✲❛❞❞✐t✐✈❡s q✉❛♥❞
❧❛ s✉✐t❡ (aj) ❡st ❜♦r♥é❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✸✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥
❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥é❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
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✸✳✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉✬❊❘❉➂❙✲❲■◆❚◆❊❘ P❖❯❘ ▲❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘ ➚ ❈❍■❋❋❘❊❙
❇❖❘◆➱❙ ✶✵✼

❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj) ❡t
∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.✭✸✳✽✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

ϕ(τ) =
∏

j>0

1

aj


 ∑

06d<aj

eiτf(dqj)


 (τ ∈ R).✭✸✳✾✮

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✈❛✐t ❢❛✐t ❉❡❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ♣r♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s
s✐❣♥❛❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❇❛r❛t ❡t ●r❛❜♥❡r ❬✸❪ ♦♥t ré❞✐❣é ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s é✈✐t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲é✈② ✭❝❢✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✷✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0
t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R ✜①é✱

lim
N→∞

1

N

∑

n<N

eiτf(n) = ϕ(τ).✭✸✳✶✵✮

●râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té

ϕqL(τ) :=
1

qL

∑

n<qL

eiτf(n) =
∏

06j<L


 1

aj

∑

06d<aj

eiτf(dqj)


 (L > 0),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✐t êtr❡

ϕ(t) =
∏

j>0


 1

aj

∑

06d<aj

eiτf(dqj)


 .

◆♦✉s ♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

m̃j :=
1

aj

∑

16d<aj

f(dqj) ❡t m̃2;j
2 :=

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

●râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣(iu) = 1 + iu+ O(u2) ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ u ❡t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |m̃j | 6 |m̃2;j | ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡r j > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

log


 1

aj

∑

06d<aj

eiτf(dqj)


 = log

(
1 + iτm̃j +O

(
τ2m̃2;j

2
))

= iτm̃j +O
(
τ2
(
m̃j

2 + m̃2;j
2
))

= i τm̃j +O
(
τ2 m̃2;j

2
)
,

❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ j ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✸✳✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱
❧❛ s✉✐t❡ (ϕqL)L ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s R ✭✐✳❡✳ ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✮ ❡t ❞♦♥❝ s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ϕ✳ ■❧
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✶✵✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘

r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ϕqL(t) → ϕ(t) ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭✸✳✶✵✮✱ q✉✐ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡
✸✳✶✷✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ 6 ❞❡ ❬✶✷❪ ✭♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
t❛r❞ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ré❛❧✐té ϕ(τ) = 1 +O (|τ |) ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R✮✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ✿ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲é✈②✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 ✈ér✐✜❛♥t ✭✸✳✶✵✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ T > 0 t❡❧ q✉❡ |ϕ(τ)| > 1/2
♣♦✉r t♦✉t |τ | 6 T ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 1− cos(x) > 8 ‖x/(2π)‖2✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r t♦✉t j > 0

∣∣∣∣
∑

06d<aj

eiτf(dqj)
∣∣∣∣
2

6 a2j − 16
∑

16d<aj

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

❡t ❞♦♥❝ ∣∣∣∣
1

aj

∑

06d<aj

eiτf(dqj)
∣∣∣∣ 6 exp


− 8

a2j

∑

16d<aj

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

 .

P♦✉r t♦✉t |τ | 6 T ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

✭✸✳✶✶✮
1

2
6 |ϕ(τ)| =

∏

j>0

1

aj

∣∣∣∣∣∣

∑

06d<aj

eiτf(dqj)

∣∣∣∣∣∣
6 exp


− 8

a2j

∑

j>0

∑

16d<aj

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

 .

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

✭✸✳✶✷✮
∑

j>0

∑

16d<aj

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

≪ 1 (|τ | 6 T )

❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐t❡ (‖τf(dqj)/(2π)‖)j>0 ✭1 6 d 6 aj − 1✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ♣♦✉r t♦✉t |τ | 6 T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛
✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (f(dqj))j>0 t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥
ré❡❧ 0 < |τ0| 6 T t❡❧ q✉❡ |τ0f(dqj)| 6 π ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs 1 6 d 6 aj − 1 ❡t j > 0✳ ●râ❝❡ à ✭✸✳✶✷✮✱
♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

(
τ0 f(dqj)

2π

)2

❡st ❜♦r♥é❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ P✉✐sq✉❡ τ0 > 0✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (ϕqL)L ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ϕ ❡t ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

m̃j,q =
∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)

❝♦♥✈❡r❣❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❡t ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸✮✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❞❡ ❬✸❪ ré♣♦♥❞ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡t ❞♦♥♥❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❈❛♥t♦r ❣é♥ér❛✉①✳
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✸✳✹✳ ➚ P❘❖P❖❙ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘ ➚ ❈❍■❋❋❘❊❙ ◆❖◆✲❇❖❘◆➱❙ ✶✵✾

❙♦✐t F ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ✳ ❆❧♦rs ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❡st é❣❛❧❡
❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐ ∗

k>0
Fk,

♦ù Fk ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

✭✸✳✶✸✮ Fk(z) =
1

ak

∑

06d<ak
f(dqk)6z

1 (z ∈ R).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ✈ér✐✜❛♥t
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✸✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ Q ❡st à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ f ❡st ❛t♦♠✐q✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥t✐❡r J > 0 t❡❧ q✉❡ f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉t j > J ❡t 1 6 d < aj✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✶ ❡t s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❞❡ ❬✸❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐ ∗k>0 Fk ♦ù Fk ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✶✸✮✳

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✶✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣✉r❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞✐s❝rèt❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

✭✸✳✶✹✮ ∀j > 0, sj 6= 0 et
∑

j

(1− sj) <∞.

P♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Q ❡st à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t ♥♦✉s
❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r A ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an)✳ ❙✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r J > 0 t❡❧ q✉❡
f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s j > J ✱ 1 6 d < aj ✱ ❛❧♦rs sj = 1 ♣♦✉r t♦✉t j > J ❡t ✭✷✳✼✮ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
✈ér✐✜é❡✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✸✳✶✹✮ ❡st ✈r❛✐❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ s✉✐t❡ (sj) ✈❡rs 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ J t❡❧ q✉❡ 1− sj 6 1/(2A) ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j > J ✳ ◆♦✉s ❡♥
❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬é❣❛❧✐té sj = 1 (j > J)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ Fj ✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j > J ✱
s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❛✉ts ❡♥ 0 ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ f(0) = 0✮ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s
j > J ✱ 1 6 d < aj ✳

✸✳✹ ➚ ♣r♦♣♦s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ♥♦♥✲❜♦r♥és

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (aj) s♦✐t ❜♦r♥é❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✸✳✽✮ t✐❡♥♥❡ ♠❛✐s q✉❡ f ♥❡
♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ✭♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶ ❞❡ ❬✸❪✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ♥♦♥ ❜♦r♥és✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (aj)n
♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (aσ(j))j t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐

∏
(1−1/aσ(j)) ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛✈❡❝∏

j>0(1− 1/aσ(j)) > 1/2✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛r f(qσ(j)) = 1 ❡t f(εqm) = 0
s✐♥♦♥ ✿ f ❡st ❛✐♥s✐ à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✸✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳
P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ✿ ❛❧♦rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s 1

N#{n <
N : f(n) = 1} ❡①✐st❡✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t N = qσ(J) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r J ✱ f(n) = 1 ♣♦✉r n < qσ(J) s✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❝❤✐✛r❡
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✶✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘

❞❡ n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ σ(j) (j < J) ❡st é❣❛❧ à 1 ❡t s✐ s❡s ❛✉tr❡s ❝❤✐✛r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
σ(l) (l < J, l 6= j) s♦♥t ♥✉❧❧❡s ✭❧❡s ❝❤✐✛r❡s r❡st❛♥t ét❛♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡s✮✳ ❆✐♥s✐✱

1

qσ(J)
#{n < qσ(J) : f(n) = 1} =

∑

j<J

1

aσ(j)

∏

ℓ<J,ℓ6=j

(
1− 1

aσ(ℓ)

)

=
∏

ℓ<J

(
1− 1

aσ(ℓ)

)∑

j<J

1

aσ(j)

(
1− 1

aσ(j)

)−1

q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
∏
(1− 1/aσ(ℓ)) ·

∑
1/(aσ(j) − 1)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

#{n < 2qσ(J) : f(n) = 1} = #{n < qσ(J) : f(n) = 1}+#{n < qσ(J) : f(n) = 0}
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉é ❡♥tr❡ n < qσ(J) ❡t qσ(J) ≤ n < 2qσ(J)✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✉♥ ❝❤✐✛r❡ ✈❛❧❛♥t 1 ❡t ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (σ(n)) ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♥✉❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

1

2qσ(J)
#{n < 2qσ(J) : f(n) = 1} =

1

2

∏

ℓ<J

(
1− 1

aσ(ℓ)

)
1 +

∑

j<J

1

aσ(j)

(
1− 1

aσ(j)

)−1



=
1

2

∏

ℓ<J

(
1− 1

aσ(ℓ)

)
1 +

∑

j<J

1

aσ(j) − 1


 .

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉✬✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡①✐st❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s ❞♦✐✈❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡

∑
j>0 1/(aσ(j) − 1) = 1✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é✈✐t❡r✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ♥♦♥✲
❜♦r♥és✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✸✳✽✮ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ✿
✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈♦q✉❡t ❬✾❪ ♣r♦✉✈❛ ✉♥ rés✉❧t❛t à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡
♠♦❞✉❧❡ 6 1 ❧♦rsq✉❡ (aj)j>1 ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ r❡ss❡♠❜❧❛♥t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✱ ❧✬❛♠❡♥❛♥t à ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥
t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ♣❛rt✐❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ✭❈♦q✉❡t ❬✾❪✮✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ |g| 6 1✳
✶✮ ❙✐ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t s✐

∑

j>0

1

aj

∑

06d<aj

(1−Re f(dqj)) <∞,

❛❧♦rs ♦♥ ❛
✭✐✮ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

(1− g(dqj)) ;

✭✐✐✮ 1 +
∑

16d<aj
g(dqj) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t j > 0.

✷✮ ❙✐ max16k6aj−1
(

1
k+1

∑
06d6k (1−Re g (dqj))

)
→ 0(j → ∞) ❡t s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st

ré❛❧✐sé❡✱ ❛❧♦rs g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

M(g) =
∏

j>0

1

aj


1 +

∑

16d<aj

g(dqj)


 .

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
is

se
rt

at
io

n 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
do

ct
or

al
 th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

is
se

rt
at

io
n 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

do
ct

or
al

 th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✸✳✺✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❉■❙❈❘❊❚ ✶✶✶

❈❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥❛ à ❈♦q✉❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ q✉❛♥❞ ❧❛ s✉✐t❡ (aj)j>1 ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻ ✭❈♦q✉❡t ❬✾❪✮✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
j > 0 ❡t d ∈ {1, . . . , j}

f∗(dqj) =
{
f(dqj) si |f(dqj)| 6 1,

1 si |f(dqj)| > 1,

❡t

βj := max
16k6aj−1


 1

k + 1

∑

06d6k

f∗(dqj)




2

.

❙✐ βj → 0 ❡t ❧❡s sér✐❡s

∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f∗(dqj) ❡t
∑

j>0

1

aj

∑

16d<aj

f∗(dqj)2

❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❛❧♦rs f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❝♦♥✈❡r❣❡♥t

∏

j>0

1

aj


1 +

∑

16d<aj

exp (iτf(dqj))


 (τ ∈ R).

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é q✉❡ ❇❛r❛t ❡t ●r❛❜♥❡r ❬✸❪ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✸ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❡r❣♦❞✐q✉❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧s ❢♦♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡

∑
fn(x) q✉✐

❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs Q✲❛❞✐q✉❡s x ∈ ZQ = lim
←

Z/qnZ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤✐✛r❡s ♥♦♥✲❜♦r♥és✱

✐❧s ♦❜s❡r✈❡♥t ✭❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❝✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✮ q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt q✉❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ♥♦♥✲❜♦r♥és✳

✸✳✺ ❱❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣♦ssé❞❛♥t
✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭♦♣t✐♠❛❧❡✮

‖F − FN‖∞ ≪ 1

N
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡
❡st ❞✐s❝rèt❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r J ∈ N t❡❧ q✉❡ f(dqj) = 0 ♣♦✉r t♦✉t j > J ❡t ♣♦✉r
d ∈ {1, . . . , aj − 1}✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ f ❡st qJ ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼ ♣❡r♠❡t ❞❡

❝♦♥❝❧✉r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳

✸✳✻ ❱❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉

P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ f à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à
❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ τ ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ gτ ♣❛r

gτ (n) := eiτf(n) (n ∈ N).
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✶✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r LN ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N ✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ℓ ✈ér✐✜❛♥t

qℓ 6 N < qℓ+1.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

η1,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj) , η∗1,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| , η2,N :=
∑

j>LN

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

P✉✐sq✉❡ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✸✱ ❧❡s r❡st❡s η1,N ❡t η2,N t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✱ ♠❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧
η∗2,N = ∞✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s t♦✉❥♦✉rs ♣❛r QF ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛r✲
t✐t✐♦♥ F ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r a ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an) ❡t ♣♦✉r t♦✉s τ ∈ R✱ T > 1 ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r
N > 1 ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ré❡❧ hT := ln (T lnT ) / ln a✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡s

εN (T ) :=
∑

LN−h<j6LN

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| et ψN (τ) := 8
∑

j6LN

∑

16d<aj

1

a2j

∥∥∥∥
τ f(dqj)

2π

∥∥∥∥
2

.

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽✳ ❙♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t s♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✸✳✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < aj)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♦♥ ❛

✭✸✳✶✺✮ ‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T εN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, |η1,N |+ τ η2,N

)
e−ψN (τ) dτ.

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (aj)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✸✳✽✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ |η1,N |+ τ η2,N ♣❡✉t
êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r η∗1,N ✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥❞ f ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ψN (τ) >
2 τ2

π2

∑

(d,j)∈SC(τ), j6LN

f(dqj)
2

a2j

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé SC(τ) := {(d, j) ∈ {1, . . . , aj − 1} × N : |f(dqj)| 6 π/|τ |} (τ > 0)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✐❝✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r QF ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✾✳ ❙♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t s♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ F ✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs

QF

(
1

T

)
≪ 1

T

∫ T

0
e−ψN (τ) dτ ≪ 1

T

∫ T

0
exp


−2 τ2

π2

∑

(d,j)∈SC(τ), j6LN

f(dqj)
2

a2j


 dτ (T > 0).

❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽ ❡t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ ✸✳✶✶✳
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✸✳✻✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✶✶✸

❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s
❡t q✉✐ ré❢èr❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡✉① sér✐❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ✸✳✶✸ ✭❧❡s
♣r❡✉✈❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① r❡st❡s
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N ❡t t♦✉t ré❡❧ T

η∗1,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

1

aj

∑

16d<aj

|f(dqj)| et η2,N (T ) :=
∑

j>LN−hT

1

aj

∑

16d<aj

f(dqj)
2.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✵✳ ❙♦✐t Q ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r à ❝❤✐✛r❡s ❜♦r♥és ❡t s♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✵✳✻✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t f(dqj) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (d, j) (j > 0, 0 6 d < aj)✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN ✱ ♦♥ ❛

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T εN (T ) + T |η1,N |+ T 2 η2,N ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✵✳✻✮ ❡st
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té
T η∗1,N (T )✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T |η1,N |+ T

√
η2,N (T ) lnT ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞ t♦✉❥♦✉rs ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✶✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ qj ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r LN ✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té qLN 6 N < qLN+1✳
◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (aj) ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ✉♥ ré❡❧ A✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t
lnN/ lnA− 1 < LN 6 lnN/ ln a✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s

ϕN (τ) :=
1

N

∑

n<N

gτ (n)

●râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té

ϕqk(τ) =
∏

06j<k

1

aj


1 +

∑

16d<aj

gτ (dqj)


 (k > 0).

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ϕN (τ) = 1+O(τ) ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t q✉❛♥❞ N → ∞✮ ❡t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✸✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

M(N) :=
∑

06j6LN
m̃j ❡t D2(N) :=

∑

06j6LN

(
m̃2;j

2 − m̃j
2
)
.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✸✼❪ ❡t q✉✐ ❡st ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s✳
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✶✶✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✷✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r
✭q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

1

N

∑

n<N

(f(n)−M(N))2 6 2D2(N).

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r q✉❡ ϕN (τ) = 1 + O(τ) ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t q✉❛♥❞ N → ∞✮✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ s❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϕN (τ)− 1 ≪ |τ |


 1√

N

(
∑

n<N

(f(n)−M(N))2
)1/2

+ |M(N)|


≪ |τ |,

♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ (D (N))N
❡t (M(N))N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ N ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❛✉ss✐ ϕ(τ) = 1 + O(τ)✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R

∣∣∣∣
ϕN (τ)− ϕ(τ)

τ

∣∣∣∣≪ 1.✭✸✳✶✻✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ |τ |✳
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ϕN (τ) − ϕ(τ) ❧♦rsq✉❡ |τ | ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

|ϕN (τ)− ϕ(τ)| 6
∣∣∣ϕN (τ)− ϕqLN+1(τ)

∣∣∣+
∣∣∣ϕqLN+1(τ)− ϕ(τ)

∣∣∣ .✭✸✳✶✼✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ L := LN ❛✜♥ ❞❡ r❛❝❝♦✉r❝✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❡r♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (aj) s♦✐t ♠❛❥♦ré❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ✉♥ ré❡❧ A✮✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r h > 1 ❡t n > qh

∣∣∣ϕN − ϕqLN+1(τ)
∣∣∣ 6

2

aLN−h+1 . . . aLN−1
+ 2

√
2

∑

LN−h<j6LN
max

16d6aj−1

√
1− cos (τf (dqj))

≪A
1

ah
+ |τ | εN (T ).✭✸✳✶✽✮

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✸✳✶✼✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
∣∣∣ϕqLN+1(τ)

∣∣∣ 6 e−ψN (τ),✭✸✳✶✾✮

q✉✐ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ✭✷✳✶✼✮ ❡t ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
∣∣∣ϕqLN+1(τ)− ϕ(τ)

∣∣∣
|τ | 6

∣∣∣1− ϕ(τ)/ϕqLN+1(τ)
∣∣∣

|τ | e−ψN (τ).

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
∣∣1− ϕ(τ)/ϕqL+1(τ)

∣∣✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∣∣∣ϕqLN+1(τ)− ϕ(τ)
∣∣∣

|τ | ≪ e−ψN (τ)

1 + |τ | .✭✸✳✷✵✮
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✸✳✻✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✶✶✺

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ é✈❛❧✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ϕqL+1(τ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t
✐♥✜♥✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C∗✱ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✸ ❡t ❡♥ r❡♣♦rt❛♥t
❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s eiu = 1 + iu+O(u2) ❛✈❡❝ u ∈ R ❡t 1 + z = exp

(
z +O(z2)

)
♣♦✉r |z| 6 1/2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϕ(τ)

ϕqL+1(τ)
=

∏

j>L

1

aj

∑

06d<aj

gτ (dqj)

=
∏

j>L

(
1 + iτm̃j +O

(
τ2m̃2;j

2
))

= exp
(
iτ η1,N +O

(
τ2 η2,N

))

= exp
(
O
(
|τ η1,N |+ τ2η2,N

))
(τ ∈ R).

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♠❛❥♦ré ❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t
|τ | 6 T

∣∣∣∣
ϕ(τ)

ϕqL+1(τ)
− 1

∣∣∣∣≪ |τ η1,N |+ τ2 η2,N .✭✸✳✷✶✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✸✳✶✾✮✱ ✭✸✳✷✵✮ ❡t ✭✸✳✷✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t
∣∣ϕqL+1(τ)− ϕ(τ)

∣∣
|τ | ≪ min

(
1

1 + |τ | , |η1,N |+ |τ | η2,N
)

e−ψN (τ).

❊♥ r❡♣♦rt❛♥t ✭✸✳✶✽✮ ❡t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ✭✸✳✶✼✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r t♦✉t τ 6= 0

✭✸✳✷✷✮
|ϕN (τ)− ϕ(τ)|

|τ | ≪A
1

|τ | ah + εN (T ) + min

(
1

1 + |τ | , |η1,N |+ |τ | η2,N
)
e−ψN (τ).

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥
❡t ♥♦té❡ Ĩ✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 1/T ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✻✮ ♣♦✉r |τ | 6 1/T ✱ ♣✉✐s ✭✸✳✷✷✮ ♣♦✉r 1/T < |τ | 6 T ✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉s h > 1 ❡t N > qh

Ĩ ≪A QF

(
1

T

)
+

lnT

ah
+ T εN (T ) +

∫ T

u
min

(
1

1 + τ
, |η1,N |+ τ η2,N

)
e−ψN (τ) dτ.

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t h = ln (T lnT ) / ln a✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ lnT/ah 6 1/T ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t
❛♥♥♦♥❝é✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ✭✸✳✽✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❤♦r♠✐s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s✱ ♣♦✉r 0 < |τ | 6 T ✱

∣∣∣∣
ϕ(τ)

ϕqL+1(τ)
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∏

j>L

1

aj


1 +

∑

16d<aj

gτ (dqj)


 − 1

∣∣∣∣∣∣

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
∣∣eiu − 1

∣∣ 6 |u|(u ∈ R) ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✷✺✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥
∣∣∣∣∣∣

∏

j>L

1

aj


1 +

∑

16d<aj

gτ (dqj)


 − 1

∣∣∣∣∣∣
6
∑

j>L

1

aj

∑

06d<aj

|exp(iτf(dqj))− 1| 6 |τ | η∗1 (T ) .
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✶✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❆◆❚❖❘

✸✳✼ ❊①❡♠♣❧❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡

v(n) =

∞∑

k=0

ek(n)

qk+1

❞é✜♥✐t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❈♦r♣✉t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥t♦r✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡t ♣✉✐sq✉❡ v(dqj) = dq−1j+1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R

Φ(τ) =
∏

j>0

1

aj


1 +

∑

16d<aj

exp

(
iτd

qj+1

)


=
∏

j>0



exp

(
iτ
2qj

− iτ
2qj+1

)

aj

sin (τ/2qj)

sin (τ/2qj+1)




= e
iτ
2

∏

j>0

2qj sin (τ/2qj)

2qj+1 sin (τ/2qj+1)

= e
iτ
2

sin (τ/2)

τ/2

=
eiτ − 1

iτ
,

♦ù ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❞✉✐t ✐♥✜♥✐ ❡st té❧❡s❝♦♣✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ F ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡
Φ ∈ ▲2 (R) ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡ ❡t ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1] ❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s
s❛✈♦♥s q✉❡

‖F − FN‖∞ ≪ lnN

N
.

❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❡t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❛♥s ❬✷✸❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (aj)j ❡st ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

η∗1,N =
1

2

∑

j>L

aj − 1

qj+1
=

1

2 qL+1
≪ a−L ≪ N− ln a/ lnA

❡t

εN (T ) =
1

2

∑

L−h<j6L

aj − 1

qj+1
=

1

2

(
1

qL−h+1
− 1

qL+1

)
≍ 1

qL−h+1
≪ ah

N ln a/ lnA
.

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ah ≍ T lnT ✱ ♣✉✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ T = N ln a/(3 lnA)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✜♥❛❧❡♠❡♥t

‖F − FN‖∞ ≪ 1

T
+

T 2 lnT

N ln a/ lnA
≪ lnN

N ln a/(3 lnA)
.
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❙②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ ✶

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛✉①✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ✭❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ét❛✐t ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❬✷❪✮✳ ◆♦✉s
ét❛❜❧✐r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r

❈♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❬✷❪✱ ❝❤❛q✉❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s (Gk)k∈N ❛✈❡❝ G0 = 1
❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

n =
K∑

k=0

ek(n)Gk ❛✈❡❝ ∀k : 0 6 ek(n) <
Gk+1

Gk
.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

∀k, e0(n)G0 + . . .+ ek(n)Gk < Gk+1✭✹✳✶✮

r❡♥❞ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ▲❡s ❝❤✐✛r❡s ek ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✭❣r❡❡❞②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❞♦♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✭❝❢✳ ❬✸✽❪✮ ✿ s✐ ek(n) ❡st ❞é❥à ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t k < K✱
❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t eK(n) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r ❞❛♥s {0, 1, . . . , GK+1/GK − 1} s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

K∑

k=0

ek(n)Gk 6 n.

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❛s ❞❡ q✲❛❞✐q✉❡✱ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡st ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✹✳✶✮✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥
(Gk)k∈N✱ ♦ù ❝❡tt❡ s✉✐t❡ Gk s❛t✐s❢❛✐t G0 = 1 ❡t ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡

Gk = c1Gk−1 + c2Gk−2 + . . .+ cdGk−d, k > d,

❡t
Gk = c1Gk−1 + c2Gk−2 + . . .+ ckG0, 1 6 k < d

✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺❪ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▼✳ ❉r♠♦t❛✳

✶✶✼
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✶✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ci✳
❙✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

(cj , cj+1, . . . , cd) 6 (c1, c2, . . . , cd−j+1), 2 6 j 6 d,

✭♦ù 6 ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✮✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
G✲❛❞✐q✉❡

n =
∑

j>0

ej(n)Gj

❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ej(n) > 0 s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

(ej(n), ej−1(n), . . . , ej−d+1(n)) < (c1, c2, . . . , cd), j > 0.

❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t d = 2 ❡t c1 = c2 = 1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢ q✉✐ ❡st ❜❛sé
s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ (Fn)n ✿ F0 = 0✱ F1 = 1✱ F2 = 1✱ F3 = 2✱ F4 = 3✱ F5 = 5✱ ❡t❝✳

❈❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥♥❡ ♣❛s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐
❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs
♥❛t✉r❡❧s ej(n) ∈ {0, 1} t❡❧s q✉❡

n =
∑

j>2

ej(n)Fj .✭✹✳✷✮

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ej(n) ej+1(n) = 0 ♣♦✉r t♦✉t j > 2✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✱ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♠♠❡
s♦♠♠❡ ❞❡ t❡❧s ♥♦♠❜r❡s✱ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❝❡s ❝❤✐✛r❡s ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✱ q✉✐
♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✐❝✐✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✱ ♥♦té ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Fj ✱
t❡❧ q✉❡ n − Fj > 0 ✿ s✐ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✉♥❡ é❣❛❧✐té✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st t❡r♠✐♥é✱ s✐♥♦♥ ♦♥
r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❛✈❡❝ ❧✬❡♥t✐❡r n − Fj ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ n✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ✐❧ r❡st❡ à s♦♠♠❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts Fj
♦❜t❡♥✉s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇✐♥❡t✲❞❡ ▼♦✐✈r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐

Fn =
ϕn + (−1)n+1 ϕ−n√

5
(n ∈ N)

♦ù ϕ := (1 +
√
5)/2 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ϕ2 = 1 + ϕ✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ϕ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r ❝♦♥❥✉❣✉é✱ q✉✐ ❡st ❧✬❛✉tr❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ϕ2 = 1 + ϕ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : N 7→ C ❡st ❞✐t❡ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ s✐

f(n) =
∑

j>2

f (ej(n)Fj)

❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : N 7→ C ❡st ❞✐t❡ Z✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s✐

g(n) =
∏

j>2

g (ej(n)Fj) .
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✹✳✶✳ ❉➱❋■◆■❚■❖◆❙ ❊❚ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉✬❊❘❉➂❙✲❲■◆❚◆❊❘ ✶✶✾

P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ (FN ) ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é✜♥✐❡ s✉r
R ♣❛r

FN (z) :=
1

N
|{n < N : f(n) < z}| (N > 1, z ∈ R).

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❡✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❛✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✳
P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ τ ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❛r

gτ (n) := eiτf(n) (n ∈ N),

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ηn = ηn(τ) := gτ (Fn) − 1 ♣♦✉r n ∈ N ❡t τ ∈ R✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ τ ∈ R

∃m0 = m0 (τ) > 1, ∀n > m0, |ηn(τ)| 6 2ϕ− 3.✭✹✳✸✮

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❧✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n0(τ) = n0 > 0 ♣❛r

n0 :=

{
m0 s✐ ✭✹✳✸✮ ❡st ✈r❛✐❡✱
1 s✐♥♦♥.

✭✹✳✹✮

❙♦✉s ✭✹✳✹✮✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ τ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ (εn)n ∈ CN ♣❛r




ε0, ε1, . . . , εn0−1 ∈ C,

εn0 = 0,

εn+1 = εn+1(τ) =
ηn − (ϕ− 1) εn

ϕ+ εn
, n > n0.

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t L ∈ N ❡t τ ∈ R

HL = HL(τ) :=
∑

n<FL

gτ (n).

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r t♦✉t τ ∈ R ❡t ♣♦✉r t♦✉t L >

n0(τ)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té

HL

FL
=

(Hn0 − ϕHn0−1)ϕ
L−n0+1

√
5FL

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
+

(ϕHn0−1 −Hn0)ϕ
L−n0+1

√
5FL

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
✭✹✳✺✮

♦ù n0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✹✮ ✭❡t ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♠✐s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ τ ❞❡ n0 ❡t ❞❡s s✉✐t❡s (Hn) ❡t (εn)✮✳
❆✐♥s✐✱ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✱ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

∑

n>2

f(Fn) ❡t
∑

n>2

f(Fn)
2.✭✹✳✻✮

◗✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❝♦♥✈❡r❣❡♥t

Φ(τ) =
Hn0(τ)− ϕHn0−1

ϕn0−1

∞∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ(τ)

ϕ

)
(τ ∈ R).✭✹✳✼✮

https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek


D
ie

 a
pp

ro
bi

er
te

 g
ed

ru
ck

te
 O

rig
in

al
ve

rs
io

n 
di

es
er

 D
is

se
rt

at
io

n 
is

t a
n 

de
r 

T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

 v
er

fü
gb

ar
.

T
he

 a
pp

ro
ve

d 
or

ig
in

al
 v

er
si

on
 o

f t
hi

s 
do

ct
or

al
 th

es
is

 is
 a

va
ila

bl
e 

in
 p

rin
t a

t T
U

 W
ie

n 
B

ib
lio

th
ek

.
D

ie
 a

pp
ro

bi
er

te
 g

ed
ru

ck
te

 O
rig

in
al

ve
rs

io
n 

di
es

er
 D

is
se

rt
at

io
n 

is
t a

n 
de

r 
T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
 v

er
fü

gb
ar

.
T

he
 a

pp
ro

ve
d 

or
ig

in
al

 v
er

si
on

 o
f t

hi
s 

do
ct

or
al

 th
es

is
 is

 a
va

ila
bl

e 
in

 p
rin

t a
t T

U
 W

ie
n 

B
ib

lio
th

ek
.

✶✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r n0 = n0(τ) ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ εn(τ) 6= −ϕ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > n0
❡t t♦✉t ré❡❧ τ ✿ ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s ❝❡❧❛ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉
♣r♦❞✉✐t ✭✹✳✼✮ q✉❛♥❞ τ ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡t s✐ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ σ > 0 t❡❧ q✉❡

Φ(τ) =

∞∏

ℓ=2

(
1 +

εℓ(τ)

ϕ

)
(|τ | 6 σ).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ f (Fn) → 0 ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r
t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ δ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r N(δ) ∈ N✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n > N(δ)✱ |f (Fn−1)| 6 δ✳
◆♦✉s ✜①♦♥s ❛❧♦rs ε0 > 0 ❡t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ré❡❧ σ = σ (ε0) > 0 ♣❛r

σ (ε0) :=
2ϕ− 3

max

(
ε0 , max

26j<N(ε0)
|f (Fj−1)|

) .

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > N(δ) ❡t t♦✉t ré❡❧ |τ | 6 σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

|ηn (τ)| =
∣∣∣eiτf(Fn) − 1

∣∣∣ 6 |τ | · |f (Fn)| 6
2ϕ− 3

δ
× δ = 2ϕ− 3.

❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r 1 6 n < N(δ) ❡t |τ | 6 σ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|ηn (τ)| 6 |τ f (Fn)| 6
2ϕ− 3

max
16j<N(δ)

|f (Fj)|
× |f (Fn)| 6 2ϕ− 3.

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
∀ |τ | 6 σ, ∀n > 2, |ηn (τ)| 6 2ϕ− 3,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✭✹✳✸✮ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t |τ | 6 σ ❛✈❡❝ m0 = 1 ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ n0 = 1✳
❊♥ r❡♣♦rt❛♥t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n0 ❞❛♥s ✭✹✳✼✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♣♦s❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞❡
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ré♣♦♥❞❛♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♠❛✐s ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ❞❡ ❬✸❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛✉
s②stè♠❡ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❛❧♦rs
❛t♦♠✐q✉❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r N > 2 t❡❧ q✉✬♦♥ ❛✐t f (Fn) = 0 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > N ✳

❆♣rès ❝❡s q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts q✉✐ ♥♦✉s
s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
❢❡r♦♥s ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ τ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❢♦r♠✉❧❡s✳
❯♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧és ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (εn)n ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
(
∑

n>2

f(Fn) ❝♦♥✈❡r❣❡ &
∑

n>2

f(Fn)
2 <∞

)
⇐⇒

(
∑

n>n0

εn ❝♦♥✈❡r❣❡ &
∑

n>n0

|εn|2 <∞
)
.

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été à ♣r♦♣♦s ❞❡s s✉✐t❡s (εn)n ❡t (ηn)n✳
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✹✳✶✳ ❉➱❋■◆■❚■❖◆❙ ❊❚ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉✬❊❘❉➂❙✲❲■◆❚◆❊❘ ✶✷✶

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✳ ▲❛ s✉✐t❡ (εn)n ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❛✣r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

(i) ❧❛ s✉✐t❡ (εn)n t❡♥❞ ✈❡rs 0 ;

(ii) ❧❛ s✉✐t❡ (ηn)n t❡♥❞ ✈❡rs 0.

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ (ii) ⇒ (i)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✻✳ ❙♦✐❡♥t (aj)j>0 ❡t (bn)n>0 ∈ RN ❞❡✉① s✉✐t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ an > 0 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 0 ❡t
(bn)n ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ L ∈ [0, 1[ t❡❧ q✉❡ aj+1 6 Lan+bn ♣♦✉r t♦✉t n > 0✱ ❛❧♦rs (an)n ❝♦♥✈❡r❣❡
❛✉ss✐ ✈❡rs 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s Qn := L−n an✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ r❡♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡
an ❡t bn✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Qn+1 −Qn 6
bn
Ln+1

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r n > 1✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ té❧❡s❝♦♣❛❣❡

an 6 Ln

(
a0 +

n−1∑

k=0

bk
Lk+1

)
.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t δ > 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ N ∈ N✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n > N ✱ |bn| 6 δ✳ P✉✐sq✉❡ Ln → 0(n→ ∞)✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s

an 6 Ln

(
a0 +

N−1∑

k=0

bk
Lk+1

)
+ δ Ln

n−1∑

k=N

1

Lk+1
6 o(1) + δ

1− Ln−N

1− L
(n→ ∞).

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∀ δ > 0, lim sup
n→∞

|an| 6
δ

L− 1
,

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r (εn)n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ (εn)n ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱
q✉❡ |εn| 6 ϕ−1 ♣♦✉r t♦✉t n > n0✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ |εn0 | 6 ϕ−1✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

n > n0✱ |εn| 6 ϕ − 1 ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ ♣♦✉r n + 1✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡❧❛ ❡st
♣r♦✉✈é ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ (εn)n ✿ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |ϕ+ εn| > ϕ− |εn| > 1✱
❞♦♥❝ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|εn+1| =

∣∣∣∣
ηn − (ϕ− 1) εn

ϕ+ εn

∣∣∣∣

6 |ηn|+ (ϕ− 1) |εn| 6 (2ϕ− 3) + (ϕ− 1)2 = ϕ− 1,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ |εn| 6 ϕ− 1✱ ♣♦✉r t♦✉t n > n0✳ ❆✐♥s✐ (εn)n ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ (εn)n✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ (i) ⇒ (ii)✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t n > n0

|εn+1| 6 |ηn|+ (ϕ− 1) |εn| ,
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ (εn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t an = |εn−n0 | ❡t bn =
|ηn−n0 |✳
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✶✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

▲❡♠♠❡ ✹✳✼✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ f(Fn) → 0✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

(i)
∑

n>2

f(Fn) &
∑

n>2

f(Fn)
2 convergent ;

(ii)
∑

n>n0

ηn &
∑

n>n0

|ηn|2 convergent ;

(iii)
∑

n>n0

εn &
∑

n>n0

|εn|2 convergent .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ f(Fn) → 0 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r |τf(Fn)| 6 π✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
(i) ⇔ (ii) ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ηn = iτf(Fn) + O

(
τ2f(Fn)

2
)
❡t ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés

4
π2 τ

2f(Fn)
2 6 |ηn|2 6 2 τ2f(Fn)

2✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ (ii) ⇒ (iii)✳ ●râ❝❡ ❛✉ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ |εn+1| 6 |ηn|+(ϕ− 1) |εn| ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > n0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
✐❞é❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✻ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|εn| 6 (ϕ− 1)n−n0 |εn0 |+
n−n0∑

ℓ=1

|ηn−ℓ| (ϕ− 1)ℓ−1 (n > n0).

❊♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❝❛rré ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t s✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs n > n0✱ ♣✉✐s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ (a+ b)2 6 2(a2 + b2)(a, b ∈ R) ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∑

n>n0

|εn|2 6 2
∑

n>n0

n−n0∑

k,ℓ=1

|ηn−ℓ||ηn−k|(ϕ− 1)k+ℓ−2 + 2
∑

n>n0

(ϕ− 1)2(n−n0) |εn0 |2

= 2
∑

k,ℓ>1

(ϕ− 1)k+ℓ−2
∑

n>n0+max{k,ℓ}
|ηn−ℓ||ηn−k|+ 2

|εn0 |2
ϕ− 1

6
1

ϕ− 1

∑

n>n0

|ηn|2 + 2
|εn0 |2
ϕ− 1

.

P✉✐sq✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑

n>n0
|ηn|2 ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛❧♦rs

∑
n>n0

|εn|2 ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (εn)n✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✭✹✳✽✮ ηn =
εn
ϕ

+ ϕεn+1 + εn εn+1

❡t ❞♦♥❝✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r t♦✉t n0 6M 6 N

∣∣∣∣∣
1

ϕ

N∑

n=M

εn + ϕ
N∑

n=M

εn+1

∣∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣

N∑

n=M

ηn

∣∣∣∣∣+
N∑

n=M

|εn εn+1|

6

∣∣∣∣∣

N∑

n=M

ηn

∣∣∣∣∣+
(

N∑

n=M

|εn|2
)1/2( N∑

n=M

|εn+1|2
)1/2

.
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✹✳✶✳ ❉➱❋■◆■❚■❖◆❙ ❊❚ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉✬❊❘❉➂❙✲❲■◆❚◆❊❘ ✶✷✸

❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ εn → 0 ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑

n>n0
εn ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

❡t ❞♦♥❝ ✭✐✐✐✮ ❡st ✈r❛✐❡✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✭✐✐✐✮ ⇒ ✭✐✐✮✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣râ❝❡ à ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✽✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∣∣∣∣∣

N∑

n=M

ηn

∣∣∣∣∣ 6
1

ϕ

∣∣∣∣∣

N∑

n=M

εn

∣∣∣∣∣+ ϕ

∣∣∣∣∣

N∑

n=M

εn+1

∣∣∣∣∣+
(

N∑

n=M

|εn|2
)1/2( N∑

n=M

|εn+1|2
)1/2

,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡
∑

n>n0
ηn✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✹✳✽✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ εn → 0

✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ |ηn| ≪ |εn|+ |εn+1|✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

η2n = ϕ2 ε2n+1 +O
(
ε2n + εn εn+1

)
.

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ♣❡r♠❡tt❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ sér✐❡∑
n>n0

|ηn|2 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✭✐✐✮ ❡st ✈r❛✐❡✳

▲✬❛✉tr❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❧é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡st ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧ s✉✐✈❛♥t✳ P♦✉r
t♦✉s τ ∈ R ❡t k ∈ N✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

Ak = Ak(τ) :=

(
1 gτ (Fk)
1 0

)
,

❡t ♣♦✉r t♦✉s M,N ∈ N✱ t❡❧s q✉❡ 0 6M 6 N

P (M,N) = Pτ (M,N) :=
M∏

j=N

Aj(τ) = AN (τ) . . . AM (τ).

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✹✳✺✮✱ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ gτ ❡t ❧❛ s✉✐t❡ (εn)✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t P ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✽✳ P♦✉r t♦✉s τ ∈ R✱ k > n0 ❡t M ∈ N✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Pτ (k, k +M)

(
ϕ+ εk

1

)
= ϕM+1

(
k+M∏

ℓ=k

(
1 +

εℓ
ϕ

))(
ϕ+ εM+k+1

1

)
.

▲❛ ♠ê♠❡ é❣❛❧✐té r❡st❡ ✈r❛✐❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ϕ ♣❛r ϕ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k > n0 − 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té

Ak

(
ϕ+ εk

1

)
= (ϕ+ εk)

(
ϕ+ εk+1

1

)
,

❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r M ∈ N✳ ◆♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛♥❞ ϕ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ϕ
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✶✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✹✳✺✮✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

HL = HL(τ) :=
∑

n<FL

gτ (n) (L > 0).

❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r εi(n) ❧❡ i✲è♠❡ ❝❤✐✛r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❞❡ n✱ s❡❧♦♥ s✐ εL−1(n) = 0 ♦✉ εL−1(n) =
1 ✭❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t εL−2(n) = 0✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✭✹✳✾✮ ∀L > 2, HL = HL−1 + gτ (FL−1)HL−2.

❆✐♥s✐✱ HL ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧

∀L > 1,

(
HL+1

HL

)
=

(
1 gτ (FL)
1 0

)(
HL

HL−1

)
= AL

(
HL

HL−1

)
.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

∀L > n0,

(
HL+1

HL

)
=

(
n0∏

k=L

Ak

)(
Hn0

Hn0−1

)
= Pτ (n0, L)

(
Hn0

Hn0−1

)
.✭✹✳✶✵✮

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r t♦✉t L > n0

HL =
(
0 1

)
Pτ (n0 + 1, L)

(
Hn0

Hn0−1

)
✭✹✳✶✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ εn0 = 0✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✭✹✳✶✷✮

(
Hn0

Hn0−1

)
=

(Hn0 − ϕHn0−1)√
5

(
ϕ
1

)
+

(ϕHn0−1 −Hn0)√
5

(
ϕ
1

)

❊♥ r❡♣♦rt❛♥t ✭✹✳✶✷✮ ❞❛♥s ✭✹✳✶✵✮✱ ♣✉✐s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❛❧♦rs ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽ ❛✈❡❝ k = n0 ❡tM = L−n0
❞❛♥s ❡t ❡♥ r❡♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ✭✹✳✶✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r t♦✉t L > n0

HL =
(Hn0 − ϕHn0−1)ϕ

L−n0+1

√
5

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
+

(ϕHn0−1 −Hn0)ϕ
L−n0+1

√
5

L∏

ℓ=n0+1

(
1 +

εℓ
ϕ

)
,

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✹✳✺✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✹✳✻✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s sér✐❡s ✭✹✳✻✮

❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✿ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✼✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
✭✹✳✺✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s✉✐t❡ (HL/FL) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ Φ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✼✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱
❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ΦN (τ) := (1/N)

∑
n<N gτ (n) → Φ(τ) ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻✮ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✉

s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ✹✳✺ t❡♥❞ ❛❧♦rs ✈❡rs 0✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ Φ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡
✹✳✷✵✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♠ê♠❡ Φ(t) = 1 +O(t) q✉❛♥❞ t→ 0✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐t ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲é✈②✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s
✭✹✳✻✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲é✈②✱ gτ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ τ ✳ ●râ❝❡ à ✭✹✳✺✮✱
Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Φ(0) = 1 ❡t Φ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥
τ = 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ T0 > 0 t❡❧ q✉❡ |Φ(τ)| > 1

2 ❢♦r |τ | 6 T0✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ HL(τ)/FL → Φ(τ) ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R✱ ♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝té✲

r✐st✐q✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ f ✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✾✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs eiτf(Fn) → 1 q✉❛♥❞ n→ ∞ ❡t
❛✐♥s✐ f(Fn) → 0 ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺✳
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✹✳✶✳ ❉➱❋■◆■❚■❖◆❙ ❊❚ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉✬❊❘❉➂❙✲❲■◆❚◆❊❘ ✶✷✺

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑
f(Fn)

2 ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡∑ |ηn|2 ❡t ❛✐♥s✐ ❝❡❧❧❡ ❞❡
∑ |εn|2✳ ●râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t τ s✉✣s❛♥t ♣❡t✐t✱ ❝❡❧❛ ✐♠✲

♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
∏

(1 + εj/ϕ) ❝♦♥✈❡r❣❡r❛✐t ❞❛♥s C∗✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡
∑
εn ❡♥

❞é❝♦✉❧❡r❛✐t ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺ ét❛❜❧✐r❛✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s sér✐❡s ✭✹✳✻✮✳
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t P (1, L)✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ |Φ| ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ sér✐❡

∑
n>2 f(Fn)

2 ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ✭✷✳✺✮✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾✳ ❙♦✐t Mm,n(C) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ m× n✳
✐✮ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ∈ Mm,n(C) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

(A∗)i,j = Aj,i

♦ù ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡ (i, j)✲✐è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m ❡t 1 ≤ j ≤ n✱ ❡t ❧❛ ❜❛rr❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❡
❝♦♥❥✉❣✉é ❞✬✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✳

✐✐✮ ▲❛ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ‖.‖2 ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥

‖A‖2 := sup
x 6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

(A ∈ Mm,n(C)).

✐✐✐✮ P♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡✱ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t q✉✐ r❡❧✐❡ ❝❡s tr♦✐s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ A✱ ♦♥ ❛

‖A‖2 =
√
ρ (A∗A) =

√
ρ (AA∗).

❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉s τ ∈ R ❡t k ∈ N

AkA
∗
k =

(
2 1
1 1

)
,

❛✐♥s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ AkA∗k s♦♥t ϕ
2 ❡t ϕ2 ❡t ❞♦♥❝ ‖Ak‖2 = ϕ✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t P (1, L)✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♠❛❥♦r♦♥s

‖Aj+1Aj‖2✱ ♣✉✐s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✽✳ P♦✉r 0 6 j 6 L− 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

(Aj+1Aj) (Aj+1Aj)
∗ = Aj+1

(
AjA

∗
j

)
A∗j+1 =




3 + 2 cos (τf (Fj+1)) 2 + ❡iτf(Fj+1)

2 + ❡−iτf(Fj+1) 2


 .

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r X2 − tj X + 1✱ ♦ù tj = tj(τ) := 7 + 2 ℜe ηj+1 ✳ P✉✐sq✉❡
t2j − 4 > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ρ ((Aj+1Aj) (Aj+1Aj)
∗) =

tj +
√
t2j − 4

2
=

7 + 3
√
5

2
+ ℜe ηj+1 +

√
t2j − 4− 3

√
5

2

6 ϕ4

(
1− |ℜe ηj+1|

ϕ4

)
6 ϕ4 exp

(
−|ℜe ηj+1|

ϕ4

)
.
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✶✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r 0 6 j 6 L− 1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
∥∥∥∥
1

ϕ2
Aj+1Aj

∥∥∥∥
2

6 exp

(
−|ℜe ηj+1|

2ϕ4

)
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ηj ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (f(Fn))n>2 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

|ℜe ηj+1| ≍ |ηj+1|2✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

∥∥∥∥
1

ϕ2
Aj+1Aj

∥∥∥∥
2

6 exp
(
−C |ηj+1|2

)
,

♦ù C > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Aj s♦♥t ❣r♦✉♣é❡s ❞❡✉① ♣❛r ❞❡✉①
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣❛✐rs ♦✉ ✐♠♣❛✐rs✱ ♣✉✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ L ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

∥∥∥∥∥∥

−1∏

j=−∞

(
1

ϕ
A−j

)∥∥∥∥∥∥
2

6 min


exp


−C

∞∑

j=1

|η2j |2

 , exp


−C

∑

j>0

|η2j+1|2





♦ù ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✧✐♥✈❡rsé❡✧ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Ak ❞❡ ❞r♦✐t❡
à ❣❛✉❝❤❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✹✳✺✮ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✭✹✳✶✵✮✱ ♣♦✉r |τ | 6 σ ✭♦ù σ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧

q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✮ ❡t ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ n0 = 0✱ ✐♠♣❧✐q✉❡

(
1 0

) −1∏

j=−∞

(
1

ϕ
A−j

)(
1
0

)
=

ϕ√
5
Φ(τ).

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r |τ | 6 min(σ, T0) ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

1

2
6 |Φ(τ)| 6 min


exp


−C

∞∑

j=1

|η2j |2

 , exp


−C

∑

j>0

|η2j+1|2



 (|τ | 6 min(σ, T0)).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 1− cos(x) > 8 ‖x/π‖2 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
|τ | 6 min(σ, T0)

1

2
6 |Φ(τ)| 6 min


exp


−16C

∞∑

j=1

∥∥∥∥
τf(F2j)

2π

∥∥∥∥
2

 , exp


−16C

∑

j>0

∥∥∥∥
τf(F2j+1)

2π

∥∥∥∥
2



 ,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ q✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑

n>2 f(Fj)
2 ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✹✳✷ ▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r

❊♥ ❜❛s❡ q✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❡♥t✐❡r N ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♥t✐❡r ⌊lnqN⌋ ✭♦ù ♥♦✉s ♣♦s♦♥s lnm x := lnx/ lnm
♣♦✉r x > 0,m > 1 ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✮✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ⌊lnϕ N⌋ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝
êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ 7, 12, 18, 19✱ ❡t❝✳✱ ♠ê♠❡ s✐
❡❧❧❡ ♥❡ ❞✐✛èr❡ q✉❡ ❞❡ 1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞♦♥❝
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡①❛❝t❡ s❛✉❢ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❡♥t✐❡rs✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡
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✹✳✷✳ ▲❖◆●❯❊❯❘ ❉❊ ▲❆ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❊◆❚■❊❘ ✶✷✼

à 1 ♣rès✳
P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 0

FN =

⌊
ϕN√
5
+

1

2

⌋
✭✹✳✶✸✮

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

LN := max{j > 2 : Fj 6 N} − 2 =

⌊
lnϕ

(
N ·

√
5 +

1

2

)⌋
− 2.

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ♣❛♣✐❡rs✱ ♠❛✐s ❡♥ ré❛❧✐té✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡
❝♦♠♠❡ ❧✬é♥♦♥❝❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 1✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

⌊lnϕN⌋ − LN = 1V (N),

♦ù V ⊂ N ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

V :=

∞⊎

n=4

{⌈ϕn⌉ , . . . , Fn+2 − 1} = {7, 12, 18, 19, 20, 30, 31, 32, 33, 47, . . .}.

◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ à n = 0
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐❡rs ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ✈✐❞❡s ❛✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ⌈ϕn⌉ = Fn+2 ♣♦✉r n = 0, 1, 2, 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ●râ❝❡ à ✭✹✳✶✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

ϕN+1

√
5

− 1

2
< FN+1 6

ϕN+1

√
5

+
1

2
(N > 0),✭✹✳✶✹✮

q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦s❡s à ♠♦♥tr❡r ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ q✉❡
V ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés Fn+1 < ⌈ϕn⌉ 6 Fn+2−1 (n > 4)✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠♦♥tr❡r✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

⌈ϕn⌉ − Fn+1 >

(
1− ϕ√

5

)
ϕn − 1

2
> 0

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

Fn+2 − ⌈ϕn⌉ >
(
ϕ2

√
5
− 1

)
ϕn − 3

2
> 1,

♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r n > 6 ✭♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ⌈ϕn⌉ = Fn+2 − 1 ♣♦✉r n = 4, 5✮✳ ❆✐♥s✐✱ V
❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❛tt❡♥❞✉❡ ✿ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ(x) := ⌊lnϕ x⌋
❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ●râ❝❡ à ✭✹✳✶✹✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s é❣❛❧✐tés ψ (⌈ϕn⌉)−1 =
ψ (⌈ϕn⌉ − 1) = ψ (Fn+1) = n− 1 ♣♦✉r n > 4 ❡t ❣râ❝❡ ❡♥ ♣❧✉s à ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ψ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s

N ∈ V ⇐⇒
⌈
ϕLN+1

⌉
6 N < FLN+3 ⇐⇒ ψ(N) = LN + 1

❡t
N /∈ V ⇐⇒ FLN+2 6 N 6

⌈
ϕLN+1

⌉
− 1 ⇐⇒ ψ(N) = LN ,

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
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✶✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

✹✳✸ ❱❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s f(FN )✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ QF ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
F ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 1 ❡t t♦✉t ré❡❧ T > 1✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s LN := lnN/ lnϕ ❡t
hT := ln(T lnT lnN)/ lnϕ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés

λN (T ) :=
∑

LN−2hT<j6LN
|f(Fj)| et ϑN (T ) :=

∑

j>LN−hT
|f(Fj)|.

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ f ❡t t♦✉t ré❡❧ τ❃✵✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

S̃(τ) := {j > 2 : |f(Fj)| 6 π/|τ |},

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡

ψN,T (τ) := τ2
∑

j∈S̃(τ), j<LN−hT

f(Fj)
2.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡

✭✹✳✶✺✮
∑

j>2

|f(Fj)|

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r N > 1 t❡❧s
q✉❡ hT 6 LN/2✱ ♦♥ ❛

‖FN − F‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T λN (T ) +

∫ T

1/T
min

(
1

1 + τ
, ϑN (T )

)
e−c2 ψN,T (τ) dτ,

♦ù c2 > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✸✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ h ❡t ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ é❣❛❧ à lnϕ(T lnT )✱ ♠❛✐s ❡♥
❝♦♥tr❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ (lnN)/T ❛♣♣❛r❛îtr❛✐t✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ QF ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ F ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥

QF

(
1

T

)
≪ 1

T

∫ T

0
exp


−c2 t2

∑

j∈S̃(t)
f(Fj)

2


 dt

♦ù c2 > 0 ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t q✉✐ ré❢èr❡♥t
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑ |f(Fj)|✳
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✹✳✸✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✶✷✾

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✺✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡
∑

j>2

|f(Fj)|

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t LN := ⌈lnϕN⌉ ❡t hT := ⌈lnϕ(T lnT lnN)⌉
♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ T > 1 ✈ér✐✜❛♥t hT 6 LN/2✱ ♦♥ ❛

‖F − FN‖∞ ≪ QF

(
1

T

)
+ T

∑

j>LN−2h
|f(Fj)| .

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷ ✉t✐❧✐s❡ à ♣❡✉ ♣rès ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✱ ❧❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ét❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳

✹✳✸✳✶ ❱❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲
❑✉❜✐❧✐✉s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❩❡❝❦❡♥❞♦r❢✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❡♥ ❡①✐st❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s s✉✣t ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❩✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ✭✹✳✻✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs

✭✹✳✶✻✮
1

N

∑

n<N

|f(n)| = O(1)

q✉❛♥❞ N → ∞✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛②❛♥t s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✳

✹✳✸✳✶✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s FLN ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ FLN−1 < N 6 FLN ❡t ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s q✉❡

∑

n<FLN

|f(n)| = O(FLN ),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✭✹✳✶✻✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s s♦♠♠❡s

Sk :=
∑

n<Fk

f(n).

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡

Sk =
∑

n<Fk−1

f(n) +
∑

m<Fk−2

f(Fk−1 +m)

= Sk−1 + Sk−2 + Fk−2 f(Fk−1),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té

✭✹✳✶✼✮ Sk =
k−1∑

ℓ=2

Fk−ℓFℓ−1f(Fℓ).
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✶✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛✐t❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡

Tk :=
∑

n<Fk

f(n)2 =
∑

n<Fk−1

f(n)2 +
∑

m<Fk−2

f(Fk−1 +m)2

= Tk−1 + Tk−2 + Fk−2 f(Fk−1)
2 + 2Sk−2 f(Fk−1)

♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

Tk =
k−1∑

ℓ=2

Fk−ℓ Fℓ−1 f(Fℓ)
2 + 2

k−1∑

ℓ=2

Fk−ℓ Sℓ−1 f(Fℓ).

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣éré❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

k−1∑

ℓ=2

Fk−ℓ Fℓ−1 f(Fℓ)
2 = O

(
ϕk−1

k−1∑

ℓ=2

f(Fℓ)
2

)
= O(Fk).

P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦♠♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✭✹✳✶✼✮ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

2
k−1∑

ℓ=2

Fk−ℓSℓ−1f(Fℓ) = 2
k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

Fk−ℓFℓ−j−1Fj−1f(Fℓ)f(Fj)

=
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

(
ϕk−ℓ + (−1)k−ℓ+1ϕℓ−k

)

×
(
ϕℓ−j−1 + (−1)ℓ−jϕ1+j−ℓ

) (
ϕj−1 + (−1)jϕ1−j) f(Fℓ)f(Fj)

= 2
ϕk−2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

f(Fℓ)f(Fj) +
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕk−2j(−1)jf(Fℓ)f(Fj)

+
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕk−2ℓ+2j(−1)ℓ−jf(Fℓ)f(Fj) +
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕ2ℓ−k−2(−1)k−ℓ+1f(Fℓ)f(Fj)

+
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕk−2ℓ+2(−1)ℓf(Fℓ)f(Fj) +
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕ2ℓ−2j−k(−1)k−ℓ+j+1f(Fℓ)f(Fj)

+
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕ2j−k(−1)k−j+1f(Fℓ)f(Fj) +
2

5
√
5

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕ2−k(−1)k+1f(Fℓ)f(Fj).

P✉✐sq✉❡

R :=

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

f(Fℓ)f(Fj) =
1

2



k−1∑

j=2

f(Fj)




2

− 1

2

k−1∑

j=2

f(Fj)
2 −

k−1∑

j=3

f(Fj)f(Fj−1)

❡t ∣∣∣∣∣∣

k−1∑

j=3

f(Fj)f(Fj−1)

∣∣∣∣∣∣
6



k−1∑

j=3

f(Fj)
2 ·

k−1∑

j=3

f(Fj−1)2




1/2

= O(1)

✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ R = O(1) ❡t q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(Fk)✳
▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s
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✹✳✸✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✶✸✶

♥✬❛❜♦r❞♦♥s q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦❝❤❛✐♥s t❡r♠❡s ✭q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✮✳ ■❧
♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❡s q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s t❡r♠❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕk−2j(−1)jf(Fℓ)f(Fj) =
k−3∑

j=2

ϕk−2j(−1)jf(Fj)
k−1∑

ℓ=j+2

f(Fℓ)

=

k−3∑

j=2

ϕk−2j |f(Fj)|O(1)

= O






k−3∑

j=2

ϕ2k−4j
k−3∑

j=2

f(Fj)
2




1/2



= O(Fk).

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕk−2ℓ+2j(−1)ℓ−jf(Fℓ)f(Fj) =
k−3∑

r=2

ϕk−2r(−1)r
k−r−1∑

j=2

f(Fj+r)f(Fj)

= O



k−3∑

r=2

ϕk−2r
k−1∑

j=2

f(Fj)
2




= O(Fk).

❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

k−1∑

ℓ=2

ℓ−2∑

j=2

ϕ2ℓ−k−2(−1)k−ℓ+1f(Fℓ)f(Fj) =
k−1∑

ℓ=2

ϕ2ℓ−k−2(−1)k−ℓ+1f(Fℓ)

ℓ−2∑

j=2

f(Fj)

=

k−1∑

ℓ=2

ϕ2ℓ−k−2|f(Fℓ)|O(1)

= O



(
k−1∑

ℓ=2

ϕ2k−4ℓ
k−1∑

ℓ=2

f(Fℓ)
2

)1/2



= O(Fk).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③

∑

n<FLN

|f(n)| 6 F
1/2
LN


 ∑

n<FLN

f(n)2




1/2

= O
(
(FLNTLN )

1/2
)
= O(FLN ).

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✼✳ ❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✹✳✶✼✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
f(Fn) = Fn ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 2✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té

∀k > 0, F 2
k = Fk + 2

k−1∑

ℓ=2

Fℓ−1 Fℓ Fk−ℓ ,

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✈✐❞❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳
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✶✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

✹✳✸✳✶✳✷ ❙❡❝♦♥❞❡ ♣r❡✉✈❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✽✳ ❖♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

5SN =

(
ϕN−1 +

(−1)N−1

ϕN−1

) N−1∑

n=2

f(Fn) + ϕN+1
N−1∑

n=2

(−1)n

ϕ2n
f (Fn)✭✹✳✶✽✮

+
(−1)N−1

ϕN+1

N−1∑

n=2

(−1)nϕ2nf (Fn) .

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t N → ∞✱

SN
FN

=

(
1

ϕ
√
5

N−1∑

n=2

f(Fn) +
ϕ√
5

N−1∑

n=2

(−1)n

ϕ2n
f (Fn) +

(−1)N−1

ϕ2N+1
√
5

N−1∑

n=2

(−1)nϕ2nf (Fn)

)

✭✹✳✶✾✮

×
(
1 +O

(
1

ϕ2N

))
.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s f(Fn) ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ (SN/FN )N ❡t ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té

lim
N→∞

SN
FN

=
1

ϕ
√
5

∞∑

n=2

f(Fn) +
ϕ√
5

∞∑

n=2

(−1)n

ϕ2n
f (Fn) .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇✐♥❡t

Fj =
ϕj + (−1)j+1ϕ−j√

5
(j > 0),

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t 2 6 n 6 N − 1

5Fn−1 FN−n =
(
ϕn−1 + (−1)nϕ−n+1

) (
ϕN−n + (−1)N−n−1ϕ−N+n

)

= ϕN−1 + (−1)N−1ϕ−N+1 + (−1)N−n−1ϕ2n−N−1 + (−1)nϕN−2n+1.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✭✹✳✶✽✮ ❣râ❝❡ à ✭✹✳✶✼✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

1

FN
=

√
5

ϕN + (−1)N+1ϕ−N
=

√
5

ϕN

(
1 +O

(
1

ϕ2N

))
(N → ∞),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ (
ϕN−1 +

(−1)N−1

ϕN−1

)
1

FN
=

√
5

ϕ
+O

(
1

ϕ2N

)
.

❊♥ r❡♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ✭✹✳✶✽✮ ❡t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r 5 ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✹✳✶✾✮✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❡❦✲
❦❡r❦❡r❦❡r ❬✸✺❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ✭✹✳✶✽✮ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡
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✹✳✸✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✶✸✸

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ s♦✐t N > 1✱ L = LN ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ N ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♠♠❡✲❞❡s✲❝❤✐✛r❡s sZ

sZ(N) :=
∑

j>0

ej(N) =
∑

06j6LN
ej(N)

▲❡ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é ♣❛r ▲❡❦❦❡r❦❡r❦❡r ❬✸✺❪ é♥♦♥❝❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮✱ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡
❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ FN ❡t FN+1 − 1✱ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t N/(ϕ2 + 1)
✭❝❢✳ ❬✷✾❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❬✽❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✾✳ P♦✉r t♦✉t N > 1

GN :=
∑

n<FN

sZ(n) =
NϕN+1

5

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N+2

)
+

2ϕN

5
√
5

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N

)
,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s

1

FN

∑

n<FN

sZ(n) =
N

ϕ2 + 1
+

3−
√
5

5
+O

(
1

ϕ2N

)
(N → ∞)✭✹✳✷✵✮

❡t

1

FN−1

∑

FN6n<FN+1

sZ(n) =
N

ϕ2 + 1
+

11−
√
5

10
+O

(
N

ϕ2N

)
(N → ∞).✭✹✳✷✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✭✹✳✶✽✮ à f = sZ ✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ϕN−1
N−1∑

n=0

(−1)n

ϕ2n
=

2ϕN+2

5 + 3
√
5

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N

)
et

(−1)N−1

ϕN−1

N−1∑

n=0

(−1)nϕ2n =
2ϕN+1

5 +
√
5

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N

)
.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

GN =

(
ϕN+1 +

(−1)N+1

ϕN+1

)
N

5
+

2ϕN+2

5(5 + 3
√
5)

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N

)
+

2ϕN+1

5(5 +
√
5)

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N

)

=

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N+2

)
NϕN+1

5
+ ϕN

(
2ϕ2

5(5 + 3
√
5)

+
2ϕ

5(5 +
√
5)

)(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N

)

=

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N+2

)
NϕN+1

5
+

2ϕN

5
√
5

(
1 +

(−1)N+1

ϕ2N

)
.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

1

FN
=

√
5

ϕN+2

(
1 +O

(
1

ϕ2N

))
(N → ∞),

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✭✹✳✷✵✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✭✹✳✷✶✮ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t

1

FN−1

∑

FN6n<FN+1

sZ(n) =
GN+1 −GN

FN−1

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ F−1N−1✳
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✹✳✸✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

❆✈❛♥t ❞❡ s❡ ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣r♦✉✈❡r ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✵✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs 1 6 h 6 LN/2

|ΦN (t)− ΦFLN
(t)| 6 C1

lnN

ϕh
+ C2

∑

LN−2h<j6LN
(1− cos(tf(Fj))

1/2

♦ù LN = ⌈lnϕN⌉ ❡t C1 > 0 ❡t C2 > 0 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❛❜s♦❧✉❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r r > 2✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

fr(n) :=
∏

26j<r

f(ej(n)Fj)

❡t

Φ
(r)
N (t) :=

1

N

∑

n<N

eitfr(n).

◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ΦN (t)− ΦFLN
(t) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

✭✹✳✷✷✮

∣∣∣ΦN (t)− ΦFLN
(t)
∣∣∣ 6

∣∣∣ΦN (t)− Φ
(LN−h)
N (t)

∣∣∣

+

∣∣∣∣Φ
(LN−h)
N (t)− FLN−h−1

ϕLN−h−2
ΦFLN−h−1

(t)− FLN−h−2
ϕLN−h−1

eitf(FLN−h−1)ΦFLN−h−2
(t)

∣∣∣∣

+
FLN−h−1
ϕLN−h−2

∣∣∣ΦFLN−h−1
(t)− ΦFLN

(t)
∣∣∣+ FLN−h−1

ϕLN−h−2

∣∣∣ΦFLN−h−2
(t)− ΦFLN

(t)
∣∣∣ .

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ FLN−h−1/ϕ
LN−h−2 + FLN−h−2/ϕ

LN−h−1 = 1✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❡s ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✹✳✷✷✮ sé♣❛ré♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ f(n) = fLN−h(n) s✐ n < FLN−h✳ ❙✐ n > FLN−h✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∣∣∣eitf(n) − eitfLN−h(n)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∏

j>LN−h
eitf(ej(n)Fj) − 1

∣∣∣∣∣∣

6
∑

LN−h6j6L

∣∣∣eitf(ej(n)Fj) − 1
∣∣∣

=
√
2

∑

LN−h6j6L

√
1− cos(tf(ej(n)Fj))

❡t ❞♦♥❝ ∣∣∣ΦN (t)− Φ
(LN−h)
N (t)

∣∣∣ 6
√
2

∑

LN−h6j6L

√
1− cos(tf(Fj)).
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✹✳✸✳ ❱❊❘❙■❖◆ ❊❋❋❊❈❚■❱❊ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈❖◆❚■◆❯ ✶✸✺

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t ✭✈♦✐r ❬✹✶❪✮ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r > 2 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ [0, 1) ❡♥
Fr ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Ir(k)✱ 0 6 k < Fr✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs |Ir(k)| = ϕ2−r s✐ 0 6 k < Fr−1 ❡t |Ir(k)| = ϕ1−r s✐
Fr−1 6 k < Fr t❡❧s q✉❡

✭✹✳✷✸✮ {nϕ} ∈ Ir(k) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (e2(n), e3(n), . . . , er−1(n)) = (e2(k), e3(k), . . . , er−1(k)).

▲❛ ❞✐s❝ré♣❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ {nϕ} ❡st ❞✬♦r❞r❡ (lnN)/N ✭❝❢✳ ❬✺✵❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ✿ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r
t♦✉t M > 1✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I ⊂ [0, 1]✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

|# {n < M : {nϕ} ∈ I} −M |I|| < 7 ln 6M

6
.

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Φ
(r)
N (t) =

∑

k<Fr

#{n < N : {nϕ} ∈ Ir(k)}
N

eitf(k)

=
∑

k<Fr

(
|Ir(k)|+O

(
lnN

N

))
eitf(k)

=
∑

k<Fr

|Ir(k)|eitf(k) +O

(
Fr lnN

N

)
.

◆♦✉s ❛✈♦♥s
∑

k<Fr

|Ir(k)|eitf(k) =
Fr−1
ϕr−2

ΦFr−1(t) +
Fr−2
ϕr−1

eitf(Fr−1)ΦFr−2(t),

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t r = LN − h✮

∣∣∣∣Φ
(LN−h)
N (t)− FLN−h−1

ϕLN−h−2
ΦFLN−h−1

(t)− FLN−h−2
ϕLN−h−1

eitf(FLN−h−1)ΦFLN−h−2
(t)

∣∣∣∣ 6 C
lnN

ϕh

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0✳
P♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ak = Ak(t)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

A :=

(
1 1
1 0

)

❡t ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ‖A−Ak‖2 = |ηk| ❡t ‖Ak‖2 = ‖A‖2 = ϕ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

‖Ah −ALNALN−1 · · ·ALN−h+1‖2 6 ϕh−1
∑

LN−h<j6LN
‖A−Aj‖2 = ϕh−1

∑

LN−h<j6LN
|ηj |.

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ Ah = ϕhM + O(ϕ−h) ♦ù M ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛

❞✐r❡❝t✐♦♥ (ϕ, 1) ✭❡t s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ M2 = M✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ FLN /FLN−h = ϕh + O(ϕ3h−2L) ❡t
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✶✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

❡♥ ♣♦s❛♥t ΠN := ALNALN−1 · · ·A2 − FLN
FLN−h

ALN−hALN−h−1 · · ·A2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

ΠN = ALNALN−1 · · ·A2 − ϕhALN−hALN−h−1 · · ·A2 +O(ϕ2h−L)

= (ALNALN−1 · · ·ALN−h+1 −Ah)ALN−hALN−h−1 · · ·A2

+ (Ah − ϕhI)ALN−hALN−h−1 · · ·A2 +O(ϕ2h−L)

= (ALNALN−1 · · ·ALN−h+1 −Ah)ALN−hALN−h−1 · · ·A2

+ ϕh(M − I)ALN−hALN−h−1 · · ·A2 +O(ϕ2h−L) +O(ϕLN−2h)

= (ALNALN−1 · · ·ALN−h+1 −Ah)ALN−hALN−h−1 · · ·A2

+ ϕh(M − I)(ALN−hALN−h−1 · · ·ALN−2h+1 −Ah)ALN−2h · · ·A2

+ ϕh(M − I)ϕhMALN−2h · · ·A2 +O(ϕLN−2h),

✭♦ù I ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2 × 2✮ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ (M − I)M = 0✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

‖ΠN‖2 6 ϕLN−2
∑

LN−h<j6LN
|ηj |+ ϕLN−2

LN−h∑

j=LN−2h+1

|ηj |+O(ϕLN−2h)

❡t ❞♦♥❝

|ΦFLN
(t)− ΦFLN−h

(t)| 6
√
2
ϕLN−2

FLN

∑

LN−2h<j6LN
|ηj |+O(ϕ−2h)

≪
∑

LN−2h<j6LN

√
1− cos(tf(Fj)) + ϕ−2h.

▲❛ ♠ê♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ h ♣❛r h+ 1 ♦✉ h+ 2✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rêts à ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷ ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s ❣é♥ér❛❧❡s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲
❊ss❡❡♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✭✹✳✶✶✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ‖Aj(t)Aj+1(t)‖2 6 ϕ2 exp(−c |ηj |2)✮ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

✭✹✳✷✹✮ |Φ(t)| 6 exp


−c′1 t2

∑

j∈S̃(t)
f(Fj)

2


 .

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡st✐♠❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭♥♦té❡ I✮
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ ❡♥ ❧❛ ❝♦✉♣❛♥t ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s

I 6

∫ 1/T

−1/T

|Φ(t)− ΦN (t)|
|t| dt+

∫

1/T6|t|6T

|Φ(t)− ΦFLN
(t)|

|t| dt+

∫

1/T6|t|6T

|ΦFLN
(t)− ΦN (t)|
|t| dt.

●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s Φ(t)−ΦN (t) = O(|t|) q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✐✳❡✳ ♣♦✉r |t| 6 1/T ✳
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✹✳✹✳ ❊❳❊▼P▲❊ ❊❚ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✸✼

P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Φ(t)−ΦFLN
(t)✳ P♦✉r

t→ 0 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t

|Φ(t)− ΦFLN
(t)| = |ΦFLN

(t)|
∣∣∣∣∣1−

Φ(t)

ΦFLN
(t)

∣∣∣∣∣≪ |t| e−c2 ψN,T (t).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✭♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ t✮

|Φ(t)− ΦFLN
(t)| ≪ e−c2 ψN,T (t).

❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✵✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

|Φ(t)− ΦFLN
(t)| ≪

∑

j>LN−h
|ηj | · ϕh−LN

∥∥∥∥∥∥

∏

26j<LN−h
Aj(t)

∥∥∥∥∥∥
2

+O(ϕ−2h)

≪ |t|ϑN (T ) e−c2 ψN,T (t) +O(ϕ−2h)

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✵ ❡t ♣♦✉r h′T = ⌈lnϕ(T lnT lnN)⌉
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ h′T 6 LN/2 ❡t lnT lnN/ϕh

′
T ≪ 1/T ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∫

1/T6|t|6T

|ΦFLN
(t)− ΦN (t)|
|t| dt≪ 1

T
+ T λN (T ).

◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡✱ s✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s h′T = ⌈lnϕ(T lnT )⌉✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉tôt
∫

1/T6|t|6T

|ΦFLN
(t)− ΦN (t)|
|t| dt≪ 1

T
+

lnN

T
+ T λN (T ),

❞✬♦ù ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∫

1/T6|t|6T

|Φ(t)− ΦFLN
(t)|

|t| dt≪
∫ T

1/T
min

(
1

1 + t
, ϑN (T )

)
e−c2 ψN,T (t) dt+

lnT

ϕ2hT
.

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t lnT/ϕ2hT ≪ 1/T ✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳

✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✐t❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ q✲
❛❞✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬❊r❞➤s✲❲✐♥t♥❡r ❡t ❧❡✉rs
✈❡rs✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✶✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z✲❛❞❞✐t✐✈❡ f t❡❧❧❡ q✉❡

f(Fj) = j−α
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✶✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❯▼➱❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❩❊❈❑❊◆❉❖❘❋

♣♦✉r j > 2 ❡t ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ α > 1 ✭❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st q✉❛s✐♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ s✐ f(Fj) ≍ j−α✮✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡t ♠ê♠❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❣râ❝❡ à
❧✬é❣❛❧✐té S̃(τ) =

[
(τ/π)1/α; +∞

[
✱ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✹✳✷✹✮✱ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

|ϕ(τ)| 6 exp


−c2 τ2

∑

j>|τ |1/α
j−2α


 6 exp

(
−C |τ |1/α

)

♦ù C > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❡t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ QF (1/T ) ≍ 1/T ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷ ❡t ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s très ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝❛s q✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
♣♦✉r T,N > 1 t❡❧s q✉❡ hT = ⌈ln(T lnT lnN)⌉ 6 ⌈lnϕN⌉/2

‖F − FN‖∞ ≪ 1

T
+

T lnT

(lnN)α
+

1

(lnN)α−1
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛✉① T = (lnN)α−1 s✐ 1 < α < 2 ❡t T =
√
ln2N/(lnN)α/2 s✐

α > 2✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

‖F − FN‖∞ ≪





1

(lnN)α−1
si 1 < α < 2,

√
ln2N

(lnN)α/2
si α > 2.

❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✸✳✶✽ ❡t ✹✳✶✷ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥
❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞❡s s✉✐t❡s (Gn) q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❞❡s ré❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ■❧
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❜❛s❡ (Gn) q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r G0 = 1✱
G1 = a ❡t Gn+2 = aGn+1+Gn(n ≥ 0)✱ ♦ù a ≥ 1 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r ❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s ♠ê♠❡ ❝❡ ❝❛s s❡♠❜❧❡
êtr❡ très ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ❝❛r ♥♦✉s s❡r♦♥s sûr❡♠❡♥t ❛♠❡♥és à r❡♥❝♦♥tr❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ s❡ ♣♦s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡st✐♦♥s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s
❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❖str♦✇s❦✐ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❘✳ ❈✳ ❇❛❦❡r✱ ●✳ ❍❛r♠❛♥✱ ✫ ❏✳ P✐♥t③✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣r✐♠❡s✱ ✐✐✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❚❤✐r❞ ❙❡r✐❡s✱ ✽✸✭✸✮ ✿✺✸✷✕✺✻✷✱ ✷✵✵✶✳

❬✷❪ ●✳ ❇❛r❛t ✫ P✳ ❏✳ ●r❛❜♥❡r✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ G✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆✉♠❜❡r
❚❤❡♦r②✱ ✻✵ ✿✶✵✸✕✶✷✸✱ ✶✾✾✻✳

❬✸❪ ●✳ ❇❛r❛t ✫ P✳ ❏✳ ●r❛❜♥❡r✳ ▲✐♠✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Q✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥ ❡r❣♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✳ ❆♥♥❛❧❡s ❯♥✐✈❡rs✐t❛t✐s ❙❝✐❡♥t✐❛r✉♠ ❇✉❞❛♣❡st✐♥❡♥s✐s ❞❡ ❘♦❧❛♥❞♦ ❊öt✈ös ◆♦♠✐♥❛t❛❡ ✴ ❙❡❝t✐♦
❝♦♠♣✉t❛t♦r✐❝❛✱ ✷✽ ✿✺✺✕✼✽✱ ✷✵✵✽✳

❬✹❪ ❘✳ ❇❡❧❧♠❛♥ ✫ ❍✳ ◆✳ ❙❤❛♣✐r♦✳ ❖♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✳ ❆♥♥✳♦❢ ▼❛t❤✳ ✭✷✮✱ ✹✾ ✿✸✸✸✕
✸✹✵✱ ✶✾✹✽✳

❬✺❪ ■✳ ❇❡r❦❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
∑
f(nk x)✳ ■✳ ▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s✳ ❩✳ ❲❛❤r✳ ✈❡r✈✳ ●❡❜✳✱

✸✹ ✿✸✶✾✕✸✹✺✱ ✶✾✼✻✳

❬✻❪ ❘✳ ❞❡ ❧❛ ❇r❡tè❝❤❡ ✫ ●✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✳ ❙✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ▼❛t❤✳
Pr♦❝✳ ❈❛♠❜✳ P❤✐❧✳ ❙♦❝✱ ✶✺✷✭✶✮ ✿✶✼✾✕✶✽✾✱ ✷✵✶✷✳

❬✼❪ ❘✳ ❞❡ ❧❛ ❇r❡tè❝❤❡ ✫ ●✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✳ ❙✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚✉rá♥✲❑✉❜✐❧✐✉s ❢r✐❛❜❧❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✾✸✭✶✮ ✿✶✼✺✕✶✾✸✱ ✷✵✶✻✳
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