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Kurzfassung

Diese Arbeit handelt von der Theorie der grofien Abweichungen und soll als praktisches An-
wendungsbeispiel die Verlustwahrscheinlichkeit aus Sicht eines Versicherungsunternehmens
thematisieren. Es werden Resultate, insbesondere im Hinblick auf die Lebensversicherung,
prisentiert unter verschiedenen Annahmen iiber die Verteilungen der Risiken. Aus mathe-
matischer Sicht ist in dieser Angelegenheit als erstem Harald Cramér im Jahre 1938 ein
Durchbruch gelungen. Daraufaufbauend hat sich seit den 1960er-Jahren die Theorie der
groflen Abweichungen entwickelt. Es sollen im weiteren die notwendigen Annahmen dis-
kutiert und auch allgemeinere Sétze vorgestellt werden, die moglicherweise in der Praxis
besser angebracht sind. Hierbei wird besonders auf den Satz von Gértner-Ellis eingegangen.
Abschliefend wird noch ein Resultat numerisch iiberpriift.
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Abstract

This thesis deals with the theory of large deviations and especially with the probability
of loss from point of view of an insurance company. Results, in particular for the life
insurance, are treated under various assumptions for the distributions of the claims. The
first milestone in large deviation theory in that matter is from Harald Cramér in the year
1938. In the following chapters we discuss the necessary assumptions and also present
more general theorems, which maybe are more convenient to use in real life. Here we
want to highlight the theorem from Gartner-Ellis. In the last chapter we check our results
numerically.
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1 Einleitung

Das vermutlich wichtigste Resultat, mit welchem sich diese Arbeit beschiftigt, ist der Satz
von Cramér aus dem Jahre 1938. Harald Cramér war der erste, der sich aus mathemati-
scher Sicht mit der Theorie der grofien Abweichungen beschéftigte, seine Arbeiten waren
neuartig und seiner Zeit in Bezug auf den damaligen Wissensstand der Wahrscheinlichkeits-
theorie voraus. Ziel war es, Kenntnisse zu erlangen, die iiber den zentralen Grenzwertsatz
hinausgehen, mit dem sich Cramér eingehend beschiiftigte. Des weiteren war er selbst Zeit
seines Lebens als Aktuar beruflich titig und sah sich mit Aufgaben konfrontiert, bei denen
es nicht ausreichend war, zu wissen, dass eine bestimmte Verteilung anndhernd der Nor-
malverteilung folgt - er wollte iiber den Fehler, den man bei dieser Abschidtzung macht,
genauestens Bescheid wissen. Es ging darum, die Summe von n iid Zufallsvariablen, in
diesem Kontext, Schiden aus Sicht des Versicherungsunternehmens zu behandeln und eine
Schitzung der Wahrscheinlichkeitsverteilung grofler Summen mit n zu skalieren, statt wie
beispielsweise im zentralen Grenzwertsatz mit \/n. Diese Resultate waren die Grundlage
fiir die danach folgende Theorie der grofien Abweichungen, welche unter anderem in der
Informationstheorie, der statistischen Schitzung und der statistischen Physik Anwendung
findet. Die Wichtigkeit von Cramérs Forschung kann auch daran bemessen werden, wie
lang andere Forscher dafiir brauchten, um auf seinen Ergebnissen ansetzen zu kénnen, war
dies doch erst in den 1960er-Jahren (Linnik, Petrov, Sanov) und in aller Allgemeinheit erst
im darauffolgenden Jahrzehnt (Donsker, Varadhan).

Kapitel 2 wiederholt wichtige Sétze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Des weiteren wird
das Markov-Modell vorgestellt, auf welches in spiteren Kapiteln noch zuriickgegriffen wird.

In Kapitel 3 wird die Einfithrung in die Theorie der grofien Abweichungen fiir iid-Folgen
vorgenommen. Der Begriff der Ratenfunktion wird vorgestellt und neben ihren wichtigsten
Eigenschaften wird dem Satz von Cramér besondere Bedeutung zugemessen. Wir lernen
auch das empirische Mafl und den Satz von Sanov kennen.

Kapitel 4 ist der allgemeinen Theorie der groflen Abweichungen gewidmet. Es wird das
Prinzip der grofien Abweichung und das Lemma von Varadhan présentiert.

In Kapitel 5 wird die Theorie der groflen Abweichungen fiir Markov-Folgen dargelegt, aus-
gehend von der hilfreichen Radon-Nikodym-Formel. In der Folge werden Prinzipien der
groflen Abweichungen sowohl fiir diskrete, als auch stetige Markovketten gezeigt.

Anschlieend wird in Kapitel 6 die Theorie fiir abhéngige Folgen prasentiert und das all-
gemeinere Analogon zum Satz von Cramér, namlich der Satz von Gértner-Ellis aufgestellt.
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1 Einleitung

Kapitel 7 beleuchtet die Theorie der groflen Abweichungen fiir eine Folge unabhéngiger,
aber nicht mehr identisch verteilter Zufallsvariablen.

In Kapitel 8 werden numerische Ergebnisse fiir konkrete Beispiele vorgestellt.
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2 Das Markov-Modell

2.1 Starkes Gesetz der groBen Zahlen

FEiner der wichtigsten Sétze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist das starke Gesetz der
groflen Zahlen und mit diesem soll die Arbeit begonnen werden. Es gibt mehrere Versionen
des Satzes; hier wird, wie in [1], das zweite starke Gesetz der groen Zahlen von Kolmogorov
aufgestellt.

Satz 2.1 (Das starke Gesetz der groBen Zahlen 1). Es sei (X, )nen eine Folge von inte-
grierbaren iid Zufallsvariablen. Dann gilt

1
Iim —
n—oo n

> Xi=E[Xi] P-fs
k=0

O

Im Folgenden wird eine alternative Variante des Satzes vorgestellt, die ebenfalls von Kol-
mogorov stammt und uns in weiterer Folge von Nutzen sein wird.

Satz 2.2 (Das starke Gesetz der grofien Zahlen 2). Es sei (X, )nen eine Folge von un-
abhingigen Zufallsvariablen mit

i L yix,) < .

2
n
n=1

Dann gilt

n

1
lim nkzzo(xk ~E[Xx])=0 P— fs.

2.2 Das Markov-Modell

Wir setzen nun voraus, dass die Grundlagen des Markov-Modell bekannt sind. Ist dem nicht
so, sei wiederum auf [1] verwiesen. Wir gehen also fiir jedes n € N von einem Markov-Modell
aus mit:

e Zustandsraum S™


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

2 Das Markov-Modell

e Markovkette (X}")ten,
e Auszahlungsfunktionen aj'(t), af;(t) i,jesS"teN

Fiir die Periode [t,t 4+ 1) gibt es zwei Moglichkeiten einer Auszahlung: Die Auszahlungs-
funktion al'(t) zahlt vorschiissig aus, falls sich X, zum Zeitpunkt ¢ im Zustand ¢ befindet,
wihrend a7 (t) nachschiissig auszahlt, wenn sich der Zustand im entsprechenden Zeitin-
tervall von i nach j dndert. Mit v wird der Diskont bezeichnet, mit V"(¢) der stochasti-
sche Barwert der kiinftigen Zahlungen und mit V;"(t) der erwartete Barwert gestiitzt auf
den Zustand i. Nun wollen wir, dass die Auszahlungsfunktionen Leistungen und Prémien
gleichermaflen berticksichtigen, sodass V" (¢) den Verlust des Versicherers aus dem n-ten
Vertrag darstellt. Wir verwenden Rechnungsgrundlagen erster Ordnung, also der Zins v,
sowie die Ubergangswahrscheinlichkeiten aus der Markovkette X™ sind vorsichtig gewiihlt.
Wir fiihren eine zweite Zinsintensitiit 0 (best estimate) ein, aus welcher sich

5(t) = exp (— /0 5(s)ds),

der Zins nach den Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung, also realistisch geschétzt, ergibt.
Mit diesem Zins ergeben sich dann fiir jedes n analog die Markovkette (X!)ten, und in
weiterer Folge V" (t), sowie V*(t). Wir treffen weiters folgende Annahmen:

o Es gilt

Vi) <V(t), neN,teNy, ies™ (2.1)

Das entspricht der Interpretation, dass der vorsichtig kalkulierte Verlust mindestens
so grof ist, wie der nach ’best estimate’-Methode.

e Es gibt eine obere Schranke s,,q, fiir die Méchtigkeit der Zustandsrdume: also gilt
fir n € N, dass |S"| < Smaz-

o Es existieren tq, € N und a4, > 0, jeweils unabhéngig von n, mit
aj(t) = api(t) =0, t > tmaz, n €N,
und

\a?(t)|\/\a;;(t)| < Gmazs neN, ij e S™ teNp.

e Die Markovketten X,,,n € N, sind unabhiingig.

Wir definieren jetzt fiir eine beliebige Zufallsvariable Z und eine o-Algebra A € F mit
P[A] > 0 die Zufallsvariable Z| 4: der Wahrscheinlichkeitsraum (€', 7', P’) ist definiert durch
V=AF ={FNA:FeF}und P = P[|/P[A]. Es bezeichnet Z|4 die Einschrinkung
der Zufallsvariable Z auf €)' = A, fiir diese gilt:

E/[Z]4] = E[Z]A] (2.2)
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2 Das Markov-Modell

Nun sei eine Folge (in)neny mit i, € S™ fiir alle n € N gegeben. Diese modelliert den
gegenwirtigen Zustand des Versicherten. Fiir ¢ € Ny definieren wir das Ereignis

o0

Ay = ({Xl =int e F.

n=1
Jetzt folgt aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen, dass der mittlere Verlust des Versi-
cherungsportfolios fast sicher nicht positiv ist.

Satz 2.3. Unter den obigen Annahmen gilt fiir ein fives t € Ny, fiir das P[A(t)] > 0 ist,
dass

lim sup Z Vk Vk ) < O’A

Beweis. Aufgrund von (2.1) gilt, dass

lim sup Z Olay — VEW) < lmsup -5 (F50) gy — V().

n—oo N n—00 nk 1

Dank (2.2) wissen wir, dass
E'[V*(O)law] =EV*®)IA®)],  keN.
Da die Markovketten X" unabhingig sind, folgt
EVE)AQ)] = EVE@)IXP =i) = Vi (1), kel

Nun folgt aus unseren oben getroffenen Annahmen, dass V[V"(t)|A(t)] beschréinkt ist und
somit insbesondere gilt:

o 1 -
EV[V (1) A(t)] < oc.
n=1

Aus Satz 2.2 folgern wir

lims Vk Vk 0 P — f.s.
ln%gpnkzl (Olae — ViE(®) < f

Wir fassen unsere Resultate zusammen:

P [hmsup Z VE(t) A(t) — VJZ(t)) < 0]A(t)

n—oQ k=1 ]

P [lim sup, o 2 S0y (VH(1) 4y — ViE(1) < 0, A(1)]

FIA)] _
=P |limsup — Z ( VJZ(t)) <0, A(t)
=P hm_}sup Z ( V;’Z(t)) <0| =1.



https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

2 Das Markov-Modell

2.3 Das Problem

Wir wenden uns nun einer allgemeineren Problemstellung zu, wo wir die Verteilung der
Summe von iid Zufallsvariablen, die alle der gemeinsamen Verteilungsfunktion V(x) folgen,
bestimmen wollen. Dieser Abschnitt ist angelehnt an [2], wo die folgende Einleitung uns
langsam zum Satz von Cramér fithren wird. Fiir die Folge unabhingiger Zufallsvariablen
(Xn)nen mit jeweils derselben Verteilungsfunktion V(z) gilt

EX;]=0 und E[X}=0¢>>0 Vi
Wir bezeichnen mit W,,(x) die Verteilungsfunktion der Summe
X+ + X,
und mit F,,(z) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable

Xi+ o+ Xa
ovn )

Es gelten also
Fo(x) =P[X) + -+ X, < ozv/n]
und
F,(x) = Wy(ozv/n).

Der zentrale Grenzwertsatz besagt nun, dass obige Zufallsvariable fiir groles n der Nor-
malverteilung folgt, also

x
Tim Fy(x) = 9(z) = jz? /_ ) e dt. (2.3)
Nun folgern wir, dass mit Wahrscheinlichkeit F,(x)
X1+ -+ X, <oxyn,
gilt und mit 1 — F,(z)

X1+ -+ X, >oxyn.

All das unter der Annahme, dass x als reelle Zahl unabhéngig von n ist. Die Fragestellung,
die jetzt auftritt, ist, was passiert mit diesen Wahrscheinlichkeiten, wenn = gegen oo oder
—oo geht, wihrend n gegen oo wichst. Wenn dem so ist, dann liefert die Relation (2.3) nur

1 z— oo,

n—00 0 x— —oo,

lim F,(x) = {
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2 Das Markov-Modell

womit Fj,(x) gegen die gleichen Grenzwerte wie ®(x) konvergiert. Um jetzt die asymptoti-
sche Aquivalenz der beiden Funktionen zu analysieren, betrachten wir

1—Fy(x)

= o) wenn T — 00, (2.4)
und
F,.(z)
—00. 2.
() wenn r — —00 (2.5)

Ist = unabhéngig von n, so wissen wir, dass beide Briiche gegen 1 konvergieren, wenn n
gegen unendlich geht. Die Frage, die bleibt, ist, was passiert, wenn x, wie n auch gegen
unendlich wiichst. Wir wissen aufgrund des Satzes von Lyapunov, nachzulesen in [2], dass
unter bestimmten Voraussetzungen, eine obere Schranke fiir den Abstand |F,(z) — ®(x)|
in der Groflenordnung von logn/\/n existiert. Wenn dieser Satz anwendbar ist, so kann
man leicht sehen, dass beide Briiche wiederum gegen 1 konvergieren, sofern |z| kleiner als
(% — €)v/logn bleibt, fiir ein € > 0. Dieses Resultat ist uns jedoch viel zu wenig, weil wir
die beiden Briiche in einem weitaus allgemeinerem Rahmen analysieren, ndmlich eben bis
zum Fall, dass |z| in der Groflenordnung einer Potenz von n ist. Bevor wir dieses Problem
angehen, miissen wir beachten, dass es a priori kaum moglich sein wird, asymptotische
Ausdriicke zu finden, die einfach sind und allgemeine Giiltigkeit haben, wenn wir nur Wer-
te von z in der Form o(y/n) betrachten. Die Verteilungsfunktion V(z) kann so gewé#hlt
werden, dass ihr Wertebereich im endlichen Intervall (—uo, po) liegt und somit haben wir
fiir die Funktion F,,(z) den Bereich (—puy/n,puy/n), woraus folgt, dass die beiden Briiche
jeweils verschwinden, wenn = > u+/n oder x < —puy/n ist. Fiirs erste analysieren wir das
asymptotische Verhalten unter der folgenden Annahme 2.4 fir V(z) und dass x von der
NG

Form o(p57,) ist.

Annahme 2.4. Es existiert eine Zahl A > 0, sodass das Integral

R:/ eV (y)

konvergiert fir |h| < A.

Satz 2.5. Angenommen Annahme 2.4 ist erfillt, dann gilt fir ein x, das von n abhingen

NG

kann mit x > 1 und v = o(75—) fir n — oo, dass

logn
1— Fy(x) ﬁ)\(i) xlogn
o) ° v
F,(—x) _2d (- xlogn
— n n 1
TE O
wobei
)\(z):chz”
v=0

eine Potenzreihe ist, die fiir geniigend kleine Werte von |z| konvergiert.
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3 GroBe Abweichungen fiir iid-Folgen

3.1 Einleitung

Das folgende Kapitel soll uns jetzt bereits in Richtung grofie Abweichungen fithren. Der
Inhalt basiert im wesentlichen auf [3] und [4]. Wir untersuchen in dieser Arbeit die Wahr-
scheinlichkeiten von sehr unwahrscheinlichen Ereignissen. Die Wichtigkeit solcher kann am
beliebten Lottospiel demonstriert werden, denn auch hier ist es gerade so, dass sehr un-
wahrscheinliche Ereignisse, wie eben der Jackpot, eine groflie Auswirkung haben kénnen.
Wir wollen eine Theorie iiber diese beschreiben, welche die Unwahrscheinlichkeit genau
bemisst. FEine exakte Theorie existiert aber leider nicht und wir miissen uns mit einem
Werkzeug voller Tools zufrieden geben, mithilfe derer wir die grofien Abweichungen am
besten modellieren kénnen.

Nun soll aber erst mal geklart werden, was genau wir denn unter groflen Abweichun-
gen verstehen. Wir haben vorhin bereits das starke Gesetz der groflen Zahlen, sowie den
zentralen Grenzwertsatz kennengelernt. Wiahrend ersteres liefert, dass der empirische Mit-
telwert (1/n)S, = (1/n) > X; fiir n — oo gegen den Erwartungswert, sei das jetzt p,
konvergiert, quantifiziert letzteres Resultat die Wahrscheinlichkeit, dass S;, sich von nu in
der GréBenordnung von /n unterscheidet. Abweichungen dieser Grofie bezeichnen wir als
”normal”. Wir wollen nun aber, wie auch im vorigen Kapitel bereits angerissen, Ereignisse
betrachten, wo S, sich von nu in der Groflenordnung von n unterscheidet, dies sind fiir uns
in weiterer Folge grole Abweichungen. Folgendes, einfaches Beispiel: fiir das Ereignis

[0 (u+am},  a>0,

geht die Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gegen Null. Unser Ziel ist nun, die Giite dieser
Annahme zu quantifizieren. Wir werden beobachten, dass unter einer getroffenen Annahme
an die Tailverteilung von X7, die Wahrscheinlichkeit exponentiell in n fallt:

lim 1 logP[S,, > (u+ a)n] = —I(a) <0, a > 0.

n—oo n
Es miisste also unter den Komponenten Xi,..., X,, der Summe S, eine Abweichung von
1 geben, um eine grofle Abweichung an von un zu erhalten. Es wird sich herausstellen,
dass das Erforschen der Ratenfunktion I(a) sehr bedeutsam fiir eine korrekte Berechnung
von Integralen, die exponentielle Funktionale von S, mit n — oo sind, ist. Wir werden
auch andere Funktionale von X7, ..., X, beobachten, wie zum Beispiel das empirische Mafl
L, = (1/n)(0x, + -+ 0x, ), wobei J, das PunktmaB fiir x € R ist. Es wird sich weisen,
dass das asymptotische Verhalten von L, beziiglich groer Abweichungen Ahnlichkeiten zu
dem von (1/n)S,, aufweist. All das machen wir mit dem Ziel, eine Theorie zu beschreiben,
die solche grofien Abweichungen in aller Allgemeinheit behandelt.
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

3.2 Der gute alte Miinzwurf

Wir wollen nun ein weiteres anschauliches Beispiel anfithren, mit dem wir uns Versténdnis
fiir grofle Abweichungen aneignen.

Satz 3.1. Sei (X,,)nen eine Folge von iid Zufallsvariablen mit P[X; = 0] = P[X; = 1] =
Sei Sy = Y"1 X;. Dann gilt fir alle a > %,

N[

lim lIP‘[Sn > an] = —I(a),

n—oo n

wobei

I(z) = {10g2+zlogz+ (1—2)log(l1—2) z€][0,1],

00 sonst.

Beweis. Fiir a > 1 ist die Aussage trivialerweise erfiillt. Fiir a € (%, 1] sehen wir, dass
P[S, > an] =273, .. (1), woraus die Abschétzung

27"Qn(a) <P[S, > an] < (n+1)27"Qn(a),

folgt, wobei

n
@n(a) = max (k)

Dieses Maximum wird bei k = [an] erreicht, also der kleinsten ganzen Zahl, die gréfier oder
gleich an ist. Unter der Verwendung der Stirlingschen Formel n! = n"e™"v2mn(1+ O(2))
folgern wir, dass

1
lim —log @y (a) = —aloga — (1 —a)log (1 —a).
n—oo n
Die obere und untere Schranke liefern also fiir n — oo das gleiche Ergebnis und die Aussage
ist bewiesen. ]

Aufgrund der Symmetrie gilt dasselbe auch fiir P[S,, < an] mit a < % Auch die Raten-
funktion I(z) = I(1 — z) ist symmetrisch. AuBerdem ist sie auflerhalb des Bereichs [0, 1]
unendlich, wéhrend sie innerhalb auf jeden Fall endlich und strikt konvex ist mit dem

einzigen Nullpunkt bei z = % Unser Satz 3.1 impliziert nun, dass

Y PIiS, >0 <0 V>0,
neN

wodurch das starke Gesetz der groflen Zahlen aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt.
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

3.3 Satz von Cramér

Es wird jetzt das erste weitreichende Resultat aus der Theorie der groflen Abweichungen
présentiert. Es trifft als eine Verallgemeinerung des Satzes 3.1 eine Aussage iiber das asym-
ptotische Verhalten des empirischen Mittelwerts (1/n)S,, unter einer bestimmten Annahme
an die Tailverteilung von X;.

Satz 3.2. (Satz von Cramér)
Sei (Xp)nen eine Folge von iid Zufallsvariablen mit Werten aus R, fir die gilt:

@(t) := E[e'*] < oo, vVt € R. (3.1)

Sei Sp =Y i1 Xi, dann gilt fir alle a > E[X4]:

.1
nlg](r)lo - log P[S,, > an] = —I(a), (3.2)
wobei
I(z) = sup{zt — log ¢(t)}, teR. (3.3)
teR

Die Wahrscheinlichkeit in (3.2) fdllt also exponentiell:
P[S,, > an] = exp (—I(a)n + o(n)), n — o0o.

Interpretation: Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass der mittlere Verlust positiv ist,
wenn fiir jeden Vertrag eine Einmalprdmie a, die grofler ist als die Nettopramie E[X;],
verlangt wurde. (3.1) ist insbesondere erfiillt, wenn X; nur endlich viele Werte annimmt.

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. a = 0 und E[X;] = 0 voraussetzen. Andernfalls fithren wir
eine Substitution durch mit X; — X; + a, woraus ¢(t) — e%p(t), sowie I(a) — I(0) folgt.
Angenommen P[X; = a] = 1, dann sehen wir fiir die linke Seite in (3.2):

1 1
lim —logP[an > an] = lim —logl = 0.

n—oo N n—oo N

Und fiir die rechte Seite:

—I(a) = —sup{at — log p(t)}

teR

= —sup{at — log e™'}
teR

= —sup{at — at} = 0.
teR

Wir kénnnen also im folgenden von einer nicht-degenerierten Zufallsvariable X, ausgehen.
Zur Abkiirzung verwenden wir p := infcp ¢(t). Es ist leicht zu sehen, dass I(0) = —logp
(mit 1(0) = oo, falls p = 0), also miissen wir zeigen:

1
lim —logP[S,, > 0] = log p.

n—00 M,

10
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

Sei F(z) = P[X; < z] die Verteilungsfunktion von X;. Aus (3.1) folgt, dass ¢ € C*(R)
ist, mit

¢t = [ acar()
(1) :/Rx%mdF(x).

¢ ist also strikt konvex und ¢'(0) = E[X;] = 0. Wir unterscheiden die folgenden drei Fille:

o P[X; <0]=1.

In diesem Fall ist ¢ streng monoton fallend und lim;_, o, p(t) = p = 0. Da P[S,, >
0] = 0 ist, folgt die Behauptung.

e P[X; <0]=1und PX; =0]>0.

Dann ist ¢ ebenfalls streng monoton fallend und lim;—,~ ¢(t) = p = P[X; = 0] > 0.
AuBlerdem ist P[S,, > 0] = P[X; = --- = X,, = 0] = p", was wiederum die Behauptung
zur Folge hat.

e P[X; < 0] >0 und P[X; > 0] > 0.

In diesem Szenario ist lim; 4 ¢(t) = oo und da ¢ strikt konvex ist, existiert ein
eindeutiges 7 > 0, 7 € R, sodass

e(r)=p und (1) =0.
Fiir den letzten Fall benutzen wir jetzt fiir die obere Schranke die Chebyshev-Ungleichung:
PlSy > 0 =P [7 > 1] B[] = (r)" = p".
Daher ist

1
lim sup —log P[S,, > 0] < log p.

n—oo T

Fiir die untere Schranke sei nun ()A(n)neN eine Folge von iid Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion

F(z) = 1/ e"VdF (y).
P J(—o0,x]

Die Funktion F wird als Cramér-Transformierte von F bezeichnet. Es gilt p = (1) =
fR €"YdF (y). Der Beweis benotigt nun die folgenden drei Lemmata:

Lemma 3.3. E[X)] = i = 0 und V[X1] = 62 € (0, 00).

Beweis. Sei ¢(t) = ]E[et)?l]. Dann ist

~ 1 1
o(t) = / eTdlF (z) = ~ / ee™dF (z) = ~p(t+7) < 0 vVt € R.
R P JR P

11
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

Daraus folgt, dass ¢ € C*°(R) ist und damit

O

Lemma 3.4. Sei S, = Yoy Xi. Dann ist PS,, > 0] = p"E[e*Tgn 1{§n20}].
Beweis. Es ist

P[S,, > 0] :/ dF(zy1)...dF(xy,) =

{z1++2,>0}
/ [pe TN dF (1)) . . . [pe” TP dF (z,)],
{z14-+2,>0}

was genau die Aussage liefert. O

Lemma 3.5. liminf, %log E[e’T§"1{§n>0}] >0.

Beweis. Aufgrund von Lemma 3.3 kann der zentrale Grenzwertsatz auf §n angewandt

x

2
. . . . . . 1 1
werden. Nun wéhlen wir ein beliebiges C' > 0 mit o fo e 2 dr > 7 und rechnen

E[e_Tsnl{:g\nZO}] > e—TC&\/ﬁ]p [&Sin\/ﬁ c [0’ C’)] .
Die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite ist fiir n grof§ genug zumindest %. O

Die letzten beiden Lemmata 3.4 und 3.5 liefern nun die gewiinschte untere Schranke:

1
lim inf — log P[S,, > 0] > log p.

n—oo n

Wir méchten nun einige Eigenschaften der Ratenfunktion I vorstellen:
Lemma 3.6. Angenommen (3.1) ist erfillt, dann gelten:

(i) I ist unterhalbstetig und konver auf R.

(ii) I hat kompakte Niveaumengen, es ist also I=1([0,c]) = {z € R: I(2) < ¢} kompakt
fiir alle ¢ € [0, 00).

(iii) 1T ist stetig und strikt konvez auf Dy, wobei Dy = {z € R: I(z) < oo} und D; das
Innere dieser Menge bezeichnet.

() I ist glatt auf Dy.
(v) I(z) > 0. Gleichheit gilt, genau dann, wenn z = p.

(vi) I"(4) = .

12
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3.4 Bemerkungen
Nun sollen noch einige weitere Konsequenzen aus dem Satz von Cramér vorgestellt werden.

1. Die Aussage des Satzes gilt analog fiir P[S,, < an] mit a < E[X;]. Fiir den Beweis
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setzt man einfach X; — —Xj.

. Der Hauptschritt im Beweis war der exponentielle Maflwechsel, in der Finanzmathe-

matik bekannt als Fsscher Transformation, den wir vollzogen haben, in Kombina-
tion mit dem zentralen Grenzwertsatz. Unter des Mafliwechsels wurde das Ereignis
{S,, > 0} leichter handzuhaben, wie wir in den Lemmata 3.3 - 3.5 gesehen haben.
Dieses Verfahren ist weitreichend und wird uns auch in Zukunft bei allgemeineren
Problemen helfen.

. I ist die Legendre Transformierte der kumulanterzeugenden Funktion log . Auch

diese Eigenschaft wird uns in Zukunft noch von Nutzen sein.

. Die Forderung (3.1) kann folgendermaflen abgeschwécht werden:

0eD, mit D,={teR:pl)<occ} (3.4)

Man kann den Satz von Cramér also auch mit dieser Forderung beweisen, wenn
zusétzlich gilt, dass

li 1 ") = )
Jim [llog ] ()] = oo, (3.5)
teD,

man sagt dazu, log ¢ ist steil in 0D,,. Diese Eigenschaft impliziert, dass die Abbildung
t +— e%p(t) ihr Minimum fiir jedes a € R in D; annimmt und das wiederum brauchen
wir im Beweis nach der Substitution X7 — X + a.

. Der Satz ist auch ohne die Forderung (3.4) korrekt, liefert jedoch weniger Informa-

tion. Wenn beispielsweise D, = {0} ist, dann ist / = 0 und in diesem Fall haben
wir lediglich die Aussage, dass die Wahrscheinlichkeit der groflen Abweichung lang-
samer als exponentiell fallt, jedoch keine Information, wie langsam das tatséchlich
ist. Ahnlich verhilt es sich, wenn D, eine Umgebung links von 0, aber nicht rechts
davon enthélt. Dann ist I(xz) = 0 fiir alle z > 0 und der Satz liefert nur spannende
Erkenntnis fiir grofle, fallende Abweichungen.

. Da wir oben bewiesen haben, dass log¢ konvex und unterhalbstetig ist, haben wir

folgende Umkehrformel:

log p(t) = igﬂg{tz —1(2)}.

Es gibt also eine Bijektion zwischen ¢ und I und unter Voraussetzung (3.4) ist die
Verteilung X eindeutig durch die Funktion ¢ bestimmt. Damit hat jede Wahrschein-
lichkeitsverteilung seine eigene eindeutige Ratenfunktion.

13
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

7. Aufgrund von Lemma 3.6(i, v) wissen wir fiir a > u, dass I(z) > I(a) fir alle z > a

ist. Jetzt kann man den Satz von Cramér noch so umformulieren:

nlg&%logp (1S, € 4] = —Znelg[(z), A = [a,00). (3.6)
Dies besagt nun, dass die grole Abweichung {%Sn € A} hauptséichlich von dem Er-
eignis getragen wird, wo %Sn nahe bei z ist, wobei z der Minimierer von I(z) auf A
ist. Dieses Ereignis kostet exp(—nl(Z) 4+ o(n)) und ist somit die giinstigste Realisie-
rung von A. Dies bringt uns abschliefend zu einem Schliisselprinzip in der Theorie
der groBen Abweichungen:

Jede grofle Abweichung erfolgt auf die am wenigsten unwahrscheinliche
aller unwahrscheinlichen Arten!

3.5 Anwendung

Nun soll demonstriert werden, wie uns der Satz von Cramér bei der Berechnung von Inte-
gralen exponentieller Funktionale von S, niitzlich ist.

Beispiel 3.7. Sei hierzu P[X1 = 1] = P[X; = 3] = L, wir sind nun interessiert am Verhal-
ten von E[(25,)"] fiir grofes n. Intuitiv wiirden wir wohl :logE[(25,)"] — 0 annehmen,
da aufgrund des starken Gesetzes der groffen Zahlen gilt, dass %S’n — 1. Allerdings tduschen
wir uns hier, wie folgende Rechnung zeigt:

E [(15,)"] = /O TP [LS, € dd]
= /OO na" P [%Sn > a] da
0
~ /0 exp (n[loga — J(a)]) da

~ exp (n sup{loga — J(a)}> :

a>0

wobei J die Ratenfunktion ist, die man aus dem Satz von Cramér gewinnt, also J =
I (a — %) Somit ist

1
lim —logE[(25,)"] = b, b =sup{loga — J(a)}.

n—oo N a>0

Der Erwartungswert E[(%Sn)n] wird also nicht durch das fast sichere Verhalten dominiert,
sondern von dem seltenen Ereignis, dass %Sn in der Ndahe von a* ist, wobei a* der Maxi-
mierer von b ist.

3.6 Satz von Sanov fiir das empirische Mal3

In diesem Abschnitt nehmen die Zufallsvariablen X; Werte in einer beschrankten Menge

al:
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

Annahme 3.8.
e X;el'={1,...,r} CN,
e X1, Xo,...sind iid mit Randverteilung p = (ps)ser,
e ps>0Vsel.

Das empirische Maf} ist definiert durch

1 n
L,=— Ox.
n nlzl X

wobel §, das Punktmafl bei z € R darstellt. L,, ist also ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf T’
und wir bezeichnen mit

my(T) = {y:(ul,...,vr) € [0,1]T:i1/521}

das Wahrscheinlichkeitssimplex auf R”, also die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf I'.
Auf 9 (T') definieren wir das Totalvariationsmaf

1 T
d(:u'a V) - 5 Z ’Ms - 1/5’,
s=1
welches aus 9 (I") einen Polnischen Raum macht. Aufgrund des starken Gesetzes der
groflen Zahlen gilt, dass
d(Ly,p) — 0 fiir n — oo P— fs.,

wobei p = (p1,...,pr). Der folgende Satz trifft nun eine Aussage iiber grofie Abweichungen
von L, zu p.

Satz 3.9. Seien (X;) iid Zufallsvariablen, die Annahme 3.8 erfiillen. Sei L, = + 31, 0, .
Dann ist, fiir alle a > 0,

1
lim ~logP[L, € BS(p)] = — inf I,(v),
i S logPlln € Bo(p)] = = inf [ o(v)

wobei By(p) = {v € M () : d(v, p) < a}, BS(p) =Mi(T) \ Ba(p), und

I,(v) = Zl/s log <Zs>
s=1 s

mit der Konvention infg I, = oo.
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

Beweis. Sei

Kn:{k:(kl,...,kr)eN{):st:n}
s=1

dann ist %Kn C My (D) fir alle n € N. L,, hat die mehrdimensionale Verteilungsfunktion

kS | a p];?s
PLn(s):;Vs :n.Hk', ke K,.
s=1 7%

Fiir k € K, sei v,(k) = 1k € My (T). Weiters sei

T n

r ks

Ps

= | —_—
Qn(a) e, A (n S|_| ks!> .

Dann ist

Qn(a) < P[Ln € By(p)] < [Kn|Qn(a).

Die Formel von Stirling liefert

1 o phs ~ k k 1
- log (n! 1;[ Z;) = Z ﬁ <log ps — log ns> +0 ( Oin) gleichméfig auf K,

s=1

wobei wir uns die Eigenschaft ., ks = n zu Nutze gemacht haben. Die Summe auf der
rechten Seite entspricht nun —1I,(v,(k)) und da |K,| = (7]) = O(n"~1) ist, sehen wir

logn

%logwn € BS(p) =0 ( ) + %log @n(a)

0 <1°g”) - min  L(va(k)).

n k€K nivn(k)EBE(p) "

Um den Beweis zu vollenden, beobachten wir die folgenden zwei Dinge:
(i) Unentvn(k) : k € Ky} ist dicht in 901, (T"),
(ii) v+ I,(v) ist stetig auf My (T").

Die beiden Eigenschaften sichern uns fiir jedes v € 9 (I") die Existenz einer Folge (ky, )nen,
mit k, € K, fir alle n, sodass

lim d(vy(kn),v) =0, nlg]go Iy(vn(kn)) = I,(v).

n—oo

Da B§S(p) eine offene Menge ist, gilt

li i Lva(k) <1 Vv € BS(p).
msup omin e P (k) < I(v) v (p)

Optimieren wir das nun iiber v, so erhalten wir

lim su min I(vy(k)) < inf I,(v).
n—>oopkEKn:Vn(k)eBg(p) pn(k)) vEBE(p) o)

Die umgekehrte Richtung ist trivial, womit der Beweis abgeschlossen ist. O
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

3.7 Das paarweise empirische Mal3

Das empirische Maf§ erfasst zu jedem Zeitpunkt einen Wert von X7, Xa, ..., dies wollen wir
nun erweitern und zu jedem Zeitpunkt zwei aufeinanderfolgende Werte erfassen. Dies wird
uns spater, wenn wir den Fokus von iid Folgen auf Markov-Folgen legen, hilfreich sein. Es
sei also das paarweise empirische Maf3

1 n
L’?Z = E Z 6(Xi7Xi_1)’

i=1

mit der periodischen Beschrinktheitsannahme X, ;1 = Xi. Das zufillige Mal L2 gehort
zur Menge M (I x T'), beziehungsweise unter der Beschrinktheitsannahme zur Teilmenge

g)JVTl(FxF): {y:(l/st) GiUll(FXF):ZVSt:ZVtS Vs},
t t

also die Wahrscheinlichkeitsmafie auf I' x I', deren Rénder koinzidieren. Wie vorhin, ist
My (T x T') ein Polnischer Raum mit der Totalvariationsdistanz

1
d(ﬂ? V) = 5 Z |/«Lst - Vst|'
s,t

Aus dem Ergodensatz von Birkhoff folgt:
d(L2,px p) =0 fiir n — oo P— f.s.

In Analogie zu Satz 3.9 konnen wir nun die grofien Abweichungen von L2 und p x p
beschreiben.

Satz 3.10. Seien (X;) iid Zufallsvariablen, die Annahme 3.8 erfiillen. Sei L2 = % D1 0(Xi Xa 1)

mit obiger periodischer Beschrdnkheitsannahme. Dann ist, fir alle a > 0,

1
lim - logP[L2 € B ==, I
Jim log L € Bilpx pll == _int  T(0)

wobei By(p x p) ={v € M xT):d(v,pxp) <a}, BS(pxp) =M (L xT)\ Ba(p x p),
und

Vst
I*(v) = Vg lo (S ),
p() ; 108 Vspt
mit Us = ), Vst

Beweis. Der Beweis funktioniert &hnlich wie jener von Satz 3.9, nur benétigen wir nun
etwas Kombinatorik. Sei

K, = {k = (kot) ENG D> kr=n,) ka=> ki vs} :
s,t t t
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

es ist %Kn C 97?1 (I x I) fiir alle n € N. Wir schreiben ks = > ¢ kst. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit

k
P L2 (s,t) = —2 Vs, t
n

fiir alle k € K, ein Produkt aus [[, p¥ und einem kombinatorischen Faktor fiir alle
moglichen Positionen der Xj, ..., X, die k = (ks) erh6hen. Um diesen kombinatorischen
Faktor zu berechnen, bendtigen wir etwas Graphentheorie. Wir markieren jedes Auftau-
chen von (s,t) in Xi,...,X,, mit einem Pfeil von s nach ¢. So erhalten wir den gerichteten
Graphen G(k) mit Knotenmenge I'" und den Pfeilen als Menge seiner gerichteten Kanten.
Unsere periodische Beschriankheitsannahme sichert nun, dass fiir jeden Knoten s die Anzahl
der eingehenden Pfeile ), k¢, gleich der ausgehenden Pfeile ), kg ist. Manche Knoten aus
I" bleiben ohne Pfeile, was aber kein Problem darstellt. Insgesamt haben wir jedenfalls n
Pfeile und die folgende Eigenschaft gewonnen:

kst E(G(k i
P|L2(s.0) = "y o) = #(G(k»w [

Hier ist £(G(k)) die Anzahl der Eulerwege auf G(k), die Faktoren k! kompensieren das
Unterscheiden der verschiedenen Pfeile von s nach ¢ und der Faktor #(G(k)) zéhlt die
unterschiedlichen Verschiebungen der X1, ..., X,, fiir den klarerweise gilt:

1< #(Gk)) < n.

Das folgende Lemma trifft eine Aussage iiber die rechte Seite der Gleichung.

Lemma 3.11.

[T k-1 <e@r) < I &

s:ks>0 s:ks>0

Beweis. Die Bedingung ), kst = Y, ktsVs stellt sicher, dass es zumindest einen Eulerweg
gibt. Wihlen wir nun einen aus, sei dies C und gehen ihn entlang. Fiir jeden Knoten weisen
wir die Farbe Rot demjenigen Pfeil zu, der zuletzt in C benutzt wurde. Wenn wir danach
die nicht markierten Pfeile, von denen jeder Knoten s genau ks — 1 hat, permutieren,
erhalten wir wieder einen Eulerweg. Der Weg kann nach dem Permutieren niemals stecken
bleiben, denn die roten Pfeile wiirden immer einen Ausweg liefern: sobald einmal einen
roten Pfeil benutzt, kann man nicht mehr zu dem Knoten zuriickkehren, aus dem der rote
Pfeil gekommen ist. Alle Eulerwege, die durch solche Permutationen zustande kommen,
sind unterschiedlich. Das liefert die untere Schranke. Fiir die obere Schranke versuchen wir
einen Eulerweg zu finden, indem wir einfach Pfeile, die wir entlang gehen, auswéhlen. Wir
werden beim Anfangsknoten steckenbleiben, sobald wir alle ausgehenden Pfeile verbraucht
haben, auch wenn wir moglicherweise von den anderen Pfeilen noch nicht alle in Gebrauch
hatten. Wir koénnen somit nicht mehr als k! verschiedene Entscheidungen von Knoten s
wegzugehen, treffen. Dies liefert die obere Schranke. O
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3 Grofle Abweichungen fiir iid-Folgen

Wir wissen nun

ks ks! P : :
#Vs, t| = eO(logn)l_Ei]w H P gleichmifBig auf K,

wobei wir nutzen, dass der Unterschied zwischen den beiden Schranken in Lemma 3.11
1 < HS:ES>0 ks < n” ist. Der Rest des Beweises funktioniert nun analog Satz 3.9. Fiir

k€ Ky, sei vy(k) = 2k € M (T x ). Bs ist

T n

P |L2(s,t) =

s

Qn(a) = ma

= X P [ -
k€K :wn(k)EBS(pxp)

k
2 _ st
L; (s, t) = — Vs,t] .
Und dafiir gilt
Qn(a) <P[L} € Bi(p x p)] < |Kn|Qn(a).

Die Formel von Stirling und die Eigenschaft |K,| = O(n""~%) = 008" ergeben

logn

L1ogBlL2 € By(p x p)] = O ( ) + 105 @u(a)

_o(lesn) - min (v (k)),
(222) ()

(Vn
n ke Kn:wn(k)EBS (pxp) P

was uns, wenn wir n — oo laufen lassen und die beiden Analoga zu (i) und (ii) aus dem
Beweis von Satz 3.9 verwenden, das gewiinschte liefert. O
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4 Allgemeine Theorie der groBBen
Abweichungen

4.1 Prinzip der groBen Abweichung

Wir verlassen nun die Welt der iid Zufallsvariablen und wollen uns langsam an die allge-
meinere Theorie herantasten. Dazu starten wir mit der folgenden Definition, in der wir den
Polnischen Raum X und die Abstandsfunktion d: X x X — [0, 00) verwenden.

Definition 4.1. Die Funktion f: X — [—o00, 00| heifst unterhalbstetig, wenn sie einer der
drei folgenden, dquivalenten Bedingungen gendtigt:

(i) liminf, o f(zn) > f(x) fir alle (x,) mit z, — x in X.
(i) limespinfyep (o) f(y) = f(x), wobei Be(x) = {y € X : d(x,y) < €}.

(iii) f hat abgeschlossene Niveaumengen, es ist also f~'([—o0,c]) = {x € X : f(x) < ¢}
abgeschlossen fiir alle ¢ € R.

Lemma 4.2. Eine unterhalbstetige Funktion erreicht auf jeder nichtleeren kompakten Men-
ge ihr Minimum.

]

Definition 4.3. Die Funktion I : X — [0, 00| heifft Ratenfunktion, falls
(R1) I # co.

(R2) I ist unterhalbstetig.

(R3) I hat kompakte Niveaumengen.

Definition 4.4. Wir sagen, eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (P,) auf X erfillt
das Prinzip der groffen Abweichung (aufgrund der weit verbreiteten englischen Literatur,
verwenden wir als Abkiirzung LDP, fiir Large Deviation Principle) mit Rate n und Raten-
funktion I, wenn

(R1’) I eine Ratenfunktion im Sinne von Definition 4.3 ist.
(R2’) limsup,,_,., Llog P,(C) < —I(C) VC C X abgeschlossen.
(R3’) liminf, o 2 log P,(0) > —I(0) VO C X offen.
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4 Allgemeine Theorie der groen Abweichungen

Die Schranken sind jeweils durch die Mengenfunktionen definiert:

I(S) = inf I(x), SedX.
€S
Das Prinzip der grolen Abweichung beschreibt also das Verhalten einer Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafien in Termen einer Ratenfunktion. Diese Charakterisierung funktioniert
mit asymptotischen oberen und unteren exponentiellen Schranken in Werten, die P,, mess-
baren Teilmengen von X zuweist. Eine wichtige Behauptung ist der folgende Satz, in dessen
Beweis wir S als die Notation fiir den Abschluss der Menge S verwenden.

Satz 4.5. Erfillt (P,) das LDP, so ist die zugehirige Ratenfunktion I eindeutig bestimmit.

Beweis. Es seien I und J zwei Ratenfunktionen fiir (P,). Wir zeigen, dass I(z) = J(x)
fir alle x € X ist. Dazu fixieren wir nun ein solches x und betrachten die Folge der
offenen Kugeln By = B% (z) vom Radius 4, N € N. Dann gilt wegen (R2’) und (R3’) aus
Definition 4.4

1
—I(z) < —I(Bn11) < 1iH_1)inf —log P, (Bny1) <
n—oo mn

< limsup  log Pu(By11) < —J(Bni1) < —J(Bw),
n—oo N

wobei die erste Ungleichung gilt, da x € Byy1 und die letzte, weil By D By41 ist. Lassen

wir nun N — oo laufen und verwenden die Unterhalbstetigkeit von J, dann haben wir, dass

limy_yo0 J(By) = J(x). Somit erhalten wir I(z) > J(z) und die umgekehrte Ungleichung

durch Symmetrie. O

4.2 Kommentare

Um die wichtigen Definitionen aus diesem Kapitel noch etwas sacken zu lassen, folgen jetzt
einige Kommentare dazu:

(1) Es ist wichtig, dass wir in der Definition tatséchlich offene respektive abgeschlossene
Mengen verwenden. Man kénnte beispielsweise auf die Idee kommen, die Bedingungen
(R2’) und (R3’) durch die strengere

1
lim —log P,,(S) = —1(S) VS € X Borelmenge (4.1)

n—oo n

zu ersetzen. Das wire allerdings zu restriktiv, denn es gibt einige Beispiele, die zwar
(R2’) und (R3’) erfiillen, nicht aber (4.1). Gilt etwa P,({z}) = 0 fiir alle n und alle
x € X, so konnte man S = {z} wihlen und (4.1) wiirde nur fir I = oo gelten, was
jedoch eine Verletzung von (R1) bedeuten wiirde. Wir werden sehen, dass (R2’) und
(R3’) als Bedingungen ausreichend sind.

(2) Die Menge S € X nennen wir /-stetig, falls
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4 Allgemeine Theorie der groen Abweichungen

Aus dem LDP folgt, dass (4.1) fiir alle I-stetigen Mengen erfiillt ist. Wenn beispiels-
weise [ stetig ist, dann sind alle Mengen S, die S C (5’) erfiillen, I-stetig, also alle

offenen Mengen.

(3) Die Rolle der offenen und abgeschlossenen Mengen im LDP ist dhnlich zu der, die
sie bei der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit einnehmen: (P,) konvergiert schwach
gegen P falls

(R2”) limsup,,_,., Pn(C) < P(C) VC' € X abgeschlossen.
(R3”) liminf, ,~ P,(0) > P(O) VO € X offen.

(4) Da (R2”) und (R3”) &quivalent sind zu
/ F(x)P,(dz) n = / P(dx) VF € Cy(X),

wobei Cp(X) der Raum der beschrénkten, stetigen Funktionen auf X ist, wird schnell
klar, dass das LDP gut geeignet ist, um die Konvergenz von Integralen exponentieller
Funktionale zu untersuchen.

(5) Aus dem LDP folgt weiters, dass

inf I(z)=I(X)=
inf (z) = I1(X) =0,

da P,(X) =1 fiir alle n und X abgeschlossen gilt. Es gibt also ein x € X, sodass
I(xz) = 0. In vielen Fiéllen ist dies eindeutig bestimmt und es gibt eine Verbindung
zum starken Gesetz der groflen Zahlen. Auch gibt es allerdings Gegenbeispiele, wo
dieser Nullpunkt nicht eindeutig bestimmt ist.

4.3 Lemma von Varadhan

Es soll nun das erste wichtige allgemeine Resultat aus der Theorie der grolen Abweichungen
vorgestellt werden. Dies geht auf Varadhan zuriick und stellt eine weitreichende Verallge-
meinerung der Laplace-Methode dar, die in fritheren Kapiteln bereits zur Anwendung kam.

Satz 4.6. (Lemma von Varadhan) Angenommen (P,) erfillt das LDP auf X mit Rate n
und Ratenfunktion I. Sei F' : X — R eine stetige Funktion, die von oben beschrinkt ist.
Dann st

lim ! log/ @ P, (dx) = sup{F(z) — I(z)}. (4.2)
nmeon X reX

Beweis. Es sei

Jn(S) = / @ p, (dx), S C X Borelmenge,
S
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4 Allgemeine Theorie der groen Abweichungen

und wir setzen

a = sup F(z), b =sup{F(x)—I(x)}.
zeX zeX

Es gilt —oo < b < a < oo,dal >0 und F stetig und von oben beschrinkt ist. Wir werden
nun zunichst die obere Schranke beweisen. Dazu teilen wir den Raum X in Wertebereiche
von F. Sei C' = F~1([b,a]) und fiir N € N definieren wir

Y =F Y, ), j=1,...,N

wobei cj-v =b+ %(a —b) fir j =0,1,..., N ist und somit
N
N
c=Jc).
j=1

Da F stetig ist, sind alle CJN abgeschlossen. Somit folgt aus dem LDP, dass

1
lim sup - log Pn(C]N) < —I(C'JN) V7.

n—oo

Da nun F(z) < ¥ auf C’N gilt, folgt
1
hmsup—logJ (C) < max {c (C]N)}

n— 00 1<G<N

Jetzt schieben wir die Ungleichung c < 1nfm€CN F(z) 4+ +(a — b) ein und erhalten

hmsup log Jp(C) < max { inf F(z)— inf I(x)}—kif(a—b)

n—oo TN 1<j<N :JcEC’]N a:EC]N
1
< F(z)—1 —(a—
ax, Selépw{ (2) = (@)} + (@ =)

= sup{F(2) = T(@)} + (e =D

1

Lassen wir jetzt N — oo laufen, erhalten wir limsup,, ., %log Jn(C) < b. Um diese obere
Schranke auf J,(X) auszuweiten, machen wir Gebrauch von der Ungleichung J,, (X \ C) <
" Dies liefert dann unmittelbar

lim sup — logJ( ) <b.

n—oo

Jetzt zur unteren Schranke. Wir wéhlen dazu ein z € X und € > 0 beliebig. Die Menge

Ore={yeX:F(y) > F(z) — €}
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4 Allgemeine Theorie der groen Abweichungen

ist aufgrund der Stetigkeit von F eine offene Umgebung von z. Aufgrund des LDP folgt,
dass

1
liminf —log P, (Og.c) > —1(Ogp).
n—oo N
Dies liefert uns, da (O, ) < I(z) ist, dass

lim inf ! log J,,(Oz¢) > F(x) — e — I(x).

n—oo n

Jetzt verwenden wir, dass Jy(X) > J,(Oy.c), lassen € ™\, 0 laufen und nehmen das Supre-
mum iiber x € X. Wir landen bei

1
lim inf — log J,,(X) > b.
n—oo N
0

Nun soll noch eine alternative Variante des Lemmas von Varadhan gegeben werden und
zwar eine, die es uns erlaubt ein LDP durch das Kippen eines anderen abzuleiten.

Satz 4.7. Angenommen (P,) erfillt das LDP auf X mit Rate n und Ratenfunktion I. Sei
F : X — R eine stetige Funktion, die von oben beschrinkt ist. Definiere

Jn(S) = /Se"F(I)Pn(dx), S C X Borelmenge.

Dann erfiillt die Folge (PF) von Wahscheinlichkeitsmafen, die definiert ist durch

In(5)
Jn(X)’

PE(S) = S C X Borelmenge,

das LDP auf X mit Rate n und Ratenfunktion

I"(x) = Slelg{F(y) —I(y)} = [F(z) - I(2)]. (4.3)

Beweis. Wir wissen aus dem Lemma von Varadhan, dass sich J,,(X) im unendlichen wie
sup,ex{F(y) — I(y)} verhilt. Es geniigt also zu zeigen, dass

1
lim sup - log J,,(C) < b(C) VC C Xabgeschlossen,

n—oo

1
lirginf - log J,(C) > b(0) VO C Xoffen,
mit

b(S) = sup{F(x) — I(z)}, ScCAX.

€S

Der Beweis dieser beiden Ungleichungen funktioniert analog dem des vorigen Lemmas 4.6
und wird hier nicht weiter ausgefiihrt. O
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5 GroBBe Abweichungen fiir Markov-Folgen

Nachdem wir uns in den bisherigen Kapiteln um grofie Abweichungen fiir iid Folgen von Zu-
fallsvariablen gekiimmert haben und uns im letzten Kapitel auch der allgemeineren Theorie
zugewandt haben, mochten wir nun Markovketten, die wir ja aus dem Einleitungskapitel
kennen, in diesem Zusammenhang behandeln.

5.1 Radon-Nikodym-Formel

Wir verwenden die folgende Notation:
Annahme 5.1.
e X;eI'={1,...,d} CN,
o X1, X, ...ist Markovkette mit Ubergangsmatriz P = (Pst) s ter,

e Py >0Vs,tel.
Diese Annahme dient als Analogon zu Annahme 3.8 fiir iid Folgen. Die Stationéritétsverteilung
7w = (7s) der Markovkette ist eindeutig und erfiillt
me >0 Vs el

Als Anfangsverteilung wihlen wir
PX; =s]=ms Vsel,

die Markovkette ist also stationiir und die Verteilung von X; ist PX. Wir rufen uns das
empirische Maf}

1
2 _
Ln - ﬁ Z 5(Xi7Xi+1)
=1

in Erinnerung mit der periodischen Beschrinktheitsannahme X, .; = X;. Eine wichtige
Beobachtung ist nun, dass die Wahrscheinlichkeit einer gegebenen Realisierung der Mar-
kovkette ein Funktional von L2 modulo beschriinkten Terme ist.
Ausformuliert sieht das so aus:
IP’X[xl,...,xn] =PX1=21,..., X, = 2y
= 7T$1PZ‘1,$2 X X P$n717$n

7T n
1 ezizl log Prj,x;q

Pxnyxl
Ty e Yoy L2[z1,2n](s,t) log Pst’

Tn,T1
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5 Grofle Abweichungen fiir Markov-Folgen

wobei L2[z1,...,T,] das paarweise empirische Ma8 fiir a1, ..., z, ist. Wir fiihren nun eine
Folge von iid I'-wertigen Zufallsvariablen Y7, Y5, ... ein, verteilt nach 7w und die Verteilung
von (Y;) bezeichnen wir mit P¥'. Nun haben wir hierfiir wie oben

n
2
]P)Y[.'El, . 71"’”,] e H Trxi — enZs,t Ln[xlr'“vx’ﬂ](s:t) IOgﬂ-t.
=1

Vergleichen wir nun die beiden Darstellungen, ergibt sich

dPX

oy [1=0()e e, (5.1)

P —~
Fv) = E Vgt log <7T:> , veM([T xT).
s,t

Die Radon-Nikodym-Formel (5.1) erlaubt es uns nun Problemstellungen beziiglich (X;) in
solche iiber moglicherweise leichter handzuhabende (Y;) umzuwandeln. Die Funktion F ist

beschriankt und stetig auf §JVT1(F x T).

5.2 Prinzip der groBen Abweichung fiir diskrete Markovketten

Wir kénnen nun dank der Radon-Nikodym-Formel und Satz 4.7 ein LDP fiir Markovketten
aufstellen und zwar gewonnen aus dem, das wir fiir iid Folgen kennen. Das machen wir fiir
das paarweise empirische Maf3, da dieses die paarweise Abhingigkeit in Markovketten am
besten abbildet.

Satz 5.2. Es sei (X;) eine Markovkette unter Annahme 5.1. Dann erfiillt die Familie (P.X),
die definiert ist durch

PY()=P¥[L] €],

das LDP auf %1(5’ x S) mit Rate n und Ratenfunktion

1%
) = 3 v log (E P) ,
st $

wobei Us =, V.
Beweis. Aus (5.1) folgt unmittelbar, dass fiir jede Borelmenge S C 0, (' xI') gilt:

l1og PX(S) = 1log/ PX[LZ € dv] = O <1> + 1/ e"TWIPYL2 € dy).
n n S S

n n

Wir wissen aus Satz 3.10, dass (PY), definiert durch PY(-) = P[L? € |, das LDP auf
My (I x I') mit Rate n und Ratenfunktion

v
I2(v) = Zust log (;é)
s,t
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5 Grofle Abweichungen fiir Markov-Folgen

erfiillt und dass das Integral auf der rechten Seite genau der Form aus dem Satz 4.6 ent-
spricht, da I beschriinkt und stetig ist. Somit erfiillt auch (PX) das LDP auf 9t;(T' x T)
mit Rate n und Ratenfunktion

I(v) = 2(v) - F(v) = ¥ _ vy log ( Vst > .

gt P,
st std st

O
Die beiden folgenden Lemmata werden im Beweis des néichsten groflen Satzes bendtigt.

Lemma 5.3. Es gilt Annahme 5.1 und PX(-) = PX[L, € -] . Dann erfiillt (P.X) das LDP
auf M (T') mit Rate n und Ratenfuntion

Ip(p)= _ inf IZ(v).
veM (OxT): v=p

Lemma 5.4. Annahme 5.1 sei erfillt, dann gilt:

Ip(p) = sup [— > pslog (Pu)s

u>0 Us

—_
—~~
et
[\]
~—

s=1

wobei das Supremum tber alle u : ' — (0,00) lauft und (Pu)s =Y, Psiuy.

5.3 Prinzip der groBen Abweichung fiir stetige Markovketten

Als néchstes wollen wir jetzt die Verallgemeinerung des Satzes von Sanov fiir stetige Mar-
kovketten untersuchen. Wir werden fiir umkehrbare Markovketten eine schone Form der
Ratenfunktion erhalten. Diese Resultate gehen auf Donsker und Varadhan zuriick.

Annahme 5.5. Sei (X;)i>0 eine I'-wertige stetige Markovkette mit irreduziblem Generator
G = (Gij)ier-

Wir definieren das empirische Maf

1 t
Lt: / (5X5d8,
t Jo

das ein zufilliges Element von 9t (T") ist, seineszeichen ein Polnischer Raum mit Totalva-
riationdistanz d(p,v) = £ > |us — vsl.

Satz 5.6. Es sei Annahme 5.5 erfillt und Py(-) = P[L; € -]. Dann gelten:
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5 Grofle Abweichungen fiir Markov-Folgen

(a) (P;) erfillt das LDP auf M1 (T") mit Rate t und Ratenfunktion

o) = sup {— > e } , (53)

u>0 i—1

wobei das Supremum dber alle u : I' — (0,00) geht und (Gu); = >_; Giju;.
(b) Ist G symmetrisch, dann kann das Supremum explizit berechnet werden:
= Z VViGijv5 = (Vv, (=G)Vv). (5.4)
i,j=1

Beweis. Der Beweis verwendet ein Approximationsargument, wobei die Behauptung aus
den beiden Lemmata 5.3 und 5.4 kommt und die Zeit in kleine Intervalle zerlegt wird, die
dann Richtung null wandern.

(a) Fixiere 6 > 0 und definiere
[t/d]

1t/6] Z Ox,s-

Dies ist das empirische Mafl nach |¢/§] Schritten der I'-wertigen, diskreten Markov-
kette mit strikt positiver Ubergangsmatrix

P’ = e,

Es sei PY(-) = P[L{ € -]. Dann erfiillt (P?) aufgrund der Lemmata 5.3 und 5.4 das
LDP auf 91 (T") mit Rate ¢t und Ratenfunktion

1
SIpé( sup{ Zuzlog
Nun ist Lf eine gute Approximation von L; fiir kleines §, denn

u>0

d(Ls, L?) < |t/6] 1 x Anzahl der Spriinge der Markovkette in [0, #].

Diese Anzahl ist dargestellt durch einen stochastischen Prozess N(ct), also eine Poisson-
verteilte Zufallsvarible mit Mittelwert ct, wobei

c= supZGij < 0.
b

Fiir € > dc haben wir also

1 1
lim sup ~ log P[d(Ly, L) > €] < limsup : log P[N(ct) > €|t/d]] = —cl (i)

t—o00 t—o00
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5 Grofle Abweichungen fiir Markov-Folgen

mit
I(z) =zlogz — z+ 1.

Daraus folgt jetzt, dass

1

lim limsup - log P[d(L;, LY) > €] = —00 Ve >0, (5.5)
N0 to00 t

die Approximation ist also scharf im Grenzwert, wenn 6 N, 0 geht. Nun kann man

ableiten, dass (P;) das LDP auf 9t (I') mit Rate ¢ und Ratenfunktion /¢ erfiillt, die

definiert ist durch

%1{1(1) (15IP5( ) =Ia(v), veMm(D). (5.6)
Das Argument folgt drei Schritten, zuvor sei noch bemerkt, dass I eine Ratenfunk-
tion ist, denn die Funktion unter dem Supremum in (5.3) ist stetig, differenzierbar
und beschriankt auf jeder kompakten Teilmenge von {u > 0}. Die Wahl u = 1 in (5.3)
sichert, dass I > 0, da G1 = 0 ist. Das Supremum bei u* erfiillt > viGijful =
vi(Gy)i/ u;fQ fiir alle 5. Also ist u* = 1 der Maximierer, genau dann, wenn vG = 0,
also v = .

Jetzt kiimmern wir uns um die Konvergenz. Da P° = 1 und 7 P5 GP? ist, haben

wir
1 GP6
fI‘S ) = su Vi—= / de——+—
5P uJS{ Z 5 }
1 8 (GPG’UJ)Z
<= desup { — Vi————
—5A u£{ ZI Gﬂi}
1o . .
< / delg(v) = Ig(v)
o Jo
und somit

lim sup 1Ijsg(y) < Ig(v).
SO O

Auf der anderen Seite existiert fiir alle u > 0 ein c¢(u) < oo, sodass fiir alle § > 0
1. (Pu); 1 1. s
-5 log o - —glog (1 + u—l([P — 1u);
> LGP~ 1 > -G

Us

— c(u)d.

Multiplizieren wir das nun mit v;, summieren iiber ¢ und lassen § N\, 0 laufen, so
erhalten wir

1 1. (Pu); Gu);
lign\%lf SIP(S(V) > lim inf {—zi:ui(slog (uzU)} > —Zwﬂ fiir alle u > 0.

U

\0 - U;
(]
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5 Grofle Abweichungen fiir Markov-Folgen

Wir nehmen das Supremum iiber v > 0 und bekommen

el =
h?l\jélf gIP(S(V) > Ig(v),

womit (5.6) bewiesen ist.

Jetzt gehts zu den Schranken aus dem LDP und zwar zunéchst um die untere. Es sei
O C My (T) eine offene Menge. Fiir jedes € > 0 gilt, dass

P[L; € O] > P[L) € O — Pld(Ly, L)) > €],

wobei O, = O N {x : d(z,00) > €} der e-Inhalt von O ist. Aufgrund von (5.5) fillt
der letzte Term mit einer Rate, die gegen unendlich geht, wenn § N\, 0, weg, fiir jedes
€ > 0. Somit bleibt {iber:

| PO . e
hﬁgf : logP[L; € O] > — llg{}(glf hgn\}(r)lf 5 ps(Oc)] > — h?{‘%ﬁf I(0,),
in der letzten Ungleichung haben wir %I ps < I verwendet. Die rechte Seite ist nun
genau —Ig (0), da jedes z € O in O liegt, wenn € klein genug ist. Somit ist
1 -
liminf — log P[L; € O] > —I1(0).

t—oo t

Jetzt zur oberen Schranke. Da 9t (I') kompakt ist, ist auch jede abgeschlossene Teil-
menge kompakt, sei K C 9 (T) eine davon. Fiir jedes € > 0 gilt, dass

P[L; € K| < P[L € K]+ 7[d(L, L) > €],

wobel K, = K U {x :d(z,0K) < €} die e-Erweiterung von K ist. Wiederum unter
Verwendung von (5.5), erhalten wir

1 1
limsup - log P[L; € K] < — lim sup lim sup |:IP6(K6):| . (5.7)
oo 1 o oo L0

Als n#chstes zeigen wir, dass

1 -
limsup ~Ips(Ke) > Ig(K) Ve > 0. (5.8)
SO O

Da K. kompakt und lIpa stetig ist, existiert ein yf € K., sodass %IP(S(KG) =

+Ips(?). Die Folge (10)5>0 hat eine konvergente Teilfolge mit Limes v, € K, und

durch diese erhalten wir
.1 5 ~
%1{‘1(1) g—’Pé(Ve) > Ia(ve)

mit dem gleichen Argument wie fiir die untere Schranke. Das impliziert jetzt aber
bereits (5.8), denn Ig(ve) > Ig(K,). Zu guter letzt zeigen wir, dass

limsup Ig(K.) > Ig(K). (5.9)
e\ 0
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5 Grofle Abweichungen fiir Markov-Folgen

Da K. kompakt und Ia stetig ist, existiert ein 7. € K., sodass fg(KE) = jzg(ﬁe).
Die Folge (7¢)e>0 hat eine konvergente Teilfolge mit Limes 7 € K und durch diese
erhalten wir

limsup Ig (7)) = Ia(v).
e\0

Das impliziert jetzt (5.9), weil Ig(7) > Ig(K) ist. Fassen wir (5.7), (5.8) und (5.9)
zusammen, so erhalten das gewiinschte:

1 -
limsup;log]P’[Lt € K] < —Ig(K).

t—o00

Wir teilen Ig(v) auf in
~ . uj
Io(v) = - Z VViGij\Vj — QLQEZGU (Viui - \/171\/E> :
27.7 17.]
Wenn G symmetrisch ist, kann der letzte Term umgeschrieben werden zu

2
. 1 Vil Vil
t =N (/22 Y
’llLI;O 2 Z K ( U; Uj >
i#]

was 0 ist, denn G; > 0 fiir alle i # j.
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6 GroBe Abweichungen fiir abhangige Folgen

6.1 Vorbemerkungen

Das Hauptaugenmerk dieses Kapitels wird darauf liegen, eine Verallgemeinerung des Satzes
von Cramér und zwar den Satz von Gértner-Ellis vorzustellen. Die Zufallsvariablen nehmen
nun Werte aus R? an. Seien diese Zufallsvariablen (Z,,) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(R4, B(R%),P), wobei B(R?) das Borel-o-Feld auf R? ist mit den momenterzeugenden Funk-
tionen

enlt) =E[7)],  teR% neN,

wobei (-, ) das standardméBige innere Produkt ist. Das Ziel ist es, ein LDP fiir die Familie
der Wahrscheinlichkeitsmafie (P,,) aufzustellen, die gegeben sind durch P,(:) = P[Z, € -].
Wir werden die folgenden Annahmen treffen:

1
li_>m - log on(nt) = A(t) € [—oo, 0] existiert. (6.1)
0 € Da,mit Dy = {t € RY: A(t) < oo} (6.2)

Definition 6.1. Mit A* bezeichnen wir die Legendre-Transformierte von A, das ist

A (x) = sup{(z,t) — A(t)}, z € R% (6.3)

tcR4

Ein Punkt z € R? heifit sichtbar fiir A*, wenn ein Punkt t € R? existiert, sodass
A(y) = A(2) > (y—at)  VyFa
FEin solches t heifit (normal auf) eine sichtbare Hyperebene fiir .

Offenbar ist  — A*(z) konvex und an sichtbaren Punkten strikt konvex. Da sich her-
ausstellen wird, dass A* die Rolle der Ratenfunktion im Satz von Gértner-Ellis einnehmen
wird, soll hier noch dieses Lemma vorgestellt werden.

Lemma 6.2. Die Annahmen (6.1) und (6.2) seien erfillt, dann gelten:
(i) A ist konver und A > —oc.
(i) A* ist eine Ratenfunktion und ebenfalls konvex.

Beweis.
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6 GroBe Abweichungen fiir abhéngige Folgen

(i) Da log g, konvex ist fiir alle n, iibertriagt sich diese Eigenschaft auch auf A. Nachdem
A(0) = 0 ist, liefert die Konvexitdt in Kombination mit Annahme (6.2), dass A > —oo
ist.

(ii) Bs gilt A*(x) > —A(0) = 0 fiir alle z € R%. AuBerdem ist A* als Supremum linearer
Funktionen unterhalbstetig und konvex. Aufgrund von Annahme (6.2) existiert ein
0 > 0, sodass Bas(0) C Dy. Aus der Konvexitit von A folgt die Stetigkeit auf Dy und
somit haben sup,cp, o) A(t) = ¢ < co. Und damit

A (z) > sup {(z,t) — A(t)} > 0|z| —c.
teBs(0)

Damit hat A* beschrinkte Niveaumengen und aufgrund der Unterhalbstetigkeit sogar
kompakte. A* # oo gilt, da A(0) = 0, (6.2) und aufgrund der Konvexitidt von A, aus
der folgt, dass A(t) > (x,t) fiir irgendein 2o € R% und alle ¢ € R%. Also ist A*(xq) = 0.

O]

6.2 Satz von Gartner-Ellis
Wir werden nun das zentrale Resultat dieses Kapitels présentieren, hierzu schreiben wir

AY(8) = inf A*(2),  ScC R%. (6.4)
e

Definition 6.3. Angenommen alle kompakten Teilmengen von X gehdren zu B. Dann
nennen wir eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen (P,) exponentiell dicht, wenn fiir
jedes a < oo eine kompakte Menge Ko C X existiert, mat

limsupnlog P,(K;) < —a.

n—0

Satz 6.4. Es gelten die Annahmen (5.7) und (5.8) und es sei P,(-) =P[Z,, € -|. Dann ist
(a) limsup,,_,, +log P,(C) < —A*(C) VC C R abgeschlossen.

(b) liminf, o0 = log P,(0) > —A*(ONE) YO C R? offen, wobei E = E:’(A, A*) die Menge
der sichtbaren Punkte von A* ist, deren sichtbare Hyperebene in Dy liegt.
(c) Angenommen A erfillt auch:
(1) A ist unterhalbstetig auf R?.
(2) A ist differenzierbar auf Dy.
(3) Entweder Dy = R? oder A ist steil in 0Dy, also limy_op, tep, [VA(E)] = 00.

Dann kann in (b) O N E durch O ersetzt werden und (P,) erfillt das LDP auf RY
mit Rate n und Ratenfunktion A*.
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6 GroBe Abweichungen fiir abhéngige Folgen

Beweis. Bis auf ein paar Details funktioniert der Beweis &hnlich wie der des Satzes 3.2
von Cramér. Wir beginnen mit der oberen Schranke. Und hier werden wir die Behauptung
zunichst fiir kompakte Mengen zeigen. Wihle § > 0 beliebig, fiir x € R¢ definiere

1
Aj(xz) = min {A*(:z:) — 9, 5} .
Fiir jedes z € R? existiert ein ¢, von z mit
(x,tz) — Atz) > As(z).
Des weiteren gibt es fiir jedes z € R? eine Umgebung A, von z, sodass

inf (y —x,t,) > —0.
ylenAz<y z,ty) >

Aufgrund der exponentiellen Chebyshev-Ungleichung haben wir nun
P,(Ay) =P,[Z, € A,
<P,[(Z, —z,ty) > —I]
< ednE[eMZn—x,tz)]
= e‘sncpn(ntx)e*"(‘”’m.

Sei jetzt K C R% kompakt. Dann haben die iiberdeckenden Uzex Az von K endliche
Teiliiberdeckungen Uj—1 ... NAz,. Und somit gilt

1 1
—log P,(K) < —log[N max_ P,(Ay,)]
n n —=1.---

=1,

1 1
< ElogN + 46— _min {(%,%J o log ‘Pn(ntmi)} :

i=1,-,N

Lassen wir nun n — oo laufen, dann erhalten wir

limsup ~ log P(K) <5~ min{{rity,) — Alts,))

n—oo N =1,

<d— min_ Aj(z;)

i=1,-,N

<5 — AL(K).

Jetzt geht noch ¢ ~\, 0 und wir bekommen
lim sup 1 log P, (K) < —A*(K).
n—oo T

Um das Argument von kompakten auf abgeschlossene Mengen auszuweiten, zeigt man
die exponentielle Dichtheit von (P,). Ist C' abgeschlossen, dann ist C'N [N, N]¢ kompakt
fiir alle N > 0 und wir haben

lim sup S log P,,(C) < max{—A*(C' N[-N, N]%), —My} VN >0
n

n—oo
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6 GroBe Abweichungen fiir abhéngige Folgen

mit

1
—My = limsup — log P, (R?\ [-N, N]%).
n

n—oo

Wenn es uns nun gelingt, zu zeigen, dass limy_,oo My = oo, dann folgt die Behauptung,
denn es ist

lim A(CN[=N,NJ%) = A(C).

Seien ey, -- ,eq die Einheitsvektoren im R?. Da 0 € Da ist, existiert ein § > 0 mit
A(—de;) < oo und A(de;) < oo fiir alle i. Wiederum verwenden wir die exponentielle
Chebyshev-Ungleichung, um zu sehen, dass fiir alle ¢ gilt:

IP’[ZfI < —-N| < e_"‘SNLpn(—n(Sei)

P[Z! > N] < e "N, (nde;).
Und somit haben wir

1 .
—My < limsupﬁlogpn(ﬂi e{l,---,d}: Z;, ¢ [-N,N])

n—oo

< —6N + 4maxdmax{A(féei),A(éei)},

i=1,-,
womit die exponentielle Dichtheit bewiesen ist und somit auch die Behauptung fiir abge-
schlossene Mengen.
Wenden wir uns nun der unteren Schranke zu. Dazu sei Bc(z) eine offene Kugel von
Radius € um z. Es geniigt nun zu zeigen, dass
1
lim lim inf — log P, (B(z)) > —A*(z) Vz € E.

e\0 n—oo n
Dann haben wir nédmlich fiir jede offene Menge O, dass
P, (0) > Py(Be(x)) Vx e ONE Ve < ey(x)

gilt und somit folgt die Behauptung, wenn wir n — oo und e¢ N\, 0 laufen lassen und
iiber x € O N F optimieren. Wir fixieren ein x € E und es sei 7 € Dy eine sichtbare
Hyperebene fiir z. Dann gilt ¢, (n7) < oo, wenn n groff genug ist und wir konnen ein
gekipptes Wahrscheinlichkeitsmafl P, definieren per
APy L
dP, on(nT)
(Das ist jetzt das Analogon zur Cramér-Transformierten aus Satz 3.2). Wir schétzen nun
ab:

, y e R4

1

1
—log P,,(Be(x zlog/ P, (dy
Lo PalBea) = Jlog | Pald)

1 1 N
= —logpy(n7) + —log / e W) B, (dy)
n n Be(z)

v

1 1 ~
n log n(n7) — (z,7) — €|7| + n log P, (Be(x)),
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6 GroBe Abweichungen fiir abhéngige Folgen

wobei wir in der letzten Ungleichung verwendet haben, dass |z — y| < e fiir y € B(x) gilt.
Somit erlangen wir

1 1 ~
lim lim inf — log P,,(Be(z)) > [A(7) — (x, 7)] 4 lim lim inf — log P, (B¢(x).

e\0 n—oo 1N eN0 n—oo N

Der erste Term ist > —A*(x), somit reicht es zu zeigen, dass

1 .
lim lim inf — log P, (Be(z)) = 0. .
lim lim inf -~ log (Be(x)) =0 (6.5)

Wir haben in Kapitel 3.3 gesehen, dass (6.5) fiir den iid Fall leicht mithilfe der Lemmata
3.3 - 3.5 bewiesen werden kann. Jetzt bendtigen wir ein anderes Argument. Sei ¢ die
momenterzeugende Funktion von P,. Es gilt die Relation

Pn(nt) = <Pn((;((tnt)7)) .

Es erfiillt somit (¢,,) die Annahme (6.1) mit

1 N
lim —log@n(nt) = A(t) = A(t+7) — A7), t e RY,

n—o0 M

und A erfiillt (6.2). Weiters haben wir die Relation

A(w) = 5611@{@ t) = A(t)} = A"(x) — (@, 7) + A7),

und aufgrund des Lemmas 6.2 (i) ist A* eine Ratenfunktion im Sinne von Definition 4.3.
Jetzt konnen wir Teil (a) des Satzes auf (F,) anwenden und erhalten

Jim sup % log B,(R?\ B.(z)) < —~A*(R?\ B.(z)) Ve 0.

n—oo

Dank Definition 4.3 (R3) und Lemma 4.2 gilt
A (RN B(z)) = A* (o) fiir ein g # .
Da z € E und 7 € Dy eine sichtbare Hyperebene fiir z ist, haben wir

R*(20) = A*(0) — (w0, 7) + A(7)
> [A*(w0) — (w0,7)] — [A*(2) — {z,7)] > 0.

Also gilt:

1 .
lim sup - log P,(RY\ B(x)) <0 Ve > 0.

n—oo

Da ﬁn(Rd) = 1 fiir alle n gilt, impliziert das die Behauptung 6.5 und der Beweis fiir offene
Mengen ist vollendet.
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6 GroBe Abweichungen fiir abhéngige Folgen

Im abschliefenden Schritt entfernen wir jetzt E aus der unteren Schranke. Es sei A ¢ R?
eine nicht-leere, konvexe Menge. Wir definieren den relativen Inhalt als

A={zcA:VyecAJe>0:x—e(y—xz)c A}.

Also der Inhalt von A aus betrachtet unter Vernachlissigung von R?. Es gilt insbesondere
A D A. Wir bemerken weiters, dass falls A = {z}, dann ist A = ), wihrend A = A ist.
Jetzt bendtigen wir noch die folgende Eigenschaft der konvexen Analysis:

Lemma 6.5. Erfillt A die Eigenschaften (1-3) aus Satz 6.4(c), dann ist E D Dy, wobei
D+ = {z € R?: A*(z) < o0}

O

Bemerkung 6.6. 1. Dp~ ist eine konvere Menge, da A* eine konvexe Funktion ist.
2. Da« # 0, da Dp- # 0 ist wegen Lemma 6.2(ii).

Um A*(O N E) = A*(O) zu zeigen, reicht es dank des Lemmas 6.5 zu zeigen, dass fiir
jede offene Menge O C R? gilt:

A*(ONDpx) < A*(O).

Das gilt auf jeden Fall, wenn O N Dy~ = Q, also nehmen wir das Gegenteil an: O N Dy« # (.
Wiéihle ein y € O N Dy~, sowie ein z € Dp+. Dann gilt fiir alle 6 > 0, die geniigend klein
sind, dass 0z + (1 — §)y € O N Dp~, woraus folgt, dass

A%Oﬂbm)gggA%&+%1—6w)gA%w,

wobei die letzte Ungleichung verwendet, dass A* stetig auf Dpa- und konvex auf RY ist.
Wenn wir jetzt das Infimum iiber y € O N D+, so folgt die Behauptung. O

6.3 Kommentare

Es werden nun einige Kommentare zum weitreichenden Satz aufgezéhlt und danach noch
eine Verkniipfung zu den fritheren Resultaten dargelegt.

(1) Wihrend der zentrale Grenzwertsatz durch Untersuchung der charakteristischen Funk-
tion (insbesondere bei iid Zufallsvariablen) abgeleitet werden kann, zeigt der Satz 6.4
von Gartner-Ellis, dass grofle Abweichungen durch Messung der kumulantenerzeu-
genden Funktionen abgeleitet werden konnen.

(2) Falls

1 n
%=n2&,
1=

wobei (X;) eine stationédre Zufallsfolge ist, dann interpretieren wir die Annahmen
(6.1) und (6.2) als moderate Abhéngigkeitsannahme an (X;). Betrachten wir etwa
das Extrembeispiel, dass X; = Y. Dann ist ¢, = ¢y die momenterzeugende Funktion
von Y und die Annahmen werden nicht erfiillt sein, es sei denn Y ist degeneriert.
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6 GroBe Abweichungen fiir abhéngige Folgen

(3) Fiir iid Folgen kann auf die Steilheits-Bedingung verzichtet werden. Fiir abhéingige
Folgen ist sie jedoch unabdingbar.

Beispiel 6.7. Seien (X;) iid R-wertige Zufallsvariablen, die entweder (3.1), (3.4) oder
(3.5) erfillen. Es sei Z, = £S5, = 13" | X;. Dann gilt

pnlnt) = E["7] = B[e! T X = [p(0)]",  tER,

wobei ¢ die momenterzeugende Funktion von Xy ist. Somit ist A(t) = logp(t) und der
Satz 6.4 von Gdrtner-Ellis wird zum Satz 3.2 von Cramér. Die Annahmen (6.1) und (6.2)
korrespondieren mit Annahme (3.1), wihrend (c)(1-2) aus dem Satz 6.4 automatisch erfillt
sind und (c¢)(3) mit (3.1) oder (3.5) in Zusammenhang steht.

Beispiel 6.8. Es seien (X;) iid ['-wertige Zufallsvariablen, die Annahme 3.8 erfillen und
1

Zp=1Ly,=—3%1",0x,. Dann ist
n

on(nt) = Ele™Zn)] = Bl Xi10x,)] = [Z psetS] , teR, r=]T.
s=1

Damit haben wir jetzt A(t) =log ), pse's. Unter Annahme 3.8 sind alle Bedingungen aus
dem Satz 6.4 von Gdrtner-Ellis erfillt und wir erhalten:

A*(v) = sup {Z vsts — log <Z pset5> } , ve M (D).

teR”

Nachdem ps > 0 fiir alle s und t — log Y pse's strikt konvez ist und somit das Supremum
bei t angenommen wird und

—1
Vs = pse’® <Z P “etu> "
u

erfillt, gilt ts = log (:—z) + C fiir eine Konstante C. Mithilfe einer Substitution erhalten

wir:
Vs

AN (v) = ZVS log <> ,
S pS

wobei C' verschwindet, denn ) vs =Y ps = 1. Man kann somit den Satz 3.9 von Sanov
als hoher dimensionale Version des Satzes 3.2 von Cramér betrachten.

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit der Bemerkung, dass der Satz von Gértner-Ellis zeigt,
dass die Ratenfunktionen, welche wir in Kapitel 3 und 5 berechnet haben, versteckte
Legendre-Transformierte waren. Die Legendre-Transformierte der momenterzeugenden Funk-
tion taucht auf natiirliche Weise als untere Schranke im LDP auf, nachdem man die ex-
ponentielle Chebyshev-Ungleichung verwendet und iiber den Parameter im Exponenten
optimiert. Der komplizierte Teil des LDP ist die obere Schranke. Falls diese auch angenom-
men wird, handelt es sich bei der Ratenfunktion um die Legendre-Transformierte.
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7 GroBBe Abweichungen nicht-identisch
verteilte Folgen

Dieses, nahezu abschlielende, Kapitel soll nun noch einmal eine Aussage liefern, die man
iiber das Verhalten grofler Abweichungen von einer Folge treffen kann, deren Zufallsvaria-
blen zwar unabhéngig, aber nicht mehr identisch verteilt sind. Die Basis fiir dieses Kapitel
liegt im Paper [5]. Die Notation rufen wir uns aus Kapitel 2.3 in Erinnerung. Der Satz von
Cramér wurde 1943 von Feller weiterentwickelt zu einer Aussage iiber nicht notwendigerwei-
se identisch verteilte Zufallsvariablen. Allerdings musste man nun restriktivere Annahmen
an die Zufallsvariablen stellen; ndmlich, dass diese nur Werte in endlichen Intervallen an-
nehmen. Somit folgt der Satz von Cramér nicht aus jenem von Feller. Der folgende Satz
von Petrov aus 1954 ist eine Verallgemeinerung von Theorem 1 aus [2].

Satz 7.1. Angenommen X1, Xo,... ist eine Folge unabhdngiger Zufallsvariablen mit Er-
wartungswert 0 und es ist folgende Bedingung erfillt: es existieren positive Zahlen H,G
und g mit:

g < ‘E[th"H <G im Kreis |h| < H, n=12... (7.1)

Auch sei angenommen, dass

B,
liminf — > 0, (7.2)

n—oo N

wobei B, = Z;L:lJE[Xf] Setze Sp = 3701 Xj, Zn = Sp/V/Bn und Fy(z) = P[Z, < ],
dann gelten:

1-Ful@) _ =au(z) [1 40 <””>} , (7.3)

Fo(=2) _ 23 [1 L0 (”3)} , (7.4)

wobed

An(t) = Z apnt”

k=0

eine Potenzreihe ist, die fiir gentigend kleine Werte von t gleichmdflig in n konvergiert.

O
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7 GroBle Abweichungen nicht-identisch verteilte Folgen

Die Koeffizienten ay, der Reihe kénnen ausgedriickt werden durch die Kumulanten der
Zufallsvaraiablen X1,. .., X, bis zur Ordnung k+3. Ist nun ~;; die Kumulante der Ordnung
k von X; und

Fkn = Z 'ij/na (75)
j=1

dann sind
Ty _ Typlay, — 303, D513, — 1004, '3,y + 15175,
agn = Cn3/20 ain = T’ aon = 9/2 '
61, 2n 120I,,
Haben nun die Zufallsvariablen X7, X, ... identische Verteilungen, so gilt I'y,, = % und

An(t) wére genau das bekannte A aus Satz 2.5, deren Koeffizienten unabhingig von n
sind. Somit ist der Satz von Cramér eine Folgerung aus dem Satz 7.1. Es ist nun mdoglich,
die Annahme (7.1) durch etwas schwécheres zu ersetzen. Angenommen, es existiert ein
Kreis mit Mittelpunkt bei z = 0, in dem die kumulantenerzeugenden Funktionen L;(z) =
log E[e#X7] analytisch fiir alle j sind. Innerhalb dieses Kreises kann L;(z) dargestellt werden
als

Li(2) = ;2" /R, (7.6)
k=1

wobei ;; die Kumulante der Ordnung k& von X ist. Fiir jedes j gilt, dass v1; = E[X;] =0
und y2; = IE[XJQ] ist.

Satz 7.2. Angenommen es existieren positive Konstanten cq,ca, ..., sodass:
|Li(2)| < ¢ im Kreis |z| < H, j=1,2,... (7.7)
Zn /
. 3/2
lim su c;'”/n < oo. 7.8
n—)oop 7=1 ! / ( )

Falls (7.2) erfiillt ist und x > 0,2 = o(y/n) fiir n — oo, dann gelten wieder:

wobei Ay (t) = Y3, akntt die gleiche Potenzreihe (fiir geniigend kleines t gleichmdpig
konvergent in n) wie in Satz 7.1 ist.

O
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7 GroBle Abweichungen nicht-identisch verteilte Folgen

Diesen Satz kann man nun noch weiter verallgemeinern, im Beweis dafiir benutzen wir
zwei mal die Cauchy-Ungleichung fiir die Ableitungen analytischer Funktionen (nachzulesen
auch in [6]:

Lemma 7.3. Es sei f(z) eine analytische Funktion im Kreis C mit Mittelpunkt a und
Radius R. Dann gilt, falls |f(2)| < M dberall auf C ist, dass

Mn!
@) < S
O
Satz 7.4. FEs sei X1, Xa,... eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit Erwartungswert

0 und den gleichen Voraussetzungen wie im vorangegangenen Satz 7.2, wobei die Bedingung
(7.8) jetzt ersetzt wird durch

limsuchj/n < o0. (7.11)

Trotz dieser Abschwdichung bleibt die Aussage des Satzes 7.2 giiltig fiir x > 0,2 = o(y/n)
fiir n — oo.

Beweis. Zunichst fithren wir eine Hilfsfolge von Zufallsvariablen X;, Xs, ... ein und zwar

mit den Verteilungsfunktionen

PIX; <z] = eLj(h)/ e"dP[X; <y,

es seien L(h) =377 Lj(h), Sp =37 X, Ay, = E[S,], B, = E[(S,, — E[S,])?] und

Im Beweis des Satzes 7.2 (nachzulesen in [7]) wird die Annahme (7.8) verwendet, um die
Ungleichung

sup |y (2)] < ¢/v/n (7.12)

zeR

zu zeigen, wobei
ro(z) = Fy(z) — ®(z)

und F,(z) die Verteilungsfunktion von Z,, ist. Nun mochten wir zeigen, dass diese Unglei-
chung auch unter Annahme (7.11) gilt. Wir haben

vy = [d°Lj(2)/dz"].0,
aufgrund von (7.7) und Lemma 7.3 erhalten wir fiir jedes k£ und j die Ungleichungen

yi| < Kkle; HF. (7.13)
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7 GroBle Abweichungen nicht-identisch verteilte Folgen

Somit gilt auch

n
1> " gl < KIConHF,
j=1

wobei > %, ¢; < Con wegen (7.11) ist. Wir withlen nun % als eindeutige Losung von

T = A_L
— =
wobei
_ dL(h)
A, = —=2.
dh

Die kumulantenerzeugende Funktion von X; ist L;j(z) = L;(h + z) — L;(h). Weiters sei
= . _[qkT1 . k
Vkj = [d LJ(Z)/dZ ]z:h-

Dann gilt fiir |h| < H/2, dass L;(z) analytisch ist fiir |2| < H/2 und nach erneuter Anwen-
dung von Lemma 7.3 haben wir jetzt die Eigenschaft

;| < Klej(H/2) 7k

Nun sei
B n
Fkn = Z f?kj/na
j=1

und dies kann fiir |h| < H/2 abgeschiitzt werden mit
’fkn‘ < k!CO(H/Q)ik.

Es sei analog zu vorhin L(z) = > e L;(z). Nun kommt die charakteristische Funktion
fn(t) von Z, ins Spiel. Es ist
fn(t) :/ edF, (u),

daraus erhélt man nach Substitution und Umformen (genauer nachzulesen in [5]) die Iden-
titét

fa(t) = exp(=itAn/N/ By — L(h) + L(h + it/\/ By).
Also haben wir fiir h < H/2 und |t| < H+/ B, /2, dass
d3L(z) ]
dz? 2=0it/+/ Bp, ’

log u(0) = 5 + 5t/ VB’ |
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7 GroBle Abweichungen nicht-identisch verteilte Folgen

wobei 0 < |0 < 1 ist. Jetzt stellen wir zweierlei fest:

dgi(z) B oo nrkn - .
{ dz? Lzeit/\/gj - kzg & —3)! (Oit/V/By)**

und

Bn=Bn+nY T 2/(k-2). (7.14)
k=3

Wegen (7.2) existiert ein § > 0, sodass B,, > g fiir gentigend grofles n ist und wegen (7.13)
kann der Absolutwert der Summe in (7.14) fiir kleines z auch mit §/2 beschrinkt werden,
womit wir bei B,, > n% landen und es gilt fiir C = C()%, dass

) —4

6CB, ( [|t|/¢37
< 1 | BV Zn
Also wenn 0 < h < H/2 und |t| < §H+/ B, /2 mit 0 < § < 1 gilt, dann ist

[dSL(z)

0= L@it/ﬁn = (H/2)? HJ2

[d?’L(z)} 6CBn (| 51
d2* | —eusy/m,|  (H/2 ‘
Daraus folgt jetzt, dass

tPoa—o)~

|log fu(t) +1%/2] < —
(H/2)*\/ Bn

Nun kann man den Satz von Esseen, der in [5] und [8] zitiert wird, anwenden und zwar mit
b=1/n,T = §H+/B,/2, dann hat man fiir [t| < T, dass

|fat) — e 2] < C'tPe™/4 )/,

woraus nun die gewiinschte Eigenschaft (7.12) folgt. O

7.1 Rickkehr zum Markovmodell

Wir moéchten an dieser Stelle nochmals die Resultate iiber nicht-identische Verteilungen
auf das bekannte Markovmodell anwenden. Die Frage, die wir uns stellen, ist welche Vor-
aussetzungen an die Folge der Markovmodelle zu treffen sind, um eine Aussage iiber die
Wahrscheinlichkeit, dass der mittlere Verlust eine gewisse Grenze iiberschreitet, machen
zu konnen. Die Basis fiir die folgenden Aussagen liegen im Paper [9]. Wir rufen uns die
Notation aus Kapitel 2.2 in Erinnerung, es sei also V* der Verlust aus dem k-ten Vertrag,
Z, = V¥ —E[V*] und

M, ==>"7 (7.15)
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7 GroBle Abweichungen nicht-identisch verteilte Folgen

der durchschnittliche zentrierte Verlust aus dem Versicherungsportfolio. Wir sind nun an
Abschitzungen fiir die Wahrscheinlichkeit

P[M,, > ] (7.16)

interessiert, wobei x > 0 fix ist und wir n — oo laufen lassen. Dies ist also ein Ereignis,
welches fiir das Versicherungsunternehmen grofien Schaden bedeutete und es somit zu ver-
meiden gilt bzw. es einer guten Abschiatzung der Wahrscheinlichkeit dafiir bedarf. Unser
Ziel ist es jetzt, weniger restriktive Annahmen an (Zj)ren zu stellen und dennoch eine
Abschitzung zu erhalten. Fiir vorsichtig kalkulierte Pramien gibt es ein positives ¢ > 0,
sodass der durchschnittliche erwartete Verlust die Abschiatzung

1 n

- Y EVF<-¢, neN (7.17)

k=1

erfiillt. Wir interessieren uns fiir die Ereignisse, wo der durchschnittliche Verlust des ge-
samten Portfolios nicht-negativ ist, also

{likaO}Z{liZkZ—lzn:E[V’“]}C{MnZC}. (7.18)
= "= "=

Der bekannte Satz von Cramér 3.2 liefert, dass die Folge der empirischen Mittelwerte M,
das LDP nach Definition 4.4 mit Rate n erfiillt, wenn die Zj, iid sind und somit (7.16) expo-
nentiell schnell gegen 0 geht. Im Bereich der Lebensversicherung hiéngt die Verlustverteilung
allerdings stark von diversen Parametern ab, wie zum Beispiel der Art der Versicherung,
dem Alter, der Versicherungssumme und der Laufzeit. Dies widerspricht der Annahme
identischer Verteilungen, weswegen wir im Folgenden neue Annahmen an Zj, stellen.

Annahme 7.5.
(i) (Zk)ren ist eine Folge unabhdingiger, zentrierter, reeller Zufallsvariablen,

(i) es existiert ein co > 0 mit |Zy| < co fir alle k,
(iii) es existiert ein ¢y > 0 mit V[Zg] = E[Z2] > ¢1 fiir alle k.

Im Setting der Lebensversicherung ignoriert die Unabhéngigkeitsannahme bestimmte Ri-
siken, wie beispielsweise Epidemien oder Naturkatatrophen, dies ist bei einem grofien Port-
folio allerdings vertretbar. Die zweite Annahme (ii) ist ebenfalls zuldssig, weil iiblicherweise
eine Obergrenze fiir die Versicherungssumme festgelegt wird. Und fiir (iii) bemerken wir,
dass natiirlich V[Z;] > 0 angenommen wird, denn ansonsten wiirden wir Vertriige ohne
iiberbleibende zufillige Zahlungsstrome im Portfolio betrachten. Da es nun nur eine endli-
che Anzahl an Kombinationen fiir die Parameter Alter, Laufzeit und Art der Versicherung,
sowie eine Untergrenze fiir die Versicherungssumme gibt, kénnen wir auch eine gleichméfig
untere Schranke fiir die Varianz festlegen. Wir zeigen nun ein Resultat unter Annahme 7.5,
welches eine exponentiell kleine obere Schranke liefert, was zwar schwécher als ein LDP ist,
fiir praktische Zwecke aber ausreicht.
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7 GroBle Abweichungen nicht-identisch verteilte Folgen

Satz 7.6. Unter Annahme 7.5 existiert eine positive Funktion J : (0,00) — (0,00) mit

1
limsup — log P[M,, > z] < —J(x), x> 0. (7.19)

n—0o0

Beweis. Wir nutzen Theorem 4.5.20 aus [4] und davon die allgemeine obere Schranke fiir
grofe Abweichungen. Wir definieren

1 1
A(X) := limsup — log E[¢*"Mn] = lim sup — Z log E[e*?*].

n n
n—00 n—00 =1

Da |M,| < ¢p beschrinkt ist, ist die Folge der Verteilungen exponentiell dicht (siehe Defi-
nition 6.3). Somit haben wir, wieder aufgrund obigen Theorems 4.5.20 (a) aus [4], dass

limsupllogP[Mn > 2] < —inf A*(y) = —J(2),

n—oo T y>x

wobei

A*(x) == sup{\z — A(\)}, z €R,
AER

die Fenchel-Legendre Transformierte von A. Wichtig ist nun zu zeigen, dass J positiv ist,
denn sonst wiirde das Resultat keine hilfreiche Aussage liefern. A* ist konvex (siehe Theorem
4.5.3(a) in [4]), daher reicht es, zu zeigen, dass A* positiv auf einem Intervall (0, §) mit § > 0
ist. Annahme 7.5 liefert, dass

E[e*F] =1 + %E[Z}jw +0(\),  A—=0,
wobei der Fehlerterm gleichméfig beziiglich k ist. Somit ist
log E[e*2¥] = %E[Z%]AQ + OO
< %cgﬁ +0(\?),
und daher A(\) < c3\? fiir kleines . Nun definieren wir die konvexe Funktion
O(\) := coA? V A(N), A eR.

Die zugehérige Fenchel-Legendre Transformierte © erfiillt ©*(0) = 0, ist nicht-negativ und
strikt konvex auf einer Umgebung von 0, und aulerdem gilt ©* < A*. 0
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8 Simulation

Fiir dieses Kapitel wurde das Resultat von Satz 7.6 numerisch {iberpriift. Unsere Folge
(Zy) fir k =1,...,n von Zufallsvariablen ist unabhéngig, jeweils gleichverteilt, allerdings
zwischen [—1,1],...,[5,5], somit haben wir keine identen Verteilungen und Annahme 7.5
ist erfiillt. Dann wurden ebenjene Zufallsvariablen oft simuliert und man kann anhand
nachfolgender Plots schon das exponentielle Abklingen von P[M,, > x| fiir wachsendes n
sehen.

Der zugehorige Code in R:

n <—100
m <—1000
a=-c(1,2,3,4,5)
b <-sample(a,n,replace = TRUE)
Z <—list ()
y <-matrix (NA,nrow = n,ncol = m)
¢ <—matrix(NA,nrow = n,ncol = m)
M <—matrix (NA,nrow = n,ncol = m)
x <—0.5
]l <—rep(0,n)
P <rep(0,n)
for (j in 1:m){
for (k in 1:n){
Z[[k]]<—runif(m,min = —b[k] ,max = b[k])
vk, 1< Z([k]][j]})
for (j in 1:m){
o[, ]<cumsum(y[,j])}
for (k in 1:n){
for (j in 1:m){
Mk, jl< e[k, j]/k})
for (k in 1:n){
for (j in 1:m){
if Mk, j]>x)
1[k]<—1[k]+1}
Plk]<—1[k]/m}

plot (P, xlab = ”"n”, ylab = "P[M_n>x]")
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8 Simulation

Man sieht das Abklingen bereits bei m = 100 Simulationen fiir jede Zufallsvariable:

02 03 04

F[M n=x]

00 0.1

Hier ziehen wir auch grofiere Zufallsvariablen, also bis maximal auf [—10,10] gleichver-
teilt, in Betracht:

FM n=x]
010 020 030 040
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