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Zusammenfassung

Diese Arbeit besteht darin, zwei Familien von Wurzelbdumen zu definieren und ihre
entsprechenden Eigenschaften zu vergleichen. Die erste betrachtete Klasse ist die von den
einfach erzeugten Baumen (engl. simply generated trees), welche eine Funktionalgleichung
der Form

S(z) = 20(5(2)) (1)

erfiilllen. Diese wurde von Meir und Moon erstmals in [25] definiert. Die zweite Struktur
ist die von den Pdlya-Baumen, die von Pélya in [30] prasentiert wurde. Es ist eigentlich
leicht zu zeigen, dass Pdlya-Baume nicht einfach erzeugt sind (siehe [11]). Doch besitzen
Pélya-Béaume und einfach erzeugte Biaume viele Ahnlichkeiten. Dabei gibt es folgende
Verfahren, um die Charakteristika der studierten Familien zu vergleichen:

e das Losen von Funktionalgleichungen und von Abzéhlproblemen, wobei man soge-
nannte erzeugende Funktionen betrachtet;

e die Singularitatsanalyse, um Koeffizienten von erzeugenden Funktionen asympto-
tisch zu berechnen, sowie

e die Anwendung der Stochastik, um Parameter zu analysieren, Wahrscheinlichkeits-
modelle aufzubauen und Grenzverteilungen zu ermitteln.

Diese Methoden werden im ersten Kapitel prasentiert. Im zweiten Teil werden diese bei-
den Klassen von Wurzelbdumen definiert, die Asymptotik ihrer Koeffizienten verglichen
und ein Zusammenhang durch eine Funktionalgleichung hergestellt. Das dritte Kapitel
ist der Analyse von verschiedenen Parametern von einfach erzeugten Baumen und von
Pélya-Baume gewidmet. Zum einen additive Parameter, die eine bestimmte Gleichung
erfiillen und unter Nebenbedingungen zur asymptotischen Normalitat fiihren, zum ande-
ren Parameter, die die Form von Badumen beschreiben, und zuletzt weitere Parameter,
die andere Eigenschaften besitzen.
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Kapitel 1

Diskrete Methoden und analytische
Kombinatorik

Wir konnen die Kombinatorik als Studie von endlichen und diskreten Strukturen (die
sogenannten kombinatorischen Strukturen oder Klassen, siche Definition 1.1.1) definieren
(vgl. mit Definition im Vorwort von [15]). Der erste Schritt besteht darin, die exakte
Anzahl der Objekte in einer gegebenen Klasse durch die symbolische Methode zu be-
stimmen. Diese wird in Abschnitt 1.1 présentiert. Daher erhalten wir eine Folge, die
Zihlfolge (siehe Definition 1.1.1) genannt wird. Doch sind manche Abzahlprobleme viel
schwieriger zu 16sen und die Darstellung von der entsprechenden Zahlfolge ist manchmal
kompliziert, oder existiert sogar gar nicht. Es ist aber moglich, diese Folge anhand von ap-
proximativen Verfahren zu erhalten. Diese Methode heif3t Singularitdtsanalyse, und wird
in Abschnitt 1.2 erklért. Es ist auch sinnvoll, kombinatorische Klassen als zuféllige Struk-
turen zu betrachten, um Wahrscheinlichkeitsmodelle aufzubauen und Grenzverteilungen
zu berechnen (siche Unterkapitel 3.1).

1.1 Kombinatorische Strukturen und erzeugende Funk-

tionen
Im Folgenden werden Resultate prasentiert, die nicht unbekannt sind. Samtliche zitierte

Begriffe kann man in [15] finden.

1.1.1 Unmarkierte Strukturen

Die symbolische Methode besteht aus drei Schritten:

e cine kombinatorische Struktur mit einer Funktion, die ihrer Grofie entspricht defi-
nieren (Definition 1.1.1);

e diese Klasse mithilfe von einfachen Operationen (Definitionen 1.1.7, 1.1.8, 1.1.10
1.1.15 und 1.1.18) spezifizieren;

e cine Funktionalgleichung erhalten (Definitionen 1.1.7 und 1.1.18, Satze 1.1.9, 1.1.12
und 1.1.16).
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Definition 1.1.1 Eine kombinatorische Struktur (oder Klasse) ist ein Paar A = (A, w)
bestehend aus:

e ciner hochstens abzdihlbaren Menge A;
e ciner Funktion w: A — N (Grofle), die so definiert sei, dass alle Mengen
w({n}) ={a € A:w(a) =n}, Vn € Ny

endlich sind.

Wir erhalten daher eine gewisse Folge
ay = |w™ ({n})] (1.1)
Diese wird Zahlfolge der Struktur A genannt.

Definition 1.1.2 Sei A = (A, w) eine kombinatorische Struktur und bezeichne (an)n>0
thre zugehdrige Zdhlfolge. Dann heifst folgende Potenzreihe

AR) =Y 2@ =3 a,z2" (1.2)

a€cA n>0

die (gewohnliche) erzeugende Funktion von A.

Beispiel 1.1.3 Sei A = (A, |-]) eine kombinatorische Klasse und € beizeichne ein kombi-
natorisches Objekt der Grifie 0. Die zugehdrige erzeugende Funktion ist 1. Fiir ein Objekt
a € A ist die erzeugende Funktion durch ¢! gegeben.

Beispiel 1.1.4 FEin Objekt der Grofie 1 nennt man Atom und wird mit o bezeichnet.

Definition 1.1.5 Zwei kombinatorische Strukturen A und B mit den Zihlfolgen (a,)nen
bzw. (by)nen heiffen isomorph (i.Z. A= B) , wenn fir jedes n € N gilt a,, = b,.

Bemerkung 1.1.6 Seien A und B zwei kombinatorische Klassen mit erzeugenden Funk-
tionen A(z) bzw. B(z). A= B impliziert klarerweise A(z) = B(z) fir alle z.

Definition 1.1.7 Seien C, AW A® . . A™ Lombinatorische Strukturen mit zugehori-
gen Zdhlfblgen (Cn)n207 (aa(zl))nZ(]a (a1(z2))n207 R (a%m»nz(); und gelte

C=¢p(AD, AP . Alm)

Dann ist ¢ eine zulassige kombinatorische Konstruktion genau dann, wenn (¢;)n>0 nur

von (a0, (a0, . .., (@™),>0 abhingt.

Setze C(2) = Y,s0z" A1(z) = Yspallz", As(z) == TsealP2, ..., An(z) =
> n>0 a™z" als EF von C, AW, A® _ AM,

Das ergibt einen Operator 1, sodass
C(z) = (A1(2), Az(2), ..., An(2)). (1.3)

2
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Nun betrachten wir folgende kombinatorische Konstruktionen:

Definition 1.1.8 Seien A = (A,|-|a), B= (B,|-|g) und C = (C,| - |¢) drei kombina-
torische Kontruktionen, wobei C = ¢(A, B):

e Gilt AN B =10, dann bezeichnet C = AU B = A+ B die kombinatorische Summe
von A und B. Fir ein x € C gilt dann |z|c = |z|a fir x € A oder |z|c = |z|p fir
r € B.

e Das Produkt von A und B ist definiert durch C = Ax B ={(a, ) : a € A, 5 € B}.
Dabei gilt |(cov, B)|c = |ala+ |85 (a € A, B € B).

Satz 1.1.9 Seien A= (A,|-|a), B=(B,|-|g) und C = (C,|-|c) drei kombinatorische
Kontruktionen mit erzeugenden Funktionen A(z) = Y.,50an2", B(2) = Y50 0p2™ bzw.

C(z) = Ypso ™. Es gelte dazu C = ¢(A, B).
e Bezeichnet C eine kombinatorische Summe von A und B, so gilt ¢, = a, + b,
(n € N) und daher C(z) = A(z) + B(z);
e Bezeichnet C ein Produkt von A und B,so gilt ¢, = Z arbn_ (n € N) und daher
k=0
C(z) = A(2)B(2).
Nun betrachten wir Operatoren auf einer kombinatorischen Struktur:

Definition 1.1.10 Seien A= (A,|-|) und C = (C,|-|) zwei kombinatorische Strukturen
mit ag = 0 und C = ¢(A). Daher bezeichnet C:

e die Folgen von Objekten aus A, falls C = F(A) = {e¢} + A+ Ax A+ - =
{(an,0,...,a),; € Ak € N}. Fir die Grofie gilt daher |(oq, o, ..., ar)| =

k
Z |O[7l|;
=1

e die Zyklen von Objekten aus A, falls C = Z(A) = F(A)/~, wobei fir je zwei Tupel
(ala Qg, ... aak)7 (ﬁhﬁ?) ce 75’6) € A (a17 Qg, ... 7ak) ~ (517 527 cee aﬁk) ngt genau

dann, wenn (a1, qs,...,ax) und (B, B, ..., k) sich nur durch zyklische Vertau-
schung der Fintrige unterscheiden. Fir die Grofe gilt ebenfalls |(aq, ag, ..., ag)| =
k

Z|ai|;

=1

e die Mengen von Objekten aus A, fallsC = S(A). Fir eine Teilmenge {a,aa, ..., a5} C

k
A gilt |[{on, a9, ..., ap}| = Z ||
i=1

e die Multimengen von Objekten aus A, falls C = M (A). Fir eine Teilmenge {o3', a2, ...,

k
Agilt|{od', o, .. ot Y =D dilow|. g1, J2, - - -, Ji bezeichnen die Vielfachheiten der
i=1
Elementen aq, o, ..., ag.
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Man kann die Mengen bzw. Multimengen vermittels Isomorphie alternativ darstellen:

Bemerkung 1.1.11 Seien A = (A,]-|) und C = (C,| - |) kombinatorische Strukturen
mit ap = 0 und C = ¢(A). Dann gilt:

o C=5(A) = ][ ({e u{a})

acA

e ¢ M(A) = ] F({a})
acA
Satz 1.1.12 Seien A = (A,|-]) und C = (C,|-|) kombinatorische Konstruktionen mit
erzeugenden Funktionen A(z) = Y,50a,2" bzw. C(2) = X590 2" Setze C = ¢(A).
Dann gilt fir
1

e Folgen: C(2) =1+ A(2) + A(z)* +--- = m;

o(k 1 . . : ,
_ 1< . _
o Zyklen: C(z k§>1 log (1 (zk)> mit (k) =|{j:1<j<k:geT(j,k) =

1}| (Eulersche Phi-Funktion);
e Mengen: C(z) = H (1+ Zlal) _ H<1 4 opmyen

acA n>1

1 IR
o Multimengen: C(z) = H m = H (1 _ Zn) ;

a€cA n>1

Bemerkung 1.1.13 Bezeichne mit C die Mengen von Objekten aus A, so gilt folgende
alternative Darstellung fir die erzeugende Funktion von C

C(2) = exp (Z (_1/2 1A<zk)) (1.4)

k>1

Dies zeigt man wie folgt:

C(2) = [T (1 +2")

n>1

=exp [log [T (1 + Z”)a")

n>1

n>1

=exp | D a,log(l + z”))

e (Yo EUT )

n>1 k>1

C1\k-1
= exp Z( 1}3 Zan(zk)”)

k>1 n>1

= exp Z< 1}2 1A(Z ))
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Bemerkung 1.1.14 Seien C die Multimengen von Objekten aus A und bezeichne mit
C(z) die erzeugende Funktion von C, so haben wir

C(z) = exp (Z A(Ijk)) (1.5)

k>1

Der Beweis geht ganz analog wie in der vorigen Bemerkung.

Wir konnen zu den obigen Konstruktionen Restriktionen einsetzen:

Definition 1.1.15 Sei K eine zuldssige Konstruktion, die Folgen, Zyklen, Mengen oder
Multimengen von Objekten einer kombinatorischen Struktur entspricht. Dann ist die Re-
striktion Ky, (K< bzw. K>i) eine Konstruktion mit genau/héchstens bzw. mindestens k

FElementen.

Satz 1.1.16 Seien A, C zwei kombinatorische Klassen mit ag = 0 und erzeugenden
Funktion A(z) bzw. C(z) und k € N. Dann gilt:

o st C = F,(A), so gilt C(z) = A(2)*;

o Ist C = Zi(A), so gilt C(z) = [uF] A0 1 <1>

o Ist C = Si(A), so gilt C(z) = [uF]exp ( (—1)

o Ist C = M;(A), so gilt C(z) = [u*]exp (
>

[y

Beweis: Siehe [15, Theorem [.3]. O

Definition 1.1.17 Seien A = (A,|-|) und B = (B,| - |) zwei kombinatorische Klassen
mit by = 0. Setze A, = {a € A : |a| = n}. Dann ist die Komposition von A und B
definiert durch C = A(B) = Ao+ A1 Xx B+ Ay x Bx B+.... Sind A(z), B(z) und C(z)
die erzeugende Funktionen von A, B bzw. C, so gilt C(z) = A(B(z)).

1.1.2 Markierte Strukturen

Wir kénnen spezielle Klassen, sogenannte markierte Strukturen definieren. In diesem Fall
sind die Objekte aus Atomen aufgebaut. Jedes Atom bekommt eine Markierung (Defini-
tion 1.1.19). Prominente Beispiele sind (zyklische) Permutationen und Urnen.

Definition 1.1.18 Sei A = (A, |- |) eine markierte Klasse und o € A ein Objekt mit
la| = n. Daher bekommt dieses Objekt Markierungen, das heifit die natirlichen Zahlen
1,2,...,n.
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Definition 1.1.19 Sei A = (A, |-|) eine markierte Struktur mit Zihifolge (a,)nen. Dann
ist die zugehorige exponentielle erzeugende Funktion durch

. ol
AR) =2 =

acA |O‘|l n>0

definiert.

Alternativ zu unmarkierten Klassen definieren wir folgende Konstruktionen. Die Summe
funktioniert genauso wie im unmarkierten Fall. Das Produkt ist ein wenig komplizierter.

Definition 1.1.20 Sei a ein schwach markiertes Objekt, d.h ein Objekt der Gréfie n mit
Markierungen M C Z wobei |M| = n. Weiters bezeichne p eine Ummarkierung, sodass
p(a) kanonisch markiert ist (zum Beispiel fir die Folge (3,7,1,4) gilt p((3,7,1,4)) =
(2,4,1,3)).

Seien nun o, B zwei Objekte aus verschiedenen markierten Strukturen. Dann ist o x 8
die Menge aller korrekt markierten Paaren (o, '), sodass p(a/) = a und p(f') = 5.

Satz 1.1.21 Seien A= (A,|-]), B= (B,|:|) und C = (C,|-|) drei markierte Strukturen.
Dann beschreibt
C=AxB= U ax* 3
a€eA,BEB
ein Produkt von A und B. Sind A(z) = Y502, B(z) = Y,50bn% und C(z) =
don>0 cn% die exponentiell erzeugenden Funktionen von A,B bzw. C, so folgt C(z) =

A(2)B(2) und ¢, = Y}, (Z) abn—p.- (Z) = ("! w1 ist der Binomialkoeffizient.

Definition 1.1.22 Seien A = (A,|-|) und C = (C,| - |) zwei markierte Strukturen mit
ap =0 und C = ¢(A). Dann bezeichnet C:

e die Folgen von Objekten aus A, falls C = F(A) = {e} + A+ Ax A+ - =
{(a1,9,...,ar),0; € Ak € N}, Fir die Gréfle gilt daher |(oq, o, ..., )|
k

Z |O[i|;
i=1

e die Zyklen von Objekten aus A, falls C = Z(A) = A+ 1Ax A+ 3AxAxA....
k

Fir die Grofe gilt ebenfalls |(ar, s, ..., ap)| =Y |
i=1

e die Mengen von Objekten aus A, fallsC = S(A) = {6}—|—A—|—2,A*A—|— AxAxA ..
Fiir eine Teilmenge {ay, g, ..., ar} C A gilt |{a1, a9, ..., ap}] = Z o]
Satz 1.1.23 Seien A= (A,|-|) und C = (C,|-|) zwei markierte Klassen mit exponentiell

erzeugenden Funktionen A(z) = Y502 baw. C(2) = Y500, Setze C = ¢(A).
Dann gilt:
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1
e Folgen: C(2) =1+ A(2) + A(z)* +--- =

1—A(z)’
o Zyklen: C(z) = A(z) + A(22)2 + A(;)3 + .- =log (1—1A(Z)>
e Mengen: C(z) =C(z) =1+ A(z) + A(;;)Q + Agj)g 4= A0,

Beispiel 1.1.24 Als Permutationen bezeichnen wir die Folgen von Atomen. Daher ist die

zugehirige exponentiell erzeugende Funktion durch P(z) = 14+2+2%+--- = 1 gegeben,
—z

und wir haben p, = n!.

Unter Urnen versteht man die Mengen von Atomen. Die exponentiell erzeugende Funk-
2 3

tion lautet dann U(z) = 1+Z+%+%+--- = e und daher u, = 1.

Die Kreise oder zyklischen Permutationen sind die Zyklen von Atomen. Wir haben dann
2 3 1

K(z):z+z2+2+-~zlog(1_z) und k, = (n — 1)L

Definition 1.1.25 Seien A = (A,|-|) und B = (B, | -|) zwei markierte Strukturen mit
bp = 0. Sei A, = {a € A : |a| = n}. Dann ist die Komposition von A und B definiert
durch C' = A(B) = Ag+ A1 x B+ Ay x (B*B)+ A3 x (BxB*B)+.... Sind A(z), B(z) und
C(z) die exponentiell erzeugenden Funktionen von A, B bzw. C, so gilt C(z) = A(B(z)).

1.2 Singularitiatsanalyse und Asymptotik

Im vorigen Abschnitt haben wir Verfahren gesehen, um explizit die Zéhlfolge einer un-
bzw. markierten kombinatorischen Struktur zu bestimmen. Doch haben diese Methoden
einen Nachteil: manche explizite Darstellungen dieser Zahlfolgen sind kompliziert oder
existieren gar nicht. Es ist aber moglich einen asymptotischen Ausdruck fiir diese Folgen
zu erhalten, indem man die zugehoérige (exponentiell) erzeugende Funktion als analyti-
sches Objekt (Definition 1.2.1, siehe auch [15, Kapitel IV]) betrachtet.

1.2.1 Analytische Funktionen und Singularitiaten

Zuerst brauchen wir einige Begriffe der komplexen Analysis. Eine Funktion auf einer
offenen Teilmenge G von C heifit holomorph, wenn sie bei jedem z € G komplex diffe-
renzierbar ist. Ein dquivalenter Begriff ist die Analytizitat.

Definition 1.2.1 Sei G C C offen. Fine Funktion f : G — R(C) heifit analytisch bei
20 € G, falls in einer Umgebung von zy die Potenzreihe

> an(z = 2)" (1.6)

n>0
mit Koeffizienten

, n € Ny (17)
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gegen f konvergiert.

Ist fin jedem Punkt von G analytisch, so ist f analytisch.

Die Koeffizienten von f besitzen laut folgendem Satz eine alternative Darstellung:

Satz 1.2.2 Sei f : G — R(C) (G C C offen) analytisch und I' eine geschlossene Kurve,
die fiir jedes zg € G im negativen Uhrzeigersinn einmal umlauft. Dann gilt:

f(20) O dz (1.8)

- 2mi Jr 2z — 2
und (fir Ableitungen)
|
f(n)(ZO) — L/ Ldz (1.9)
r

2w Jr (2 — )L

Bemerkung 1.2.3 Analytizitit, Holomorphie und Formeln (1.8) — (1.9) sind dquivalent
(siehe [37, Abschnitt 2.1]).

Aus (1.9) und (1.7) erhalten wir klarerweise eine alternative Darstellung fir die Koeffizi-
enten der Reihe aus der Formel (1.6):

! /Ff(z)dz (1.10)

" omi (z — zo)"H!
Nun betrachten wir eine Funktion f, die nicht ganz in G analytisch ist:

Definition 1.2.4 Sei G C C offen und zy € G. Ist f auf G\{z0} analytisch, dann ist z
eine isolierte Singularitét von f. Sei dazu N € Ng U {400} durch

N :=inf{n € Ny : ZILIQO(Z — 20)"" f(2) = 0}
definiert. Dann ist zy eine:
e hebbare Singularitdat, falls N = 0;
e Polstelle (kurz: ein Pol) der Vielfachheit N, falls 0 < N < 400;

o wesentliche Singularitdt, falls N = +o00;

Definition 1.2.5 Sei G C C' offen. Eine Funktion f, die auf G aufler isolierten Singula-
rititen, die alle Pole sind, analytisch ist, heifft meromorph.

Funktionen, die bei z; eine isolierte Singularitiat besitzen, konnen lokal in eine Reihe
entwickelt werden. Diese ist nicht mehr eine Potenzreihe, sondern eine Laurentreihe:

Definition 1.2.6 Sei G C C offen und zy € G. Ist f auf G\{z0} analytisch, dann gilt:

f(z) = an(z — z)" (1.11)

nel

fir z # zy. Die Darstellung (1.11) heifst die Laurententwicklung von f.

8
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Definition 1.2.7 Ist zy € G eine Polstelle der Ordnung N einer meromorphen Funktion
f, so ist der Hauptteil von f durch

ivj (1.12)

Z—ZO

definiert. Die Laurententwicklung von f um zo lautet dann

f(2) =g(2) + > anz — 20)". (1.13)

n>0
Bemerkung 1.2.8 Klarerweise ist f(z) — g(z) bei zo analytisch (Nebenteil von f).

Definition 1.2.9 Sei f eine Abbildung, die eine isolierte Singularitdit bei zy besitzt. Ist
> onez n(z — 20)" die entprechende Laurentreihe von f um 2z, so heifst der Koeffizient a_y
das Residuum von fan der Stelle zy (Res(f, z0)).

Satz 1.2.10 Sei f analytisch auf G\{z1,...,z} (G C C offen) und ~ eine geschlossene
Kurve, die die Punkte z1, ...,z itm negativen Uhrzeigersinn einmal umlauft. Dann gilt:

1,/f(z)dz = ;Res(f, i) (1.14)

271 ¥
Beweis: Siehe [37, Satz 3.5.3]. O

Nun verwenden wir unsere Definitionen, um Koeffizienten von (exponentiell) erzeugenden
Funktionen zu bestimmen (vgl. mit [15, Abschnitt IV.1]). Wir beginnen zuerst mit einer
exakten Methode.

Satz 1.2.11 (Inversionsformel von Lagrange) Seien ®(t) und T(z) analytisch um 0

mit 2 = o Zg und ®(0) # 0. Dann gilt
)T () = ;[un_l]@(u)”. (1.15)
Allgemeiner haben wir )
(T (2)) = —[u" ] (w)" f'(u) (1.16)

fir eine analytische Funktion f(t).

Beweis: Setze t,, := [2"]T(z). Mithilfe der Formel (1.10) und der Substitution T'(z) = T,
was dT' = T'(z)dz impliziert, haben wir

nt, = i /r TI(Z)dz = 1/ (C:i[,Tn = i /~ @(T)”;lz: = [u" YD (u)"

271 2" 2w JT 7) 2w JT
®(T)

Weiters haben wir:
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e Gegeben: f(z Z an eine bei z = 0 analytische Funktion mit Konvergenzra-
n>0
dius R, die einer (exponentlell) erzeugenden Funktion entspricht.

e Gesucht: Folge der Koeffizienten (a,),eny von f(z) oder eine weitere Folge (@, )nen

fir die gilt a,, ~ a,, also lim % 1.

n—o0 a
e Idee: Finde die Singularitit zp mit |zp| minimal (dominante Singularitdt).

Klarerweise gilt R = |z, also

1
— :T}Lrgosup|an|1/” (1.17)

|20
(vgl. mit [15, Theorem IV.7]). Aus (1.17) folgt

1 1
log — ~ logla,| <  a,><d—. 1.18
0g 7 ~ log|an| @n > (1.18)

Wir kénnen aber einen genaueren Ausdruck fiir die a,, bestimmen:

Definition 1.2.12 Die a,, besitzen folgende asymptotische Darstellung:
a, = A"0(n), (1.19)
wobei:

e A" (exponentielles Wachstum): hingt von der Lokalisierung der dominanten Sin-
gularitat ab,

e O(n) (subexponentieller Faktor): hingt von dem Typ der Singularitit ab.

1
Bemerkung 1.2.13 Man sieht leicht, dass A = = und lim sup 0(n) Y™ = 1.

1.2.2 Algebraische Singularitaten

Nun betrachten wir eine Abbildung f, die fiir |z| < R analytisch ist. Seien z, die domi-
nante Singularitiat von f, also |zg| = R, und a € C\Z, sodass

f(z) = (2 = 20)%9(2), (1.20)
wobei g bei zy analytisch ist.

Definition 1.2.14 Gilt g(z Z gn(z — 20)", so gilt fir f:
n>0

= gn(z — 20)*"". (1.21)

n>0

Die Darstellung (1.21) heifit Singuldre Entwicklung oder Puiseux-Reihe von f.

10
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Sei I' die Gammafunktion. Fir Re(z) > 0 gilt:
[(z) = /OJFOO ¥ e dx
Die Gammafunktion besitzt einige interessante Eigenschaften:
Lemma 1.2.15 Fiir die Gammafunktion I gilt:
(i) T(z+ 1) = 2'(2) fiir jedes z € C mit Re(z) > 0;

(ii)) I'(n) = (n — 1)! fiir jedes n € N;

(iif) T'(1/2) = v/m;

(iv) T'(z+1) ~ <z>z V272 fiir Re(z) — oo (Stirling-Formel fiir die Gammafunktion).

Die Gammafunktion spielt eine zentrale Rolle bei der Bestimmung der Asymptotik von
Koeffizienten binomischer Reihen. Genauer:

Satz 1.2.16 (Transfersatz) Ist a ¢ Ny, so folgt

[2"](1 = 2)% ~ T(—a) (1.22)
Wir werden eine genauere Darstellung von (1.22) im ndchsten Abschnitt sehen.
Allgemeiner gilt 1
[2"] (1 — ZZO) nr(_j; (1.23)

Lemma 1.2.17 Seien (a,)n>0 und (by)n>0 zwei Folgen mit a,, = O(n~7),v > 0 und
b, = O(c"),0 < ¢ < 1. Dann gilt

k=0
Beweis: Wir haben
n/2 n/2
kzzoakbn,k < max o kZZOKcnfk < K Ke*? = 0(n™),

und
n

Z arbn

k=n/2

< max |ag| Y Kepp=0(n7).

n/2<k<n k)2

11
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Lemma 1.2.18 Sei f(z) analytisch in |z| < 1+ n mit n > 0. Setze weiters g(z) =
(1 —2)7f(2) mit v € C\Z. Dann haben wir

[2"g(2) = O ™). (1.25)

Beweis: Setze a, = [2"](1 — 2)? und b, = [2"]f(2). Aus Satz 1.2.16 folgt, dass a, =
O(n=71). Da f(z) analytisch in |z| < 1+ 7 ist, gilt b, = O(c") fiir ein ¢ € (0,1). Lemma
1.2.17 liefert uns (1.25). O

Satz 1.2.19 (Darboux) Sei f(z) analytisch in |z| < 1+mn mitn > 0. Lokal um z =1
gelte f(z) = X 50a;(1 — 2)7. Ist a ¢ Ny, so folgt

(1 - 2)f () = Y (” v ) + O, (1.26)
=0
Beweis: Wir konnen (1 — 2)*f(z) wie folgt umschreiben:
(1—2)f(2) = a;(1—2)T + > a;(1 — 2)*.
7=0 i>m
Daraus folgt, dass

21— ) (2) = i(

n—oa—j—1
n

) + [2"](1 = 2)*T TR (2).

Die Funktion h(z) ist ebenfalls analytisch in |z| < 1+ 7. Aus Lemma 1.2.18 folgt damit
[Zn](l _ Z)a-i—m—l—lh(z) — O(n—m—a—2>' O
Nun haben wir einen weiteren Satz von Darboux.

Satz 1.2.20 (Methode von Darboux) Sei f(z) analytisch in |z| < 1 und k-mal stetig
differenzierbar auf |z| = 1. Dann gilt

[2"]f(2) = o(n™"). (1.27)
Beweis: siehe [15, Theorem VI.14]. O
Ein weiteres Lemma wurde von Meir und Moon in [25] ausformuliert.

Lemma 1.2.21 (Meir und Moon, [25, Lemma 3.1]) Seien A(z) = Y_,50an2" und
B(z) = X,50bn2" zwei Potenzreihen und setze C(z) = 3,50 2" := A(2)B(2). Seien
weiters a, b, ki, ks und p Konstanten, wobei a,b, p > 0,
an ~ ap "n M, n — 0o
und
by ~ bp "n k2, n — 0o
Dann gilt:
(i) Wenn k; =0 und ky = 1/2, so folgt c, ~ 2abp~"n'/?
(i)
(i) Wenn ki = ko = 3/2, so folgt ¢, ~ A(p)b, + B(p)a,
) Wenn ki =3/2, ko =1/2 und A(p) # 0, so folgt ¢, ~ A(p)by,

Wenn ki = ky = 1/2, so folgt ¢, ~ mabp™™

(iv

12
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1.2.3 Singularititsanalyse

Seien f, = [2"]f(z). Gesucht ist eine analytische Funktion ¢(z), deren Koeffizienten
gn = [2"]g(2) eine leichtere Darstellung besitzen. Wir haben (siehe Formeln 77,75, T3
und Ty in [12]):

e f(z) =0(y(z)) = fn = O(gn);
o f(2) =0(9(2)) = fn=o0(gn);

o f(2) ~g(z) = fo~ gn-

Gibt es zusétzlich weitere analytische Funktionen hg(2), hi(2), ..., hi(z) mit
k
f(z) = hi(z) + O(g(2)) und hiy1(z) = o(hi(2)),i=0,...,k—1
=0
so gilt
k
f(z)= Z hin + O(gn) und hisin=0(hin),i=0,....,k—1
=0
Nun wiederholen wir den Transfersatz:

Satz 1.2.22 (Flajolet, Odlyzko) Ist o ¢ Ny, so gilt

[2"](1 — 2)* ~ ;L:;) (1 +> e’“n(f)> (1.28)

k>1
2%
wobei I' die Gammafunktion bezeichnet und ex(a) = (—1)'cpp(a+1)(a+2) ... (a+1)
i=k
el‘
mit crty® = .
k%() EITY (1+ l.y)flfl/y

Beweis: Die Idee ist, einen Kreis ' um Null vom Radius R > 1 zu betrachten, die-
sen in eine Hankel-Kurve H,, vom Radius R um Eins (die entsprechende Singularitit von

1
(1 — 2)®) und von Schlitz-Breite — zu verzerren (vgl. mit [13, Proposition 1] oder [15,

Theorem VI.1]). Dies ist ein geschlossener Weg bestehend aus den vier folgenden Teilen:

oH;:{Zzl—Zt,|z|§R}
n
1o
o Hg)):{z:l_e,wgﬂ}
n 2

. H;_{z_1+”,|z\gR}
n

e H, der Kreis vom Radius R ohne die geschlitze Kurve H,; UH® UH;" um die Achse
Rzl

13
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Wir integrieren dann (1 — 2)® entlang dieser neuen Kurve. Entlang H,, haben wir (wegen

|zl =R) |z|7" =R |1 - 2]* = O(RY) = O(1) und daher

(L—2)"
/H~ CE = O(R™

Zn—i—l

Klarerweise konvergiert dann das Integral gegen 0 wenn R gegen oo strebt.

t —t)“
Setze andererseits z = 1 + —. Wir erhalten (1 — 2)® = (=0)
n ne

£\ "~ 1 t —n—1
znl = (1 + ) = e tet (1 + > =t Z cthln_k
n n

>0

Y

Lasse R — oo. Wir haben dann eine neue Kurve H,,, und entlang dieser gilt

1 (1—2z)° 1
— ) 7/ tn
271 /’Hn zntl N 2wt JH, no Z k.t

k, >0

n—a—l
= - /7(—25)0[6_lt Z Ck,ﬂfln_kdt

211

k,1>0
1
— a1 _1l —k‘i/ —t a+l ~t ¢
n k%_:ock,l( )'n 57 ?Tn( ) e
1
n-e" 1 l —k:
= Cr(— = -
k%:O MN—a—1)
Wegen I'(z 4+ 1) = 2I'(2) gilt
1 e+ (Dl -De+) (DY a+D(a+2).. . (a+])

IN(—a—1) T(—a—-1+1) [(—a—1+2) - I'(—a)
Mit coo =1 und ¢y = 0 fiir [ < k und [ > 2k erhalten wir (1.28). O

Eine Variante von diesem Satz existiert mit dem Logarithmus:

Satz 1.2.23 (Flajolet, Odlyzko) Ist o ¢ Ny und 5 eine kompleze Zahl, so gilt

-2 (Bog (1)) ~ s osto) (1+Z culen ) ) (1.29)

i=1 (log(n)

mit (o, B) = (i) [(-a) jskr(ls)

Beweis: Analog wie im vorigen Satz. Siehe [13, Theorem 3A] oder [15, Theorem VI.2|. O

S=—a

Sei f(z) eine Funktion analytisch bei z = 0 und singulér bei z = zy. Die Idee von Flajolet
(vgl. mit [13]) ist, einen bestimmten Analytizitétsbereich in der Ndhe von zy aufzubauen,
um die Informationen der Singularitdt genauer zu machen, und daher die Asymptotik
der Koeflizienten von f(z) zu bestimmen:

14
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Definition 1.2.24 Fine Funktion f heifit A-analytisch, falls sie auf A = A(p,n) = {z €
C:lz| <140, |arg(z —1)] = ¢} mitn >0 und 0 < ¢ < 5 analytisch ist.

Nun formulieren wir weitere Transfersitze fiir A-anayltischen Funktionen.

Satz 1.2.25 (Flajolet, Odlyzko) Sei f A-analytisch und singuldr bei z = 1. Gilt zu-
satzlich

f(z) = O(|1 = 2[%) (1.30)
mit « € R in A\{1}, so ist
an = [2"]f(2) = O(n™ 7). (1.31)

Beweis: (siehe auch Flajolet und Odlyzko, [13, Theorem 1] oder Flajolet und Sedgewick
[15, Theorem VI.3]) Sei K C A\{1} kompakt. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, sodass
|1 — z|* > C fir alle z € K. Wegen dieser Tatsache und der Analytizitdt von f(z) in
solch einer Menge ist (1.30) dquivalent zu

[f(2)] < Cill = 2|7,
wobei C > 0 eine Konstante ist. Mithilfe von (1.10) haben wir (mit zy = 0)
e,
2mi Jp 2n

wobei I eine positiv orientierte geschlossene Kurve in A ist, die den Ursprung umschlief3t.
Wir setzen I' = 1 U 9 U 3 U 74 mit

n

n={z: =1l = 1 |arg(z — 1)| > 6}

1
= {2 <le 1] J2] < 14 ars(z — 1)] = )
v3={z:|z =1 =1+n,|arg(z — 1)| > ¢}

1
74:{2ﬁs|2_1|7|Z|§1+n7’arg<z_1)|:_¢}

und daher
al) — 1/ /()]
" 2w Sy |2,

J

Klarerweise haben wir |a,| < a(t) +a® +a® + o,

n+1
Entlang 7, haben wir |z|"™1 > (1 - %) " und lf(2)] < Cy|1 — 2|* = Cyn~*. Daraus
folgt
1 1\ 2
V) < —Cyn (1 — ) mili O(n*1).
2T n n
Fiir v, und 74 sei w = € und substituire z durch 1 + % mit 1 <t < E -n, wobei E > 0

so definiert ist, dass |1 + wE| = 1 + 7. Dann gilt (fur azb‘l) analog)

En e —n—1
af)ﬁl/ Ch <t> 1+wft d
2w )1 n n n
1 En t —n—1
< Cln_"_l—/ e+ a = ome,
21 J1 n

15
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wobei das Integral im obigen Teil der Ungleichung in n gleichmafig beschrankt ist.
Bei 3 haben wir |z| =1+ 7 und |z — 1| < 3. Wir bekommen
1
a;) < o-Ci3* (L4 )" 2m(l4 ) = O((L+)™") = O™

Aufsummieren liefert uns (1.31). O

Analoge Sétze gelten auch fiir o— und ~-Transfer (siehe [13, Corollary 1], [13, Corollary 2],
[15, Theorem VI.3| und [15, Corollary VI.1]).

Bemerkung 1.2.26 Hat f ihre dominante Singularitdt bei zy, und gilt f(z) = O(|1 — c ), €
20
R fir z € A,,\{z0}, wobei
Azo = {Z eC: |Z| < 20 +777|31"g(2 - ZO>| > gb}
so folgt [2"]f(z) = O(z;"n=*"1). Analoge Aussagen gelten fiir o— und ~ — Transfer.
(siehe [15, Theorem VI.4]).
Jetzt betrachten wir Funktionen y(z), die eine Funktionalgleichung der Form
y(z) = ¥(y(2)) & Flz,y(2) == ¥(y(2)) —y(z) =0 (1.32)
erfilllen. Dabei bezeichnet ¥ einen Operator auf y(z). Eine Methode, um die Koeffizienten
von y(z) zu bestimmen, ist der Hauptsatz tiber implizite Funktionen:
Satz 1.2.27 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen) Sei F(z,y) bei (20,v0) analy-
tisch. Gesucht ist eine Funktion y(z), die bei zo stetig ist, und
F(z,y(2) =0 (1.33)
erfillt. Gelten zusdtzlich
F(20,90) = 0; Fy(Zm Yo) =0
Fz(zﬂayO) % 07 Fyy(Z(J?yO) 7é 0
so gibt es eine Umgebung U von zg, sodass fir jedes z € U\{z} die Gleichung F(z,y) =0
genau zwei analytische Losungen besitzt, wobei (z — 2p)
220F, (20, 0) [, % z
Z) =Yt | = 1—+O(1—>. 1.34
y1,2( ) Yo Fyy(zo, ?Jo) 20 20 ( )
Beweis: Sei y(z), die lokal um 2, analytisch ist mit y(z9) = yo, und (1.33) lost. Dabei gilt:
0= F(zy(2))
= F.(20,%0) (2 — 20) + Fy (20, %0) (¥ — o)
1 1
+§Fzz(z07 Yo)(z = 20) + Fay (20, 40) (2 — 20) (y — o) + §Fyy<207 yo)(y — %0)°
1 1
= F.(20,50) (2 — 20) + 5 Fex (20, 90) (2 — 20)? + Foy(20,90)(z — 20)(y — Yo) + 5 Fyy (20, o) (v — Yo)?

2 2

1
= F.(20,%0)(2 — 20) + O(]z — 2]) + §Fyy(zo7yo)(?/ —y0)?

16
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Daraus folgt (mit y — yo und z — 2)

Fz(zO7y0)
%Fyy(z()ay())
_ 220F. (20, Y0) (

FyZI(ZOu yo)

(y—y0)* = — (z = 20) +o(]z — 20)

z
1- 2 _
Zo> + o(]z — 20|)

und daher

220F, (2
0 Ouy() 1_7_‘_0 (|2 = z))
yy ZanO

Nun kiimmern wir uns um inverse Funktionen:
e Gegeben: Funktion ¥(y) analytisch bei y = yo mit W(yo) = zo;
e Gesucht: Losung(en) der Gleichung W(y) = z mit z bzw. y hinreichend nahe zy bzw.
Yo

Dazu formulieren wir folgende Lemmata aus:

Lemma 1.2.28 (Analytische Inversion) Sei ¥(y) analytisch bei y = yo mit W(yy) =
20. Gilt zusatzlich V' (yo) # 0, dann gibt es eine Umgebung U von zy und eine analytische
Funktion y(z), die die Gleichung V(y) = z auf U lést, und fir die gilt y(zo0) = yo.
Beweis: siehe [15, Lemma IV.2].

Lemma 1.2.29 (Singuldre Inversion) Sei ¥ (y) analytisch bei y = yo mit V(yo) = 2o.
Gelten zusdtzlich V' (yo) = 0 und " (yo) # 0, so existiert eine Umgebung U von zy, fir
die gilt: fir jede feste Richtung 6 gibt es zwei Funktionen y,(z) und ya2(2) auf Uz == {z €
Ularg(z — 29) # 0 mod 27,2 # 2y}, die die Gleichung V(y) = z auf Uzg losen. Diese
sind auf dieser Menge analytisch und erfillen lim,_,,, y(z) = yo.

Beweis: siche [15, Lemma IV.3].

Wir wiederholen das Prinzip der Singularititsanalyse: Gegeben ist f(z) fur |z| < R
analytisch

e 1. Schritt: Lokalisiere die dominante Singularitdt zo von f(z), das heifit |zo| = R
und lege fest, dass f(z) im Gebiet A, analytisch ist;

e 2. Schritt: Bestimme die singuldre Entwicklung von f(z) als z — 2

e 3. Schritt: Wende einen Transfersatz an, um die Asymptotik der Koeffizienten zu
bestimmen.

1.3 Parameter, multivariate erzeugende Funktionen
und Grenzverteilungen

Nun betrachten wir kombinatorische Klassen als zuféllige Strukturen.
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1.3.1 Parameter

Um kombinatorische Klassen als zuféllige Strukturen zu definieren brauchen wir weitere
Begriffe, die man auch in [15] finden kann.

Definition 1.3.1 Sei A = (A,|-|) eine kombinatorische Struktur. Unter einem (eindi-
mensionalen) Parameter von A wversteht man eine Funktion x : A — Ny. Wir erhalten
dann eine doppelt indizierte Folge namlich

ank = {a € A:|al =n, x(a) =k} (1.35)

und daher folgende bivariate erzeugende Funktion:

| n
Alz,u) =) Zp@ = >N an,kz)—uk, (1.36)

acA Y| n>0 k>0

wobei
1,  fiir unmarkierte Strukturen

Wy =
n!, fiur markierte Strukturen.

Dabei markiert z die Grifie und v den Parameter .
Parameter konnen auch mehrdimensional sein.

Definition 1.3.2 Sei A = (A,|-|) eine kombinatorische Struktur. Ein d-dimensionaler
Parameter ist ein d-dimensionaler Vektor x = (x1,X2,---,xa) mit x; : A = N (i =
1,...,d). Dabei bekommen wir folgende Zdihlfolge (mit k= (ki, ks, ..., kq)):

ang=[{a € A:lal =n,xi(a) =k; fir i=1...d}| (1.37)
und daher folgende multivariate erzeugende Funktion (mit uk = H?Zl uf)

] n
Alz,u) = > Zgxe) = SN anﬁkz—uk. (1.38)

acA Ylal n>0gend Y
Wir definieren folgenden Operator:

Definition 1.3.3 Seien By, Bs, ..., By kombinatorische Strukturen und A = ¢(By, ..., By)
eine zuldssige Konstruktion. Dann ist das Kennzeichnen der Strukturen By, Bs, ..., By ei-
ne Substitution der Form B; — puB; :== {u;} x B;,i = 1...,d auf die Objekte in A, wobei
die p; Objekte der Grifie 0 sind. Aus der Gleichung A(z) = ¥(By(z),...,Ba(2)) folgt
dann

A(z,ug, ..y ug) = Y(uBi(2), ..., ugBa(2))

Wir betrachten wieder eine kombinatorische Klasse A = (A, | - |). Nun setzen wir A, :=
{a € A : |a] = n}. Dann gilt a, = |A,| = w,[z"|A(z,1). Stattet man A mit allen
Teilmengen A, mit der (diskreten) Gleichverteilung aus, und bezeichne X, die zugehorige
Zufallsvariable, so gilt P, (X, = a) = i fiir ein o € A,,.
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Definition 1.3.4 Sei x ein Parameter von A. Dieser bildet eine (diskrete) Zufallsvaria-
ble auf den Wahrscheinlichkeitsraum A,, mit:

Qp k Qp k
P,(x = k) = =~ = k. 1.39
(X ) Qp, Zkzo Qn,k ( )

Daher ist die zugehdrige Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion wie folgt definiert:

plu) = Y P (x = kyu* (1.40)

k>0

Satz 1.3.5 Sei A = (A,|-|) eine kombinatorische Struktur, und A(z,u) die zugehdrige
bivariate erzeugende Funktion mit einem Parameter x. Dann gilt:

[2"]A(z, u)

Beweis: Wir wissen schon, dass
wnl2"A(2,1) = a,.
Andererseits gilt aus (1.36)
wn[z"A(z,u) =Y anpu”,
k>0

also insgesamt

[Zn]A(Zvu) nk k

=) ——u" =) P,(x=ku"=pu).

(27 A(z, 1) k%% ay, k%:o

O

Definition 1.3.6 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich Ny und P(u) =
Yo P(X = k)u® ihre zugehérige wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion. Dann sind der
Erwartungswert von X unter P durch:

E(X)=p(1) = S kP(X = k). (1.42)

k>0

definiert. Allgemeiner gilt fir eine Funktion f
E(f(X)) = >_ f(k)P(X = k) (1.43)

k>0

Ist f(t) =t" mit r € N, so heifst der folgende Erwartungswert

E(X") = u2 p(u) =Y KP(X =k) (1.44)
du u=1 k>0
das r-te Moment von X unter P.
Die Varianz von X unter P lasst sich daher durch:
V(X) = E(X?) — (E(X))? (1.45)

definieren.
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Satz 1.3.7 Seien A, A(z,u) und x wie im Satz 1.3.5. Dann gilt:

. [Zn]Au(za 1)
E.(x) = AL (1.46)
e (] Aun(2.1)
Vn(X) = W + En(X) - (En(X))2 (1'47)

Beweis: Die Darstellung des Erwartungswertes kommt direkt aus (1.41) und (1.42). Fur
die Varianz gilt (mithilfe von (1.45), (1.44), (1.41) und (1.42)):

1.3.2 Grenzverteilungen

Wir betrachten nun eine diskrete Zufallsvariable X,, mit entsprechenden Wahrschein-
lichkeiten p,; = P(X,, = k) und lassen n gegen oo streben. Interessant ist, wenn die
Dn k. konvergieren. Wir bekommen eine Grenzverteilung, die diskret, aber auch stetig sein
kann.

Diskrete Grenzverteilungen

Definition 1.3.8 Sei X, eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilung p, = P(X, = k).
Dann besitzt X,, eine diskrete Grenzverteilung genau dann, wenn fir jedes k € Ny, der

folgende Grenzwert py, = nh%rrolopn’k mit kz;()pk =1 existiert.

Satz 1.3.9 Sei X,, eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilung (pnx)k>o0 und diskreter
Grenzverteilung (pr)k>0. Dann ist fir jedes k € Ny die Konvergenz von p, gegen py
gleichmdfsig.

Beweis: Wegen Zpk =1 < oo gibt es fir jedes € > 0 ein ky € N, sodass:
k>0

Zpk.<e und Zpk>1—e
k>kg k<ko
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Da p, 1 gegen py, fir jedes k konvergiert, kann man ein ny finden, sodass fiir alle n > ng

und k < ko |pni — | < ki gilt. Dies impliziert
0

an,k>1—2e und Zpk<2€
k<ko k>ko
und daher

S pnk —prl = D |Pagk — prl + D ok — pi| < 4e.
k>0 k<ko k>ko

4

Satz 1.3.10 (Stetigkeitssatz) Sei Q0 eine Teilmenge des Einheitskreises mit einem

Haufungspunkt im Inneren des Kreises. Setze p,(u) = anﬁkuk und p(u) = Zpkuk.
k>0 k>0

Gilt fir jedes u € Q p(u) = nll_)Iglopn(U), dann gelten fir alle k € Ny
o lim pni = pi
e lim me- = Zpi .
"0k i<k

Beweis: Siehe [15, Theorem IX.1]. O

Stetige Grenzverteilungen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass eine diskrete Zufallsvariable X, eine diskre-
te Grenzverteilung besitzen konnte. Wir betrachten nun den Fall, wenn lim,,_, E(X,,) = oo
und lim,,, V(X,,) = oo. Zuerst wiederholen wir ein paar Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitstheorie:

Definition 1.3.11 Die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable X ist gegeben
durch Fx(x) = P(X < x). Ist Fx(x) stetig, so hat X eine stetige Verteilung und wird
stetige Zufallsvariable genannt.

Wir brauchen folgenden Konvergenzbegrift:

Definition 1.3.12 Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx, und
X, n € N eine Folge von Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fx, . Dann konvergiert

X, gegen X in Verteilung oder schwach (im Zeichen X, 4, X), falls

lim Fy, (x) = Fx(z), Yz eR. (1.48)

n—oo

Definition 1.3.13 Sei X eine Zufallsvariable mit Mittelwert p = E(X) und Varianz
02 = V(X). Dann ist die zentrierte Zufallsvariable X* durch

X —p
a g

X+ (1.49)

gegeben. Die entsprechende Verteilungsfunktion lautet dann Fx«(x) = Fx(p + ox) fir
jedes v € R.
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Bemerkung 1.3.14 Man sieht unmittelbar, dass Fx(x) = Fx~ (%)

Definition 1.3.15 Seien X,, eine diskrete Zufallsvariable und Y eine stetige Zufallsva-
riable. Gilt X} N Y, so erfillt X,, einen stetigen Grenzwertsatz.

Bemerkung 1.3.16 Wegen Definitionen 1.3.12 und 1.3.13 mit p, = E(X,,) und 02 =
V(X,) ist X LY st dquivalent zu

. . 2
lim Fx:(z) = lim Fx, (un +0,7) = Fy(z), z€R
Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass eine Zufallsvariable eine diskrete Grenzver-
teilung besitzt, wenn der Stetigkeitssatz 1.3.10 erfiillt ist. Es gibt auch eine Version dieses
Satzes fiir stetige Grenzverteilungen. Doch brauchen wir zuerst weitere Definitionen, die
hilfreich sein kénnen:

Definition 1.3.17 Sei X eine Zufallsvariable. Dazu werden folgende Integraltransfor-
mationen:

o \x(s) = E(e*¥) = / e**dFx(x), (Laplace-Transformation) momenterzeugende

Funktion;

o Ox(t) = E(e™) = / e'dFx(x), (Fourier-Transformation) charakteristische

—00

Funktion

genannt.

Bemerkung 1.3.18 Man kann alternativ das r-te Moment definieren:

E(X™) = L ax(s)

a
T ods ¥

= (=) 2-0x ()

s=0

(1.50)

=0
Man sieht leicht, dass Ax«(s) = e~'= Ax (i) und ¢x«(t) = e 5 by (ﬁ)

Nun koénnen wir eine Version des Stetigkeitssatzes fiir die stetige Grenzverteilung dar-
stellen:

Satz 1.3.19 (Stetigkeitssatz) Seien X,,n € N und X Zufallsvariablen mit charakte-
ristischen Funktionen ¢, bzw ¢. Weiters habe X eine stetige Verteilungsfunktion. Dann
sind dquivalent:

o X, SN X;
o lim, o ¢, (t) = ¢(t) fir allet € R;
o lim, o ¢, (t) = @o(t) fiir alle t € (—tg,to) und ty reell.

Beweis: Siehe [5, Theorem 26.3]. O
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Beispiel 1.3.20 Das prominenteste Beispiel einer stetigen Verteilung ist die Normalver-
teilung (oder GauB-Verteilung) (i, o) mit u € R und o* > 0. Die ist gegeben durch

1 T —u)2 —
Fx(z) = / e dt = @ (x ,u) (1.51)

210 J—c0 o

Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der sogenannte Standardnormalverteilung, al-
so die zentrierte Normalverteilung mit Mittelwert O und Varianz 1.

Die charakteristische Funktion der (Standard-) Normalverteilung ist gegeben durch ¢x (t) =
. 0.2 2 2
exp (ipt — %) (¢x-(t) = exp (=5)).

Die Standardnormalverteilung spielt eine wichtige Rolle als stetige Grenzverteilung. Es
gibt ndmlich eine Reihe von Sétzen, in der eine zentrierte (diskrete) Zufallsvariable ge-
gen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable schwach konvergiert. Man spricht von
asymptotischer Normalitdt.

Satz 1.3.21 (Zentraler Grenzwertsatz) Seien X,,,n € N unabhdingige und identisch
verteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert ;= E(X,,) und Varianz 0® = V(X,,). Setze S,, =

ZX%‘ Dann konvergiert die zentrierte Zufallsvariable S} schwach gegen eine standard
i=1
normalverteilte Zufallsvariable N, also

Sn —ny 4
Sf=—"—"—"N~N(0,1 1.52
-t 01 (1.52)
Beweis: Siehe [5, Theorem 27.1] oder [15, Theorem IX.6]. O

Satz 1.3.22 (Quasi-Power Theorem, Hwang) Sei X,, eine nichtnegative diskrete Zu-
fallsvariable mit wahrscheinlichkeitserzeugender Funktion p,(u). Es gelte

pa(t) = A(u)B(u) (1 e (1)) (1.53)

K
gleichmapig in fester Umgebung von u = 1, wobei B, k, — oo, A(u), B(u) um u = 1
analytisch sind mit A(1) = B(1) = 1. Weiters erfille B(u) die sogenannte Variabilitits-
bedingung, das heifit
Var(B) = B"(1) + B'(1) — B'(1)* # 0.
Dann ist X,, asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert
1
1 = E(X,)) ~ BuB(1) + A(1) + O (/@)

und Varianz

62 = V(X,) ~ B, Var(B) + Var(A) + O (;) |

n

Dazu ist die Verteilung der zentrierten Zufallsvariable (asymptotisch) gegeben durch

P <X”U_“" < x) = ¢(z)+ O (: + V%) : (1.54)

wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Beweis: Siehe [8, Theorem 2.22].
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Wir werden sehen, dass eine Variante des Hauptsatzes fiir implizite Funktionen zu asym-
ptotischer Normalitét fithrt (vgl. mit [8, Theorem 2.21])

Proposition 1.3.23 Sei F(z,y,u) = Y50 Zxz0 fak(w)2"y" eine in einer Umgebung
von (0,0,0) analytische Funktion, fir die gilt:

F0,y,u) =0
F(z,0,u) #0
fn,k(l) € RZQ, Vn, ke No

Dann ist die eindeutig bestimmte Losung y = y(z,u) = > ,50 Yn(u)2™ der Funktionalglei-
chung
y = F(Z7 y7 u)

mit y(0,u) = 0 um 0 analytisch, und wir haben y,(1) € Rso,n € Ny. Weiters ezistieren
im Konvergenzradius von F(z,y,u) nichtnegative Losungen z = zo und y = yo sodass

F(Z()vy()a ]-) =Y
Fy(ZO7 Yo, 1) =1
Fz(20> Yo, 1) 7é 0
Fyy(207 Yo, 1) 7é 0
Daher gibt es um (zg, 1) analytische Funktionen a(z,u) = a(u), b(z,u) und c¢(z,u) sodass

y(z,u) fir |z| < zo und |u] < 1 analytisch ist, und lokal um (2o,1) folgenden Ausdruck
besitzt

y(z,u) = b(z,u) — c(z,u), 1 — ) (1.55)
Auferdem haben wir a(1) = zp, b(a(u),u) = y(a(u),u) und
| 2a(u)Fo(a(u), b(a(u), u), u)
clatu) )= $ Foala(w), b(alw), u), )
Beweis: Analog wie im Satz 1.2.27. O

Satz 1.3.24 Sei F(z,y,u) = 3,50 Xrz0 fok(w)2"y* mit allen Bedingungen von Propo-
sition 1.3.22 erfillt. Ist (X,)n>1 die Folge der Zufallsvariablen definiert durch die wahr-
scheinlichkeitserzeugende Funktion

[2"]y(z,u)
[2"]y(2,1)’

so besitzen der Mittelwert und die Varianz folgende asymptotische Darstellungen:

E(u®r) =

E(X,) =un+0(1) V(X,)=on+0(1), (1.56)

wobes
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F,\* 1 (F 1 /F,F 2 | (F2F., 9F,F
2 = v i Rl u Zy_Fu - u 2z ud’zu Fuu 1.
7 KZ’OFZ) * 20 (FZ FyF, ( I, Y ) * F, ( F? E, + ))] (20,90, 1)

Gilt zusdtzlich o > 0, so konvergiert X,, in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte

Zufallsvariable, also
X, —E(X,)

V(X,)
Beweis: Siehe [8, Theorem 2.23].

L N ~ N(0,1). (1.57)

Brownsche Exkursionen und Konvergenz von stochastischen Prozessen

Nun kiitmmern wir uns nicht mehr um die Konvergenz einer Zufallsvariable, sondern von
einem sogenannten stochastischen Prozess. Folgende Begriffe kann man in [4], [6], [21],
[22] oder [33] finden.

Definition 1.3.25 Sei T C R. Unter einem stochastischen Prozess wversteht man eine
Familie von Zufallsvariablen (X (t));er mit Werten in' Y C R*. Der Definitionsbereich
T bzw. Wertebereich Y wird Parameterraum bzw. Zustandsraum genannt. Ist T diskret
bzw. stetig, so redet man von einem Prozess in diskreter bzw. stetiger Zeit.

Prominente Beispiele von stochastischen Prozessen sind der Markov-Prozess und der
Wiener-Prozess.

Definition 1.3.26 Unter einem Markov-Prozess versteht man einen stochastischen Pro-
zess X (t) mit folgender Eigenschaft: fir sy < -+ < s, < s <t und jede Borelmenge gilt

P(X(t) € B|X(s1), ..., X(s,), X(s)) = P(X(t) € B|X(5))

Definition 1.3.27 Fin Prozess (B(t))i>o mit Parameterraum T = [0, 00) und Zustands-
raum X = R heifit Wiener-Prozess oder Brownsche Bewegung, falls:

e B(0)=0;
o firty <ty <---<tqsind die Inkrementen B(t;) — B(t;_1);i = 1,...,d unabhdngig

o fiirty <ty gilt B(t;) — B(to) ~ N(0,t1 — to).

Mithilfe des Wiener-Prozesses kann man die Brownsche Ezkursion definieren (vgl. mit
Definition von Cohen und Hooghiemstra in [6]):

Definition 1.3.28 Sei (B(t))i>0 ein eindimensionaler Wiener-Prozess. Setze 7~ := sup{s <
1:B(s) =0} und 77 :=inf{s > 1 : B(s) = 0}. Dann heifst der Prozess (e(t))o<t<1 gege-

ben durch B (- N
T+t —T7
e(t) = (r+ — 1)1/ ,

0<t<1 (1.58)
Brownsche Exkursion.
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Bemerkung 1.3.29 Fine Brownsche Exkursion kann als Wiener Prozess mit P(e(0) =
0) =P(e(1) = 0) = 1 alternativ definiert werden.

Definition 1.3.30 Die lokale Zeit einer Brownschen Exkursion (e(t))o<i<1 der Dauer 1

ist definiert durch
() = lim = /1[tt+e]e (1.59)

e—0 €

Daher erhalten wir einen weiteren stochastischen Prozess (1(t))i>o-

Satz 1.3.31 Die charakteristische Funktion fir die lokale Zeit einer Brownschen Ezkur-
ston der Dauer 1 ist gegeben durch

V2 petico ty/—x exp(—rv—2x) e Tdx (1.60)

Ee™™ =1 +
/T Je—ico /=7 exp(—ry/—2z) — it\/2 sinh(ky/—21)
wobei ¢ < 0 eine Konstante ist. Fir den Vektor (I(k1),...,l(kq)) haben wir:
it K1+ Fitgk \/§ crtioo —x
Reitirttitara _ 1 4 S Frnromg(@ e, .. tg)e "da, (1.61)
wober

flil ..... nd<x7 tla o 7td) - \Ilnl (Z, tl + ‘Ijng—nl(- .. \Ijnd,l—nd,Q (I, td—l + \I[nd—ndfl(ljv td)) o ))

(1.62)
mit
_ it\/—z exp(—Ky/—21)
elw,1) = V= exp(—kv/—21) — ity/2sinh(k\/—2z) (1.63)
Beweis: Siehe [22]. O

Nun kitlmmern wir uns um die schwache Konvergenz eines stochastischen Prozesses (vgl.
mit [4, Theorem 7.5] und [8, Theorem 4.14]).

Satz 1.3.32 Sei C|0, 1] der Raum der stetigen Funktionen auf [0, 1]. Weiters seien (X, (t))o<t<1

eine Folge von stochastischen Prozessen und (X (t))o<i<1 €in stochastischer Prozess auf
C10,1], fir die gilt

(1) (Xp(K1), ..., Xn(ka)) -5 (X(K1),...,X(ka)),n — oo fir jedes d € N und 0 <
K1 < Rg < -+ < Kg;

(ii) (Straftheit) es gibt eine Konstante C' > 0 und Ezponente a > 1 und > 0, sodass
E(|X,(0)%) < C und

E(|X,(s) — X, ()|?) < Cls — o, Vs, t€[0,1].

Dann folgt
(Xa(t))ozt<t == (X(t))ozi<1-

Beweis: Siehe [4, Theorem 7.5]. O
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Wir présentieren einen weiteren Satz, der bei die Konvergenz von Zufallsvariable oder
von stochastischen Prozessen eine wesentliche Rolle spielt:

Satz 1.3.33 (Continuous mapping theorem) Seien X,, eine Folge diskreter Zufalls-

variablen und X eine Zufallsvariable, sodass X, 4y X. Weiters sei F : R¥ — R™ ein
fast iberall stetiges Funktional (d.h. fir die Menge der Unstetigkeitsstellen Ng von F gilt
P(X € Ng) =0). Dann gilt

F(X,) — F(X). (1.64)

Beweis: Siehe [33, Theorem 2.3]. O
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Kapitel 2

Einfach erzeugte Baume und
Pélya-Baume

Wir kommen nun zum Kern der Arbeit. Zuerst wiederholen wir ein paar wesentliche
Definitionen der Graphentheorie.

Definition 2.0.1 Ein Graph G = (V, E) ist eine Menge von Knoten V (engl. vertices)
und von Kanten E (engl. edges), wobei E CV x V. Iste € E, so schreibt man e = (u,v)
bei einem gerichteten Graphen und e = uv bei einem ungerichteten Graphen.

Definition 2.0.2 Seien u und v zwei Knoten in einem Graph G = (V, E). Dann heifit
v Nachbar von u, wenn uv € E. Ist der Graph gerichtet, so wird v Nachfolger bzw.
Vorgénger von u genannt, falls (u,v) € E bzw. (v,u) € E.

Definition 2.0.3 Sei G = (V, E) ein Graph und u € V. Unter dem Grad von u versteht
man die Anzahl aller Nachbarn von u. Bei einem gerichteten Graph bezeichnet man mit
d*(u) (d~(u)) den Hingrad (Weggrad) von u, d.h. die Anzahl aller Nachfolger ( Vorganger)

von u.

Ist G = (V, E) ein Graph, so wird ein Teilgraph K C G der Gestalt K := ({vy,..., v} €
Vi{vivigli=1,... k — 1} Uwvgoy }) fir k > 3 Kreis genannt.

Definition 2.0.4 Ist ein Graph kreislos und zusammenhéngend (d.h. zwischen je zwei
Knoten gibt es einen Weg, also eine Folge von Kanten, wobei kein Knoten mehrfach
verwendet wird), so spricht man von einem Baum. Besitzt ein Baum als gerichteter Graph
einen ausgezeichneten Knoten r (die sogenannte Wurzel) vom Hingrad d—(r) = 0, so
spricht man von einem Wurzelbaum.

Ein Knoten vom Hingrad d*(v) = 0 heiit Blatt.
Wir kénnen fiir Wurzelbdume mit bestimmten Eigenschaften Klassen definieren. Das Ziel

dieses Kapitels ist, folgende zwei Klassen von Wurzelbdumen zu vergleichen: die einfach
erzeugten Béaume (Teil 2.1) und die Pdlya-Baume (Teil 2.2).
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2.1 Einfach erzeugte Baume

Die einfach erzeugten Baume wurden zum ersten Mal von Meir und Moon in [23] definiert.
Es geht um eine wichtige Klasse von Baume, die unter anderem die ebenen Wurzelbaume
oder Catalan-Baume (Beispiel 2.1.7), die markierten ebenen Wurzelbdume oder Cayley-
Baume (Beispiel 2.1.8), die Bindrbaume (Beispiele 2.1.9 und 2.1.10) und die Motzkin-
Baume (Beispiel 2.1.11) umfasst.

2.1.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt kiimmern wir uns um eine kombinatorische Struktur bestehend aus
einer Menge 7 und einer Gréflenfunktion |.| : 7 — Ny. Dazu definieren wir:

Definition 2.1.1 Sei T eine Klasse von Bdumen und (¢y)r>o €ine Folge nichtnegativer
Ganzzahlen mit ¢o > 0 und ¢; > 0 fir ein j > 2. Das Gewicht eines Baumes T € T
(siehe u. a. [2, Abschnitt 2,1], [8, Teil 1.2.7], [23, Unterkapitel 2.3] oder [25, Teil 3]) ist

dann gegeben durch

w(T) = [ o™ =TI da+)- (2.1)

k>0 veT

Dabei beschreibt Ny (T) die Anzahl der Knoten mit k Kindern und d*(v) den Weggrad
(d.h die Anzahl der Nachfolger von v) des Knotens v € T. Wir setzen

o(t) =3 oyt (2.2)

k>0
als die gewdhnliche erzeugende Funktion der Folge (¢x)k>0-
Dazu definieren wir:

Definition 2.1.2 Fine Familie S von Wurzelbdumen ist eine Familie von einfach erzeug-
ten Baumen (engl.: simply generated trees), falls ihre zugehorige erzeugende Funktion

S(z) =Y w(9) =3 s,2" (2.3)

SeS n>1

folgende Funktionalgleichung erfillt (siehe u.a. [8, Abschnitt 1.2.7], [23, Unterkapitel 2.3]
oder [25, Teil 3)):
S(z) = 28(5(2)), (2.4)

wobei © die erzeugende Funktion der Folge (¢r)g>o ist.

Die Koeffizienten s,, beschreiben nicht mehr die Anzahl der Baumen der Groéfle n, sondern
die Summe der Gewichte von Baumen der Grofle n, also gilt

sn= > w(S) (2.5)

SeSn

wobei S, = {S € S : |S| = n}. Wegen der Funktionalgleichung und mithilfe der Lagrange-
Inversionsformel erhalten wir (vgl. mit [8, Formel (3.2)])
1

Sp = E[u”_l]q)(u)”. (2.6)

30


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

Definition 2.1.3 Sei §,, die Menge aller einfach erzeugten Bdaume mit n Knoten und
sei S, € S, ein zufilliger Baum. Dann definieren wir mit

w@) W@
Yses, w(S) Sn
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S,, (siehe [8, Abschnitt 1.2.7] und [23, Formel (2.4)]).

P(S, =T) = (2.7)

Es sei bemerkt, dass die Folge der Gewichte (¢x)r>0 auch als Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung interpretiert werden kann (vgl. mit [8, Abschnitt 1.2.7] und [23, Theorem 7.1]).

Definition 2.1.4 Unter einem Galton-Watson Verzweigungsprozess versteht man eine
Zufallsvariable & zusammen mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung (g )k>o auf N (siehe
[28, Abschnitt 2.2]). Dabei wird ein Baum wie folgt rekursiv aufgebaut: man startet mit
der Wurzel, dann bekommt jeder Knoten in jedem Rekursionsschritt eine gewisse Anzahl
von Nachfolgern, die einer unabhdngigen Kopie von & entsprechen. Wir erhalten dann
folgende Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion:

E(ef) =Y myth. (2.8)
k>0
Der entsprechende Baum wird Galton-Watson Baum genannt. £ heif$t die Nachkommen-
verteilung (engl. offspring distribution) des Galton-Watson Verzweigungsprozesses.

Definition 2.1.5 Die erwartete Anzahl der Kinder in einem zufdlligen Galton-Watson

Baum ist gegeben durch

E(¢) = iE(est) = kmy. (2.9)

dt t=1 k>0

Dabei heifit der Galton-Watson Verzweigungsprozess
e subkritisch, falls E(§) < 1;
e kritisch, falls E(§) = 1;
e superkritisch, falls E(§) > 1;

Die Beziehung zwischen Galton-Watson Prozessen und einfach erzeugten Baumen ist
die Folgende: bezeichne ¢ die von dem Prozess induzierte Zufallsvariable und v(7") die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum 7" auftritt. Dann erfiillt die erzeugende Funktion der

Folge (s5,)n>0 mit
sn=P(T|=n)= > v(T)
T:|T|=n
die Funktionalgleichung (2.4) (vgl. mit [8, Abschnitt 1.2.7]) wobei ®(t) = E(t%) =
Ses0 Oxt®. Dabei ist ¢ = P(€ = k) und daher v(T) = w(T). Wenn der Galton-Watson
Baum T die Grofe n hat, dann gilt die Wahrscheinlichkeitsverteilung (2.7) auf S, (sie-
he [8, Abschnitt 1.2.7]). Hier haben wir ®(1) = 1. Wenn allgemeiner ®(t) < oo gilt,

so konnen wir ¢ durch % ersetzen. Wir bekommen eine neue Wahrscheinlichkeitsver-

teilung gegeben durch P(§ = k) = % (siche [23, Lemma 4.1]). Diese erfiillt folgende
Eigenschaften.

31


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

Satz 2.1.6 Sei (¢r)r>0 eine Folge von Gewichten mit ¢pg > 0 und ¢; > 0 fiir mindestens
ein j > 2. Bezeichne mit p den (positiven) Konvergenzradius der erzeugende Funktion

3 P’ .
®(t) der Folge. Setze ®(t) = tq)(it)) und v = lim,_,, ®(t). Daher gilt:

e ist v > 1, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl T € [0, p] mit ®(7) = 1;

o istv <1, dann setze T = p.

In beiden Fillen ist T € Rsg und 0 < (1) < co. Dann wird durch

o Tk¢k
Ty 1= B(r) k>0 (2.10)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Galton-Watson Verzweigungsprozesses definiert
(siehe [8, Abschnitt 1.2.7] und [23, Theorem 7.1]). Der Mittelwert und die Varianz dieses
Prozesses sind gegeben durch p = min(v, 1) und

729" (1)

o =79 (1) = (7

(2.11)

Beweis: Siehe [23, Unterkapitel 16] O

Beispiel 2.1.7 Fin ebener Wurzelbaum oder Catalan-Baum kann als ein einfach er-

zeugter Baum mit ¢, = 1 interpretiert werden (siehe [23, Example 10.1]). Dabei haben
wir ]

)= th=—

0-Tr-

k>0

z 1—+1—4z

T 1-5() 2
Die Koeffizienten sind dann durch

1<2n—2>
Sp = Cp—1 = —
n\n-—1

gegeben. Dabei bezeichnet ¢, die n-te Catalan-Zahl.

und daher

S(2)

Beispiel 2.1.8 Fin Cayley-Baum oder markierter ebener Wurzelbaum ist ein markierter
einfach erzeugter Baum mit ¢, = 1 (siehe [23, Example 10.2]). Daher erhalten wir

A tk ;
k>0
sowie A
S(z) = ze°¢)
Wir bekommen dann
Sy = nnfl
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Beispiel 2.1.9 FEin Bindrbaum 1. Art (oder strikter Bindrbaum) (siehe [23, Example 10.3])
ist ein Wurzelbaum, dessen Knoten den Weggrad 2 (interne Knoten) oder 0 (externe Kno-
ten oder Blitter) haben kénnen. Es gilt dann ¢o = ¢o = 1 und ¢; = 0 sonst. Daher haben
wir

d(t) =1+t

und
S(2) = 2(1 + S(2)?) = L= V1 =4 V21z_422

Fiir die Koeffizienten bekommen wir

0, n =1 oder n gerade,

C(n— = — , n ungerade.
=02 =01 (0= 1)/2 g

Beispiel 2.1.10 Fin Bindrbaum 2. Art (oder unvollsténdiger Bindrbaum) (siehe [8, Ex-
ample 1.3] oder [23, Example 10.4)]) ist ein Wurzelbaum, der aus Knoten, die hochstens
zwei Kinder (Nachfolger) besitzen, besteht. Die Folge der Gewichte lautet dann ¢o = 1,
01 =2, ¢ =1 und ¢; =0 fiir j > 2 also ¢, = (2), k > 0. Wir bekommen dann

o) =>" (2)1&’“ =(1+1)?
k>0

o 1—-v1l—dz

2z

1 <2n>
Sy, = Cp = .
n+1\n

S(z) = 2(1+ 8(2)) 1

und daher

Abbildung 2.1: Ein Bindrbaum erster Art (links) und ein Bindrbaum zweiter Art (rechts)
jeweils mit neun Knoten.
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Beispiel 2.1.11 Unter einem Motzkin-Baum (siche [23, Example 10.5]) versteht man
einen planaren Wurzelbaum, wobei fir jeden Knoten v d*(v) < 2 gilt. Fir die Folge
(Pr)k>0 gilt dann ¢g = ¢1 = ¢ = 1 und ¢; = 0 Vj > 2. Daher erhalten wir:

Pt)=1+t+¢t

und

S(z) = 2(1+ 8(2) + 5(2)*).

Abbildung 2.2: Ein Motzkin-Baum mit neun Knoten.

2.1.2 Singularitatsanalyse

Als Erinnerung erfiillt die erzeugende Funktion S(z) der einfach erzeugten Baume folgen-
de Funktionalgleichung:
S(z) = z2®(S(2)).

Die Gewichtsfunktion ®(#) ist bei ¢ = 0 klarerweise analytisch und es gilt ®(0) # 0. Daher
konnen wir die Funktionalgleichung wie folgt umschreiben:

2= = U(S(2)). (2.12)

Andererseits sind alle Gewichte nichtnegativ. Daher erfiillt ®(¢) die Bedingungen folgen-
der Proposition (vgl. mit [15, Proposition IV.5] und [25, Theorem 3.1]):

Proposition 2.1.12 Sei ®(t) eine bei t = 0 analytische Funktion mit Konvergenzradius
R € (0,4+o0], die folgende Eigenschaften besitzt:

o ®(0) #£0;

e Die Koeffizienten von ® sind nichtnegativ;

@/
o Unter der Nebenbedingung lim ()
e»RrR- O(x)

eindeutige Losung T € (0, R);

1/ (1)
o(t)

=1 eine

> 1 besitzt die Gleichung
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Dann ist S(z) bei z = 0 analytisch, und es gilt

[z”]S(z)N<1>n, wobei  p— —— = (2.13)

p
Beweis: Siehe [15, Proposition IV.5].
Es folgt, dass p der Konvergenzradius und daher die dominante Singularitat von S(z) ist.

Satz 2.1.13 Seien p und T wie in der vorigen Proposition. Dann gilt S(p) = T, oder
genauer lim,_,, S(z) = 7.

S
Beweis: Wir betrachten die Funktion ¥(S) = o(S) Aus (2.12) zusammen mit (2.13)

folgt W(7) = p. Fur die 1. Ableitung haben wir (mithilfe von (2.13))
O(7) =79 (1)  D(1) — P(7)

e T 0

Fur die zweite Ableitung erhalten wir

('(r) = (1) = 7"(7))2(1)* = 2(P(7) — 7P (1)) D()¥'(7) _ _79"(7)
o(r) O(r)?

v(1) = # 0.

Daher sind die Bedingungen von Lemma 1.2.29 erfiillt, und der gewiinschte Grenzwert
gilt fir S(z) als Losung von ¥(S) = z. O

Interessant ist das Verhalten von S(z) in der Néhe von z = p (vgl. mit [8, Theorem 3.6]
[15, Theorem 6.6] oder [25, Theorem 3.1)):

Satz 2.1.14 Die erzeugende Funktion der einfach erzeugten Bdume besitzt folgende Puiseuz-

Reihe:
z 1/2 z
S(z)z7‘—d1<1—> +(’)<1—>, zZ—=p (2.14)
P P
] 20(7)
mit di = & (r)"
Beweis: Wir wenden den Satz 1.2.27 an. Setze dabei
F(z,y) =22(y) —vy (2.15)

und (29, y0) = (p, 7). Es gilt

F(p,7)=p®(1) —7=0
Fy(p,7)=p®'(1) = 1=0
F(p,7) = ®(7)

Fyy(:O’ T) = p@”(r),
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Dann folgt

0

Bemerkung 2.1.15 Wir erinnern uns, dass die Varianz der kritischen Nachkommen-
7.2@//(7_)
®(7)

verteitung eines Galton-Watson Verzweigungsprozesses durch o* = gegeben ist.

Daher konnen wir (2.14) wie folgt umschreiben:
1/2
2
S(Z’):T—T\/_<1—Z> +0<1—2>, 2= p. (2.16)
o p p

Nun konnen wir einen asymptotischen Ausdruck fiir die Koeffizienten s,, berechnen (vgl.
mit [8, Theorem 3.6] [15, Theorem 6.6] oder [25, Theorem 3.1])

Satz 2.1.16 Sei d = ggT{j > 0 : ¢; > 0} die Periode. Dann haben die Koeffizienten
sp = [2"]S(2) folgendes asymptotische Verhalten:

. dlp—n 1

falls n = 1(d), und s, = 0 sonst.

Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir d = 1 (aperiodischer Fall). Laut Satz 1.2.16 gilt

(1 5 1/2 n-1/2-1 . n73/2pfn
yA —_ — ~N — = —
P r(—1/2)" o /m

O ([z”] (1 . ;)3/2) =0 (n 7).

Aus Satz 2.1.14 haben wir

S(z):r—dl\FZ—i—dQ (1—2) +0 ((1—2)3/2),

20(7)
o(T)

bekommen wir dann

und laut Satz 1.2.25

wobel d; =

ist, und 7, d (1 — Z) keine Rolle mehr fiir n > 1 spielen. Insgesamt
p

_ |20() o p"
=N () 27 T © <n5/2

-\ Fiyavam (140 (5)):
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Als Folgerung betrachten wir folgendes Korollar:
Korollar 2.1.17 Die Koeffizienten des Ausdrucks zggz) erfillen

28'(z)  ns,

" ~— . 2.1
e (2.18)
Beweis: Aus (2.14) folgt
d ~1/2
258'(z) ~ 51 (1 — Z) . 2,

und daher

IERT O R
S(2) or p ’ p-

Transfersatz 1.2.16 und (2.17) liefert uns

e d 2\ Y2 din~2p™" s,
[2"]—(1-= - ~ ,
27 p 27T T

g

Bemerkung 2.1.18 Sei 0? die Varianz der induzierten Verteilung eines Galton- Watson
Verzweigungsprozesses. Dann kann man aus (2.17) s, wie folgt alternativ darstellen (mit

d=1):
Tp " 1
7\/%(7”3/2 (1 + 0O (n)> , N — 0. (2.19)

Beispiel 2.1.19 Als erstes Beispiel betrachten wir die ebenen Wurzelbiume (also gilt

1 1—v1—-4

O(t) = T und daher S(z) = #Z

einzige Singularitit bei z = § besitzt. Aus (2.13) folgt T = 5. Es gelten dazu ®'(1) =
1 2 4 1

(1—Ip =" ) (1- 1) e =g T o

). Es ist leicht zu merken, dass S(z) eine

V1—4z=71—di/1—p,

erhalten wir
1 47 1 gn-t 1
= -—— |1 —])=—=5 (1 =)
on 2 2./mn3/2 ( +O<n)> V/nd/? ( +O<n)>
Beispiel 2.1.20 Jetzt betrachten wir die Cayley-Biume (also gilt ®(t) = €' und S(z) =

zeg(z)). S(z) besitzt ihre einzige Singularitit bei z = e~ . Es folgt ®' (1) = e und daher
T = 1. Wir erhalten dann

2:-1-¢
e

S(z)=1-— VI—ze4+ 01 —ze) =1—V2V1 - ze + O(1 — ze)

und " o
o=V (140 (3)) =y (14 0(3))
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1—v1—4z22

Beispiel 2.1.21 Die erzeugende Funktion (S(z) = 2—2) der Bindrbiume erster
z

Art (mit ®(t) = 1+t?) besitzt zwei Singularititen bei 2z, = —% und z = % Daher is zo die

dominante Singularitit von S(z) und wir bekommen (mithilfe von (2.13)) 2 = ®'(1) = 27

also 7 = 1. Daher haben wir

S(z)~1—,/2';2\/1—2z:1—\/5\/1—2z

und o 1 2 1
=2 (100 (0)) = g (110 (3))
° \/_2\/7?77,3/2 < T\ 2mn3/? AV
1—-v1-4
Beispiel 2.1.22 Die erzeugende Funktion (S(z) = S 1) der Bindrbiaume

2z
erster Art (mit ®(t) = 1+ 2t + t*) hat ihre dominante Singularitit bei z = § und es gilt

4= (1) =2+ 27 also T = 1. Wir haben dann

S(z)N1—,/2';4\/1—@:1—2\/1—4,2

und

s (10 () -+ o()

1—z—/(1+2)(1-32)

Beispiel 2.1.23 Fiir die Motzkin-Bdume gilt ®(t) = 1+t+t? und S(z) = 5
z

Daher besitzt S(z) zwei Singularititen bei z; = —1 und zo = é Klarerweise ist zo die
dominante Singularitit, es gilt 3 = ®' (1) = 14 27 und daher T = 1. Wir erhalten dann

2-1-
S(z) ~1— 3\/1—3221—\/5\/1—3,2

2

N !

2.2 Poélya-Baume

und

Pélya-Baume wurden zum ersten Mal in 1937 von Pélya in [30] prasentiert und analysiert.
Wie bei einfach erzeugten Baumen besitzt die erzeugende Funktion P(z) der Pélya-Béume
eine implizite Darstellung der Form P(z) = 2U(P(z)) mit einem geeigneten Operator ¥,
der im Satz 2.2.2 definiert wird. Doch hat dieser Operator ganz andere Eigenschaften als
®, und die Bestimmung der Koeffizienten ist viel komplizierter.

2.2.1 Grundlagen

Ein Wurzelbaum heifit eben, wenn die Kinder der Wurzel eine links-nach-rechts Reihen-
folge besitzen.
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Abbildung 2.3: Samtliche Polya-Baume der Grole n = 1,2, 3, 4.

Definition 2.2.1 Unter einem Pélya-Baum (oder ungeordnetem Baum) wversteht man
einen unmarkierten nichtebenen Wurzelbaum.

Satz 2.2.2 Sei P die Klasse der Polya-Bdume. Die zugehorige erzeugende Funktion P(z)
erfillt dann folgende Funktionalgleichung (siehe w.a [15, Formel (73)] oder [20, For-

mel (1.1)]):

P(z) = zexp (Z P(]:k)) : (2.20)

k>1

Beweis: Da Pdlya-Baume eine Wurzel besitzen und nichteben sind, kann man die Klasse

P wie folgt definieren:
P = {o} x M(P), (2.21)

also als eine Multimenge von Baumen solcher Art, die an der Wurzel hiangen (vgl. mit
[15, Formel (73)]). Wir erinnern uns, dass

M(P)= T {a}"

acP

Aus (1.5) erhalten wir (mit M(2) als erzeugende Funktion von M (P))

M(z) = exp (Z P(kz ))

und insgesamt
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Bemerkung 2.2.3 Wir konnen die Funktion M(z) alternativ wie folgt bestimmen: Be-
trachte I' als Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sym,,,n € N. Dann ist der Zyklen-
zeiger von I' definiert durch

Z(L oy, 2y) Z g Ml (™) (2.22)
‘Fl wel
wobei l;(m) (i = 1,--- ,n) die Anzahl der Zyklen der Linge i in der Permutation m € T’

bezeichnet (vgl. mit [28, Teil 3.5.2Joder [29, Unterkapitel 2.2]).

Setze nun I' = Sym,,. Wir definieren ay, g, ... ,, als die Anzahl der Permutationen in Sym,,
mit l; Zyklen der Linge i. Es gilt n =37, il;,

n!
L)L 12k pln

al17l27~~'7ln

und daher (mit |Sym,,| =n! und 1 = (Iy,ls, -+ ,1,))

_ Il !
Z(Sym,,, X1, ..., Tp) = — > all’l% Ut N e

CleNp YT ili=

l l
leNg > ily=ni=1

Aufsummieren und P(z), P(z?),--- , P(2") einsetzen liefert uns

M(z) = ZZ(Symn7P(Z>’P(Z2)7"' 7P(Zn))
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Die Koeflizienten p, besitzen keine explizite Darstellung. Doch kénnen wir mithilfe der
Funktionalgleichung (2.20) einen rekursiven Ausdruck berechnen (siehe [16, Fact 4] und
20, Abschnitt 1.1}):

Satz 2.2.4 Die Anzahl p, der Polya-Bdume mit n Knoten ist durch
n, n € {0,1}

n—1
Tt =1

mli

gegeben.

Beweis: Mithilfe von (2.20) differenzieren wir P(z) nach z. Wir erhalten

i>1 i>1 ¢

P'(2) = (1 - Zz’P'(zﬂ) exp (Z P(Zl)> :

Wir betrachten dann die logarithmische Ableitung von P(z) und wir bekommen

=1+ 2'P'(2")

i>1

=1+> > mppz™

i>1m>1
Zm

=1+ Z mpm1 —.
m>1 -z

Daher gilt

2P'(2) = P(2) (1 + > MPi g im )

m
m>1 z

und beim Koeffizientenvergleich

n—1 m
npp = Pn + Z ([zl] Z mpmlj) Pr—i
=1

m
m>1 4

Dividieren beider Seiten durch (n — 1) liefert uns das gewiinschte Ergebnis. U

41


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

2.2.2 Singularitatsanalyse

Als Erinnerung erfiillt die erzeugende Funktion der Pélya-Baume folgende Funktional-

gleichung:
P(z) = zexp (Z P(Ij)) :

k>1

Wir kénnen die Gleichung wie folgt aufschreiben (siehe [15, Proposition VIL5]):

Zk
P(2) = ((2)eP®  mit  ((2) = zexp (Z P(k‘)) : (2.24)

k>2

Mit dieser Uberlegung bekommen wir dann eine alternative Darstellung fiir die EF der
Pélya-Baume (vgl. u.a. mit [8, Theorem 3.8], [15, Proposition VIL5], [16, Theorem 2]
oder [20, Formel (1.3)]):

Satz 2.2.5 Die erzeugende Funktion P(z) der Pdlya-Bdume hat den Konvergenzradius
p ~ 0.3383219 und besitzt daher folgende Puiseux-Reihe:

P()=1—4d <1—Z>1/2+0<<1—Z>>, : >, (2.25)

wobei di = /2pe(’(p) ~ 2.6811266.

Beweis: Betrachte zuerst die exponentiell erzeugende Funktion C'(z) der Cayley-Béume.
Wir wissen schon, dass sie die Losung folgenden Funktionalgleichung

C(z) = ze“®

ist. Aus Beispiel 2.1.20 ist sie analytisch fiir |2| < e™! & 0.36787944117. Andererseits
ist die Anzahl der Pélya-Bédume durch die Anzahl der ebenen Wurzelbdume nach unten
beschrankt. Aus Beispiel 2.1.19 ist der Konvergenzradius der zugehorigen erzeugenden
Funktion gleich %. Insgesamt erhalten wir i < p<e ' Wegen (2.24) gilt

P(z) = C(((2)). (2.26)

((z) ist analytisch fiir |z| < p'/2. Da p < 1 gilt, ist der Konvergenzkreis von P(z) im
Konvergenzkreis von ((z) enthalten, und ((z) ist daher bei z = p analytisch. Weiters hat
Otter in [27] gezeigt, dass P(p) = 1. Nun setzen wir F'(z,y) = ¢Y((z) — y. Es gelten (mit

= pund yo = P(p) = 1):

F(p, P(p)) =
Fy(p, P(p)) =e"P((p) —1=P(p) —1=1-1=0
F.(p, P(p)) = €P(” ¢'(p) =eC'(p) #0

Fuy(p, P(p)) = "¢ (p) = P(p) = 1.
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Damit sind die Bedingungen von Satz 1.2.27 erfiillt, und wir bekommen

y(z) = P(2) =

Satz 2.2.6 Fir die Anzahl p, =

P(p) — J

Fyy(ﬂ: P(p))

2pF(p, P(p))

2\ /2
<1_) +o(1
p

1-@(1—2)1/Q+0<1—;>.

_ ™
P 2,/mn3/?

1
n

[2"|P(z) der Pélya-Bdume gilt

(1+0(3)):

e

(2.27)

Beweis: Eine dhnliche Argumentation wie im Satz 2.1.16 liefert uns das gewiinschte Fr-

gebnis.

g

Fiir die ganze Asymptotik von P(z) bzw. p, siehe [16, Theorem 2] bzw. [16, Theorem 3].
Wir fassen unsere Eigenschaften zusammen. Insgesamt haben wir

Baume Dom. Singularitét Koeffizienten
Einfach erzeugt (d =1) | p = $(y it T®' (1) = O(7) | 8 ~ 25/1;7;37;2 mit d; = \/38
Catalan p=1(1=13) Sp ~ \;‘;T;l/z
Cayley p=ct(r=1) sn v 2
Binar 1 pZ%(Tzl) Snwﬁ
Binéar 2 p:i(Tzl) SnNﬁ
Motzkin p=3 (r=1) Sp ~ %
Pélya p ~ 0.3383219 P ~ 231;;;}2 mit d; &~ 2.6811266

2.3

men und Pdlya-Baumen

Zusammenhang zwischen einfach erzeugten Bau-

Es gibt einen Zusammenhang zwischen einfach erzeugten Baumen und Pélya-Baumen.
Dies wurde von Genitrini in [16] und Gittenberger, Yu Jin und Wallner in [20] gezeigt.
Doch ist es leicht zu zeigen, dass Pdlya-Baume nicht einfach erzeugt sind (vgl. [11, Theo-

rem 1]):

Satz 2.3.1 Polya-Bdume sind nicht einfach erzeugt.

Beweis: Angenommen die Pdlya-Baume waren einfach erzeugt, dann gidbe es eine Po-
tenzreihe ®(t) bestehend aus nichtnegativen Koeffizienten, sodass

P(z) = z0(P(z

43
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Da pp = 0 und p; # 0 ist P(z) invertierbar, und wegen p; = 1 gilt sogar P(z) ~ z und
P71(z) ~ 2z fiir 2 — 0. Es folgt ®(0) = 1. Mithilfe von (2.28) haben wir (mit P(z) =y
und daher z = P71(P(z)) = P7'(y))

Yy
P1(y)

Diese Reihe besitzt aber negative Koeffizienten, was die Nichtnegativitdt der Gewichte
verletzt. 0O

y=P ' (ye(y) & (y) =

Bevor wir einen Zusammenhang zwischen einfach erzeugten Baumen erhalten, brauchen
wir weitere Definitionen (vgl. mit [20, Teil 2]):

Definition 2.3.2 Sei Cy die Klasse der Cayley-Baume, also der markierten ebenen Wur-
zelbdume. Aus Beispiel 2.1.8 ist die zugehorige exponentiell erzeugende C(z) durch

Cz)=>_n

n>0

n—1 2"
- (2.29)

gegeben. Dazu definieren wir eine weitere Klasse von einfach erzeugten Bdaume Cy, insbe-
sondere von unmarkierten ebenen Wurzelbdumen mit Gewichten ¢y = ik Die zugehorige

erzeugende Funktion ist dann C(z).

Definition 2.3.3 Sei C3 die Klasse der C-Baume, also von unmarkierten nichtebenen

1\ Ne(T)
Wurzelbiumen mit Gewichtsfunktion w(T) = e(T) ] <k'> (T € Cs), wobei e(T)
k>0 N
die Anzahl der FEinbettungen von T auf eine Ebene bezeichnet. Die zugehdrige erzeugende
Funktion ist dann auch C(z) (Beweis in [20, Lemma 1]).

Um eine alternative Darstellung fur die Funktion P(z) zu finden, brauchen wir eine
zusétzliche kombinatorische Struktur (siehe [20, Definition 2]):

Definition 2.3.4 Als kombinatorische Struktur der D-Wélder betrachten wir die Klasse
Mso(P) aller Multimengen von Pdlya-Bdumen, fir welche jede Komponente zumindest
verdoppelt ist. Daher kann man eine zugehorige Gewichtsfunktion wie folgt definieren:

[{o € Aut(F) : 0y = 0}

wiF) = AaE)]

F € Mssy(P), (2.30)

wobei Aut(F) die Automorphismengruppe von F und o; die Anzahl der Zyklen der Linge
i im Automorphismus o € Aut(F') bezeichnen.

Damit erhalten wir folgende erzeugende Funktion (vgl. mit [20, Theorem 2]):

Satz 2.3.5 Fir die erzeugende Punktion D(z) =Y d,z" = > w(F) gilt
n>0 FEMZQ(P)

D(z) = exp (Z P(ZZ)) . (2.31)
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Beweis: Wir konnen eine dhnliche Uberlegung wie in Bemerkung 2.2.3 anwenden. Be-
zeichne wieder Z(Sym,,, z1,xs, ..., x,),n € N den Zyklenzeiger der symmetrischen Grup-
pe Sym,. Da wir aus der Definition von M>9(P) keinen Zyklus der Lange eins haben,
gilt

n>0 i>2 L i>2 !

D(z) = Y Z(Sym,,0, P(=?),..., P(z")) = [] exp <P(z>> — exp (Z P(z)) |
0

Satz 2.3.6 Die erzeugende Funktion P(z) der Pdlya-Bdume besitzt folgende alternative

Darstellung:
P(z) =C(2D(z2)), (2.32)

wobei C'(z) bzw. D(z) die erzeugende Funktion der C-Bdume bzw. der D-Walder bezeich-
net.

Beweis: Vergleiche mit (2.26), wobei D(z) = z((z). O

45


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

“}auioljqig usipn NL e ud ul s|ge[rene si sisayl SIUl JO UOISIaA feulBblio pasoidde ay
“regBnpian 3ayiolgig Usip NL Jap ue 1si liaglewoldiq Jasalp uoisiaAfeulBuO aponipab ausiqoidde aiq

qny a8pajmoud| INoA

Saylolqie

46


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

Kapitel 3

Vergleiche von Parametern in
einfach erzeugten Baumen und
Pdélya-Baumen

Im Unterkapitel 1.3 haben wir gesehen, dass kombinatorische Klassen als zuféllige Struk-
turen betrachtet werden konnen, indem man sogenannte Parameter (siche Definitionen
1.3.1 und 1.3.2) definiert. Damit werden multivariate erzeugende Funktionen aufgebaut,
um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erhalten und Momente zu berechnen. Zweck
dieses Kapitel ist, Parameter fiir einfach erzeugte Baume und Polya-Baume zu betrach-
ten, und die entsprechenden Ergebnisse zu vergleichen. Im ersten Abschnitt werden wir
mit Parametern, die eine bestimmte Funktionalgleichung erfiillen (additive Parameter),
arbeiten. Dann werden wir im Teil 3.2 bestimmte Parameter der Struktur der Béume
analysieren. Im Abschnitt 3.3 werden wir Ergebnisse fiir weitere Parameter berechnen.

3.1 Additive Parameter

Additive Parameter sind Parameter, die eine bestimmte Funktionalgleichung erfiillen (De-
finition 3.1.1). Im Abschnitt 3.1.1 betrachten wir allgemeine Ergebnisse, die von Wagner
in [34] gezeigt wurden. In den Teilen 3.2 und 3.3 berechnen wir Ergebnisse fir die folgen-
den zwei additive Parameter: die Anzahl der Knoten vom Weggrad k (k € Ny) und die
interne Pfadléange.

3.1.1 Definition und allgemeine Ergebnisse

Definition 3.1.1 Sei T eine Struktur von Wurzelbdumen, und T € T ein Wurzelbaum
mit von der Wurzel hangenden Teilbaumen Ty, Ts, ..., T. Unter einem additiven Baum-
Parameter versteht man einen Parameter F : T — Ny, der folgende Gleichung erfillt:

F(T) =) F(T) + f(T) (3.1)

=1

Dabei wird f Maut-Funktion genannt.

Bemerkung 3.1.2 Bei T = {o} gilt offensichtlich F(T) = f(T).
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Prominente Beispiele fiir Parameter sind:

die Anzahl der Bldtter und allgemeiner der Knoten vom Weggrad k (wird im Ab-
schnitt 3.1.2 prasentiert, siche auch [8, Teil 3.2], [10] oder [17]);

die interne Pfadlinge (wird im Abschnitt 3.1.3 dargestellt, siehe auch Example
I11.15, I11.20 und Example VIIL.9 in [15] oder [35]);

die Anzahl der vollen Teilbdume von T (d.h. Teilbdume bestehend aus einem Knoten
und seinen Nachfolgern in T'; siehe [34]). Dabei ist die Maut-Funktion gegeben
durch:
1, falls|T| =k
(1) =

0, sonst

das Log-Produkt der Grofsen der Teilbdume von T (siehe [26] oder [34]) mit Maut-
Funktion f(T) = log|T.

Einfach erzeugte Baume

Wir rufen in Erinnerung, dass

S(z) = Z w(S)z|S| =20(5(2)),

Ses

und definieren die entsprechende bivariate erzeugende Funktion durch

S(zu) = 3 w(S)25 ). (3.2)
Ses
Daher gilt
2®(S(z,u) = 2> ¢;S(z,u)
Jj=0
SO | PR
720 51,52, S =1
= Z |5| uFS)- f(S)
Ses
und
S(z,1) = 20(S5(z,1)). (3.3)

Wir betrachten additive Parameter mit hinreichend kleiner Maut-Funktion (siehe [34,
Theorem 2.1]):

Satz 3.1.3 Sei F' ein additiver Parameter mit Maut-Funktion f, und S eine Familie von
einfach erzeugten Bdumen, fir die gilt

Ssea, OS] _ o
ZSGSnW(S) _O< )7 E(O,l) (34)
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Ist S, ein zufdlliger einfach erzeugter Baum aus S,, so haben wir

E(F(S,)) = pn + O(1), (3.5)

mit g = 1 > w(9)f(9)p'!, und

T ses

V(F(S,)) = o%n + O(1), (3.6)

. (7 1 2
mita? =i (1 e )4 L 5 () (S)RF(S) - (500 - 2 3 ()7 (5)l51
TO(T) ) T g% T ses
wobei T und p wie in Proposition 2.1.12 sind.

Gilt zusdtzlich o # 0, so folgt

=

N ~ N(0,1). (3.7)

Beweis: Wir leiten S(z,u) und z®(S(z,u)) nach u ab und setzen u = 1. Einerseits gilt:

Su(z,1) = Y w(S)F(S)2

Ses

Andererseits haben wir:

9 (2®(S(z,u))) lu=1 = 2®'(S(2,1))Su(z,1)

Ju
= ;L (Z CL,(S)ZISIuF(S)—f(S>> |zt

Ses

= Y w(S)(F(S) — f(9))!

SeS

— Z w(S)F(S)z|SI _ Z w(S)f(S)z‘Sl

SeS SeS

= Su(z,1) = Y- w(S)f(S)#"

Ses

Daher bekommen wir (mit H(z) := > w(S)£(S)2h
Ses
H{(z)

Sulz,1) = 1— 2®/(S(2, 1))

Jetzt leiten wir z®(S(z, 1)) nach z ab:

88,2 (29(5(2,1))) = ®(S(2,1)) + 29'(S(2,1))S.(2,1) = S(Z’ D + 29'(S(2,1))5.(z,1)

Wegen (2.4) und S(z,1) = S(z) gilt auch

0 d /
= (20(S(2, 1)) = - (20(S(2) = 5'(2),
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Nun haben wir

Insgesamt gilt

Wir erinnern uns (vgl. Korollar 2.17), dass

28'(z)  ns,
~ " N .
S(z) T

[2"]
Wegen (3.4) hat die Funktion H(z) einen groBeren Konvergenzkreis als S(z). Dann ist
H(z) bei z = p analytisch, und es folgt

[2"1Su(z,1) ~ 2 H(p), 1 00
T

und insgesamt gilt

Fir die Varianz muss man die zweite partielle Ableitung nach u Sy, (z,u) bestimmen,
und dann v = 1 setzen. Die Grenzverteilung folgt direkt aus Satz 1.3.24. U

Pélya-Baume

Wir wissen schon, dass

pPeP k>1

P(z)= > 2"l =zexp (Z P(Ijk)) .

Die entsprechende bivariate erzeugende Funktion lautet dann

P(zu) =Y AP (3.8)
pPeP

20
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Weiters gilt (vgl. mit [34, Teil 3.1]):

ko
sexp (Z P(zk,u )) =Y P PP, (3.9)

k>1 PeP

Ahnlich wie im vorigen Abschnitt betrachten wir einen additiven Parameter mit hinrei-
chend kleiner Maut-Funktion (vgl. mit [34, Theorem 3.1]).

Satz 3.1.4 Sei F' ein additiver Parameter mit Maut-Funktion f, fir die gilt
>rep, |F(P)|
Pn

wobei P,, die Klasse der Polya-Bdume mit n Knoten und p,, ithre Kardinalitdt bezeichnen.
Weiters sei P, € P, ein zufilliger Polya-Baum. Dann gilt:

— O, ce(0,1) (3.10)

E(F(P,)) = un + O(1) (3.11)
- 2|P|
(e e )
mit p = o und
1+ %:1 npy, =
V(F(P,)) = o*n+ O(1) (3.12)

wobei o > 0 (eine explizite aber komplizierte Formel kann berechnet werden, siehe [34,

Remark 4]).

Ist zusitzlich o* # 0, so folgt
F(P,) — E(F(F))

T L N ~ N(0,1) (3.13)

. N . . P(z*, u")
Beweis: Analog wie bei Satz 3.1.3 leiten wir P(z,u) und zexp Z — nach
k>1
ab, und setzen u = 1. Einerseits gilt

P,(z,1) =Y F(P)"
PeP

und andererseits

ai (z exp (Z P(zk,u))) lu=1 = P(z,1) (Pu(z, D+ P2, 1))

k>1 k>2

<Z zlPluF(P)—f(P)> et

PeP
(F(P)— f(P))"

||
M &l

e
h!

€

F(P)F =3 f(P)2IP

P PeP

W(2,1) = > (P!

pPcP

i
]

I
S


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

also (mit H(z) := Y f(P)zI")

PeP
H(z)+ P(z,1) kz: P,(2",1)

Fu(z 1) = 1- P(z,1)

Auflerdem gilt

z2P,(z,1) = P(z,1) (1 + 3 PR, 1))

k>1

k>2

= P(z,1) (1 + 2P (2, 1)+ > 2" P25, 1))
P(z,1) (

1+ P2, 1))

k>2

1—P(z,1)

1 2P.(z,1)

TI-PE)
P(z,1) (1 + > PR, 1))

k>2

und daher
H(z)+ P(:,1) 3 Pu(25, 1)

k>2

P,(z,1) = 2P,(2,1) =

P(z,1) (1 + > P2, 1))

k>2

H(z)+ P(2) Z Pu(zk, 1)

k>2

P(z) (1 + > sz’(zk))

= 2P'(2)

k>2

H(2)+ P(2) Y. Y F(P)MP

k>2 P

P(z) (1 + Z Z npn(z")k)

k>2n>1

= 2P'(2)

f(P)PI + P(2)F(P zkipl)
ZP,(Z)XP:(( ) (2)E(P) )

_ k>2

~ P(2) L+ npa Y (24)"

n>1 k>2

(f(P)z|P| + P(z)F(P)ZzlPl> |

_ZP/(Z>2P: 1 — 27l
- 2n
P(Z) 1+annlz_zn

n>1
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Wir interessieren uns fir P,(z, 1) wenn z — p. Aus Satz 2.2.5 (Beweis) und [27] wissen wir,

1/2 ~1/2
dass P(p) =1, und P(2) ~ 1 —d; (1 — Z) , was zP'(2) ~ — <1 — Z) impliziert.
p p

zP'(z) du L Z ~1/2 L
P(2) 2 p ’ P

Wegen (3.10) liegt H(z) in einem grofieren Konvergenzkreis als P(z), und ist daher bei
z = p analytisch. Daraus folgt

Nun gilt

|P| P
J ., 1/2Z<f(P)P +F(P)1_p|>
Pu(z,l)rv;(l—) L o P , 2P

P
14 ann
n>1 L—pr

Insgesamt haben wir dann (mit Transfersatz 1.2.16 und (2.27)):

B(F(P) = e
™ g (f(P)p|P| +E(P) 1 p—2|:|Pl> < dip™" )1
2/mnil? 1+ n%:l npn p_2 npn 2\/mn3/?
> (1o r e )
) 1+ T; nPag _znpn '
.

Die Formel fiir die Varianz wird dhnlich gezeigt, indem man die zweite Ableitung P,,(z, 1)
berechnet.

Die asymptotische Normalitat von %(F(P)")) folgt direkt aus Satz 1.3.24. U

JV(E(Pn)
3.1.2 Anzahl der Blatter und Knoten vom Grad k

In einem zufélligen Wurzelbaum T ist die Anzahl der Knoten vom Weggrad k € Nj ein
additiver Parameter mit Maut-Funktion

1, falls der Wurzelgrad von T gleich £ ist

J(r)y=4 °
0, sonst

(siche [34]). Insbesondere hat die Anzahl der Blatter (Knoten vom Weggrad 0) folgende

Maut-Funktion:

1, T'={o

1) - )
0, sonst.
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In diesem Abschnitt bezeichnen wir die Anzahl der Blatter mit X,, und die Anzahl der
Knoten vom Weggrad k € N mit X*).

Einfach erzeugte Baume

Definition 3.1.5 Die bivariate erzeugende Funktion fir die Anzahl der Knoten vom
Weggrad k in einfach erzeugten Bdume lautet

SE(z,u) =3 % sgf,)nz"um (3.14)

n>0m>0

mit s = > w(S), wobei X¥(S) die Anzahl der Knoten mit k Kinder in S

7 SeSn, XM (8)=m
bezeichnet. Wie 1iblich markiert z die Grifle, und u die Anzahl der Knoten vom Weggrad

0.

Wir haben (vgl. mit [8, Abschnitt 3.2.1] oder [15, II1.18])

Satz 3.1.6 Die bivariate erzeugende Funktion fir die Anzahl der Bldatter in einfach er-
zeugten Bdaumen erfillt folgende Funktionalgleichung

SO (z,u) = 20(S9 (2, 1)) + poz(u —1). (3.15)
Fir die bivariate erzeugende Funktion der Anzahl von Knoten vom hérerem Grad gilt
S® (2, u) = 20(SP (2,u)) + ¢pz(u — 1)S®) (2, u)". (3.16)
Die ¢y sind die Gewichte aus Definition 2.1.1.

Beweis: Symbolische Methode, indem man die Blédtter bzw. die Knoten mit £ Kinder
kennzeichnet und S durch die Struktur von S (z,u) bzw. S®)(z,u) ersetzt (siehe [15,
I11.18] fur die Catalan-Baume). O

Mithilfe dieser Funktionalgleichung sind fiir manche Baumklassen der Erwartungswert
und die Varianz relativ leicht zu berechnen:

Beispiel 3.1.7 Flir die ebenen Wurzelbdume gilt

z

0
S (zu) = 1 —5O(z,u)

+z(u—1) = ; <1+(u—1)z—\/1—2(u—|—1)z+(u—1)222>.

Ableiten nach u und u = 1 setzen liefert

1 1
SO(21) = =24

2 21 —4z

Daher gilt
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Wir leiten nochmals nach u ab, setzen uw = 1, und bekommen:
223 2n — 6
SO =" =23 (2n-5 n

und daher

"8k (2,1)

[ 2
VX, = ——+—=+4+EX, E(X,
(%) - [P s - 65
B 2(2n — 5) (2::36) N n n?
- 2n—2 9 4
%(n—l) 2 4
. n®=3n"+2n n nj
B 4n — 6 2 4
_on*—2n
- 8n—12
n
3

Beispiel 3.1.8 Flir die Bindrbiume erster Art haben wir:

1 =424
S(O)(z,u):z(1+5(0)(z,u)2)+z(u—1):1 S y

2z
Daraus folgt
2n
Séo)(z, 1) = o _ ( >22n+1
(1 —4z22)1/2 % n
und
223 2n — 2
SO 1) = —T =23 (2n—1 et

Wir bekommen (nur fir ungerades n):

n—1
E(X,) = ((n—l)/2) _nt 1 _n L o)

1 (o) 22

und
2(n —2)(,"%
V(X,) = — (< ) +E(X,) — (B(X,))
nTl(m—l)/?)
_n2—1+n+1 _n2+2n—1—1 0
4 2 4 -

Mithilfe von Satz 1.3.24 kénnen wir sogar allgemeine asymptotische Ausdriicke fur E(X,)
und V(X,,) bestimmen (vgl. mit [8, Theorem 3.13]):
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Satz 3.1.9 Sei X,, die Anzahl der Bldtter in einem zufilligen einfach erzeugten Baum
mit n Knoten. Fir den Mittelwert und die Varianz gilt dann

E(X,) = (;ZS_)TL—F O(1) (3.17)

und

N .
900 = (525~ s~ ) O 19
Allgemeiner gilt

E(X) = Z?T)n +0(1) (3.19)

und
V(XP) = (i’“(:) - i"&:)z _ q_)(l)) qfﬁf( ) >n+ o(1) (3.20)

wobei X% die Anzahl der Knoten vom Grad k € N in einem zufilligen einfach erzeugten
Baum mit n Knoten bezeichnet. Die ¢, sind die Gewichte aus Definition 2.1.1. 7 ist wie
in Proposition 2.1.12.

Beweis: Wir wenden Proposition 1.3.23 und Satz 1.3.24 an. Setze F(z,y,u) = 2®(y) +
¢oz(u — 1). Wir haben

F(0,y,u) =

F(z,0, )—Z@( )+ ¢poz(u—1) Z0

Z"YMF(2,y,1) = [2"yF]22(y) > 0.

Weiters ist y = S©(z,u) die eindeutige Lésung der Funktionalgleichung F(z,y,u) = ¥
und es gelten (wobei (29, y0) = (p, 7) und wegen Proposition 2.1.12)

S©0,u) = F(0,y,u) =0
F(p,7,1) = p®(7) =
Fy(p,7, Dp®'(r) = 1
Fa(p,,1) = B(r) £0
Fyy(p,7,1) = p@”(7) # 0.

Wir erhalten dann (mit F,(p, T, ) = ¢op, Froylp,7,1) = (1), Fou(p,7,1) = ¢ und
Fzz(ﬂ;Ta ]-) :Fyu(pﬂ—?l) F ( ) )

_ 9250/’ n _ ®o n
E<X”)_p<1>(7) + O(1) () + O(1)
und
% Pop 1 e 2_ 1 2¢%p
Vi (@m (@(ﬂ p<I>”(T)<I>(T)( <1><r>) <1‘><T><I><T>)”

N R A
‘(@m Ta(r) T Pe(n)e(r) <1><T>2>
:< 2 G )n

o) Pe(n@(n) o2 "

26
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(3.19) und (3.20) werden analog berechnet mit F(z,y,u) = 2®(y) + ¢pz(u — 1)y*. d

E(X)

Bemerkung 3.1.10 Seim, ) = die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufdlliger Kno-

ten in einem zufdlligen einfach erze%gten Baum der Gréfie n den Weggrad k hat. Dann
sieht man leicht, dass

byt
()
(siehe [8, Teil 3.2.1]). Die mi, k > 0 bilden genau die Wahrscheinlichkeitsverteilung des
Galton-Watson Verzweigungsprozesses (vgl. mit Satz 2.1.6, insbesondere (2.10)).

(3.21)

Tpg — Tk =

Beispiel 3.1.11 Fir die ebenen Wurzelbaume haben wir ¢pg = 1, 7 = %, O(1) = =

2
2 und ®"(1) = = 16. (3.17) liefert uns also auch den exakten Mittelwert. Laut

ST
(3.18) haben wir

und

LV 1IN (k—1)2 122
s~ (-4 0" 4520
VxS (22 1\2 2-16 \2 "
Beispiel 3.1.12 Wegen Satz 3.1.6 hat die bivariate erzeugende Funktion fiir die Anzahl
der Bldtter in Cayley-Bdumen folgende Darstellung:
SO (z,u) = 257 4 z(u—1).

Fiir den entsprechenden Mittelwert und die Varianz gelten daher (mit ¢o =1, 7 =1 und
O(1) = d"(1) = €')

E(X,) ~e'n
und 11 1 2
e_
V)~ ()=

und
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Beispiel 3.1.13 Wir betrachten Bindrbiume erster Art. Da ¢ =1, 7 =1 und (1) =
O (1) = 2, haben wir

und
1 1 1

V)~ (557 53)7=0

Der hier ermittelte Wert fir die Varianz ist sogar exakt (vgl. Beispiel 3.1.8).

Fiir die Anzahl der Knoten vom Weggrad 2 (interne Knoten) haben wir (mit ¢o = 1)

und

Wegen ¢y, = 0 fiir jedes k € No\{0,2} gilt E(X®) = V(X®) = 0 fiir diese k.

Ergebnisse fir Bindrbdume zweiter Art und Motzkin-Baume werden dhnlich berechnet
(siche Tabelle am Ende des Abschnitts). Nun kénnen wir unsere Grenzverteilung bestim-
men (vgl. mit [8, Theorem 3.13])

Proposition 3.1.14 FEs gelten
X, —E(X,)

4 N~ N(0,1)
V(Xy)

und ®) *
X\ —E(X
L ( L )—>d NNN(O,l)

V(X))
fir alle oben betrachteten Klassen von einfach erzeugte Baume mit Knoten vom geeigne-
ten Weggrad, bis auf Bindrbiume erster Art.

Beweis: Das Ergebnis folgt direkt aus Satz 3.1.3. Fir Bindarbaume gilt aber V(X,,)
V(X)) = 0 (andere Falle laut Beispiel 3.1.13 irrelevant), was die Bedingung o2 #
verletzt.

0o |l

Pélya-Baume

Fir Polya-Bédume sind solche Resultate viel komplizierter zu bestimmen. In diesem Ab-
schnitt wiederholen wir die Ergebnisse von Robinson und Schwenk in [31] und von Drmota
und Gittenberger in [10] und Gittenberger in [17]. Bezeichne p{f), die Anzahl Pélya-Béume
mit n Knoten, wobei m davon vom Weggrad k sind. Die zugehorige bivariate erzeugende

Funktion lautet dann
POz u) =3} pgfznz”um. (3.22)
n>0m>0
Um den Mittelwert und die Varianz fur die Anzahl der Knoten vom Grad k& in einem

Pélya-Baum von n Knoten zu bestimmen betrachtet man weitere Klassen von Baumen
(siehe [10, Teil 2.1], [17, Abschnitt 2.2] oder [31, Teil 3]):

o8
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Definition 3.1.15 Sei P die kombinatorische Struktur der gepflanzten Baumen (d.h.
Wurzelbdume, deren Wurzeln ausnahmensweise einen Vorgdinger besitzt, der aber nicht
zur Grof$e beitragt). Wir definieren die entsprechende bivariate erzeugende Funktion wie

folgt:
P90 = 3 0, (3.23)
n>0m>0

Satz 3.1.16 Ist Z(Symy, x1,xs, ...,k der Zyklenzeiger der symmetrischen Gruppe Sym,,
(vgl. mit Bemerkung 2.2.3), so besitzen Py(z,u) und px(z,u) folgende alternative Darstel-
lungen:

i>1

(k) (i i
prz,u - _
p(k)(z7u) = Z€Xp (2 :(2)) +Z(U_ 1)Z(Symk71,p(k)(z,u),p(k)(ZQ,u2),...,p(k)(zk 1>uk 1))?

(k) (i i
P (z,u) = zexp (Z p(zu)) + 2(u — 1) Z(Symy, p* (z,u), p(2*, u?), ... pP (25, u

i>1 v

Es ist leicht zu erkennen, dass (mit P®(z,1) = P(2) und p(z) := p®(z,1)) gilt p(z) =
P(2) (vgl. mit [31, Formel (4)]).

Beweis: Siehe [31, Teil 3]. O
Nun kénnen wir den Mittelwert von X (¥) bestimmen.

Satz 3.1.17 Sei X\®) die Anzahl der Knoten vom Weggrad k € N in einem zufilligen
Pélya-Baum. Dann ist der Erwartungswert von X% durch

E(X®) ~ pugn (3.24)

n

gegeben, wobei
2 4 _
=7 (qu(f’(pﬂ 1) + pZ(Symy,_y; P(p), P(p). ... P(p* 1))> (325)
1 \i>2

und p die dominante Singularitit von P(z) ist. dy ist wie im Satz 2.2.5.

Beweis: Wir leiten p*)(z,u) nach u ab. Mithilfe von Satz 3.1.16 bekommen wir

(k) (i i
pz,u idy, i
PP (z,u) = ZeXp(Z(Z. ))Zpg’“)(z,u)u !
i>1 i>1

+ 2Z(Symy,_y, p® (2, u), p® (22, u?), ..., p® (ZF ub )
+ z(u — 1)(Z(Symy_y, p® (2, u), p® (22, u?), ..., pP (ZFH uF )

Setze nun u = 1. Wegen p*)(z,1) = P(z) bekommen wir

Pl = zeo (Z P()) S PO, 1) + 22(Symy_y, P(2), P(2), ..., P(=5)

i>1 ¢ i>1

= P(z) z:pq(tk)(zi7 1)+ 2Z(Sym,,_,, P(2), P(22)7 o P(zk_l)),

1>1

29
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Analog haben wir

P®(z,1) (2) Y P (2, 1) + 2Z(Symy, P(2), P(2%), ..., P(z")).

1>1

Sei p die dominante Singularitit von P(z)(= p®(z,1)). In der Néhe von p gilt
Z(Symyi P(:)...., P() ~ P(2)Z(Symy_y P(2), ..., P("1))

(vgl. [31, Formel (30)]). Wegen P(p) =1 (vgl. Beweis von Satz 2.2.5 und [27]) gilt sogar
Z(Symy; P(p), ..., P(p*)) ~ Z(Symy,_1; P(p), ..., P(p*~")) und daher

PH (p,1) ~pF(p, 1).

Es gentigt also, einen asymptotischen Ausdruck von p&k)(z, 1) fir z — p zu berechnen.
Wir kénnen p(¥)(z,1) wie folgt umschreiben:

pq(/,k)(z,l) = 1—1P( ( gpk) 2 1 +ZZ(Symk17P(z)7P(22)7'"vP(zk_l))) :

Aus Satz 2.2.5 und wegen P(p) = 1 haben wir
P (z,1) ~ —>1/2 (Zp( (0’ 1) + pZ(Symy,_ 1,P(p),P(pQ),--.,P(p’“‘l))) e

und insgesamt gilt (mithilfe der Sétze 1.2.16 und 2.2.6)

RO 1)

E(XW®) =
) Pn
[="p (2, 1)
Pn
s (S TP (0, 1) + pZ(Symy_y, Pp), P(p?), ..., P(p")))
- IV
2ﬁn3/2

- (ZT (p',1) + pZ(Symy, _ 1,P(p),P(pQ),---,P(p’“1)))%

g

Mithilfe eines Ergebnisses von Schwenk (siche [32, Corollary 4.1]) konnen wir den Mit-
telwert E(X(®) fiir groBe k wie folgt alternativ darstellen.

Korollar 3.1.18 Der Erwartungswert E(X*)) besitzt fiir grofe k folgenden asymptoti-

schen Ausdruck:
E(X™) ~ KpFn (3.26)
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20
wobeir K = ¥ ~ 6.380045 und insbesondere
1

P(p 1
C = exp (Z (E}f) - 1) Z) ~ 7.7581604.

i>1

p ist die dominante Singularitit von P(z) und dy ist wie im Satz 2.2.5.

Beweis: Folgt aus Theorem 3.1 in [32] und aus der Tatsache, dass Y ;=0 p®)(p%, 1) mit-
hilfe grober Abschétzung schneller als p* fillt. Fiir einen vollstindigen Beweis siehe [32,

Corollary 4.1]

g

Nun formulieren wir unser Ergebnis fir die Grenzverteilung (vgl. mit [17, Theorem 1]

und [10, Theorem 2.1] fiir vektorwertiges k):

Satz 3.1.19 Sei X\¥) die Anzahl der Knoten vom Weggrad k in einem zufdlligen Pélya-

Baum. Definiere F(z,y,u) durch

T(le)(zz'7 uz)

F(z,y,u) = ze? exp (Z ) +2(u—1)Z(Symy,_;,y, T® (22, u?), ..., T® (F1 yh=1)),
i

i>2

Setze weiters

F,
fl = _7(p7 17 1)7

E,
1 (F,F, > 1 (F?F., 2F,F,.
f2 = ( - Fzy) - -
E,F. \ F, F,\ F2 F,

Dann folgt (mit n — oo und k fest)

und

mit

Insbesondere gilt

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

fir hinreichend grofles k (vgl. mit [17, Theorem 1]). p ist die dominante Singularitit von

P(z), dy ist wie im Satz 2.2.5 und

VA
i>1 P

C =exp (Zl (P(M — 1)) ~ 7.7581604.

Wir wiederholen die Idee von Drmota und Gittenberger in [10] (beachte nur, dass k € N).
Dazu brauchen wir zusétzliche Eigenschaften. Die erste Beobachtung lautet (vgl. mit [10,

Lemma 3.2]):
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Lemma 3.1.20 Seik € N. Dann gibt es eine Konstanten > 0 und Funktionen b;(z,u), ¢;(z,u),i =
1,2 und f(u) fir die gilt:

o bi(z,u),ci(z,u),i = 1,2 und f(u) sind analytisch fir |u—1| < n und |z — f(u)] < n;
e b(p,1) =1 und c(p,1) = dy, wobei dy wie im Satz 2.2.5 ist;

o fiir (z,u) € G, |u—1| < n und |z — f(u)| < n besitzten p*) (z,u) und P¥ (z,u)
folgende Darstellungen

L\ 12
P8 (z,u) = by(z,u) — (2, ) <1 — f(u)) (3.31)

und 12
PO (z,u) = by(z,u) — oz, u) (1 — ffu)) (3.32)

wobei G i= { (z,u) € €2 Jul < 14 1, |21 < p+ L ang(z = f(u)) #0}.

Beweis: Siehe [10, Lemma 3.2] O
Fir Funktionen, die nichtnegative Koeffizienten haben und eine Darstellung der Form
(3.31) oder (3.32) erfiillen, gilt folgende Proposition (vgl. mit [10, Proposition 4.1]):

Proposition 3.1.21 Sein > 0. Sei weiters y(z,u) = 3, >0 Ymm2"u™ eine analytische
Funktion mit nichtnegativen Koeffizienten y,,n, die fir (z,u) € G, |u — 1] < n und
|z — p| < n die Darstellung

1/2
2
y(z,u) =b(z,u) —c(z,u) {1 — )
() =) el (1= 57
hat, wobei b(z,u), c(z,u) und f(u) analytisch fir lu — 1| < n und |z — p| < n sind. p >0
bezeichne der Konvergenzradius von y(z,1) und G sei wie im Lemma 3.1.20. Dann besitzt
Yn(u) := [2"|y(2,u) = X0 Ymat™ folgende asymptotische Darstellung:

U v o (1007

Yn(u) =

gleichmapig fir |u — 1| < n.
Wir betrachten nichtnegative Zahlen y,, ,,, sodass

Zym7n<oo ,Vn > 0.

m>0
Wir interessieren uns fiir die Grenzverteilung einer Zufallsvariable X, mit der Wahr-
scheinlichkeit

ymn
P(X, =m)="-.
(X, = m) =

Dafiir formulieren wir eine Proposition, die von Bender und Richmond in [3] gezeigt wurde
(Theorem 1).
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Proposition 3.1.22 Seien y,,,, > 0 und Funktionen H(u), f(u) definiert fir u = e,
|t| < e fiir ein e > 0 und t € R, sodass H(1) # 0, H(u) gleichmdfig stetig, f(1) = p >0
und f(e) dreimal stetig differenzierbar, mit

= Z Ympnt"™ ~ anH(uw) f(u)™"

m>0

gleichmdfSig fiir |t| < €. Die a,, bilden eine Folge positiver Zahlen. Definiere weiters p und
o durch

9, : 02
_ 71 it 2 — 1 it .
p=imlog fle )t:0 und 0% = ——;log f(e )tZO%O
Dann gilt
X —
"\/Ff“ L N ~ N(0,02). (3.33)
Beweis: Siehe [3, Theorem 1]. O

Nun konnen wir den Satz 3.1.19 beweisen.

Beweis (Satz 3.1.19): Ersetze uy = 1 in Proposition 1.3.23 durch ein u aus einer hin-
reichend kleinen Umgebung von 1. Dann sind y = y(f(u),u),z = f(u) die Losungen der
Gleichungen

y - F<Z7 y’ u)7
1=F,(z,y,u).

Wir kénnen g und o2 aus Proposition 3.1.22 wie folgt umschreiben:

d it _ -fu(eit)- it . Ju(1)
u—zglogf(e )tzo—zf(eit) ie tzo__f(l)
und
s 07 in| 0 fule™) .l fuD)? = L (D) fu(D)
7S e ) T e pen LT e I

Daraus folgt

—F,
Da F, =1 ist folgt F.f, + F, =0, was f, = N impliziert und daher gilt

z

— F(Zan(f(1)71)71) _ Fu(Zo,yO,l)
fluo)Fa(20,y(f(1),1),1)  2F.(20,90,1)

Nochmaliges implizites Ableiten liefert uns

1 (Fquz . >2 1 (FgF 2F,F,,
—F,,

F,F, F, F, F? F, * )

fuu:

Nun konnen wir die Varianz bestimmen. Sei bemerkt, dass ¢ und o2 an der Stelle (p, 1,1)
genau dieselbe Form wie y, bzw. o7 in (3.29) besitzen, wobei p die dominante Singularitét
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von P(z) ist.

Wir betrachten wieder die Funktionen P®)(z u) und p®(z,u). Wegen Lemma 3.1.20
und der Tatsache dass die Koeffizienten pﬁf?n und ﬁ%’“}n nichtnegativ sind kann man das
Lemma 3.1.21 anwenden. Daher sind die Voraussetzungen der Proposition 3.1.22 erfiillt,
und wegen remark 3 in [10] hat X*) genau den Mittelwert E(X¥)) = un + O(1) und die
Varianz V(X (®) = o2n + O(1). Aus Proposition 3.1.22 erhalten wir daher die asymptoti-
sche Normalitét. Fur groes k wurde das py, in (3.30) in Korollar schon bewiesen. Fiir die
Varianz sollen wir die partiellen Ableitungen F., F,, F,, F.., F.,, F.,,, ), und F,, an der
Stelle (p, 1,1) noch berechnen, und diese mithilfe von Rechenregeln fiir den Zyklenzeiger
(siche [32]) vereinfachen. Einsetzen in (3.29) liefert uns (3.30). Fir einen vollstandigen
Beweis siehe [10, Teil 4]

U

Unter den Voraussetzungen des Satzes 3.1.19 ist k£ fest. Nun betrachten wir den Fall,
dass k von n abhangt (siehe [17, Theorem 2]).

Bemerkung 3.1.23 Sei X die Anzahl der Knoten vom Weggrad k in einem zufélligen
Pélya-Baum der Grofse n. Betrachte nun den Fall k = k(n), d.h. k ist eine Folge, die von

n abhdngt. Dann haben wir:

o wenn lim,,_ E(X(k)) = 00, dann ist X,(lk) immer noch asymptotisch normalverteilt mit

n

dem gleichen Mittelwert und der Varianz wie im Satz 3.1.19.

o wenn es eine Teilfolge n; von n gibt, sodass lim;_, E(ng(ni))) =\ >0, dann hat X,(L'f("i))
eine Poisson-Grenzverteilung, d.h fir jedes x > 0 gilt

lim IP’(X(k("i)) =zx)=

h n;
i—00 g

)\I
e N
z!

o wenn lim, o E(X¥) =0, dann ist X*) degeneriert, d. h. lim,,_,., P(X¥) = 0) = 1.

Diese Aussagen wurden in [17, Teil 3] bewiesen.

Wir vergleichen unsere Ergebnisse. Insgesamt haben wir:

Baume E(XR) V(X)) Grenzverteilung
Einfach erzeugt ‘é’“(:l;n <‘§>’°(;§ — ﬁ}(j: — (kq)?:)ﬁ,,i;_2> n N(0,1)
Cotalon (%>k% (G)kﬂ B (%)2“2 B (kg;)2 @)21@2) | NO.1)
Cayley ek;,l <elk, - ﬁ - (’Z_k,lf) n N(0,1)
Binér 1 s fir k=0,2 0 (exaktes Wert)
Binir2 | (2)n (D1-0) - @) n N(0,1)
Motzkin sn fir k=0,1,2 Enfir k=0,2; 2n fir k=1 N(0,1)
Poélya Kpkn (fiir grofles k) | KpFn (fiir groBles k) N(0,1)

mit p ~ 0.3383219 und K =~ 6.380045.
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Als ein weiteres Beispiel fiur einen additiven Parameter betrachten wir nun die interne
Pfadlange:

3.1.3 Die interne Pfadliange

Definition 3.1.24 Sei T ein Wurzelbaum der Grosse n und beschreiben T, T5, ..., Ty die
von der Wurzel von T' hingenden Teilbdume. Dann ist die interne Pfadlinge des Baumes
wie folgt definiert (siehe [35, Formel (3)]):

F(T) = S (F(T) + |T) = Y F(T) +]7| - 1. (3.34)

i=1 =1

F ist dann ein additiver Parameter mit Maut-Funktion f(T) = |T| — 1.

Aus [15, Seite 184] konnen wir eine allgemeine Darstellung fiir die entsprechende bivariate
erzeugende Funktion bestimmen:

Satz 3.1.25 Sei T eine Klasse von Wurzelbdumen mit T = ¢(T). Weiters sei 1 ein Ope-
rator, sodass T(z) = (T (2)), wobei T(z) die erzeugende Funktion von T bezeichnet. Ist
T(z,u) die ensprechende bivariate erzeugende Funktion von T fir die interne Pfadldinge,
so gilt

T(z,u) = (T (zu,u)). (3.35)

Beweis: Mithilfe von (3.34) kénnen wir den Parameter F'(T") wie folgt umschreiben:
F(T) = F(T) + T,

k
wobei F(T) = > F(T;)—1. Ist Tr(z,u) die entsprechende bivariate erzeugende Funktion,

i=1
Te(z,u) = > 2T = 3 (zu)'T‘uF(T) = T (zu, u).
TeT TeT

Die induktive Definition (3.34) von F(T') und einsetzen in 7 = ¢(7) liefern uns (3.35).
U

so gilt

Einfach erzeugte Baume

Zuerst definieren wir folgende bivariate erzeugende Funktion (vgl. mit [15, I11.20]):

Satz 3.1.26 Die bivariate erzeugende Funktion S(z,u) fir die interne Pfadlinge in ein-
fach erzeugten Bdumen erfillt folgende Funktionalgleichung

S(z,u) = z®(S(zu, u)). (3.36)
Beweis: (3.35) mit ¥(S(z,u)) = 2®(S(z, u)). O
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Beispiel 3.1.27 Fiir ebene Wurzelbaume haben wir

z

Sz u) = 1—S(zu,u)

Ableiten nach u und u =1 setzen liefert:

_225'(2) + 28u(2,1)

SN (B
_ 225'(2)
D A ) g

z

z
2(1 —4z) 2y1—14z
1 2 — 2
= 22%_32’” — 5 Z < " )Zn

n>0 so\n—1

Der exakte Erwartungswert der interne Pfadlinge ist dann durch
[2"]5u(z,1)

[27]5(2,1)

22n73 _ (2n72)

L)
C[(n— 1)z
_n< (2n — 2)] _1>

gegeben. Wir kénnen das Ergebnis mithilfe der Stirlingschen Formel (n! ~ +/2mn (g)n)
vereinfachen, und erhalten

E(F(Sn)) =

m(n — 1)n2%n=3

E(F(S,)) ~ 52 -n
Tnn22n—3
~ 92n—2 -n
3/2

Manche Ergebnisse sind aber viel schwieriger zu erhalten. Dafiir benotigen wir folgenden
Satz (vgl. mit [15, Proposition VIL.3]):

Satz 3.1.28 Der Mittelwert und die Varianz der internen Pfadlinge in einem zufdlligen
einfach erzeugten Baum S, mit n Knoten besitzen folgende asymptotische Darstellung

nd/?
E(F(S,)) = dl\/Q_T(l +0(n'?) (3.37)
und 10 — 3m)din?
V(F(S,)) = (_12:2)1”(1 +O(n"1?)) (3.38)
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wobei T bzw. dy wie in Proposition 2.1.12 bzw. im Satz 2.1.14 sind.

Beweis: Wir leiten S(z,u) nach u ab, und setzen u = 1. Wir erhalten:

Su(z,1) = 2®'(S(2,1))(25.(2,1) + Su(z,1))
2®'(S(2,1))25.(z,1)

1 —29'(S(z,1))

_ 2®'(5(2))25"(2)

1—29'(S(2)) °

& Su(z,1) =

Wzgzn 5'(z) = B(S(2))+2'(5(2))5(2) = ZE4+29/(5(2)) (=) gilt 2'(S(2)) = 1— 3%

Su( 1) = (25'(2) sw»f&ij)
B 225/(2)2 B , B

1/2
Wir wissen schon (vgl. mit Satz 2.1.14), dass S(z) = 7—d, (1 - %) +0 (1 — 3). Daher

p
haben wir 25'(z) ~ —4 (1 - §>_1/2 und (25'(2))? ~ d; (1 — i)_l. Es folgt:

o -1 —-1/2
su(z,n:j;(—;) +o(<1_;> )

Wir bekommen dann mithilfe der Sdtze 1.2.16 und 1.2.25 (mit I'(1) = 1)

["15u(z,1) = Ciffrfl_; (1+0(n'* 1) = dtf;n (1+0 (n7)).

Nun koénnen wir den Mittelwert bestimmen:
[2"]Su(z, 1)
[2"]S(2,1)

d2p—n _
(o (n)

s (1+0(n )

3/2
_ dl\/;_n (1 n O(n—1/2)) '

E(F(Sn)) =

Die Varianz wird analog berechnet, indem man die zweite Ableitung S,,(z,1) berechnet
und dann (1.45) anwendet. O

Wegen der Konstruktion von F'(S,) ist die Grenzverteilung offensichtlich.

Proposition 3.1.29 Fir die interne Pfadlinge F(S,) eines einfach erzeugten Baumes
mit n Knoten gilt folgende schwache Konvergenz

F(‘Sn) B E(F(Sn))
V(E(5n))

L N~ N(0,1).
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Beweis: Die Maut-Funktion f(S,) = |S,| — 1 erfiillt klarerweise die Bedingung (3.4).
Weiters ist wegen 10 — 37 > 0 und dy, 7 # 0 die Varianz immer positiv. (3.7) liefert uns
das gewiinschte Ergebnis. O

Beispiel 3.1.30 Wir bestimmen asymptotischen Mittelwert und Varianz der internen
Pfadlinge in einem zufdilligen ebenen Wurzelbaum und vergleichen das Ergebnis von
E(F(S,)) mit der exakten Formel. Wir haben 7 = di = L (vgl. Beispiel 2.1.19). Mit-
hilfe von (3.37) erhalten wir

7.‘.n?;/Q
E(F(S,)) = \/_2 (1+0(n 7).

Fiir die Varianz gilt

V(F(S,)) (10—1;’m>n3 (1+0(n 7)),

Die Ergebnisse fiir die weiteren spezifischen einfach erzeugten Baume werden genauso
berechnet (siche die Tabelle am Ende des Abschnitts).

Pélya-Baume

Das Verfahren, um Ergebnisse fiir Pélya-Baume zu ermitteln, ist dasselbe wie bei einfach
erzeugten Baumen. Der folgende Abschnitt ist von [35] motiviert. Wie tiblich definieren
wir eine bivariate erzeugende Funktion (vgl. mit [35, Teil 2]).

Satz 3.1.31 Die bivariate erzeugende Funktion S(z,u) fir die interne Pfadlinge in
Pdélya-Baume erfillt folgende Funktionalgleichung

P(z,u) = zexp (Z }W) : (3.39)

i>1 t
. . P(z,u')
Beweis: (3.35) mit ¢¥(P(z,u)) = zexp | Y — | O
i>1
Dann haben wir (vgl. mit [35, Abschnitt 3] mit r =1 und s = 0):

Satz 3.1.32 Der Erwartungswert und die Varianz der interne Pfadlinge bei einem zu-
falligen Pdlya-Baum P, mit n Knoten erfiillen

Tn3/2
BF(R) = YT (14 O 1), (3.40)
und 10— 301
v = B 1 o), (3.41)

wobei d; wie im Satz 2.2.5 ist.
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Beweis: Wir zeigen nur (3.40). Wir leiten P(z,u) nach u ab, und setzen v = 1. Wir
bekommen

P,(2,1) = zexp (; 1P(zi, 1)) 2 (ziPz(zi, 1) + P,(2", 1))
= P(z,1) ; (#'P.(2,1) + Pu(2',1))

= P'(2) > (#P'(2) + Pu(', 1))

i>1

Daher haben wir

(1= P(2))P.(2,1) = P(2) (zP’(z) +>° (ziP’(zi) + P,(#', 1)))

1>2

P(z)

= PU<Z, 1) = 1_7% (ZP/(Z) + ;2 (ZiP/<Zi) + Pu<zi’ 1))) .

Die Summe ist klarerweise in einem Konvergenzkreis mit Radius p > p analytisch. Aus

p

Pe)  1-di(1-3)" Y _z)‘”
1- P(z) d1( 2)1/2 = 1 + O(1),

15(;22)’213/(2) ~ (cz11 (1 - Z) a (9(1)) ;dl (1 _ ;)‘m
1
2

I\ 172 1 N\ 12
Satz 2.2.5 haben wir P(z) ~1—d, (1 - ) , 2P'(z) ~ §d1 (1 — ) , also
p

und daher

Wir erhalten

Pu(z,1) = ; (1 - Z>_1 ) ((1 _ Z)‘W) .

Fiir die Koeffizienten von P,(z,1) bekommen wir dann (analog wie im Satz 3.1.28):

[2"]Pu(z,1) = ;nopn(l +0O(n~ %) = ;p"(l +O(n~Y2))
Daraus folgt
_ (2" Pu(2,1)
D) = GG

3 "(1+0(n™'?)
22 (1+ O(n )

= @”3/2(1 +0(n712)).
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Proposition 3.1.33 Die interne Pfadlinge F(P,) eines zufdlligen Pdlya-Baumes der
Grofe n erfillt folgenden Grenzwertsatz:

F(P,) —E(F(F,))

4 N ~ N(0,1)
V(F(P))

Beweis: Analog wie in Proposition 3.1.29. O

Wir vergleichen unsere Erbegnisse:

Béume E(F(T,)) V(F(T}))
Einfach erzeugt ~ @ mit d; = \/ i‘fjg ; ~ %
Catalan ~ \/E;z?’/? -~ W
Cayley ~ \/En3/? ~ M
Binir 1 ~ JEn? . Qozgmp’
Binar 2 ~ /T3 ~ M
Motzkin ~ ?anP’/Q ~ M
Pélya ~ Y mit dy = \/2epC'(p) & 2.6811266 | ~ U0

Wir werden im Abschnitt 3.3.3 die interne Pfadlinge wieder anwenden, um Resultate
fiir den Wiener-Index zu berechnen.

3.2 Die Form von einfach erzeugten Baumen und
Poélya-Baumen

Nun kiimmern wir uns um Parameter, die der Form eines zuféalligen ebenen Wurzelbaumes
entsprechen. Die folgenden Begriffe wurden zum ersten Mal von Aldous in [1] und [2]
definiert und danach von Flajolet und Odlyzko in [14], Drmota und Gittenberger in [9]
und [11] und Drmota in [8, Kapitel 4] analysiert. Zuerst definieren wir:

Definition 3.2.1 Die Hohe H(v) eines Knotens v in einem ebenen Wurzelbaum ist der
Abstand zwischen der Wurzel und v. Allgemeiner ist die Hohe H(T') eines zufilligen
Wurzelbaumes T der mazimale Abstand von der Wurzel zu einem Blatt. Besitzt der Baum
T genau n Knoten, so bezeichnen wir die entsprechende Hohe durch H,. Die Hohe ist
eine Zufallsvariable.

Wir kénnen die Hohe alternativ beschreiben. Dafiir brauchen wir zusatzliche Begriffe:

Definition 3.2.2 Sei T' ein ebener Wurzelbaum mit Wurzel r. Die Tiefensuche (engl.
depth-first-search) kann als ein Pfad (v(i),1 < i < 2n — 1) dber die Knoten von T
folgender Bauart definiert werden:
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Beginne mit v(1) = r.

Sei v(i) der aktuelle Knoten. Untersuche die am weitesten links liegende Kante e, die zu
v(1) inzident ist und von r wegfihrt, welche noch nicht untersuchte ausgehende Knoten
hat, und setze daher (v(i),v(i+ 1)) :=e.

Wenn dies nicht mdaglich ist, setze v(i + 1) als Elternknoten von v(i).

Wiederhole die zwei vorigen Schritte, bis alle Knoten des Baumes besucht wurden.

Die Tiefensuche induziert einen Parameter X, (t) := H(v(t)). Wir kénnen diesen mit
Vn skalieren. Wir erhalten folgenden weiteren Parameter (vgl. mit [2, Formel (11)]):

Co(t) = ——X,(2n8), 0<t<1. (3.42)

n

Die zugehdrige Folge (Cy,(t))o<i<1 bildet klarerweise einen stochastischen Prozess und wird
Contour-Prozess genannt.

ﬁ 30
./ \ 100

0,0

Abbildung 3.1: Die Tiefensuche und der entsprechende Contour-Prozess eines Wurzel-
baumes; Die y-Achse bezeichnet die Hohe der Knoten. Auf der Nullten Ebene wird ein
zusétzlichen Knoten gezeichnet, der nicht gezahlt wird.

Bemerkung 3.2.3 Firt =0 odert = 2n setzen wir X, (t) = 0. Man sieht ohne Schwie-
rigkeiten, dass Cp(t) =0 firt =0 odert = 1.

Man sieht leicht, dass die Hohe eines zufélligen Wurzelbaumes erfiillt

1
H, = Juax X,(t) & ﬁHn = fnax Chl(t). (3.43)
Diese Darstellung wird eine wesentliche Rolle spielen im Beweis von bestimmten Konver-

genzsiatzen im Abschnitt 3.2.2.

Definition 3.2.4 Unter dem Profil eines zufdlligen ebenen Wurzelbaumes T versteht
man eine Folge (Lp(t))i>0 wobei Lr(t) die Anzahl der Knoten der Héhe t bezeichnet.
Gilt |T| = n, so schreiben wir (L, (t))i>0. Das Profil ist per Definition ein stochastischer
Prozess in diskreter Zeit mit der Hohe als Parameterraum. Damit konnen wir die Breite
(engl. width) wie folgt definieren:

W, :=sup L, (t) = max L,(t). (3.44)

t>0
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Interessant ist fiir L, (¢) der Fall ¢t ¢ Ny (vgl. mit [11, Formel (8)]):

Bemerkung 3.2.5 Fulls t keine nichtnegative Ganzzahl ist, dann wird L,(t) iterativ
durch
Ln(t) = ([t] = ) La([£]) + (£ = [£]) Ln([2])
berechnet.
Wir kénnen L, (¢) mit /n skalieren (siehe [8, Theorem 4.10] oder [11, Theorem 3]). Daher

erhalten wir mit

I,(t) = —=L,(ty/n), t>0 (3.45)

=3

einen weiteren stochastischen Prozess (1,,(t));>0, der fir einfach erzeugte und Polya Bdume

interessante Ergebnisse liefert.

3.2.1 Das Profil

Q

20

10

Abbildung 3.2: Das Profil eines Wurzelbaumes 7'; Die x-Achse bezeichnet die Hohe &
der Knoten, und die y-Achse bezeichnet Ly (k). Auf der Nullten Ebene wird ein Knoten
gezeichnet, der aber nicht gezéhlt wird.

Einfach erzeugte Baume

In [25] haben Meir und Moon Ausdriicke fiir den Mittelwert und das zweite faktorielle
Moment (und daher fiir die Varianz) von L, (k) berechnet. Spater hat Aldous (siehe [2])
einen Grenzwertsatz fiir den Prozess (1,,(t));>0 ausformuliert, der spater von Drmota und
Gittenberger in [9] bewiesen wurde.

Wir erinnern uns, dass die Nachkommenverteilung £ eines Galton-Watson Prozesses durch
Ty,
®(7)

gegeben ist, und diese ist kritisch, falls E(§) = 1.
Unser Ziel ist, folgenden Satz zu zeigen (vgl. mit [8, Theorem 4.10] oder [9, Theorem 1.1]):

P(¢ = k) =
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Satz 3.2.6 Ist die Nachkommenverteilung & eines Galton-Watson Prozesses kritisch,
aperiodisch und von endlicher Varianz o* = V(§), so gilt

(In(1))i0 5 (‘;z (‘;t»m, n— oo (3.46)

in C([0,00)), wobei I(t) die lokale Zeit einer Brownsche Exkursion der Dauer 1 ist.
Der erste Schritt ist, folgende Aussage zu beweisen:

Satz 3.2.7 Seien o 1,(t) und l(t) wie im vorigen Satz. Weiters seien ti, ..., tq beliebige
aber feste nichtnegative Zahlen. Dann gilt:

(n(t), - nta) < 2 (z <;t1> ol (;td)> . n— oo (3.47)
Die Beweisart von Drmota und Gittenberger (siche [8, Abschnitt 4.2] und [9]) wird spater
durchgefiihrt. Wir berechnen zuerst die Darstellungen von E(L,(k)) und V(L,(k)). Wir
bendtigen weitere erzeugende Funktionen (vgl. mit [8, Unterkapitel 4.2.3] [9, Teil 2] und
(25, Abschnitt 2]):

Definition 3.2.8 Sei S,, eine Klasse von einfach erzeugten Bdumen mit n Knoten. Setze

siw= >, wd) (3.48)

SESn,LS(k‘)Zm

als die Anzahl der Biume aus S, die auf der Héhe k genau m Knoten besitzen. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufdilliger einfach erzeugter Baum der Grofie n genau m
Knoten der Hohe k besitzt, gegeben durch

5(k)
P(L,(k) =m) = Zm (3.49)
Wir definieren dazu
sk(z,u) = sgfznz"um =Y s,E(ufF)2m. (3.50)
n,m>0 n>0

Ist ¥ der Operator fiir die Funktionalgleichung der einfach erzeugten Baume (also § =
Y(S) ¢ S(2) = 2®(5(2))), und S® die Struktur von si(z,u), so gilt

S® = y*({po} x 8), (3.51)

wobei p das Kennzeichen bezeichnet. Daher besitzt die Reihe si(z,u) folgende rekursive
Darstellung:

So(z,u) = uS(2) (3.52)
Spr1(z,u) = 2®(sk(z,u)), k>0 (3.53)

Wir konnen s{), und s;(z,u) wie folgt verallgemeinern (siehe [8, Abschnitt 4.2.3]):
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Definition 3.2.9 Sei d € N. Seien weiters k; nichtnegative Ganzzahlen mit 0 < ki <
ky < -+ < kg undm; € Ny (i =1,...,k). Die Anzahl der Biaume aus S,, die auf der
Héhe k; genau m; (i =1,...,k) Knoten haben, ist gegeben durch:

st = > w(S) (3.54)
SESn,Ls(k‘i):mi
i=1,..d
Analog zur vorigen Definition haben wir
slk1ekia)
P(Ln(kl) =ma, Ln(k’g) = Mo, ... 7Ln(kd) = md) = % (355)
und
Sk;l 77777 ky (Z, Uy, 7U/d) — Z S;k;,;h’k(f,?ndznum — Z SnE(uf'ﬂ(kl) Ln(kd))zn
n,mi,...,mqg>0 n>0
(3.56)
Diese Funktion erfillt ebenfalls eine Rekursion, ndmlich:
S0k, kg (25 ULy oy Ug) = ULSky gy (2, U, ..o UG), (3.57)
Skyt1kot1,. kg1 (2 Uty oy Ug) = 2P(Sky .k, (2, U1, .y Ug)). (3.58)
Bemerkung 3.2.10 Wir kénnen die Funktionen sy, (2, U1, ..., uq) vereinfachen (siehe
[8, Remark 4.19]). Seien namlich die Funktionen Sy(z,u) definiert durch
So(z,u) =u (3.59)
Ski1(z,u) = 2®(Sk(z,u)), k>0 (3.60)
Der Zusammenhang zwischen diesen und sy, (2, U1, ..., uq) ist gegeben durch
Skrveka (2005 1a) = Shy (2,00, (2, 09y ko (24 a1y by (uas(1)) ) -
(3.61)

Wir betrachten zuerst den Fall d = 1. Mithilfe dieser Funktion kénnen wir aus [25,
Theorem 2.1] weitere definieren, namlich:

Definition 3.2.11 Sei L, (k) die Anzahl der Knoten der Héhe k in einem zufilligen
einfach erzeugten Baum der Grofie n. Fir den entsprechenden Erwartungswert bzw. das
zweite faktorielle Moment definieren wir:

Eip(z) = > E(Lp(k))sn2" = isk(z,u) ) (3.62)
und 52
EP(2) = aE(Ln(k)(Ln(k) = Dsn" = gz )| (3.63)

Diese Funktionen besitzen Ausdriicke, die nur von S(z), ®(¢) und k£ abhéngen (siehe [25,
Theorem 4.1]).
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Satz 3.2.12 Sei k € Ny. Dann gelten

Br(2) = S() (20'(S(2))" (3.64)
und .
B () = 5(:°(0"(5(2) X ((2(S(:)))) (3.65)

Beweis: Wegen (3.62) und (3.53) haben wir:

Ep(2) = T[Sk“(z’ 1)

Da so(z,u) = uS(z) (3.52) haben wir klarerweise Ey(z) = S(z) und daher (3.64). Mit
dhnlicher Uberlegung und (3.63) erhalten wir (3.65). O

Meir und Moon haben in [25, Theorem 4.2] gezeigt, dass die mittlere Anzahl der Knoten
der Hohe k in einem zufélligen einfach erzeugten Baum folgende (erste) asymptotische

Darstellung besitzt:
E(L,(k)) ~Ak+1, n— o0 (3.66)

wobei A = 7p®”(7) (7 und p sind wie in Proposition 2.1.12). Insbesondere gilt
1
V(L (k) ~ §A2k(k —3)+ k(A + 72" (1)), n— o0 (3.67)
fir die Varianz. Wir haben also einen Ausdruck fiir E(L,, (k)) gefunden. Doch kénnen wir

eine genauere Darstellung berechnen, namlich:

Satz 3.2.13 Setze k = |ky/n| fir k > 0. Dann erfillt die Mittlere Anzahl der Knoten
der Hohe k in einem zufdlligen einfach erzeugten Baum folgende Asymptotik:

E(Ly(k)) ~ o2ke K /2 (3.68)

wobei o2 die Varianz der entsprechenden kritischen Nachkommenverteilung & eines Galton-
Watson Prozesses bezeichnet.

Die Aussage wurde von Meir und Moon bewiesen (siehe [25, Theorem 4.3]). Doch gibt es
eine effizientere Weise, diesen Ausdruck zu zeigen (vgl. [8, Abschnitt 4.2.5]). Der Beweis
wird spéater durchgefiihrt.

Wir kiimmern uns nun wieder um die Funktion si(z,u), um eine Grenzverteilung fir

das Profil zu bestimmen. Wir sollen danach die Bedingungen des Satzes 1.3.32 iiber-
priifen, also die schwache Konvergenz von [,(x) gegen I (%H) fiir ein nichtnegatives k

5
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beweisen, und zeigen, dass der Prozess (1,,(t)):>o in C[0, 0o) straff ist. Aus der Darstellung
(2.16) von S(z) erhalten wir einen asymptotischen Ausdruck fiir s(z,«) und allgemeiner
fir Sk(z,u). Wir erinnern uns, dass

> ., Z—p.

1/2
S(z):T—Tﬂ<1—Z> +O<‘1—Z
o p p
Nun setzen wir a := a(z) = z®'(S(z)) und g = B(z) = 29”(S(2))/2. Aus der vorigen For-
(Z)

mel und dem Beweis von Korollar 2.1.17 wobei a(z) =1 — 00 und o = T‘/Q bekommen

T () ()

Die 2. Ableitung von S(z) fithrt uns zu

9 2\ 2
B(z):;+(’)(<1—p> ) 25 p. (3.70)

) . 2o ). (3.69)

Nun haben wir hinreichend Informationen, um einen asymptotischen Ausdruck fir s;(z, u)
zu bestimmen (vgl. mit Lemma 4.20 und Proposition 4.21 in [8] oder mit Lemma 2.1 und
Theorem 2.1 in [9]):

Lemma 3.2.14 Setze z = p (1 + %), u=e™" und k = |k\/n], wobei p die dominante
z — 0,

’n

Singularitit von S(z) ist. Weiters sei angenommen, dass |u — S(z)| = O (i>

arg(—z) < 7 und ’1 — \/%

Folge wi(z,u) = sg(z,u) — S(z)

it\/—2xT exp (—1Jm/ 2z ) (1 +0 (%))
\/_\/—_Q.Q:exp ( —21‘) ( (7» — ito sinh (%0/%/—2:5)
T?®"(7)

gleichmdfig fir k = O(y/n). Dabei ist 0? = () die Varianz von £. T ist wie in

<1+ % wobei C' > 0 eine Konstante ist. Dann erfillt die

(3.71)

wi(z,u) =

Proposition 2.1.12.

Beweis: Sei Wi(z,u) := Sk(z,u) — S(2). Es gilt Wy = u — S(z). Per Induktion kann
man zeigen, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, fiir die gilt
[Wollal* < Wil < |[Wollal*
L+ ck|Wo| — =1 —ck|Wy|’

wobei k|Wy| < 1/(2C) (siehe [8, Formel (4.36)] oder [9, Lemma 3.1]).
Daher haben wir

Wi = aWy + BWZ + O ([Wil?)
1 1 1

o= =
Wk+1 aWk1+BWk/a+O(|Wk|2)
1
awy, a2 o
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. 1. ) . . k1 o _
Multiplikation mit o**! liefert uns W = W Bak=t + O(|Wy||alf) und wegen W), =
O(Woa*) folgt

ok 1 pBl-ak Bl1—a®
We W, al—a +O<'W0'a e )
Wir erhalten
(u— S(2))a*
Se(eu) = $(2) + — w (67)
u—S(2))8 u—S(z))B 1—|a
B B (- SCIPE)
fir klu — S(2)] < eund z € A, wobei
A.={z€C:|z—p|l <e|arg(z —p)| > 6}, (3.73)

wobei € > 0 und 0 < 6 < 7. (vgl. mit [8, Lemma 4.20] und [11, Teil 4.1]). Nun be-
trachten wir den Fall d = 1. Wegen (3.52)-(3.53) und (3.59)-(3.60) haben wir s;(z,u) =
Sk(z,uS(z)).

Wir kénnen mit z = p (1 + %) unsere Darstellungen (2.16), (3.69) und (3.70) umschrei-
ben. Es gelten

S(z) =1 — 702 %93 +0 (@) (3.74)
a=1-0v2 _;+(9<|Z|> (3.75)
6=§j+0( ;f) (3.76)
und
a¥ = exp(—orV=2z)(1 + O(kz/V/n)). (3.77)
Dabei gilt

Blu—1)S() _ (explity/) — Do/
a(l — ) 2v/—2x

7
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und (mithilfe von (3.72))

(u—1)S(2)ar

wi(z,u) =

(u=1S=)B |, (u-1)S(=)8 1—|a|2k
1 - CTREF + LRt ek + O (|(u - D ERE)
B (exp™™ —1)7 exp(—0oky/—27) (1 - <’%)>
exp(i o exp(i o z|3/2
_( p(;\f_)%l) f+( p(tf)%) fexp( —21‘)—1—(’)('\% )

1

1 itr exp(—ory/=27) (140 (2£))
SV e g e exp(—owy/~2) + O (127)
1 ity =2erexp(—oky/=22) (1+0 ()
VT e e (g \/—_Qx)+(’)< 'jj)
1 e (o) (1+0(5))

- Vny=2rexp (Jory=2z) (14 O (%)) — itosinh (Jory/=2z)

g

Nun kénnen wir die Grenzverteilung ermitteln (siehe [8, Proposition 4.21] oder [9, Pro-
position 4.1]):

Satz 3.2.15 Ist k eine nichtnegative Zahl, so gilt
lim E (eit\}ﬁL”(Hﬁ)) = E (¢"5159), (3.78)
n—0o0

wobei |t| < <. Wegen des Stetigkeitssatzes fir stetige Grenzverteilungen (Satz 1.3.19) ist
die Aussage aquwalent 2

I() 4 1 (gm) . (3.79)

Beweis: Zuerst sei bemerkt, dass

E (eit\};Ln(k)) _ [zn]sk(z,eit/\/ﬁ)

Sn

Die Idee ist, diesen Wert entlang einer geeigneten Contour I' zu bestimmen (vgl. [8,
Proposition 4.21]). Es gilt dann:

L. _ 1 NN 1 / ity 47
£ (6 v ) © 2mis, /I‘Sk (Z ¢ ) ot L+ 2718, ka (z,e ) ntl

Wir wahlen den Weg I' = v U T” bestehend aus:

e ciner Linie v = {z = p (1 + z) : Re(x) = ¢,|Im(x)| < Clog*(n)}, wobei C' > 0 und

¢ < 0 Konstanten sind;

e cinem Kreisbogen IV um 0, der I' zu einer geschlossene Kurve macht.
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Fir z € IV ist Z—1 — = O(ne —log®m)) und |y (z, e V)| = O(1), also der Beitrag ist
exponentiell klein. Der Ausdruck konvergiert dann gegen Null wenn n — oo.

Fiir z € ~ ist die Darstellung (3.72) giiltig. Wir konnen dann si(z, u) entlang der Linie in-
tegrieren. Mithilfe der Substitution z = p (1 + %), dz = 2drund 27" = p~"e” ( +0 ('x‘z))
bekommen wir:

) n3/2  petilog?(n it/ —2x7exp | —sokrvV—2x) p"e "
E<ezt\}ﬁLn(l¢))N1 o\ 2mp" / og¥(n) 1 P( ) I

1,
20
—ilog2(n) M3/2 v/ =2z exp (%0/@ —Qx) — ito sinh (EUI{\/—_QI)
c+ilog?( t\/—2x exp (—%UK,\/—_%) e
\/ﬂ/c ilog?(n) \/—_Qxexp (%am\/—_%) — ito sinh (%O‘H\/—_QI)
o /2 [etilogi(n) t\/—2x exp (—%UI{\/—_QZE) e *
2 \/_ c—ilog?(n) \/—2x exp (%0/1\/—_23:> — ito sinh (%O’Fd\/—_%)

 omri

dx

dx

=1+—=

ldsst man n gegen oo streben, so erhalten wir die charakteristische Funktion von 1 ( )
wobei [(t) die lokale Zeit einer Brownsche Exkursion der Dauer 1 ist (vgl. mit (1.60)).

Mithilfe dieses Satzes kann man den Satz 3.2.13 beweisen:

Beweis (Satz 3.2.13): Aus (3.64) gilt Ey(z) = S(2)a(2)* ~ 7exp(—ory/—2z) wobei
z=p (1 + %) Mithilfe der Cauchyschen Integralformel, indem man die gleiche Kurve
I' wie im Beweis des vorigen Satzes betrachtet, folgt:

[2"] E(2)
B(Ly (k) = S
= d
27Ti8n/1“ ol F
/O o™ 3/2  pctioco 1
o IVETp ‘n / —7exp(—okv—2x)p "e “dx
21T c—ico N
2 1/2 c+1i00
= l/ exp(—okv —2x)e “du.
271 c—1i00

Aus Lemma 4.22 in [8] gilt

1 c+1i00

flir ein positives r. Einsetzen von r = ok > 0 liefert

E(Ln(k)) ~ O'QHTLI/2€_U2R2/2 _ 02k6—02k2/2n
mit k = |ky/n], was zu zeigen war. O
Wir wollen noch die Aussage fir 0 < k1 < Ky < .-+ < Kq zeigen. Wir betrachten
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nun den Fall d = 2. Zur Erinnerung ist die charakteristische Funktion der lokalen Zeit
(I(k1),1(K2)), K1 < Ko einer 2-dimensionalen Brownschen Exkursion durch

. . 2 c+100
Rettil(r)+ital(r2) — 1 4 i U, (zyity + Uy, (2, 0to) ) e da

lﬁ c—100

gegeben, wobei ¢ < 0 und

\If,ﬂ (iIZ’, Ztl + \I/,Q,K1 (l’, ’Ltg))

\/__2:56—51\/—256 it + ity/—2ze” (K2 —r1)V 22
1 V—2ze(F2=K1)V =22 _2its sinh((ke—r1)v/—2x
A/ — —kivV=2z _ (4 ityy/—2ze—(r2—r1)V -2z : /_ ‘
2re (Ztl t VT gy () vz ) SiB (k1Y —22)

Wir wollen diese Formel beniitzen, um die schwache Konvergenz zu zeigen:

Satz 3.2.16 Seien 0 < Ky < Kky. Dann gilt (mit gleicher Notation wie im vorigen Satz)

(In(k1), In(k2)) 5 (gl (;’m) = (g@)) (3.80)

oder dquivalent
hm Eeitlln(ﬁl)-‘y—itzln(HQ) — Eeitlgl(%fﬂl)‘f‘itQ%l(%HQ). (381)
n—oo

Beweis: Analog zum eindimensionalen Fall, indem man die Funktion sy, g, (2, u1,u2) =
Sk, (2, u1Sky—k, (2,u25(2))) entlang der gleichen Kurve I' = I"U~y wie im Beweis des Satzes
3.2.15 integriert, und n gegen oo streben lasst. Fiir einen vollstdndigen Beweis siehe |8,
Proposition 4.23]. O

Fur ein hoheres d konnen wir das Resultat mithilfe dieses Beweises iterativ erhalten. Da-
mit ist der Satz 3.2.7 bewiesen.

Wir wollen noch zeigen, dass der Prozess (I,(t)):>o straff in C[0, 00) ist. Das ist genau
dann der Fall, wenn (L, (t)):>o fir 0 < ¢t < Ay/n (A > 0 Konstante) straff ist (siche [9,
Teil 6]). Wir zeigen:

Satz 3.2.17 FEs existiert eine positive Konstante C', sodass:
E(L, (k) — L,(k +h)*) < Ch*n, Vn,k,h € Ny. (3.82)

Die Idee ist, eine alternative Darstellung fiir E(L,,(k) — L,(k + h))* zu bestimmen, und
daher die obige asymptotische obere Schranke zu erhalten (siehe [8, Unterkapitel 4.2.6]
und [9, Teil 6]). Zuerst ist die Anzahl der Baume aus S,, mit m Knoten der Hohe k& und
[ Knoten der Hohe k + [ gegeben durch

Simikn = [2"u" 0" Sk(2, uSh(2,05(2))).
Die zugehorige Wahrscheinlichkeit ist dann

P(Ly(k) = m, Ly (k + h) = 1) = 22mikh

Sn
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Daher haben wir

[2"u"| Sk (z, uSy, (z, %))

P(L,(k) — Ly,(k+h) =7r) =

und
E(Ly(k) - La(k + h))* = HHU
wobei

.k h>0.

0 0? o o S(z
Hkh(z) = (au + 7au2 + 6au3 + 8u4> Sk (z,uSh (Z, ’EL )>>

Einen vollstédndigen Beweis von Satz 3.2.17 kann man in [8, Unterkapitel 4.2.6] oder [9,
Teil 6] finden. In diesem werden eine asymptotische Darstellung fiir Hy ,(z) auf einem
bestimmten A-Gebiet wie in Bemerkung 1.2.26 und eine aymptotische obere Schranke
fir die Koeffizienten [2"]Hy (z) und daher fiir E(L, (k) — L, (k + h))* berechnet.

u=1

(1,(t))t0 ist straff in C[0,00). Dann ist der Prozess fir jedes T' > 0 straff in C[0,T].
Dann kénnen wir den Satz 1.3.32 anwenden (siehe [8, Seite 134]), womit der Satz 3.2.6
gezeigt ist. Als Folgerung haben wir (vgl. mit [8, Theorem 4.11]):

Satz 3.2.18 Die Breite W, eines zufdlligen einfach erzeugten Baumes erfillt fogende

schwache Konvergenz:

1 d O
—W,, — = Lt 3.83
7 3 Jup U(*) (3:83)

wobei (t) und o wie im Satz 3.2.6 sind.

Beweis: Aus (3.44) und (3.45) haben wir

1
—W, = 1, (t).
7 Vn = supln(l)

Das Supremum von stochastischen Prozessen bildet ein stetiges Funktional. Damit konnen
wir den Satz 1.3.33 auf (3.46) anwenden, und wir bekommen (3.83). O

Pélya-Baume
Fir Pélya-Baume erfiillt unser Prozess (I,(t)):>o folgenden Grenzwertsatz (siehe [11,

Theorem 3]):

Satz 3.2.19 Ist (1,,(t))i>0 das durch \/n skalierte Profil eines zufilligen Pdlya-Baum der
Grofe n, so gilt
dy

d dy
(1 ()10~ (2\/§l (mt»m, n— o0 (3.84)

wobei dy die Konstante der Gleichung (2.25) sind. I(t) bezeichne wieder die lokale Zeit
einer Brownsche Exkursion der Dauer 1.
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Der erste Schritt, um den Satz zu beweisen, ist folgende Aussage zu zeigen (vgl. von [11,
Theorem 4]):

Satz 3.2.20 Seien dy,l,(t) und l(t) wie im vorigen Satz. Dann gilt

(La(ty), ..., Lu(ta)) -5 ;}( (2‘3_ ) .,l<2il/1§td>>, n — 0o (3.85)

fiir beliebige aber feste michtnegative tq, ..., tq.

Zuerst definieren wir eine bivariate erzeugende Funktion py(z, u), die eine dhnliche Bedeu-
tung wie sg(z,u) hat (vgl. mit [8, Unterkapitel 4.3.1], [11, Teil 3] oder [25, Abschnitt 2]).

Definition 3.2.21 Bezeichne mit p*)  die Anzahl der Pélya-Biume der Gréfie n, die auf
der Hohe k genau m Knoten besztzen. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist gegeben
durch:

p(k)
P(L, (k) = m) = —2™. (3.86)
Pn
Daher haben wir,
pr(z,u) = Z pkznz u™ an L"(k 2", (3.87)
n,m>0 n>0
Per Konstruktion haben wir
po(z,u) = uP(z), (3.88)
Pr+1(z,u) = zexp (Z pk(z,u)) , k>0. (3.89)
i>1 v

Wie im vorigen Abschnitt kann man diese Rekursion allgemeiner machen (vgl. mit |8,
Lemma 4.43]):

Definition 3.2.22 Seien d € N, k; nichtnegative Ganzzahlen mit 0 < ki < ky < -+ < ky
und m; € Ny, 1 =1,...,d. Wir definieren pgf}ﬁ'l';f%d als die Anzahl der Polya-Bdume der

Grofie n mit m; Knoten der Héohe k; fir jedes 1 < i < d. Die zugehorige Wahrscheinlich-
keit lautet dann

p(kl ~~~~~ kd)
P(Ln(k’l) = myj, Ln(kfg) =MmMmag,..., Ln(kd) = md) = % (390)
Wir definieren
Phooka (s ua) = D0 pla wm =3 p B ™ g )2 (3.91)
n,mi,...,mqg>0 n>0
und diese Funktion erfillt
DOk, (25 ULy -y Ug) = UiPhy,. kg (2, U2y - oo, Ug), (3.92)
2l ul
Phit1,.. kg1 (2, U, - .., Ug) = Z€XP (Z Pl - - d)> : (3.93)
i>1
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Wir betrachten den Fall d = 1. Sei Ey(z,u) und E\” (2, u) die 1. bzw. 2. partielle Ableitung
von pi(z,u) nach u und daher Ey(z) = Ex(z,1) und E,g2)(z) = E,£2)(z, 1) wie im vorigen
Abschnitt. Mithilfe des rekursiven Audrucks von pg(z,u) (3.88)-(3.89) bekommen wir
(siehe [25, Theorem 6.1]):

Satz 3.2.23 Die Reihe Ei(z,u) besitzt folgende rekursive Darstellung:

Eo(z,u) = P(2), (3.94)
Ep1(z,u) = praa(z,0) Y Ep(2, u )™, k> 0. (3.95)

i>1

Beweis: Die Aussage fiir k = 0 ist trivial. Betrachte £ > 0. Wegen (3.89) gilt:

0
Eya(z) = %pk—i-l(za u)

_9 (Zexp (ZW>)
ou =1 1

= zexp (Z M) Z aaupk(ziaui)

i>1 v i>1

= pra1(z,u) Z B (2 ul)u' ™t

1>1

g

Korollar 3.2.24 Die Funktion Ey(z) = Y_,51 nE(Ly,(k))pn2" erfiillt folgende Rekursion.:

Ey(2) = P(2), (3.96)
Ei1(2) = P(2)Y_Ew(2"), k>0. (3.97)
i>1
Beweis: Voriger Satz mit u = 1. O

Fiir E,?)(z) haben wir:

Korollar 3.2.25 Die Funktion E,EQ)(Z) = Y1 NE(Xp k(X — 1)pn2™ hat folgende re-
kursive Darstellung:

E?(2) =0, (3.98)
2
2 i . 3 i 2 i
EP (2) = P(2) (Z Ep(z )) +3 0BG =S B2 + S EP (2 |- (3.99)
1>1 i>1 i>1 i>1
Beweis: Ahnlich wie im vorigen Satz. O

Nun konnen wir einen Ausdruck fir E(L, (k)) bestimmen.
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Satz 3.2.26 Fir die mittlere Anzahl der Knoten der Héhe k, E(L,(k)) in einem zufdlli-
gen Polya-Baum der Grofie n gilt:

lim E(L,(1)) =2+ Z P(p"), (3.100)
lim E(L,(k +1)) = IFE(Ln(k)) + ZEk(pi), k>1. (3.101)

Insbesondere gilt fir die Varianz von Ly(1)

lim V(L,(1)) = Y iP(p"). (3.102)
i>1
Beweis: Siehe [25, Corollary 6.1]. O

Wir werden spéter eine explizite Darstellung fiir E(L, (k)) bestimmen.

Nun kiitmmern wir uns um die Grenzverteilung von L, (k). Wie im vorigen Abschnitt
ist es sinnvoll, einen asymptotischen Ausdruck fiir wg(z, u) := p(z,u) — P(2) zu bekom-
men. Wir interessieren uns fiir das asymptotische Verhalten von Ej(z) und E,(f)(z). Erst
brauchen wir weitere Analytizitdtsbereiche (vgl. mit [11, Teil 4.1]):

©={2€C:|z—p| <p+n,|arg(z — p)| # 0}, (3.103)
Er={ueC:lul <1,klu—1] <7} (3.104)

1/2
mit 7,7 > 0 und 0 < 6 < 7. AuBlerdem sei erinnert, dass P(z) ~ 1 —d, (1 - %) ” Damit
haben wir:

Lemma 3.2.27 Sei z € ©. Dann erfillt Ey(z):
Eip(2) = Cp(2)P(2)" (3.105)

wobei Cy(z) eine konvergente Folge analytischer Funktionen bezeichnet. Ist C(z) die ent-

sprechende Grenzfunktion, so gilt C(p) = Ltd? mit dy und p wie im Satz 2.2.5, und es gibt

ein L € (0,1) mit o
Cr(2) = C(2) + O(LF). (3.106)

AufSerdem kann man Konstanten €,0 und 7 wie in (3.73) und (3.104) finden, sodass
| Ei(z,u)| = O(|P(2)[*) (3.107)
gleichmdfig fir z € A, und u € E.
Beweis: Siehe [8, Lemma 4.46] oder [11, Lemma 3].
Wir erhalten einen Ausdruck von wy(z,u):
wi(z,u) ~ (u— 1) ER(2) ~ (u—1)C(2)P(2)*, u— 1.
Mithilfe folgendem Lemma kénnen wir diese Darstellung genauer machen:
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Lemma 3.2.28 Seien |z| < p—n firn >0 und |u| < 1. Dann gilt gleichmdfig

B (z,u) = O(P(|2])*) (3.108)
Weiters kann man Konstanten €,0,7 wie in (3.73) und (3.104) finden, sodass

EP (z,u) = O(kP(|2])*) (3.109)
gleichmdafig fir u € Zy und z € A..
Beweis: Siehe [8, Lemma 4.47] oder [11, Lemma 4].

Wir setzen wg(z,u) = pp(z,u) — P(z) und
Se(zu) =3 w2, ) (3.110)

Wir haben dann:

Lemma 3.2.29 Seien ¢,0,7 und Cy, = % wie im Lemma 3.2.28. Dann folgt

wi(z,1) = Cp(2)(u — DP(2) (1 + O(k|u — 1)) (3.111)

gleichmdajig fiir u € Z und z € A..
Weiters gilt
Yi(z,u) = C(2)(u— 1) P(ZH* + O(u — 112P(|2)*)*) (3.112)

wobei |z| < p+n, [ul <1 und Cy(z) = g;Ck(zi) (;)((;)))’““ eine Folge analytischer
Funktionen, die gegen eine weitere Funkticz);z C (z) gleichmdfig konvergiert mit

Cr(2) =C(2)+0O(LF), 0<L<1. (3.113)
Beweis: Siehe [8, Lemma 4.48] oder [11, Lemma 5. O

Nun koénnen wir eine asymptotische Darstellung fir wg(z,u) bestimmen (vgl. mit [8,
Lemma 4.49] und [8, Proposition 4.50] oder [11, Lemme 6]):

Satz 3.2.30 Seien z = p(l + %) mit |arg(z)] > 0 und x = O(log*(n)) fir n — oo,
u = eV und k = |ky/n| fiir five & und t. Dann haben wir

d? it\/—x exp (—%/{dl\/—_x)
T2V =z exp (3rdyv/=z) — "t sinh (1rdiv/=z)

gleichmapig fir k = O(\/n). Dabei sind dy und p wie im Satz 2.2.5.

wg(z, u) (3.114)
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Beweis: Wegen dem vorigen Lemma gilt ¥y (z,u) = O(wg(z,u)). Aus der rekursiven
Darstellung (3.89) von pi(z,u) und e* = 1+ = + % + O(x3) folgt

Wi (2,1) = P(2)(exp(wn(z, 1) + Sy (2, ) — 1)

wk(’Z? u)2
2

= P(2)un(z u) (1 et 2B | o ) + 0 <W>>

wi(z, ) wg(z,u)

Ek(z,u)> |

wi (2, u)

= P(2)(wi(z,u) + + Sz, 1) + O(wi(z,1)?) + O(Zk(z,u)?))

— P(2)wi(z, u) (1 + wk(g’ Y 4 O(wi(zu)?) + (’)(Zk(z,u))> (1 +

Dies ist dquivalent zu (vgl. z.B. [11, Lemma 6])

P(2) P(2)S(z,u) 1  wi(z,u) a2 .
wea1(z,u)  wr(z, Wwip (z,u)  wi(z, ) (1 5 + O(wi(z,u)”) + O(Xi(z, )))
1 1

:—+O(wk(z,u))—|—(9<

wi(z,u) 2

Sz, u)>‘

Wk (27 U)
und multiplizieren mit P(2)* liefert

P(z)"t P(z)F B P(2)F1Y5 (2, u) P(z

Wi (z,u)  wi(z,w)  wp(z, w)wip (2, w) 2 w (2, u)
P(z)° koP(2) (2, u) 1
- - 2N P2
oot 2w () 2257
k . M OP(2) (2, u)
+ 0 Pzzwzzu>—|—(9< Z’)
; (2)"wi(z, u) ; ()
o1 Zk: P(2)"1Y(2,u) 11— P(z)!
Cwo(zou) S wi(z, u)wis(z, u) 2 1-—P(z)
1 — Lk 1 — P(z)2(k+D)
Nun kénnen wir die 1. Summe wie folgt umschreiben. Wegen wy(z,u) = Ci(z)(u —

DP(2)"1(1 + O(k|u — 1|)) fir u € Z, z € A, und Sg(z,u) = Cp(2)(u — 1) P(22)F! +
O(lu — 112P(|z|?)%) fiir |2| < p+n, Ju] <1 (siehe Lemma 3.2.27) folgt

L P u) K Gi(a) P + O(ju— 1[P([=))
2 e s () z% (=)Cina(2)P(2) (1 + O(ifu — 1))

Ci(2) P\
= Ci(2)Cita(2) < P(2) ) + O(Ju — 11).

Fiir Cy(2) gilt sogar (mithilfe der Formel (27) im Beweis von Lemma 3 in [11])

-sae (5a)

j>2

— (Cisi(2) - Cel2)) ( )

;TN
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Daher haben wir

S PR ) K Gl - G(2)

g wi(z, w)wipq(z,u) g Ci(2)Ci (2) + O(lu—1])
1 1
~ Gol2) 1_ Cr(2) +O(ju = 1))
=1- Cnl?) + O(|u — 11).

Insgesamt gilt
Cr(2)wo(z,u) P(2)k

1= 3Ck(=2)wo(z, u) R + O(Ju — 1))

fir z € A. und u € Z; (vgl. mit [11, Lemma 6] oder [8, Lemma 4.49]).

Aus (3.106) wissen wir, dass die Folge Cy(z) gegen C(z) gleichméfig konvergiert. Daher
ist sie auch gleichméBig stetig mit Cy(2) ~ C(p) = 3d3. Wegen P(z) =1 —d;(1— §)1/2 +
O(|]1 — 2]) folgt

z
p

(3.115)

wi(z,u) =

P(2)* = exp(—rdyv/—7) (1 +0 (%)) , (3.116)

mit kK = % und z = p (1 + %) Mit u = e®/V™ erhalten wir

_ Cr(2)(u = 1)(1 = P(2))P(2)*"
1= P(z) = 5Ck(2)(u = 1)(1 = P(2)¥)P(2) + Oju = 1] - [1 = P(2)])
__ Clp)(exp(it/yn) = 1)div/—x exp(—rd1v/—x)
div/—=z — 5C(p)(exp(it//n) — 1)(1 — exp(—rdiy/~x))
N d2 itdi/—x exp(—3rdi/—1)
zﬁdlx/—_xexp(%mdl\/—_x) - f\%(exp(%/ﬁdl\/—_x) — exp(—irdi\/—1))
i ity/—x exp(—3rdi/—1)
- 2vn V—zexp(3rdi/—x) — L sinh(ikdi/—z)

wi (2, u)

0
Nun konnen wir die Grenzverteilung ermitteln (vgl. mit [8, Proposition 4.50)):
Satz 3.2.31 Seien x> 0 und t mit |xt| < c. Dann gilt
) EPSA N (A
lim Ei“() = Ee () (3.117)
oder dquivalent
In(r) - (D, (3.118)
" 2v2 \2v2 )’ '

I(t) ist die lokale Zeit einer Brownsche Exkursion der Dauer 1. dy ist wie im Satz 2.2.5.

Beweis : Wie im vorigen Abschnitt (Satz 3.2.15) wenden wir die Cauchysche Integralfor-
mel entlang des Weges I' = I U~y an, um die Koeffizienten von py(z, ¢/¥™) zu berechnen,
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und daher einen Ausdruck fiir Ee®»(®) zu erhalten. Der Beitrag von I' ist exponentiell
klein und konvergiert gegen 0 fiir n — oo (vgl. Beweis von Satz 3.2.15). Fur z € v haben
wir mit der Substitution z = p (1 + %), dz = 2dx und 27" ~ p~"e”

dz
it/\/n
[t

d
[t
ZTL

27rzpn
=14+

27rzpn

2\/_'0nn3/2 /c+ilog () 2 it\/—x exp (—%Fadl\/—_x) p e
2rdyi Je—itog?(n) 2032\ /Zx exp (lﬁdlx/—_x) — %4 ginh (%/ﬁdl\/—_@

d, [etilog*(n) tv/—x exp <—§lid1 \/—_m) e

2y/T Jeilog?(n) \/—z exp (%/ﬁ:dl\/—_x) — 4 ginh (%/ﬁ]dl \/—_x)

dy /2 fetilog’(n) t/—z exp (—1/<cd1 \/—_x) e

2v/2 \/T Je—ilog?(n) Vv =2z exp ( Iidl\/_) — % sinh (%/{dl\/—_x>

dx

=1+ dx

dx.

=1+

41
Lésst man n — 0o, so haben wir Ee’ 2fl(2f ) O
Nun berechnen wir einen alternativen Ausdruck fiir den Mittelwert E(L,, (k)).

Satz 3.2.32 Firk = |ky/n],k > 0 erfillt die mittlere Anzahl der Knoten der Hohe k in
einem zufdlligen Polya-Baum der Gréfie n folgende asymptotische Darstellung:

2
d1k67d§k2/4n.

E(L,(k)) ~ (3.119)
Beweis: Im Beweis des vorigen Satzes haben wir gesehen, dass Ci(z) ~ C(p) = d;.

Zusammen mit P(p) = 1, (3.105) und (3.116) erhalten wir
d2
Eip(2) = Cp(2) P(2)" ~ El exp(—rdi vV —x).

wobei z = p (1 + %) Die Bestimmung der Koeffizienten ist genauso wie im Beweis von
Satz 3.2.13, indem man FEj(z) entlang der gleichen Kurve I' wie im Beweis von Satz 3.2.15
integriert und Lemma 4.22 aus [8] anwendet. O

Wie bei einfach erzeugten Baumen konnen wir eine analoge Aussage fiir hohere Dimensio-
nen beweisen. Wir zeigen den Fall d = 2, indem wir zuerst das asymptotische Verhalten
VO Wiy ko (2, U1, Ug) = Dy ks (2, U1, u2) — P(2) lokal analysieren (vgl. mit [11, Propositi-
on 1]):

Proposition 3.2.33 Seien k1, ks mit 0 < k1 < kg und ti,ty mit |kt;| < C,5 = 1,2
(C' > 0 Konstante). Weiters setze z = p (1 + %) mit Re(z) = ¢ < 0, u; = /v und
kj = |kj\/n| fir j =1,2. Dann haben wir

div/2 it d itad
Wiy ks (2, U, Ug) ~ IW\P% (:U, 2i/§1 \If(m2 m)dl < 2?;)) n— oo (3.120)

88



https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

gleichmapiq fiir kilu; — 1| < C, i = 1,2 und x = O(log*(n)). Vi(z,t) ist die durch (1.63)
gegebene Funktion.

Beweis: Siehe [8, Proposition 4.51] oder [11, Proposition 1]. O
Satz 3.2.34 Seien k1 > ko > 0 und ty,ty mit |kit;| < C. Dann gilt

d dy dy dy dy
(ln(ﬁl),ln<fi2)) — <2\/§l <2\/§I{1> s 2\/§l (2\/§I{2)> . (3121)

Pk ko (Z, uy, U2)

Beweis: Analog wie in Satz 3.2.31, indem man die Funktion entlang I’

integriert und die Darstellung (3.120) von wy, k, (2, u1, u2) = Pg, k, (2, w1, u2) — P(2) an-
wendet. Wenn n gegen oo strebt, dann bekommen wir das gewiinschte Ergebnis. U

Wir wollen noch zeigen, dass der Prozess (1,,(t)):>0 in C[0, co) straff ist. Unserer Ziel ist,
folgende Aussage zu beweisen (vgl. mit [8, Theorem 4.52] und [11, Theorem 5)):

Satz 3.2.35 FEs gilt
E(L, (k) — L,(k + h)*) < Ch*n (3.122)

fuir jedes n, k, h € Ny.

Beweis: Sei zuerst bemerkt, dass das Moment aus (3.122) folgende Darstellung hat:

1 0 0? ok ot 1
— 4 = — n e —
E(L,(k) — L,(k + h)*) o [2"] l(&u +78u2 —I—Gau3 + au4>pk,k+h (Z,U>u)]

u=1
-n .. .
Wegen p,, ~ ;\}EPW genligt es zu zeigen, dass

(L7262 O 1 -
[2"] [(&L + 78U2 +6au3 + au4>pk,k+h (Z,u7 u)} _ O(h2p n 1/2>

u=1

Dafiir betrachten wir folgende partielle Ableitungen:

; o 1
BN (2) = ( )
k,h(z) aujpk,k-‘rh Z, U, u

u=1
Die Idee ist, eine asymptotische obere Schranke fiir diese Funktionen in bestimmten

Analytizitédtsbereich zu finden (siehe [8, Abschnitt 4.3.4] oder [11, Teil 6] fir einen voll-
standigen Beweis). d

Daher ist unser Prozess (1,,(t))i>0 straff in C[0,00). Es sei erinnert, dass die Straftheit in
(0, 00) dquivalent zu der Straftheit in C[0,T] fur jedes T > 0 ist (siehe [8, Seite 134]).
Damit ist laut dem Satz 1.3.32 der Satz 3.2.19 endlich bewiesen. Wir erhalten folgende
Konsequenz:

Satz 3.2.36 Seien [(t) und dy wie im Satz 3.2.19, und bezeichne W, die Breite eines
zufdlligen Polya-Baum der Gréffe n. Dann gilt

1 qa dp

—W,, — ——= sup [(?). 3.123

Tn oo (t) ( )

Beweis: Genauso wie der Beweis von Satz 3.2.18. O
&9
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Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

Einfach erzeugte Baume

Polya-Béaume

E(Ln(K))

5212
N0'2]{Z€Uk/2n

N d?Tkefdfk?/m

Grenzverteilung von (1,,(t))>o0

(51(5%)) o0

(;fH (2\f )>t>0

Grenzverteilung von ﬁWn

% SUDg<t<1 l(t)

ﬁ SuPg<<1 (1)

Dabei sind o und d; wie in (2.11) bzw. (2.25) und I(t) ist die lokale Zeit einer Brownschen
Exkursion der Dauer 1.

3.2.2 Die Hohe

Einfach erzeugte Baume

Resultate fiir die Hohe H,, eines zufalligen einfach erzeugten Baumes der Gréfle n wurden
schon von Flajolet in [14] gezeigt. Laut Drmota [8, Unterkapitel 4.2.7] konnen wir eine
dhnliche Uberlegung wie im vorigen Abschnitt anwenden, um die Momente E(H) mit
r € N zu bestimmen. Wir definieren folgende erzeugende Funktion:

Definition 3.2.37 Die erzeugende Funktion si(z) fir einfach erzeugte Biume der Héhe
< k st definiert durch

(3.124)

sp(z) =) ( > | w(S)) 2"

n>1 \SeS,, H(

Da Lg(k) = 0 & H(S) < k sieht man leicht, dass si(z) = sy
(3.52)-(3.53))

(2,0) und daher (wegen

(3.125)
(3.126)

so(z) =0,
Sky1(2) = 2P(sx(2)).

Wir erhalten dann folgendes Ergebnis:

Proposition 3.2.38 Wir setzen ex(z) = s(z) — sk(z),k > 0. In einem A—Gebiet A wie

in Bemerkung 1.2.24 gilt sogar:

az)k

20 Ty + O (min {log(k), log (=) })

s"(S(2)).

(3.127)

wobel a(z) = z®'(S(2)) und 5(z) =

Den Beweis von dieser Proposition kann man in [8, Proposition 4.28] finden.
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Setze wieder z = p(1 + £) mit Re(z) = ¢ < 0 und p wie in Proposition 2.1.12. We-
gen (3.75), (3.77) und B(p) = 2 (vgl [8, Seite 147]) haben wir:

exp(—oky/—2x)
g 1-exp(—ory—21)
T o/ —2x

TV —2x exp(—oky —21)

1 — exp(—oky/—2x)
B =2z
 Vnexp(ory/—2x) — 1’

Wir bekommen dann einen Ausdruck fiir die Verteilung von H, (vgl. mit [8, Theo-
rem 4.29)):

Satz 3.2.39 Sei k> 0 und setze k = |k/n|. Dann gilt

c+1i00 _ -z
P(H, > k Vv —2ze
Z\/QT[‘ c—ico €xXp(oky/—2x) —

wobei ¢ < 0 eine Konstante ist. o ist wie in (2.11).

er(2) ~

e

-dz + o(1) (3.128)

Beweis: Man sieht leicht, dass

P(H, > k) =1—P(H, < k)
_q_ [s(2)
[27]S(2)
_ [2"(S(2) = si(2))
[27]S(2)
_ ["ex(2)

Sn

1 / (2) dz
= er(z )
2mis,, Jr M)

Wir betrachten wieder die Contour I' = I" U~y (siehe Beweis von Satz 3.2.15). Der Beitrag
von I ist wieder exponentiell klein und hat O(p~"e~C18" (™) Fiir z € v haben wir (mit

s~ s =p (14 2), 27 ~ p e und dz = 2da)

dx

1 dz  o\2mp'n?/? petileg®(n) 1 7\/“2zp e
270y, Aek(z) D Yo /c ilogQ(n) n3/% exp(ory/—2z) — 1
c-+ilog?( —2ze "
Z\/%/c ilog2(n) exp(aﬂc\/—_Qa:) -1
B cioo Vv —2xe~®
B z\/ﬁ c—ico exp(okry/—21) —

dx

1dm + o(1).

g

Nun kénnen wir asymptotische Darstellungen fiir die Momente E(H)),r > 1 bestimmen
(vgl. mit [8, Theorem 4.29]):
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Satz 3.2.40 Die mittlere Hohe eines zufdlligen einfach erzeugten Baumes der Grifie n

erfillt
E(H,) ~ 7”27%1/2, (3.129)
o
Wobei o wie in (2.11) ist. Firr > 1 gilt
2 T
E(H?) ~ () 27/2p(r — V)T (r/2)¢ (12, (3.130)
o
Beweis: Wir definieren
H.(z) =Y E(H})s,z". (3.131)

n>1

Sei bemerkt, dass P(H,, = k) = 12 ](SkH(:) — Sk<2)>. Daraus folgt (mithilfe von (1.42)),
dass "

und allgemeiner
Hy(2) = S = (k= 1))ex(2).

Wegen (3.127) und k" — (k — 1)" ~ rk"~! haben wir
k

a a
H.(z2) ~r=(1 -« k1 ,
()~ rG—a) SR

z = p.

Die Summe erfillt folgende Asymptotik (vgl. [8, Lemma 4.37])

1 1
k log( ), r—1=0&r=1,
E e e
k>1 1—a* #7 r—1>0&r>1.
(1—a)
1. Fall: r =1

Fir r = 1 haben wir (mithilfe von (3.69))

)~ s (23) =58 () =35/ (= 57)

92



https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
lio
nowledge

b

i
r

und daher (mit 5 ~ o (vel. mit (3.70)) und s,, ~ #}Zw)

27

1—2z/p

e 2. Fall: r > 1:

Fir r > 1 gilt (wieder mithilfe von (3.69))

—1

rI¢(r)a N rI¢(r) oz -z
Bl—a)=t  Blov2)—! (1 ) '

p
Wir bekommen (mit Transferlemma 1.2.16):

L2 ;!C(T) oV 2mp /2 prn(r=3)/2
Alovayt T -1/
2T!C(T>ﬁ n'’?,

(ov/2)T((r —1)/2)

['(z 4+ 1) = 2I'(2) liefert uns (3.130). O

H.(2) ~

E(H;) =

Die Hohe erfullt folgenden Grenzwertsatz (vgl. mit [8, Theorem 4.8)):

Satz 3.2.41 Die durch /n skalierte Hohe eines zufilligen einfach erzeugten Baumes der
Grofie n konvergiert in Verteilung gegen den Mazimum einer Brownschen Ezrkursion der

Dauer 1, genauer:
1 a 2
ﬁHn — — max e(t) (3.132)

wobei o die Varianz des entsprechenden Nachkommenverteilung eines Galton- Watson
Verzweigungsprozesses ist.

Beweis: Aldous hat in [2, Theorem 2] gezeigt, dass fiir den Contour-Prozess (C,,(t))o<i<1
folgende schwache Konvergenz vorliegt:
2e(t)

(Cn(t))o<t<1 LN <U> , N — 0. (3.133)
0<t<1

Weiters wissen wir schon, dass %Hn = maxo<¢<1 Cp(t). Das Maximum von stochasti-
schen Prozessen ist ein stetiges Funktional. Satz 1.3.33 liefert uns das gesuchte Ergebnis.
O
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Pélya-Baume

Die Idee, um die Momente E(H]) zu bestimmen ist dhnlich wie bei einfach erzeugten
Baumen (siehe [8, Unterkapitel 4.3.5] oder [11, Teil 7]). Wir definieren zuerst eine zu
sk(z) analoge erzeugende Funktion:

Definition 3.2.42 Sei p*) die Anzahl der Pélya-Biumen mit n Knoten der Hohe < k.
Die entsprechende erzeugende Funktion ist dann

pi(z) = pi(2,0) = > 2", (3.134)

n>1
(vgl. mit [8, Abschnitt 4.3.5] oder [11, Teil 7]). Wegen (3.89)-(3.90) sieht man leicht, dass

po(z) =0, (3.135)

pra1(z) = zexp (Z pk(zz)) , k>0 (3.136)

i>1 ¢

Wir setzen ey (z) = P(z)—px(2). Der wichtigste Unterschied zwischen einfach erzeugenden
Baumen und Pélya-Béumen ist das Analytizitatsgebiet von ey (z) (siehe [8, Formel (4.118))]
oder [11, Proposition 3|):

Proposition 3.2.43 Fir z € A, (vgl. (3.73)) gilt

P(z)*
er(z) = . (3.137)
sy + O (win {log(k),log (=7pr7) )
Beweis: Siehe [8, Proposition 3] O

Setze z :p(l—i—%) und k = |ky/n]. Aus P(z) ~1—d; (1 - ﬁ)l/ = 1—d1< )1/2 und

(3.116) folgt
ex(2) 1 exp(—kdiy—x) 2 div/—z
g Vn 1lzexp(crdiv=a) | /nexp(kdy/—x) — 1

2 di/—x

Nun gilt

Satz 3.2.44 Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufailliger Pélya-Baum der Gréffe n min-
destens die Hohe k hat, ist gegeben durch

2 [etfico —xe "
P(H, > k) = —= [ d 3.138
(Hn 2 ) VT Je—ico exp(kdiy/—x) — 1 v ( )

wobei ¢ eine negative Konstante ist.

Beweis: Genauso wie der Beweis von Satz 3.2.39. O

Nun konnen wir die Momente E(H) endlich bestimmen (vgl. mit [11, Theorem 2]):
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Satz 3.2.45 Die mittlere Hohe eines Knotens in einem zufalligen Polya-Baum der Groffe
n hat folgenden asymptotischen Audruck:

E(H,) ~ Mnl/z. (3.139)
dy
Allgemeiner gilt ;
E(H?) ~ (;) r(r — DT (r/2)C(r)n"2, (3.140)
1

wobei ((z) die Riemannsche Zetafunktion ist.

Beweis: Genauso wie der Beweis von Satz 3.2.40. 4
Nun formulieren wir einen Grenzwertsatz aus (vgl. mit [8, Theorem 4.59]):

Satz 3.2.46 Die mit \/n skalierte Hohe eines zufilligen Pélya-Baum der Grofe erfillt
folgende Konvergenz in Verteilung:

1 2v2
H, -% 2v2 max e(t), (3.141)

wobei e(t) eine Brownsche Ezkursion der Dauer 1 ist. dy ist wie in (2.25).

Wie tiblich vergleichen wir unsere Resultate:

Einfach erzeugte Baume Pélya-Béume
E(H,) ~ @nlﬂ - %nl/z
E(H;) ~ () 22 = DT (/2)¢ () | ~ (2) (e = DE(r/2)¢ ()
Grenzverteilung von ﬁHn 2 supg<s<q €(t) % SUP<s<; €(1)

Dabei sind ¢ und d; wie in (2.11) bzw. (2.25) und e(t) ist die lokale Zeit einer Brownschen
Exkursion der Dauer 1. Wir bezeichnen mit I'(¢) die Gammafunktion und mit ((¢) die
Riemannsche Zetafunktion.

3.3 Weitere Parameter

Wir betrachten nun Parameter, die weder additiv sind noch mit der Form eines Wurzel-
baumes zu tun haben.

3.3.1 Transversalen

Interessante Resultate fiir Transversalen wurden von Gittenberger und Kraus in [19]
gezeigt.

Definition 3.3.1 Sei T ein Wurzelbaum. FEine Transversale V ist eine Teilmenge der
Knotenmenge von T wobei fir jeden Pfad von der Wurzel in einem Blatt V. mindestens
ein Element des Pfades besitzt.
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Verschiedene Werte konnen als diskrete Zufallsvariablen betrachtet werden: die Anzahl
X, der Transversalen in einem zufélligen Baum mit n Knoten, die Anzahl X, ; der
Transversalen der Grofle £ in einem zufélligen Baum mit n Knoten und die Grofie Y,
einer Transversale.

Definition 3.3.2 Sei T ein Wurzelbaum. Unter einer zufélligen p-Menge von T versteht
man eine Teilmenge der Knotenmenge von T, deren Elemente unabhdngig mit Wahr-
scheinlichkeit p (mit 0 < p < 1) gewdhlt werden.

Die Frage ist, ob eine zuféllige p-Menge in einem Wurzelbaum 7' der Groéfle n eine Trans-
versale ist (Ereignis M, (7). Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch

POL(T)) = 3 Xuu(Tph(1— ) (3.142)

(siche [19, Formel (1)]), wobei X,, x(7") die Anzahl der Transversalen von 7" mit k Ele-
menten bezeichnet.

Einfach erzeugte Baume

Sei § eine Familie von einfach erzeugten Béumen, und S, = {S € § : |[S| = n}.
Wir konstruieren fiir die Transversalen folgende bivariate erzeugende Funktion (siehe [19,
Abschnitt 3]):

Definition 3.3.3 Sei X, ;(5) die Anzahl der Transversalen mit k Elementen eines zufdl-
ligen Baumes S € S,,. Die bivariate erzeugende Funktion fir die Transversalen ist dann
gegeben durch

S(z,u) = Z Z Snp2" U mit Spk = Z Xk (S). (3.143)

n>0 k=0 SeSn

Klarerweise besitzt der Mittelwert fiir die Anzahl X,  der Transversalen mit £ Elementen
in einem zufalligen einfach erzeugten Baum der Grofie n folgenden Ausdruck:

E(X,,) = -, (3.144)
STL
Fiir die mittlere Grofle Y,, einer Transversalen in einem einfach erzeugten Baum mit n
Knoten haben wir laut Satz 1.3.7 und (3.143)

[Zn]Su(Z, 1) o ZZ:() ksn,k‘

B = TS0~ Siose

und
(2" Suu(z, 1)

V) = LS

+E(Y,) — (E(Ya))”

_ ZZ:O k’(k' - 1)3n,k i ZZ:() kSn,k B

E(Y,,))?
ZZ:O Sn,k ZZ:() Sn.k ( ( ))

. ZZ:O kzsn,k

— (B(Y,))2.
ST (E(Y))
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Wir wollen diese Werte (asymptotisch) bestimmen. Dazu brauchen wir zusétzliche Ei-
genschaften. Zuerst eine kleine Bemerkung tiber Schranken von X, (S) (siehe auch [19,
Formel (8)]).

Bemerkung 3.3.4 Sei S ein einfach erzeugter Baum der Gréfie n. Jede Teilmenge der
Knotenmenge von S, die die Wurzel enthdlt ist klarerweise eine Transversale. Andererseits
ist jede Transversale eine Teilmenge der Knotenmenge von S. Daher gilt

(Z::i) < Xoi(S) < (Z). (3.145)

Wir unterscheiden Transversalen, die die Wurzel eines Baumes enthalten und jene, die
sie nicht enthalten. Daher zerlegen wir die Klasse der einfach erzeugten Biaume in zwei
Teilstrukturen (vgl. mit [19, Abschnitt 3])

S=8Vus?, (3.146)
wobei:

e SW: Familie von einfach erzeugten Biaume zusammen mit einer Transversalen, die
die Wurzel enthéalt

e S@): Familie von einfach erzeugten Biaume zusammen mit einer Transversalen, die
die Wurzel nicht enthalt

Fiir die zweite Klasse gilt sogar
S® = {o} x U5(S), (3.147)

wobei U den Operator fiir die Gewichtsfunktion ®(¢) bezeichnet.
Daher konnen wir die bivariate erzeugende Funktion (3.143) wie folgt alternativ darstel-
len:

Satz 3.3.5 Die bivariate erzeugende Funktion S(z,u) fir die Transversalen in einfach
erzeugten Bdume erfillt:

S(z,u) = uz®(S(2(14+u))) + 22(S(z,u)) — 2¢p. (3.148)

Beweis: Setze sii)k := |S@|,i = 1,2 und die entsprechenden bivariaten erzeugenden Funk-

4 -1
tionen S®(z,u) (i = 1,2). Per Konstruktion gilt snlgg = Sp (Z 1) und daher

S(U(z,u) = Z ZSn<Z : 1 Z”uk

n>0 k=0
= Z spu(l +u) "

n>0

:1iuS@“+“»
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Fiir den zweiten Teil erhalten wir aus (3.147)
S (z,u) = 20(S(z,u)) — 2¢p.
(3.146) liefert uns das gewtinschte Ergebnis. O

Nun haben wir (siehe [7, Theorem 1] und [19, Theorem 2]):

Satz 3.3.6 Fir die mittlere Wahrscheinlichkeit, dass eine zufdllige p-Menge eine Trans-
versale ist, gilt

. p
lim E(P(M,,)) = 3.149
A BE) 1— (1= p)p®'(So) (3.149)
wobei Sy die Losung der Gleichung
®(S) o
= 1— - 1
So=pr+ (1 —p)T ( 3(r)  B(r) (3.150)

bezeichnet, und p die dominante Singularitit von S(z) ist.

Beweis: Der gesuchte Erwartungswert E(P(P,)) erfillt wegen (3.142) und (3.143)

E(]P;(Mn)) _ ZSESn ]P;<Mn(s>)
_ D 5€8, 2k=0 Xn,k(S)pk(l _ p)n_k
Sn
2"S((1—p)z, £
:[ ] « ) 1p). (3.151)
Sn
Die Idee wére, das Gleichungssystem
S(z,u) =uz®(S(z(1+w))) + 2P(S(z,u)) — z¢o (3.152)
1=29'(S(z,u)) (3.153)
beziiglich z und S fir fixes v > 0 mithilfe des Hauptsatz iiber implizite Funktionen zu
16sen. Aus [19, Teil 3] wissen wir, dass po(u) = % die Singularitat von S(z,u) ist. Da
U

aber die Funktion
F(z,u,8) = s —uz®(S(2(1 4+ u))) + 2®(s) — z¢o

bei z = po(u) singulér ist, ist der Hauptsatz tiber implizite Funktionen nicht direkt an-
wendbar.

Setze ug = %, po = po(ug) = (1 —p)p und Sy := S (pg, up). Einsetzen in (3.152)
—-D

liefert uns (3.150). Aus (2.14) folgt

2(1 —|—uo)>1/2+0 <|1 ~2(1+up)
p p

S(z(1+up)) =7 — dy (1— ) > p (3.154)
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und daher (vgl. mit [19, Formel (15)])

1/2
p z
=Sy —dj————[1-= - 1
S(Z,UO) SO dll—poq)/(so)< p0> +O(|Z p0|) (3 55)

dlp—n
2\/mn3/?
(3.149). Fir einen vollstédndigen Beweis siehe [7, Theorem 1] oder [19, Theorem 2|. O

lokal um z = pg. Der Transfersatz 1.2.16 und Dividieren durch s,, ~ liefert uns

Korollar 3.3.7 Sei X,, = >°7_, X, die Anzahl der Transversalen in einem zufdlligen
einfach erzeugten Baum mit n Knoten. Dann gilt

n
2 k=0 Sn.k 2"
= ~

E(X, . 3.156
Beweis: Sei S € S,,. Setze p = 1/2 in (3.142). Damit bekommen wir
P(Mn(S)) =27 3 Xn(S)
k=0
Mithilfe von (3.143), (3.151) und (3.149) erhalten wir
{4 heo X 2"
E(Xn) _ 2k=0 Sn.k _ ZSESn 2 k=0 n,k(s) _ QnE(P(Mn)) ~ ; .
Sn Sn 2 (1 - §p(I>/(So))
O

Satz 3.3.8 Istk = An mit (A € [e,1—¢€]), dann ist die erwartete Anzahl der Transversalen
der Gréfie k in einem zufdilligen einfach erzeugten Baum mit n Knoten gegeben durch

p(1—\) 1-x 1
E(Xne) ~ 1—p(1 =X (Sp) V 2mAn A (1 — \)(A-Mn’ (3.157)

Beweis: siehe [19, Theorem 3]. O

Satz 3.3.9 Die mittlere Grofie Y,, einer Transversale in einem einfach erzeugten Baum
mit n Knoten ist asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert

ZZ:O ksn k 1
E(Y,) = =k=0nk 2y 3.158
(Ya) S oo 2 ( )
und Varianz sn g2 |
V(Y,) = =h=0" 5k gy )2 o S, 3.159
(Ya) ST s (E(Yy)) 1 ( )

Beweis: Im Beweis von Satz 3.3.6 haben wir vorausgesetzt, dass u ein reeller Parameter
ist. Hier sollen wir aber beachten, dass u in einer komplexen Umgebung von 1 liegt, um
den Fehler abzuschatzen und damit die asymptotische Normalitit zu zeigen. Die Idee ist
die Folgende:

Zuerst stellen wir die Funktion S(z(1 + u)) lokal dar. Diese Darstellung impliziert, dass
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der Fehlerterm in (3.155) fiir |u — 1] < € (¢ > 0) und 2z — po(u) = £ in einem A-

Gebiet der Form ——A, (A, ist wie in Bemerkung 1.2.26) gleichméfBig ist (siche Beweis
von Theorem 1 in [19]). Daher konnen wir das System (3.152)-(3.153) umschreiben und
damit den Hauptsatz iiber implizite Funktionen und Theorem 2.18 in [8] anwenden. Wir
bekommen dann

d po(u)™"
(14 u)(1 = po(u)®(S(po(u), u)) 2v/7n?/?
fur ju — 1| < e (vgl. mit [19, Abschnitt 3]). Aus (1.41) erhalten wir
[2"]5(2, )
[2"]5(2,1)

2(1 — po(1)®'(S(po(1),1 H\"
( IOO( ) ( ,<IO0( ) ))) (IOO( )) (14_0(”71)).

(14 u)(1 = po(w)@'(S(po(w), w))) \ po(w)
Nun konnen wir das Quasi-Power Theorem von Hwang (Satz 1.3.22) anwenden, und wir
erhalten den Mittelwert

(1+0(n™) (3.160)

[2"]5(z,u) =

E(u™) =

__p)
E(Y,) = oD +0(1)

und die Varianz

2 + ! + ! +O(1)
=(-=4+=-4+-|n
£ 2 4
n
=—4+0(
o)
sowie die asymptotische Normalitdt von Y,. Fiir einen vollstindigen Beweis siehe [19,
Theorem 1]. O

Pélya-Baume

Die Ausarbeitung fiir Pélya-Bédume ist dhnlich wie bei einfach erzeugten Baumen. Zu-
erst definieren wir eine bivariate erzeugende Funktion, die eine dhnliche Darstellung wie
S(z,u) besitzt (vgl. mit [19, Abschnitt 4]).

Definition 3.3.10 Genauso wie bei einfach erzeugten Bdumen ist die bivariate erzeu-
gende Funktion P(z,u) fir die Transversalen in Pdlya-Bdume gegeben durch

P(z,u) = Z an,kz"uk mit Pnj = Z Xk (P) (3.161)

n>0 k=0 pPeP,

wobei X, ;(P) die Anzahl der Transversalen in einem Pdlya-Baum der Gréfie n bezeich-
net.
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Mit analoger Argumentation wie in vorigen Abschnitt kann man die bivariate kombina-
torische Klasse P der Pélya-Béaume wie folgt zerlegen (siehe [19, Formel (17)]):

P=PHup® (3.162)
wobei:
e PW: Familie von Pélya-Béume zusammen mit einer Transversalen, die die Wurzel

enthalt

e P®?: Familie von Pélya-Béaume zusammen mit einer Transversalen, die die Wurzel
nicht enthalt

Dabei gilt
P@ = {0} x Ms,(P), (3.163)

wobei M>1(P) Multimengen von Objekten aus P bezeichnet, in welche jede Komponente
von P mindestens einmal vorkommt. Wegen der Nichtplanaritit in P und sogar in P®
(1 = 1,2) ist es schwieriger eine so gute untere Schranke wie in (3.145) zu bestimmen
(die beste wire 1, vgl. mit [19, Abschnitt 4]). Daher definieren wir eine zusétzliche Klasse
von Pélya-Béaumen P, in der die Anzahl der ausgezeichneten Knoten beliebig ist. Wir
erhalten (siehe Formeln (19) und (20) in [19])

P = ({o} + p{o}) x M(P) (3.164)
PO = jfo} x M(P) (3.165)

und damit (vgl. mit [19, Formel (22)]):

Satz 3.3.11 Die bivariate erzeugende Funktion P(z,u) fir die Transversalen in Pdlya-
Bdumen besitzt folgende alternative Darstellung:

P(z,u) = al P(z,u) + 2 (exp (Z W) - 1) , (3.166)

14+u = 7
wobei P(z,u) die bivariate erzeugende Funktion von P ist.

Beweis: Seien PY(z,u) die bivariaten erzeugenden Funktionen von P (i = 1,2). Wegen

(3.163) gilt
PY(z,u) =2 (exp (Z W) - 1) .

i>1 L
Aus (3.164) bekommen wir
N P2yt
P(z,u) = z(1 + u) exp (Z W)
i>1

und aus (3.165)

i>1 4

P(2%,ul ~
PY(z,u) = zuexp (Z (z,u)) . P(z,u).
(3.162) liefert uns das gewtinschte Ergebnis. O
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Satz 3.3.12 Die mittlere Wahrscheinlichkeit, dass eine zufdllige p-Menge in einem Pdlya-
Baum mit n Knoten eine Transversale ist, erfillt:

lim E(P(M,)) =p (1 — po exp (Z Plo, (p/.(l — p))l)) ) 7 . (3.167)

n—oo
i>1 ¢

Dabei ist py die einzige positive Singularidt von P(z,p/(1—p)) wobei P(z,u) die bivariate
erzeugende Funktion der Struktur P ist.

Beweis: Setze u > 0. In [19, Lemma 2| wird gezeigt, dass die Abbildungen z +— P(z,u)
und z — P(z,u) dieselbe dominante Singulariit po(u) besitzen. Damit ist der Satz 1.2.27
(Hauptsatz tber implizite Funktionen) fiir (3.166) nicht direkt anwendbar. Mit analoger
Argumentation wie im Satz 3.3.6 konnen wir (3.167) beweisen. Fiir einen vollstédndigen
Beweis siche [19, Theorem 4]. O

Mithilfe dieses Satzes konnen wir folgende Aussage mit p = 1/2 beweisen.

Korollar 3.3.13 Die mittlere Anzahl X,, der Tranversalen in einem Pdlya-Baum der
Groffe n hat folgenden Ausdruck

21’L
2—2pexp (21‘21 Pm;’”)

E(X,) ~ (3.168)

wobei p ~ 0.180343 die dominante Singularitit von P(z) := P(z,1) ist. Aus [16, Ab-
schnitt 4] wissen wir, dass

1
2 —2pexp (Zizl %)

~ 0.6126998.

Beweis: Genauso wie in Korollar 3.3.7. Ul
Nun formulieren wir unser Ergebnis aus (vgl. mit [19, Theorem 5]).

Satz 3.3.14 Die mittlere Grifie Y, einer Transversalen in Pdlya-Bdaumen mit n Knoten
ist asymtotisch normalverteilt mit Mittelwert

E(Y,,) ~ pn,n — oo (3.169)
und Varianz
V(Y,) ~ a*n,n — oo. (3.170)

Dabei sind p =~ 0.505903 und o numerisch berechenbare Konstanten.

Beweis: Mit ahnlicher Uberlegung wie im Satz 3.3.9 kénnen wir den Hauptsatz iiber im-
plizite Funktionen anwenden. Wir bekommen fiir Y,, eine wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktion der Form (1.53). Aus dem Satz 1.3.22 (Quasi-Power Theorem) folgt die asym-
ptotische Normalitat. Fir den Mittelwert berechnen wir die Ableitung P,(z, 1) mithilfe
von (3.166), um damit den Ausdruck

[2"] Pu(2,1)

EYa) = Pn
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7ZUu approximieren.

0 0
Fiir die Varianz berechnen wir — (uaP (2, u)) und bekommen damit wegen (1.45)
u

ou

u=1

[2"] a% <ua%P(z, u))

V(Y,) = u=l _E(Y,)*.
Pn
Fiir eine genaue Ausarbeitung siehe [19, Theorem 5. O
Wir fassen unsere Resultate zusammen:
Einfach erzeugte Baume Polya-Béaume
2’"4 ~ 27’1,

E(X5) ~ b (50) 2 3pexn(3 o, PO/

E(Y,) ~in ~ pn

V(Y,) ~ 1 ~ o’n

Grenzverteilung von Y:‘/;%) N(0,1) N(0,1)

Dabei gilt g ~ 0.180343, 1 =~ 0.505903 und p bzw. Sy sind wie in (2.13) bzw. (3.150).

3.3.2 Protection number

Der Parameter, der in diesem Abschnitt prasentiert wird, wurde fiir einfach erzeugte
Baume und Pdlya-Béume in [18] analysiert.

Definition 3.3.15 In einem Wurzelbaum bezeichnet die protection number eines Knoten
die Linge des kiirzesten Pfades dieses Knotens zu einem Blatt. Ist der betroffene Knoten
die Wurzel, so spricht man von der protection number des Baumes.

Einfach erzeugte Baume

Um eine Verteilung der protection number von einfach erzeugten Baumen zu definieren
brauchen wir ein zusétzliche erzeugende Funktion (siehe [18, Formel (1)]).

Definition 3.3.16 Wir nehmen an, dass die Gewichtsfunktion ®(t) aperiodisch ist. Dann
ist die erzeugende Funktion fir einfach erzeugte Bdume, die mindestens die protection
number k haben, definiert durch

Sxi(2) = 2(P(S2k-1(2)) — ¢o). (3.171)
Bemerkung 3.3.17 Offensichtlich gelten Ss¢(z) = S(z) und
Son(2) = Q*(S(2)) (3.172)
wobei Q(t) = 2(P(t) — ¢o) und QF(-) die k-fache Hintereinanderausfihrung davon ist.
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Abbildung 3.3: Die protection numbers der Knoten eines Motzkin-Baumes der Grofle 8.

Interessant ist das asymptotische Verhalten von Ssj(z) (siehe Beweis von Theorem 1 in

[18])

Lemma 3.3.18 Flir jedes k € Ny hat Ssi(2) die gleiche dominante Singularitit wie S(z)
und eine entsprechende Puiseux-Reihe der Gestalt

Szk(z) = d07k + dl’]ﬂ /11— Z + 0O (1 — Z) (3173)

wobei dy g, = ' (do —1)d1g—1 = ()5 (7)dy. Dabei ist dy ist wie im Satz 2.1.14.

Beweis: Wir zeigen die Aussage fir £ = 1 (der Rest folgt wegen (3.172) durch Induktion).
Die Funktion Q(t) ist in S(p) = 7 analytisch. Wir erinnern uns, dass

1\"? z
S(Z):T—d1<1—> —l—@(l—), z=p
p p

20(7)
(1)

Daher hat die Komposition S>1(z) = Q(S(z)) bei z = p folgende singulére Entwick-
lung:

Soi(2) = Q(r) — Y (P)dy (1 - ;) o (1 - Z)  op. (3.174)

Wir wissen schon, dass die Gewichtsfunktion ®(¢) nur aus nichtnegativen Koeffizienten
besteht. Da 7, p > 0 gilt, sind Q(7) und Q'(7) ebenfalls nichtnegativ. Damit ist die Aussage
gezeigt. Il

Die Folgerung ist offensichtlich.
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Lemma 3.3.19 Die Koeffizienten von Ss(z) besitzen folgende asymptotische Darstel-

lung:
Sng = [2"]S5k(2) ~ % (1 +0 (i)) , N — 0 (3.175)
mit dy = Q (dog—1)d1 -1 = ()*(7)d;.
Beweis: Folgt aus den Transfersiatzen 1.2.16 und 1.2.25. O
Bemerkung 3.3.20 FEs gilt
dos = dok—1) = (1) = Q*(S(p)) = Sz4(p) (3.176)

fur alle k € Ny.

Die protection number eines einfach erzeugten Baumes induziert eine Zufallsvariable X,.
Die entsprechende Verteilung ist gegeben durch:

P(X, > k) = % (3.177)

Unserer Ziel ist den Erwartungswert

E(X,) =S P(X, > k) (3.178)

k>1

asymptotisch zu bestimmen. Der folgende Satz liefert uns das gesuchte Ergebnis (siehe
auch [18, Theorem 1])

Satz 3.3.21 Sei X,, die protection number eines zufilligen einfach erzeugten Baumes
mit n Knoten. Fiir den Mittelwert und die Varianz von X,, gelten dann

lim E(X,) = p"" H P'(S54(p (3.179)
k>1
und
k—1 2
Jim V(X,) = Y (2 — D [T @/(55(0) — (Jim E(X,)) (3.180)
k>1 =1

Beweis: Wegen (3.176) kann man d; , wie folgt umschreiben:

dy

diy = Q' (S>-1(p))
:Pq’,(5>k 1(,0)) Lk—1
)

= p*®' (5>k 1(p)) P (Sk-2(p))d1 k-2

=p! H @'(S>(p))di0-

=1
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Da d; = d; gilt, erhalten wir

Z 2/mn3/2
dip—™

k>1 2, /7n3/2

o dy

E>1 dy

=> 1:[ '(S>i(p))-

k>1 i=1

Der Ausdruck fiir die Varianz folgt aus (1.45) mit E(X?) =Y (2k — 1)P(X,, > k). O

k>1

Nun interessieren wir uns fiir die protection number eines zufélligen Knoten in einem
einfach erzeugten Baum der Gréfle n. Die Idee, um Ergebnisse zu berechnen, ist, ein Blatt
zu markieren, und dieses durch einen Baum der protection Number k zu ersetzen. Dazu
brauchen wir die bivariate erzeugende Funktion S (z,u) aus Satz 3.1.6. Wir erinnern
uns, dass z bzw. u die Grofle bzw. die Anzahl der Blatter markiert. Mit dieser kann
man einen Ausdruck fiir eine weitere erzeugende Funktion bestimmen (sieche auch [18,
Formel (5)]):

Definition 3.3.22 Sei Si(2) die erzeugende Funktion der k-protected Knoten. Diese er-
fullt per Definition folgende Gleichung:

- S 0

Sk(2) = 52" = >¢(2) — SO0z 1). (3.181)

>0 z  Ou

Sei X, die mittlere protection Number eines zufélligen Knoten in einem einfach erzeugten
Baum der Gréfle n. Das Verfahren, um den Mittelwert E(X,) zu bestimmen, ist das
gleiche wie bei X,. Die Wahrscheinlichkeit P(X,, > k) wird bestimmt, und iiber alle

k € N aufsummiert. Diese Wahrscheinlichkeit P(X,, > k) ist gegeben durch:

[="]Sk(2)

PXo 2 k) = Cls(ey

(3.182)

(vgl. mit [18, Formel (6)]). Dann haben wir (siehe auch [18, Theorem 2]):

Satz 3.3.23 Fir die mittlere protection Number X,, eines zufilligen Knoten in einem
einfach erzeugten Baum der Griffe n gilt

T}L}IE.OE(X”) - SQ(S;) kz: S>r(p) (3.183)
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M Sibliothek,
Your knowledge hub

und
lim V(X)) = 22 5™ (2k — 1)Sss(p) — (hm E(Xn)) . (3.184)

n—00 S(p) =1 n—00

Beweis: Wir nutzen die Darstellung (3.181) von Si(2), um die Koeffizienten dieser Reihe
zu bestimmen. Aus (3.15) folgt:

S (2,1) = 2@(S9(2,1)S (2, 1) + g0z
= 20'(5(2))5 (2,1) + oz
Poz
1—29'(S(2))
Wir kénnen dies ein wenig umschreiben. Aus S'(z) = ®(S(z)) + 29'(S(z))5'(z) und
D(S(2)) = 22 folgt

: S'(z) = 2(5(2)) S(2)
(S = =1-
@(5(z) S'(z) 25'(2)
" 602282
0) (5 1) = P0F P2
Dabei gilt
& oy $025°(2)5xk(2)
Wir wissen, dass [2"]|Ssk(z) ~ 2”[\1/’;2;72 und [z"] Zgé;(j) ~ B 2\5/171{7’;/2. Nun koénnen wir

Lemma 1.2.21 (iv) anwenden, und wir bekommen

& oy P0Szk(p)nsn

[2"]Sk(2) .
und daher
E(X,) = Y B(X, > k)
- [95)
E>1 n[z"]S(2)

NZI

ns,

- Z S>k(p)-

k>1
~ ~ ~ 2
Die Varianz erhélt man wieder mit V(X,,) = $y21(2k — DP(X, > k) — (E(X,)) . O

Beispiel 3.3.24 Als erstes Beispiel betrachten wir die Catalan-Bdaume. Wir haben p = %,

1
T =3, O(t) = 1 und damit ¥'(t) = e Wir bekommen folgende Rekursion:
1 1 1
S =-|—-1),8 =-.
Zk(p) 4 (1 _ SZk—l(p) ) ) 21(,0) 4
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Ezxplizit haben wir

3
Szk(P) = m
und daher
1 k—l k‘—l 1
nh_{go E(X,) = Z (4) H 2 ~ 1.622971384715353.
k>1 i=1 (1 - m)

Beispiel 3.3.25 Nun betrachten wir die Cayley-Bdume. Zur Erinnerung, hier sind T =
L, p=et ¢g=1und ®(t) = &' (t) = €'. Daraus folgt:

Sorl(p) =t (%10 1) Suy(p) =M (' =) =1 —e ",

Diese Rekursion kann nicht explizit gelost werden (siehe [, Example(Cayley trees)]). Doch
erhalten wir numerische Ergebnisse:

lim E(X,) ~ 2.286198316708012

n—oo

lim V(X,) =~ 1.598472890455086.

n—oo

Beispiel 3.3.26 Fir strikte Bindrbiume sind p = %, T=1,¢9o=1, &) =1+ t* und
®'(t) = 2t. Dann gilt

1 So(p 2k _ ok
Sok(p) = 52k-1(p)" = 225)0 y =2
und daher -
lim B(X,,) = > 27 [T 27 ~ 3.536472483525321.
k>1 i=1

Fiur Bindrbaume zweiter Art und die Motzkin Badume gibt es keine explizite Darstellung
fir Ssk(p). Doch kénnen die Grenzwerte von E(X,,) und V(X,) numerisch berechnet
werden (siehe Tabelle am Ende des Abschnittes).

Pélya-Baume

Analog wie bei einfach erzeugten Baumen brauchen wir eine zusétzliche erzeugende Funk-
tion (vgl. mit [18, Formel (8)]):

Definition 3.3.27 Die erzeugende Funktion Ps(z) von Pdlya Bdume, die k > 1 als
minimale protected number hat, besitzt folgende Darstellung:

Psi(z) = zexp (Z sz_l(z)) — z. (3.185)

i>1 ¢
Bemerkung 3.3.28 Klarerweise gilt P>o(z) = P(z).

Wie vorher berechnen wir die singuldre Entwicklung von Ps(z) (siche Beweis von Lemma
3 in [18]):
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Lemma 3.3.29 Flir jedes k € Ny besitzt P>i(z) die gleiche dominante Singularitat p wie
P(2) und eine Puiseuz-Reihe der Form

1/2
Por(2) = Porlp) — dig (1 - ;) +O (1 - ;) L zop (3.186)

mit Konstante dy j > 0.

Beweis: Mit Induktion wobei Pso(z) = P(z) und wegen der rekursiven Darstellung von
Psy(2) (3.185). O

Wie im vorigen Abschnitt induziert die protection Number X,, von Pélya-Béume eine
diskrete Zufallsvariable. Dazu definieren wir folgende bedingte Wahrscheinlichkeit:
[2"] Po(2)

P(X, > k| X, > k—1) = TP ()

(3.187)

Wir kénnen diese Koeffizienten asymptotisch bestimmen (vgl. mit [18, Lemma 3]):

Lemma 3.3.30 Fir die Koeffizienten von Psi(z) und Psy_1(2) gilt

dyjo1p™ 1
Pk = [ Po1(2) = % <1 +0 (n» . n— oo (3.188)
und damit
n (P>k(p) + p)dig-1p™" 1
o = [ Pon(z) = N (1 +0 (n)) L oo (3189)

Beweis: Die erste Gleichung folgt aus der asymptotischen Darstellung von Psjp_q(2)
(3.186) und den Transfersitzen 1.2.16 und 1.2.25.

Fiir die zweite Gleichung nutzen wir die rekursive Formel (3.185) von Ps(z), die Puiseux-
Reihe (3.186) von Psp_1(z), e7* ~ 1 — 2, und wir bekommen:

Poi(z) ~ pexp (Z P>ki1(P )) (Prima(o)=di e (1-2)

1/2
~ (Poslp) + 1) (1 ~dis (1 _ p) ) .

Transfersatz liefert uns (3.189). O
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Nun kénnen wir einen asymptotischen Ausdruck fir den Mittelwert von X,, bestimmen.
Zuerst eine Bemerkung:

Bemerkung 3.3.31 Sei X,, die protection number eines zufdalligen Pdlya-Baumes mit n
Knoten. Dann erfillt der Mittelwert

E(X,) = Y P(X, > &)

k>1

—Z

k>1

2" Psi(2)
P( )
i P>1( )

_ZH Z’n13>Z 1(2’)

k>11i= 1

= ZHIP’(Xn > X, >i—1).
k>1i=1

Nun formulieren wir unser gewiinschtes Ergebnis (vgl. mit [18, Theorem 3])

Satz 3.3.32 Sei X,, die protection number eines zufilligen Pdlya-Baumes mit n Kno-
ten. Dann besitzen der Erwartungswert und die Varianz von X, folgende asymptotische
Darstellungen:

k
lim E(X ; 1:[ (P=i(p) + p) ~ 2.154889671973873 (3.190)
und
k
lim V(X,) = (2k - 1) H (Psi(p — (E(X,))* ~ 1.369993017502652.  (3.191)

k>1 i=1

Beweis: Mithilfe von Satz 3.2.30 und Bemerkung 3.2.31 haben wir

D=Lkt

E>14= 1 P>z 1( )
r (P>i(p)+p)bri—1p™"

=S I
- . blz 1P~
k>11i=1 2fn3/2

Zl;[ (P>i(p

k>1

Fiir die Varianz benotigen wir (1.45) und
k
E(X7) =Y (2k—1DP(X, > k)= (2k—1) [[P(X,, > i|X, >i—1).

k>1 k>1 i=1
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Bezeichne ﬁk(z) die erzeugende Funktion fiir k-protected Knoten in Polya-Baume. Im Ge-
gensatz zu einfach erzeugte Baume konnen wir wegen der Nichplanaritat der Pélya-Baume
nicht die gleiche Methode wie im vorigen Abschnitt anwenden (siehe [18, Abschnitt 3.2]).
Unsere Methode geht wie folgt. Sei F'(P) die Anzahl der k-protected Knoten in einem
zufilligen Pélya-Baum P. Laut [18, Abschnitt 3.2] ist F'(P) ein additiver Parameter mit
Maut-Funktion

HT) 1, wenn P mindestens die protection number k hat

0, sonst

Bezeichne Py(z,u) = Ypep 2IPlyF(P) die entsprechende bivariate erzeugende Funktion.
Dann ist Py(z) durch

Py(z) = (,iPk(z, 1) (3.192)

gegeben.

Sei wieder X, die mittlere protection number eines zufilligen Knoten in einem Pélya-
Baum der Grofle n. Diese definiert wieder eine Zufallsvariable. Unser erster Ziel ist, die
Wahrscheinlichkeit P(X,, > k) zu bestimmen (siche [18, Formel (16)]).

Satz 3.3.33 Die Wahrscheinlichkeit P(X,, > k) erfillt folgende Asymptotik
~ 2 ~ )
P(Xn > k) ~ 7z (Z Py(p*) + P>k(ﬂ)) (3.193)
1 \i>2
wobei dy und p wie im Satz 2.2.5 sind.

Beweis: Da F(P) ein additiver Parameter ist, kénnen wir (3.9) anwenden, diese Glei-
chung nach wu differenzieren und u = 1 setzen. Wegen (3.192), der Definition von f(P)
und einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis von Satz 3.1.4 (mit H(z) = P>x(2))
bekommen wir

Pulz) = P(z) 21‘212 fk](j(zi)—i- sz(Z)'

Weiters sind, wegen dem Beweis des Satzes 3.1.4, die Funktionen Psj(z) und Py(2),i > 2

1/2
bei z = p analytisch. Da P(z) ~ 1 —d; (1 - Z) haben wir
p

. o P(p)) + P
Pulz) ~ Yisa Pu(p') + 1/;1«(/))
d; (1 ~ )

P

dlp_n
NG

o Sise Pu(p) + Por(p)) pm
[2"] Pe(2) ~ ( di\/Tnl/? ) :
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Daher gilt

(Zizz pk(PiHsz(P))p‘"

e (Z e sz<p>) |

Nun kénnen wir eine Formel fiir den Erwartungswert E(X,,) und die Varianz bestimmen
(vgl. mit [18, Theorem 4]).

Satz 3.3.34 Sei X, die mittlere protection number eines zufilligen Knoten in einem
Polya-Baum der Gréffe n. Dann gilt

lim B(X,) = > 7 (Z Pu(p) + Psi(p )) ~ 0.9953254987 (3.194)
k>1 i>2
und
lim V(X,,) ~ 1.3818769746. (3.195)
Beweis: Wegen des vorigen Satzes haben wir
k>1 k>1 i>2
Fiir die Varianz betrachten wir wie iiblich (1.45) mit
E(X2) = 3 (2k — DB(X, > k).
k>1
0
Insgesamt haben wir:
Baume lim E(X ) lim V(X,)
n—r00 n—>00
k—1
Einfach erzeugt | Y p*! H '(Ssi(p)) | o2k — )" ] @' (Ssi(p)) — (lim E(X,,))?
k>1 k>1 i=1 e
Catalan 1.622971384715353 0.7156950717833327
Cayley 2.286198316708012 1.598472890455086
Binar 1 3.536472483525321 3.763883442795153
Binéar 2 1.562988296151161 0.372985688954940
Motzkin 2.546378248338912 1.679348871220563
Pélya 2.154889671973873 1.369993017502652
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3.3.3 Der Wiener-Index

Der Wiener-Index wurde zum ersten Mal vom Chemiker H. Wiener in 1947 in [36] de-
finiert, um Strukturen von Molekiilen zu analysieren. Unser Ziel ist, diesen Parameter
mathematisch zu betrachten (Definition 3.3.32, siche auch [35, Teil 1]) und fiir einfach
erzeugte Baume und Polya-Baume zu analysieren.

Definition 3.3.35 Sei T ein Baum mit Knotenmenge V(T'). Unter dem Wiener-Index
W(T) von T versteht man die Summe aller Abstinde d(u,v) zwischen zwei Knoten u,v €
V(T), also
W)= > du,v) Z > d(u,v). (3.196)
uweV(T) 2 V) vev (1)
Ist F(T) die interne Pfandlinge (vgl. Abschnitt 3.1.3), so kann man den Wiener Index
wie folgt rekursiv darstellen (vgl. mit [35, Teil 2]):

W(T) = +ZW D+ > T (F(T) + |T)). (3.197)

1<y1,52<k

Wir konnen Ergebnisse fiir den Wiener Index bestimmen. Dazu brauchen wir den zusatz-
lichen Parameter

Q(T) = |T|F(T) — W(T). (3.198)
(vgl. mit [24, Formel 3.2] oder [35, Formel 4]). Dieser Parameter besitzt folgende alter-
native Darstellung (siehe [24, Abschnitt 3]):

Satz 3.3.36 Seien T' ein Wurzelbaum mit Wurzel v und u,v € V(T). Wir bezeichnen
mit u A v den letzten gemeinsamen Vorgdinger von u und v. Dann folgt:

= > > drunv). (3.199)

w€V (T) veV (T)
Beweis: Wir haben
d(u,v) =d(u,u Av) +duAv,v) =du,r)—duAv,r)+dv,r)—duAv,r).
Aufsummieren, (3.196) und (3.198) liefern uns dann (3.199). O

Einfach erzeugte Baume

Sei S, ein einfach erzeugter Baum mit n Knoten. Das erste Moment des Wiener-Indexes
E(W(S,)) wurde schon in [12] berechnet. Viel komplizierter ist es, hohere Momente zu
erhalten, indem man auch die Parameter F'(S,) und Q(S,,) betrachtet. Das allgemeine
Ergebnis wurde von Janson in [24, Theorem 3.4] présentiert. Ziel ist es eine asymptotische
Darstellung fiir E(F(S,,)*Q(S,)'W (S,)™) zu bestimmen, und damit eine Grenzverteilung
fiir den Wiener-Index zu erhalten. Dafiir wenden wir eine Beweisart an, die ahnlich wie in
[35] ist, um die Ergebnisse in [24] zu erhalten. Zuerst definieren wir eine multivariate erzeu-
gende Funktion, die von der interne Pfadlange F'(.S,) und von dem Parameter Q(.S,) ab-
héingt. Sei erinnert, dass die bivariate erzeugende Funktion S(z,u) = ¥ ges w(9) 2 u )
fiir die interne Pfadldnge die Funktionalgleichung

S(z,u) = z2®(S(zu,u))
erfiillt, wobei ®(t) wie in (2.4) ist (vgl. mit Abschnitt 3.1.3). Allgemeiner haben wir:
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Definition 3.3.37 Sei S eine Klasse von einfach erzeugten Bdumen. Bezeichne S € S
die Grifle bzw. die interne Pfadlinge durch |S| bzw. F(S). Weiters sei Q(S) der Para-
meter wie in (3.198). Dann definieren wir folgende multivariate erzeugende Funktion:

S(zou,z,v) ==Y w(9) 2SI Z5F F(9) @), (3.200)
Ses

Fiir x =1 erfillt diese Funktion
S(z,u,1,v) = 2®(S(zu, u, v,v)) (3.201)
(vgl. mit [35, Formel (5)]).

Diese Funktion spielt eine wesentliche Rolle, um unsere Resultate zu erhalten. Die Idee
ist, folgenden Differentialoperator anzuwenden (vgl. mit [35, Teil 3]):

Definition 3.3.38 Sei F(z,u,z,v) eine multivariate erzeugende Funktion. Bezeichne
mit ©, der Operator definiert durch

(0.F)(z,u,z,v) = zF,(z,u,z,v) (3.202)
und analog fir u,x und v.

Mithilfe dieser Definition angewendet auf S(z, 1,1, 1) ist leicht zu erkennen, dass

Ski(2) = (0501 9)(2,1,1,1) = 3 F(S)*Q(S)'2. (3.203)
Ses

Sei noch bemerkt, dass aus (3.200)
0.5(z,u,1,v) = ©25(z,u, 1,v) (3.204)
folgt. Mithilfe dieses Ausdrucks und der Funktionalgleichung (3.201) gilt:

Satz 3.3.39 Die Funktionen Sy o(z) und Sp1(z) erfillen
=7 - 2
S1.0(2) 502) 25'(z) (3.205)
und

Soa(z) = (Zg(g) - 1) (25'(2) + 225"(2)) . (3.206)

Beweis: Wir zeigen nur (3.205) ((3.206) geht ganz analog). Direkt aus der Gleichung
(3.201) zusammen mit (3.202) fir u haben wir

(©.9)(z,u,1,v) = uSy(z,u, 1,v)
= uz®'(S(zu, u,v,v)) (25, (zu, u,v,v) + S, (zu, u,v,v))
Setze nun v = v = 1. Wir bekommen (mit S,(z,1,1,1) = S’(z) und S,(z,1,1,1) =

S10(2))

S10(2) = 29'(S(2))(25(2) + S10(2))

und daher ¥(5(2)
z
———25(2). 2
Sio(z) = =205z ))zS(z) (3.207)
Aus (2.4) haben wir z®'(S(z)) = st?i)' Einsetzen in (3.207) liefert uns (3.205). O
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Mit dhnlichen Uberlegungen wie in [35, Lemma 3] kénnen die Operatoren ©, und ©,, auf
S(z,u,1,v) mehrmals anwenden werden, und wir bekommen

(0r0lS)(z,u,1,v) = 2 Z > ( ) (j) (0L67(® 0 9))(zu,u,v,v)

=0 7=0

x((0, +0,) (0, +6,)78)(2u,u,v,v) (3.208)
fur £k > 1,1 > 0, sowie

(eFel 8)(z,u,1,v) _sz:zzz( )( j )@l@ﬂ( 0 9))(zu, u,v,v)

=0

x((0, + 0, (0, +6,)8)(zu, u,v,v) (3.209)

fir £ > 0,1 > 1. Aus dieser Darstellungen erhalten wir einen asymptotischen Ausdruck

fir Sk,l(z).

Satz 3.3.40 Die Funktion Sy;(z) besitzt die gleiche dominante Singularitit p wie S(z),
und es gilt

L\ —(3kH5I=1)/2 L\ ~(Bk+51-2)/2
Sk,l(z) = ko (1 — > + O ((1 — ) , zZ—=pP, (3210)
p p

wobei die Koeffizienten dy; durch folgende Rekursion

dyy = ((Sk: 450 — A)kdy_1y + = (3k; + 50— 4)(3k + 51 — 6)ldj—1

e
i ii ( ><j>dmdk i ]>, kl>1 (3.211)

<i+j <k+l

mit Anfangswerten d o = und dp, = é definiert sind. Dabei sind T und o sind wie
o

n (2.13) bzw. (2.11).

o2

Beweis: Wir zeigen die Aussage fir £k = 0,/ = 1 und k£ = 1,1 = 0 (Fir hoheren
k,l bekommen wir (3.210) und (3.211) aus (3.208)-(3.209) und Induktion. Eine analo-

ge Ausarbeitung fiir Pélya-Baume finden wir in [35, Proposition 5]). Im Beweis vom

—1/2 —1/2
Korollar 2.1.17 haben wir gezeigt, dass 25'(z) ~ 4 (1 - %) ?_ o <1 — %) 2 nd

28'(z) , d (1 — 5)71/2 U\[ (1 - —) 2 Aus (3.205) folgt daher

5(2) 2r P P

-1
T y4
SLO(Z) ~ T‘Q (1 — p) .

%)*3/2 und daher wegen (3.206)

Weiters gilt 225" (z) ~ %1 (1 — i)f?’/Q = ﬁ (1 -
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Nun ist es moglich, das asymptotische Moment E(F(S,,)*Q(S,)!) zu berechnen.

Satz 3.3.41 Fiir k,1 > 1 haben die Momente E(F(S,)*Q(S,)!) folgende asymptotische
Darstellung:

E(F(S,) Q(S,)") = F((Skﬁﬁ’“i)/Q)Tn@’f“’”/? (1+0(n 7). (3.212)

T und o sind wie in (2.13) bzw. (2.11).

. Tp " .
Beweis: Wegen s,, ~ \/2_'03/2 und Transfersatz 1.2.16 haben wir
Ton
djp n(3k+51-3)/2 5=

[2"] Sk N T ((Bk151-1)/2) _ V2mody, 1, (3k+50)/2
Sn L((Bk+5l—1)/2)r '

E(F(5,)"Q(5.)) =
V2ron3/2

|
Wir schreiben die Darstellung (3.212) um. Betrachte die Zahlen wy,; definiert durch wy g =
wo1 =1, wg; =0 fir £ <0 oder { <0 und

(5k+T71—-3)/2 s h-+i+1

W = AT dpy,  k,0>1.
Aus (3.211) folgt
k1
wiy = 2(3k+50 — 4)wy_1,+2(3k+51 —4) (3k+5l = 6)wi 1+ YD wijwhk—ii—j. (3.213)
ngj];koﬂ

Wir erhalten

k‘l'ﬁwkl 1\~ B
k l , Lt51
E(F(5)"QUS0)) = germrar (3% + 51— 1)/2) (;) n (1 0m™).

In [24, Theorem 3.3] hat Janson gezeigt, dass

El/mw
(Cl CZ) 2(5k+7l 4) /2F((3k ‘i%l —_ 1)/2> (3214)

wobei (1, (o zwei Zufallsvariablen bezeichnen, die wie folgt definiert sind (siehe [24, Theo-
rem 3.1] und [35, Theorem 1]):

Definition 3.3.42 Wir definieren ((1, o, () als ein Tripel von Zufallsvariablen, sodass

G = 2/1 e(t)dt, (3.215)

(=4 min e(u)dsdt, (3.216)

= L e

(=CG—G=2 // (e(s) +e(t) — ZSgluigte(u))dsdt (3.217)
O0<s<t<1 T

wobei (e(t))o<t<1 eine Brownsche Exkursion der Dauer 1 bezeichnet.
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Wir haben also
E(F(S) Q) =BG (1) 2 (110w ). sy

1

o
Die Momente von ¢ kénnen mithilfe von ¢ = (; — (5 berechnet werden. Die zwei ersten
Werte sind (vgl. mit [24, Theorem 3.3])

E(G) = /7/2 E(G) = /7/8 E(¢) = \/7/8
E(¢}) = 5/3 E(() = 7/15 E(¢?) = 2/5.
Damit bekommen wir:

Satz 3.3.43 Der mittlere Wiener-Index eines zufdilligen einfach erzeugten Baumes S,
mit n Knoten erfillt:

E(W(S,)) = \/;nma + O 1), (3.219)
Beweis: Aus (3.198) folgt W (S,,) = nF(S,) — Q(S,) und daher wegen (3.218)
E(W(S,)) = nE(F(Sn)) — E(Q(Sn))

3/2 5/2
~ nE(Cl)nT - E(@)%
/2
= (E(G1) — E(Cz))T
5/2

n

— ()"~
=g

Allgemeiner haben wir (vgl. mit [24, Theorem 3.4])
k+l4+m

1
E(P(S)MQ(S)W(S)™) =BG (S) a4 on1/2). (3:220)
Daher gilt fiir die Varianz von W (S,,):
Satz 3.3.44 Die Varianz des Wiener-Indezes eines zufdllig einfach erzeugten Baumes
erfullt folgende Asymptotik:

V(IW(S,)) = 16 =57 4

R (1+0(n~Y?)). (3.221)

Beweis: Aus (3.220) und (3.219) haben wir zusammen mit den zwei ersten Momenten
von (

V(W(S,)) = E(W(S,)?) — (E(W(S,)))”
- E( 2>n5 _ 5
022 802
= (52 502) "
16 =57 4
= 4002
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Zum Schluss bestimmen wir eine Grenzverteilung fiir den Wiener-Index. Genauer

Satz 3.3.45 Seien S, und o wie im vorigen Satz. Der normalisierte Wiener-Index n=>/>W (S,,)

erfillt dann folgenden schwachen Grenzwertsatz:

=W (S,) - 0. (3.222)
Beweis: Die Idee ist, die Tiefensuche X, (t),0 < t < 2n und die Contour C,(t) =
LXn(2nt),0 < 1 von S, (siehe Definition 3.2.2) anzuwenden. Betrachte F'(S,). In
[QZ Teil 4] wird gezeigt, dass

1 1

7 F(5a) = / " X (2)dr+O(n1/2) =

2n3/2 Jo
Das Integral bildet ein stetiges lineares Funktional. Daher kénnen wir Satz 1.3.33 auf
(3.133) anwenden und erhalten mit (3.215)

1F(Sn)i>/0 2ell) gy — ff

n3/2 o
Betrachte nun @Q(S,,). Aus [24, Teil 4] haben wir

/ X, (2nt)dt+O(1) / O, (D)dt+O(1).

nl/2

1 2n  pr2n
Sn) =1 5/2/ / min X, (z)dridz, + O(n~Y?)
n

n5/2 r1<x<xzo

/ min C,(u)dsdt + O(1)

0 s<u<t
—2// mmC w)dsdt + O(1).
0<s<t<1

Das Minimum ist wieder ein stetiges Funktional. Daraus folgt (mit Satz 1.3.33 angewendet
auf (3.133) und (3.216))

1 G
@) 22 [ [ i X asie = 2
0<s<t<1
(3.198) und (3.217) liefern uns das gewtinschte Ergebnis. . O

Pélya-Baume

Sei P, ein Pdlya-Baum mit n Knoten. Die entsprechenden Resultate wurden in [35] ge-
zeigt. Wir fiihren eine ahnliche Beweisart wie im vorigen Teil, um einen Ausdruck fiir die
Momente E(F(P,)*Q(P,)'W (P,)™) zu berechnen, und eine Grenzverteilung zu erhalten.
Analog wie im vorigen Abschnitt definieren wir eine multivariate erzeugende Funktion,
die von der GroBe |P,|, der internen Pfadlénge F(P,) und Q(F,) abhingt (vgl. mit [35,
Teil 2]).

Definition 3.3.46 Die multivariate erzeugende Funktion P(z,u, z,v) =

PeP
erfillt folgende Funktionalgleichung:

P(z,u,1,v) = zexp (Z 1_P((zu)j,uj,vj,vj)) : (3.223)

j21
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Unser erster Ziel ist es, eine asymptotische Darstellung fiir das Moment E(F (P,)*Q(P,)")
zu bestimmen. Man sieht leicht, dass

Ppi(2) = (080 P)(2,1,1,1) = Y F(P)kQ(P)'2F. (3.224)

Pep

Wobei der ©, und ©, die im vorigen Abschnitt definierten Operatoren sind.

Bemerkung 3.3.47 Wegen P(z,u,1,v) = 3 pep 2 12?2l Ply@P) gilt ©,P(2,u,1,v) =
O%P(z,u,1,v).

Satz 3.3.48 FEs gilt

Pio(2) = P(z) ) (2/P'(27) + Pro(+))) (3.225)
Po1(2) = P(2) §>:1 (¢P'(27) + 2 P"(27) + Poa(¥)) (3.226)

Beweis: Wir wenden den Operator 6, an. Mithilfe von (3.223) haben wir

O.P(z,u,1,v)
=uP,(z,u,1,v)

= uzexp (Z ,P(z]u],uj,v],vj)) > (uj’lz]Pz(z’u’,u],vJ,vj) + u]’IPu(z’uJ,uJ,vJ,v]))

J=21 j21

= 2zP(z,u,1,0) ) (ujszz(zjuj,uj,vj,vj) + ! Py (27! 0 vj,vj)>
i>1

= 2P(z,u,1,v) > ((@ZP)(zjuj,uj,vj,vj) + (@uP)(zjuj,uj,vj,vj)) :

Jj=1

Setzt man uw = v = 1 so erhalten wir (3.225). Mit Anwendung des Operators ©, auf
P(z,u,1,v), Bemerkung 3.3.47 und u = v = 1 bekommen wir (3.226). O

Allgemeiner haben wir (siche Lemma 3 in [35])

@0 P) )= 33 ( ><2> (01,00 P)(z,u, 1,v) 3 jE+#i+h1

i=0 h=0 j>1

X ((0: +0.,) (6, +6,)"P)(z)) (3.227)

fir k> 1,1 >0 und

-1
(G'IZ@%UP)(Z7U; 17’0) = Z <k> ( ) @z @hp)(z u7 17'U ij‘-‘rl-‘ri—l—h—l

i=0 h=0 j>1

x ((0.40,) (0, +6,)"P)(z) (3.228)

fir £ > 0,1 > 1. Nun kénnen wir eine asymptotische Darstellung fiir P ;(2) ermitteln
(siche auch [35, Proposition 5]):
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Satz 3.3.49 Fir k,l > 0 und k + 1 > 1 besitzt die Funktion Py, (z) folgende Puiseux-

Reihe:
~ —(3k+51-1)/2 . —(3k+51—2)/2

p p
mit Koeffizienten dy o = %, do1 = i, und
1 |3k+5l—4 (3k + 51 — 4)(3k + 51 — 6) LA AWS |
dp,=— | ——kdy_ ldg—1+ = di ndp_i -
k.l a4 5 k-1, T 1 k’l1+2;)h§::o i )\ gy | Qi it
0<i+h<k+l

(3.230)
dy ist wie im Satz 2.2.5.

Beweis: Analog wie im Satz 3.3.40, per Induktion. Siehe [35, Proposition 5].
Daher bekommen wir:

Satz 3.3.50 Die Momente E(F(P,)*Q(P,)") haben folgende asymptotische Darstellung:

E(F(P,) Q(P,)) = E(Ch) (f) R0 4 O V2), (3.231)

wobei (1, (o wie in Definition 3.3.42 sind. dy ist wie im Satz 2.2.5.

Beweis: Aus (3.231) und Transfersétzen 1.2.16 und 1.2.25 gilt

du 1o (Bk451=1)/2—1 —n,, (3k+51—2)/2—1
(27| Py(z) = LT to(L"
T((3k + 50— 1)/2) T((3k + 51— 2)/2)
n (3k451-3) /2

dk,lp_ ~1/2
= Rk s =z LHOE).

) . dip
Insgesamt haben wir (mit p,, ~ W)

[2"] Pra(2)
pn

dk’lpfnn(3k+5l73)/2

_ D((8k+51-1)/2) —1/2
— e (1 +O(n ))

2\/7?”3/2
2\/%dkl (3k+51)/2 -1/2
= ’ 1+0(mn'?).
AT (k15— 1)/2)" (1+0m™)

E<F(Pn)kQ(Pn)l) =

Setze nun (vgl. [35, Abschnitt 3])
dlle+l7122k+3l—1

il dyo,. (3.232)

Wk, =
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Aus (3.230) folgt, dass die Zahlen wy,; dieselbe Darstellung wie in (3.213) besitzen (ins-
besondere wy g =wp; =1 und wy; = 0 fir £ < 0 oder [ < 0; vgl. mit [35, Formel 15]).
Wegen (3.214) (siehe auch [24, Theorem 3.3]) erhalten wir

Qﬁk:'l'wkl —
E(F Pn k Pn h — > (3k+51)/2 14+0 1/2

K+l
k! wy ﬁ nGH+/2(1 1 O(n~1/2))
20k+T=4/27((3k + 51 — 1) /2)

dy
k+1
~B@d) (V) A o)

dy

Nun haben wir folgenden Satz:

Satz 3.3.51 Der Erwartungswert fiir den Wiener-Index eines zufdilligen Polya-Baumes
der Gréfie n ist gegeben durch

E(W(P,)) = 2‘/;715/2(1 +O(n1?)) (3.233)
1
wobei ¢ = (1 — (s.
Beweis: Genauso wie im Satz 3.3.43 mithilfe von (3.231). O

Allgemeiner gilt

E(P(P,)FQ(P)W(S,)™) = E(CHie™ (df) RSS2 | O(n112)) (3.234)

(vgl. mit [35, Teil 3]). Daher kénnen wir die Varianz von W (P,) bestimmen:

Satz 3.3.52 Die Varianz des Wiener-Indezxes eines zufilligen Polya-Baumes lautet

VIV (P,)) = 1620_6[?715(1 +Om ). (3.235)

Beweis: genauso wie im Satz 3.3.44 mithilfe der Formeln (3.234) und (3.233). O
Fir die Grenzverteilung gilt folgende Aussage:

Satz 3.3.53 Der normalisierte Wiener-Index eines zufdlligen Polya-Baumes mit n Kno-
ten erfillt folgenden schwachen Grenzwertsatz:

nPW(p,) % fg. (3.236)
1
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Die Beweisidee ist dieselbe wie in [24, Theorem 3.1] fiir einfach erzeugte Baume.

Insgesamt haben wir fiir den Wiener-Index:

Baume Mittelwert | Varianz Konvergenz
Einfach erzeugt | ~ \/5n®? | ~ 185105 | n =521/ (S,) _dy \/LEC
i 16—5m - d, 1
Catalan ~ %’I’L5/2 ~ Tn5 n 5/2W(Sn) — 7§C
s —bm — d
Cayley ~JER? |~ 16T | o528,y s ¢
P T _5r _ d
Binar 1 ~JERSR |~ BB TR (S,) = (¢
Binar 2 ~ ‘/77?115/2 ~ 105105 n=%2W(S,) 4 2
3 us — T — d
Motakin | ~ S| ttimt | o (s,) s T
. 0 b _ d
Polya. ~ %/TZ’]’[P/Q —130;% n 5/2W(Pn> — difc
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