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Einleitung

Diese Arbeit soll einen Uberblick iiber die Kombinatorik linearer Erweite-
rungen von endlichen Halbordnungen verschaffen. Im ersten Kapitel werden
grundlegende Begriffe, wie etwa der einer linearen Erweiterung und die ver-
schiedenen Betrachtungsweisen einer solchen, erklért. In den darauf folgenden
Kapiteln werden diese immer wieder gebraucht werden.

Betrachtet man statt einer vollkommen allgemein gehaltenen Halbord-
nung eine mit zusétzlichen Eigenschaften, so lassen sich weit mehr Aussagen
iiber diese treffen. Einige der prominentesten solcher speziellen Halbordnun-
gen werden im zweiten Kapitel untersucht. Seriell-parallele halbgeordnete
Mengen haben dabei eine besonders , schone“ Struktur. Sie entstehen durch
die kombinierte iterative Anwendung von zwei schlichten Operationen: der
seriellen und der parallelen Komposition. Dennoch handelt es sich dabei um
eine grofle Klasse von Halbordnungen, die in ihrer Struktur auch duflerst kom-
plex sein kénnen. Diese halbgeordneten Mengen lassen sich in Algorithmen
aufgrund ihres rekursiven Aufbaus gut verwenden, weshalb in der Praxis im
Zusammenhang mit linearen Erweiterungen von Halbordnungen oft seriell-
parallele Halbordnungen verwendet werden. Die Erzeugung linearer Erweite-
rungen sowie die Bestimmung der Anzahl der linearen Erweiterungen einer
seriell-parallelen Halbordnung ist in effizienter Weise méglich. Fiir Halbord-
nungen, deren zugehoriger Graph der direkten Nachfolger ein Wurzelwald
ist, kann mithilfe einer Hakenldngenformel die Anzahl der linearen Erwei-
terungen exakt bestimmt werden. Im Abschnitt iiber Boolesche Verbénde
werden Abschétzungen fiir die Anzahl der linearen Erweiterungen des Boo-
leschen Verbandes, der wie jeder Verband auch als halbgeordnete Menge be-
trachtet werden kann, erarbeitet. Auch fiir die allgemeineren gereihten Halb-
ordnungen gibt es dazu Ergebnisse. Zielfithrend sind hierfiir probabilistische
Methoden und die Verwendung von Entropie von Zufallsvariablen. Anschlie-
Bend werden zweidimensionale Halbordnungen behandelt. Die verschiedenen
Moglichkeiten, diese Klasse von Halbordnungen zu charakterisieren, erleich-
tern die Untersuchung der linearen Erweiterungen. Unter anderem stellt sich
heraus, dass die linearen Erweiterungen einer zweidimensionalen halbgeord-
neten Menge einem Hauptideal in der schwachen Bruhat-Ordnung entspre-
chen. Im anschliefenden Abschnitt wird eine Formel fiir die Anzahl der li-
nearen Erweiterungen von rechteckigen Halbordnungen hergeleitet. Dabei
wird ein Zusammenhang zu den Standard-Young-Tableaus verwendet. Da-
nach werden lineare Erweiterungen rechteckiger Halbordnungen untersucht,
die gewisse Muster vermeiden. Die Anzahlen der linearen Erweiterungen, die
Muster der Lénge drei vermeiden, werden bis auf eine ungeloste Ausnahme
bestimmt.
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Im dritten Kapitel werden Halbordnungen und ihre linearen Erweite-
rungen von einem geometrischen Standpunkt aus betrachtet. Dabei spielen
das Ordnungspolytop und das Kettenpolytop zentrale Rollen. Schlussendlich
wird ein Zusammenhang der Volumina dieser Polytope mit der Anzahl der
linearen Erweiterung einer halbgeordneten Menge hergestellt.

Uber zufillige Halbordnungen geht es im vierten Kapitel. Zuerst wird eine
zuféllige Halbordnung mit geometrischem und danach eine mit graphentheo-
retischem Hintergrund betrachtet. Die wichtigste Frage, der dabei nachge-
gangen wird, ist die nach der erwarteten Anzahl an linearen Erweiterungen.

Die Ordnungs-Markov-Kette, die im fiinften Kapitel behandelt wird, ist
ein praktisches Werkzeug zur Generierung linearer Erweiterungen beliebiger
Halbordnungen. AnschlieBend an die geometrische Interpretation dieser Ket-
te wird ein Algorithmus zur fast zufélligen Erzeugung linearer Erweiterungen
vorgestellt.

Das sechste Kapitel befasst sich mit dem Sortierproblem und der soge-
nannten ,,1/3-2/3-Vermutung®, welche bis heute in ihrer allgemeinen Form
immer noch nicht bewiesen wurde, ihre Richtigkeit jedoch als nahezu sicher
gilt. Diese Vermutung wird anschliefend fiir den Fall der N-freien Halbord-
nungen betrachtet und bewiesen.

Den Abschluss der Arbeit bildet ein Einblick in die wichtigsten Anwen-
dungsgebiete der Kombinatorik linearer Erweiterungen von endlichen Halb-
ordnungen. Dazu zéhlen die Folgenanalyse, die Molekularbiologie, das Sortie-
ren von Listen, die Praferenzforschung, die beispielsweise im Marketing eine
Rolle spielt, sowie KI-Planungssysteme.
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1 Lineare Erweiterungen endlicher
Halbordnungen

Zunéchst kldren wir einige grundlegende Begriffe, auf die spéter immer wieder
Bezug genommen wird. Folgende Definition ist aus [14].

Definition 1.1. Sei P = (M, <p) eine endliche halbgeordnete Menge. Eine
Obermenge <r der Halbordnung <p, die eine Totalordnung ist, nennt man
eine lineare Erweiterung von <p beziehungsweise von P. Die Menge aller
linearen Erweiterungen von P bezeichnen wir mit L(P) und ihre Anzahl mit

I(P).

Bemerkung 1.2. Nach obiger Definition ist eine Totalordnung <, daher ge-
nau dann eine lineare Erweiterung der halbgeordneten Menge P = (M, <p),
falls fiir alle x,y € M aus = <p y folgt, dass x < y.

Bemerkung 1.3. Die Anzahl der Elemente von M wird in dieser Arbeit mit
,n‘ bezeichnet. Damit hat jede halbgeordnete Menge stets mindestens eine
und maximal n! lineare Erweiterungen. Dabei ist [(P) = 1 genau dann, wenn
P eine Kette ist und {(P) = n! genau dann, wenn P eine Antikette ist.

Bemerkung 1.4. Man kann eine Halbordnung auf M auf zwei Arten definie-
ren. Eine transitive, reflexive und antisymmetrische Halbordnung bezeichnen
wir mit , <p“. Entfernt man von dieser alle Relationspaare (z, x), erhélt man
die zugehorige ,,strenge* Halbordnung, welche transitiv und irreflexiv ist und
mit ,<p* bezeichnet wird.

Die néchste Definition ist in [5] zu finden.

Definition 1.5. Sei P eine halbgeordnete Menge. Der Graph der direkten
Nachfolger G von P ist jener gerichtete azyklische Graph (GAG), dessen
Knoten die Elemente der Grundmenge M von P sind und der folgende Kan-
tenmenge hat:

E={(z,y) e M xM:(x<py)AN—-(Iz€M:x<pz<py)}

Die zugehorige grafische Darstellung nennt sich Hasse-Diagramm.

Wenn (z,y) € E, so sagen wir, dass « von y Gberdeckt wird und schreiben
xr <p y. Im Hasse-Diagramm ist dabei y oberhalb von x und die beiden
Elemente sind mit einer Strecke verbunden.

Die folgenden Erklarungen sind aus [16].
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Definition 1.6. Fiir zwei halbgeordnete Mengen P = (Mp,<p) und Q =
(Mg, <@) nennen wir eine Abbildung 6 : Mp — My ordnungserhaltend, falls
aus x <p y immer 0(x) <g 6(y) folgt.

P und () nennen sich isomorph, wenn es eine Bijektion 8 : Mp — Mg
gibt, sodass © <p y genau dann wenn 6(x) <g 0(y) fiir alle z,y aus Mp.

Definition 1.7. Eine markierte halbgeordnete Menge (P, w) ist eine halbge-
ordnete Menge P zusammen mit einer Markierung w. Das ist eine Bijektion
von der Grundmenge von P nach {1,...,n}. Eine ordnungserhaltende Mar-
kierung nennt sich natiirliche Markierung.

Bemerkung 1.8. Gegeben sei die halbgeordnete Menge P = (M, <p).
Jeder natiirlichen Markierung w entspricht genau eine lineare Erweiterung
<7 2 <p (und umgekehrt) durch folgende Aquivalenz:

r <ry e w(r) <yw(y)
Beispiel 1.9. Sei P = ({a, b, c,d, e}, {(b,a), (c,a), (e,d)}) und eine natiirliche

Markierung w von P sei gegeben durch w(c) = 1,w(e) = 2,w(b) = 3,
w(a) = 4 und w(d) = 5. Die zu w zugehorige lineare Erweiterung ist cebad.

d

|

a

a d 4 5 |
/ N\ | /N | b
b c e 3 1 2 \
e

|

c

Abbildung 1: P, (P,w) und die entsprechende lineare Erweiterung

Bemerkung 1.10. Ist (P,w) eine markierte halbgeordnete Menge, so ent-
spricht jeder linearen Erweiterung <, O <p genau eine Permutation = € .S,
(und umgekehrt) durch die Aquivalenz

v <ry e rH(w(r) < (w(y).

Beispiel 1.11. Sei P = ({1,2,3,4,5},{(3,5),(2,5), (5,1),(5,4)}) mit w = id.
Diese halbgeordnete Menge hat die linearen Erweiterungen 32514, 32541,
23514 und 23541. Dabei entspricht nach Bemerkung beispielsweise 32514
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der Permutation (7(1),...,7(5)) = (3,2, 5,1,4), welche wir ebenfalls kurz als
32514 anschreiben kénnen.

Abbildung 2: Die halbgeordnete Menge P

Definition 1.12. Fiir jede halbgeordnete Menge P = (M, <p) gibt es den
zugehorigen Vergleichsgraphen. Das ist der ungerichtete Graph C(P) = (M, E)
mit {z,y} € E genau dann, wenn = <p y oder y <p z.

Bemerkung 1.13. Zu jeder halbgeordneten Menge gibt es genau einen Ver-
gleichsgraphen. Diesen erhélt man auch, indem man den transitiven Ab-
schluss des Graphen der direkten Nachfolger bildet und die Orientierung
entfernt.

Umgekehrt kann es fiir einen gegebenen ungerichteten Graphen keine,
eine oder auch mehrere halbgeordnete Mengen geben, deren Vergleichsgraph
eben dieser Graph ist.

Definition 1.14. Die Ldnge einer Kette oder Antikette ist die Anzahl ihrer
Elemente. Die Hohe h(P) einer halbgeordneten Menge P = (M, <p) ist die
Lange der lingsten Kette in P. Die Héhe h(x) eines Elementes z € M ist
definiert als die Hohe von | z := {y € M : y <p x}, minus 1. Die Weite
(auch Spernerzahl) einer halbgeordneten Menge P ist die Lange der langsten
Antikette in P.
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2 Spezielle Halbordnungen

Fiir eine génzlich allgemeine halbgeordnete Menge lassen sich weit weniger
Aussagen treffen als wenn bekannt ist, dass sie sich einer gewissen Klasse zu-
ordnen lésst. Deshalb betrachtet man gerne spezielle Halbordnungen, daher
welche mit zusétzlichen Eigenschaften.

In diesem Kapitel wird eine Auswahl von prominenten speziellen Halb-
ordnungen behandelt.

2.1 Seriell-parallele Halbordnungen

Zunéachst betrachten wir die Klasse der seriell-parallelen Halbordnungen. Die-
se Halbordnungen haben die niitzliche Eigenschaft, dass sie durch die itera-
tive Anwendung der selben zwei Operationen, ndmlich der , parallelen Kom-
position® und der ,seriellen Komposition“, entstanden sind. Diese rekursive
Struktur lasst sich algorithmisch gut verwenden. Am Ende dieses Abschnitts
prasentieren wir einen Algorithmus zur zufilligen Erzeugung von linearen
Erweiterungen. Fiir diesen Abschnitt wurden [5] und [28] verwendet.

Definition 2.1. Seien P = (Mp, <p) und Q = (Mg, <g) zwei halbgeordnete
Mengen mit disjunkten Grundmengen.

e Die parallele Komposition R von P und @), in Zeichen R = P || @, ist
jene halbgeordnete Menge, deren Grundmenge die Vereinigung von Mp
und Mg ist und fiir die gilt

VE € {Mp,Mp},Ve,yc E: x<py<x<gy.

e Die serielle Komposition S von P und @), in Zeichen S = P.Q), ist jene
halbgeordnete Menge, deren Grundmenge die Vereinigung von Mp und
My ist und fiir die gilt

r,ye MpANx <py
Vo,ye MpUMg: 2 <sy& Sz,ye Moghz<gvy.
xGMp/\yGMQ

Bemerkung 2.2. Bei der parallelen Komposition werden also zwei halb-
geordnete Mengen zu einer neuen halbgeordneten Menge vereinigt. Dabei
entstehen keine neuen Relationstupel. Die parallele Komposition ist sowohl
assoziativ als auch kommutativ.
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Bei der seriellen Komposition hingegen werden die zwei halbgeordneten
Mengen nicht nur vereinigt, zusétzlich werden alle Elemente der ersten Men-
ge mit allen Elementen der zweiten Menge in Relation gesetzt. Die serielle
Komposition ist assoziativ aber nicht kommutativ.

Definition 2.3. Die Klasse der seriell-parallelen Halbordnungen ist die kleins-
te Klasse, die die einelementige halbgeordnete Menge enthélt und beziiglich
der parallelen und seriellen Kompositionen abgeschlossen ist.

Bemerkung 2.4. Die Klasse der seriell-parallelen halbgeordneten Mengen
ist genau die Klasse der N-freien halbgeordneten Mengen (siche etwa [3]).
Dabei nennen wir eine halbgeordnete Menge P = (M, <p) N-frei, wenn kei-
ne vierelementige Teilmenge von M mit der darauf eingeschrénkten Halb-
ordnung von <p isomorph zu ({a,b,c,d}, (a,b), (c,d), (¢, b)) ist. Der Name
,N-frei“ kommt daher, dass jene vierelementige halbgeordnete Menge die
Form eines ,,N* hat.

Bemerkung 2.5. Nach Definition [2.3|ist jede nicht-atomare seriell-parallele
halbgeordnete Menge ,,top-down® betrachtet durch die serielle oder parallele
Komposition von zwei seriell-parallelen halbgeordneten Mengen entstanden.
,Bottom-up® betrachtet entsteht durch die iterative serielle oder parallele
Komposition von seriell-parallelen halbgeordneten Mengen (die auch Atome
sein konnen) eine neue seriell-parallele halbgeordnete Menge.

2.1.1 Erzeugung linearer Erweiterungen

Wir wollen im Folgenden die Méglichkeit haben, zwischen den Kindern eines
Knotens unterscheiden zu konnen. Dazu benotigen wir die kantenbezogene
Definition eines Graphen und den Begriff der kombinatorischen Einbettung.

Definition 2.6. Seien E eine endliche Menge und V' eine Partition der Menge
E x {41, —1}. Dann nennt sich das Paar (V, E') Graph, V wird als Knoten-
menge und E als Kantenmenge bezeichnet.

Bemerkung 2.7. Anders als bei der klassischen, knotenbezogenen Definition
eines Graphen handelt es sich bei einem Knoten in dieser kantenbezogenen
Definition um eine Menge, die auch mehr als einelementig sein kann. Fiir
Elemente aus E x {+1,—1} schreiben wir statt (e,+1) kurz e™ und statt
(e,—1) schreiben wir e™.

Definition 2.8. Sei 7 eine Permutation der Menge [n]. Der Orbit cines
Elements z € [n] ist die Menge {y € [n] : 3k € N : 7*(z) = y}.
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Definition 2.9. Eine kombinatorische Einbettung eines Graphen G = (V, E)
ist eine Permutation 7 : E' x {4+1, —1} — E x {+1, -1}, deren Orbits genau
die Knoten von G sind.

Bemerkung 2.10. Ist eine kombinatorische Einbettung gegeben, so kennt
man nicht nur den Graphen, sondern zusétzlich, in welcher Reihenfolge die
zu einem Knoten inzidenten Kanten angeordnet sind.

Beispiel 2.11. Gegeben sei folgender Graph in seiner kantenbezogenen Form:

G = (V7 E) = <{{a+}7 {b+}7 {a7> b™, C+v d+}7 {Ci}v {di}}’ {CL, b, c, d})

Die Abbildungsvorschrift von 7, einer der vier zu diesem Graphen existie-
renden kombinatorischen Einbettungen, ist in folgender Tabelle festgehalten.

x | m(x)

a’ a’ o o
bt bt X b/
d~ d~ ()

a~ c+ C d

ct dr / \
dr b~ )
b~ a”

Abbildung 3: Eine kombinatorische Einbettung von G

Die Orbits von 7, die den Knoten von G entsprechen, sind in gleicher
Farbe gehalten. Die Elemente a™,b", ¢~ und d~ miissen bei jeder kombinato-
rischen Einbettung auf sich selbst abgebildet werden, da die diese Elemente
enthaltenden Mengen jeweils Knoten sind. Da {a~,b7,¢",d"} ein Knoten
von G ist (in in der Mitte), muss diese Menge fiir eine kombina-
torische Einbettung ein Orbit sein. Die kombinatorischen Einbettungen un-
terscheiden sich in der Reihenfolge, in der die Elemente dieser Menge ,,durch-
laufen* werden.

Bemerkung 2.12. Nachdem wir nun wissen, wie wir den Graphen der direk-
ten Nachfolger einer seriell-parallelen Halbordnung kombinatorisch einbetten
kénnen, konnen wir uns eine bijektive Funktion definieren, die diese kombina-
torische Einbettung auf einen besser handzuhabenden kombinatorisch einge-
betteten Graphen abbildet, ndmlich einen bindren Graphen. Dabei miissen

10
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wir in Kauf nehmen, dass dieser bindre Graph eine gréflere Knotenmenge
haben kann als der urspriingliche. Die zusétzlichen Knoten werden wir als
,weille“ und die urspriinglichen, den Elementen der halbgeordneten Menge
entsprechenden, als ,,schwarze“ Knoten bezeichnen.

Definition 2.13. Sei ¥ folgende Funktion, von der Menge der kombina-
torischen Einbettungen von Graphen der direkten Nachfolger von seriell-
parallelen halbgeordneten Mengen in die Menge der kombinatorischen Ein-
bettungen der zweifarbigen binéren gerichteten azyklischen Graphen (GAG),
mit der Abbildungsvorschrift:

V(@) =o U(e)=e \If( : ): :

P, @, R und S sind hier kombinatorisch eingebettete Graphen der direkten
Nachfolger von seriell-parallelen halbgeordneten Mengen. P und S diirfen leer
sein, @ und R jedoch nicht. Weiters gilt fiir R: =(3Ry, Ry : R = Ry || R2).

Der folgende Satz ist in [5] zu finden. Laut Bodini et al. ldsst sich dieser
direkt mit struktureller Induktion beweisen.

Satz 2.14. Wihlen wir fir jede seriell-parallele halbgeordnete Menge eine
beliebige kombinatorische Finbettung ihres Graphen der direkten Nachfolger
und nennen die Menge dieser gewdhlten Einbettungen &, so gilt:

U st eine Bijektion von & auf die Menge der seriell-parallelen, bindren,

zweifarbigen GAGS.

Mit ¥ haben wir nun eine kanonische Darstellung jeder seriell-parallelen
halbgeordneten Menge in Form eines eindeutigen bindren GAG. Algorith-
misch sind sowohl die bindre als auch die rekursive Struktur von Vorteil.
Folgende Charakterisierung ist aus [5] entnommen.
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Proposition 2.15. Die Klasse D der seriell-parallelen, bindren, zweifdrbigen
GAGSs ist eindeutig durch folgende Rekursion bestimmdt:

e+ o
J 7\
D = o + | + D Dr
D, N/
D+ o
. 7N\
D, = e + | + D D,
D, N/
D+o
/N
D, = D, + D D,
N/
D

Im Folgenden wird der Pseudocode eines Algorithmus préasentiert, welcher
in [5] zu finden ist. Der Input S ist das Bild einer seriell-parallelen halbge-
ordneten Menge P unter der Abbildung V¥, also ein gerichteter, azyklischer,
zweifdarbiger, bindrer Graph. Der Output ist eine zufillige lineare Erweite-
rung von P.

Algorithmus zur Erzeugung von zufélligen linearen Erweiterungen einer seriell-
parallelen halbgeordneten Menge

function RandLinExt(S)

if S =oreturn ||

else if S = e, return [z]

else if S =e, . T return [z, RandLinExt(7")]

elseif S=0.(L || R).T then
h := Shuffle(RandLinExt(L), RandLinExt(R))
t := RandLinExt(7")
if 0 = e, then return [z, h, {]
else return [h, t]

Die Blackbox der nichtdeterministischen Funktion ,,Shuffle sieht wie folgt

(]
lio
nowledge

b

i
r
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aus: Der Input besteht aus zwei Listen A und B mit den Langen a respektive
b. Diese entsprechen den topologischen Sortierungen von Teilgraphen von S.
Der Output ist eine Liste C' der Lénge a + b, die aus genau den Elementen
aus A und B besteht und die Totalordnungen der beiden Listen erhélt. Dabei
ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede der (“:b) moglichen Listen, Output von
,ohuffle zu sein gleich.

Beispiel 2.16. Betrachten wir die seriell-parallele halbgeordnete Menge

P = ({CL, b,c.de, f}= {<b’ a’)? <C7 CL), (dv CL), (fv 6)})

Bilden wir diese mit W ab, erhalten wir einen bindren GAG, der fiinf zusétzliche
weiBe Knoten enthélt (siehe . Der Algorithmus ldauft wie folgt
ab: Von der Wurzel ausgehend gibt es einen linken und einen rechten Teilgra-
phen, die miteinander durch keine Kante verbunden, ihre zugehdrigen halb-
geordneten Mengen also parallel sind. Der linke enthélt die Knoten a, b, ¢, d
sowie drei weifle Knoten. Der rechte Teilgraph besteht nur aus e und f. Der
Algorithmus wird auf beide rekursiv angewendet. Da e und f schon linear
angeordnet sind ist der Output dieses rechten Teilgraphen [e, f]. Der Teil-
graph mit a als Wurzel hat wiederum zwei Teilgraphen, deren zugehorige
halbgeordnete Mengen parallel sind. Im Graphen, der aus b und ¢, sowie
zwei weilen Knoten besteht, wird nun ,,Shuffie® auf b und ¢ angewendet.
Mit einer Wahrscheinlichkeit von je 3 wird entweder [b, | oder [c, b] gewéhlt.
Nun wird ,,Shuffle eine Rekursionsebene hoher auf die gewéhlte Liste, etwa
[c, b] und die einelementige Liste [d] angewandt. Jede der drei moglichen Lis-
ten [d, ¢, b], [c,d, b] sowie [c, b, d] wird mit Wahrscheinlichkeit % gewahlt. Die
gewihlte Liste wird nun mit a zu Beginn ergéinzt. Insgesamt haben wir also
als linke Liste etwa [a,d, c,b] und als rechte Liste [e, f]. Einer der (g) =15
moglichen Outputs von ,, Shuffle dieser beiden Listen ist [e, a,d, ¢, b, f].

13


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
blio
nowledge

(]
|
rk

e
|

O
_— a
/a \ |
a e joN \ e d
/I\ b e a i
b ¢ d f O\ / f |
O\o/ b

|
f
Abbildung 4: P, ¥(P) und eine lineare Erweiterung von P

2.1.2 Anzahl der linearen Erweiterungen

Die Anzahl der linearen Erweiterungen einer seriell-parallelen halbgeordne-
ten Menge lésst sich in polynomieller (sogar linearer) Zeit bestimmen. Fiir
allgemeine Halbordnungen muss das nicht der Fall sein, wie Brightwell und
Winkler in [14] zeigten.

Um die Anzahl der linearen Erweiterungen einer seriell-parallelen halb-
geordneten Menge zu bestimmen, macht man sich die rekursive Struktur
zunutze.

Ist P eine seriell-parallele halbgeordnete Menge, so ist P entweder aus der
parallelen oder aus der seriellen Komposition zweier seriell-parallelen halb-
geordneten Mengen P, und P, entstanden. Diese beiden Mengen sind dabei
im Allgemeinen nicht eindeutig. Fiir die Berechnung von [(P) ist es aber
irrelevant, wie man P ,aufbaut“. Bezeichnen wir die Anzahl der Elemente
in P mit p; und die Anzahl der Elemente von P, mit py. Die Anzahl der
linearen Erweiterungen von P lésst sich nun durch folgende Formeln rekursiv
berechnen:

+
llp = (P et
p1
H(P1.Py) = [(P)I(P)
[(P)=1 falls |[M|=1
Die erste Formel kommt wie folgt zustande. Ist P = P;||P,, konnen die

Elemente aus P; in einer linearen Erweiterung von P unabhéngig von den
Elementen aus P, ,platziert“ werden. Da gibt es (p 1“’2) Moglichkeiten. Re-

p1
levant sind nur die Ordnungen innerhalb von P; respektive P,, und davon

14
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gibt es jeweils [(P;) und [(P,) viele. Ist P = P;.P,, miissen in einer linearen
Erweiterung von P alle Elemente aus P; kleiner als alle Elemente aus P; sein.
Die linearen Erweiterungen von P bestehen in diesem Fall schlicht aus zwei
aneinander gereihten linearen Erweiterungen von P, bzw. Ps.

Damit folgt direkt, dass der Aufwand zur Berechnung von [(P) linear in
n ist.

Definition 2.17. Grafisch kann P durch einen bindren Konstruktionsbaum
dargestellt werden. Das ist ein Bindrbaum, dessen Bléatter den Elementen
aus P entsprechen und dessen innere Knoten jeweils fiir die serielle (S) bzw.
parallele (P) Komposition der beiden Teilbdume stehen, welche als Wurzel
ein Kind jenes inneren Knotens haben.

Bemerkung 2.18. Da die Konstruktion einer seriell-parallelen halbgeord-
neten Menge durch die beiden Kompositionen nicht eindeutig ist, gibt es im
Allgemeinen auch mehrere binédre Konstruktionsbdume von P.

Beispiel 2.19. In ist eine seriell-parallele halbgeordnete Menge
P und einer ihrer Konstruktionsbaume zu sehen. Die Anzahl der linearen

Erweiterungen des linken Teilbaumes ist nach den obigen Formeln 3, die des
rechten 2. Insgesamt ist daher I(P) =3 -2 = 6.

f S
| VRN
d e P S
\ / / \ / N\
c d S ¢ P
/ N\ /\ / \
a b f e a b

Abbildung 5: P und ein bindrer Dekompositionsbaum von P

2.2 Walder

In diesem kurzen Abschnitt befassen wir uns mit Halbordnungen, deren
Graph der direkten Nachfolger ein Wald ist. Hauptséchlich wurde [4] ver-
wendet.

Definition 2.20. Wir nennen einen gerichteten Graphen Wurzelwald, wenn
jeder Knoten von hochstens einem Knoten iiberdeckt wird.

Definition 2.21. Fiir eine halbgeordnete Menge P = (M, <p) nennt sich
eine nichtleere Teilmenge I C M Ordnungsideal, wenn gilt:

15
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reMuyel x<py=z€l

Ein Hauptordnungsideal H, ist ein Ordnungsideal, das sich schreiben
lasst als H, ={y € M :y <p z}.

Fiir jedes Element x € M ist die Hakenldnge h, definiert als h, = |H,|.

Der folgende wichtige Satz ist beispielsweise in [4] zu finden.

Satz 2.22. Sei P = (M, <p) eine beliebige halbgeordnete Menge mit | M| =
n. Dann qilt

I(P) =

I he

zeP

Gleichheit gilt genau dann, wenn der Graph der direkten Nachfolger von P
ein Wurzelwald ist.

Beweis. Sei x1 <p x9 <r ... <p x, eine feste lineare Erweiterung von P.
Bezeichnen wir mit H; das von z; erzeugte Hauptordnungsideal. Weiters sei
@ L(P) x Hi x Hy x ... x H, — W(P). Dabei ist W(P) die Menge al-
ler Markierungen von P und L(P) betrachten wir hier als die Menge der
natiirlichen Markierungen. Fiir eine natiirliche Markierung v und y; € H; sei
w = @(u, Y1, Y2, ..., Yn) jene Markierung, die wir aus u erhalten, wenn wir suk-
zessive u(y;) mit u(z;) fiir i = 1,...,n, beginnend mit ¢ = 1, vertauschen. Um
zu sehen, dass ¢ surjektiv ist, sei w € W (P). Wir vertauschen nun sukzessive
w(z;) mit der grofiten Markierung w(y;) von H; fir i = n, ..., 1, beginnend
mit ¢ = n. Die so erhaltene Markierung u ist offensichtlich eine natiirliche, es
gilt y; € H; sowie p(u,y1,y2, ..., yn) = w. Da ¢ surjektiv ist, muss ihre De-
finitionsmenge mindestens so méchtig sein wie ihre Bildmenge. Es gilt also

|[W(P)| < |L(P) x Hy X Hy x ... x Hy|.

Da |W(P)| = n!, |H,| = h, und die Méchtigkeit eines kartesischen Pro-
dukts gleich dem Produkt der Méchtigkeiten der einzelnen Mengen ist, folgt

nl <|L(P)[- [ ] he-
reP

Nach Division durch das Produkt auf der rechten Seite erhalten wir das
Gewdlinschte.

16


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
blio
nowledge

(]
I
rk

Dass fiir Wurzelwélder in besagter Formel Gleichheit gilt ist genau Knuths
Hakenldngenformel. Dazu verweisen wir auf [29]. Sei der Graph der direkten
Nachfolger von P nun kein Wurzelwald. Wir wollen daraus folgern, dass dann
© nicht injektiv ist und somit die strikte Ungleichung gilt. Es gibt also ein
Element y, das von mindestens zwei Elementen {iberdeckt wird. Wir wéhlen
eine fixe lineare Erweiterung =1 <r xo <7 ... <r x, so, dass zwei dieser y
iiberdeckenden Elemente direkt nacheinander kommen. Nennen wir diese x;
und ;1. Wir definieren uns die natiirliche Markierung u durch u(x;) = ¢ fiir
i€ {1,...,n}. Sei v jene Markierung mit v(z;) =i fir ¢ € {1,...,n}\{j,7+1},
v(z;) = j+ 1 und v(z;+1) = j. Da z; und x4, unvergleichbar sind, ist auch
v eine natiirliche Markierung. Seien y; = x; fur i € {1,...,n}\{j,j + 1},
y; = y und y;4+1 = y. Damit ist ¢(u, v, ..., y,) jene Markierung, die aus
u durch Rotation der Markierungen von z;,x;;; und y hervorgeht. Diese
Markierung erhélt man auch aus v, indem die Markierung von z; mit der
von y vertauscht werden. Dafiir miissen wir nur z; = z; fiir i € {1,...,n}\{j}

und z; = y wihlen. Insgesamt haben wir also p(u, y1, ..., yn) = ©(v, 21, ..., 2)-
O

2.3 Der Boolesche Verband

Ein Verband, der distributiv und komplementér ist, nennt sich Boolescher
Verband. Die Potenzmenge der Menge [t] = {1, ...,t} ist zusammen mit der
Vereinigung, dem Durchschnitt, dem Komplement, der leeren Menge als Null-
element und der Menge [¢] als Einselement ein Boolescher Verband, den wir
Q! nennen. Wie jeden Verband kann man auch diesen als Ordnungsstruktur
betrachten. Die Halbordnung auf P([t]) ist schlicht die Mengeninklusion. Fiir
dieses Kapitel wurden hauptséchlich [7] und [41] verwendet.

Unser Ziel ist, die Anzahl der linearen Erweiterungen von Q! so gut wie
moglich abzuschétzen. Dazu bezeichnen wir mit A; das Mengensystem jener
Teilmengen von [t], deren Méchtigkeit genau j ist. Zunéchst iiberlegen wir
uns eine einfache untere Schranke von {(Q"). Wir zihlen jene linearen Erwei-
terungen von @, bei denen alle Elemente aus A; vor allen Elementen aus
A; 1 kommen, fiir jedes j. Da |A;| = (;), konnen die Elemente aus A; in
solch einer linearen Erweiterung auf (;)' Arten angeordnet werden. Damit
ist H;:o (j)' auf jeden Fall eine untere Schranke von [(Q?).

Fiir eine obere Schranke ist der Satz von Sperner niitzlich, welcher bei-
spielsweise in [24, Satz 2.1] samt Beweis zu finden ist. Dieser besagt genau,
dass die Linge einer jeden Antikette in Q! hochstens (Lt/t2 J) ist. Wenn man

sich vorstellt, dass man eine lineare Erweiterung vom ersten bis zum letzten
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Element nacheinander aufschreibt, so ist die Menge an Elementen, die bei
jedem Schritt zur Auswahl stehen, offenbar eine Antikette. Da |P([t])| = 2*

erhalten wir fiir [(Q") als obere Schranke (Lt /o J)Qt.

Definition 2.23. Eine halbgeordnete Menge nennt sich gereiht, wenn alle
maximalen Ketten die selbe Lénge haben.

Bemerkung 2.24. Gereihte halbgeordnete Mengen lassen sich in natiirlicher
Weise in Rdnge A, ..., Ay, partitionieren, wobei A; aus jenen Elementen x
besteht, fiir die die lidngste Kette, die x als grofites Element enthélt, genau
Lénge j hat. Wird in einer gereihten halbgeordneten Menge y von z € A;
(j > 2) iiberdeckt, folgt, dass y € A;_;. Weiters gilt fiir j > 2, dass jedes
Element aus A; mindestens ein Element aus A;_; iiberdeckt und fiir j <
kE — 1 wird jedes Element aus A; von mindestens einem Element aus A,
iiberdeckt.

Fiir den Beweis des néchsten Satzes benotigen wir noch etwas Wissen
iiber Entropie.

Definition 2.25. Die Entropie einer diskreten Zufallsvariable X ist definiert

als
Zp lOgQ ) )
wobei p(x) :=P(X = z).

Die bedingte Entropie ist fiir Zufallsvariablen X und Y definiert als

H(X|Y) = Zp HX|Y=y)= Zp(y)zp(ﬂy)logm,

wobei p(z | y) ::IP’( =z |Y =y).

Bemerkung 2.26. Fiir einen Zufallsvektor X = (X, ..., X,,), als Zufallsva-
riable betrachtet, gilt

HX)=H(X,)+HXy | X))+ ... + HX,, | Xy, ..., X;1) (1)
Fiir Zufallsvariablen X, Y und Z gilt:
H(X) <log, [range(X)|, mit Gleichheit fiir gleichverteiltes X (2)

H(X|Y) < H(X) (3)

18


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
blio
knowledge

i
r

HX|Y)<H(X|Z),falls Z von Y bestimmt wird (4)

Dabei bedeutet ,,Z wird von Y bestimmt* formal, dass H(Z | Y) = 0.
(1) und (4) implizieren

HX)<H(Y)+HX|Y). (5)

Weiters ist die Entropie eines Zufallsvektors subadditiv:

(X1, X,) < 3 HX) ©)

Das gilt auch fiir die bedingte Entropie:
H(Xy, ., X, | Y) <) H(X; | Y) (7)
i=1

Fir A C Nsei X4 := (X; : ¢ € A). Wir benétigen noch folgenden als
»Shearers Lemma“ bekannten Hilfssatz. Dieser ist in [41] zu finden.

Lemma 2.27. Sei X = (X4, ..., X,,) und A eine Familie von nicht notwen-
digerweise disjunkten Teilmengen von [m], wobei jedes Element aus [m| in
mindestens d Elementen aus A enthalten ist. Dann gilt

1
H(X) < p ZH(XA)'

AcA
Beweis.
S HXD) Y Y S HEX | {Xi e Al<i))
AcA AcA icA
@ "
>3 S HX [{X:l<i}) >dY HX; [{X,: 1 <i}) =dH(X)
AeA €A i=1

Bei der letzten Abschiatzung wurde verwendet, dass jedes ¢ in mindestens

d Elementen aus A enthalten ist.
]

Lemma gilt auch, wenn jede der auftretenden Entropien als Bedin-
gung die selbe Zufallsvariable Y hat.
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Der néchste Satz, welcher in [7] zu finden ist, ist auf den Booleschen
Verband @' anwendbar und liefert eine gute Abschitzung fiir die Anzahl der
linearen Erweiterungen.

Satz 2.28. Sei P eine gereihte halbgeordnete Menge mit |P| = n, |A;| = n;
und k Rdngen, wobet fir j > 2 jedes Element aus A; genau d; Elemente
aus Aj_y tberdeckt und fir j < k — 1 jedes Element aus A; von genau u,

Elementen aus Aj, tiberdeckt wird. Weiters seir = Z?:z nj_1/d;. Dann gilt:

)= ()

r

Beweis. Fiir M € N bezeichne Cy, die Kette auf [M] mit der natiirlichen
Ordnung. Wir finden zunéchst eine obere Schranke fiir die Anzahl Oy, (P)
von ordnungserhaltenden Abbildungen von P nach C); und erhalten daraus
eine obere Schranke fiir [(P).

Sei f eine gleichverteilte Zufallsvariable auf der Menge aller ordnungs-
erhaltenden Abbildungen von P nach C),. Fiir eine Teilmenge X von der
Grundmenge von P sei fx die Einschrankung von f auf X. Ist x € A;, be-
zeichnen wir mit U(z) = {y € A;11 : @ <p y} die Menge aller Elemente,
die x iiberdecken. Weiters fixieren wir s € N mit s < M und definieren B,
als die Zufallsvariable |7 min fy(,y]. B, nimmt daher ganzzahlige Werte von
1 bis s an. Das Hasse-Diagramm von Cj; muss man sich dabei in s Blocke
aufgeteilt vorstellen, die von unten nach oben aufsteigend markiert sind. Bis
auf den obersten Block haben sie die Lange | M/s]. Nun gibt B, die kleins-
te Blockmarkierung an, auf die Elemente aus U(z) abgebildet werden. Fiir
y <p z gilt mit B, = b, und By = b,, dass f(z) < minfy,) < %bx und
f(x) > minfy(,) > 22(b, — 1). Daher hat f(x) maximal 2 (b, — b, + 1) Werte.
Es gilt daher

®3)
H(f, | By = b,,B, =b,) < H(f;) (8)
)
< log, |range(£,)| < log,(M/s(b, — b, + 1))
Im Folgenden definieren wir p,(b) := P(B, = b) fiir z € P und b € [s] und
Pylz(c | b) :==P(B, =c| B, =b) fir y <p 2z und ¢ < b aus [s]. Da f gleich-
verteilt ist, gilt wegen (2) und (1)

logy Oy (P) = H(f) = H(fa,) + H(fa,_, | £a,) + ... + H(fa, | fa,0.04,)-

Wir behaupten fiir j = 1, ..., k, dass die Summe der obigen letzten j Terme,
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J
Z H(fa, | fa,,0.04a,) = H(fa,0..04, | f4,,,0..04,)
i—1

nach oben beschrankt ist durch

s J

1 j n n;j n1 n:
D> palby) o, <3w<M/5> b ma |t [0 by + 1)

bi,..ybj—1 ;
J mGAj bjil 1Sb1§...§b]' =2

)

wobei r; = S, (ni_1/d;) (daher ist rg = 7).

Wir zeigen die Aussage mit Induktion nach j. Fiir j = 1 erhalten wir

(4)
H(fa, | ngU...UAk Z H(f(z) | fa,0.04,) < Z H(f(z)
T€EA] T€A;
Deszsz bl f |B —bl)
T€EA] b1=1
(2) i
< D) palby) logy[(M/s)bi]
.’EGAl bi=1
=— Z pr (b1) log,[(m/s)" b,
IEEA1 bi=1

Da r; = 0 ist dies der gewiinschte Term. Fiir den Induktionsschritt neh-
men wir an, dass die Aussage fiir j — 1 gilt und zeigen sie fiir j. Dazu betrach-
ten wir den j-ten Summanden H(f4; | f4,,,u..04,) unserer abzuschitzenden
Summe. Auf diesen kénnen wir Lemma anwenden. Sei A; = {y1, ..., Yn, }-
Die Mengen {i : y; € U(y)} mit y € A;_; bilden eine Familie A von Teilmen-
gen von [n;]. Da jedes Element aus A; genau d; Elemente aus A;_; tiberdeckt,
ist auch jedes Element aus [n;] in genau (und daher mindestens) d; Elemen-
ten aus A enthalten. Daher ist H(fa, | f4,,,0..u4,) mindestens so grof8 wie

d Z fU(y) | fAj+1U...UAk>

yGA] 1
®) 1
< d_ Z <H(By | fAj+1U~--UAk) + H(fU(y) | BnyAj+1U...UAk)>
yEA] 1
du . D H(By B+ ZZHley,B)
71 yE€A;—1 z€U(y) yGA —1z€U(y
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x log, <(M/3)““(bj = by + 1) > :

Pyl (bj1 | b))

Fiir die letzte Ungleichung wurde die zweite groe Summe mit w;_q/u;_4
multipliziert, (8) verwendet und anschlieBend herausgehoben.
Zur besseren Lesbarkeit definieren wir:

Jj—1
X(bj—l) = srj—l(M/S)n1+.-.+nj—1 blm%x . [b’fl H(bz o bi—l + 1)ni
1<b1 <. <b; 4 i=2

Nach Induktionsvoraussetzung ist H(f4,0..u4;_, | f4;0..04,) hochstens so
grof} wie

bj-1 log2X(b 1)

- yEA‘7 1b] 1= 1

Diesen Ausdruck kann man unter Verwendung von |U(y)| = uj_; um-
schreiben zu

> > Z Z Po(b;)pyie (b1 | ;) ogy X (b;1).
n] 1Uj—1

yeAj—1 z€U(y) bj—1=1b;=b; 1

Wir erhalten daher insgesamt nach einer Umsortierung der Summations-
reihenfolge, Multiplikation mit 1, geschrieben als d;/d;, in der zweiten grofien
Summe, sowie anschliefendem Herausheben:

H(fAlu...uAj | fAj+1U...UAk) - H(fAlLJ...UAj,1 | fAjU...UAk) + H(fAJ | fAjJrlU...UAk)

Zpylz -1 | bj)

L yed; 1 zeU(y) bj=1 bj_1=1
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(M/s)"=(b; = bj1 + 1)* 1 (X (bj_y)) %/
X IOgQ < py|a:(bj—1 | bj) >

Da der Logarithmus eine konkave Funktion ist und sich die Summe der be-
dingten Wahrscheinlichkeiten 1 ergibt, ldsst sich die Ungleichung von Jensen
anwenden. Damit und nach einer weiteren Umsortierung der Summationsrei-
henfolge kénnen wir den letzten Ausdruck abschétzen mit:

o xEAJ yGAJ 1 b]—l
Yy<px

b
x logs ( > (M) (b = by + 1)““(X(bj—1))dj/”“>

j—1=1

Die Summe, die das Argument des Logarithmus ist, hat maximal s Sum-
manden. Da der Logarithmus monoton wachsend ist, konnen wir diese Sum-
me mit s mal dem grofiten Summanden nach oben abschétzen.

S

> > palby)log (5(]\/-"/5)"]"1 rg}af{[(bj_bj—l_'_l>Uj_1X<bj—1)dj/nj_1])

Ui—
i1 :EEAJ' bj:

1
<

Da nj_1uj—1 = njdj, ist 1/Uj_1 = nj_l/(djnj). Wir erhalten

= — Z me ) log, ( n]—l/dj(M/S)nj Ilfjl-?f([(bj —bj1+ 1)an(bj_1)])

(EEA bj=1
J
- LY S s, <<M/> e [b’fl | (R
T zeA; bj=1 S i=2

1<b;<...<b,

womit der Induktionsschritt gezeigt ist.
Wir verwenden nun die gezeigte Abschétzung fiir 7 = k und erhalten mit
B, =sfirz e A,

k
OM(P) < ST(M/s)” max [b?l H(bz _ bi_1 " l)ni
bly---,bk_l .
1<b1<...<s i=2
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Fiihrt man die Maximierung durch, erhélt man

Ou(P) < ST(M/S)n<%(S+k— 1))n1... <%(s—l—k— 1))%

n1 o e Nk
= s"(M/s)"(s + k — 1)n L Tk
nn
Es gilt fiir jedes M, dass Oy (P) > l(P)(Af), denn die rechte Seite ist
genau die Anzahl aller bijektiven ordnungserhaltenden Abbildungen von P
auf jede n-elementige Teilmenge von M.

Damit gilt

wobei bei der letzten Abschitzung der Multinomialsatz verwendet wurde.

Mit Grenzwertbildung von M gegen unendlich erhalten wir fiir jedes be-
liebige s:

I(P) < s"eF=Mnlsp 1. !

Fir s = [(k — 1)n/r] ist der obige Ausdruck minimal. Da r < n und
E—1>1gilt (k—1)n/r <s<2(k—1)n/r) und damit

Z(P) < <M>Tern1!~~nk!,

r

was zu zeigen war. ]

Nun kommen wir zum Hauptsatz dieses Kapitels, welcher in [7] zu finden
ist.
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Satz 2.29. Fiir jede positive ganze Zahlt gilt:

(Q") < exp <2t61:t> ﬁ C)'

J=0

Beweis. Wir wenden Satz auf den Booleschen Verband P = Q' an,
der offenbar dessen Voraussetzungen erfiillt. Es gilt |Q| = n = 2'. Die An-
zahl der Rénge ist k = ¢ + 1, da genau die (j — 1)-elementigen Mengen fiir
j=1,...,t+1 den j-ten Rang A; bilden. Damit gilt |A;| = n,; = (jil) und
d; = j — 1. Wir erhalten fiir r folgende Abschétzung:

k n t+1 " 1 t—1 + 1 t— 4
= 171 pumm = pumy —. =
T_Z d; ;(i—?)i—l izo(i)i—i—l Z(i+1)!(t—i)!

1=2 7 i=0
_ti 1 (t+1) _’i 1ot+1) 1 < [t+1)
1D ) N+ t+14<=\ 0 )

Daher ist 1/r < t/2n. Mit Satz gilt nun fur ¢t > 3:

2ne\ (1), [t t e e
1(QY) < o) ()< (e | < ()7 !
@ 1= (%) Q) ()= () =7 11()

t t
2n t 6nint t
:(631Ht>t||<,)!:€ n ||()'
T\ L\

Fiir ¢t < 2 gilt offenbar

Q") = ﬁ C)' < e ﬁ C) )

Jj=0 J=0

womit der Satz bewiesen ist.
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Zum Abschluss dieses Kapitels behandeln wir noch einen Spezialfall einer

gereihten Halbordnung. Satz Lemma sowie Satz sind aus [7]

entnommen.

Satz 2.30. Sei P eine n-elementige gereihte halbgeordnete Menge mit zwei
Ringen A und B, wobei jedes Element von A von genau u Elementen aus B
tberdeckt wird und jedes Element aus B genau d Elemente aus A tiberdeckt.
Dann gilt:

d+u\ T
u

I(P) < n!(

Fiir den Beweis benétigen wir noch ein Lemma und einen Satz. Mit fol-
gendem Lemma wird ein praktischer Zusammenhang zwischen der Anzahl
der linearen Erweiterungen [(P) einer beliebigen halbgeordneten Menge P
und der Anzahl Oy (P) der ordnungserhaltenden Abbildungen von P in die
M-elementige Kette C'y; hergestellt.

Lemma 2.31. Fiir jede halbgeordnete Menge P gilt:

. On(P) _ U(P)

Satz 2.32. Sei P eine n-elementige gereihte halbgeordnete Menge mit zwei
Ringen A und B, wobei jedes Element von A von genau u Elementen aus B
tberdeckt wird und jedes Element aus B genau d Elemente aus A tiberdeckt.
Sei M eine beliebige natiirliche Zahl. Dann gilt

M

Ou(P) < (Z[(M —Jj+ 1" = (M _j)u]jd) - (On(Kg)) 7,

J=1

wobet Kq,, jene gereihte halbgeordnete Menge mit zwei Ringen ist, in der je-
des der d minimalen Elemente von jedem der u maximalen Elemente tiberdeckt
wird.

Beweis. Im Folgenden seien |A| = a und |B| = b. Weiters sei f eine gleichver-
teilte Zufallsvariable auf der Menge aller ordnungserhaltenden Abbildungen
von P nach C};. Fiir eine Teilmenge X der Grundmenge von P sei fx die
Einschréankung von f auf X. Fiir x € A bezeichne U(x) die Menge der Ele-
mente aus B, die z iiberdecken und Y, := min fy . Ist z € A und j € [M],
dann bezeichne p;(z) die Wahrscheinlichkeit, dass Y, gleich j ist. Es gilt
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log Our(P) 2 H() Y H(Es) + H (4 | £5).

Markieren wir die Elemente von B mit B = {yi, ..., yp} und schreiben f;
fiir f(y;). Damit ist fp der Zufallsvektor (fi,...,f,). Auf diesen wenden wir
Lemma an. Fiir z € A bilden die Mengen {i : y; € U(x)} eine Familie
A von Teilmengen von [b]. Jedes Element aus [b] ist in genau (und daher
mindestens) d Elementen aus A enthalten. Wir erhalten

1
<3 > H{fyw)

€A

Da H(Y, | fy) = 0, gilt

H(fU(x)) = H(Ym =+ h(fU(x) | Yx)
M
:Z log2 +Zp1‘ (x) ‘Yx:])

Die Anzahl der Werte, die fy(,) unter der Bedingung Y, = j annehmen
kann, ist (M — j 4+ 1)* — (M — j)*. Dies erklért sich wie folgt: Die Anzahl
an Moglichkeiten, den u Elementen aus U(z) unabhéngig voneinander Werte
aus {j,7 + 1,..., M} zuzuordnen, ist (M — j + 1)". Damit mindestens eines
dieser u Elemente den Wert j zugeordnet bekommt, muss man die Anzahl
jener Zuordnungen abziehen, bei denen nur Werte aus {j + 1,..., M} aus-
gewihlt wurden. Diese Anzahl ist genau (M — j)*. Mit (2) erhalten wir

H(fy@) | Yo = j) <logo[(M —j +1)" = (M — 5)"].

Nun miissen wir noch den Term H(f,4 | f5) nach oben abschétzen. Nach (7)
ist dieser hochstens so grofl wie

S (e | 1) © S HE) | Ye) = Y S p GV H () | Ye— ) —

€A T€EA €A j=1
M J
| o 1 B
- x;;w@mm — 1Y =) 1o8s = Ty = -
—Zsz Z—logzj—Zpr )log, j
zeA j=1 reA j=1
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Multiplizieren wir letzteren Term mit d/d, erhalten wir nach dem Heraushe-
ben insgesamt

log, O (P) < Zsz logg(M_j+1)u_.<M_j)u]jd>.

:CEA] 1 px(])

Wir wenden die Jensensche Ungleichung an und erhalten

log, O (P Zlog2 ( — 1) = (M- j)“]jd).

.716A

Da |A| = a ergibt dies

M

0u(P) < ((Sl00r = g+ 1) = (01 - )
j=1
Weil au = bd und damit a/d = b/u = n/(d + u) ist dies der gewiinschte
Ausdruck. Der j-te Summand ist dabei genau die Anzahl an ordnungserhal-
tenden Abbildungen f von K, nach Cy, fiir die min,ep f(y) gleich j ist.
Die Summe ist daher gleich Oy (Kgy,).

a
d

OJ

Beweis. (Satz [2.30))

Fiir eine halbgeordnete Menge P mit den im Satz genannten Eigenschaften

gilt aufgrund von Lemma [2.3T und Satz

I(P) . On(P) _ Op(Kgy)™/d+w)
N 7 — K ) —
n! ]\/lllinoo Mmr - ]\}1—I>noo Mn

K n/(d+u)
= < lim —OM( d’u)>

M—oo Mdtu

Z(Kdu) n/(d+u) dl! n/(d+u) d+u —n/(d+u)
:<<d+u>!) :(<d+u>!) :( u )

OJ

Bemerkung 2.33. Sei n ein Vielfaches von d + u. Dann gilt fiir die halb-
geordnete Menge, die eine Vereinigung von n/(d + u) Kopien von K, ist,
offenbar Gleichheit in in der Aussage von Satz Deren Anzahl an linearen
Erweiterungen ist daher exakt bestimmt.
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2.4 Zweidimensionale Halbordnungen

Es gibt mehrere Dimensionsbegriffe fiir halbgeordnete Mengen, dazu zdhlen
unter anderen die sphérische Dimension, die boolesche Dimension und die
lokale Dimension. Der giangigste Dimensionsbegriff ist jedoch die sogenannte
, Ordnungsdimension® mit der wir uns in diesem Abschnitt befassen werden.
Wir betrachten dabei im Speziellen halbgeordnete Mengen mit Ordnungs-
dimension zwei und deren lineare Erweiterungen. Fiir dieses Unterkapitel
wurden hauptséachlich [18], [19], [30] und [42] verwendet.

2.4.1 Die Ordnungsdimension

Definition 2.34. Fiir eine halbgeordnete Menge P = (M, <p) ist eine
Realisierung von P eine Menge R = {<p,,...,<g. } von linearen Erweite-
rungen von P, sodass <p, N ... N <p = <p.

Bemerkung 2.35. Offenbar ist eine Menge R = {<p,, ..., <g, } von linearen
Erweiterungen von P genau dann eine Realisierung von P = (M, <p), wenn
es fiir alle a,b € M, die in P unvergleichbar sind, ein ¢ gibt, sodass a <, b
und ein j gibt, sodass b <7, a.

Definition 2.36. Die Ordnungsdimension (oder Dushnik-Miller-Dimension)
einer halbgeordneten Menge P ist definiert als

dim(P) = min |R|,
R

wobei das Minimum {iber alle Realisierungen R von P genommen wird.

Bemerkung 2.37. Nach Dilworth [I7] ist die Ordnungsdimension einer
halbgeordneten Menge hichstens so grofl wie ihre Weite. Hiraguchi [23] zeig-
te, dass dim(P) < n/2 fir n > 4. Da auBerdem die maximale Weite n — 1
ist, gibt es halbgeordnete Mengen mit einer Dimension gréfler als zwei nur
fir n > 5.

Bemerkung 2.38. Seien M eine Menge und & C P(M) eine Teilmenge
der Potenzmenge von M. Dann bildet S zusammen mit der Mengeninklusi-
on bekanntlich eine halbgeordnete Menge. Ist eine Halbordnung <p auf M
gegeben, so gibt es immer eine zu P = (M, <p) isomorphe halbgeordnete
Menge S = (S, <) mit S C P(M). Denn ein solches zu P isomorphes S ldsst
sich stets definieren durch S = {{x € M : x <p s} : s € M }.

Definition 2.39. Eine Darstellung einer halbgeordneten Menge P = (M, <p)
ist eine zu P isomorphe halbgeordnete Menge S = (S, C) mit S C P(FE) fiir
eine Menge F.
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Ist S eine Potenzmenge und nicht nur Teilmenge einer solchen, ist uns
durch folgenden Satz (siche [30]) ihre Dimension bekannt.

Satz 2.40. Sei M eine n-elementige Menge. Dann ist die Ordnungsdimen-
sion von P = (P(M),C) gleich n.

Beweis. Wir bezeichnen mit M/, die Menge aller Teilmengen von M, die leer
oder mit {a} unvergleichbar sind. Mit M” bezeichnen wir die Menge aller
Teilmengen von M, die echte Obermengen von {a} sind. Statten wir diese
beiden Mengensysteme mit der Mengeninklusion aus, die wir der Einfachheit
halber immer mit C bezeichnen, erhalten wir die zwei halbgeordneten Men-
gen P’ = (M), C) und P" = (M, C). Wir wihlen nun fiir jedes a € M je
eine feste lineare Erweiterung L/ von P’ und L von P”. Nun definieren wir
uns fiir jedes a € M die Kette L], < {a} < L. Dabei handelt es sich um eine
lineare Erweiterung von P, die wir L, nennen. Denn jedes A € M ist echte
Obermenge von {a} und kann daher keine Teilmenge von {a}, einer zu {a}
unvergleichlichen Menge oder der leeren Menge sein. Und da jedes B € M/,
leer oder unvergleichlich zu {a} ist, kann {a} keine Teilmenge von B sein.
Fiir a # b ist L, # Ly. Denn es ist {b} <, {a} aber {a} <z, {b}. Damit ist
die Méchtigkeit von {L, : a € M} gleich n. Weiters ist {L, : « € M} eine
Realisierung von P. Um das zu sehen seien A und B Teilmengen von M, die
unvergleichlich sind. Dann gibt es ein a € A mit a ¢ B und ein b € B mit
b ¢ A. Daraus folgt B <y, {a} <;, Aund A <, {b} <, B. Damit gilt nun
dim(P) < n. Wir behaupten, dass auf der anderen Seite jede Realisierung
von P aus mindestens n linearen Erweiterungen bestehen muss. In jeder Rea-
lisierung muss es fiir a,b € M mit a # b eine lineare Erweiterung geben mit
{a}¢ < {a} sowie eine mit {b}¢ < {b}. Angenommen, es gibe eine lineare
Erweiterung von P, in der sowohl {a}¢ < {a} als auch {b}* < {b} gilt. Da
{a} C {b}¢, folgt {a}¢ < {a} < {b}° < {b}, im Widerspruch zu {b} C {a}*.
Somit ist die Ordnungsdimension von P mindestens n, womit die Aussage
gezeigt ist.

O

Beispiel 2.41. Die unten abgebildeten halbgeordneten Mengen P und @)

sind offenbar isomorph.
{

b
X X
e f {z}  {y}

P Q

a

c {z,y} {z,2} {y,2}

d 2}
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Eine Kette L ist genau dann eine lineare Erweiterung von (), wenn L,
um das kleinste Element () und das groBte Element {z,y, 2z} erweitert, eine

lineare Erweiterung von (P({z,y, z}, C) ist. Nach Satz ist @) und damit
auch P dreidimensional.

Wir werden im Folgenden halbgeordnete Mengen P mit dim(P) = 2
charakterisieren. Dazu benotigen wir noch ein paar Begriffe.

Definition 2.42. Zwei halbgeordnete Mengen P und ) mit der selben
Grundmenge M heiflen zueinander konjugiert, falls je zwei unterschiedliche
Elemente a und b aus M entweder durch P oder durch () in Relation stehen.

Wir nennen eine halbgeordnete Menge P reversierbar, falls es eine zu P
konjugierte halbgeordnete Menge () gibt.

Eine lineare Erweiterung <r einer halbgeordneten Menge P heift
separierend, falls es Elemente a, b, ¢ gibt, sodass a <7 b <7 ¢, a <p cund b
in P weder mit a noch mit ¢ in Relation steht.

Definition 2.43. Ist <p eine Halbordnung auf M und >p die zugehorige
Umkehrrelation, daher z <p y genau dann, wenn y >p x, so bezeichnen wir
die zu P = (M, <p) umgekehrte halbgeordnete Menge mit P~ := (M, >p).

Lemma und Satz sind in [I8] zu finden.

Lemma 2.44. Ist P = (M, <p) reversierbar mit konjugierter halbgeordneter
Menge Q = (M, <g), so sind Ay = (M, <p U <g) und Ay = (M, <p U >q)
lineare Erweiterungen von P.

Beweis. Wir bezeichnen <p U <g mit <y4,. Da <4, Obermenge von <p
ist, brauchen wir nur zu zeigen, dass <y, eine Totalordnung ist. Sei nun
a <y, b<y cFallsa<pb<pcodera<gb<gctolgta <y c,da P und @
transitiv sind. Ist a <p b < c und angenommen ¢ <p a, folgt wegen a <p b,
dass ¢ <p b, was einen Widerspruch liefert, da b <g ¢ und P und @ zuein-
ander konjugiert sind. Nehmen wir an, dass ¢ <¢ a, folgt wegen b < ¢, dass
b <g a, im Widerspruch zu a <p b. Der Fall a <g b <p c ist analog. Damit
ist <4, transitiv. Als Vereinigung von reflexiven Halbordnungen ist auch <4,
reflexiv. Da P und @) zueinander konjugiert sind, ist <4, antisymmetrisch
und total. Insgesamt ist A; daher eine lineare Erweiterung von <p. Der Be-
weis fiir A, ist analog.

O
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Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung fiir zweidimensionale halb-
geordnete Mengen. Dabei ist zu beachten, dass eine halbgeordnete Menge
genau dann eindimensional ist, wenn sie total geordnet ist.

Satz 2.45. Folgende Eigenschaften einer halbgeordneten Menge P sind dquivalent:

(i) P ist reversierbar
(i1) P hat eine nicht-separierende lineare Erweiterung
(i17) dim(P) < 2

(iv) Es existiert eine Darstellung von P durch Intervalle auf einer
totalgeordneten Menge.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass (i7) aus (i) folgt. Sei also P = (M, <p)
eine reversierbare halbgeordnete Menge mit Konjugierter () = (M, <g). Nach
Lemma ist A= (M,<,) = (M,<p U <) eine lineare Erweiterung
von P. Seien a,b und ¢ beliebige Elemente aus M, sodass a <4 b <4 c. Ist
b in P mit a und ¢ unvergleichbar, folgt a <g b und b <g ¢, da P und Q
zueinander konjugiert sind. Mit der Transitivitdt von () erhalten wir a <g ¢
und somit a £p c. Folglich ist A eine nicht-separierende lineare Erweiterung
von P.

Nun zeigen wir, dass (ii7) aus (i7) folgt. Dazu sei A = (M, <4) eine
nicht separierende lineare Erweiterung von P = (M, <p). Wir definieren
Q= (M,<g) = (M, (<a\ <p)U{(a,a) : a € M}). Es gelte a <¢ b und
b <g c. Dann ist b in P weder mit a noch mit ¢ vergleichbar. Da <o C <4
und <, transitiv ist, gilt nun auch a <4 c. Es ist a £p ¢, da andernfalls b in
A von a und c separiert werden wiirde. Daher ist @ <g ¢ und () somit transi-
tiv. Weiters ist Q) offenbar auch reflexiv und antisymmetrisch und damit eine
halbgeordnete Menge. Nach Definition sind P und () daher zueinander konju-
gierte halbgeordnete Mengen und nach Lemma ist B:= (M, <p U >q)
eine lineare Erweiterung von P. Es ist A = (M, <p U <g) und somit wird P
von A und B realisiert, folglich ist dim(P) < 2.

Als néchstes zeigen wir, dass (iv) aus (¢i7) folgt. Seien also P eine hochstens
zweidimensionale halbgeordnete Menge und A und B lineare Erweiterungen,
die P realisieren. Sei B* = (M*, <p-) eine zu B! isomorphe Totalordnung
mit zu M disjunkter Grundmenge M*. Wir bezeichnen das Bild von a € M
unter dem Isomorphismus mit a* € M*. Sei C' := A.B* die serielle Kompositi-
on von A und B*. Es ist daher C' eine totalgeordnete Menge mit Grundmenge
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M U M*, deren ,untere“ Hélfte aus B* und deren ,obere* Hilfte aus A be-
steht. Wir bezeichnen das Intervall [a*, a] in C' mit I,. Wir behaupten, dass
die Abbildung von P nach ((I,)aenrr, C), die jedem a € M das Intervall I,
zuordnet, ein [somorphismus ist. Offenbar handelt es sich um eine Bijektion.
Gilt a <p b, so gilt, dass a <g b und damit b <p-1 a und b* <p- a*. Da
dann auch a <4 b gilt, haben wir insgesamt b* <¢ a* <¢ a <¢ b. Folglich ist
I, C I. Gilt a £p b, folgt im Falle, dass a >p b analog I, D I, und damit
I, ¢ I,. Falls a und b in P unvergleichlich sind, folgt, da P zweidimensional
ist, 0.B.d.A. a <4 b und a >p b. Das impliziert nun a* <¢ b* <¢ a <¢ b,
womit ebenso I, ¢ I, gilt. Somit haben wir eine Darstellung von P mit
Intervallen auf einer totalgeordneten Menge gefunden.

Zuletzt zeigen wir, dass (i) aus (iv) folgt. P hat daher eine Darstellung
durch Intervalle auf einer totalgeordneten Menge C. Das zu a € M gehorige
Intervall in C' bezeichnen wir mit I,. Sind zwei verschiedene Elemente a und
b aus M in P unvergleichbar, so sind die in C' kleinsten Elemente in I, und
I, unterschiedlich. Denn wéren sie gleich, wére das eine Intervall im anderen
enthalten. Wir definieren uns eine Relation <¢ auf M wie folgt. Es seia <¢g b
genau dann, wenn a und b in P unvergleichbar sind und in C' das kleinste
Element in I, nicht nach dem kleinsten Element in [, kommt. Es ist schnell
iiberpriift, dass @ = (M, <g) eine halbgeordnete Menge ist, die offenbar

konjugiert zu P ist.
OJ

Beispiel 2.46. Wir betrachten folgende sechs-elementige halbgeordnete
Menge P:

a b
| |
c d
|

e f

Eine Realisierung von P besteht aus den beiden linearen Erweiterungen
<a = fdebca und <g = ecfadb. Damit ist P zweidimensional. Zu P isomorph
ist etwa die halbgeordnete Menge, die aus den Intervallen [z*,z] der Kette
b*d*a* f*c*e* fdebca besteht. Eine nicht-separierende lineare Erweiterung von
P ist <4. Eine zu P konjugierte, und damit ebenfalls zweidimensionale, halb-
geordnete Menge @) ist durch folgendes Hasse Diagramm gegeben:
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Korollar 2.47. FEine halbgeordnete Menge P ist genau dann héchstens zwei-
dimensional, wenn das Komplement ihres Vergleichsgraphen C(P) ein Ver-
gleichsgraph ist.

Beweis. Nach Satz ist dim(P) < 2 genau dann, wenn P reversierbar
ist. Offenbar ist P aber genau dann reversierbar, wenn das Komplement von
C(P) ein Vergleichsgraph ist.

O]

Satz 2.48. Sei P eine zweidimensionale halbgeordnete Menge und P eine zu
P konjugierte halbgeordnete Menge. Dann gilt:

I(P)I(P) > n!

Gleichheit gilt genau dann, wenn P seriell-parallel ist.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [42), Korollar 12], da dessen
Lange tiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen wiirde. Eine interessan-
te Funktion, die fiir den Beweis des Satzes verwendet wird, sei hier noch in
Kiirze erwiahnt. Fiir einen ungerichteten Graphen G sei p definiert als

G) = ma G ,
G = s 3 p(G\ o)
wobei C(G) die Menge der maximalen Cliquen von G ist. Eine Clique eines
Graphen ist eine Menge von Knoten, die alle paarweise adjazent sind. Eine
Clique ist maximal, wenn jede echte Obermenge der Clique keine Clique ist.

Es stellt sich heraus, dass die Anzahl der linearen Erweiterungen einer

beliebigen halbgeordneten Menge P gleich dem p-Wert des Komplements
des Vergleichsgraphen von P ist, dass also gilt:
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2.4.2 Die schwache Bruhat-Ordnung

Fiir natiirlich markierte zweidimensionale halbgeordnete Mengen gibt es einen
schonen Zusammenhang zu der symmetrischen Gruppe .5,, der Permutatio-
nen. Fiir das Studium solcher halbgeordneten Mengen und deren linearen
Erweiterungen erweist sich die sogenannte schwache Bruhat-Ordnung als
niitzlich.

Sei P = ([n],<p) eine natiirlich markierte zweidimensionale halbgeord-
nete Menge. Dann ist die Identitdt id € S, offenbar eine lineare Erweiterung
von P. Wir verwenden dabei die Identifizierung von linearen Erweiterungen
mit Permutationen nach Bemerkung Nun gibt es genau eine Permuta-
tion m € S, sodass {id, 7} eine Realisierung von P ist.

Ist andererseits eine beliebige Permutation 7 € S,, gegeben, so definiert
r<pyer<yyAn Hz)<yT '(y)

eine natiirlich markierte halbgeordnete Menge P, die genau fiir 7 = id eindi-
mensional und fiir 7 # id zweidimensional ist. Die Transitivitdt, Reflexivitat
und Antisymmetrie werden direkt von <y geerbt.

Damit haben wir eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen natiirlich mar-
kierten zweidimensionalen halbgeordneten Mengen mit n Elementen und den
Permutationen der Lange n ungleich der Identitdt. Wir schreiben statt P des-
halb auch P,, um darauf hinzuweisen, dass zu P die Permutation m gehort.

Definition 2.49. Ein Fehlstand oder eine Inversion einer Permutation o ist
ein Tupel (i, j) mit + < j und 07'(i) > o7!(j). Die Menge aller Fehlsténde
von o bezeichnen wir mit (o).

Eine sortierende Transposition von ¢ bei ¢ und j mit ¢ < j ist eine Per-
mutation ¢’ = sort(o,1,j) die gleich o ist, mit der Ausnahme, dass falls
o(i) > o(j) gilt, ist o'(i) = () und o'(j) = o(4).

Analog ist eine unsortierende Transposition von ¢ bei ¢ und j mit ¢ < j
eine Permutation o’ = unsort(o, i, j) die gleich o ist, mit der Ausnahme, dass

falls o (i) < o(7) gilt, ist 0’(1) = o(j) und o’(j) = o (7).

Eine sortierende (unsortierende) Nachbar-Transposition ist eine sortie-
rende (unsortierende) Transposition mit j =i + 1.

35


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
blio
nowledge

(]
|
rk

Bemerkung 2.50. Unabhéngig von o ist (o(j),0(i)) ein Fehlstand von
unsort (o, i, j), aber kein Fehlstand von sort(o, i, 7).

Definition 2.51. Die schwache Bruhat-Ordnung ist eine Halbordnung <, g
auf S, fiir die 7 <, p o genau dann gilt, wenn 7 aus o durch eine Folge von
sortierenden Nachbar-Transpositionen hervorgeht.

Es gibt eine weitere Charakterisierung der schwachen Bruhat-Ordnung.

Lemma und Satz sind in [19] zu finden.

Lemma 2.52. Jeder Fehlstand von 7 st Fehlstand von o genau dann,
wenn T <yB 0.

Beweis. Gilt 7 <,p 0, so ist 7 aus sortierenden Nachbar-Transpositionen
entstanden. Da sortierende Transpositionen die Anzahl der Fehlstinde nur
gleich lassen oder um eins reduzieren kénnen, gilt I(7) C I(o). Ist jeder
Fehlstand von 7 ist Fehlstand von o, so kénnen wir 7(1) in ¢ durch suk-
zessive Nachbar-Transpositionen an die erste Stelle (wo anfangs o(1) war)
bringen. Alle Elemente in o, die in der Tupelschreibweise links von 7(1) sind,
miissen kleiner als 7(1) sein. Denn wére ein solches Element x grofier als
7(1), so wére (7(1), z) ein Fehlstand von o, aber keiner von 7. Damit sind al-
le diese Nachbar-Transpositionen sortierend. Selbiges Verfahren wendet man
anschliefend auf 7(2) an, um es an die zweite Stelle zu bringen. Auch diese
Nachbar-Transpositionen miissen aus demselben Grund sortierend sein. Dies

fithrt man bis 7(n) fort, um 7 zu erhalten.
0J

Satz 2.53. Die Menge L(P;) der linearen Erweiterungen einer natirlich
markierten zweidimensionalen halbgeordneten Menge P, ist das von m er-
zeugte Hauptordnungsideal in der schwachen Bruhat-Ordnung.

Beweis. Zu zeigen ist, dass o genau dann eine lineare Erweiterung von P; ist,
wenn o <,p 7. Nach Lemma ist Letzteres dquivalent zu (o) C I(r).
Wir zeigen daher, dass o genau dann eine lineare Erweiterung von 7 ist, wenn
I(0) C I(w). Sei daher I(¢) C I(7) und i <p, j. Damit gilt 7' (i) <y 7 ()
und i <y j nach Definition von 7. Folglich ist (7,7) ¢ I(m) und damit nach
Annahme (7,7) ¢ I(c). Nun muss aber 671 (i) <y o~ *(j) gelten, womit o eine
lineare Erweiterung von P, ist. Sei nun /(o) € I(x) und (4, j) ein Fehlstand
von o, aber keiner von 7. Dann gilt 7 '(i) <y 7 '(j) und ¢ <y j. Daraus
folgt i <p, j. Da aber 071(i) >y 071(j) gilt, ist o keine lineare Erweiterung

von P..
O
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2.5 Rechteckige Halbordnungen

Wir befassen uns nun mit Halbordnungen, die die Form eines Rechtecks
haben. Fiir dieses Unterkapitel wurde an Literatur [2] sowie [20] verwendet.

Definition 2.54. Wir nennen eine halbgeordnete Menge, die im Hasse-
Diagramm als gekipptes Rechteck von s - ¢ Elementen dargestellt werden
kann, rechteckige halbgeordnete Menge.

Beispiel 2.55. Betrachten wir die rechteckige Halbordnung auf {1, ..., 12},
die durch folgendes Hasse-Diagramm gegeben ist:

Abbildung 6: Hasse-Diagramm einer rechteckigen Halbordnung

Wir bezeichnen Elementfolgen, die auf einer Gerade von oben rechts nach
links unten liegen als Spine, und Elementfolgen, die von links oben nach
rechts unten verlaufen als Zahne. Dabei markieren wir die Spines von links
oben nach rechts unten und die Z&hne von rechts oben nach links unten.
Beispielsweise besteht die erste Spine in aus den Elementen
5,8,10 und 2 und der zweite Zahn aus 8,3 und 4. Die Linge der Spines, also
die Anzahl ihrer Elemente bezeichnen wir mit s, die Lange der Zdhne mit ¢.
In unserem Beispiel sind s = 4 und ¢t = 3. Die Namensgebung kommt von

den Kamm-Halbordnungen. Eine solche sehen wir in
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Abbildung 7: Hasse-Diagramm einer Kamm-Halbordnung

Diese Halbordnung hat vier Zahne und ihre Spine bzw. ihr Riickgrat
besteht aus den Elementen 6,12,4 und 9.

Bevor wir uns der Frage widmen, wie viele lineare Erweiterungen eine
rechteckige Halbordnung hat, braucht es noch folgende Definition sowie die
,Hakenldngenformel“ fiir Standard-Young-Tableaus.

Definition 2.56. Fiir eine monoton fallende Komposition (Aq, ..., A\x) von n,
es gilt daher \; + ... + Ay =nund \; > ... > A, ist das Ferrers-Diagramm
eine Darstellung von n leeren Késtchen, die in k Zeilen angeordnet sind.
Dabei ist die Anzahl der Késtchen in der i-ten Zeile \;.

Ein Young-Tableau ist ein Ferrers-Diagramm, bei dem die n Késtchen
mit den Zahlen 1,...,n aufgefiillt sind. Dabei ist jede der n! Anordnungen
zuléssig.

Ein Standard-Young-Tableau ist ein Young-Tableau bei dem die Zahlen
sowohl zeilen- als auch spaltenweise aufsteigend geordnet sind.

Die Hakenlinge h;; des Késtchens mit Zeilenindex 7 und Spaltenindex j
ist die Summe der Anzahl von Késtchen rechts davon und der Anzahl von
Kaéstchen darunter, plus eins. Bezeichnen wir mit /\;- die Anzahl der Késtchen
in Spalte 7, konnen wir die Hakenlénge schreiben als:

hi,j:)\i—j‘i‘)\;—i—i—l
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Abbildung 8: Das Ferrers-Diagramm, ein Young-Tableau und ein Standard-
Young-Tableau zur Komposition (4,2, 2, 1)

Folgende Hakenléngenformel fiir Standard-Young-Tableaus benétigen wir,
um die Anzahl der linearen Erweiterungen von rechteckigen Halbordnungen
zu bestimmen. Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich etwa in [37].

Satz 2.57. Fiir jedes Ferrers-Diagramm ist die Anzahl der zugehdrigen Standard-

n!

Young-Tableaus gegeben durch , wobei das Produkt tber alle Indizes

1,J
geht, fir die es ein entsprechendes Kistchen im Ferrers-Diagramm. gibt.

Der folgende wichtige Satz iiber die Anzahl der linearen Erweiterungen
beliebiger rechteckiger Halbordnungen ist in [2] zu finden.

Satz 2.58. Flir jede rechteckige halbgeordnete Menge P mit Spinelinge s und
Zahnlinge t ist die Anzahl ihrer linearen Erweiterungen

Bewers. Sei P eine beliebige rechteckige halbgeordnete Menge mit Spineldnge

s und Zahnlénge t. Wir zeigen, dass es eine Bijektion zwischen L(P) und der

Menge der Standard-Young-Tableaus zur Komposition (t,...,t) =: t° gibt.
——

Sei <r eine lineare Erweiterung von P und w die nach Berilerkung Zu-
gehorige natiirliche Markierung. Ersetzen wir im Hasse-Diagramm von P
jedes Element x mit w(x) und drehen das Diagramm um 135° im Uhrzeiger-
sinn, erhalten wir ein Young-Tableau der Form ¢°. Es handelt sich dabei um
ein Standard-Young-Tableau, denn die aufsteigend sortierten Zahne werden
durch die Drehung zu Zeilen und die aufsteigend sortierten Spines werden zu
Spalten. Zwei verschiedene lineare Erweiterungen ergeben offensichtlich zwei
verschiedene Standard-Young-Tableaus und jedes Standard-Young-Tableau
der Form ¢° liefert durch die umgekehrte Vorgehensweise eine lineare Er-
weiterung einer rechteckigen halbgeordneten Menge mit Zahnlédnge ¢ und
Spinelédnge s.
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Nach Satz ist daher [(P) gleich (st)! dividiert durch das Produkt
iiber alle Hakenlédngen von Késtchen aus einem Ferrers-Diagramm der Form
t*. Wenn wir dieses Ferrers-Diagramm spaltenweise von rechts nach links und
von unten nach oben durchlaufen, erhalten wir fiir dieses Produkt:

[T =125 - 23 (s+1) - t-(t+1)--(t+s—1) =

1<i<s
155<t

st (s+1)! (s+t—1)!

0! 1 (t=1)

t— t

(s+j—1)
H =Dt

O

Korollar 2.59. Fiir jede rechteckige halbgeordnete Menge P mit Spinelinge
2 und Zahnlinge n (oder umgekehrt) ist die Anzahl ihrer linearen Erweite-
rungen gleich der Catalan-Zahl C,,:

Z(P):C”:nil(Qg)

Beweis. Mit s = 2 und t = n erhalten mit aus Satz 2.5}

TISTENCTOT] | (A (R S RN S (2:)

(7 + 1! (n+1)In! nnln+1 n+1
O

J=1

2.5.1 Mustervermeidende lineare Erweiterungen

Nachdem wir nun die Anzahl aller linearen Erweiterungen beliebiger recht-
eckiger Halbordnungen bestimmt haben, moéchten wir uns jetzt der Frage
widmen, wie viele lineare Erweiterungen es von speziellen rechteckigen Hal-
bordnungen auf [st] gibt, die gewisse , Muster vermeiden.

Fiir gegebene Spineldnge s und Zahnlénge ¢ gibt es acht ,natiirliche®
rechteckige Halbordnungen auf [st]. Wir bezeichnen die entsprechenden halb-
geordneten Mengen mit NW;, NOg;, ONgy, OSs4, SOg¢, SWy,, WS, und
WN; ;. Die Abkiirzungen stehen fiir die Himmelsrichtungen. Bei der halbge-
ordneten Menge NO, ; beginnt beispielsweise die Markierung in der nérdlichen
Ecke und verlauft nach Osten. Als ersten Zahn hat sie daher 1, ..., ¢ von der
ersten Spine bis zur letzten, im zweiten Zahn ¢t+1, ..., 2t von der ersten Spine
bis zur letzten und allgemein im j-ten Zahn (7 —1)t+1, ..., jt fiir j € {1..., s}
ebenfalls von der ersten Spine bis zur letzten. Die Markierung der halbgeord-
neten Menge WN; ; beginnt in der westlichen Ecke und verlduft nach Norden.
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Ihre erste Spine ist 1, ..., s vom letzten Zahn bis zum ersten und ihre j-te Spi-
neist (j —1)s+1,...,js fir j € {1...,t} vom letzten Zahn bis zum ersten. In

sehen wir die halbgeordnete Menge NOy 3.

Abbildung 9: Hasse-Diagramm der halbgeordneten Menge NO, 3

Definition 2.60. Seien 7 € S, und o € S, Permutationen. Wir sagen, m
enthdlt o, falls es in der Tupelschreibweise von 7 eine Teilfolge gibt, deren
relative Ordnung die selbe ist wie von o. Wir sagen 7 vermeidet o, falls es
keine solche Teilfolge gibt. Man sagt auch, dass m das Muster o enthélt bzw.
vermeidet.

Beispiel 2.61. Die Permutation (6,4,2,5,3,1) =: 642531 beinhaltet die
Teilfolge 645 und enthélt daher das Muster 312. Sie enthélt keine Teilfolge
mit relativer Ordnung 123, daher vermeidet sie das Muster 123.

Bemerkung 2.62. Jede halbgeordnete Menge P mit Grundmenge [n] ist
mit w = id trivialerweise eine markierte halbgeordnete Menge. Nach Bemer-
kung[1.10 kénnen wir lineare Erweiterungen von rechteckigen Halbordnungen
auf [st] daher als Permutationen 7 € Sy auffassen. Man kann sich nun die
Frage stellen, welche bzw. wie viele lineare Erweiterungen einer rechteckigen
halbgeordneten Menge gewisse Muster vermeiden. Wir bezeichnen die Men-
ge der linearen Erweiterungen von P, die simtliche Permutationen o7, ..., oy
vermeiden, mit L(P(oy, ..., 0%)) und deren Méchtigkeit mit [(P(oy, ..., 0%)).

Definition 2.63. Ist 7 = (n(1),...,m(n)) eine Permutation, so sind

die zu 7 reverse Permutation und
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“=mn-7m(1)+1,...,n—m(n)+1)

die zu m komplementdre Permutation.

Wir werden uns im Folgenden mit mustervermeidenden linearen Erweite-
rungen der acht natiirlichen rechteckigen Halbordnungen befassen. Seien dazu
k€ Z" und iy,...,9, € Z* fest gewihlt. Will man fiir alle acht natiirlichen
Halbordnungen fiir alle Spineldngen s und Zahnlédngen ¢ die jeweilige An-
zahl an linearen Erweiterungen bestimmen, die die Muster oy, ..., 05 mit
o; € S;; vermeiden, so ist es ausreichend, dies nur fiir NOy und ONg zu
tun. Durch vertikale Spiegelung der Hasse-Diagramme erhélt man namlich
NO;+ = NW, 4, SOz = SWy,, ONg; = WN,;, und OS;; = WS, ;. Weiters
ist die Méchtigkeit der Menge der linearen Erweiterungen einer halbgeord-
neten Menge, die oy, ..., 0} vermeiden, gleich der Méchtigkeit der Menge der
linearen Erweiterungen der durch horizontale Spiegelung erhaltenen halbge-
ordneten Menge, die o7, ..., 0}, vermeiden. Insgesamt gelten daher folgende

Beziehungen:
l(NO&t(O'l, ceny O'k)> = Z(Nwt,s<0'1, ceny O'k>> =
= l(SWs.(0T,...,01)) = 1(SO: (0], ..., 0%))

l(ONsyt(O'l,...,O'k)) l(WNtys(O'l,...,Uk» =
= (WSs4(0],...,0})) = 1(0S; 5(07, ..., 0}))

Sind [(NOy4(01, ..., 0%)) und I(ONg4(0oy, ..., 0%)) fiir alle s, ¢ und o; € S;,
bekannt, so auch [(OS; (071, ...,0%)), {(SOs(01, ..., 0%)), L(SWsi(0o1, ..., 0k)),
L(WSst(01, ..., 0%)), {WNg (01, ..., 0k)) und I(NW (071, ..., 0%)).

Mit folgendem praktischen Lemma aus [2] konnen wir auch die Zahl der zu
untersuchenden vermiedenen Muster reduzieren.

Lemma 2.64. Fir jede rechteckige halbgeordnete Menge P und fiir beliebige
Permutationen o4, ..., 04 gilt:

[(P(o1,...,01)) = l(P(d]¢, ..., 0}°))

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir ONj,, fiir allgemeine rechteckige halbge-
ordnete Mengen ist der Beweis analog.

Es gilt offenbar, dass die Permutation 7 genau dann die Permutation o ver-
meidet, wenn 77¢ die Permutation ¢"¢ vermeidet. Wir behaupten nun, dass
fiir jede lineare Erweiterung m von ON,; auch die Permutation 7" eine li-
neare Erweiterung von ONj, ist. Da rc auf jeder symmetrischen Gruppe
eine Bijektion ist, wire damit das Lemma bewiesen. Wir stellen rc¢ nun als
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Verkniipfung von Bijektionen auf Mengen von linearen Erweiterungen dar.
Eine vertikale Spiegelung des Hasse-Diagramms von ON,; ergibt das Hasse-
Diagramm von WN,,. Da diese beiden halbgeordneten Mengen dieselben
sind, ist die Bijektion von der Menge der linearen Erweiterungen von ONj,
auf die Menge der linearen Erweiterungen von WN, ; schlicht die Identitét.
Eine horizontale Spiegelung des Hasse-Diagramms von WN, ¢ gibt das Hasse-
Diagramm von WS, ;. L(WN; ;) wird dabei mit der Bijektion r auf L(WS;;)
abgebildet. Ersetzt man jedes Element j von WS, ; mit seinem Komplement
st — j + 1 erhélt man wieder die urspriingliche halbgeordnete Menge ONj ;.
Die zugehorige Bijektion von L(WS,;) auf L(ON,,) ist c. Insgesamt ist also
coroid = rc wie gewiinscht eine Bijektion von L(ONj,) auf sich selbst.

OJ

2.5.2 Vermeidung von Mustern der Linge drei

Wir untersuchen nun, wie viele lineare Erweiterungen es von ON,; und NO
gibt, die konkrete Muster der Lénge drei vermeiden. Sdmtliche Satze des
Abschnittes sind aus [2]. Zuerst betrachten wir ONj .

Satz 2.65. Firs>1 undt>1 gilt (ON,(213)) = 1.

Beweis. Jede lineare Erweiterung <, von ONg, fiir die es ein i € [s—1], sowie
ein Element @ im i-ten Zahn und ein Element b im (i41)-ten Zahn gibt, sodass
a <7 b, enthélt 213. Denn fiir das Element im (i+1)-ten Zahn und der letzten
Spine, it + 1, gilt it + 1 <7 a <7 y und a <y it + 1 <y b. Daher miissen in
einer 213-vermeidenden linearen Erweiterung alle Elemente im 7+ 1-ten Zahn
vor allen Elementen im ¢-ten Zahn vorkommen. Die einzige solche lineare
Erweiterung ist st —t+ 1,st —t+2,...,st,st =2t +1,...,st —¢,..., 1,2, ...t

0

Satz 2.66. Fiir s > 2 undt > 2 gilt:

Beweis. Der erste Punkt ist trivial. Die einzigen linearen Erweiterungen von
[(ONy.) respektive [(ONgy), ndmlich 1,2,...,¢ und ¢,¢ — 1, ..., 1 vermeiden
offenbar 231.
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Fir s > 2 und ¢t > 2 sehen wir, dass fiir beliebiges i € [s — 1] das
Element im ¢-ten Zahn in der ersten Spine, it, in jeder linearen Erweiterung
nach allen Elementen im (i 4 1)-ten Zahn auftreten muss. Insbesondere muss
gelten: (i + 1)t — 1 <z (i + 1)t <p it. Daher enthélt jede lineare Erweiterung
231.

O

Satz 2.67. Fir s> 3 undt > 1 gilt:
(1) [(ON14(321)) =1
(11) 1(ON9,(321)) = C;

(111) 1(ONg(321)) =0

Beweis. Fiir s = 1 ist die einzige lineare Erweiterung 1,2, ...,¢, und diese
vermeidet offenbar 321.

Nehmen wir fiir s = 2 an, dass es eine lineare Erweiterung gibt, die 321
enthélt. Fiir jede Teilfolge abe dieser linearen Erweiterung mit dieser relativen
Ordnung muss gelten, dass a im zweiten Zahn und b im ersten Zahn liegt,
damit a >y c erfiillt ist. Da b >y ¢, gilt fiir z aber nun z <7 y im Widerspruch
zur Annahme. Daher ist [(ONy(321)) = {(ONy,;) und nach Lemma [2.59) gilt
[(ON4,4(321)) = C;.

Fiir s > 3ist 2t +1,t+1, 1 in jeder linearen Erweiterung enthalten, daher
gilt I(ON,4(321)) = 0.

OJ

Satz 2.68. Firs>1 undt > 3 gilt:

(i) 1(ON,1(123))
(ii) I(ON,(128)) = C,

1

(ii1) [(ON;4(123)) =0

Beweis. Fiir t = 1 ist die einzige lineare Erweiterung s,s — 1, ..., 1 und diese
vermeidet 123.

Fiir t = 2 sehen wir, dass jede lineare Erweiterung 123 vermeidet. Sei
dafiir a ein Element in einer beliebigen linearen Erweiterung aus dem j-ten
Zahn. Ist a in der ersten Spine, sind alle Elemente rechts von a in der linearen
Erweiterung aus dem ersten bis (j — 1)-ten Zahn und daher kleiner als a. Ist
a in der zweiten Spine, ist das einzige Element grofier als a, das rechts in der
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linearen Erweiterung vorkommt, a 4+ 1. Daher ist {(ON;2(123)) = [(ONj )
und nach Lemma gilt [(ON;2(123)) = C.
Fiir ¢ > 3 sind die Elemente 1,2,3 in dieser Reihenfolge in jeder linearen

Erweiterung enthalten.
O

Aufgrund von von Lemma haben wir nun [(ONg (o)) fiir alle o € S5
bestimmt. Kombiniert man die Resultate, erhélt man die Anzahl der linearen
Erweiterungen von ON,,, die jede beliebige Menge von Permutationen der

Lénge drei vermeiden.
Nun behandeln wir NOg ;.

Satz 2.69. Firs>1undt>1 gilt

I(NO,,(213)) =t

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Induktion nach s.

Fiir s = 1 gibt es nur eine lineare Erweiterung, ndmlich ¢,¢ —1,...;1, und
diese vermeidet 213. Daher ist [(NO;4(213)) =1 = t°.

Sei S = a, ..., a; eine lineare Erweiterung aus [(NO, ¢(213)). Wir erhalten
daraus lineare Erweiterungen aus [(NOg;;,4(213)), indem wir die Elemente
(s + 1)t,...,st + 1, in dieser Reihenfolge, so in S einfiigen, dass es sich um
eine lineare Erweiterung von NO,y1, handelt, die 213 vermeidet. Dazu muss
(s 4+ 1)t vor ay eingereiht werden, da es nun das kleinste Element im Sinne
der Halbordnung ist. Jedes der restlichen Elemente b € {(s+1)t—1, ..., st+1}
muss entweder auch vor ag oder direkt danach eingefiigt werden. Andernfalls
ergibt ag, k,b mit k <y ag ein Muster der Form 213. Da die Elemente (s +
1)t — 1,...,st + 1 in der linearen Erweiterung in dieser Reihenfolge auftreten
miissen, gibt es t Moglichkeiten, sie einzufiigen. Daher ist {(NOgy1+(213)) =
[(NO;4(213)) - . Nach Induktionsannahme ist [(NOg;(213)) = 571, also gilt
I(NOgy1,4(213)) =t -5t =5

O

Beispiel 2.70. Die lineare Erweiterung 653421 aus NOg3(213) kann auf
drei Arten zu einer linearen Erweiterung aus NOj3(213) ergénzt werden:
968753421, 986753421 und 987653421. Die unterstrichenen Elemente sind
hier die eingefiigten.

Satz 2.71. Es gilt [(NOy(321)) = 1, [(NOs,(321)) = 1, {(NO, 5(321)) = 1
und [(NO;+(321)) =0 fir s > 2 und t > 2.

Beweis. Die ersten drei halbgeordneten Mengen haben nur je eine lineare
Erweiterung und diese vermeiden klarerweise Muster, die langer als sie selbst
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sind. Fiir s > 2 und t > 2 gilt fiir jede lineare Erweiterung ag, ..., a;, dass
asg = st und a; = 1. Daher ist fir jedes b € {ag_1,...,az} die Teilfolge
agt, b, a1 ein Muster der Form 321.

0J
Satz 2.72. Firs>1 undt>1 gilt (NO,(312)) = 1.

Beweis. Fiir jede lineare Erweiterung von NO;, ist st das erste Element in
der Tupelschreibweise. In der Ordnung der natiirlichen Zahlen ist dies das
grofite hier auftretende Element, es entspricht also einer ,, 3. Eine 312 ver-
meidende lineare Erweiterung muss daher durchgéingig absteigend sein. Diese

Eigenschaft hat nur die lineare Erweiterung st, st — 1, ..., 1.
O

Wiederum mithilfe von Lemma haben wir nun [(NOg,(0)) fiir alle
o € S3 bestimmt, bis auf eine Ausnahme: o = 123.

Man zeigt dhnlich wie in Satz , dass NO;1(123) =1, NO14(123) =1,
NO;2(123) = Cs und NO9,(123) = Cy. Fiir s > 3 und ¢ > 3 gibt es zwar
fiir kleines s und ¢ Ergebnisse, allgemein ist es aber noch ein offenes Problem.

Damit {(NOg4(o1, ..., o)) fiir jede Menge von Mustern oy, ..., oy, aus S3\ {123}

bestimmt ist, fehlt noch folgender Satz.
Satz 2.73. Fir s> 1 undt > 2 gilt:

(i) 1(NO,1(213,132)) = 1
(ii) 1(NO,4(213,132)) = 2571

Beweis. Der erste Punkt ist klar, den zweiten zeigen wir mit Induktion nach s.

Fiir s = 1 ist die einzige lineare Erweiterung t,t —1, ..., 1. Diese vermeidet
sowohl 213 als auch 132.

Sei S = agt, ..., a1 eine lineare Erweiterung aus NO; (213, 132). Wir fligen
die Elemente (s+1)¢, ..., st+1in S so ein, dass ein Element aus NOg,4 (213, 132)
entsteht. Dazu darf hochstens ein Element nach ay, eingefiigt werden, da sonst
G, St+2, st+1 ein Muster der Form 132 ergibt. Die so entstehenden linearen
Erweiterungen, deren t + 1 fithrende Elemente entweder (s + 1)¢, (s + 1)t —
1,...,aq oder (s+1)t, (s+1)t—1, ..., st+2, ag, st+1 sind, vermeiden auch 213.
Denn die Elemente danach sind in der natiirlichen Ordnung kleiner, konnen
daher keiner ,,3“ entsprechen. Die fithrenden ¢ + 1 Elemente enthalten of-
fenbar auch kein Muster der Form 213. Daher hat NOgy+(213,132) genau
doppelt so viele Elemente wie NO;(213, 132).

O
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3 Geometrische Techniken zur Bestimmung
von [(P)

In diesem Kapitel stellen wir einen gut anschaulichen Zusammenhang zwi-
schen Halbordnungen bzw. deren linearen Erweiterungen und gewissen Poly-
topen im R™ her, der fiir die Bestimmung der Anzahl [(P) verwendet werden
kann. Es wurden hierfiir [0], [8], [44] und [46] verwendet.

Fiir jede endliche halbgeordnete Menge P = ({z1,...,2,}, <p) betrach-
ten wir den n-dimensionalen Vektorraum R aller Funktionen f : P — R.
Zusammen mit dem Skalarprodukt (f,g) = > .p f(x)g(z) ist dieser ein eu-
klidischer Vektorraum. Wir kénnen daher {iber konvexe Teilmengen davon
und deren Volumina sprechen.

3.1 Das Ordnungspolytop

Definition 3.1. Fiir jede halbgeordnete Menge P ist das Ordnungspolytop
O(P) genau jene Teilmenge von RP, deren Elemente folgende Bedingungen
erfiillen:

0<f(z)<1 fir alle z € P (1)
fl@) < fy) falls z <p y (2)

Bemerkung 3.2. Wir kénnen jede Funktion f € RY vermége f(z;) = v
mit genau einem Punkt (yq, ..., y,) = y € R" identifizieren. Weiters erkennen
wir, dass O(P) ein konvexes Polytop ist, da die Menge durch (1) beschrankt
ist und es sich bei (1) und (2) nur um lineare Ungleichungen handelt.

Wir kénnen Bedingung (1) durch folgende ersetzen:

0 < f(z) falls x minimales Element ist (1)
flx) <1 falls x maximales Element ist

Denn ist z € P, gibt es ein minimales Element z; und ein maximales Ele-
ment 3, sodass aufgrund von (2) die Ungleichungskette 0 < f(x;) < f(z) <
f(xe) <1, also (1) gilt.

Des Weiteren kénnen wir wegen der Transitivitat von P (2) ersetzen durch

fz) < fy) falls « von y tiberdeckt wird (27)
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Sei y; <7 ... <y, eine lineare Erweiterung von P. Dann sind alle f € RY,
die die Ungleichungskette 0 < f(y1) < ... < f(y,) < 1 erfiillen, Elemen-
te von O(P). Die Menge all dieser Funktionen bilden ein n-dimensionales,
also volldimensionales, Simplex, daher ist auch O(P) n-dimensional. Jede
(n — 1)-dimensionale Seitenfliche des Ordnungspolytops ist die Menge aller
f € O(P), die genau eine der folgenden Gleichungen erfiillen:

fzg) =0 x( ist minimales Element (3a)
flzg) =1 xo ist maximales Element (3b)
flz) = fy) y iiberdeckt x (3¢)

3.2 Das Kettenpolytop

Wir definieren nun ein weiteres zu P gehoriges Polytop.

Definition 3.3. Fiir jede halbgeordnete Menge P sei das Kettenpolytop C(P)
genau jene Teilmenge von RY, deren Elemente folgende Bedingungen erfiillen:

0 <g(x) fiir alle x € P (5)
gy) + .. +g(yr) <1 fiir jede Kette y; <p ... <p y, in P (6)

Bemerkung 3.4. Das Kettenpolytop C(P) ist ebenso aufgrund der Linea-
ritdit der Ungleichungen wund der Beschrénktheit ein konvexes
Polytop. Es enthélt das n-dimensionale, also volldimensionale, Simplex
{9 e RY : g(x) > 0Vz € Pg(x1) + ... + g(z,) < 1}, daher ist C(P) n-
dimensional. Wir kénnen wegen (5) die Bedingung (6) vereinfachen zu

g(y1) + ...+ g(ye) <1 fiir maximale Ketten y; <p ... <p y; in P (6)

Eine mazximale Kette K in P ist eine Kette, fiir die es keine Kette in
P gibt, die echte Obermenge von K ist. Gleichheit in (5) und (6) definiert
genau die Seitenflichen des Kettenpolytops. Die Anzahl der Seitenflachen ist
daher gleich n plus die Anzahl der maximalen Ketten in P.

Der folgende Satz ist von Stanley aus [46].

Satz 3.5. Die Eckpunkte des Kettenpolytops sind genau die Indikatorfunk-
tionen 14 von Antiketten A in P. Die Anzahl der Eckpunkte ist daher genau
gleich der Anzahl an Antiketten in P.

Beweis. Sei A eine beliebige Antikette von P. Es gilt 0 < 1,4 und fiir jede
maximale Kette 11 <p ... <p yi ist La(y1) + ... + La(yr) < 1, also ist
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14€C(P).Da0<g(z) <lfiralleg e C(P)undz € PundIm(1,)e {0,1}
ist 14 ein Eckpunkt.

Sei nun g € C(P) keine Indikatorfunktion einer Antikette aus P. Be-
trachten wir die Menge Q = {x € P : 0 < g(x) < 1}. Wir behaupten @ ist
nicht leer. Nehmen wir an @ wére leer. Dann gilt Im(g)e {0, 1}. Ist g die
Nullfunktion, so ist ¢ = 14 und da die leere Menge eine Antikette ist, ist
dies ein Widerspruch. Ist g nicht die Nullfunktion, so sind die Elemente aus
g (1) wegen (6) paarweise unvergleichlich also ist g~'(1) eine Antikette A
und somit g = 14, ein Widerspruch. Sei nun @); die Menge aller minimalen
Elemente aus (). Da @) nicht leer ist, ist auch )1 nicht leer. Mit ()5 bezeich-
nen wir die Menge aller minimalen Elemente aus Q\Q;. Fiir P # () ist Q2
genau dann die leere Menge wenn P eine Antikette ist. Wir definieren:

e= min {g(x),1—g(x)}

r€Q1UQ2
g1,92: P —>R:
(9(x) v ¢ QUQ
gi(z) = g(x) +e T € Q
(g(x) — ¢ T € Qo
(9(@ r ¢ QrUQs
g2(x) = S g(x) — € r€Q
L 9(x) + ¢ T € Qo

Wir behaupten gy, g2 € C(P). Es gilt offenbar g, (z) > 0 und go(x) > 0 fiir
alle x € P. Sei z1, ..., z;, eine Kette in P. Sind alle z; aus P\{Q; U Q-}, gilt
gj(x1)+...+gj(xr) = g(z1)+...4+9g(xy) < 1fiir j € {1,2}. Nach der Definition
von () kann hochstens ein Element x, der Kette aus ()1 sein. Wenn so ein
Element existiert gibt es zwei Fille, entweder es gibt genau ein Element der
Kette x, € ()2 oder kein Kettenelement ist aus (Js. Im ersten Fall erhalten
wir fiir j € {1,2}

k

Z%(m)ng(xiHe—egl

=1

Ist kein Kettenelement aus ()5, so ist x, das einzige Element der Kette, das
in @ liegt. Daher gilt g(x;) € {0,1} fiir i # a. Wegen (6) und 0 < g(x,) < 1
folgt g(x;) = 0 fiir alle ¢ # a und somit
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> gi(mi) =glza) +e< 1.

i=1

Es gilt also g1,92 € C(P). Da g1 # ¢go und g = %(91 + go) ist g kein
Eckpunkt von C(P).
O

Definition 3.6. Fiir jede halbgeordnete Menge P sei die Transferabbildung
¢ : O(P) — C(P) folgendermafien definiert:

(0)@) = min{f(z) ~ Fy) 1y <}
Der néchste Satz ist in [46] zu finden.

Satz 3.7. Die Transferabbildung ¢ ist eine stetige, stiickweise lineare Bijek-
tion von O(P) auf C(P).

Beweis. Die Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Definition von ¢. Fiir jede
lineare Erweiterung y; <7 ... <¢ ¥y, von P bildet die Menge {f € R :
0 < f(yn) < ... < f(yn) < 1} ein Simplex. Man iiberpriift leicht, dass ¢
auf jedem Simplex linear ist und da die Vereinigung dieser so definierten
Simplizes O(P) tiberdecken, ist die Transferabbildung stiickweise linear. Sei
¢ : C(P) — O(P) mit der Abbildungsvorschrift

(Vg)(x) =max{g(yr) + ...+ g(y) : 91 <p ... <pyp =}
Wir zeigen, dass ¢ die Inverse von ¢ ist. Sei f € O(P).

(¢(f(a)) = max{o(f(z1)) + ... + @(f(zr)) 1 21 <p ... <p 7 = a} =
maX{H;}n{f(ﬂ?l) =)y <pai}+ .t
—i—rr;in{f(:vk) —flye) cy <pap} a1 <p .. <pxp=aj}

Um zu sehen, dass ¢¥(o(f(a))) < f(a), sel 1 <p ... <p xp = a eine
beliebige Kette und seien vy, ..., y; die Elemente, an denen die Minima ange-
nommen werden. Falls x; ein minimales Element in P ist, ist y; wegzulassen.
Es gilt nun f(y;) > f(z;—1) fiir i = 2, ..., k. Die Summe der Minima ist daher

k k

D f(@) = fly) = fle) = Fly) + Y ) = fy) <

i=1 =2
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Da die Kette z; <p ... <p xp = a beliebig war, gilt diese Abschéatzung
auch fiir jene Kette, an der das Maximum angenommen wird, daher gilt

(o(f(a))) < fla).

Wiéhlen wir immer jenes x;, sodass f(x;) maximal ist und wenn mehrere
maximal sind, ein beliebiges davon, fiir ¢ = k — 1, ..., 1 in dieser Reihenfolge
und so, dass x; ein minimales Element ist. Fiir diese Kette ist die Summe
der Minima

k k

Fle) + D f@) = fly) = flan) + Y i) = flaia) =

=2 =2

= f(z1) + f(zr) — f(21) = f(ox) = f(a)

Daher wird das Maximum mit dieser Kette angenommen und wir haben

Y(o(f(a))) = f(a). Wir zeigen nun ¢(¢(g(a))) = g(a) fur beliebiges a € P
und g € C(P).

¢(¥(g(a))) = min{y(g(a)) —¥(g(b)) : b <paj =

mbin{max{g(xl) + ot g(zg) 21 <p ... <p xp = a} —max{g(y1) + ... +
g(yl) 1 <p ... <py = b} :b<p a}

Sei 1 <p ... <p T = a so0, dass g(x1)+ ...+ g(zx) maximal ist. Dann wird
das obige Minimum offensichtlich mit y; = 1, ..., y; = b = x;_; angenommen
und wir haben ¢(1(g(a))) = g(zx) = g(a). Damit ist ¢ eine Bijektion mit
Umkehrabbildung .

OJ

Das folgende Lemma ist ebenfalls aus [40].
Lemma 3.8. Seien f € O(P) und m € N. Dann gilt:
mf(z) eN Ve e P mo(f(x) eN Ve e P

Beweis. Es gelte mf(x) € N. Dann ist mo(f(z)) = m - min{f(z) — f(y) :
y <pzx} = min{mf(zx) — mf(y) : y <pax} € N. Fir mo(f(z)) € I\; folgt

mf(z) = mp(o(f(z))) = max{>F_ mo(f(z;) : 21 <p ... <p T D

o1
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Definition 3.9. Sei P ein d-dimensionales konvexes Polytop im R", dessen
Eckpunkte ganzzahlige Koordinaten haben. Fiir m € Z-, definieren wir

i(P,m) = |mP N 2"

Daher ist i(P, m) die Anzahl an Elementen z € P, fiir die mx in Z" liegt.
Es handelt sich dabei um ein Polynom in m vom Grad d, das sogenannte
Ehrhart-Polynom. Wenn d = n ist dessen Fiihrungskoeffizient gleich dem
Volumen des Polytops P. Weitere Informationen und Erlduterungen dazu
gibt es in [45].

Betrachten wir die Menge aller ordnungserhaltenden Abbildungen 7 :
P — {1,...,m}, wobei die Zielmenge mit der Einschréinkung der gewthnlichen
Totalordnung auf N versehen ist. Die Anzahl all dieser Abbildungen 7 be-
zeichnen wir mit Q(P, m). Es stellt sich heraus, dass (P, m) ein Polynom in
m ist. Der folgende Satz ist in [44] zu finden.

Satz 3.10. Q(P,m) ist ein Polynom in m vom Grad n mit Fihrungs-
koeffizienten %.

Beweis. Bezeichnen wir die Anzahl aller surjektiven ordnungserhaltenden Ab-
bildungen £ : P — {1,...,s} mit e;. Es gibt daher e, ordnungserhaltende
Abbildungen von P auf eine beliebige s-elementige Teilmenge von {1, ..., m}.
Die Anzahl der s-elementigen Teilmengen von {1, ...,m} ist bekanntlich ().

Damit erhalten wir

& m e en
Q(P,m) = Zes(s) = elm—l—a m(m—l)—l—...—f—m m(m—1)---(m—n+1)

s=1

Da die e; von m unabhéngig sind, erhalten wir nach dem Ausmultipli-
zieren der Klammern und anschlieBendem Herausheben der Potenzen von m
ein Polynom in m vom Grad n. Am obigen letzten Summanden erkennen
wir, dass 2 der Fiihrungskoeffizient ist. e, ist die Anzahl der surjektiven
ordnungserhaltenden Abbildungen von P auf {1,...,n}. Diese Abbildungen
miissen wegen der gleichen Méchtigkeit auch injektiv sein. Daher ist e, die
Anzahl der natiirlichen Markierungen von P und die ist nach Bemerkung
gleich [(P).

OJ

Der néchste Satz ist aus [46].

Satz 3.11. Fir das Ordnungs-Polynom und die Ehrhart-Polynome von O(P)
und C(P) gilt:

i(O(P),m) =i(C(P),m) =Q(P,m+1)
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Beweis. Definitionsgemaf ist i(O(P), m) gleich der Anzahl an ordnungser-
haltenden Abbildungen f : P — R, fiir die 0 < f(z) < 1 und mf(z) € Z
gilt. Diese Anzahl ist aber gleich der Anzahl an ordnungserhaltenden Abbil-
dungen mf : P — {0,...,m}. Somit gilt also i(O(P),m) = Q(P,m + 1). Aus
Lemma [3.8| folgt, dass i(O(P), m) = i(C(P),m).

0

Korollar 3.12. Das Ordnungspolytop und das Kettenpolytop haben dasselbe
Volumen [(P)/n!. Es gilt daher fir jede beliebige halbgeordnete Menge P:

[(P)=n!-vl(O(P)) =n!-vol(C(P))
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4 Zufiallige Halbordnungen

In diesem Kapitel betrachten wir Halbordnungen, die durch Zufallsexperi-
mente entstanden sind. Aus einer (bei uns meist endlichen) Menge an Hal-
bordnungen wird eine ausgewihlt, die Auswahlwahrscheinlichkeit muss im
Allgemeinen nicht fiir alle Halbordnungen gleich sein. Unser Ziel ist auch
hier, Aussagen iiber die Anzahl an linearen Erweiterungen zu machen. Da
die Anzahl an linearen Erweiterungen der von uns betrachteten zufélligen
halbgeordneten Mengen sich von Realisierung zu Realisierung unterscheidet,
macht es nur Sinn, sich zu iiberlegen, wie viele lineare Erweiterungen zu
erwarten sind. Die Anzahl der linearen Erweiterungen einer zufélligen halb-
geordneten Menge ist daher eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert in
diesem Kapitel abgeschétzt oder sogar genau ermittelt wird. Auch der Fra-
ge, wie die Anzahlen an linearen Erweiterungen verteilt sind beziehungsweise
wie stark diese um den Erwartungswert konzentriert sind, wird nachgegan-
gen.

4.1 Die geometrische zufillige halbgeordnete
Menge Pi(n)

Die von uns als erstes betrachtete zufillige halbgeordnete Menge ist Py(n),
welche den Vorteil hat, dass sie auf zwei verschiedene Weisen realisiert werden
kann. Bei der Untersuchung dieser halbgeordneten Menge ist es manchmal
besser, die geometrische Definition zu verwenden und manchmal ist es bes-
ser die rein ordnungstheoretische Definition zu verwenden. Samtliche Satze,
Lemmata und Korollare des Abschnitts sind aus [8] von Brightwell.

Definition 4.1. Die n-elementige k-dimensionale zufdllige halbgeordnete Men-
ge Pi(n) ist durch die folgenden dquivalenten Definitionen gegeben:

(1) Aus dem k-dimensionalen Einheitswiirfel [0, 1]* C R¥ werden n zufillige
Punkte ausgewahlt. Die komponentenweise Ordnung dieser ausgewéhlten
Punkte, daher (ay, ..., ax) < (b, ..., by) genau dann, wenn a; < b; fiir alle
i, ist die Halbordnung von Py (n).

(2) Aus der Menge der n! linearen Ordnungen auf [n] werden genau k
zufillig ausgewihlt. Der Durchschnitt dieser gewéhlten linearen Ord-
nungen ist die Halbordnung von Py (n).

Beispiel 4.2. Sei £k = 3 und n = 5. Eine mogliche Realisierung der Halb-
ordnung wére wie folgt: Aus dem dreidimensionalen Einheitswiirfel werden

die fiinf Punkte (0,0,0), (1,3, 3). (3,3, 3), (3, 1, 3) sowie (1,1, 1) ausgewihlt.

o4


https://www.tuwien.at/bibliothek
https://www.tuwien.at/bibliothek

Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar.

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thele

(]
blio
nowledge

(]
|
rk

Das Hasse-Diagramm der entsprechenden halbgeordneten Menge ist in Ab-
bildung [10] zu sehen.

Abbildung 10: Hasse-Diagramm einer Realisierung von Pj(5)

Die selbe Halbordnung erhélt man, wenn etwa die drei linearen Ordnungen
12345, 13245 und 12435 aus den 5! = 120 linearen Ordnungen der Menge
{1,...,5} gewihlt werden und man deren Durchschnitt bildet.

Lemma 4.3. Seien mq,...,mpy1 lineare Ordnungen auf [n]. Dann ist der
Durchschnitt Py, dieser k + 1 linearen Ordnungen genau dann eine An-
tikette, wenn my, eine lineare Erweiterung von P, = Niepym; ist.

Beweis. Sei Py 1 eine Antikette. Ist auch P, eine Antikette, so ist jede lineare
Ordnung auf [n] eine lineare Erweiterung von P4, insbesondere auch mj_ ;.
Ist P, keine Antikette, dann folgt aus a < b in Py, dass b < a in w1, da
Py 41 eine Antikette ist. Damit gilt aber a < bin 7} |, womit 7}, eine lineare
Erweiterung von Py ist.

Sei nun 7, eine lineare Erweiterung von P;. Ist a < b in P, gilt a < b
in 7, und somit b < a in mpq;. Damit sind in Pryq je zwei Elemente

unvergleichlich, also ist Py, eine Antikette.
O

Bemerkung 4.4. Aufgrund des letzten Lemmas ist das Problem der Bestim-
mung der erwarteten Anzahl an linearen Erweiterungen von Py (n) dquivalent
zu dem Problem der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dass Pyi1(n) ei-
ne Antikette ist. Genauer gilt ndmlich P(Py1(n) ist eine Antikette) - n! =

E(I(Fx(n)).

Im Folgenden wird es sich als zielfiihrend herausstellen, den k-dimensionalen
Einheitswiirfel in (¥ Wiirfel mit Seitenléinge 1/I zu partitionieren. Dies nen-
nen wir eine [-Partition. Fiir positive ganze Zahlen i1, ..., 73 definieren wir den

Wiirfel

W(il, ,Zk) = {(.CCl, ,.I'k) S [0, 1]k : (ZJ — 1>/l < r; < Zj/l VJ}
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Fiir positive ganze Zahlen iy, ...,7;, von denen mindestens eine gleich 1 ist,
definieren wir den Turm

l—maxi;
T(iv,oin) == () Wr+r . ip+7).
r=0

Eine wichtige Beobachtung an dieser Stelle ist, dass wenn Pg(n) eine
Antikette ist, so sind die nach (1) gewéhlten Punkte in hoéchstens einem
Wiirfel pro Turm. Die Anzahl aller Tiirme und somit die maximale Anzahl
an fiir die Antikette , verwendeten“ Wiirfel ist k(*~!, da die 1 im k-Tupel
(41, ...,1%) an k verschiedenen Positionen sein kann und die restlichen k& — 1
Positionen [ verschiedene Werte annehmen koénnen.

Satz 4.5. Die Wahrscheinlichkeit Qr(n), dass Pr(n) eine Antikette ist, ist
héchstens (Q%k%n—ﬁ)”,

Beweis. Wir withlen [ = |(n/k*)Y*~1] und betrachten die I-Partition auf
[0, 1]*. Bezeichne W die Menge der Wiirfel.
Wir definieren eine Halbordnung < auf W:

W<i17 >Zk> = W(jl: 7.7k) <y < jr vr

Damit gilt W; < W5 genau dann, wenn alle Punkte aus dem Wiirfel W,
koordinatenweise kleiner sind als alle Punkte aus dem Wiirfel Ws. Ist Py(n)
eine Antikette, so liegen daher die zugehorigen Punkte alle in einer Antikette
aus (W, <). Denn gébe es zwei zu der Antikette gehorige Punkte, die in
vergleichbaren Wiirfeln liegen, wéren auch die Punkte vergleichbar.

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit Qx(n), dass Px(n) eine Antikette ist,
maximal gleich der Anzahl an maximalen Antiketten in (W, <) multipliziert
mit der Wahrscheinlichkeit, dass alle n Punkte der zufalligen halbgeordneten
Menge Py(n) in der Vereinigung von kl*~' Wiirfeln liegen. Denn kl*~1 ist
die Anzahl an Tiirmen und somit die gréfftmogliche Lange einer Antikette in
(W, <).

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle n Punkte von P;(n) in der Vereinigung
von vorgegebenen kI*~! Wiirfeln liegen ist ergibt sich wie folgt. Insgesamt
gibt es I¥ Wiirfel. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen zufilligen Punkt, in den
vorgegebenen kI*~! Wiirfeln zu liegen, ist k(1 /I¥ = k/I. Damit ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass alle n Punkte in der gegebenen Wiirfelvereinigung liegen,
gleich (k/0)™.

Nun iiberlegen wir uns, wie grof3 die Anzahl an maximalen Antiketten in
(W, <) ist. Wir behaupten, dass jede maximale Antikette aus (W, <) von
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jedem Turm genau einen Wiirfel beinhaltet. Dass es maximal ein Wiirfel sein
kann wurde bereits gekldart. Angenommen, es gidbe eine maximale Antikette
A von Wiirfeln, fiir die es einen Turm 7' gibt, aus dem sie keinen Wiirfel
enthalt. Angenommen, dieser Turm besteht nur aus einem Wiirfel. Dann
muss mindestens eine Koordinate dieses Wiirfels gleich 1 und mindestens eine
Koordinate gleich k sein. Damit ist er aber mit allen Wiirfeln unvergleichbar
und hétte in die Antikette aufgenommen werden miissen, ein Widerspruch
zur Maximalitidt. Angenommen, dieser Turm 7T enthélt daher mindestens
zwei Wiirfel. Es muss fiir jeden Wiirfel aus T' einen Wiirfel aus der Antikette
A geben, mit dem er vergleichbar ist. Das in der Kette T maximale Element
ist offenbar auch maximal in < und das minimale Element in 7" ist minimal
in <. Damit muss es Wiirfel W (iy,...,4x) und W(i; + 1,...,4, + 1) in T und
W(ay,...,a;) und W(by, ..., by) in A geben, sodass W (i1, ..., ;) < W (b1, ..., by)
und W(ay, ..., ar) < W(iy +1, ..., +1). Nach der Definition von < ist daher
a, < i, und b, > i, + 1 fiir alle r. Damit ist W(ay, ...,ax) < W (b, ..., bx), ein
Widerspruch zur Annahme, dass A eine Antikette ist.

Wir nennen zwei Tirme 7'(iy, ...,ix) und T'(jy, ..., jx) benachbart, falls
1, = j, fiir alle Koordinaten bis auf eine, die in keinem der beiden Tiirme
die einzige 1 sein darf und sich die Werte jener einen Koordinate um genau
1 unterscheiden. Seien T'(iy, ..., %m, ..., i) und T(iy,...,im F 1,...,7;) Nach-
barn. Dann sind fiir einen Wiirfel W (41, ..., jm, .., Jx) aus dem ersten Turm
die einzigen benachbarten Wiirfel aus dem zweiten Turm die zwei Wiirfel
W1, ooy Jm F 1y ooy J) und W (51 £ 1, ..., i, ..., Ji £ 1), sofern diese existie-
ren. Wir ordnen alle Tiirme, indem wir mit einem aus einem einzigen Wiirfel
bestehenden Turm 73 beginnen und fiir j > 2 jeder Turm 7} einen Nachbarn
unter 77, ..., T;_; hat.

Nun wihlen wir eine maximale Antikette aus (W), <). Beginnend mit T}
haben wir immer héchstens zwei Moglichkeiten aus dem folgenden 7} einen
Wiirfel auszuwéhlen, der mit dem eben gewéhlten Wiirfel aus 7);_; unver-
gleichbar ist. Da es kI*~! Tiirme gibt, ist die Anzahl an maximalen Antiket-
ten daher héchstens 2K Insgesamt haben wir also

Qu(n) < 2" (k/1)".

Fiir [ < (n/k(k—1)In2)"®*=1 ist dies eine monoton fallende Funktion in
[. Fiir unser anfangs gewéhltes [ als auch fiir dieses ohne Abrundung ist diese
Ungleichung erfiillt, da & > (k — 1)In2. Damit ergibt sich die gewiinschte
Abschétzung

Qk (n) < 2n/kkn(k+1)/(k—1)n—n/(k_1) .
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Da E(I(Pg(n))) = n!Qg+1(n), erhalten wir direkt unter Verwendung des
letzten Satzes und weiterer Abschitzung folgendes Korollar.

Korollar 4.6. Fir die erwartete Anzahl von linearen Erweiterungen von
Pi(n) gilt:

E(I(Py(n))) < (2kn'~1/*),

Lemma 4.7. Sei P eine halbgeordnete Menge mit n Elementen und Héhe h.
Es gelte n = ah + b, wobei a,b € N und 1 < a und 0 < b < h. Dann hat P
mindestens al"(a + 1)° lineare Erweiterungen.

Beweis. Elemente der gleichen Hohe bilden offenbar eine Antikette. Wir
kénnen P daher in h Antiketten partitionieren und bezeichnen fiir ¢ =
0,...,h — 1 die Méchtigkeit der Antikette mit Elementen der Hohe ¢ mit
n;. Die Anzahl der linearen Erweiterungen, bei denen zuerst alle Elemente
der Hohe 0, danach alle Elemente der Hohe 1 und so weiter gewéhlt wer-
den ist damit H?;Ol n;. Dieses Produkt ist daher eine untere Schranke fiir die
Anzahl der linearen Erweiterungen von P. Minimiert wird dieses, indem die
Faktoren moglichst gleich grofl sind. Da n = ng+ ... +n,_1 = ah + b ersetzen
wir ng bis ny_1 mit (a+1)! und ny, bis nj,_; mit a!. Zusammengefasst ergibt das

h
(P)>1|n > (a+ D)% =al"(a+ 1)

%

|
—

Il
=)

g

Nach [12] haben fiir festes k und n fast alle P,(n) eine Hohe von héchstens
en'/*. Dabei bedeutet ,fast alle“, dass die Wahrscheinlichkeit, dass P (n) die
gegebene Eigenschaft erfiillt, fiir n gegen unendlich gegen 1 konvergiert. Diese
Tatsache zusammen mit Lemma 4.7 ergeben folgendes Korollar.

Korollar 4.8. Fuast alle P,(n) haben mindestens (e~?n'=Y/*)" lineare Erwei-
terungen.

Es stellt sich die Frage, ob der ,typische® Wert von [(Py(n)), sofern es
so einen gibt und die Werte nicht gleichméfig verteilt sind, von der selben
GroBenordnung ist wie der Erwartungswert von [(Pg(n)). Auch wenn dies
etwa von Brightwell [§] vermutet wird, gibt es dazu keinen Beweis in der
Literatur. Eine Antwort gibt es aber fiir In(/(Pg(n))): Dieser Wert ist um
seinen Erwartungswert konzentriert, wie wir im Folgenden zeigen werden.

Zunéchst bendtigen wir eine Lemma, dessen Beweis nicht von unserem
Interesse ist und deswegen ausgelassen wird.
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Lemma 4.9. Sei Z(U) eine Zufallsvariable, wobei U = (Uy, ...,Uy,) und die
U; unabhingig aus Wahrscheinlichkeitsrdaumen €); gewdhlt sind. Weiters sei
\Z(U) — Z(V)| < ¢ fiir alle U und V', die sich in genau einer Koordinate
unterscheiden. Dann gilt fiir alle reellen a:

P(|Z —E(Z)| > a) < 2exp(—a?/2mc?)
Wir kénnen nun Lemma [4.9| auf die Zufallsvariable In(l(Px(n))) anwenden.

Satz 4.10. Fiir alle k,n € ZT und X\ € R gilt:

P(| In(l{(Py(n)) — Eln(l(Py(n))| > An'/2Inn) < 2exp(—A%/2)

Beweis. Die Zufallsvariable In({(Py(n))) ist offenbar von den n Punkten aus
[0, 1]* abhiingig, da diese die halbgeordnete Menge und damit die Anzahl ih-
rer linearen Erweiterungen und den logarithmischen Wert davon bestimmen.
Seien daher Uq, ..., U, Zufallsvariablen, die die Koordinaten der n Punkte
bestimmen. Diese sind klarerweise unabhéngig. Nun miissen wir zeigen, dass
sich In(I(Pg(n))) bei Anderung eines einzigen U; nur bis zu einem gewissen
maximalen Wert &ndern kann.

Sei P eine n-elementige halbgeordnete Menge und @) eine (n—1)-elementige
halbgeordnete Menge, die aus P hervorgeht, wenn genau ein Element entfernt
wird. Fiir jede lineare Erweiterung von () gibt es mindestens eine Moglichkeit,
diese lineare Erweiterung zu einer linearen Erweiterung von P zu erweitern,
daher das fehlende Element so einzufiigen, dass eine lineare Erweiterung von
P entsteht. Dazu muss das fehlende Element x in die lineare Erweiterung
von ) nach allen Elementen aus {y : y <p x} und vor allen Elementen aus
{y : y >p x} eingefiigt werden. Weiters gibt es maximal n Moglichkeiten, die
lineare Erweiterung von () zu einer von P zu erweitern, da es n Positionen
gibt, an denen das fehlende Element eingesetzt werden kann. Es gilt daher
(Q) < I(P) < nl(Q). Sind P, und P, zwei halbgeordnete Mengen, die aus
@ hervorgehen, indem jeweils ein zusétzliches Element hinzukommt, so gilt
daher:

Q) < n(U(P)) < n(n) +n(Q))  fiir i € {1,2}
Daraus folgt nun, dass | In({(P;)) —In(I(FP2))| < Inn. Nun kénnen wir Lemma

anwenden mit ¢ = In(n), m = n und a = An'/2In(n), was das gewiinschte

Ergebnis liefert.
O
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4.2 Die graphentheoretische zufillige halbgeordnete
Menge P,(n)

Nun befassen wir uns mit einer halbgeordneten Menge, die von einem Zu-
fallsgraphen induziert wird. Der Grofiteil dieses Kapitels beruht auf [1].

Definition 4.11. Der Zufallsgraph G,(n), mit n € N und 0 < p < 1 ist
ein gerichteter Graph mit Knotenmenge V' = [n], fiir den fir i <y j die
Kante (i, 7) mit Wahrscheinlichkeit p existiert. Die Gegenwahrscheinlichkeit,
also die Wahrscheinlichkeit, dass es eine Kante nicht gibt, bezeichnen wir mit

qg:=1—-p.

Definition 4.12. Die zufillige halbgeordnete Menge P,(n) héngt vom Zu-
fallsgraphen G,(n) ab. Ihre Grundmenge ist [n] und ihre Halbordnung < ist
der transitive Abschluss der Relation

iRj < (i,7) ist Kante in Gp(n).
Daher gilt 7+ < j genau dann, wenn ¢ <y 7 und es einen gerichteten Pfad in
Gp(n) von ¢ nach j gibt.

Beispiel 4.13. Sei n = 8 und p = 0,2. Eine mogliche Realisierung von
Go2(8) und das Hasse-Diagramm der zugehorigen Realisierung von P 2(8)
sind in Abbildung [11] zu sehen.

—_—h— O
W
t

Abbildung 11: Realisierungen des Zufallsgraphen Gy 2(8) und der zugehorigen
zufilligen halbgeordneten Menge Fp»(8).

Bemerkung 4.14. Ist G eine Realisierung des Zufallsgraphen G,(n), so ist
mit einer ,linearen Erweiterung von G* klarerweise die lineare Erweiterung
der zugehorigen halbgeordneten Menge gemeint.

Die Anzahl der linearen Erweiterungen [(P,(n)) der zufélligen halbgeord-
neten Menge P,(n) ist offenbar eine Zufallsvariable. Zunéchst wollen wir uns
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ihrem Erwartungswert widmen. Dazu definieren wir
wp) =[]0 - ¢):
k=1

Diesen Wert werden wir im Folgenden 6fters verwenden.
Satz 4.15. Die erwartete Anzahl an linearen Erweiterungen der zufdlligen
halbgeordneten Menge P,(n) ist

n

BI(Ry () = [[ =%

—_

Fiir festes p gilt daher

El(P,(n)) ~ k(p) <%> fir n — oo.

Beweis. Nach Definition ist eine Totalordnung <r auf [n] genau dann eine
lineare Erweiterung von P,(n) = P, wenn ¢ <p j fiir alle ¢,j mit i <y j
und 7 <p j. Damit <7 eine lineare Erweiterung von P ist, ist es klarerweise
notwendig zu fordern, dass ¢ <p j fiir alle 4,7 mit ¢ <y j, fiir die ij eine
Kante in G,(n) = G ist. Dies ist jedoch auch hinreichend, denn ist i <y j
und ¢ <p j, aber 75 ist keine Kante in G, so ist ij durch den transitiven
Abschluss von G entstanden. Es gibt daher ein k, sodass ¢k und kj Kanten
in G sind. Nach Annahme folgt ¢« <7 k und k¥ <7 7 und somit ¢ <p j. Fiir
1 <y j und i <p j, fiir die ij eine Kante in G ist, folgt direkt ¢ < j.

Nun verwenden wir die Eins-zu-eins-Beziehung aus Bemerkung Zwi-
schen linearen Erweiterungen und Permutationen, welche sich klarerweise auf
alle Totalordnungen auf [n] ausdehnen ldsst. Die Markierung ist in diesem
Kapitel schlicht w = id. Wir erhalten nun folgende zu obigem &quivalente
Formulierung;:

Eine Totalordnung <7 auf [n] ist genau dann eine lineare Erweiterung
von P,(n), falls gilt:

Es gibt keine Kante ij in G,(n), sodass i <y j und 77 *(i) >y 7 1(j). (1)
Fiir eine gegebene Totalordnung <r und damit Permutation 7 tritt (1)

genau dann ein, wenn fiir jeden Fehlstand (7, j) von 7! die Kante ij in G,(n)
nicht existiert. Wir erhalten
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EI(P,(n) = 3 B((1) gilt) = 3 q#0eimdevon sy

n=lesSy n=les,

Stellen wir die Summierung um, erhalten wir die erzeugende Funktion
der Anzahl I (n) der Permutationen der Linge n mit genau k Fehlstdnden.
Permutationen der Linge n haben offenbar maximal n(n — 1)/2 = (})
Fehlstinde. Die Gestalt dieser erzeugenden Funktion wurde beispielsweise
in [34] bestimmt. Obige Summe ist nun gleich

(2)

Il
a—
—~
3
S~—
<
=
I
—=
| =
| ]!
<

Es stellt sich heraus, dass fiir festes p die asymptotische Verteilung von
[(P,(n)) lognormal ist.

Satz 4.16. Sei 0 < p < 1. Dann gt fir ein p = p(p) > 0 und ein

o? = o?(p) > 0 fiir n — oo

ni(Fp(n)) -
NG

wobetr alle Momente konvergieren. Insbesondere qilt

M s N(0,02),

Inl(P,(n)) — Elni(Py(n))
v/ Varnl(P,(n))

—d N(O, 1)

Bevor wir in der Lage sind, diesen Satz zu beweisen, braucht es noch
etwas an Vorarbeit.

Wir kénnen als Knotenmenge des Zufallsgraphen statt [n] auch N oder Z
zulassen. Die entsprechenden unendlichen Zufallsgraphen bezeichnen wir mit
Gp(N) und G,(Z). Den endlichen Zufallsgraphen G,([n]) kann man daher als
Einschréankung von G,(N) oder G,(Z) auf [n] betrachten.

Definition 4.17. Ein Element in P,(n), P,(N) oder P,(Z) nennt sich Posten,
wenn es mit jedem anderen Element vergleichbar ist.

Lemma 4.18. Fiir jedes p € (0,1) gibt es eine Konstante C(p) > 1, sodass
fiir hinreichend grofies k die Wahrscheinlichkeit, dass keines der k Elemente
2k, 4k, 6k, ..., 2k? ein Posten in G,(Z) ist, hichstens C(p)~" ist.

Beweis. Zunéchst halten wir fest, dass fiir j > 1
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P(j vergleichbar mit 0| 1, ..., j — 1 vergleichbar mit 0) = 1 — ¢/

gilt. Denn obiges Ereignis tritt genau dann ein, wenn mindestens eine der j
Kanten {05}, {15},....{(j — 1)j} in G,(Z) existiert. Die Wahrscheinlichkeit,
dass keine dieser Kanten existiert ist ¢/.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass 0 mit allen Elementen aus Z* ver-
gleichbar ist, gleich

[e.9]

[T —¢) =r).

j=1

Das selbe Argument funktioniert offenbar auch fiir Z—. Die Wahrschein-
lichkeit, dass die 0, und aufgrund der Symmetrie jedes beliebige Element,
mit allen anderen Elementen vergleichbar ist, und damit ein Posten ist, ist
somit #(p)?2.

Das Ereignis, dass keines der Elemente 2k, 4k, 6k, ..., 2k? ein Posten ist,
ist dquivalent zu dem Ereignis, dass es fir alle j € {1,...,k} ein zu 2jk
unvergleichliches Element n; € Z gibt. Wir betrachten nun zwei Ereignisse,
deren Vereinigung das eben genannte Ereignis enthélt und schétzen deren
Wahrscheinlichkeiten nach oben ab.

(i) Fiir jedes j € {1,...,k} gibt es ein zu 2jk unvergleichliches Element
n; € Z im Intervall [(25 — 1)k, (25 + 1)k].

Dabei handelt es sich um die Konjunktion von & unabhéngigen Ereignis-
sen, denn die Existenz eines solchen Elements n; hingt nur von den Kanten
innerhalb des Intervalls [(2j — 1)k, (2j 4+ 1)k] ab. Die Wahrscheinlichkeit jedes
dieser k Ereignisse ist hochstens so grofl wie die, dass es irgend ein Element
aus Z gibt, dass mit 2jk unvergleichbar ist. Davon ist die Wahrscheinlichkeit
1—#x(p)?. Wegen der Unabhiingigkeit ist die Wahrscheinlichkeit des gesamten
Ereignisses (1 — x(p)?)*.

(ii) Es gibt ein 5 € {1,...,k}, sodass 2jk mit allen Elementen aus dem
Intervall [(2j — 1)k, (25 + 1)k] vergleichbar ist, aber unvergleichbar mit einem
Element n; auflerhalb des Intervalls.

Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist hochstens so grofl wie 2k
mal die Wahrscheinlichkeit, dass 0 mit 1, ..., & vergleichbar, aber mit einem
Element grofler als k unvergleichbar ist. Die Wahrscheinlichkeit davon ist
wiederum hochstens

ZIP’( j + 1 unvergleichbar mit 0 | 1, ..., j vergleichbar mit 0) =
=k
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_OO j+1 o~ - _ =
_JZ:;qJ qu 4 qu — . S

j=k+1 =0

Verkniipfen wir (i) und (ii), ergibt das
P(keines der Elemente 2k, ..., 2k* ist ein Posten ) < (1 — s(p)*)* + 2k¢"™ /p.

Wihlt man nun C(p) so, dass max{l — x(p)?,q} < C~*(p) < 1 ist obiges

fiir hinreichend grofies k héchstens so groff wie C~%(p).
0

Lemma 4.19. Die Posten in G,(Z) bilden fast sicher eine in beide Rich-
tungen unendliche Folge und die Zufallsvariablen 1y; is ein Posteny haben die
selbe Verteilung.

Beweis. Dass diese Zufallsvariablen die selbe Verteilung haben ist klar. Da-
mit haben die Ereignisse {i ist der erste Posten in G,(Z)} alle die gleiche
Wahrscheinlichkeit. Da diese Ereignisse auflerdem disjunkt und unendlich
viele sind, muss die Wahrscheinlichkeit jedes dieser Ereignisse gleich 0 sein.
Die Folge der Posten hat folglich fast sicher kein erstes Element. Entweder
es existieren unendlich viele Posten oder keiner. Aus Lemma folgt, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass es keinen Posten gibt, fiir k¥ > ky hochstens C—*
(mit 1 < C) und damit gleich 0 ist. Damit muss die Folge der Posten fast

sicher in beide Richtungen unendlich sein.
O

Im Folgenden seien U,cz die Zufallsvariablen, die die Positionen der Pos-
ten angeben, wobei U, die Position des ersten nichtnegativen Posten ist.
Weiters bezeichnen wir die Einschrankungen von G,(Z) auf die Intervalle
[U;,Uj41] als Segmente. Jeder Posten ist daher in genau zwei Segmenten ent-
halten, jede Kante hingegen in héchstens einem.

Lemma 4.20. Die Abstinde zwischen den Posten Ujyy — Uj,7 > 0, sind
unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablen.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abstédnde aufeinanderfolgender Posten unabhéngig
sind. Aufgrund der Translationsinvarianz ist es hinreichend zu zeigen, dass
fiir ein beliebiges Ereignis F, das nur von Kanten abhéngt, die jeweils mit
mindestens einem negativen Element inzident sind, Folgendes gilt:

P(m ist der erste Posten rechts von 0 | £ und 0 ist ein Posten) =
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P(m ist der erste Posten rechts von 0 | 0 ist ein Posten)

Ist 0 ein Posten, so ist das Element m genau dann ein Posten, wenn es
mit jedem nichtnegativen Element mit einem gerichteten Pfad verbunden
ist, da m iiber die 0 bereits mit allen negativen Elementen verbunden und
daher vergleichbar ist. Dieses Ereignis ist offenbar unabhéngig von E, womit
obige Gleichung gezeigt ist. Aus dieser folgt nun, dass die Verteilung von

U, = U; — Uy unabhéngig von der Verteilung der negativen Posten ist.
OJ

Bemerkung 4.21. Auch wenn es intuitiv nicht so erscheinen mag, ist die
Verteilung von Uy — U_; eine andere als die von U; — Uy, wie wir gleich sehen
werden.

Wir benotigen noch ein letztes Lemma um Satz beweisen zu konnen.

Lemma 4.22. Sei L die Zufallsvariable fiir die Lange des Segments [Uy, U],
es ist daher

P(L=1)=PU;, =1|Uy=0), [>1,

dann gilt EL™ < oo fiir alle r < co. )
Weiters gilt auch fir L == Uy —U_y, dass EL" < oo fiir alle r < 0.

Beweis. Wir erhalten mit Lemma die Ungleichungskette
P(L > 2k*) < P(1,...,2k* + 1 sind keine Posten | 0 ist Posten) <

< IP(2F, ..., 2k? sind keine Posten | 0 ist Posten) <

< IP(2F, ..., 2k? sind keine Posten )/P(0 ist Posten) <

< C(p)*/K(p)* = (C(p)r(p)*™) ™" =: (Cy(p))~*

fiir hinreichend grofies k. Dabei haben wir k so grof§ gewihlt, dass Cy(p) > 1,
was moglich ist, da C(p) > 1 und s(p)** fiir wachsendes k monoton gegen 1
steigt.

Mit [ = 2k? folgt nun

P(L>1) < CyVY,
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mit Cy(p) > 1 und hinreichend grofem /. Damit ist aber EL" < oc.

Nun widmen wir uns den Momenten von L.

!
P(L=1)= ZIP’(—j ist ein Posten und [ — j ist der darauffolgende) =
i=1
= [P(0 ist Posten und [ ist der darauffolgende) =

— IP(U, = 1| Uy = 0)P(Uy = 0) =
=IP(U, =1| Uy =0)k(p)* =
= IP(L = )r(p)”

Folglich ist auch EL" < oo. U

Bemerkung 4.23. Wir kénnen den Beweis von Lemma [4.22] verwenden, um
den Erwartungswert von L zu bestimmen.

EL = f:ZIP’(L =)= f: U k(p)*P(L =1) =

=r(p) Y _P(L=1)) = r(p)
1=0
Bemerkung 4.24. Schriankt man G,(N) auf das Intervall (7, j] C N ein und
bildet den transitiven Abschluss, entsteht eine zuféllige halbgeordnete Men-
ge, die wir P,(7, ) nennen. Damit ist P,(0,n) = P,(n). AuBerdem gilt

W(Py(i, k) = W(B (6, )P, k), i <j <k,

denn die rechte Seite ist die Anzahl all jener linearen Erweiterungen von
P,(i,k), bei denen alle Elemente aus (i,7) vor allen Elementen aus (j,k)
kommen. Ist j ein Posten, miissen in jeder linearen Erweiterung von P, (i, k)
alle Elemente aus (i,j) vor allen Elementen aus (7, k) kommen, es gilt in
diesem Fall also Gleichheit in obiger Ungleichung.

Nun sind wir imstande den Satz iiber die asymptotische Verteilung von
[(P,(n)) zu beweisen.
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Beweis. (Satz 4.16))

Sei wieder U; die Zufallsvariable, die die Position des i-ten Posten angibt.
Wir definieren V; := Inl(P,(0,U;)) fir ¢ > 0. Weiters seien Wy := Uy und
Zy ;= Vo und fiir ¢ > 1 seien W, := U; — U,;_; die Postenabstiande und
Z; =V, = Viey = In(l(P,(0,U,))/U(P,(0,U;—1))) = Inl(P,(Ui—1,U;)). Aus
Lemma folgt, dass (W;, Z;) fiir i > 0 unabhéngige zweidimensionale Zu-
fallsvariablen sind, die fiir ¢ > 1 die selbe Verteilung besitzen. Weiters folgt
aus Lemma [4.22) fir » < oo, dass EW] = EL" < oo fiir ¢ > 1 und dass
EW; < EL" < co. AuBerdem gilt

0< Z =Inl(P,(Ui_1,U;)) < In(W;!) Zln i— i+ 1) < W In W,

Wir erhalten EZF < E(W/(InW;)") < EW/W! = EW?" < oo fiir r < oo und
1> 0.

Offenbar haben die Ereignisse {W; = 3 und Z; = Inl} und {W;
3 und Z; = In2} positive Wahrscheinlichkeiten. Daher kénnen W; und
nicht direkt proportional sein, was wir verwenden, um zu sehen, dass 72
Var(E(Wl)Zl — E(Zl)Wl) > 0.

Wir definieren weiters 7(n) := min{i : U; > n}, den Index des ersten
Posten, der grofier ist als n. Wir verwenden nun Kapitel 4.2 aus [22] und
insbesondere Satz 2.3 in ebendiesem. Aus dem bisherigen folgt, dass Var W;
und Var Z; endlich sind. Auch die sonstigen Voraussetzungen von Satz 2.3
sind erfiillt, bis auf den kleinen Unterschied, dass (W, Zy) = (Uo, Zp) eine
andere Verteilung hat als die Zuwéchse (W;, Z;) fiir i > 1. Tatséchlich ist der
Satz auch in diesem Fall anwendbar aus Griinden, die wir nicht im Detail
ausfithren werden. Der Satz liefert uns nun

XN

Vi) — pn
vn
wobei alle Momente konvergieren, u = EZ; /EW; und o2 = v*(EW;)~3 > 0.
Nach der Definition der V; gilt Vin)-1 < Inl(F,(n)) = Inl(F,(0,n)) <
Vi(ny. Daraus folgt |Inl(Py(n)) — Vi < Zrwy < LnInL,, wobei L, die
Zufallsvariable fiir die Lénge des Segments, das n und n + 1 beinhaltet,
bezeichnet. Offenbar gilt L, =4 L, wir kénnen mit Lemma und dem
Satz von Cramér nun V() in obiger Konvergenzaussage durch Ini(F,(n))
ersetzen, womit der Satz bewiesen ist.

—a N(0,0%),  fiir n — oo,

OJ
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Nun kommen wir zu einer zentralen Konvergenzaussage dieses Kapitels.

Satz 4.25. Fiir festes p gilt fast sicher

I(P,(n))Y™ — e*®) fiir n — oo

Beweisskizze. Mit Bemerkung [4.24] erhalten wir
Ini(P,(i,k)) > Inl(P,(i,7)) + Inl(P,(j, k)) firi<j<k
und damit
—Inl(Py(i,k)) < —Inl(P,(i, 7)) + (= Inl(P,(j,k))) fiiri<j <k.

Nun koénnen wir die Resultate von Kingman iiber subadditive stochasti-
sche Prozesse [26] auf —In (P, (i, k)) anwenden. Wir erhalten, dass (1/n) Inl(P,(n))
fast sicher gegen eine Zufallsvariable & konvergiert. Es lasst sich zeigen, dass &
konstant und insbesondere fast sicher gleich dem p aus Satz [4.16] ist, woraus

direkt die Behauptung folgt.
O

Wir kénnen den letzten Satz mit dem folgenden noch prézisieren.

Satz 4.26. Sei 0 < p < 1. Dann gibt es fir fast alle G,(N) ein ny € N,
sodass fiir alle n > ng

15¢#(Inn)3/2

1/n _ _p(p)
[(Pp(n)) / P < nl/2p2

Fiir den Beweis von Satz verwenden wir folgende fiir dieses Kapitel
passende Version von Lemma [£.9]

Lemma 4.27. Seien H,U...UH,, eine Partition von [n]* und Z(G) eine vom
Zufallsgraphen G = G,(n) abhdngige Zufallsvariable, die |Z(G) — Z(G")| < ¢
erfullt, fir alle G und G', die sich nur auf einem H; unterscheiden. Dann
gilt fiir jedes relle a

a2
P(Z(Gyln) ~ BZ(Gyln))] > @) < 20xp (= 55 ).

Da P,(n) nach Definition von G,(n) = G abhéngt, kénnen wir statt
[(P,(n)) auch I(Gp(n)) oder kurz [(G) schreiben. Wir wiirden nun gerne
Lemma auf die Zufallsvariable Z(G) = In({(G)) anwenden, wobei m =
n und H; = {(i,j) € [n]* : i < j}. Das ist aber nicht zelfiihrend, da
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Z(G) — Z(G")] = |In(l(G)) — In(I(G"))| recht groB sein kann. Ist beispiels-
weise G eine Kette, so ist In(/(G)) = 0. Entfernt man in G fir n = 2k die
mittlere Kante beziehungsweise fiir n = 2k + 1 eine der mittleren Kanten,
so gilt In(G’') = In (Ln% J) fiir den daraus entstandenen Graphen G’ und die
beiden Graphen unterscheiden sich offenbar nur auf H\, o).

Deswegen werden wir statt In(I(G)) eine leicht modifizierte Zufallsvariable
verwenden. Sei im folgenden w > 0 und G* jener Zufallsgraph, der aus G
hervorgeht, wenn zwischen allen Knoten j und k, fiir die 2w < k—j gilt, eine
Kante hinzugefiigt wird. Die Anzahl an linearen Erweiterungen von G* bei
gewdhltem w bezeichnen wir mit [(G*,w). Wie wir im Beweis des néchsten
Lemmas sehen werden, lasst sich Lemma [4.27] effektiv auf die Zufallsvariable
In({(G*,w)) anwenden.

Lemma 4.28. Seien w und a positive reelle Zahlen. Dann gilt

2
P(| (G (n), w)) — En(I((G}(n), w))| > a) < 2exp < - 16?1102)'

Beweis. Wir wenden Lemma auf Z(G) = In(I(G*,w)) mit m = n und
H; = {(i,j) € [n]* : i < j} an. Dazu miissen wir zeigen, dass es ein ¢ gibt,
sodass |Z(G) — Z(G")] < c fur alle G und G’, die sich auf nur einem H;
unterscheiden. Fiigt man einer Halbordnung ein zusétzliches Relationspaar
hinzu und bildet den transitiven Abschluss, so ist die Anzahl der linearen
Erweiterungen der entstandenen Halbordnung gleich oder kleiner der Anzahl
der linearen Erweiterungen der urspriinglichen Halbordnung. |Z(G) — Z(G')|
ist daher maximal, wenn 0.B.d.A. G keine der Kanten von j nach {1, ..., j—1}
enthilt und G’ alle. Da weiters unsere Zufallsvariable die *-Versionen von G
und G’ verwendet, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass G keine der Kanten
von j nach {j — |2w], ..., j — 1} enthélt und G alle. Ist < eine lineare Erwei-
terung von G, erhalten wir daraus eine lineare Erweiterung <’ von G’, indem
wir alle Elemente aus {1, ..., j — 1} unter alle Elemente aus {j,...,n} setzen
und die relativen Ordnungen innerhalb von {1,...,5 — 1} und {j, ..., n} gleich

wie in < lassen. Unter dieser Abbildung werden hochstens (ZLL;waJ) lineare

Erweiterungen < von G* surjektiv auf lineare Erweiterungen <’ von (G')*
abgebildet, denn das ist umgekehrt die Anzahl an méglichen Anordnungen
von j — |2w], ..., j + [2w]| — 1, die aus <’ lineare Erweiterungen < ergeben.
Damit gilt

G < u@y ) (1)
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woraus folgt, dass

Z(G) — Z(G') < In (2LL22§)JJ) < 4wln2 < 2v/2w =: c.

Nun folgt die Behauptung mit Lemma [4.27]
0J

Damit wir Lemma [4.28| verwenden kénnen, miissen wir w so wéhlen, dass
sich die Zufallsvariable In(l(G*, w)) nicht allzu sehr von In(I((G)) unterschei-
det.

Lemma 4.29. Fir 0 < p < 1 gibt es eine Konstante C(p), sodass fir alle
n €N

P(I(Gp(n)) # UGy(n),w)) <n?,

wobei w = [C(p) + 31Inn/2p*].

Beweis. Seien j und k zwei beliebige Knoten in G,(n). Dann ist das Ereignis,
dass j und k in P,(n) unvergleichbar sind ein Teilereignis vom Ereignis, dass
in G,(n) jeder der |j — k| —1 Zwischenknoten mit hochstens einem der beiden
Knoten j oder k adjazent ist. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit des ersten Fr-
eignisses hochstens gleich jener des zweiten, dessen Wahrscheinlichkeit genau
(1—p*)l=*=1 ist. Damit konnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass es ein Paar
(J, k) mit k—7 > 2w gibt, das nicht in Relation ist, nach oben abschétzen mit

Die Funktion f(p) = (1 — p?)"/?* ist monoton fallend im Intervall (0,1)
und es gilt lim, o f(p) = 1/e. Damit ist der letzte obige Term hochstens so
grof} wie

n 2\2C(p), —
< (1 —p*)*Wn72,
p
Letzteres ist fiir hinreichend groBes C'(p) hichstens so grofi wie n~2. Da

P(I(Gp(n)) # 1(G;(n),w)) hochstens so grofl wie die eben abgeschétzte Wahr-
scheinlichkeit ist, ist damit die Behauptung gezeigt. OJ
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Nun sind wir in der Lage, Satz zu beweisen.

Beweis. (Satz [4.20])
Sei 0 < p < 1 fest. Wir wéhlen w wie in Lemma [£.29] Sei nun n hinreichend

groB, sodass w < 2Inn/p?. Weiters withlen wir a = 12n'/?(Inn)3/?p=2. Wir
erhalten aus Lemma dass

P(|Inl(Gp(n), w) — EInl(G}(n), w)| > a) < on /4
fiir alle so gewéhlten n. Lemma liefert uns
P(I(Gy(n)) # UGy(n), w)) <n”".
Da fiir jede Realisierung G von G,(n) gilt, dass In{(G) < nlnn, erhalten wir
E(Inl(Gy(n)) — Inl(Gy(n),w)) <n *nlnn =Inn/n.
Kombinieren wir diese Resultate, erhalten wir fiir hinreichend grofles n
P(|Inl(G,(n) — Elnl(G,(n))| > 13n"?(Inn)*?p~?) < 2n72.

Das Lemma von Borel-Cantelli liefert nun, dass es fast sicher ein n; =
n1(G, p) gibt, sodass fiir alle n > ny

| In1(Gp(n) — Elnl(G,(n))| < 13n'/2(Inn)3?p=2.

Um nun die Konvergenzrate von (1/n)Elnl(G,(n)) gegen den Grenzwert
p(p) abzuschitzen erweist es sich als zielfithrend, I[(G,(2n)) mit I[(G,(n)) zu
vergleichen.

Fiir einen Graphen G mit Knotenmenge [2n] bezeichnen wir dessen Ein-
schrankung auf [n] bzw. [2n]\[n] mit G; bzw. Go. Mit A(G) bezeichnen wir
den Durchschnitt iiber alle linearen Erweiterungen <; von G; und <5 von
(G5, der Anzahl an linearen Erweiterungen von G, die sowohl < als auch <,
erweitern. Mit diesen Bezeichnungen gilt nun

I(G) = Z Z # lineare Erweiterungen von G, die <; und <5 erweitern

<1 <2

= Z(G1)1<G2)A(G)
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Nehmen wir von der letzten Gleichung den natiirlichen Logarithmus und
bilden dann den Erwartungswert, erhalten wir

Eni(G,(2n)) =2Eni(G,(n)) + Eln A(G,(2n))
<2EInl(Gp(n)) + mEA(G,(2n))
Der Erwartungswert von A(G,(2n)) ist die erwartete Anzahl an linearen
Erweiterungen einer zufilligen Realisierung G' von G,(2n), die die zufillig
gewdhlten linearen Erweiterungen <; und <5 von G; bzw. G5 erweitert.

Nach [9] steigt diese Grofie monoton in n und konvergiert gegen 1/k(p). Of-
fenbar gilt A(G) > 1. Wir erhalten mit u,, := (1/n)Elnl(G,(n))

1
r(p)

Daraus folgt

< < + ! 1 —1
n > n > Hn —1n .
% H2 % m /‘i(p)

Summieren wir nun die Terme pior,, — ftor-1,,, erhalten wir

1(p) > pn > p(p) — %ln (%)

Insgesamt haben wir nun, dass es fiir fast alle G,(N) ein ny(G, p) gibt, sodass
fir alle n > n9

I i(Gy(n)) — npu(p)| < 14n'2(lnn)*2p~2,

woraus die zu zeigende Behauptung folgt.
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5 Die Ordnungs-Markov-Kette

In diesem Kapitel geht es um die nahezu gleichverteilte Generierung einer
zufélligen linearen Erweiterung einer endlichen Halbordnung mithilfe der so-
genannten ,, Ordnungs-Markov-Kette“. Diese wurde von Alexander Karzanov
und Leonid Khachiyan entwickelt. Mittlerweile gibt es etliche Adaptionen
davon, wir konzentrieren uns aber auf die urspriingliche Markov-Kette. Fiir
dieses Kapitel wurde hauptsichlich [25] verwendet.

Definition 5.1. Zwei lineare Erweiterungen e; und e, heiflen Nachbarn,
wenn es ein k € [n — 1] gibt, sodass es = (e1(1),...,e1(k+ 1), e1(k), .., e1(n)),
daher wenn die eine lineare Erweiterung aus der anderen durch Transposition
zweier aufeinanderfolgender Elemente hervorgeht. Die Anzahl der Nachbarn
von e bezeichnen wir mit n(e) und ist offenbar durch n — 1 beschrénkt.

Definition 5.2. Fiir jede halbgeordnete Menge P ist die Ordnungs-Markov-
Kette mit Zustédnden e € L(P) durch folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten
definiert:

! falls e; und ey Nachbarn sind

2n—2
pler,e2) =1 — ML falls e; = e,
0 sonst

Bemerkung 5.3. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand nach einem Schritt
unverdndert bleibt, ist wegen
n(e) n—1 1

1-— > = —
2n—2 7 2n—2 2

bei mindestens 50%. Je mehr Nachbarn eine lineare Erweiterung hat, desto
hoher ist die Wahrscheinlichkeit einer Zustandsdnderung.

5.1 Geometrische Interpretation

Wir wollen uns nun {iberlegen, was die Ordnungs-Markov-Kette geometrisch
bedeutet. Dazu betrachten wir wie in Kapitel |3| das Ordnungspolytop einer
halbgeordneten Menge P, aber diesmal nicht als Menge von Funktionen von
P nach R sondern schlicht als konvexe Teilmenge des Einheitswiirfels im R”.
Es handelt sich dabei tatséchlich nur um eine andere Betrachtungsweise des
selben Objektes, da der R™ und R” algebraisch isomorph sind.
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Definition 5.4. Das Ordnungspolytop O(P) der halbgeordneten Menge
P = ([n], <p) ist folgendermaBen definiert:

O(P) = {Qj € [0, 1]” cx; < Z; falls 4 <p ]}

Das Ordnungspolytop O(P) von P ldsst sich in die Ordnungspolytope
O(e) mit e € L(P) triangulieren.

or)= |J O

ecL(P)

Bei den Ordnungspolytopen der linearen Erweiterungen

O(e) = {$ S [0, 1]” 0< Ze(1) < Te(2) < ... < Ze(n) < 1}

handelt es sich um Simplizes.

Beispiel 5.5. Fir P = ({1,2,3},{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)}) ist O(P) der
halbe Einheitswiirfel {x € [0,1]* : 21y < zo}. P hat drei lineare Erweiterun-
gen, daher ldsst sich O(P) in drei Simplizes O(ey), O(ez) und O(es) triangu-
lieren. In [Abbildung 12]ist e; = 312 in rot, e; = 132 in griin und e3 = 123 in
blau dargestellt.

Abbildung 12: Triangulierung eines Ordnungspolytops

Die Ordnungs-Markov-Kette beschreibt eine Irrfahrt von Simplex zu Sim-
plex, die offenbar paarweise unterschiedlichen linearen Erweiterungen von P
entsprechen. Das Simplex O(eq), bei dem der Random Walk startet, ist durch
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eine initiale Verteilung bestimmt, die beliebig gewéahlt werden kann. Beim ¢-
ten Schritt, ¢ > 0, wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% zufillig eine
der n — 1 Facetten von O(e;)

Fi(e)) = O(er) N {z € R" : Te, (k) = Teyhry }s kK €{1,...,n—1}

ausgewahlt. Ist das an die ausgewihlte Facette angrenzende Simplex das
Ordnungspolytop einer linearen Erweiterung, so wird dieses Simplex bezie-
hungsweise die zugehorige lineare Erweiterung als (£ + 1)-ter Zustand der
Ordnungs-Markov-Kette gewahlt. Andernfalls ist O(esy1) := O(e;). Sei 7(0, .)
die initiale Wahrscheinlichkeitsfunktion, die die Wahrscheinlichkeiten 7(0, e)
angibt, fir die e € L(P) als erster Zustand der Ordnungs-Markov-Kette
gewahlt wird. Die Wahrscheinlichkeit, nach genau ¢ Schritten die lineare Er-
weiterung e als Zustand zu erhalten, ist

T<t76) = Z T(t_ 1?9)]7(976)

geL(P)

Unabhéngig von der initialen Verteilung konvergiert die Verteilung von 7 ge-
gen die Gleichverteilung.

lim 7(t,e) = —

e I(P)

Waihlt man die Anzahl der Schritte T hinreichend grof, so ist der Output
des folgenden Algorithmus eine (fast) zufillig gewihlte lineare Erweiterung
der halbgeordneten Menge P.

5.2 Der Algorithmus

Der Pseudocode des zur Ordnungs-Markov-Kette gehorigen Algorithmus sieht
wie folgt aus.

Algorithmus zur nahezu gleichverteilten Erzeugung von linearen Erweiterun-
gen einer halbgeordneten Menge

function RandWalk(P,T)
suche lineare Erweiterung e = (e(1), ...,e(n)) von P
fort=1,....,T do
wihle k € {1,...,2n — 2} zufillig
if k<n—1A=(e(k) <pe(k+1)) then
tmp = e(k)

5
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e(k) =e(k+1)
e(k+1)=tmp
return e

Bemerkung 5.6. Da e(k) vor e(k + 1) in der gewéihlten initialen linea-
ren Erweiterung kommt, gilt =(e(k + 1) <p e(k)). Genau wenn —(e(k) <p
e(k + 1)), gilt, dass e(k) und e(k + 1) unvergleichbar in P sind und dass
(e(1),....,e(k+1),e(k),...,e(n)) eine lineare Erweiterung ist.

Der Aufwand von ,RandWalk* ist O(n? + T'), dazu kommt T mal der
Aufwand der (pseudo-) zufélligen Erzeugung von k € {1,...,2n — 2}.

5.3 Konduktanz

Ein praktisches Hilfsmittel zur Abschétzung der Konvergenzrate der Ordnungs-
Markov-Kette ist die sogenannte ,, Konduktanz®.

Definition 5.7. Die Konduktanz einer Ordnungs-Markov-Kette ist definiert
als

o= 2n1_2min{%:X§L(P):1§|X|g@},

wobei C'(X) die Kapazitét des Schnittes (X, L(P)\X) bezeichnet, also die
Anzahl an Paaren (ej,e2) mit e; € X und ey € L(P)\X, sodass e; und e
Nachbarn sind.

Sinclair und Serrum [43] zeigten, dass sich die Konvergenzrate der Ordnungs-
Markov-Kette folgendermaflen abschétzen lésst:

1
|7(t,e) — m| < (1-a?)t Ve € L(P)
Dabei ist obige Ungleichung fiir jede initiale Verteilungsfunktion 7(0, .) giiltig.

Bemerkung 5.8. Da die Anzahl der Nachbarn jeder linearen Erweiterung
durch (n — 1) beschrankt ist, gilt C(X) < (n — 1)|X]| fir jede Menge von
linearen Erweiterungen X. Daraus folgt, dass a < (n —1)/(2n — 2) = 1/2.
Je grofler a, desto schneller ist die Konvergenz von ,,RandWalk*.

Satz 5.9. Fir die Konduktanz der Ordnungs-Markov-Kette gilt

3
2

a>272n"

[Nl
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Bemerkung 5.10. Besteht P aus einer Kette von n — 1 Elementen und
einem Element x, das mit allen anderen Elementen unvergleichbar ist, so
wird das Minimum in der Definition von « fiir ein X C L(P) mit C(X) =1
und | X| = [n/2] angenommen. Dabei sind die Elemente von X jene linearen
Erweiterungen, die entstehen, wenn x nach den ersten beziechungsweise vor
den letzten 0,1,...,[n/2] — 1 Kettenelementen eingefiigt wird. Es gilt also
a = ((2n — 2)|[n/2])7" = n=2. Man kann daher vermuten, dass sich die
Abschiitzung aus Satz 5.9 noch um den Faktor n®® verbessern lisst.

Fiir den Beweis von Satz benotigen wir noch folgenden Satz, dessen
Beweis in [25] zu finden ist.

Satz 5.11. Sei Q ein n-dimensionaler konvexer Korper, der von einer
(n — 1)-dimensionalen Menge S in zwei Teilmengen U und V' partitioniert
wird, wobei S = oU\IQ = dV\0Q, s = vol,, 1S, u = vol, U und v =vol, V.
Dann gilt

min{u, v}

5= diam @

Beweis. (Satz
Seien P eine beliebige halbgeordnete Menge mit {((P) > 1 und X C L(P)

mit 1 < |X| <I(P)/2. Wir partitionieren O(P) in folgende zwei Mengen:

v=Joe) Vv= |J 0O

eeX e€L(P)\X

Da vol,O(e) = 1/n! fiir jede lineare Erweiterung e, erhalten wir
RY

u:voan:—gv:voan:M.
n! n!

Nun wollen wir das (n — 1)-dimensionale Volumen von S := 0U\JO(P)
bestimmen. Da vol,_; Fy(e) = 2'/2/(n — 1)! fiir jede Facette von jedem Ord-
nungspolytop O(e) erhalten wir

C(X)22
(n—1)1"

Nun konnen wir die Konduktanz nach unten abschatzen.

s =vol, 15 =

0> 1 C’(X): 1 s 1 s

: = : >
~2n—2 |X| (2n — 2)2%71 min{u,v}  25p2 — 25 min{u, v}
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2 S _3 _9 1 _3
272 — =972
" diam O(P)
Die letzte Abschiatzung gilt aufgrund von Satz Weiters wurde
verwendet, dass u = min{u,v} und diag O(P) = n'/2, da die Diagonale
{z €[0,1]" : 21 = ... = x,} Teilmenge jedes Ordnungspolytops ist.

n

o

3
>27n e >
" min{u, v}

OJ

Beispiel 5.12. Sei n = 7. Wir kénnen mit Satz bestimmen, wie viele
Schritte T' es mindestens braucht, sodass |7(T,e) — ﬁ| < 1073 erfiillt ist.

Wir erhalten fiir die Konduktanz o > 273/2775/2 22 0,0027. Es gilt daher

|7(T,e) — | < (1—-a®)T < (1-0.0027%"

1
I(P)
Wir erhalten 7' > log(0,001)/log(1—0,0027%) = 928785, 7. ,RandWalk* hat
fiir T = 928786 jede beliebige lineare Erweiterung e € L(P) mit Wahrschein-
lichkeit p = 1/1(P) F 0,001 als Output.

Bemerkung 5.13. Auch allgemein kann mit Satz kann das Wachstum
der Anzahl an Schritten T" bestimmt werden, die hinreichend sind, um mit
,RandWalk® lineare Erweiterungen mit einer relativen Genauigkeit von

7(T,e) - %l < %, Ve € L(P),

mit vorgegebenem v € (0, 1) zu erzeugen. Nach Umformung erhélt man

T = O(n® log(I(P)).
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6 Die 1/3-2/3-Vermutung

6.1 Das Sortierproblem

Wir befassen uns in diesem Kapitel mit dem anwendungstechnisch wichtigen
»Sortierproblem®, das unter anderem in [25], [31] und [48] erldutert wird.
Dieses lautet wie folgt. Gegeben ist eine halbgeordnete Menge P, die die
teilweise Information einer unbekannten Totalordnung <, die eine lineare
Erweiterung von P ist, darstellt. Es gilt, jene lineare Erweiterung effizient
herauszufinden. Dazu sind Anfragen folgender Form erlaubt. Wir suchen ein
in P unvergleichliche Paar (a,b) aus und stellen die Frage: ,,Gilt a <7 b oder
a >7 b?¢. Je nach Antwort fiigen wir nun (a, b) oder (b, a) zur Halbordnung
hinzu und bilden den transitiven Abschluss. Die so erhaltene halbgeordnete
Menge nennen wir P;. Nun stellen wir die Frage fiir ein in P; unvergleichli-
ches Paar und erhalten P,. Dies fithren wir nun so fort. Nach ¢ Anfragen ist
P, = (M, <) schliefilich mit der gesuchten linearen Erweiterung <; ausge-
stattet.

Je nachdem, welche Paare ausgewéhlt werden, werden mehr oder weniger
Anfragen benétigt. Das Ziel ist nun, Paare auszuwéhlen, sodass die Anzahl
an Anfragen moglichst gering ist bzw. ein stabiles Ausmafl hat. Im Worst

Case werden

q > log, l(P)

Anfragen benétigt. Diese Schranke ist allgemein als ,informationstheoreti-
sche untere Schranke“ bekannt.

Wir bezeichnen mit P(a <r b) den Anteil an [(P) von jenen linearen
Erweiterungen von P, in denen a kleiner ist als b. Dies macht Sinn, da die
unbekannte lineare Erweiterung <r als zufillig gewéhlt angenommen wird.

Um eine stabile Anzahl an Anfragen garantieren zu kénnen, méchte man
Paare (a,b) auswiéhlen, fiir die P(a <7 b) méglichst nahe bei 3 liegt. Fiir die
halbgeordnete Menge ({a, b, c}, (a,b)) sind diese Werte fiir alle vier unver-
gleichlichen geordneten Paare gleich % oder %

Definition 6.1. Wir nennen ein Paar (a,b) von unvergleichbaren Elementen
einer halbgeordneten Menge P ausgewogen, wenn 3 < P(a <r b) < 2.

6.2 Die Vermutung

Nun kénnen wir die sogenannte ,,1/3-2/3-Vermutung® formulieren.

Vermutung 6.2. In jeder halbgeordneten und nicht totalgeordneten Menge
P gibt es ein ausgewogenes Paar.
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Anhand des vorher erwéhnten Beispiels einer dreielementigen halbgeord-

neten Menge sehen wir, dass mit [z, 2] das bestmdgliche um 3 symmetrische
Intervall gewahlt wurde.
Eine Konsequenz aus Vermutung [6.2| wiare nun folgende. Bei jeder Anfrage
konnte ein ausgewogenes Paar gewihlt werden. Damit hiatte man die Sicher-
heit, dass nach jeder Anfrage die Anzahl der linearen Erweiterungen, die die
gesuchte lineare Erweiterung sein konnen, um mindestens % ihrer vorherigen
Anzahl reduziert wird.

Die Vermutung (6.2 wurde erstmals 1968 von Kislitsyn [27] aufgestellt.
Unabhéngig davon hatten sie auch Fredman [2I] und Linial [31]. Bis heute
wurde sie weder bewiesen noch widerlegt. Brightwell, Felsner und Trotter
[10] nannten dieses Problem 1995 ,eines der faszinierendsten Probleme der
Kombinatorik von halbgeordneten Mengen“.

Laut Brightwell [I1] wird weitgehend davon ausgegangen, dass die 1/3-
2/3-Vermutung wahr ist. Grund dafiir sei, dass in all den Jahren kein Ge-
genbeispiel gefunden wurde und fiir die vielversprechendsten Klassen und
Beispiele von halbgeordneten Mengen, die Gegenbeispiele bieten koénnten,
bewiesen wurde, dass sie alle ausgewogene Paare enthalten.

Fiir folgende Klassen von halbgeordneten Mengen wurde die Vermutung
bereits bewiesen: N-freie halbgeordnete Mengen [48], halbgeordnete Men-
gen mit Weite zwei [31], halbgeordnete Mengen mit Hohe zwei [47], halbge-
ordnete Mengen mit n < 11 [38], halbgeordnete Mengen, in denen jedes
Element mit hochstens sechs Elementen unvergleichbar ist [39] und Semiord-
nungen [13].

Des Weiteren wurde zwar fiir allgemeines P, dafiir mit ,schlechteren*
Grenzen bewiesen: In jeder halbgeordneten Menge existiert ein Paar (a,b)
mit & <P(a < b) < 2 [21].

6.3 Der Beweis fiir N-freie halbgeordnete Mengen

Wir zeigen exemplarisch den Beweis der Vermutung fiir N-freie halbgeordnete
Mengen unter Verwendung von [48].

Satz 6.3. Jede endliche, N-freie, halbgeordnete Menge, die nicht totalgeord-
net ist, enthdlt ein ausgewogenes Paar.

Zum Beweis von Satz [6.3] bendtigen wir noch ein paar Lemmata.
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Lemma 6.4. Sei P = (M, <p) eine N-freie halbgeordnete Menge.

(i) Gibt es fiir zwei Elemente a,b € M ein Element, das beide tiberdeckt,
so ist die Menge der a tiiberdeckenden Elemente gleich der Menge der b
tiberdeckenden FElemente.

(i1) Gibt es fir zwei Elemente a,b € M ein Element, das von beiden Ele-
menten tberdeckt wird, so ist die Menge der Elemente, die von a iiberdeckt
werden gleich der Menge der Elemente, die von b iiberdeckt werden.

Beweis. Wir zeigen (i), das Argument fiir (i¢) ist analog. Es gelte also fiir
a # b, dass a <p c und b <p c. Gébe es ein Element d € M, fiir das a <p d,
aber d mit b unvergleichbar ist, wire {a, b, ¢, d} mit der Einschrinkung von

<p auf diese Menge eine N-Halbordnung.
O

Definition 6.5. Mit Min(P) bezeichnen wir die Menge der minimalen Ele-
mente der halbgeordneten Menge P. Jede halbgeordnete Menge besitzt eine
Partitionierung in Stufen P; mit ¢ = 0,...,h — 1, wenn h die Hohe von P ist.
Die Stufen sind definiert durch Py = Min(P) und

P, =Min(P\ | JP)).

Damit ist die Hohe h(a) = i fiir a aus P;.

Lemma 6.6. Sei P = (M, <p) eine N-freie halbgeordnete Menge mit Stufen
Py, ..., Py_1. Fiir jedes a € M bilden die a tiberdeckenden Elemente eine Teil-
menge eines P; fir ein i € {0,...,h — 1}.

Beweis. Wird a von keinem Element iiberdeckt, gilt das Lemma, da die leere
Menge Teilmenge jeder Menge ist. Gibt es nur ein Element, das a iiberdeckt,
so liegt dieses in einem P;, da die Stufen eine Partition von P bilden. Nehmen
wir nun an, es gidbe zwei verschiedene Elemente b € P; und ¢ € B, die a
iiberdecken, wobei j < k. Dann muss es ein Element d € P;_; geben, das
von ¢ iiberdeckt wird, da k < 2. Wire dieses d gleich a, wire a € P,_1, was
widerspriichlich wére, da a von b iibereckt wird und b € P;, aber j < k — 1.
Weiters ist d # b, da sonst a <pb<<pcim Widerspruch zu a <p c. Damit sind
diese vier Elemente verschieden. Wir behaupten, dass {a, b, c,d} ein N in P
bildet. Da a von den zwei verschiedenen Elementen b und ¢ iiberdeckt wird,
miissen b und ¢ unvergleichbar sein. Es sind auch b und d unvergleichbar,
denn d <p b ist nicht moglich, da j < k — 1, widhrend b <p d nicht moglich
ist, da sonst b <p d <p ¢ und somit b <p ¢ gelten wiirde, aber b und c¢
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sind unvergleichbar. Auflerdem sind @ und d unvergleichbar, da die beiden

Elemente von ¢ tiberdeckt werden.
O

Wir bezeichnen die Menge aller Elemente, die in P grofler als a sind, mit
U(a) ={x € M : a <p x} und die Menge aller Elemente, die in P kleiner als
a sind, mit D(a) = {x € M : x <p a}.

Lemma 6.7. Sei P eine N-freie halbgeordnete Menge mit Stufen Py, ..., P,_1.
Sei i € {0,...,h — 1}, die grofite Zahl, sodass es in P; zwei verschiedene
FElemente a und b gibt mit {p € M :p<pa} ={q€ M : q<pb}. Dann ist
U(x)U{x} fir alle x € P; eine Kette.

Beweis. Sei x € P,. Ist x maximal, ist U(z) U {z} = {x} trivialerweise eine
Kette. Sei nun U(z) # @) und wir nehmen an, U(z) U {2z} wire keine Kette.
Dann muss es ein Element y € U(x)U{z} geben, das von zwei verschiedenen
Elementen y; und y» iiberdeckt wird. Nach Lemma liegen diese beiden
Elemente in der selben Stufe P; mit ¢ < j. Nun wissen wir aus Lemma
(17), dass {p € M : p<pw} = {¢ € M : q <p y»}. Dies steht nun im
Widerspruch zur Wahl von .

0

Definition 6.8. Sei P = (M, <p) eine halbgeordnete Menge. Wir nennen
ein geordnetes Paar (z,y), mit x,y € M, kritisch, falls die beiden Elemente
in P unvergleichbar sind und U(y) C U(x) sowie D(z) C D(y).

Lemma 6.9. Sei (x,y) ein kritisches Paar einer halbgeordneten Menge P.
Vertauscht man in einer linearen Erweiterung, in dery kleiner als x ist, diese
beiden Elemente, ist die erhaltene Kette ebenfalls eine lineare Erweiterung.
Weiters gilt P(z <7 y) > 3.

Beweis. Seien (x,y) ein kritisches Paar von P und <p, eine lineare Erwei-
terung mit y <p, x. Falls y und = in <7, benachbart sind, kénnen wir die
beiden Elemente vertauschen und erhalten eine lineare Erweiterung. Falls es
21, ...y 2k gibt mit y<py 29 <py ... <7y 2k <1, @, s0 sind die z; in P alle sowohl mit
y als auch mit x unvergleichlich. Denn nehmen wir an, es gibt ein z;, dass in
P mit y vergleichbar ist, folgt y <p z; und damit z; € U(y) C U(zx). Damit
ist x <p z;. Da aber <p, eine lineare Erweiterung ist und z; <p, z, ist dies ein
Widerspruch. Nehmen wir an, dass z; und x vergleichbar sind, so folgt analog
z; <p x und daraus z; € D(z) C D(y). Damit ist z; <p y, im Widerspruch
zuy <p 2z. Wenn wir y mit x in <p, vertauschen, erhalten wir daher eine
lineare Erweiterung <r,. Diese Vertauschungsabbildung <p, +— <z, von der
Menge der linearen Erweiterungen, in denen y kleiner als x ist, in die Menge
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der linearen Erweiterungen, in denen x kleiner als y ist, ist offenbar injektiv.
Damit ist P(y <r z) < P(z <7 y) und somit P(z <7 y) > 3. O

Nun haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um die 1/3-2/3-Vermutung
fiir N-freie halbgeordnete Mengen zu beweisen.

Beweis. (Satz
Sei P = (M, <p) eine endliche, N-freie, halbgeordnete und nicht totalgeord-
nete Menge mit den Stufen Fy, ..., P,_1.

Seien die ersten m Stufen einelementig, und die (m + 1)-te Stufe min-
destens zweielementig, welche es gibt, da P keine Kette ist. Es gilt daher
Py = {po}, P = {;m},--, Pm-1 = {Pm-1}. Nun ist eine Totalordnung e
auf M \ U™, p, genau dann eine lineare Erweiterung von P\ U pr,
wenn pgpi...pm—1€ eine lineare Erweiterung von P ist. Wir kénnen daher
ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass Py mindestens zwei
verschiedene Elemente enthédlt. Sei nun ¢ € {0,...,h — 1} die grofite Zahl,
sodass P; zwei verschiedene Elemente a und b enthélt, fiir die gilt, dass
{peM:p<pa} ={qe M:q<pb}. Seien nun U(a) = U(b) = () und =
0.B.d.A. so, dass a <1, z <7, b in einer beliebigen linearen Erweiterung <r,.
Dann ist z in P mit beiden Elementen unvergleichbar. Denn angenommen 2z
ist in P mit a vergleichbar, folgt @ <p 2, im Widerspruch zur Maximalitit
von a. Nehmen wir an, dass z in P mit b vergleichbar ist, folgt z <p b und
da nach Annahme D(a) = D(b), folgt z <p a, im Widerspruch zu a <7, z.
Die Abbildung <p,—<rp,, die a und b vertauscht, von der Menge der linea-
ren Erweiterungen von P, in denen a kleiner b ist, in die Menge der linearen
Erweiterungen von P, in denen b kleiner a ist, ist daher bijektiv. Folglich ist
P(a <7 b) = 5 und wir sind fertig.

Nehmen wir nun 0.B.d.A. an, dass U(b) # (). Nach Lemma ist
U(b) U {b} eine Kette by <p ... <p b, wobei b = b;. Wir zeigen den Satz
nun indirekt. Wir nehmen an, dass fiir alle j € {1,...,{} das Paar (a,b;)
nicht ausgewogen ist. Fiir j > 2 bedeutet das, dass P(a <7 b;) < 1/3 oder
P(a <7 b;) > 2/3. Fiir j = 1 nehmen wir daher an, dass folgendes gilt:

IED(CL <7 b) < %

Dies ist eine Annahme ohne Beschrankung der Allgemeinheit, denn der
Fall U(a) # () ist symmetrisch in a und b. Fiihrt diese Annahme zu einem
Widerspruch, ist daher auch P(b <7 a) < 1/3 falsch und damit wire (a, b) ein
ausgewogenes Paar. Im Fall U(a) = () ist (b, a) ein kritisches Paar, da a und
b unvergleichbar sind, U(a) = @ C U(b) und D(b) = D(a). Nach Lemma
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ist P(b <7 a) > 1/2. In diesem Fall konnen wir daher nur P(b < a) > 2/3
fordern, was dquivalent zu unserer Annahme ist.Wir definieren nun:

g1 = IP(CL <T b)
q; = ]P)(bj,1 <ra <t b]) fir 5 € {2, e l}
@1 = P(b <7 a)

Damit sind alle Moglichkeiten, wie sich a in linearen Erweiterungen beziiglich
der b; einreihen kann, abgedeckt. Es gilt also 25111 ¢; = 1. Wir behaupten
weiters, dass 0 < ¢4 < ... <1 < % Die g; sind positiv, da sie Wahrschein-
lichkeiten sind, und nach Annahme ist ¢; < % Es fehlt noch, zu zeigen, dass
Qi1 < ... < q1-

Sei eine lineare Erweiterung <p, gegeben, mit b, <p, a. Jedes z mit
by <p, # <p, aist in P mit b, und a unvergleichbar. Denn angenommen, z
ist in P mit b; vergleichbar, dann folgt b; <p 2z im Widerspruch zur Maxima-
litdt von b;. Nehmen wir an, dass z in P mit a vergleichbar ist, folgt 2 <p a
und da D(a) = D(b), ist z <p b <p b;, was einen Widerspruch darstellt, da
<p, eine lineare Erweiterung von P ist. Wenn wir a und b; in <, vertau-
schen, erhalten wir daher eine lineare Erweiterung <p, mit b,_; <p, a <p, b;.
Diese Vertauschungsabbildung ist offenbar injektiv und somit ist ¢;11 < ¢.

Sei nun eine lineare Erweiterung <, gegeben, mit b; <p, a <p, b4 fiir
J € {1,...,1—1}. Auch hier ist jedes z, fiir das b; <p, 2 <1, @ <p, b+ gilt, mit
b; und a in P unvergleichbar. Angenommen, z ist mit b; in P vergleichbar.
Dann folgt b; <p z und somit ist z = b fiir ein s > j7+1. Aber da z <p, bj11,
ist dies ein Widerspruch. Analog zum Vorigen ist auch z mit a unvergleichbar.
Das Vertauschen von a und b; liefert uns daher eine lineare Erweiterung <r,,
fir die bj_1 <p, a <p, b; (fir j € {2,...,1—1}) baw. a <p, by (fiir j = 1) gilt.
Auch diese Vertauschungsabbildung ist injektiv und wir haben ¢ < ... < ¢.

Sei nun ¢ jene Zahl, fiir die folgendes gilt:

t—1
Z g <
=1

t
< qj
j=1

N | —

Nun gilt, dass Z;;ll ¢ = Pla <¢ b_1) < 1/2. Nach Annahme ist
P(a <7 bi—1) < 1/3 oder P(a <7 b1) > 2/3. Folglich ist -1 ¢; < 1/3.
Weiters gilt nun 22:1 ¢; = P(a <r b) > 1/2 und nach Annahme gilt
P(a <7 b) < 1/3 oder P(a <r b)) > 2/3 und damit z;zl ¢; > 2/3. Dar-
aus folgt, dass ¢, > 1/3, im Widerspruch zu ¢, < ¢; < 1/3, womit der Satz
bewiesen ist. O
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7 Anwendungen

Wir befassen uns nun damit, wie das kombinatorische Wissen iiber lineare
Erweiterungen in der Praxis angewendet wird. Hierfiir ist der Rechenaufwand
des Problems des Abzihlens von linearen Erweiterungen von Bedeutung.
Wird eine vollkommen allgemein gehaltene Halbordnung betrachtet, erweist
sich der Aufwand fiir einige praktische Anwendungen als zu hoch. Brightwell
und Winkler zeigten in [14], dass es sich dabei um #P-vollstindiges Problem
handelt. Daher werden in der Praxis oft spezielle Halbordnungen verwendet,
um den Rechenaufwand geringer zu halten.

7.1 Folgenanalyse

Im Grofteil dieser Arbeit wurde eine halbgeordnete Menge, eventuell eines
gewissen Types, betrachtet, und Eigenschaften der Menge ihrer linearen Er-
weiterungen untersucht. Die Herangehensweise in der Folgenanalyse (siehe
etwa [33]) ist anders herum. Gegeben ist eine Menge von endlichen Folgen,
also totalgeordneten Mengen. Diese Folgen bestehen beispielsweise aus Daten
von elektronischem Geschéftsverkehr, Internet Browsing, Alarmprotokollen
von Betriebssystemen oder Telekommunikationsnetzwerken und stellen den
zeitlichen Ablauf dieser Daten dar. Nun méchte man eine oder mehrere Halb-
ordnung(en) auf der gesamten Datenmenge finden, die die gegebenen Folgen
moglichst gut repréasentiert bzw. reprasentieren. Das bedeutet nicht, dass die
Folgen alle lineare Erweiterungen der Halbordnungen sein miissen, da sonst
oft nur die triviale Halbordnung iibrighleibt, in der jedes Element nur mit
sich selbst in Relation steht. Wohl aber soll sich die Menge der Folgen nicht
all zu sehr von den Mengen der linearen Erweiterungen unterscheiden. Da-
zu ist notig, die Anzahl der linearen Erweiterungen zu bestimmen, was in
annehmbarer Laufzeit durchfiithrbar ist, wenn man sich auf die Klasse der
seriell-parallelen halbgeordneten Mengen beschrankt.

7.2 Molekularbiologie

Mit dem Aufkommen von Mikroarrays, das sind moderne molekularbiologi-
sche Untersuchungssysteme, die parallel mehrere tausend Analysen
durchfiihren, entwickelte sich ein Bedarf an mathematischen Tests, die Eigen-
schaften aus den resultierenden groflen Datenmengen ableiten kénnen. Mor-
ton et al. beschéftigten sich in [35] mit dem Studium und der Verfeinerung
von sogenannten ,,Rank Tests“. Ein Rank Test ist eine Partitionierung der
symmetrischen Gruppe S,,, welche durch eine Abbildung 7 : S,, — 7', von der
symmetrischen Gruppe in eine Menge von Statistiken T, durch (771())er
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induziert wird. Man betrachtet die Permutationen wie gewohnt als Totalord-
nungen. Bildet man nun fiir jedes feste ¢ € 7" den Durchschnitt aller Totalord-
nungen aus 7 '(¢), erhdlt man eine halbgeordnete Menge. Die Bestimmung
der Anzahl der linearen Erweiterungen dieser halbgeordneten Mengen ist da-
bei von entscheidender Bedeutung fiir die Untersuchung der Statistiken.

7.3 Sortieren

Die wohl naheliegendste Anwendung der Kombinatorik linearer Erweiterun-
gen von endlichen Halbordnungen ist das Sortieren. In Kapitel [6] wurde das
Sortierproblem bereits behandelt: Gegeben ist eine Halbordnung, und es gilt
eine unbekannte lineare Erweiterung dieser zu bestimmen. Ist diese Halbord-
nung trivial, entspricht das Problem dem Sortieren einer Liste von zuféllig an-
geordneten Elementen. Peczarski [40] bestimmte beispielsweise fiir bestimm-
te unsortierte Listen, was die kleinstmogliche Anzahl an Vergleichen ist, die
ausreicht, um diese Listen zu sortieren. Dazu verwendete er einen Algorith-
mus, der die Anzahl der linearen Erweiterungen einer halbgeordneten Menge
bestimmt. Cardinal et al. [I5] entwickelten 2010, aufbauend auf existieren-
den Ergebnissen, effiziente Algorithmen fiir das Sortierproblem, bei dem von
einer meist nicht trivialen Halbordnung ausgegangen wird.

7.4 Préaferenzforschung

Lukasiewicz et al. befassen sich in [32] mit den Priferenzen von allgemein
gehaltenen , Einheiten“. Konkret konnen diese Einheiten etwa Nutzer von
diversen Anwendungen, Einzelpersonen, denen Produkte angeboten werden
oder sonstige Gruppen von Personen, deren Vorlieben von Interesse sind, sein.
Die bekannten Préferenzen werden in Form einer Halbordnung modelliert,
wobei die verschiedenen Priferenzen, daher Relationspaare, unterschiedlich
gewichtet sind. Um die Wahrscheinlichkeiten der unbekannten Préferenzen
zu berechnen, miissen die linearen Erweiterungen der Halbordnung bestimmt
werden.

7.5 KI-Planungssysteme

Planungssysteme von KI bestimmen die Abfolge von Aktionen von beispiels-
weise Software-Agenten, Robotern und unbemannten Fahrzeugen. Muise et
al. [36] befassen sich mit der Abénderung von linearen Planungssystemen in
halbgeordnete Planungssysteme, was einige Verbesserungen mit sich bringen
kann. Die Anzahl der linearen Erweiterungen der auftretenden Halbordnun-
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