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✹✳✶ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ✜✈❡ ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❢♦B @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✹✳✷ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❢♦B @❤❡ ❙ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✹✳✸ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ e✏Φ❼z➁ ❢♦B @❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥

❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✹✳✹ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ♠❡@B✐❝ ❢✉♥❝@✐♦♥ bs❼z➁ " eAs❼z➁ ❢♦B @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✹✳✺ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ Vv❼z➁ ❢♦B @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✹✳✻ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❢♦B @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✹✳✼ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ✜❡❧❞ τ❼z➁ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✹✳✽ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ z " u ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✹✳✾ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ V ❼u➁ ❢♦B @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✹✳✶✵ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❢♦B @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✹✳✶✶ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❢♦B @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✐✐✐



▲✐>< ♦❢ ❚❛❜❧❡>

✷✳✶ ❚❤❡ ❢♦✉B ❧❛✇A ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝A ❛♥❞ @❤❡✐B @❤❡B♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦✉♥@❡B♣❛B@A ✺

✹✳✶ ❋✐❡❧❞ ❝♦♥@❡♥@ ♦❢ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✹✳✷ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F

1⑦2
Vn

♦❢ @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧A ✳ ✳ ✷✾

✹✳✸ ❛❧✉❡A ♦❢ aHVP,LO
µ ❢♦B ❞✐✛❡B❡♥@ ♣❛B❛♠❡@❡B ✜@A ♦❢ @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✹✳✹ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

♦❢ @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❙
♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✺ ❛❧✉❡A ♦❢ aHVP,LO
µ ❢B♦♠ @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ @✇♦ ❣❡♥❡B❛❧✐③❛@✐♦♥A ♦❢ ✐@ ✸✼

✹✳✻ f❛B❛♠❡@❡BA κ ❛♥❞ zm ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ @♦ @❤❡ ❝❤♦A❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛απG2❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✹✳✼ ▼❛AA❡A ♦❢ @❤❡ ✜BA@ A✐① ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡ ❢♦B ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛απG2❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✽ ❘❡A✉❧@A ❢♦B aHVP,LO
µ ❢♦B ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛απG2❢ ❛♥❞ Nf " 2,3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✾ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡AMVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣
❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✶✵ ❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✇✐@❤✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ✹✷

✹✳✶✶ f❛B❛♠❡@❡BA ❢♦B @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧A ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✹✳✶✷ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ♠❛AA❡A ❢♦B @❤❡ ✜BA@ ❡✐❣❤@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ✐♥ @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✹✻
✹✳✶✸ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❡✐❣❤@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ✐♥

@❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✹✳✶✹ ❘❡A✉❧@A ❢♦B aHVP,LO

µ ✉A✐♥❣ @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✶✺ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

♦❢ @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥✲
A❛@✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✶✻ ❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✇✐@❤✐♥ @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✶✼ ❇♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❞❡✜♥❡❞ ❜② @❤❡ ❜B❛♥❡ ❝♦♥✜❣✉B❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦
♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✶✽ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

♦❢ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦
♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✶✾ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✇✐@❤✐♥ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✺✳✶ ❙✉♠♠❛B② ♦❢ ❛❧❧ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✇✐@❤✐♥ @❤❡ ❝♦♥A✐❞❡B❡❞

❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✺✳✷ ❈♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ D✉❛B❦A @♦ aHVP,LO

µ ✉♣ @♦ Nf " 3 ❢B♦♠ ❧❛@@✐❝❡
◗❈❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✸ ❈♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧A @♦ aHVP,LO
µ ✐♥ @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐✈❡

❛♣♣B♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✺✳✹ ❊①♣❡B✐♠❡♥@❛❧❧② ♠❡❛A✉B❡❞ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✐✈



❆❜><@❛❝<

■♥ @❤✐A @❤❡A✐A @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ✭❍f✮ ✐A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✉A✐♥❣ ❛ ✈❛B✐❡@② ♦❢
❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ✭❤◗❈❉✮ ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡ B❡A✉❧@A ❛B❡ @❤❡♥ ✉A❡❞ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B✲
❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aHVP,LO

µ ✳ ❚❤❡A❡
❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ✭A♦♠❡@✐♠❡A ❛❧A♦ ❝❛❧❧❡❞ AdS⑦QCD ♠♦❞❡❧A✮ ❛B❡ ❜❛A❡❞ ♦♥ @❤❡ ❣❛✉❣❡✴❣B❛✈✐@②
❞✉❛❧✐@② ✭@❤❡ ❣❡♥❡B❛❧✐③❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡✮✳ ❙✐♥❝❡ @❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡
♦❢ ◗❈❉ ✐A ♥♦@ ❛❝❝❡AA✐❜❧❡ ✇✐@❤ ♣❡B@✉B❜❛@✐♦♥ @❤❡♦B②✱ ♦♥❡ ✉A✉❛❧❧② ❤❛A @♦ B❡❧② ♦♥ ❧❛@@✐❝❡ ◗❈❉
✭▲◗❈❉✮ ♦B ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✉A✐♥❣ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❞❛@❛ ✭✉A✉❛❧❧② ❝B♦AA A❡❝@✐♦♥A✮✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ @❤❡
▲◗❈❉ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❛♥❞ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❞❛@❛ ❣✐✈❡ ❞✐✛❡B❡♥@ B❡A✉❧@A✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡✱ ✐@ ✐A ✐♥@❡B✲
❡A@✐♥❣ @♦ A❡❡ ✇❤❛@ AdS⑦QCD ♠♦❞❡❧A ♣B❡❞✐❝@ ❢♦B @❤❡ ❍f A✐♥❝❡ @❤❡② ♣B♦✈✐❞❡ @❤❡ ♣♦AA✐❜✐❧✐@②
♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ ♦❜A❡B✈❛❜❧❡A ✐♥ @❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡ ❞✐B❡❝@❧②✳

❇♦@❤ ❝❛@❡❣♦B✐❡A ♦❢ ♠♦❞❡❧A✱ @❤❡ A♦✲❝❛❧❧❡❞ @♦♣✲❞♦✇♥ ♠♦❞❡❧A ✇❤✐❝❤ ❛B❡ ❞✐B❡❝@❧② ❜❛A❡❞ ♦♥
A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ❛♥❞ @❤❡ ❜♦@@♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧A ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✉A❡ @❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛A ❢B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✱
❛B❡ A@✉❞✐❡❞ ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A✳ ❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❜B♦❛❞ ✐♥@B♦❞✉❝@✐♦♥ ✐♥@♦ @❤❡ A✉❜❥❡❝@ ♦❢
❣❛✉❣❡✴❣B❛✈✐@② ❞✉❛❧✐@② ❛♥❞ @❤❡ ♠♦@✐✈❛@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ AdS⑦QCD ✧❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡✧ ❢B♦♠ @❤❡
AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥ ❛ ❞❡@❛✐❧❡❞ ♦✈❡B✈✐❡✇ ♦❢ @❤❡ ❝♦♥❝B❡@❡ ♠♦❞❡❧A ✉A❡❞ ❢♦B @❤❡
❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❍f ✐A ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐A ✐♥❝❧✉❞❡A ❛♠♦♥❣ ♦@❤❡BA @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ✭❙✮ ❛♥❞ @❤❡
❤❛B❞✲✇❛❧❧ ✭❍✮ ♠♦❞❡❧ ❛A ✇❡❧❧ ❛A ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ @❤❡A❡ @✇♦✳ ■♥ ❛❞❞✐@✐♦♥
♠♦B❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧A A✉❝❤ ❛A ❛ ♠♦❞❡❧ ❢B♦♠ @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥✱ @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ❞✐❧❛@♦♥
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ❛B❡ ♣❛B@ ♦❢ @❤✐A A@✉❞②✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡
♥✉♠❡B✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ❍f ❛♥❞ @❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ♠❡A♦♥ A♣❡❝@B✉♠✱ ❝♦♠♣❛B❡ @❤❡♠ ✇✐@❤ ❡❛❝❤
♦@❤❡B ❛♥❞ ❞✐A❝✉AA ♣♦AA✐❜❧❡ ❢✉B@❤❡B ✐♠♣B♦✈❡♠❡♥@A ♦❢ @❤❡ ♠♦❞❡❧A✳

✈



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥<>

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ @♦ @❤❛♥❦ ❆♥@♦♥ ❘❡❜❤❛♥ ❢♦B A✉♣❡B✈✐A✐♥❣ @❤✐A @❤❡A✐A✳ ❆❞❞✐@✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ✇✐A❤ @♦
❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❏♦A❡❢ ▲❡✉@❣❡❜ ❛♥❞ ❏♦♥❛A ▼❛❣❡B ❢♦B ♣B♦♦❢B❡❛❞✐♥❣ ♠② @❤❡A✐A ❛♥❞ @❤❡✐B ♥✉♠❡B♦✉A
B❡❢❡B❡♥❝❡A @♦ @②♣♦A ❛♥❞ ♦@❤❡B ✐♥❛❝❝✉B❛❝✐❡A✳

✈✐
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■♥<@♦❞✉❝<✐♦♥

✶✳✶ ❆ ❜D✐❡❢ ❤✐B@♦D② ♦❢ ❤♦❧♦❣D❛♣❤②

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦❧♦❣B❛♣❤② ✲ @❤❡ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡B②@❤✐♥❣ ❝♦♥@❛✐♥❡❞ ✇✐@❤✐♥ ❛ A♣❛❝❡@✐♠❡ ❜②
@❤❡ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛@ ✐@A A✉B❢❛❝❡ ✲ ❣♦❡A ❜❛❝❦ @♦ @❤❡ ♣❛A@ ❝❡♥@✉B②✳ ❖B✐❣✐♥❛❧❧② @❤✐A ✐❞❡❛
❝❛♠❡ ❢B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✱ ✇❤✐❝❤ ❛@ ✜BA@ ✇❛A ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ @♦ ❞❡A❝B✐❜❡ @❤❡ A@B♦♥❣ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥@❡♥@✐♦♥ ✇❛A @❤❛@ ❛ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ ♣❛B@✐❝❧❡A ❛A A@B✐♥❣A B❛@❤❡B @❤❛♥ ❛A ♣♦✐♥@A ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ @♦ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ A@B♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛B ❢♦B❝❡ ✶✳ ❚❤❛@ ✇❛A ✐♥ @❤❡ ✶✾✻✵A ❛♥❞ ❡❛B❧② ✼✵A✳
❍♦✇❡✈❡B✱ ✐♥ ✶✾✼✶ ✐❧❝③❡❦✱ ●B♦AA ✷ ❛♥❞ f♦❧✐@③❡B ✸ ❞✐A❝♦✈❡B❡❞ @❤❡ ❛A②♠♣@♦@✐❝ ❢B❡❡❞♦♠ ♦❢
SU❼3➁ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✭♥♦✇❛❞❛②A ❛♥ ✐♠♣♦B@❛♥@ ✐♥❣B❡❞✐❡♥@ ♦❢ ◗❈❉✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇A ♣❡B✲
@✉B❜❛@✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ ♦❜A❡B✈❛❜❧❡A ❛@ ❧❛B❣❡ ❡♥❡B❣✐❡A✳ ❚❤✐A ✐❞❡❛ ❣❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦B❡ A✉✐@❛❜❧❡
❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ A@B♦♥❣ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ ❛♥❞ @❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ❛A ❛ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ @❤❡
A@B♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛B ❢♦B❝❡ ✇❛A ❛❜❛♥❞♦♥❡❞✳ ▲❛@❡B ✐♥ ✷✵✵✹ @❤❡ @❤B❡❡ ♠❡♥ ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❡B❡
❛✇❛B❞❡❞ @❤❡ ◆♦❜❡❧ ♣B✐③❡ ✐♥ ♣❤②A✐❝A ❢♦B @❤❡✐B ❞✐A❝♦✈❡B②✳
❆ ❢❡✇ ②❡❛BA ❧❛@❡B ✐♥ ✶✾✼✹ ●❡B❛B❞ ✬@ ❍♦♦❢@ ✭❛❧A♦ ❜② ♥♦✇ ❛ ◆♦❜❡❧ ❧❛✉B❡❛@❡ ✐♥ ♣❤②A✐❝A✮ ♣✉❜✲
❧✐A❤❡❞ ❤✐A ✇♦B❦ ♦♥ ♣❧❛♥❛B ❞✐❛❣B❛♠A ❢♦B @❤❡ A@B♦♥❣ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ ✹✱ ✇❤❡B❡ ❤❡ ♥♦@✐❝❡❞ @❤❛@ @❤❡
❡①♣❛♥A✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉ ❢♦B ❛ ❧❛B❣❡ ♥✉♠❜❡B ♦❢ ❝♦❧♦BA Nc ✐A ✈❡B② A✐♠✐❧❛B @♦ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✳ ■♥ @❤❡
A❛♠❡ ②❡❛B ❙❝❤❡B❦ ❡@ ❛❧✳ ✺ ♥♦@✐❝❡❞ @❤❛@ ❡✈❡B② A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ♥❛@✉B❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡A ❛ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥
♦❢ ❣B❛✈✐@② ❛♥❞ ❢✉B@❤❡B @❤❛@ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥A✐❞❡B❡❞ ❛A ❛ @❤❡♦B② ♦❢ D✉❛♥@✉♠ ❣B❛✈✲
✐@②✳ ❆@ @❤❡ A❛♠❡ @✐♠❡ ❍❛✇❦✐♥❣ ❡@ ❛❧✳ ♣✉❜❧✐A❤❡❞ ❛ ♣❛♣❡B ♦♥ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝A✱ A@❛@✐♥❣
@❤❛@ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡A ❝❛♥ ❜❡ ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② ❢♦✉B ❧❛✇A ✈❡B② A✐♠✐❧❛B @♦ @❤❡ ❧❛✇A ♦❢ @❤❡B♠♦❞②♥❛♠✐❝A
✻✳ ❚❤✐A ❞✐A❝♦✈❡B② ❢♦B♠❡❞ @❤❡ ❜❛A✐A ♦❢ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♣B✐♥❝✐♣❧❡✱ A✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐B❡❝@❧②
❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢B♦♠ ✐@✱ @❤❛@ @❤❡ ❡♥@B♦♣② ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐A ♣B♦♣♦B@✐♦♥❛❧ @♦ ✐@A A✉B❢❛❝❡ ❛B❡❛ B❛@❤❡B
@❤❛♥ ✐@A ✈♦❧✉♠❡ ✼✳ ❆❧A♦✱ A@✐❧❧ ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ②❡❛B✱ ❑❡♥♥❡@❤ ✐❧A♦♥ ♣B♦♣♦A❡❞ ❧❛@@✐❝❡ ◗❈❉
❛♥❞ A❤♦✇❡❞ @❤❛@ D✉❛B❦A ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ @❤B♦✉❣❤ A@B✐♥❣A ✽✳ ❚❤❡A❡ ❞✐A❝♦✈❡B✐❡A✱ ❡A♣❡❝✐❛❧❧②
@❤❡ ❧❛A@ ♦♥❡✱ ❜B♦✉❣❤@ @❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉A✐♥❣ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ❛A ❛ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉ ❜❛❝❦ ✐♥ @❤❡
❣❛♠❡✳

❋❛A@ ❢♦B✇❛B❞✐♥❣ @♦ @❤❡ ❡❛B❧② ✶✾✾✵A ●❡B❛B❞ @✬ ❍♦♦❢@ ✾ ❛♥❞ ▲❡♦♥❛B❞ ❙✉AA❦✐♥❞ ✶✵ ✜BA@ ❝❛♠❡
✉♣ ✇✐@❤ @❤❡ ✐❞❡❛ @❤❛@ ♦♥❡ ♠✐❣❤@ ❜❡ ❛❜❧❡ @♦ ❞❡A❝B✐❜❡ @❤❡ ♣❤②A✐❝A ♦❢ ❛ d✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ✉♥✐✈❡BA❡
❡♥@✐B❡❧② ❜② @❤❡ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ✐@A ❼d ✏ 1➁✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛B②✳ ❆ ❢❡✇ ②❡❛BA
❧❛@❡B ✐♥ ✶✾✾✼ ✲ @❤❡ ♣B♦❜❛❜❧② ♠♦A@ ✐♠♣♦B@❛♥@ ②❡❛B ❢♦B ❤♦❧♦❣B❛♣❤② A♦ ❢❛B ✲ ❣B♦✉♥❞❜B❡❛❦✐♥❣
❞✐A❝♦✈❡B✐❡A ✇❡B❡ ♠❛❞❡✳ ❋✐BA@ f♦❧②❛❦♦✈ ❝❛♠❡ @♦ @❤❡ ❝♦♥❝❧✉A✐♦♥ @❤❛@ ♦♥❡ A❤♦✉❧❞ ✉A❡ ❛ ✜✈❡
❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝@ AdS ❧✐❦❡ A♣❛❝❡ ❢♦B A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐♥ ♦B❞❡B @♦ ♦❜@❛✐♥ ❛ ❝♦♥A✐A@❡♥@
@❤❡♦B② ✇❤✐❝❤ ✐A ❢✉B@❤❡B ❞✉❛❧ @♦ ❛ ✜❡❧❞ @❤❡♦B② ❧✐❦❡ ◗❈❉ ✶✶✳ ❚❤❡♥ ❧❛@❡B @❤❛@ A❛♠❡ ②❡❛B ❏✉❛♥

✶



✷ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉

▼✳ ▼❛❧❞❛❝❡♥❛ ♣✉❜❧✐A❤❡❞ ❤✐A ❢❛♠♦✉A ♣❛♣❡B ✧❚❤❡ ▲❛B❣❡ ◆ ▲✐♠✐@ ♦❢ ❙✉♣❡B❝♦♥❢♦B♠❛❧ ❋✐❡❧❞
❚❤❡♦B✐❡A ❛♥❞ ❙✉♣❡B❣B❛✈✐@②✧ ✶✷✱ ✇❤❡B❡ ❤❡ ❣✐✈❡A ❛ ❝♦♥❝B❡@❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦B ❛ ❞✉❛❧✐@② ❜❡@✇❡❡♥
❛ ❝❡B@❛✐♥ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐♥ AdS A♣❛❝❡@✐♠❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❢♦B♠❛❧❧② ✐♥✈❛B✐❛♥@ ✜❡❧❞ @❤❡♦B② ✭CFT ✮✳
❚♦❞❛② @❤✐A ✐A ❦♥♦✇♥ ❛A AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ✭♦B A♦♠❡@✐♠❡A ▼❛❧❞❛❝❡♥❛ ❞✉❛❧✐@②✮ ❛♥❞
✐A @❤❡ ♠♦A@ ❝✐@❡❞ ♣❛♣❡B ✐♥ @❤❡ ❤✐A@♦B② ♦❢ @❤❡♦B❡@✐❝❛❧ ♣❤②A✐❝A ✇✐@❤ ❛♣♣B♦①✐♠❛@❡❧② 20,000
❝✐@❛@✐♦♥A✳ ❆ ❢❡✇ ♠♦♥@❤A ❧❛@❡B ✐♥ ✶✾✾✽ ❊❞✇❛B❞ ✐@@❡♥ ✇❛A @❤❡ ✜BA@ ✇❤♦ ♥♦@✐❝❡❞ @❤❛@ @❤✐A
✐A ♣B❡❝✐A❡❧② @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❞✉❛❧✐@② ♣B♦♣♦A❡❞ ❜② ❙✉AA❦✐♥❞ ✶✸✳ ◆✉♠❡B♦✉A ♦@❤❡B ❝♦♥❝B❡@❡
❡①❛♠♣❧❡A ♦❢ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❞✉❛❧✐@✐❡A ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ A✐♥❝❡ @❤❡♥✳ ❖♥❡ ♦❢ @❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛@✉B❡A ♦❢
@❤❡A❡ ❞✉❛❧✐@✐❡A ✐A @❤❛@ @❤❡② ❡♥❛❜❧❡ ✉A @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ♦♥ @❤❡ ✜❡❧❞ @❤❡♦B②
A✐❞❡ ❜② ❝♦♥A✐❞❡B✐♥❣ @❤❡ ♦♥ A❤❡❧❧ ❛❝@✐♦♥ ♦♥ @❤❡ AdS A✐❞❡✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦B❡ ❝♦♥❝B❡@❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥@✐❢②

@❤❡ ❣❡♥❡B❛@✐♥❣ ❢✉♥❝@✐♦♥❛❧ ✐♥ @❤❡ ❡①♣♦♥❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♣❛B@✐@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ Z ✁φ❼0➁✝ " e✏W ✁φ❼0➁✝ ✇✐@❤
@❤❡ ♦♥✲A❤❡❧❧ A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ❛❝@✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛@❡❞ ✉♥❞❡B ❝❡B@❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A✳

W ✁φ❼0➁✝ " ❙+✉❣,❛ gφ✆❙limz!0❼φ❼z,x➁zΔ✏d➁!φ❼0➁❼x➁ . ✭✶✳✶✮

❚❤✐A ♣B♦✈✐❞❡A @❤❡ ♣♦AA✐❜✐❧✐@② @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ♦❢ ❛ A@B♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ CFT
❜② ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✉❛❧ @❤❡♦B②✳ ❋♦B ♠♦B❡
❞❡@❛✐❧A A❡❡ ❝❤❛♣@❡B ✷ ✭♥♦@❡ @❤❛@ ✐♥ @❤❡ A@B♦♥❣❡B ❢♦B♠ ♦❢ @❤❡ ❞✉❛❧✐@② ♦♥❡ ❞✐B❡❝@❧② ✐❞❡♥@✐✜❡A
@❤❡ ♣❛B@✐@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❈❋❚ ❛♥❞ @❤❡ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✮✳ ❊✈❡♥ @❤♦✉❣❤ @❤❡B❡ ✐A ♥♦ B✐❣♦B♦✉A
♣B♦♦❢ ♦❢ @❤❡ ❞✉❛❧✐@②✱ @❤❡B❡ ✐A ❛ @B❡♠❡♥❞♦✉A ❛♠♦✉♥@ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ @❤❛@ ✐@ A❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦BB❡❝@✳

✶✳✷ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦❧♦❣D❛♣❤✐❝ ◗❈❉

❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ @❤❡ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉ ✇✐@❤ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐A ♥♦@ ❛ ♥❡✇ ✐❞❡❛✳ ■@ ❜❡❣❛♥
❜② ♥♦@✐❝✐♥❣ @❤❛@ ✢✉① @✉❜❡A ✭✐❧A♦♥ ❧✐♥❡A✮ ❛B❡ ♦❜❥❡❝@A ❜❡❤❛✈✐♥❣ ✈❡B② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ A@B✐♥❣A✳ ❙♦
@❤❡ ✐❞❡❛ ❝❛♠❡ ✉♣ @♦ ❞❡A❝B✐❜❡ ◗❈❉ ✇✐@❤ ✢✉① @✉❜❡A B❡❛❧✐③❡❞ ❜② A@B✐♥❣A ❛A ❜❛A✐❝ ♦❜❥❡❝@A✳
❇B✐❡✢② ❛❢@❡B ▼❛❧❞❛❝❡♥❛ ♣✉❜❧✐A❤❡❞ ❤✐A ✜BA@ ♣❛♣❡B ♦♥ AdS⑦CFT ✱ ✐@@❡♥ ✇❛A @❤❡ ✜BA@ @♦
♣B♦♣♦A❡ ❛ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❛♣♣B♦❛❝❤ @♦ ◗❈❉ ✐♥ ✶✸✳ ❚❤✐A ✐❞❡❛ ❤❛A ❜❡❡♥ ❢✉B@❤❡B ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
@❤❡ ✶✾✾✾ B❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡B ♦❢ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ✶✹✳ ❆❢@❡B @❤❛@ ❛ ❜B♦❛❞ ✈❛B✐❡@② ♦❢
♠♦❞❡❧A ❤❛A ❜❡❡♥ ♣B♦♣♦A❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡B❛❧ ♦♥❡ ❞✐A@✐♥❣✉✐A❤❡A ❜❡@✇❡❡♥ @❤❡ A♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦@@♦♠✲✉♣
❛♥❞ @♦♣✲❞♦✇♥ ♠♦❞❡❧A ✶✺✳

❚♦♣✲❞♦✇♥ ♠♦❞❡❧A ❛B❡ ❞✐B❡❝@❧② ❜❛A❡❞ ♦♥ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ❛♥❞ ❝♦♥A@B✉❝@❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉A❧② @♦ @❤❡
AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉❧@✐♠❛@❡ ❣♦❛❧ ♦❢ A✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ @♦ ✜♥❞ ❛ ✇❡❛❦❧②
❝♦✉♣❧❡❞ @❤❡♦B② ❡①❛❝@❧② ❞✉❛❧ @♦ ◗❈❉✳ ❙♦ ❢❛B ♥♦❜♦❞② ❤❛A ❢♦✉♥❞ A✉❝❤ ❛ @❤❡♦B②✱ ❞❡A♣✐@❡ ♥✉✲
♠❡B♦✉A ❛@@❡♠♣@A✱ ❜✉@ @❤❡B❡ ❛B❡ ♠❛♥② @❤❡♦B✐❡A @❤❛@ ❝❛♥ ❞❡A❝B✐❜❡ ❝❡B@❛✐♥ ❢❡❛@✉B❡A ♦❢ ◗❈❉ ✐♥
❝❡B@❛✐♥ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡A ✈❡B② ✇❡❧❧✳ ❖♥❡ ♦❢ @❤❡♠ ✐A @❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙❛❦❛✐ ❛♥❞ ❙✉❣✐♠♦@♦ ✶✻✱ ✶✼
❞✐A❝✉AA❡❞ ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✼✳

❇♦@@♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧A ♦♥ @❤❡ ♦@❤❡B ❤❛♥❞ ❛B❡ ♠♦❞❡❧A ✇❤❡B❡ ♦♥❡ ♦♥❧② @❛❦❡A A♦♠❡ ❦❡② ❢❡❛@✉B❡A
♦❢ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✳ ❊AA❡♥@✐❛❧❧② ♦♥❡ @B✐❡A @♦ ❣✉❡AA @❤❡ ❝♦BB❡❝@ ❞✉❛❧ @❤❡♦B② ♦❢ ◗❈❉✳ ❚❤❡B❡
❛B❡ ♠❛♥② ❜♦@@♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧A ✇❤✐❝❤ ♣B♦✈✐❞❡ B❡A✉❧@A ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣B❡❡♠❡♥@ ✇✐@❤ ❡①♣❡B✐♠❡♥@✳
❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧A ❛B❡ ❢♦B ❡①❛♠♣❧❡ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ✶✽ ❛♥❞ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✶✾ @♦ ♥❛♠❡ ♦♥❧②
@✇♦✳ ❆❝@✉❛❧❧② ❛❧❧ ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐A❝✉AA ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✹✱ ❡①❝❡♣@ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦
♠♦❞❡❧✱ ❛B❡ ❜♦@@♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧A✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ A♦♠❡ ♦❢ @❤❡♠✱ A✉❝❤ ❛A @❤❡ AdS⑦QCD ♠♦❞❡❧ ❢B♦♠
@❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥ ♦❢ ❑✐B✐@A✐A ❡@ ❛❧✳ ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ❛B❡ ✈❡B② ♠✉❝❤ ❜❛A❡❞ ♦♥ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✱
❜✉@ ♥♦@ ❞✐B❡❝@❧② ♦❜@❛✐♥❡❞ ❢B♦♠ @❤❡ ❧❛@@❡B✳ ❆❧A♦ @❤❡B❡ ❛B❡ ❛ ❧♦@ ♦❢ ♠♦❞❡❧A ✇❡ ❞♦ ♥♦@ ❞✐A❝✉AA



❈❤❛♣@❡B ✶✳ ■♥@B♦❞✉❝@✐♦♥ ✸

✐♥ ❞❡@❛✐❧ ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A✱ ❛A ❢♦B ❡①❛♠♣❧❡ ✷✸✳

❆A ✐♥ @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ @❤❡ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡✱ @❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥@ ❢♦B @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢
♦❜A❡B✈❛❜❧❡A ♦♥ @❤❡ ◗❈❉ A✐❞❡ ♦❢ @❤❡ AdS⑦QCD ♠♦❞❡❧A ✐A @❤❛@ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥
❢✉♥❝@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ A@B♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❣❛✉❣❡ @❤❡♦B② ✭❤❡B❡ ◗❈❉✮ ❜② ✐❞❡♥@✐❢②✐♥❣ @❤❡ ❣❡♥❡B❛@✐♥❣
❢✉♥❝@✐♦♥❛❧ ✇✐@❤ @❤❡ ❞✉❛❧ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛❝@✐♦♥✳ ❋♦B @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ @❤✐A ♠❡❛♥A
@❤❛@ ❝exp❿❙ ddx❖φ❼0➁➄❤

QCD
" e✏❙dual ❚

limz!0❼φ❼z,x➁zΔ✏d➁!φ❼0➁❼x➁ , ✭✶✳✷✮

A✉❝❤ @❤❛@ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ❢♦B ❡①❛♠♣❧❡ @❤❡ A❡❝♦♥❞ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✷✮ @♦ ♦❜@❛✐♥ @❤❡
@✇♦✲♣♦✐♥@ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢@ ❤❛♥❞ A✐❞❡ ✐A @❤❡♥ ♣❡B ❞❡✜♥✐@✐♦♥ @❤❡ @✇♦✲♣♦✐♥@
❝♦BB❡❧❛@♦B ❛♥❞ ♦♥ @❤❡ B✐❣❤@ ❤❛♥❞ A✐❞❡ ✇❡ ❛B❡ ❧❡❢@ ✇✐@❤ @❤❡ A❡❝♦♥❞ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢
@❤❡ ❞✉❛❧ @❤❡♦B②✳

✶✳✸ ❚❤❡ ❍T ✐♥ ❤◗❈❉

❆A @❤❡ @✐@❧❡ ♦❢ @❤❡ @❤❡A✐A A✉❣❣❡A@A✱ ♦✉B ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐A @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠
♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ✭❍f✮ ✉A✐♥❣ ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ ❢✉B@❤❡B A@✉❞② @❤❡✐B ♣B❡❞✐❝@✐♦♥A ❢♦B @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠
♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ❛@ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ✐A ❞❡@❡B♠✐♥❡❞ ❜② @❤❡ @✇♦✲♣♦✐♥@ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡
❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐❝ ❝✉BB❡♥@

i❙ d4xeiqx ❛0 ❚TJaµ
V ❼x➁Jbν

V ❼0➁❚0❢ " δab ❽q2ηµν ✏ qµqν➂ΠV ❽✏q2➂ . ✭✶✳✸✮

■♥ ♦✉B ❤◗❈❉ ♣✐❝@✉B❡ @❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ❡✈❛❧✉❛@❡ @❤❡ A❡❝♦♥❞ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❞✉❛❧
❛❝@✐♦♥ Sdual ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ A♦✉B❝❡ V a

µ ♦❢ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❝✉BB❡♥@ Jaµ
V

δ2Sdual gVµ✆
δV a

µ ❼✏q➁δV b
ν ❼q➁ " i❙ d4xeiqx ❛0 ❚TJaµ

V ❼x➁Jbν
V ❼0➁❚0❢ . ✭✶✳✹✮

❚❤✐A ✐A ♥♦@ ❛ @B✐✈✐❛❧ @❛A❦ @♦ ❞♦✱ ❛A ✇❡ ✇✐❧❧ A❡❡ ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✹ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ❡①♣❧✐❝✐@ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A✳

✶✳✹ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉B ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aµ

●✐✈❡♥ @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ΠV ❽✏q2➂ ✐@ ✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣

♦B❞❡B ✭▲❖✮ ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aHVP,LO
µ ✳

❆A ✇❡ ✇✐❧❧ A❤♦✇ ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✸✱ aµ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❢B♦♠ @❤❡ ✈❡B@❡① ❢✉♥❝@✐♦♥ ❜② ✉A✐♥❣ @❤❡
♣B♦❥❡❝@✐♦♥ @❡❝❤♥✐D✉❡A✳ ❚❤❡ B❡❧❡✈❛♥@ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣B❛♠ ✐A ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✶✳✶✳ ✐@❤ ❛ ❢❡✇
♣❛❣❡A ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡B✐✈❡ ❛♥ ✐♥@❡❣B❛❧ ✇❤❡B❡ ✇❡ ❥✉A@ ❤❛✈❡ @♦ ♣❧✉❣ ✐♥ ΠV ❽✏q2➂ ✐♥
♦B❞❡B @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ aµ✳

aHVP,LO
µ " ❿α

π
➄2❙ ➟

0
dK2f ❽K2➂ Π̂ ❽K2➂ ✭✶✳✺✮

■♥ ✭✶✳✺✮ ✇❡ ✐♥@❡❣B❛@❡ ♦✈❡B @❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠♦♠❡♥@✉♠ K2✳ f ❽K2➂ ✐A ❛♥ ❛♥❛❧②@✐❝ ❢✉♥❝@✐♦♥

❛♥❞ Π̂ ❽K2➂ ❞❡♣❡♥❞A ♦♥❧② ♦♥ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ΠV ❽✏q2➂✱ ❜♦@❤ ❛B❡ ❡①♣❧✐❝✐@❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥
A❡❝@✐♦♥ ✸✳✷✳



✹ ✶✳✺✳ ❖✈❡B✈✐❡✇

❋✐❣✉B❡ ✶✳✶✿ ▲❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣B❛♠ ✷✹✳

❚❤❡ B❡❛A♦♥ ✇❤② ✐@ ✐A ✐♥@❡B❡A@✐♥❣ @♦ A❡❡ ✇❤❛@ B❡A✉❧@A ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ♣B♦✈✐❞❡ ❢♦B @❤❡ ▲❖
❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ aµ ✐A @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐BA@ ♦❢ ❛❧❧ @❤❡B❡ ✐A A@✐❧❧ ❛ ❞✐A❝B❡♣❛♥❝② ❜❡@✇❡❡♥
@❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧❧② ♠❡❛A✉B❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ aµ ❛♥❞ @❤❡ @❤❡♦B❡@✐❝❛❧ ♣B❡❞✐❝@✐♦♥A✱ ❛@ @❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
3.7σ ✷✺✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡A@ ✉♥❝❡B@❛✐♥@✐❡A ♦♥ @❤❡ A✐❞❡ ♦❢ @❤❡ @❤❡♦B❡@✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❛B❡ ❢B♦♠
@❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A✳ ❆ ❜✐❣ ♣❛B@ ♦❢ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ❛B❡ @❤❡ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A
❢B♦♠ @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛@ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ✐♥ @❤✐A
@❤❡A✐A✳ ❈✉BB❡♥@❧② @❤❡B❡ ✐A ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞✐A❝✉AA✐♦♥ ♦♥ @❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ aHVP,LO

µ ✳ ❘❡❝❡♥@ ❧❛@@✐❝❡
❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✷✻ ♣B♦✈✐❞❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐A ✐♥ ❜❡@@❡B ❛❣B❡❡♠❡♥@ ✇✐@❤ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❞❛@❛
@❤❛♥ @❤❡ ❜❡A@ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✉A✐♥❣ ❞✐A♣❡BA✐♦♥ B❡❧❛@✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❝B♦AA A❡❝@✐♦♥ ❞❛@❛✳
▼♦B❡ ✐♠♣♦B@❛♥@❧② @❤❡② ♠❛♥❛❣❡❞ @♦ A❤B✐♥❦ @❤❡ ❡BB♦B ❜❛B @♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❛B❛❜❧❡ ✇✐@❤ @❤❡
❞✐A♣❡BA✐✈❡ ❛♣♣B♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ @❤❡② ❤❛❞ @♦ ❝♦BB❡❝@ @❤❡✐B ✐♥✐@✐❛❧❧② ♣B♦✈✐❞❡❞ B❡A✉❧@ ✐♥ ❛♥
✉♣❞❛@❡❞ ✈❡BA✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♣❛♣❡B ✇❤✐❝❤ ❜B✐♥❣A @❤❡ ♣B❡❞✐❝@❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦✉@ ♦❢ @❤❡ ✧♥♦ ♥❡✇ ♣❤②A✐❝A
❛B❡❛✧✱ ❜✉@ ✐@ ✐A A@✐❧❧ ❝❧♦A❡B @♦ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ✈❛❧✉❡ @❤❛♥ @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✉A✐♥❣
❝B♦AA A❡❝@✐♦♥ ❞❛@❛✳ ▼♦B❡♦✈❡B✱ @❤❡B❡ ❛B❡ A@✐❧❧ ✉♥B❡A♦❧✈❡❞ ❞✐A❝B❡♣❛♥❝✐❡A ❜❡@✇❡❡♥ ❞✐✛❡B❡♥@ ❛♣✲
♣B♦❛❝❤❡A ✇✐@❤✐♥ ❧❛@@✐❝ ◗❈❉ ✷✼✳ ❙♦ ✐@ ✐A ♥♦@ ♦♥❧② ✐♥@❡B❡A@✐♥❣ @♦ A❡❡ ✇❤❛@ ❤◗❈❉ ②✐❡❧❞A ❢♦B
@❤✐A ✈❛❧✉❡ ❜❡❝❛✉A❡ @❤❡ ❞✐A❝B❡♣❛♥❝② ♦❢ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❛♥❞ @❤❡♦B❡@✐❝❛❧ B❡A✉❧@ ❝♦✉❧❞ ♣♦AA✐❜❧②
❜❡ ❛ ❤✐♥@ ❢♦B ♥❡✇ ♣❤②A✐❝A✱ ❜✉@ ❛❧A♦ ✐♥ ♦B❞❡B @♦ A❡❡ ✇❤❛@ ✐@ ❝❛♥ ❝♦♥@B✐❜✉@❡ @♦ @❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣
❞✐A❝✉AA✐♦♥ ♦♥ @❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ aHVP,LO

µ ✳

❋♦B ♠♦B❡ ❞❡@❛✐❧A ♦♥ @❤❡ ❝✉BB❡♥@ ✈❛❧✉❡A ♦❢ aµ ❛♥❞ aHVP,LO
µ ❢B♦♠ ❜♦@❤ ❡①♣❡B✐♠❡♥@ ❛♥❞ @❤❡♦B②

A❡❡ A❡❝@✐♦♥ ✸✳✶✳

✶✳✺ ❖✈❡D✈✐❡✇

❚❤✐A @❤❡A✐A ✐A ♦B❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ■♥ ❝❤❛♣@❡B ✷ ✇❡ B❡✈✐❡✇ @❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣@A
❧❡❛❞✐♥❣ @♦ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉✳ ❙@❛B@✐♥❣ ❢B♦♠ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♣B✐♥❝✐♣❧❡ ✇❡ @B② @♦ ❝♦✈❡B ❡✈✲
❡B②@❤✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ @♦ ✉♥❞❡BA@❛♥❞ @❤❡ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ @❤❡♥ ❛❧A♦ @❤❡ ❤◗❈❉
♠♦❞❡❧A✳ ■♥ ❝❤❛♣@❡B ✸ @❤❡ ❝✉BB❡♥@ A@❛@✉A ♦❢ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥
✐A ❞✐A❝✉AA❡❞✳ ❆❧A♦ ❛ A❦❡@❝❤ ♦❢ @❤❡ ❞❡B✐✈❛@✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝@ ✐♥@❡❣B❛❧ ❢♦B♠✉❧❛ ❢♦B aHVP,LO

µ ✐A
♣B❡A❡♥@❡❞✳ ■♥ ❝❤❛♣@❡B ✹✱ @❤❡ ❝♦B❡ ♣❛B@ ♦❢ @❤✐A @❤❡A✐A✱ ✈❛B✐♦✉A ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛B❡ ♣B❡A❡♥@❡❞
❛♥❞ @❤❡ ❍f ✐A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❡①♣❧✐❝✐@❧②✳ ❆@ @❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ A❡❝@✐♦♥ ✇❡ A✉♠♠❛B✐③❡ @❤❡ B❡✲
A✉❧@✐♥❣ ♠❡A♦♥ A♣❡❝@B❛ ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ♣B❡❞✐❝@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO

µ ✳ ■♥ @❤❡ ❧❛A@ ❝❤❛♣@❡B✱
❝❤❛♣@❡B ✺✱ ✇❡ A✉♠♠❛B✐③❡ ❛❧❧ ♦✉B B❡A✉❧@A ❛♥❞ ❝♦♠♣❛B❡ @❤❡♠ ✇✐@❤ @❤❡ ♣B❡❞✐❝@✐♦♥A ❢B♦♠ ♦@❤❡B
❛♣♣B♦❛❝❤❡A✳ ❆❧A♦ ♣♦AA✐❜❧❡ ✐♠♣B♦✈❡♠❡♥@A ❛B❡ ❞✐A❝✉AA❡❞ @❤❡B❡✳ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜B✐❡❢
♦✈❡B✈✐❡✇ ♦❢ @❤❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥A ♦❢ ❛ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣B♦❜❧❡♠ ✐♥@♦ @❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♥♦B♠❛❧
❢♦B♠✳



❈❤❛♣*❡, ✷

●❛✉❣❡✴●@❛✈✐<② ❞✉❛❧✐<②

✷✳✶ ❚❤❡ ❤♦❧♦❣D❛♣❤✐❝ ♣D✐♥❝✐♣❧❡

■♥ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ❛ ❜B✐❡❢ ♦✈❡B✈✐❡✇ ♦❢ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♣B✐♥❝✐♣❧❡ ❜❛A❡❞ ♦♥ ✼ ❛♥❞ ✷✽ ✐A ❣✐✈❡♥✳
❇❛A✐❝❛❧❧② @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♣B✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♥A@B❛✐♥A @❤❡ ❡♥@B♦♣② S ✭❛♥❞ @❤❡B❡❢♦B❡ @❤❡ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥✮
♦❢ ❛ ✜♥✐@❡ ✈♦❧✉♠❡  ✐♥ A♣❛❝❡@✐♠❡✳ ❚❤✐A ❜♦✉♥❞ ✐A ❝❛❧❧❡❞ @❤❡ ❇❡❦❡♥A@❡✐♥ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐A
♣B♦♣♦B@✐♦♥❛❧ @♦ @❤❡ A✉B❢❛❝❡ ❛B❡❛ A ♦❢ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ∂V ♦❢ @❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ✳ ❚❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@
❛❧❧ @❤❡ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ V ❝❛♥ ❛❝@✉❛❧❧② ❜❡ ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② ❥✉A@ ❛A ♠✉❝❤ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥
❛A ❝❛♥ ✜@ ♦♥ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B②✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥@ ♦❢ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥ ✐A ❞❡@❡B♠✐♥❡❞ ❜② @❤❡ ♥✉♠❜❡B ♦❢
♠✐❝B♦A@❛@❡A✳ ❖♥❡ ❝❛♥ @❤❡B❡❢♦B❡ A❛② @❤❛@ @❤❡ ❞❡❣B❡❡A ♦❢ ❢B❡❡❞♦♠ ♦❢ ❛ @❤❡♦B② ✐♥ @❤❡ ❜✉❧❦ ❛B❡
A✉✣❝✐❡♥@❧② ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② @❤❡ ❞❡❣B❡❡A ♦❢ ❢B❡❡❞♦♠ ❛@ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B②✳ ❋♦B @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ❧❡@ ✉A A❡@
❛❧❧ ❝♦♥A@❛♥@A @♦ ✉♥✐@② dh " G " c " k " 1. ✭✷✳✶✮

❚♦ ♠♦@✐✈❛@❡ @❤✐A A@❛@❡♠❡♥@ ❧❡@ ✉A B❡❝❛♣✐@✉❧❛@❡ @❤❡ ❢♦✉B ❧❛✇A ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝A ❛♥❞
@❤❡✐B @❤❡B♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦✉♥@❡B♣❛B@A ✐♥ @❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ B✐❣❤@ ❤❛♥❞ A✐❞❡ ♦❢ @❤❡ @❛❜❧❡ A❤♦✉❧❞

❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝A @❤❡B♠♦❞②♥❛♠✐❝A

0th κ " ❝♦♥A@✳ T " ❝♦♥A@✳
1st δM "

κ
8π δA ✔ ✇♦B❦ @❡B♠A δE " TδS ✔ ✇♦B❦ @❡B♠A

2nd δA ❈ 0 δS ❈ 0

3rd κ" 0 ✐♠♣♦AA✐❜❧❡ T " 0 ✐♠♣♦AA✐❜❧❡

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❢♦✉B ❧❛✇A ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝A ❛♥❞ @❤❡✐B @❤❡B♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦✉♥@❡B♣❛B@A✳

❜❡ ❝❧❡❛B✳ ❚❤❡ ❧❡❢@ ❤❛♥❞ A✐❞❡ A@❛@❡A ❢B♦♠ @♦♣ @♦ ❜♦@@♦♠ @❤❛@ @❤❡ A✉B❢❛❝❡ ❣B❛✈✐@② ✐A ❝♦♥A@❛♥@
❢♦B ❛ A@❛@✐♦♥❛B② ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱ @❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛AA ✐A B❡❧❛@❡❞ @♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ @❤❡ A✉B❢❛❝❡ ❛B❡❛
✇❤✐❝❤ ❛❧✇❛②A ❤❛A @♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛@✐✈❡ ❛♥❞ ❧❛A@❧② @❤❛@ @❤❡ A✉B❢❛❝❡ ❣B❛✈✐@② ❝❛♥♥♦@ ✈❛♥✐A❤✳
❈♦♠♣❛B✐♥❣ @❤❡ @✇♦ A❡@A ♦❢ ❧❛✇A ✇❡ A❡❡ @❤❛@ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❢♦B♠❛❧❧② ✐❞❡♥@✐❢② @❤❡ A✉B❢❛❝❡ ❣B❛✈✐@②
κ ✇✐@❤ @❤❡ @❡♠♣❡B❛@✉B❡ T ✱ @❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ A✉B❢❛❝❡ ❛B❡❛ A ✇✐@❤ @❤❡ ❡♥@B♦♣② S✱ ❛♥❞ @❤❡ ❜❧❛❝❦
❤♦❧❡ ♠❛AA M ✇✐@❤ @❤❡ ❡♥❡B❣② E✳ ❚❤❡ ❧❛A@ ♦♥❡ ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ @B✉❡ ❛A E " M ✐♥ ♦✉B ✉♥✐@A✳
❚❤❡ ❧❛✇A ❛❜♦✈❡ ❛B❡ ♦❢ ❝♦✉BA❡ ♦♥❧② @B✉❡ ❢♦B ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡A ❛♥❞ ♥♦@ ❢♦B ❛B❜✐@B❛B② A②A@❡♠A✳ ❚❤❡
❇❡❦❡♥A@❡✐♥ ❡♥@B♦♣② ❜♦✉♥❞ ♥♦✇ A@❛@❡A @❤❛@

S ❇
A

4
. ✭✷✳✷✮

✺



✻ ✷✳✷✳ ❆♥@✐✲❞❡ ❙✐@@❡B A♣❛❝❡

❋♦B @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ A❤♦✇ @❤❛@ SBH "
A
4 ✭@❤❡ ❝♦♥A@❛♥@ 1

4 ✐A ✜①❡❞ ❛❢@❡B
❝♦♥A✐❞❡B❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❍❛✇❦✐♥❣ @❡♠♣❡B❛@✉B❡ T "

κ
2π ✮✳ ❚❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐A @❤❡

A@❛@❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ A@♦B❡❞ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦@❤❡B A②A@❡♠A ❝♦♥@❛✐♥ ❧❡AA ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥✳

■♥ ❛♥ ♦♣@✐❝❛❧ ❤♦❧♦❣B❛♠ @❤❡ ✐♥❢♦B♠❛@✐♦♥ A@♦B❡❞ ♦♥ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ A✉B❢❛❝❡ ♣B❡@❡♥❞A @♦ ❜❡
3✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧✳ ❆❝❝♦B❞✐♥❣ @♦ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♣B✐♥❝✐♣❧❡ A♦♠❡@❤✐♥❣ A✐♠✐❧❛B A❤♦✉❧❞ ❛❧A♦ ❜❡
@B✉❡ ❢♦B ♦✉B B❡❛❧ ✇♦B❧❞✳ ❚❤✐A ✐A ✇❤❡B❡ @❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❞✉❛❧✐@✐❡A ❝♦♠❡A ✐♥@♦ ♣❧❛②✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐A @❤❛@ ❛ @❤❡♦B② ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ❛ d✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❜✉❧❦ ✐A B❡❧❛@❡❞ @♦ ❛♥♦@❤❡B @❤❡♦B② ❛@ ✐@A❼d ✏ 1➁✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛B②✳ ❚❤✐A ✐A ❡①❛❝@❧② ✇❤❛@ ✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ A@✉❞② ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A✳

✷✳✷ ❆♥@✐✲❞❡ ❙✐@@❡D B♣❛❝❡

❚❤❡ n✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❆♥@✐✲❞❡ ❙✐@@❡B A♣❛❝❡✱ ♦B A❤♦B@ AdSn A♣❛❝❡✱ ✐A ♦❢ ❣B❡❛@ ✐♠♣♦B@❛♥❝❡ ❢♦B
❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ A❤♦B@ ♦✈❡B✈✐❡✇ ♦❢ ✐@A ❣❡♦♠❡@B② ✐♥ @❤✐A A✉❜A❡❝✲
@✐♦♥ ❜② A@❛@✐♥❣ A♦♠❡ ♦❢ ✐@A ♠♦A@ ✐♠♣♦B@❛♥@ ❢❛❝@A ❜❛A❡❞ ♦♥ ✷✾✳ ❚❤❡ AdS ♠❡@B✐❝ ❞❡A❝B✐❜❡A
❛ A♣❛❝❡@✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐A ♠❛①✐♠❛❧❧② A②♠♠❡@B✐❝ ❛♥❞ ❤❛A ❝♦♥A@❛♥@ ♥❡❣❛@✐✈❡ ❝✉B✈❛@✉B❡✳ ❆A A✉❝❤
✐@ ✐A ❛ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❊✐♥A@❡✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥A ✇✐@❤ ♥❡❣❛@✐✈❡ ❝♦A♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥A@❛♥@ Λ ❅ 0

Rµν ✏
1

2
Rgµν ✔Λgµν " 8πTµν , Tµν ✁ 0, ✭✷✳✸✮

✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ✇❛② ❛A ▼✐♥❦♦✇A❦✐ A♣❛❝❡@✐♠❡ ✐A ❛ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❊✐♥A@❡✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥A ✭✷✳✸✮ ❢♦B
✈❛♥✐A❤✐♥❣ ❝♦A♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥A@❛♥@ Λ " 0✳ ❆ ♠❛①✐♠❛❧❧② A②♠♠❡@B✐❝ A♣❛❝❡@✐♠❡ ✇✐@❤ Λ ❆ 0 ✐A
❝❛❧❧❡❞ ❞❡ ❙✐@@❡B A♣❛❝❡✱ ♦B A❤♦B@ dS A♣❛❝❡✳ ●❧♦❜❛❧ AdS A♣❛❝❡ ✇✐@❤ AdS✲B❛❞✐✉A ▲ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②
@❤❡ ♠❡@B✐❝

ds2 " L2 ❽✏ cosh2 ρdτ2 ✔ dρ2 ✔ sinh2 ρdΩ2
Sd✏2➂ ρ ❃ R✔, τ ❃ g0,2π✆. ✭✷✳✹✮

❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝❧♦A❡❞ @✐♠❡✲❧✐❦❡ ❝✉B✈❡A ♦♥❡ ✉A✉❛❧❧② @❛❦❡A @❤❡ ✉♥✐✈❡BA❛❧ ❝♦✈❡B ✇❤❡B❡ τ ❃ R✳ ❋♦B @✇♦
❞✐♠❡♥A✐♦♥A @❤❡ A♣❛❝❡@✐♠❡ ✭AdS2✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ✢❛@ ✸✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ R1,2 A♣❛❝❡@✐♠❡
❜② ❞❡✜♥✐♥❣

X0
" L coshρ cos τ

X1
" L sinhρ

X2
" L coshρ sin τ.

✭✷✳✺✮

❋♦B ❛ A❝❤❡♠❛@✐❝ ♣✐❝@✉B❡ A❡❡ ✜❣✉B❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ♠❡@B✐❝ ♦❢ R1,2 ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

ds2 " ✏ ❽dX0➂2 ✔ ❽dX1➂2 ✏ ❽dX2➂2 . ✭✷✳✻✮

❆A ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛A✐❧② ❝❤❡❝❦ A✉❜A@✐@✉@✐♥❣ ✭✷✳✺✮ ✐♥@♦ ✭✷✳✻✮ ❣✐✈❡A ❜❛❝❦ @❤❡ AdS ♠❡@B✐❝ ♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥
✭✷✳✹✮✳ ❆❝@✉❛❧❧② @❤❡ A✐@✉❛@✐♦♥ ✐A ❡✈❡♥ ♠♦B❡ ❣❡♥❡B❛❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②A ❡♠❜❡❞ ❛♥AdS A♣❛❝❡@✐♠❡
✐♥ ❛ ▼✐♥❦♦✇A❦✐ A♣❛❝❡@✐♠❡ ✇✐@❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥A✐♦♥ ❤✐❣❤❡B ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ♠❛♥♥❡B ❛A ✐♥ ✭✷✳✻✮ ❢♦B
❛B❜✐@B❛B② ❞✐♠❡♥A✐♦♥A✱ ❜✉@ ✐@ ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ ♦♥❧② ♣♦AA✐❜❧❡ @♦ ❞B❛✇ ✐@ ❢♦B @❤B❡❡ ❞✐♠❡♥A✐♦♥A ❛A ✐♥
♦✉B ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙♦♠❡@✐♠❡A ✭✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A ♠♦A@ ♦❢ @❤❡ @✐♠❡✮ @❤❡AdSd ♠❡@B✐❝ ✐♥ @❤❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡A
♦❢ ✭✷✳✹✮ ✐A ♥♦@ @❤❡ ♠♦A@ ✉A❡❢✉❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥✳
❍❡B❡ ✇❡ ❥✉A@ ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡A ♦❢ @❤❡ AdSd ♠❡@B✐❝ ✐♥ ❞✐✛❡B❡♥@ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡A ✇✐@❤♦✉@
❡①♣❧✐❝✐@❧② ❞❡B✐✈✐♥❣ @❤❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ tan θ " sinhρ ❣✐✈❡A @❤❡ ♠❡@B✐❝ ♦❢
@❤❡ ❊✐♥A@❡✐♥ A@❛@✐❝ ✉♥✐✈❡BA❡

ds2 "
L2

cos2 θ
❽✏dτ2 ✔ dθ2 ✔ sin2 θdΩ2

d✏2➂ . ✭✷✳✼✮



❈❤❛♣@❡B ✷✳ ●❛✉❣❡✴●B❛✈✐@② ❞✉❛❧✐@② ✼

❋✐❣✉B❡ ✷✳✶✿ AdS2 ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R1,2 ✷✾✳

❆❧A♦✱ @❤❡B❡ ✐A @❤❡ ♣♦AA✐❜✐❧✐@② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡@❡❧② ❞✐✛❡B❡♥@ ♣❛B❛♠❡@❡B✐③❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ AdSd A♣❛❝❡✲
@✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ Rd✏1,2 ❣✐✈❡♥ ❜②

X0
"
L2

2r
➀1 ✔ r2

L4
❽8x2 ✏ t2 ✔L2➂➅

X i
"
rxi

L
❢♦B i ❃ ➌1, . . . , d ✏ 2➑

Xd✏1
"
L2

2r
➀1 ✔ r2

L4
❽8x2 ✏ t2 ✏L2➂➅

Xd
"
rt

L
,

✭✷✳✽✮

B❡A✉❧@✐♥❣ ✐♥ @❤❡ ♠❡@B✐❝

ds2 "
L2

r2
dr2 ✔

r2

L2
❼ηµνdxµdxν➁ , xµ ❃ Rd✏2,1, r ❃ R✔. ✭✷✳✾✮

❚❤✐A ♠❡@B✐❝ ✐A ❛❧A♦ ❝❛❧❧❡❞ @❤❡ f♦✐♥❝❛BG ♣❛@❝❤ ♦❢ ❆❞❙✳ ◆♦@❡ @❤❛@ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦✈❡B ❤❛❧❢ ♦❢ @❤❡
AdS A♣❛❝❡@✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉A❡ r ❆ 0✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛B② ♦❢ @❤✐A A♣❛❝❡@✐♠❡ ✐A ❧♦❝❛@❡❞ ❛@
r "➟✳ ▼❛❦✐♥❣ ❢✉B@❤❡B @❤❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ z " L2

r ❣✐✈❡A

ds2 "
L2

z2
❽dz2 ✔ ηµνdx

µdxν➂ , ✭✷✳✶✵✮

✇✐@❤ @❤❡ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛B② ❛@ z " 0✳ ◆♦@❡ @❤❛@ ✐@ ❧♦♦❦A ❧✐❦❡ @❤✐A ♠❡@B✐❝ ✐A A✐♥❣✉❧❛B ❛@
z " 0✳ ❚❤✐A ✐A ❤♦✇❡✈❡B ♥♦@ ❛ B❡❛❧ A✐♥❣✉❧❛B✐@②✳ ❚❤❡ ❝✉B✈❛@✉B❡ ♦❢ @❤✐A ♠❡@B✐❝ ✐A ❝♦♥A@❛♥@
❛♥❞ ♥❡❣❛@✐✈❡ ❢♦B @❤❡ ✇❤♦❧❡ A♣❛❝❡@✐♠❡✳ ❆A ❛ ❧❛A@ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧A♦ ♠❛❦❡ @❤❡
A✉❜A@✐@✉@✐♦♥ z " exp❼✏ r

L➁ A✉❝❤ @❤❛@ ✇❡ ♦❜@❛✐♥

ds2 " dr2 ✔L2e2r⑦Lηµνdxµdxν , ✭✷✳✶✶✮

✇✐@❤ @❤❡ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛B② ❛❣❛✐♥ ❛@ r " ➟✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ @❤❡A❡ AdS ♠❡@B✐❝A ♠✐❣❤@ ❜❡
✉A❡❢✉❧ ✐♥ ♦♥❡ ♦B @❤❡ ♦@❤❡B ✇❛②✳ ◆♦@❡ @❤❛@ ❤❡B❡ ✭❛♥❞ ❛❧A♦ ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ A❡❝@✐♦♥A ♦❢ @❤✐A
❝❤❛♣@❡B✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉A❡❞ @❤❡ ♠❡@B✐❝ ❝♦♥✈❡♥@✐♦♥ ✇✐@❤ ♥❡❣❛@✐✈❡ @❡♠♣♦B❛❧ ❛♥❞ ♣♦A✐@✐✈❡ A♣❛@✐❛❧
A✐❣♥A ηµν " diag❼✏1,1, . . . ,1➁✱ A✐♥❝❡ ♠♦A@ ♦❢ @❤❡ ❧✐@❡B❛@✉B❡ ♦♥ ❣❡♥❡B❛❧ B❡❧❛@✐✈✐@② ✉A❡A @❤✐A
❝♦♥✈❡♥@✐♦♥✳ ▲❛@❡B✱ ❛A ❢♦B ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉A❡ ♠❛✐♥❧② @❤❡ ♦@❤❡B ❝♦♥✈❡♥@✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐A ♠♦B❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉A❡❞ ✐♥ ♣❛B@✐❝❧❡ ♣❤②A✐❝A✳ ❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡♥@✐♦♥ ✐A ✉A❡❞ ✐A ❛❧✇❛②A
A@❛@❡❞ ❝❧❡❛B❧② ✇❤❡♥ ♥❡❝❡AA❛B② @♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉A✐♦♥✳ ❆❧A♦ ✐♥ ♠♦A@ ♦❢ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✇❡ ❞♦
✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A ✐@ ✇✐❧❧ ♥♦@ ♠❛@@❡B ❛♥②✇❛②✳



✽ ✷✳✸✳ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B②

✷✳✸ ❛♥❣✲▼✐❧❧B @❤❡♦D②

❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✐A ❛ ❣❡♥❡B❛❧✐③❛@✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐A♠ @♦ ❛ @❤❡♦B② ♦❢ ✐♥@❡B❛❝@✐♥❣ A♣✐♥✲✶
✜❡❧❞A✳ ❆ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✇✐@❤♦✉@ ❛❞❞✐@✐♦♥❛❧ ♠❛@@❡B ✐A A♦♠❡@✐♠❡A B❡❢❡BB❡❞ @♦ ❛A ♣✉B❡
A♣✐♥✲✶ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✸✵✳ ❚♦ ❣❡♥❡B❛❧✐③❡ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐A♠ ✇❡ ❛❧@❡B @❤❡ ❣❛✉❣❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧
Aµ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐❝ @❡♥A♦B Fµν " ∂µAν ✏ ∂νAµ ❜② ✐♥@B♦❞✉❝✐♥❣ ▲✐❡ ❣B♦✉♣A✳ ❡ ❞❡✜♥❡ @❤❡
▲✐❡✲❛❧❣❡❜B❛ ✈❛❧✉❡❞ ❣❛✉❣❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ ❜②

Aµ " Aa
µT

a ✭✷✳✶✷✮

❛♥❞ ❢✉B@❤❡B @❤❡ ▲✐❡✲❛❧❣❡❜B❛ ✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞ A@B❡♥❣@❤ ❜②

Fµν " ∂µAν ✏ ∂νAµ ✏ i gAµ,Aν✆ . ✭✷✳✶✸✮

Aa
µ ❞❡A❝B✐❜❡A ❛ A✐♥❣❧❡ A♣✐♥ ✶ ✜❡❧❞ ✇✐@❤ @❤❡ ✐♥❞❡① a " 1, . . . ,❞✐♠G✱ ✇❤❡B❡ ❞✐♠G ✐A @❤❡

❞✐♠❡♥A✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ▲✐❡ ❣B♦✉♣ ✭@❤❡ ♥✉♠❜❡B ♦❢ ✐@A ❣❡♥❡B❛@♦BA T a✮✳ ❡ ❝❤♦♦A❡ @❤❡ ❣❡♥❡B❛@♦BA
A✉❝❤ @❤❛@

Tr➍T aT b➒ " 1

2
δab ❛♥❞ ✁T a, T b✝ " ifabcT c. ✭✷✳✶✹✮

▼❛@@❡B ✜❡❧❞A ❛B❡ B❡♣B❡A❡♥@❡❞ ❜② A♦♠❡ A♣✐♥♦B ✜❡❧❞ ψ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡A @♦ @❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞A ✈✐❛
@❤❡ ❝♦✈❛B✐❛♥@ ❞❡B✐✈❛@✐✈❡

❉µψ " ∂µψ ✏ iAµψ. ✭✷✳✶✺✮

■♥ @❤❡ ❛❞❥♦✐♥@ B❡♣B❡A❡♥@❛@✐♦♥✱ ✇❤❡B❡ @❤❡ ❞✐♠❡♥A✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❣B♦✉♣ ❞✐♠G ❛♥❞ @❤❡ ❞✐♠❡♥A✐♦♥
♦❢ ✐@A B❡♣B❡A❡♥@❛@✐♦♥ ❞✐♠R ❛B❡ ❡D✉❛❧✱ @❤❡ ❝♦✈❛B✐❛♥@ ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ❛❝@✐♥❣ ♦♥ φ " φaT a ❝❛♥ ❜❡
✇B✐@@❡♥ ❛A

❉µφ " ∂µφ ✏ i gAµ, φ✆ . ✭✷✳✶✻✮

♥❞❡B ❣❛✉❣❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥A ✇✐@❤ Ω❼x➁ ❃ G @❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞A ❛♥❞ @❤❡ ✜❡❧❞ A@B❡♥❣@❤ @B❛♥A✲
❢♦B♠ ❛❝❝♦B❞✐♥❣ @♦

Aµ " Ω❼x➁AµΩ
✏1❼x➁ ✔ iΩ❼x➁∂µΩ✏1❼x➁ ✭✷✳✶✼✮

❛♥❞
Fµν " Ω❼x➁FµνΩ

✏1❼x➁. ✭✷✳✶✽✮

❚❤❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✇✐@❤♦✉@ ♠❛@@❡B ✜❡❧❞A ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

SYM " ✏
1

2g2YM
❙ d4xTr➌FµνFµν➑ " ✏ 1

4g2YM
❙ d4xFµνaF a

µν , ✭✷✳✶✾✮

✇✐@❤ @❤❡ ❛♥❣✲▼✐❧❧A ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥A@❛♥@ gYM✳ ❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ❛B❡ @❤❡
♥♦♥✲❆❜❡❧✐❛♥ ❣❡♥❡B❛❧✐A❛@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡D✉❛@✐♦♥A ❣✐✈❡♥ ❜②

❉µF
µν
"0

❉µ
❺Fµν

"0.
✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ D✉❡A@✐♦♥ ❛B✐A❡A ✇❤❡@❤❡B ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡B❛❧✐③❡ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ ✐♥ ❛ ✇❛② A✉❝❤ @❤❛@ ✐@ ✐A
A@✐❧❧ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛B✐❛♥@ ❛A ✇❡❧❧ ❛A ▲♦B❡♥@③ ✐♥✈❛B✐❛♥@✳ ■❢ ✇❡ ❛❧A♦ ✐♠♣♦A❡ @❤❡ B❡A@B✐❝@✐♦♥ @❤❛@ @❤❡
♣♦✇❡B ♦❢ Aµ ✐♥ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ A❤♦✉❧❞ ♥♦@ ❜❡ ❤✐❣❤❡B @❤❛♥ 4 ✭A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✐A D✉❛❞B❛@✐❝ ✐♥
✜❡❧❞ A@B❡♥❣@❤A✮ @❤❡B❡ ✐A ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦AA✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛@❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞✱ @❤❡ A♦ ❝❛❧❧❡❞ @❤❡@❛ @❡B♠

Sθ "
θ

16π2 ❙ d4xTr➌❺FµνFµν➑ . ✭✷✳✷✶✮



❈❤❛♣@❡B ✷✳ ●❛✉❣❡✴●B❛✈✐@② ❞✉❛❧✐@② ✾

■❢ θ ❞❡♣❡♥❞A ♦♥ @❤❡ A♣❛❝❡@✐♠❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡A ✐@ ❤❛A @♦ ❜❡ ✇B✐@@❡♥ ✐♥A✐❞❡ @❤❡ ✐♥@❡❣B❛❧✳ ■@ ✐A @❤❡♥
❝❛❧❧❡❞ @❤❡ ❛①✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧@❡B @❤❡ ♣✉B❡ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ❜② ❛❞❞✐♥❣
♠❛@@❡B ✜❡❧❞A @♦ @❤❡ ❛❝@✐♦♥✳ ❋♦B A❝❛❧❛B ✜❡❧❞ @❤✐A ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ @❤❡ @❡B♠

Sscalar " ❙ d4x❉µφ
❸
❉

µφ ✏ V ❼φ➁ ✭✷✳✷✷✮

@♦ @❤❡ ❛❝@✐♦♥✳ ❍❡B❡ V ❼φ➁ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛AA @❡B♠A ♣B♦♣♦B@✐♦♥❛❧ @♦ φ2 ❛A ✇❡❧❧ ❛A φ4 ✐♥@❡B❛❝✲
@✐♦♥A✳ ❋❡B♠✐♦♥A ❝❛♥ ❜② ❛❞❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐@✐♦♥❛❧ @❡B♠ ♦❢ @❤❡ ❢♦B♠

S❢❡,♠✐♦♥ " ❙ d4xiψ̄ ⑦Dψ ✏mψ̄ψ. ✭✷✳✷✸✮

■❢ ✇❡ @❛❦❡ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ ✇✐@❤ @❤❡ A②♠♠❡@B② ❣B♦✉♣ SU❼3➁ ❛♥❞ ❛❞❞ A✐① ❢❡B♠✐♦♥A ✭@❤❡
D✉❛B❦A✮ ✇✐@❤ @❤❡ ❝♦BB❡❝@ ❝❤❛B❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥A@❛♥@ ❛♥❛❧♦❣♦✉A @♦ ✭✷✳✷✸✮ ✇❡ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ @❤❡♦B②
♦❢ ◗❈❉✳

✷✳✹ ◆ ! 4 ❙✉♣❡D ❛♥❣✲▼✐❧❧B @❤❡♦D② ✐♥ ✸✰✶ ❞✐♠❡♥B✐♦♥B

■♥ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡B✈✐❡✇ ♦❢ @❤❡ ♠♦A@ ✐♠♣♦B@❛♥@ ❢❛❝@A ♦❢ ◆ " 4 ❙✉♣❡B ❛♥❣✲
▼✐❧❧A ✭❙▼✮ @❤❡♦B②✳ ❍❡B❡ ◆ " 4 B❡❢❡BA @♦ @❤❡ ♥✉♠❜❡B ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥@ A✉♣❡BA②♠♠❡@B✐❡A✳
❆ A✉♣❡BA②♠♠❡@B② ✐A ❛ A②♠♠❡@B② @❤❛@ @B❛♥A❢♦B♠A ♣❤②A✐❝❛❧ ❇♦A❡ ✜❡❧❞A ✐♥@♦ ♣❤②A✐❝❛❧ ❋❡B♠✐
✜❡❧❞A ✸✶✳ ❆A @❤❡ ✜BA@ ♣❛B@ ♦❢ @❤✐A ❝❤❛♣@❡B✱ ❛❧A♦ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ✐A ❤❡❛✈✐❧② ❜❛A❡❞ ♦♥ ✷✾✳ ❚♦
❝♦♥A@B✉❝@ @❤❡ ▲❛❣B❛♥❣✐❛♥ ❢♦B A✉❝❤ ❛ @❤❡♦B② ❜❛A❡❞ ♦♥ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A A❡❝@✐♦♥✱ ✇❡ A@❛B@ ❜②
@❛❦✐♥❣ @❤❡ ♣✉B❡ ❛♥❣✲▼✐❧❧A ❛❝@✐♦♥ @❡B♠A ✭✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✶✮ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛ @❡B♠ ❢♦B ❢♦✉B ♠❛AA❧❡AA
❡②❧ ❢❡B♠✐♦♥A λa

α❼x➁ ✇✐@❤ a " 1,2,3,4 @♦ @❤❡ ▲❛❣B❛♥❣✐❛♥✳

▲Weyl " ✏iλ̄
aσ̄µDµλa ✭✷✳✷✹✮

♥❞❡B @❤❡ A✉♣❡BA②♠♠❡@B② @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ @❤❡A❡ ❢❡B♠✐♦♥ ✜❡❧❞A A❤♦✉❧❞ @B❛♥A❢♦B♠ ✐♥@♦ ❜♦A♦♥✐❝
✜❡❧❞A ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡BA❛✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ ❛❧A♦ @❤❡ ❞❡❣B❡❡A ♦❢ ❢B❡❡❞♦♠ ♦❢ @❤❡ ❜♦A♦♥✐❝ ❛♥❞ ❢❡B♠✐♦♥✐❝
✜❡❧❞A ✐♥ @❤❡ @❤❡♦B② ❤❛✈❡ @♦ ♠❛@❝❤✳ ❙✐♥❝❡ A♦ ❢❛B @❤❡ ♦♥❧② ❜♦A♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ✐A @❤❡ ✈❡❝@♦B ❣❛✉❣❡
✜❡❧❞ Aµ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ❛❞❞ ❢✉B@❤❡B ✜❡❧❞A✳ ■♥ @❤✐A ❝❛A❡ ✇❡ ❛❞❞ A✐① B❡❛❧ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞A φi❼x➁ ✇✐@❤
i " 1, . . . ,6 @♦ @❤❡ ▲❛❣B❛♥❣✐❛♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣

▲Scalar " ✏◗
i

Dµφ
iDµφi. ✭✷✳✷✺✮

◆♦@❡ @❤❛@ ✐♥ @❤✐A ❝❛A❡ ✇❡ ✉A❡ @❤❡ ❞❡✜♥✐@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❝♦✈❛B✐❛♥@ ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ♦❢ @❤❡ ❢♦B♠ Dµ "

∂µ  ✔i gAµ, ✆ ❛A ❞❡A❝B✐❜❡❞ ✐♥ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A A❡❝@✐♦♥✳ ❆❧A♦✱ ✇❡ ✇❛♥@ ❛❧❧ @❤♦A❡ ✜❡❧❞A @♦ ✭A❡❧❢✲✮
✐♥@❡B❛❝@ ✇✐@❤ @❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ A@B❡♥❣@❤ gYM✳ ❚❤✐A ❝❛♥ ❜❡ B❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ @❡B♠A
✭❛❞❞✐@✐♦♥❛❧❧② @♦ @❤❡ ♥❛@✉B❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ @❡B♠A✮ ✐♥ @❤❡ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ♦❢ @❤❡
❢♦B♠

▲int " gYM ◗
a,b,i

Cab
i λa ✁φi, λb✝ ✔ gYM ◗

a,b,i

C̄iabλ̄
a ✁φi, λ̄b✝ ✔ g2YM

2
◗
i,j

✁φi, φj✝2 ✭✷✳✷✻✮

@♦ @❤❡ ▲❛❣B❛♥❣✐❛♥✳ ❍❡B❡ Cab
i ❛B❡ @❤❡ ❈❧❡❜A❝❤✲●♦B❞❛♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥@A @❤❛@ ❝♦✉♣❧❡ @❤❡ ❡②❧

❢❡B♠✐♦♥A @♦ @❤❡ B❡❛❧ A❝❛❧❛BA✳ ❙♦ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ♣✉@ @♦❣❡@❤❡B ❛❧❧ @❤❡ @❡B♠A ❛♥❞ ♦❜@❛✐♥ @❤❡
❢✉❧❧ ▲❛❣B❛♥❣✐❛♥ ❢♦B @❤❡ A✉♣❡BA②♠♠❡@B✐❝ ◆ " 4 ❙✉♣❡B ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✐♥ ✸✰✶ ❞✐♠❡♥A✐♦♥A

▲
◆!4
SYM " Tr➀✏ 1

2g2YM

FµνF
µν
✔

θ

16π2
❻FµνF

µν
✏ iλ̄aσ̄µDµλa ✏◗

i

Dµφ
iDµφi

✔gYM ◗
a,b,i

Cab
i λa ✁φi, λb✝ ✔ gYM ◗

a,b,i

C̄iabλ̄
a ✁φi, λ̄b✝ ✔ g2YM

2
◗
i,j

✁φi, φj✝2➇➉ .
✭✷✳✷✼✮



✶✵ ✷✳✺✳ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡

❚❤❡ ✈❛B✐❛❜❧❡ θ ❝❛♥ ❜❡ A❡@ @♦ ③❡B♦ A✐♥❝❡ @❤❡ @❡B♠A ♣B♦♣♦B@✐♦♥❛❧ @♦ ✐@ ❛B❡ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞❛B② @❡B♠A✳
❚❤✐A ▲❛❣B❛♥❣✐❛♥ ✭✷✳✷✼✮ ✐A ✐♥✈❛B✐❛♥@ ✉♥❞❡B @❤❡ A✉♣❡BA②♠♠❡@B② @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥A ❣✐✈❡♥ ❜②

δ�φ
i
" $αaC

iabλαb

δ�λβb " F✔

µv$αb ❼σµv➁αβ ✔ ✁φi, φj✝ $βa ❼Cij➁ab
δ�λ̄

b
β̇
" C ab

i $αa σ̄
µ

αβ̇
Dµφ

i

δ�Aµ " $αa ❼σµ➁ β
α λa

β̇
,

✭✷✳✷✽✮

✇✐@❤ F✔

µν "
1
2 ❼Fµν ✔

❻Fµν➁✳ ❚❤✐A @❤❡♦B② ✐A B❡♥♦B♠❛❧✐③❛❜❧❡ A✐♥❝❡ @❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥A@❛♥@ ✐A
❞✐♠❡♥A✐♦♥❧❡AA ❛♥❞ ✐@ ✐A ❝♦♥❢♦B♠❛❧❧② ✐♥✈❛B✐❛♥@ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥A @❤❛@ ✐@A ❜❡@❛ ❢✉♥❝@✐♦♥ ✈❛♥✐A❤❡A
@♦ ❛❧❧ ♦B❞❡BA ♦❢ ♣❡B@✉B❜❛@✐♦♥ @❤❡♦B②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ A②♠♠❡@B② ❣B♦✉♣ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜② SO❼4,2➁✳
✷✳✺ AdS⑦CFT ❝♦DD❡B♣♦♥❞❡♥❝❡

■♥ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦@✐✈❛@❡ @❤❡ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣B♦♣♦A❡❞ ❜② ▼❛❧❞❛❝❡♥❛ ✶✷
❜❛A❡❞ ♦♥ ✸✷ ❛♥❞ ✷✾✳ ■♥ ✐@A A@B♦♥❣❡A@ ❢♦B♠ @❤❡ ❝♦♥❥❡❝@✉B❡ A@❛@❡A @❤❛@ ◆ " 4 SU❼N➁ ❙✉♣❡B
❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✐♥ ✸✰✶ ❞✐♠❡♥A✐♦♥A ✇✐@❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ gYM ✐A ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦ @②♣❡
■■❇ A✉♣❡BA@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐♥ 9✔1 ❞✐♠❡♥A✐♦♥A ♦♥ AdS5✕S

5 ✇✐@❤ A@B✐♥❣ ❧❡♥❣@❤ ls "
➸
α➐✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣

gs✱ ❝✉B✈❛@✉B❡ B❛❞✐✉A L ❛♥❞ N ✉♥✐@A ♦❢ F❼5➁ ✢✉① ♦♥ S5✳ ❆A ✇❡ ✇✐❧❧ A❡❡ @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA ♦❢
@❤❡ @✇♦ @❤❡♦B✐❡A ❛B❡ ✐❞❡♥@✐✜❡❞ A✉❝❤ @❤❛@

g2YM " 4πgs

g2YMN " L4⑦α2.
✭✷✳✷✾✮

❚❤✐A ❝♦♥❥❡❝@✉B❡ ✐A ❛ ❝♦♥❝B❡@❡ B❡❛❧✐③❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♣B✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡A❝B✐❜❡❞ ✐♥ A❡❝@✐♦♥
✷✳✶✱ A✐♥❝❡ @❤❡ ❞❡❣B❡❡A ♦❢ ❢B❡❡❞♦♠ ♦❢ @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ @❤❡♦B② ✐♥ AdS ❛B❡ ♠❛♣♣❡❞ @♦ ❛ ❢♦✉B
❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ ✜❡❧❞ @❤❡♦B② ✭CFT ✮ ❧✐✈✐♥❣ ♦♥ ✐@A ❝♦♥❢♦B♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛B②✳ ❇❡❢♦B❡ ✇❡
❝❛♥ ✉♥❞❡BA@❛♥❞ @❤✐A ❞✉❛❧✐@② ✐♥ ♠♦B❡ ❞❡@❛✐❧ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ✉♥❞❡BA@❛♥❞ ❉✲❜B❛♥❡A✳

❉✲❜G❛♥❡E

❉✲❜B❛♥❡A✱ ♦B ♦❢@❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❉p✲❜B❛♥❡A ✇✐@❤ p @❤❡ ♥✉♠❜❡B ♦❢ A♣❛@✐❛❧ ❞✐♠❡♥A✐♦♥A ✐@ ❡①@❡♥❞A
@♦✱ ❛B❡ ♦❜❥❡❝@A ✇❤❡B❡ ♦♣❡♥ A@B✐♥❣A ✇✐@❤ ❝❡B@❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❝❛♥ ❡♥❞✳ ❚❤❡ ❉ ✐♥
❉✲❜B❛♥❡ A@❛♥❞A ❢♦B ❉✐B✐❝❤❧❡@✳ ❚❤❡ A@B✐♥❣A ❛@@❛❝❤❡❞ @♦ ❛ ❉✐B✐❝❤❧❡@ ❜B❛♥❡ ❤❛✈❡ @♦ A❛@✐A❢②
❉✐B✐❝❤❧❡@ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ✐♥ ❛ ❝❡B@❛✐♥ ♥✉♠❜❡B ♦❢ ❞✐B❡❝@✐♦♥A✳ ■♥ @❤❡ ♦@❤❡B ❞✐B❡❝@✐♦♥A
@❤❡② ❤❛✈❡ @♦ A❛@✐A❢② ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A✳ ❋♦B ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ 3✔1 A♣❛❝❡@✐♠❡ ❞✐♠❡♥✲
A✐♦♥A A@B✐♥❣A ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❉2✲❜B❛♥❡ ❛@ x3 " 0 ✭❛ ♣❧❛♥❡✮ ❢✉❧✜❧❧ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A
✐♥ @❤❡ ❞✐B❡❝@✐♦♥A x1 ❛♥❞ x2 ❛A ✇❡❧❧ ❛A ✐♥ @❤❡ @✐♠❡ ❞✐B❡❝@✐♦♥ x0 ❛♥❞ ❉✐B✐❝❤❧❡@ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥✲
❞✐@✐♦♥ ✐♥ @❤❡ x3 ❞✐B❡❝@✐♦♥✳ ■♥@✉✐@✐✈❡❧② @❤✐A ✐A ❝❧❡❛B ❜❡❝❛✉A❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛@ x3 " 0 ✜①❡A @❤❡
x3 ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ♦❢ ❛ A@B✐♥❣ ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐@✳ ■@ ✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞ @♦ ❣❡♥❡B❛❧✐③❡ @❤✐A ❝♦♥❝❡♣@ @♦
❛B❜✐@B❛B② ♥✉♠❜❡BA ♦❢ A♣❛❝❡@✐♠❡ ❞✐♠❡♥A✐♦♥A ❛♥❞ ✈❛❧✉❡A ♦❢ p✳

■♥ @❤❡ ♥❡①@ A✉❜A❡❝@✐♦♥ @❤❡ ♠♦A@ ✐♠♣♦B@❛♥@ ❜B❛♥❡A ❛B❡ ❉✸✲❜B❛♥❡A ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❼9 ✔ 1➁✲
❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ A♣❛❝❡@✐♠❡✳ ❍❡B❡ @❤❡ ♦♣❡♥ A@B✐♥❣A ❛B❡ ❝♦♥A@B❛✐♥❡❞ ❜② ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛B②
❝♦♥❞✐@✐♦♥A ✐♥ x0, x1, x2 ❛♥❞ x3✳ ■♥ @❤❡ ♦@❤❡B ❞✐B❡❝@✐♦♥A x4, x5, x6, x7, x8 ❛♥❞ x9 @❤❡② ❤❛✈❡
@♦ ❢✉❧✜❧❧ ❉✐B✐❝❤❧❡@ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥✳



❈❤❛♣@❡B ✷✳ ●❛✉❣❡✴●B❛✈✐@② ❞✉❛❧✐@② ✶✶

▲♦✇ ❡♥❡G❣② ❧✐♠✐C ❛♥❞ gsN ( 1

❡ ❝♦♥A✐❞❡B @②♣❡ ■■❇ A✉♣❡BA@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐♥ ❼9✔ 1➁✲❞✐♠❡♥A✐♦♥A ✇✐@❤ N ❉3✲❜B❛♥❡A ❛♥❞ @❛❦❡
@❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡B❣② ❧✐♠✐@ ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ❧✐♠✐@ ♦❢ A♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ gsN ( 1✳ ■♥ @❤✐A ❧✐♠✐@ @❤❡ @❤❡♦B②
✐A ❛♣♣B♦♣B✐❛@❡❧② ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② ♠❛AA❧❡AA ♦♣❡♥ A@B✐♥❣A ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ @❤❡ ❉3✲❜B❛♥❡A✳ ❆❝❝♦B❞✐♥❣ @♦
@❤❡✐B @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ♣B♦♣❡B@✐❡A ✉♥❞❡B ✇♦B❧❞✈♦❧✉♠❡ B♦@❛@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❉3✲❜B❛♥❡A✱ @❤❡ ❜♦A♦♥✐❝
♠❛AA❧❡AA ♦♣❡♥ A@B✐♥❣ ❡①❝✐@❛@✐♦♥A ❧♦♥❣✐@✉❞✐♥❛❧ @♦ @❤❡ ❉3✲❜B❛♥❡A ❣✐✈❡ B✐A❡ @♦ ❛ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Aµ

❛♥❞ @❤❡ ❜♦A♦♥✐❝ ♠❛AA❧❡AA ♦♣❡♥ A@B✐♥❣ ❡①❝✐@❛@✐♦♥A @B❛♥A✈❡BA❛❧ @♦ @❤❡ ❉3✲❜B❛♥❡A ❛B❡ ❞❡A❝B✐❜❡❞
❜② A✐① B❡❛❧ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞A φi✳ ❚❤❡ ❛❝@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ♦♣❡♥ A@B✐♥❣A ❛♥❞ @❤❡ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ ♣❛B@ ♦❢ @❤❡
❛❝@✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡B✐✈❡❞ ❢B♦♠ @❤❡ ❉✐B❛❝✲❇♦B♥✲■♥❢❡❧❞ ❛❝@✐♦♥

❙DBI " ✏
1❼2π➁3α➐2gs Tr❙ d4xe✏φ

➺
✏det ❼$gg✆ ✔ 2πα➐F ➁ ✔ ❢❡B♠✐♦♥A, ✭✷✳✸✵✮

✇❤❡B❡ $gg✆µv " gµv ✔ ❼2πα➐➁ ❽gi✔3v∂µφi
✔ gµj✔3∂vφ

j➂ ✔ ❼2πα➐➁2 gi✔3j✔3∂µφi∂νφ
j ✐A @❤❡ ♣✉❧❧✲

❜❛❝❦ ✇✐@❤ @❤❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ❞✐B❡❝@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❉✐B✐❝❤❧❡@ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥ xi✔3 " 2πα➐φi✳
❊①♣❛♥❞✐♥❣ @❤✐A ❛❝@✐♦♥ ❛♥❞ @❛❦✐♥❣ @❤❡ ❧✐♠✐@ α➐ " 0 ✭ls " 0✮ ❣✐✈❡A ❡①❛❝@❧② @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡
SU❼N➁ ◆ " 4 ❙✉♣❡B ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✷✼✮ ✐❢ ✇❡ ✐❞❡♥@✐❢② @❤❡ @✇♦ ❞✐✛❡B❡♥@
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥A@❛♥@A ❜②

4πgs " g2YM. ✭✷✳✸✶✮

❚❤❡ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ ♣❛B@ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧A♦ ❢♦❧❧♦✇ ❢B♦♠ @❤❡ ❉✐B❛❝✲❇♦B♥✲■♥❢❡❧❞
❛❝@✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ ✈❛♥✐A❤❡A ✐♥ @❤✐A ❧✐♠✐@✳ ❚❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦A❡❞ A@B✐♥❣A ❞❡❝♦✉♣❧❡✳
❚❤❡ ❝❧♦A❡❞ A@B✐♥❣A ✐♥ @❤✐A ❧✐♠✐@ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✛❡❝@✐✈❡❧② ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② ✢❛@ A✉♣❡B❣B❛✈✐@②✳

▲♦✇ ❡♥❡G❣② ❧✐♠✐C ❛♥❞ gsN ◗ 1

■♥ @❤✐A ❝❛A❡ @❤❡ N ❉3✲❜B❛♥❡A ❛B❡ ♠❛AA✐✈❡ ❝❤❛B❣❡❞ ♦❜❥❡❝@A A♦✉B❝✐♥❣ @❤❡ A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ✜❡❧❞A
✐♥ ✇❤✐❝❤ @❤❡ ❝❧♦A❡❞ A@B✐♥❣A ♣B♦♣❛❣❛@❡✳ ❍❡B❡ @❤❡ ♦♣❡♥ A@B✐♥❣ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ✐A ♥♦@ ❢❡❛A✐❜❧❡
❜❡❝❛✉A❡ gsN ✐A B❡❧❛@❡❞ ✇✐@❤ @❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦BB❡❝@✐♦♥A ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛A @♦ ❞❡❛❧ ✇✐@❤ @❤❡ A@B♦♥❣❧②
❝♦✉♣❧❡❞ ♦♣❡♥ A@B✐♥❣A✳ ❆♥ ❛♥A❛@③ ❢♦B @❤❡ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ♦❢ A✉♣❡B❣B❛✈✐@②
@❤❛@ ♣B❡A❡B✈❡A @❤❡ SO❼3,1➁ ✕ SO❼6➁ A②♠♠❡@B② ♦❢ R9,1 ✐A

ds2 "H❼r➁✏1⑦2ηµνdxµdxν ✔H❼r➁1⑦2δijdxidxj
C❼4➁ " ❽1 ✏H❼r➁✏1➂dx0 ✱ dx1 ✱ dx2 ✱ dx3 ✔✆

F❼5➁ " dC❼4➁.
✭✷✳✸✷✮

f❧✉❣❣✐♥❣ @❤✐A ✐♥@♦ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ♦❢ ❼9 ✔ 1➁✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ @②♣❡ ■■❇ A✉♣❡B❣B❛✈✐@②
❥gH❼r➁ " 0 ②✐❡❧❞A @❤❡ A♦❧✉@✐♦♥

H❼r➁ " 1 ✔ ❿L
r
➄4 . ✭✷✳✸✸✮

❚❤❡ ❝♦♥A@❛♥@ L ❤❛A @♦ ❜❡ ❞❡@❡B♠✐♥❡❞ ❢B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②

N "
1

2κ210
❙
S5

❻F❼5➁ ✟ L4
" 4πgsNα➐2. ✭✷✳✸✹✮

■♥ @❤❡ ❧✐♠✐@ r "➟ @❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ♠❡@B✐❝ ✐A ❥✉A@ ✢❛@ ❼9✔1➁✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ▼✐♥❦♦✇A❦✐ A♣❛❝❡@✐♠❡✳
■❢ ✇❡ @❛❦❡ @❤❡ ❧✐♠✐@ r " 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐A @❤❡ ❧✐♠✐@ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡B❣✐❡A✱ ✇❡ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ♠❡@B✐❝

ds2 "
r2

L2
ηµνdx

µdxv ✔
L2

r2
δijdx

idxj , ✭✷✳✸✺✮



✶✷ ✷✳✺✳ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡

✇❤✐❝❤ ✐A A✐♠♣❧② AdS5 ✕ S5 A♣❛❝❡@✐♠❡✳ ❆A ✇❡ A❛✇ ❛@ @❤❡ ❡♥❞ ♦❢ A❡❝@✐♦♥ ✷✳✷ ✉♥❞❡B @❤❡
@B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ z " L2

r ✐@ ❝❛♥ ❜❡ ✇B✐@@❡♥ ❛A

ds2 "
L2

z2
❽ηµvdxµdxv ✔ dz2➂ ✔L2ds2S5 . ✭✷✳✸✻✮

▼❛❧❞❛❝❡♥❛✬E ❝♦♥❥❡❝C✉G❡

❡ ♥♦✇ A✉♠♠❛B✐③❡ @❤❡ B❡A✉❧@A ♦❢ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A @✇♦ A❡❝@✐♦♥A✳ ❙@❛B@✐♥❣ ✇✐@❤ N ❉3✲❜B❛♥❡A ✇❡
@♦♦❦ @✇♦ ❞✐✛❡B❡♥@ ❧♦✇ ❡♥❡B❣② ❧✐♠✐@A✳ ■♥ @❤❡ ❧✐♠✐@ ♦❢ gsN ( 1 ✇❡ ✜♥❞ @❤❛@ @❤❡ ♦♣❡♥ A@B✐♥❣A
❛B❡ @❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥@ ♦♥❡A ❛♥❞ @❤❛@ @❤✐A @❤❡♦B② ❞❡A❝B✐❜❡A ◆ " 4 ❙✉♣❡B ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✐♥
3 ✔ 1 ❞✐♠❡♥A✐♦♥A ❛♥❞ @②♣❡ ■■❇ A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ♦♥ R9,1✳ ❚❛❦✐♥❣ ♦♥ @❤❡ ♦@❤❡B ❤❛♥❞ @❤❡ ❧✐♠✐@
gsN ◗ 1 ✇❡ ✜♥❞ @❤❛@ @❤❡ ❝❧♦A❡❞ A@B✐♥❣A ❛B❡ @❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥@ ♦♥❡A✳ ❆A A❤♦✇♥ ✐♥ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A
A❡❝@✐♦♥ @❤✐A ❧❡❛❞A ❡✐@❤❡B @♦ @②♣❡ ■■❇ A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ♦♥ ✢❛@ A♣❛❝❡ ❢♦B r " ➟ ♦B @♦ @②♣❡ ■■❇
A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ♦♥ AdS5 ✕ S5✳

❚❤❡ ❝♦♥❥❡❝@✉B❡ ✐A ♥♦✇ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ■♥ ❜♦@❤ ❧✐♠✐@A @②♣❡ ■■❇ A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ♦♥ ✢❛@ R9,1

A♣❛❝❡@✐♠❡ ✐A ♣B❡A❡♥@ ❛♥❞ ❛❧A♦ ❜♦@❤ ❧✐♠✐@A A❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ A❛♠❡
♣❤②A✐❝A✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ @❤❡ ♦@❤❡B @✇♦ @❤❡♦B✐❡A A❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡D✉✐✈❛❧❡♥@✳ ❚❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@ ◆ " 4
❙✉♣❡B ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✐♥ 3 ✔ 1 ❞✐♠❡♥A✐♦♥ ✐A ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦ @②♣❡ ■■❇ A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ♦♥
AdS5 ✕ S5✳ ■❢ ✇❡ ❢✉B@❤❡B B❡❧❛① @❤❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡B❣✐❡A ✇❡ ✜♥❞ @❤❡ ❡✈❡♥ A@B♦♥❣❡B
A@❛@❡♠❡♥@ @❤❛@ ◆ " 4 ❙✉♣❡B ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✐♥ 3 ✔ 1 ❞✐♠❡♥A✐♦♥ ✐A ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦ @②♣❡
■■❇ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ♦♥ AdS5 ✕ S5✳ ❆ A❦❡@❝❤ ♦❢ @❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐A A❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✷✳✷✳ ❆

❋✐❣✉B❡ ✷✳✷✿ ❙❦❡@❝❤ ♦❢ @❤❡ ❆❞❙✴❈❋❚ ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ✸✷✳



❈❤❛♣@❡B ✷✳ ●❛✉❣❡✴●B❛✈✐@② ❞✉❛❧✐@② ✶✸

❤✐♥@ @❤❛@ @❤✐A ❝♦♥❥❡❝@✉B❡ ✐A ❝♦BB❡❝@ ❝♦♠❡A ❛❧A♦ ❢B♦♠ @❤❡ A②♠♠❡@B✐❡A ♦❢ @❤❡ @✇♦ @❤❡♦B✐❡A✳
❚❤❡ A②♠♠❡@B② ❣B♦✉♣ ♦❢ @❤❡ ◆ " 4 A✉♣❡B ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B② ✐A PSU❼2,2❙4➁✳ ❚❤❡ ✐A♦♠❡@B②
❣B♦✉♣ ♦❢ AdS5 ✐A SO❼4,2➁✱ @❤✐A ❢♦❧❧♦✇A ❢B♦♠ @❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ AdSd ✐♥ Rd✏1,2 ❛A ❞✐A❝✉AA❡❞
✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ✐A♦♠❡@B② ❣B♦✉♣ ♦❢ S5 ❛B❡ @❤❡ B♦@❛@✐♦♥A ✐♥ ✻✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
A♣❛❝❡ ❛❧A♦ ❦♥♦✇♥ ❛A SO❼6➁✳ ❚❤❡ A②♠♠❡@B② ❣B♦✉♣A ♦❢ @❤❡ A♣❛❝❡@✐♠❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐@❤ @❤❡
❜♦A♦♥✐❝ ♣❛B@A ♦❢ @❤❡ A②♠♠❡@B② ❣B♦✉♣ PSU❼2,2❙4➁✱ ✇❤✐❝❤ ❛B❡ SU❼2,2➁ ✂ SO❼4,2➁ ❛♥❞
SU❼4➁ ✂ SO❼6➁✳ ❋✉B@❤❡B A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐♥ AdS5 ✕ S5 ♣B❡A❡B✈❡A @❤❡ PSU❼2,2❙4➁ A②♠♠❡@B②
❛♥❞ @❤❡B❡❢♦B❡ @❤❡ A②♠♠❡@B✐❡A ♦❢ @❤❡ @✇♦ @❤❡♦B✐❡A ❛B❡ ✐❞❡♥@✐❝❛❧✳

❈♦GG❡❧❛C✐♦♥ ❢✉♥❝C✐♦♥E

❍❛✈✐♥❣ ❡A@❛❜❧✐A❤❡❞ @❤❡ ❞✉❛❧✐@② ❜❡@✇❡❡♥ @✇♦ @❤❡♦B✐❡A @❤❡ D✉❡A@✐♦♥ B❛✐A❡A ✇❤❡@❤❡B ✇❡ ❝❛♥
✉A❡ ✐@ ♣B❛❝@✐❝❛❧❧②✳ ❆A ♦♥❡ ♠✐❣❤@ ❣✉❡AA✱ @❤❡ ❛♥A✇❡B @♦ @❤✐A D✉❡A@✐♦♥ ✐A ②❡A✳ ❇✉@ ✐@ ✐A ♥♦@
@B✐✈✐❛❧ @♦ ❞♦ A♦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐A @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❙✐♥❝❡ ❜♦@❤ @❤❡♦B✐❡A ❛B❡ ✐♥✈❛B✐❛♥@ ✉♥❞❡B @❤❡
A❛♠❡ A②♠♠❡@B✐❡A ✐@ A❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦AA✐❜❧❡ @♦ B❡❧❛@❡ @❤❡ ♦♣❡B❛@♦BA ♦❢ @❤❡ CFT A✐❞❡ ✇✐@❤ ✜❡❧❞A
♦❢ @❤❡ AdS A✐❞❡✱ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡② @B❛♥A❢♦B♠ ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ B❡♣B❡A❡♥@❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ A②♠♠❡@B②
❣B♦✉♣✳ ❚❤✐A ❝❛♥ ❜❡ B❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ♦♥❡✲@♦✲♦♥❡ ♠❛♣ ❜❡@✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦A✐@❡ ♦♣❡B❛@♦BA✱ ✇❤✐❝❤ ❛B❡
✐♥✈❛B✐❛♥@ ✉♥❞❡B A②♠♠❡@B② @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥A ✭❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛B✐❛♥@✮ ❛♥❞ ❝❧❛AA✐❝❛❧ ✜❡❧❞A ✐♥ @②♣❡ ■■❇
A✉♣❡B❣B❛✈✐@②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦B A✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡B❛@♦B ❖Δ❼x➁ ✇✐@❤ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ A❝❛❧✐♥❣ ❞✐♠❡♥A✐♦♥
Δ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥② A②♠♠❡@B✐③❡❞ @B❛❝❡ ♦✈❡B Δ ❡❧❡♠❡♥@❛B② A❝❛❧❛B ✜❡❧❞A φi

❖Δ❼x➁ " Str ❽φi1❼x➁φi2❼x➁ . . . φiΔ❼x➁➂ . ✭✷✳✸✼✮

❚❤❡ ❞✉❛❧ ✜❡❧❞A ♦♥ @❤❡ AdS A✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ ❛♥❞ A♦❧✈✐♥❣ @❤❡ ❧✐♥❡❛B✐A❡❞
❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ A✉♣❡B❣B❛✈✐@②✳ ❍❡B❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦@ ❞♦ @❤✐A ✐♥ ❞❡@❛✐❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❥✉A@
A@❛@❡ @❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛A ❛♥❞ B❡A✉❧@A✳ ❋✐BA@ ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦A❡ ❡✈❡B② ✜❡❧❞ ϕ ✐♥ ❛ ♣❛B@ ❧✐✈✐♥❣
♦♥ @❤❡ S5 ❛♥❞ ❛♥ ♦@❤❡B ♦♥❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ AdS5✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉A @♦ A❡♣❛B❛@✐♥❣ B❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛B
❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♣❛B@A ✐♥ ❛ @❤❡♦B② ✐♥ R3✱ ♥❛♠❡❧② ❜② ✐♥@B♦❞✉❝✐♥❣ A♣❤❡B✐❝❛❧ ❤❛B♠♦♥✐❝A✳
❆A ❢♦B S2✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥@B♦❞✉❝❡ A♣❤❡B✐❝❛❧ ❤❛B♠♦♥✐❝A ♦♥ @❤❡ S5✱ ✇❤✐❝❤ A❛@✐A❢② @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧
❡D✉❛@✐♦♥

❥S5 Y I
" ✏

1

L2
l❼l ✔ 4➁Y I . ✭✷✳✸✽✮

A✐♥❣ @❤✐A ✇❡ ❝❛♥ ✇B✐@❡

ϕ ❼x, z,Ω5➁ " ➟

◗
I!0

ϕI❼x, z➁Y I ❼Ω5➁ . ✭✷✳✸✾✮

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡B✐✈❡ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ A✉♣❡B❣B❛✈✐@② ❢♦B A♠❛❧❧ ✢✉❝@✉❛@✐♦♥A ♦❢
@❤❡ ♠❡@B✐❝ ❛♥❞ F❼5➁✱ @❤❡♥ ❡①♣❛♥❞ @❤❡♠ ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ♠❛♥♥❡B ❛A ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ❛♥❞

❢✉B@❤❡B A✐♠♣❧✐❢② @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✜❡❧❞A sI❼z, x➁ ❛A ❜❡❧♦✇✳ ■@ @✉B♥A ♦✉@ @❤❛@ @❤❡A❡
✜❡❧❞A ❤❛✈❡ @♦ A❛@✐A❢② @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥

❥AdS5 s
I❼z, x➁ " 1

L2
l❼l ✏ 4➁sI❼z, x➁. ✭✷✳✹✵✮

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐A ♥♦✇ @❤❛@ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥@✐❢② @❤❡ ✜❡❧❞ sI❼z, x➁ ♦♥ @❤❡ ❣B❛✈✐@② A✐❞❡ ✇✐@❤ @❤❡ ♦♣❡B❛@♦BA
❖Δ❼x➁ ♦♥ @❤❡ ✜❡❧❞ @❤❡♦B② A✐❞❡ ❜② A❡@@✐♥❣ l "Δ✳ ❙✐♠✐❧❛B❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ @❤❡ ❣B❛✈✐@② ❞✉❛❧ ♦❢
@❤❡ A@B❡AA ❡♥❡B❣② @❡♥A♦B hµν ✂" Tµν ❛♥❞✱ ♠♦A@ ✐♠♣♦B@❛♥@❧② ❢♦B @❤✐A @❤❡A✐A✱ @❤❡ ❢♦✉B ❝✉BB❡♥@
Aµ ✂" Jµ✳ A✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧A♦ ❞❡✜♥❡ @❤❡ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♠❛AA✱ A✐♥❝❡ @❤✐A
✐A ❥✉A@ ❛ ❑❧❡✐♥✲●♦B❞♦♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✐♥ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ AdS A♣❛❝❡@✐♠❡✳ ❋♦B @❤❡ A✐♠♣❧❡ ❝❛A❡
♦❢ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞A ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮ ✇❡ ✜♥❞ m2L2

" Δ❼Δ ✏ 4➁✳ ❚❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@ @❤❡ ♠❛AA ♦❢



✶✹ ✷✳✺✳ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡

@❤❡ ❣B❛✈✐@② ✜❡❧❞ ✐A B❡❧❛@❡❞ @♦ @❤❡ ❞✐♠❡♥A✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❞✉❛❧ ♦♣❡B❛@♦B✳ ■♥ @❤❡ ❣❡♥❡B❛❧ ❝❛A❡ ♦❢
AdSd✔1 @❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮ ✐A

❥AdSd✔1 φ "
1

L2
Δ❼Δ ✏ d➁φ$✟m2L2

"Δ❼Δ ✏ d➁. ✭✷✳✹✶✮

❆❞❞✐@✐♦♥❛❧❧② ❢♦B p✲❢♦B♠ ✜❡❧❞A ✭❡✳❣✳ ❢♦B ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A p " 1✮ ♦♥❡ ❝❛♥ A❤♦✇ @❤❛@ @❤❡ ✜✈❡✲
❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♠❛AA ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

m2L2
" ❼Δ ✏ p➁❼Δ ✔ p ✏ d➁. ✭✷✳✹✷✮

❚❤❡ ❧❛A@ @❤✐♥❣ ❧❡❢@ @♦ ❞♦ ✐A @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ✜❡❧❞ @❤❡♦B② ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ✉A✐♥❣ @❤❡
❞✉❛❧ ❣B❛✈✐@② @❤❡♦B②✳ ❊①❛❝@❧② @❤✐A ♣♦AA✐❜✐❧✐@②✱ @♦ ❞❡@❡B♠✐♥❡ @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ♦❢ @❤❡
A@B♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❣❛✉❣❡ @❤❡♦B② ❜② ❞♦✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ✇✐@❤✐♥ @❤❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✉❛❧ @❤❡♦B②✱
✐A ✇❤❛@ ♠❛❦❡A @❤❡ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ A✉❝❤ ❛ ✉A❡❢✉❧ ❛♥❞ ✐♥@❡B❡A@✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝@✉B❡✳ ❆A
♠❡♥@✐♦♥❡❞ @❤❡ ✜❡❧❞ @❤❡♦B② ✐A ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ♦❢ @❤❡ AdS A♣❛❝❡✳ ❚❤✉A ✇❡ ❤❛✈❡
@♦ ❡①♣❛♥❞ ❛ ✜❡❧❞ φ❼z, x➁ ✭❤❡B❡ ✇✐@❤♦✉@ ❛♥ ✐♥❞❡① @♦ ❞✐A@✐♥❣✉✐A❤ ✐@ ❢B♦♠ @❤❡ ✜❡❧❞ @❤❡♦B②
♦♣❡B❛@♦B✮ ♦❢ @❤❡ ❣B❛✈✐@② A✐❞❡ ❛@ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② z " 0

φ❼z, x➁❙z"0 ✂ φ❼0➁zd✏Δ ✔ ❖Δ❡zΔ ✔ . . . . ✭✷✳✹✸✮

❍❡B❡ φ❼0➁ ✐A @❤❡ A♦✉B❝❡ ♦❢ @❤❡ ♦♣❡B❛@♦B ❖Δ ❛♥❞ ❖Δ❡ ✐@A ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝@❛@✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❆A
✉A✉❛❧❧② ✐♥ ◗❋❚ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ @❤❡ A♦✉B❝❡ @❡B♠A @♦ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ♣❛B@✐@✐♦♥
❢✉♥❝@✐♦♥

❙
➐
" ❙ ✏ ❙ ddxφ❼0➁❼x➁❖Δ❼x➁

Z ✁φ❼0➁✝ " e✏W ✁φ❼0➁✝ " ❝exp❿❙ ddxφ❼0➁❼x➁❖Δ❼x➁➄❤
CFT

.
✭✷✳✹✹✮

❙♦ @❤❡ ❆❞❙✴❈❋❚ ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ A@❛@❡❞ ✐♥ ♦♥❡ A✐♥❣❧❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ✐A

W ✁φ❼0➁✝ " ❙+✉❣,❛ gφ✆❙limz!0❼φ❼z,x➁zΔ✏d➁!φ❼0➁❼x➁ . ✭✷✳✹✺✮

❚❤❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❛A ✐♥ ◗❋❚ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢
W ✁φ❼0➁✝ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ A♦✉B❝❡A✳ ❋♦B ❛♥ ❛B❜✐@B❛B② ♥✉♠❜❡B ♦❢ A♦✉B❝❡A φi❼0➁ @❤✐A ♠❡❛♥A
@❤❛@ @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

❖1 ❼x1➁❖2 ❼x2➁ . . .❖n ❼xn➁❡CFT " ✏
δnW

δφ1❼0➁ ❼x1➁ δφ2❼0➁ ❼x2➁ . . . δφn❼0➁ ❼xn➁
❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘φi

❼0➁
!0

. ✭✷✳✹✻✮

❚❤✐A ❝♦♥❥❡❝@✉B❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡B❛❧✐③❡❞ ✐♥ @❤❡ ♥❡①@ A❡❝@✐♦♥ A✉❝❤ @❤❛@ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧A♦ ❛♣♣❧② ✐@
@♦ ◗❈❉✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ @❤❡ ♠❡@❤♦❞ ❢♦B ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ✇✐❧❧ A@❛② @❤❡ A❛♠❡✳
❋✐BA@ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ @❛❦❡ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❞✉❛❧ ❣B❛✈✐@② @❤❡♦B② ❛♥❞ ❞❡B✐✈❡ @❤❡ B❡❧❡✈❛♥@ ❡D✉❛@✐♦♥A
♦❢ ♠♦@✐♦♥✳ ❚❤❡ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢ @❤✐A ❡D✉❛@✐♦♥ ✇✐@❤ ❛♣♣B♦♣B✐❛@❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❛@ z " 0
❝❛♥ ❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥@♦ @❤❡ ❛❝@✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✐♥ ♦B❞❡B
@♦ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ❞❡A✐B❡❞ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥✳ ■♥ ❝❤❛♣@❡B ✹ ✇❡ ✇✐❧❧ A❡❡ ❤♦✇ @❤✐A ✇♦B❦A ❢♦B
❝♦♥❝B❡@❡ @❤❡♦B✐❡A✱ ✇❤❡B❡ @❤❡ ❞✉❛❧ ❣❛✉❣❡ @❤❡♦B② ✇✐❧❧ ❜❡ ◗❈❉ B❛@❤❡B @❤❛♥ ❛ CFT ✳



❈❤❛♣@❡B ✷✳ ●❛✉❣❡✴●B❛✈✐@② ❞✉❛❧✐@② ✶✺

✷✳✻ ❋D♦♠ AdS⑦CFT @♦ AdS⑦QCD

❚❤❡ @❤✐♥❣A ❞✐A❝✉AA❡❞ A♦ ❢❛B ❛B❡ ❛❧❧ ❜❛A❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ A✉♣❡BA②♠♠❡@B✐❝ ✜❡❧❞ @❤❡♦B②✳ ❖✉B
❣♦❛❧ ✐A ❤♦✇❡✈❡B @♦ ❛♣♣❧② @❤❡ ❣❛✉❣❡✴❣B❛✈✐@② ❞✉❛❧✐@② @♦ ◗❈❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐A ❜② ♥♦ ♠❡❛♥A ❝♦♥❢♦B✲
♠❛❧ ♦B A✉♣❡BA②♠♠❡@B✐❝✳ ◆❡✈❡B@❤❡❧❡AA ✇❡ ❝❛♥ ✉A❡ @❤❡ A❛♠❡ ❢♦B♠❛❧✐A♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❡①@❡♥❞ ✐@ @♦ ◗❈❉✳ ❡ ✧❥✉A@✧ ❤❛✈❡ @♦ ✜♥❞ ❛ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ @❤❡♦B② @❤❛@ ✐A ❞✉❛❧ @♦ ◗❈❉✱
♦B ❛@ ❧❡❛A@ B❡♣B♦❞✉❝❡A A♦♠❡ ♦❢ ✐@A ♠♦A@ ✐♠♣♦B@❛♥@ ❢❡❛@✉B❡A✳ ❖♥❡ ❝♦♥❥❡❝@✉B❡A @❤❡♥ @❤❛@ ❛
@❤❡♦B② ■ ✭✐♥ ♦✉B ❝❛A❡ ◗❈❉✮ ❞❡A❝B✐❜❡A @❤❡ A❛♠❡ ♣❤②A✐❝❛❧ A②A@❡♠ ❛A @❤❡♦B② ■■✳ ❆A ✐♥ @❤❡
❝❛A❡ ♦❢ @❤❡ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛❧❧ A✉❝❤ ❛ B❡❧❛@✐♦♥ ❛ ❞✉❛❧✐@② ❜❡@✇❡❡♥ @✇♦ @❤❡♦✲
B✐❡A✱ A❡❡ ✜❣✉B❡ ✷✳✸✳ A✉❛❧❧② ♦♥❡ ♦❢ @❤❡ @✇♦ @❤❡♦B✐❡A ✐A A@B♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ @❤❡ ♦@❤❡B ♦♥❡
✇❡❛❦❧②✳ ■♥ ♦✉B ❝❛A❡ ◗❈❉ ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ A@B♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ✐@A ❞✉❛❧ @❤❡♦B② ✐A A✉♣♣♦A❡❞ @♦
❜❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥A@B✉❝@✐♦♥ ♦❢ A✉❝❤ ❛ @❤❡♦B② ✐A ❤♦✇❡✈❡B ❜② ❢❛B ♥♦@ ♦❜✈✐♦✉A ❛♥❞ ♥♦

❋✐❣✉B❡ ✷✳✸✿ ❚✇♦ ♣❤②A✐❝❛❧ @❤❡♦B✐❡A ❞❡A❝B✐❜✐♥❣ @❤❡ A❛♠❡ ♣❤②A✐❝❛❧ A②A@❡♠ ❛B❡ B❡❧❛@❡❞ ❜② ❛
❞✉❛❧✐@② ✸✸✳

@❤❡♦B② @❤❛@ ✐A ❡①❛❝@❧② ❞✉❛❧ @♦ ◗❈❉ ❤❛A ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ②❡@✳ ◆❡✈❡B@❤❡❧❡AA ♠❛♥② @❤❡♦B✐❡A ✇❤✐❝❤
B❡♣B♦❞✉❝❡ ❝❡B@❛✐♥ ❢❡❛@✉B❡A ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣B♦♣♦A❡❞✳ ❚❤❡ ✜BA@ ❛@@❡♠♣@A ✐♥ @❤✐A ❞✐B❡❝@✐♦♥ ✇❡B❡
♠❛❞❡ ✐♥ ✶✸ ❛♥❞ ✶✹✳ ❚♦❞❛② @❤❡B❡ ✐A ❛ ✈❛B✐❡@② ♦❢ ❞✐✛❡B❡♥@ ♠♦❞❡❧A✱ ✇❤✐❝❤ ❛B❡ ♣B♦♣♦A❡❞ @♦
❜❡ ❞✉❛❧ @♦ ◗❈❉ ✐♥ ❝❡B@❛✐♥ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡A✱ ♠❛✐♥❧② ❧♦✇ ❡♥❡B❣②✱ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐@ ❝❡B@❛✐♥ ❢❡❛@✉B❡A
✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ✇❛② ❛A ◗❈❉ ❞♦❡A✳ ❋♦B ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ A✉❝❤ ❢❡❛@✉B❡ ✐A ❝❤✐B❛❧ A②♠♠❡@B② ❜B❡❛❦✐♥❣✳

■@ ✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞ @♦ ❣❡♥❡B❛❧✐③❡ ♦✉B ♠❛✐♥ ❢♦B♠✉❧❛A ✭✷✳✹✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✺✮ ❢♦B @❤❡ ❡✈❛❧✉❛@✐♦♥
♦❢ @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ✐♥ @❤❡ AdS⑦CFT ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ @♦ AdS⑦QCD ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡
♣❛B@✐@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉ ❢♦B ❛ ❣❡♥❡B❛❧ A♦✉B❝❡ ✜❡❧❞ φ❼z, x➁ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡B❛@♦B ❖Δ ✇✐@❤ A❝❛❧✐♥❣
❞✐♠❡♥A✐♦♥ Δ

Z ✁φ❼0➁✝ " e✏W ✁φ❼0➁✝ " ❝exp❿❙ ddxφ❼0➁❼x➁❖Δ❼x➁➄❤
QCD

✭✷✳✹✼✮

✐A ✐❞❡♥@✐✜❡❞ ✇✐@❤ @❤❡ ❡①♣♦♥❡♥@✐❛❧ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✉❛❧ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧
@❤❡♦B②✱ A✉❝❤ @❤❛@

Z ✁φ❼0➁✝ " ❝exp❿❙ ddx❖φ❼0➁➄❤
QCD

" e✏❙dual ❚
limz!0❼φ❼z,x➁zΔ✏d➁!φ❼0➁❼x➁ . ✭✷✳✹✽✮

❋♦B @❤❡ ❣❡♥❡B❛@✐♥❣ ❢✉♥❝@✐♦♥❛❧ @❤✐A ♠❡❛♥A ❛♥❛❧♦❣♦✉A @♦ ✭✷✳✹✺✮ @❤❛@

W ✁φ❼0➁✝ " ❙❞✉❛❧gφ✆❙limz!0❼φ❼z,x➁zΔ✏d➁!φ❼0➁❼x➁ . ✭✷✳✹✾✮

❚❤❡ n✲♣♦✐♥@ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ❛B❡ ❡✈❛❧✉❛@❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ nth ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ ❜♦@❤
A✐❞❡A ♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ A♦✉B❝❡ ♦❢ @❤❡ ♦♣❡B❛@♦B✳ ❖❢ ♣❛B@✐❝✉❧❛B ✐♥@❡B❡A@



✶✻ ✷✳✻✳ ❋B♦♠ AdS⑦CFT @♦ AdS⑦QCD

✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ @❤❡ @✇♦✲♣♦✐♥@ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❝✉BB❡♥@ Jaµ
V ❼x➁

i❙ d4xeiqx ❛0 ❚TJaµ
V ❼x➁Jbν

V ❼0➁❚0❢ " δab ❽q2ηµν ✏ qµqν➂ΠV ❽✏q2➂ . ✭✷✳✺✵✮

❚❤✐A ❡①♣B❡AA✐♦♥ ❞❡✜♥❡A @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥✳ ■@ ✐A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❜② @❛❦✐♥❣ @❤❡
A❡❝♦♥❞ ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ♦❢ @❤❡ ❞✉❛❧ ❛❝@✐♦♥ Sdual gVµ✆ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ A♦✉B❝❡ ✜❡❧❞ V a

µ ✉♥❞❡B
❝❡B@❛✐♥ ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❢♦B @❤❡ ✜❡❧❞A ❛@ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ♦❢ @❤❡ AdS A♣❛❝❡

δ2Sdual gVµ✆
δV a

µ ❼✏q➁δV b
ν ❼q➁ " i❙ d4xeiqx ❛0 ❚TJaµ

V ❼x➁Jbν
V ❼0➁❚0❢ . ✭✷✳✺✶✮

■♥ ♣B❛❝@✐❝❡ @❤❡ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♦♥ A❤❡❧❧ ❛❝@✐♦♥ ✐A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✭@❤✐A ♠❡❛♥A ✉♥❞❡B @❤❡ ❛A✲
A✉♠♣@✐♦♥ @❤❛@ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ❛B❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡B❛❧✐③❛@✐♦♥ @♦ @❤❡ n✲♣♦✐♥@
❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞✳ ❆♥ ✐♠♣♦B@❛♥@ ❢❡❛@✉B❡ ♦❢ @❤❡ @✇♦✲♣♦✐♥@ ❢✉♥❝@✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉A❡ ❛ ❧♦@✱ ✐A @❤❛@ ✇❡ ❥✉A@ ♥❡❡❞ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❧✐♥❡❛B✐③❡❞ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥
✭❛♥❞ @❤❡B❡❢♦B❡ ♦♥❧② @❛❦❡ ✐♥@♦ ❛❝❝♦✉♥@ @❡B♠A ✐♥ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛B❡ D✉❛❞B❛@✐❝ ✐♥ @❤❡ ✜❡❧❞A✮✳
❋♦B ❛❧❧ ♠♦❞❡❧A ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐A❝✉AA @❤❡ ♣B♦❝❡❞✉B❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛✲
@✐♦♥ ✐A ✐♥ ♣B✐♥❝✐♣❧❡ @❤❡ A❛♠❡✳ ❡ A@❛B@ ❜② ❞❡B✐✈✐♥❣ @❤❡ ❧✐♥❡❛B✐③❡❞ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥✳ ❚❤❡♥
✇❡ A♦❧✈❡ @❤❡♠ ❡✐@❤❡B ❛♥❛❧②@✐❝❛❧❧② ♦B ♥✉♠❡B✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ A♦❧✉@✐♦♥ ✐A @❤❡♥ ♣❧✉❣❣❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥@♦ @❤❡
❞✉❛❧ ❛❝@✐♦♥✳ ❆❢@❡B @❤❛@ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ A❡❝♦♥❞ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡
✜❡❧❞ ❞✉❛❧ @♦ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❝✉BB❡♥@✳ ❚❤✐A ❣✐✈❡A ✉A ♦✉B ✜♥❛❧ B❡A✉❧@ ❢♦B @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ @❤❡♥ ❢✉B@❤❡B ✉A❡ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ @❤❡
❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aHVP,LO

µ ✳

❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✶✳✷ @❤❡B❡ ❛B❡ B♦✉❣❤❧② A♣❡❛❦✐♥❣ @✇♦ ❞✐✛❡B❡♥@ @②♣❡A ♦❢ ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡
A♦ ❝❛❧❧❡❞ @♦♣✲❞♦✇♥ ♠♦❞❡❧A ✇❤✐❝❤ ❛B❡ ❞✐B❡❝@❧② ❞❡B✐✈❡❞ ❢B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
A✉❝❤ ❛ @❤❡♦B② ✇♦✉❧❞ ❜❡ @♦ ✜♥❞ @❤❡ ❞✉❛❧ @❤❡♦B② ♦❢ ◗❈❉ ❞✐B❡❝@❧② ❢B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② @❤❛@
B❡♣B♦❞✉❝❡❞ @❤❡ ■❘ ❜❡❤❛✈✐♦B ♦❢ ◗❈❉ ❛@ ❧❛B❣❡✲N ✶✺✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦B A✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐A @❤❡
❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ✶✻✱ ✶✼✳ ❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ♥♦ @❤❡♦B② @❤❛@ ✐A ❡①❛❝@❧② ❞✉❛❧ @♦ ◗❈❉ ❤❛A
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ②❡@✳ ❚❤❡ ♦@❤❡B @②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧A ❛B❡ @❤❡ ❜♦@@♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡A❡ ♠♦❞❡❧A ❛B❡
♠♦A@ ♦❢ @❤❡ @✐♠❡ ♦♥❧② ❧♦♦A❡❧② ❜❛A❡❞ ♦♥ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✱ ♦♥❧② @❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛A ❛B❡ @❛❦❡♥ ❢B♦♠ ✐@✳
A✉❛❧❧② ♦♥❡ ❝♦♥A@B✉❝@A ❛ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❛❝@✐♦♥ ✇✐@❤ @❤❡ A❛♠❡ A②♠♠❡@B✐❡A ❛A ◗❈❉ ❛♥❞
✜①❡A ✈❛B✐♦✉A ❝♦♥A@❛♥@A ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛B✐♥❣ B❡A✉❧@A ♦❢ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐@❤
❣❛✉❣❡ @❤❡♦B② B❡A✉❧@A✳ ❊①❛♠♣❧❡A ❢♦B A✉❝❤ ♠♦❞❡❧A ❛B❡ @❤❡ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ❞✐A❝✉AA❡❞ ✐♥
A❡❝@✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳ ■♥ ❜♦@❤ ❝❛A❡A ♦❜A❡B✈❛❜❧❡ D✉❛♥@✐@✐❡A ❛B❡ ❞❡@❡B♠✐♥❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡
❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥A ❛A ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥❡ ❦❡② B❡❛A♦♥ ✇❤② ✐@ ✐A ✐♥@❡B❡A@✐♥❣ @♦ A@✉❞②
A✉❝❤ ♠♦❞❡❧A ✐A @❤❛@ @❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡ ♦❢ ◗❈❉ ✐A ♥♦@ ❛❝❝❡AA✐❜❧❡ ❜② ♣❡B@✉B❜❛@✐♦♥ @❤❡♦B②✳
❙♦ ❛❧❧ ♦✉B A@❛♥❞❛B❞ ❛♥❛❧②@✐❝❛❧ @❡❝❤♥✐D✉❡A ❢❛✐❧ @❤❡B❡✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐A ❡①❛❝@❧② ❞✉❛❧
@♦ ◗❈❉ ❛@ ❛❧❧ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡A ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦ ❝♦♠♣❧❡@❡❧② A♦❧✈✐♥❣ ◗❈❉✳ ❙♦ ❢❛B A✉❝❤
❛ ♠♦❞❡❧ ✐A ♥♦@ ✇✐@❤✐♥ ♦✉B B❡❛❝❤✳



❈❤❛♣*❡, ✸

❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉> ♠❛❣♥❡<✐❝ ♠♦♠❡♥< ♦❢
<❤❡ ♠✉♦♥

✸✳✶ ❈✉DD❡♥@ B@❛@✉B ♦❢ aµ

❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ❢♦B ❛ ❣❡♥❡B❛❧ ❧❡♣@♦♥ ✐A ❞❡✜♥❡❞ ❛A al ✂"
1
2❼gl ✏ 2➁✱ ✇✐@❤ gl

❜❡✐♥❣ @❤❡ ❣②B♦♠❛❣♥❡@✐❝ B❛@✐♦ ♦❢ @❤❡ ❧❡♣@♦♥ ✐♥❞✐❝❛@❡❞ ❜② @❤❡ ✐♥❞❡① l✳ ■♥ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡
❛ ❜B✐❡❢ ♦✈❡B✈✐❡✇ ♦❢ @❤❡ ❝✉BB❡♥@ @❤❡♦B❡@✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ✈❛❧✉❡A ♦❢ aµ "

1
2❼gµ ✏2➁ ✇✐@❤ ❛

❢♦❝✉A ♦♥ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥✳ ■❢ ♥♦@ A@❛@❡❞ ❞✐✛❡B❡♥@❧②✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡A ❛B❡ @❛❦❡♥
❢B♦♠ @❤❡ ❧❛@❡A@ B❡✈✐❡✇ ♦❢ @❤❡ A@❛@✉A ♦❢ @❤❡ ❙@❛♥❞❛B❞ ▼♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A
♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ ✷✺✳

❚❤❡ ❜❡A@ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ B❡A✉❧@ ❢♦B aµ A♦ ❢❛B ✇❡B❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛@ @❤❡ ❇B♦♦❦❤❛✈❡♥ ◆❛@✐♦♥❛❧
▲❛❜♦B❛@♦B② ✭❇◆▲✮ ❛@ @❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ @❤✐A ❝❡♥@✉B② ♣B♦✈✐❞✐♥❣ @❤❡ ✈❛❧✉❡

aexpµ " 116592089❼63➁ ✕ 10✏11 ✭✸✳✶✮

❢♦B @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ ✸✹✳ ❈✉BB❡♥@❧② @❤❡B❡ ✐A ❛♥ ❡①♣❡B✐♠❡♥@
B✉♥♥✐♥❣ ❛@ ❋❡B♠✐❧❛❜ @❤❛@ ❛✐♠A @♦ ♣B♦✈✐❞❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❞❛@❛ ❡✈❡♥ ♠♦B❡ ♣B❡❝✐A❡ @❤❛♥ @❤❛@
♦❢ @❤❡ ❇◆▲ ❡①♣❡B✐♠❡♥@✳ ❚❤❡ B❡A✉❧@A ♦❢ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@ ❛B❡ ❡①♣❡❝@❡❞ @♦ ❜❡ B❡❧❡❛A❡❞ ✐♥ @❤❡
♥❡❛B ❢✉@✉B❡✱ ❜✉@ A♦ ❢❛B ✭✸✳✶✮ ✐A @❤❡ ❜❡A@ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇❡ ❤❛✈❡✳ ❆♥ ❡①♣❡B✐♠❡♥@ ✇✐@❤
❛ ❞✐✛❡B❡♥@ ❞❡A✐❣♥ @❤❛♥ @❤❡ ♦♥❡A ❛@ ❇◆▲ ❛♥❞ ❋❡B♠✐❧❛❜✱ @❤❡ ❏✲f❆❘❈ ❡①♣❡B✐♠❡♥@✱ ✐A ✉♥❞❡B
❝♦♥A@B✉❝@✐♦♥ ❛♥❞ ❛✐♠A @♦ A✉B♣❛AA ❡✈❡B②@❤✐♥❣ ♣B❡✈✐♦✉A ✐♥ ♣B❡❝✐A✐♦♥✳

❖♥ @❤❡ @❤❡♦B❡@✐❝❛❧ A✐❞❡ @❤❡ ❙@❛♥❞❛B❞ ▼♦❞❡❧ ♣B❡❞✐❝@A @❤❡ ✈❛❧✉❡

aSMµ " aQED
µ ✔ aEWµ ✔ aHVP,LO

µ ✔ aHVP,NLO
µ ✔ aHVP,NNLO

µ ✔ aHLbL
µ ✔ aHLbL,NLO

µ

" 116591810❼43➁ ✕ 10✏11,
✭✸✳✷✮

✇❤❡B❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡B❡♥@ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ❛B❡ ❧✐A@❡❞ ✐♥ @❤❡ ✜BA@ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✸✳✷✮✳ ❇❡A✐❞❡A @❤❡ ◗❊❉ @❡B♠A
@❤❡B❡ ❛B❡ ❛❧A♦ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ❢B♦♠ @❤❡ ❡❧❡❝@B♦✇❡❛❦ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ ✭❊✮ ❛♥❞ @❤❡ @✇♦ @②♣❡A ♦❢
❤❛❞B♦♥✐❝ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A✱ @❤❡ ❍f ❛♥❞ @❤❡ ❧✐❣❤@✲❜②✲❧✐❣❤@ ✭▲❜▲✮ @❡B♠A✳ ❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞✐A❝✉AA
aHVP,LO
µ ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡B❡♥❝❡ ❜❡@✇❡❡♥ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❛♥❞ @❤❡♦B❡@✐❝❛❧ B❡A✉❧@ ✐A ❣✐✈❡♥
❜②

Δaµ ✂" aexpµ ✏ aSMµ " 279❼76➁ ✕ 10✏11, ✭✸✳✸✮

✶✼



✶✽ ✸✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ aµ

❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ @♦ ❛ 3.7σ ❞✐A❝B❡♣❛♥❝②✳

❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞✱ ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A ✇❡ ❛B❡ ✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦
@❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aHVP,LO

µ ✳ ❚❤❡B❡ ❛B❡ ❝✉BB❡♥@❧② @✇♦ ♠♦B❡
♦B ❧❡AA ❡A@❛❜❧✐A❤❡❞ ✇❛②A ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤✐A ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✜BA@ ♦♥❡ ✐A ❞❛@❛✲❞B✐✈❡♥ ❛♥❞ ✉A❡A
❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❝B♦AA A❡❝@✐♦♥ ❞❛@❛ ❛♥❞ ❞✐A♣❡BA✐♦♥ B❡❧❛@✐♦♥A @♦ ❡✈❛❧✉❛@❡ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f
❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A✳ ❚❤❡ ❝✉BB❡♥@❧② ❡A@❛❜❧✐A❤❡❞ ✈❛❧✉❡ ✉A✐♥❣ @❤✐A ♠❡@❤♦❞ ✐A

aHVP,LO
µ " 693.1❼4.0➁ ✕ 10✏10. ✭✸✳✹✮

❚❤❡ A❡❝♦♥❞ ♠❡@❤♦❞ ✐A @♦ ✉A❡ ❧❛@@✐❝❡ ◗❈❉ ✭▲◗❈❉✮ B❡A✉❧@A✳ ✐@❤ ▲◗❈❉ ♦♥❡ ❤❛A @❤❡
♣♦AA✐❜✐❧✐@② ♦❢ ❛♥ ❛❜ ✐♥✐@✐♦ ❞❡@❡B♠✐♥❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❍f✳ ❍♦✇❡✈❡B @❤❡ ✉♥❝❡B@❛✐♥@② ✐A D✉✐@❡ ❤✐❣❤
❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐✈❡ ❝B♦AA A❡❝@✐♦♥ ❞❛@❛ ♠❡@❤♦❞✳ ❚❤❡ ▲◗❈❉ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ②✐❡❧❞ @❤❡
✈❛❧✉❡

aHVP,LO
µ " 711.6❼18.4➁ ✕ 10✏10. ✭✸✳✺✮

❚❤❡A❡ ❛B❡ @❤❡ ✈❛❧✉❡A ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ❝♦♠♣❛B❡ @♦ ♦✉B B❡A✉❧@A ❢B♦♠ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A✳
◆❡✈❡B@❤❡❧❡AA ✇❡ ❡①♣❡❝@ ♦✉B ✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO

µ @♦ ❜❡ ❧♦✇❡B @❤❛♥ ✭✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✺✮ ❛A ❞✐A❝✉AA❡❞
✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✺✳ ❚❤❡B❡ ✇❡ ❛❧A♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡@❡ ❞✐A❝✉AA✐♦♥ ♦❢ @❤❡ B❡A✉❧@A ♦❜@❛✐♥❡❞ ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A
❛♥❞ ❝♦♠♣❛B❡ @❤❡♠ @♦ ♦@❤❡B ❞❛@❛✳ ❆❞❞✐@✐♦♥❛❧❧② @❤❡ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐✈❡ ❛♣♣B♦❛❝❤
A@B✉❝@✉B❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♥❣ ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧ ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ❧❛@@✐❝❡ ❞❛@❛ A@B✉❝@✉B❡❞ ❜② @❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ Nf ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ @❤❡B❡✳

✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦D❞❡D ❍T ❝♦♥@D✐❜✉@✐♦♥ @♦ aµ

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ✐A @♦ ❞❡B✐✈❡ ❛ ❢♦B♠✉❧❛ ❢♦B @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♦❢ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B
✭▲❖✮ ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aµ "

1
2❼gµ ✏ 2➁✱

✇❤❡B❡ ✇❡ ❥✉A@ ♥❡❡❞ @❤❡ ❢✉♥❝@✐♦♥ ΠV ❽✏q2➂ ❢♦B @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ❛A ❛♥ ✐♥♣✉@ ♣❧✉A
A♦♠❡ ❛❞❞✐@✐♦♥❛❧ ❝♦♥A@❛♥@A A✉❝❤ ❛A @❤❡ ♠✉♦♥ ♠❛AA✳ ❡ ❛B❡ ♥♦@ ❣♦✐♥❣ @♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❞❡B✐✈❛✲
@✐♦♥ ✇✐@❤ ❛❧❧ ❞❡@❛✐❧A✱ A✐♥❝❡ @❤✐A ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢❡✇ ♣❛❣❡A ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐@ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✇❤✐❝❤ ❛B❡ ♥♦@
B❡❛❧❧② @❤❡ ♠❛✐♥ @♦♣✐❝ ♦❢ @❤✐A @❤❡A✐A✳ ■♥A@❡❛❞ ✇❡ ❛B❡ ❥✉A@ ❣✐✈✐♥❣ @❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛A ♦❢ @❤❡ ❞❡B✐✈❛✲
@✐♦♥✱ A✉❝❤ @❤❛@ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉A❡ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ❛A ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛♥✉❛❧ ❢♦B ❞♦✐♥❣ ❛❧❧ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A
❡①♣❧✐❝✐@❧②✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦B aµ ✐A ✧❤✐❞❞❡♥✧ ✐♥A✐❞❡ @❤❡ ♦♥❡✲♣❛B@✐❝❧❡✲✐BB❡❞✉❝✐❜❧❡ ✭✶f■✮ ❞B❡AA❡❞ ✈❡B@❡① ❢✉♥❝✲
@✐♦♥ ✇✐@❤ @✇♦ ❡①@❡B♥❛❧ ♠✉♦♥ ♣B♦♣❛❣❛@♦BA ❛♥❞ ♦♥❡ ♣❤♦@♦♥ ♣B♦♣❛❣❛@♦B✳ ❡ ❛B❡ ♦❢ ❝♦✉BA❡

❋✐❣✉B❡ ✸✳✶✿ f✐❝@♦B✐❛❧ B❡♣B❡A❡♥@❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❞B❡AA❡❞ ✈❡B@❡① ❢✉♥❝@✐♦♥ ✷✹✳

✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❞✐❛❣B❛♠ ♦❢ @❤✐A ✈❡B@❡① ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✸✳✷✳ ❖♥❝❡ ✇❡
❝❛♥ ✇B✐@❡ ❞♦✇♥ @❤❡ ✈❡B@❡① ❢✉♥❝@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣B❛♠ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✸✳✷ ✐@ ✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✲
✇❛B❞ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ aµ ✈✐❛ ♣B♦❥❡❝@✐♦♥ @❡❝❤♥✐D✉❡A✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ ✇B✐@✐♥❣ ❞♦✇♥ @❤✐A ✈❡B@❡① ❢✉♥❝@✐♦♥
✭❡①♣❧✐❝✐@❧②✮ ✐A ♥♦@ A♦ ❡❛A② A✐♥❝❡ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✧❜❧♦❜✧ ♦❢ @❤❡ ❞✐❛❣B❛♠ ✐♥❝❧✉❞❡A ◗❈❉ ✐♥@❡B✲
❛❝@✐♦♥A ❛♥❞ ✐A @❤❡B❡❢♦B❡ ♥♦@ ❛❝❝❡AA✐❜❧❡ ❜② ♣❡B@✉B❜❛@✐♦♥ @❤❡♦B②✳ ❚❤✐A ✐A @❤❡ B❡❛A♦♥ ✇❤② ✇❡



❈❤❛♣@❡B ✸✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ ✶✾

❋✐❣✉B❡ ✸✳✷✿ ▲❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ✈❡B@❡① ❞✐❛❣B❛♠ ❢♦B @❤❡ ❍f ✷✹✳

✉A❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ✐♥ ♦B❞❡B @♦ ❞❡A❝B✐❜❡ @❤❡ ✈❡B@❡①✳ ■❢ ✇❡ @❛❦❡ @❤❡ ♣❤♦@♦♥ A❡❧❢ ❡♥❡B❣②
❢✉♥❝@✐♦♥ Π➐

γ ❽k2➂ ❛A ❛ ❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ✭✇❡ ❝❛♥ ❞♦ A♦ ❜❡❝❛✉A❡ @❤✐A ✐A ❡①❛❝@❧② @❤❡ @✇♦✲♣♦✐♥@
❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ @✐♠❡A ❛ ❝♦♥A@❛♥@✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛B❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ ✉A✐♥❣ ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A✮✱ ✇❡
❝❛♥ ✇B✐@❡ ❞♦✇♥ @❤❡ ✈❡B@❡① ❢✉♥❝@✐♦♥ ❜② ❥✉A@ ✉A✐♥❣ ♦✉B ❜❛A✐❝ ◗❊❉ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣
@❤❡ ❢✉❧❧ ♣❤♦@♦♥ ♣B♦♣❛❣❛@♦B ✐♥ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❣✐✈❡A

iDµν➐
γ ❽k2➂ " ✏igµν

k2 ❽1 ✔Π➐

γ ❼k2➁➂ " ✏ig
µν

k2
❽1 ✏Π➐

γ ❽k2➂ ✔ . . .➂ . ✭✸✳✻✮

❈❧❡❛B❧② ✇❡ ❛B❡ ✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥ @❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣B❛♠ ✇❤❡B❡ @❤❡ ♣❤♦@♦♥ ♣B♦♣❛❣❛@♦B ✐A ❞❡♥♦@❡❞
❜② igµνΠ➐

γren ❽k2➂ ⑦k2✳ ❍❡B❡ @❤❡ B❡♥♦B♠❛❧✐③❡❞ A❡❧❢✲❡♥❡B❣② ❢✉♥❝@✐♦♥ ✇✐@❤ Π➐

γren❼0➁ " 0 ✐A ✉A❡❞✳
❙♦ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐@❤ @❤❡ ✈❡B@❡① ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ @♦ ✜❣✉B❡ ✸✳✷ ❣✐✈❡♥ ❜②

Πµ
" ✏i5e2❙ d4k❼2π➁4 Π

➐

γren ❽k2➂
k2

γρ ❽⑦p2 ✏ ⑦k ✔m➂γµ ❽⑦p1 ✏ ⑦k ✔m➂γρ❽❼p2 ✏ k➁2 ✏m2➂ ❽❼p1 ✏ k➁2 ✏m2➂ . ✭✸✳✼✮

❍❡B❡ p1 ❛♥❞ p2 ❛B❡ @❤❡ ♠♦♠❡♥@❛ ♦❢ @❤❡ @✇♦ ❡①@❡B♥❛❧ ❢❡B♠✐♦♥A✱ k ✐A @❤❡ ❧♦♦♣ ♠♦♠❡♥@✉♠✳
◆♦@❡ @❤❛@ ❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A ❞❡✜♥✐@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ✈❡B@❡① ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ Πµ

" eΓµ✳ ■@ ✐A
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ A❡❡ ❡✳❣✳ ✸✺✱ @❤❛@ ❣✐✈❡♥ @❤❡ ✈❡B@❡① Πµ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣B♦❥❡❝@ ♦✉@ aµ ❜② ✉A✐♥❣

aµ " ✏ lim
q2"0

Tr➍❽⑦p1 ✔m➂Λµ
2 ❽⑦p2 ✔m➂Πµ➒ , ✭✸✳✽✮

✇❤❡B❡ q " p2 ✏ p1 ❛♥❞ ❽⑦p1 ✔m➂Λµ
2 ❽⑦p2 ✔m➂ ✐A @❤❡ ♣B♦❥❡❝@✐♦♥ ♦♣❡B❛@♦B ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ @♦

@❤❡ ♠❛❣♥❡@✐❝ ❢♦B♠ ❢❛❝@♦B✳ ❊①♣❧✐❝✐@❧② ♣❡B❢♦B♠✐♥❣ @❤✐A ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ✉A✐♥❣ @❤❡ ✈❡B@❡① ❣✐✈❡♥ ✐♥
❡D✉❛@✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ♦♥❡ ♦❜@❛✐♥A

aHVP,LO
µ " ✏ie2❙ d4k❼2π➁4 Π

➐

γren ❽k2➂
k2

✁✏4❼pk➁ ✏ 4
3k

2
✔

16
3m2 ❼pk➁2✝❽❼p ✏ k➁2 ✏m2➂2 . ✭✸✳✾✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ✐❝❦ B♦@❛@✐♦♥ @♦ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠♦♠❡♥@✉♠ A♣❛❝❡ ❜② A✉❜A@✐@✉@✐♥❣

k0 " iK4, kµkµ " ✏K2

❙ d4k . . ." i❙ d4K . . . .
✭✸✳✶✵✮

❆❢@❡B ✐♥@❡❣B❛@✐♥❣ ♦✉@ @❤❡ ❛♥❣✉❧❛B ♣❛B@ ♦❢ @❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ✐♥@❡❣B❛❧ ✇❡ ✜♥❞

aHVP,LO
µ "

α

π
❙

➟

0
dK2Π➐

γren ❽K2➂m2K2Z3 ❽1 ✏K2Z➂
1 ✔m2K2Z2➫➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➳➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➵➯

!✂f❼K2➁
, Z " ✏

K2
✏

➸
K4 ✔ 4m2K2

2m2K2
,

✭✸✳✶✶✮



✷✵ ✸✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ aµ

✇✐@❤ @❤❡ ♠✉♦♥ ♠❛AA m "mµ✳ ◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ✉A❡ A♦♠❡ ◗❊❉✴◗❈❉ ❛B❣✉♠❡♥@A @♦ ♠❛♥✐♣✲
✉❧❛@❡ @❤✐A ❢♦B♠✉❧❛ ❡✈❡♥ ❢✉B@❤❡B✳ ❡ ❦♥♦✇ @❤❛@ @❤❡ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐❝ ❝✉BB❡♥@ ♦❢ @❤❡ D✉❛B❦A
✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

Jµ
em "◗

f

q̄fγ
µQemqf , ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡B❡ f B❡♣B❡A❡♥@A @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ✢❛✈♦BA ♦❢ @❤❡ D✉❛B❦A✳ ❚❤❡ ❝❤❛B❣❡ ♠❛@B✐① Qem ❢♦B @✇♦ ❛♥❞
@❤B❡❡ ✢❛✈♦✉BA ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Q
Nf!2
em "

1

3
➀2 0
0 ✏1

➅ , Q
Nf!3
em "

1

3

➆➊➈
2 0 0
0 ✏1 0
0 0 ✏1

➇➋➉ . ✭✸✳✶✸✮

❡ ❝❛♥ ✇B✐@❡ @❤❡♠ ✐♥ @❡B♠A ♦❢ @❤❡ ❣❡♥❡B❛@♦BA ♦❢ SU❼Nf➁ ❛A
Q

Nf!2
em "

1

3
T0 ✔ T3, Q

Nf!3
em " T3 ✔

1➸
3
T8. ✭✸✳✶✹✮

■♥ @❤✐A ❢❛A❤✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧A♦ ❞❡❝♦♠♣♦A❡ @❤❡ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐❝ ❝✉BB❡♥@

J
µ Nf!2
em "

1

3
J0µ
V ✔ J3µ

V , J
µ Nf!3
em " J3µ

V ✔
1➸
3
J8µ
V , ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡B❡ @❤❡ Jaµ
V ✬A ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ @❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ T a✬A✳ ❚❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐❝ ❝✉BB❡♥@

❝♦BB❡❧❛@♦B ✐A ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ✇❛② ❛A @❤❡ ✉A✉❛❧ ❝♦BB❡❧❛@♦B ❜②

ie2❙ d4xeiqx 0 ❙TJµ
em❼x➁Jν

em❼0➁❙0❡ " ❽q2ηµν ✏ qµqν➂Πhad
em ❽✏q2➂ . ✭✸✳✶✻✮

❍♦✇❡✈❡B✱ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❝✉BB❡♥@ ❝♦BB❡❧❛@♦B ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ✐♥ ❤◗❈❉✱

i❙ d4xeiqx ❛0 ❚TJaµ
V ❼x➁Jbν

V ❼0➁❚0❢ " δab ❽q2ηµν ✏ qµqν➂ΠV ❽✏q2➂ , ✭✸✳✶✼✮

✐A ♥♦@ ❡D✉❛❧ @♦ @❤❡ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐❝ ❝✉BB❡♥@ ❝♦BB❡❧❛@♦B ✐♥ @❤❡ ✜BA@ ♣❧❛❝❡✳ ■@ B❛@❤❡B ❣✐✈❡A
✉A ❡①❛❝@❧② @❤❡ ❝✉BB❡♥@ ❝♦BB❡❧❛@♦BA ✇❡ ♥❡❡❞ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ Πhad

em ❽✏q2➂✱ A✉❝❤ ❛A J3µ
V J3ν

V ❡ ❢♦B
❡①❛♠♣❧❡✳ ♦B❦✐♥❣ @❤✐A ♦✉@ ✇❡ ✜♥❞ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ B❡❧❛@✐♦♥A

Π
Nf!2
em ❽✏q2➂ " 10

9
e2ΠV ❽✏q2➂ , Π

Nf!3
em ❽✏q2➂ " 4

3
e2ΠV ❽✏q2➂ . ✭✸✳✶✽✮

❚❤✐A ✐A ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦

Πhad
em ❽✏q2➂ " 2e2TrQ2

emΠV ❽✏q2➂ . ✭✸✳✶✾✮

❡ ❞♦ ♥♦@ ♥❡❡❞ @♦ ❝♦♥A✐❞❡B ❛ ❤✐❣❤❡B ♥✉♠❜❡B ♦❢ ✢❛✈♦✉BA✱ ❜❡❝❛✉A❡ ✇❡ ❛B❡ ✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥ ♦❜✲
A❡B✈❛❜❧❡A ✐♥ @❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡✳ ❆❧❧ ♦@❤❡B D✉❛B❦A ❜❡A✐❞❡ ✉♣✱ ❞♦✇♥ ❛♥❞ A@B❛♥❣❡ ❛B❡ @♦♦
❤❡❛✈② @♦ ♣❧❛② ❛ A✐❣♥✐✜❝❛♥@ B♦❧❡ ✐♥ @❤❡A❡ ♣B♦❝❡AA❡A✳ ❙♦♠❡@✐♠❡A ✐@ ✐A ♥♦@ ❡✈❡♥ ♣♦AA✐❜❧❡ @♦
✐♥❝❧✉❞❡ @❤❡ A@B❛♥❣❡ D✉❛B❦ ❜❡❝❛✉A❡ ✐@A ♠❛AA ❞✐✛❡BA ❜② ♠♦B❡ @❤❛♥ ♦♥❡ ♦B❞❡B ♦❢ ♠❛❣♥✐@✉❞❡
❢B♦♠ @❤❡ ♠❛AA ♦❢ @❤❡ ❧✐❣❤@❡B @✇♦ D✉❛B❦A✳ ❉❡A♣✐@❡ @❤✐A ❢❛❝@ ✇❡ ❝❛♥ A@✐❧❧ ✉A❡ @❤❡ Nf " 3 B❡A✉❧@
❛A ❛♥ ✉♣♣❡B ❜♦✉♥❞ ❢♦B ❛ ✧B❡❛❧ Nf " 3✧ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ @❤❡♦B②✱ ❛A ✇❡ ✇✐❧❧ A❡❡ ✐♥ @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ @❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❑✐B✐@A✐A ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷ ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✻✳ ❚❤❡ B❡❛A♦♥ ✇❤② @❤✐A ❣✐✈❡A ❛♥ ✉♣♣❡B ❜♦✉♥❞ ✐A
@❤❛@ ✐♥❝B❡❛A✐♥❣ @❤❡ D✉❛B❦ ♠❛AA B❡❞✉❝❡A ✐@A ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥✱ ❜✉@ ❙✭✸✮ ✢❛✈♦B A②♠♠❡@B② ✐❣♥♦B❡A
@❤❡ ❢❛❝@ @❤❛@ @❤❡ A@B❛♥❣❡ D✉❛B❦ ✐A B❡❧❛@✐✈❡❧② ❤❡❛✈②✳



❈❤❛♣@❡B ✸✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ ✷✶

◆♦✇ ✇❡ ❛B❡ B❡❛❞② @♦ A✉❜A@✐@✉@❡ ❢♦B Π➐

γ ren ❽K2➂ ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮✳ ✐@❤ @❤❡ ❞❡✜♥✐@✐♦♥

Π̂ ❽K2➂ ✂" 4π2 ✁ΠV ❽K2➂ ✏ΠV ❼0➁✝ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜@❛✐♥

aHVP,LO
µ " ❿α
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➄2❙ ➟

0
dK2f ❽K2➂ Π̂ ❽K2➂ . ✭✸✳✷✵✮

❚♦ ❡♠♣❤❛A✐③❡ @❤❡ ♠❛✐♥ A@❛@❡♠❡♥@ ♦❢ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ♦♥❝❡ ♠♦B❡✿ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ΠV ❽✏q2➂
✐♥ ❛♥② @❤❡♦B② ♦B ♠♦❞❡❧✱ ❡✳❣✳ ❧❛@@✐❝❡ ◗❈❉ ♦B ✐♥ ♦✉B ❝❛A❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉✱ ✇❡ ❥✉A@ ❤❛✈❡ @♦
♣❧✉❣ ✐@ ✐♥@♦ @❤❡ ❢♦B♠✉❧❛ ✭✸✳✷✵✮ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛@❡ @❤❡ ✐♥@❡❣B❛❧ @♦ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥✳

❆A ✇❡ A❤❛❧❧ A❡❡ ✐♥ @❤❡ ♥❡①@ A❡❝@✐♦♥✱ ✐♥ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ✇❡ ❛B❡ ❡AA❡♥@✐❛❧❧② ❞❡A❝B✐❜✐♥❣ @❤❡
❤❛❞B♦♥✐❝ ❜❧♦❜ ♦❢ ✜❣✉B❡ ✸✳✷ ❛A ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♥❡✉@B❛❧ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A✳ f✐❝@♦B✐❛❧❧② @❤✐A ✐A
✐❧❧✉A@B❛@❡❞ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✸✳✸✳ ■♥ @❤❡ ❧❛B❣❡✲N ❧✐♠✐@ ♦❢ ❤◗❈❉ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B @❡B♠ ✐A A✉♣♣♦A❡❞
@♦ ❜❡ @❤✐A ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ @❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥@ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ ΠV ❽✏q2➂ ❛♥❞
❢✉B@❤❡B aHVP,LO

µ ❛B❡ ❢B♦♠ @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A✳ ❚❤❡ ♠❛AA❡A ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A
♦❢ @❤❡A❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐@❧② ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✐♥ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧✳ ❆A ✇❡
✇✐❧❧ ❞✐A❝✉AA ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✺✱ ❝♦♥A✐❞❡B✐♥❣ ♦♥❧② @❤❡ ✜BA@ @❡B♠ ✐♥ @❤❡ ❧❛B❣❡✲N ❡①♣❛♥A✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞
@♦ ❛ A✐❣♥✐✜❝❛♥@ ❡BB♦B ✐♥ @❤❡ ❡♥❞✳

❋✐❣✉B❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ❜❧♦❜ ❛A ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ♥❡✉@B❛❧ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ✸✻✳



✷✷ ✸✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ aµ



❈❤❛♣*❡, ✹

❍♦❧♦❣@❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧> ❛♥❞ <❤❡✐@
❍6

❚❤✐A ❝❤❛♣@❡B ✐A @❤❡ ❝♦B❡ ♦❢ @❤✐A @❤❡A✐A✳ ❍❡B❡ ✇❡ A@✉❞② @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A
❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡✐B ❛AA♦❝✐❛@❡❞ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥✳ ❋♦B @❤❡ ✜BA@ ❢❡✇ ♠♦❞❡❧A ✇❡
✇✐❧❧ ❣♦ ✐♥@♦ ♠♦B❡ ❞❡@❛✐❧ ❢♦B ❡❛❝❤ ♦❢ @❤❡ A@❡♣A @♦ ♠❛❦❡ @❤✐♥❣A ❝❧❡❛B❡B✳ ■♥ @❤❡ ♠♦❞❡❧A ❛❢@❡B
@❤❡♠ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❛B❡ ✈❡B② A✐♠✐❧❛B ❛♥❞ A♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦@ A❤♦✇ ❛❧❧ @❤❡ A@❡♣A ❡①♣❧✐❝✐@❧② ❜✉@
B❛@❤❡B B❡❢❡B @♦ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A A❡❝@✐♦♥A✳

✹✳✶ ❍❛D❞✲❛❧❧ ▼♦❞❡❧ ✭❍✮

❚❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✶✽ ♦B A❤♦B@ ❍ ♠♦❞❡❧ ✐A @❤❡ A✐♠♣❧❡A@ ♠♦❞❡❧ ❞✐A❝✉AA❡❞ ✐♥ @❤✐A
@❤❡A✐A✳ ❇❛A❡❞ ♦♥ @❤✐A ♠♦❞❡❧ @❤❡ ❍f ✇❛A ❛❧B❡❛❞② ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✐♥ ✸✻ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ @♦ @❤❡
♣B♦❜❧❡♠ ♦❢ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥✳ ■@ ✐A ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦B ❛ ❜♦@@♦♠✲
✉♣ ♠♦❞❡❧✱ A✐♥❝❡ ✐@ ✐A ♥♦@ ❝♦♥A@B✉❝@❡❞ ❞✐B❡❝@❧② ❜② ❞❡❢♦B♠✐♥❣ @❤❡ A✉♣❡B ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B②✱
❜✉@ B❛@❤❡B ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥A@B✉❝@❡❞ ❜② ❤❛♥❞ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥@❡♥@ ♦❢ @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧
@❤❡♦B② B❡♣B♦❞✉❝❡A ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝❛❧❧② @❤❡ ❞②♥❛♠✐❝A ♦❢ ❝❤✐B❛❧ A②♠♠❡@B② ❜B❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ◗❈❉✳ ❚❤❡
5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

S " ❙ d5x
➸
gTr➐❙DX ❙2 ✔ 3❙X ❙2 ✏ 1

4g25
❽F 2

L ✔ F 2
R➂→ . ✭✹✳✶✮

❍❡B❡ ✇❡ ♠❛❞❡ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐@✐♦♥A ❢♦B @❤❡ ✜❡❧❞A✱ ✜❡❧❞ A@B❡♥❣@❤ @❡♥A♦B ❛♥❞ ❝♦✈❛B✐❛♥@
❞❡B✐✈❛@✐✈❡

AL,R " Aa
L,RT

a

FMN " ∂MAN ✏ ∂NAM ✏ i gAM ,AN ✆
DMX " ∂MX ✏ iALMX ✔ iXARM .

✭✹✳✷✮

❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡A M ❛♥❞ N B❡❢❡B ❤❡B❡ @♦ @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ D✉❛♥@✐@✐❡A✳ ❋♦B @❤❡ 4✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧
♣❛B@ ♦❢ @❤❡♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉A❡ ●B❡❡❦ ✐♥❞✐❝❡A✳ ❚❤❡ ♠❛@B✐❝❡A T a✱ ✇✐@❤ Tr ✁T aT b✝ " 1

2δ
ab✱ ❛B❡

@❤❡ ❣❡♥❡B❛@♦BA ♦❢ @❤❡ ✉♥❞❡B❧②✐♥❣ A②♠♠❡@B② ❣B♦✉♣ SU❼Nf➁✱ ❢✉B@❤❡B♠♦B❡ ✉A✐♥❣ @❤❡ ♠♦A@❧②
♠✐♥✉A ❝♦♥✈❡♥@✐♦♥ @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♠❡@B✐❝ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

ds2 "
1

z2
❽✏dz2 ✔ dxµdxµ➂ , 0 ❅ z ❇ zm. ✭✹✳✸✮

❍❡B❡ ✇❡ ❤❛✈❡ A❡@ @❤❡ AdS B❛❞✐✉A L @♦ ✉♥✐@②✳ ❙✐♥❝❡ @❤❡ z✲❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ✐A ❜♦✉♥❞❡❞ ❢B♦♠ ❛❜♦✈❡
❜② ❛ ✧❤❛B❞ ❜♦✉♥❞❛B②✧ ❛@ z " zm✱ @❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐A ❝❛❧❧❡❞ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥@B♦❞✉❝@✐♦♥

✷✸
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♦❢ @❤✐A ❜♦✉♥❞❛B② ❛@ z " zm ❜B❡❛❦A @❤❡ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ A②♠♠❡@B②✳ ❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ @❤❡B❡ ✐A
❛❧A♦ ❛ A♦ ❝❛❧❧❡❞ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡B❡ 0 ❅ z ❅ ➟✳ ■♥ @❤✐A ❝❛A❡ ❤♦✇❡✈❡B ♦♥❡ ✐♥@B♦❞✉❝❡A ❛
❞✐❧❛@♦♥ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✐♥ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ @♦ ❜B❡❛❦ ❝♦♥❢♦B♠❛❧ A②♠♠❡@B②✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞A ALµ ❛♥❞ ARµ

❛B❡ B❡❢❡BB❡❞ @♦ ❛A ❧❡❢@ ❛♥❞ B✐❣❤@ ❤❛♥❞❡❞ ❝❤✐B❛❧ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞A✳ ▲❛@❡B ✐@ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉A❡❢✉❧ @♦ ✉A❡
@❤❡♠ ✐♥ ♦B❞❡B @♦ ❞❡✜♥❡ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Vµ ❛♥❞ @❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❝@♦B ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Aµ ❜②

V "
1

2
❼AL ✔AR➁ , A "

1

2
❼AL ✏AR➁ . ✭✹✳✹✮

❚❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥@❡♥@ ♦❢ @❤❡ ✺✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ @❤❡♦B② ❛♥❞ @❤❡✐B 4✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❞✉❛❧ D✉❛♥@✐@✐❡A ❛A
✇❡❧❧ ❛A @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♠❛AA m5 " ❼Δ ✏ p➁❼Δ ✔ p ✏ 4➁ ❢♦B ❡❛❝❤ ♦♣❡B❛@♦B ♣❛✐B ❛B❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ■♥ @❤❡ A❛♠❡ ✇❛② ❛A ❞❡A❝B✐❜❡❞ ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✹✺✮ ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ B❡❧❛@❡

4D ✂ ❖❼x➁ 5D ✂ φ❼x, z➁ p Δ m2
5

q̄Lγ
µT aqL Aa

Lµ ✶ ✸ ✵

q̄Rγ
µT aqR Aa

Rµ ✶ ✸ ✵

q̄αRq
β
L ❼2⑦z➁Xαβ ✵ ✸ ✲✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❋✐❡❧❞ ❝♦♥@❡♥@ ♦❢ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✶✽✳

@❤❡ ❣❡♥❡B❛@✐♥❣ ❢✉♥❝@✐♦♥❛❧ ♦❢ @❤❡ 4✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ @❤❡♦B② ✭✇❤✐❝❤ ✐A A✉♣♣♦A❡❞ @♦ ❞❡A❝B✐❜❡ ◗❈❉✮
W4D gφ0❼x➁✆ ❛♥❞ @❤❡ ❡✛❡❝@✐✈❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ @❤❡♦B② S5D, ❡✛ gφ❼x, $➁✆ ❡✈❛❧✉❛@❡❞
✉♥❞❡B ❝❡B@❛✐♥ ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❛@ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② z " $ ✇✐@❤ $" 0

W4D gφ0❼x➁✆ " S5D, ❡✛ gφ❼x, $➁✆ ❛@ φ❼x, $➁ " φ0❼x➁. ✭✹✳✺✮
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✉♥❞❡B @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ψVn❼$ " 0➁ " 0 ❛♥❞

∂zψVn ❼zm➁ " 0✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ❛B❡ ♥♦B♠❛❧✐③❡❞ A✉❝❤ @❤❛@

❙
zm

�

dz

z
❼ψVn❼z➁➁2 " 1. ✭✹✳✷✷✮

■♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞B♦♣ @❤❡ iε ♣B❡A❝B✐♣@✐♦♥ @♦ A✐♠♣❧✐❢② ♦✉B ♥♦@❛@✐♦♥✳ ❊①♣❧✐❝✐@❧② @❤❡
❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

ψVn❼z➁ " ➸
2zJ1 ❼zmVn➁

zmJ1 ❼zmmVn➁ . ✭✹✳✷✸✮

❋♦B ❛ ♣❧♦@ ♦❢ @❤❡ ♥♦B♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ψVn❼z➁ A❡❡ ✜❣✉B❡ ✹✳✶✳
❡ ♥♦✇ A❤♦✇ @❤❛@ V ❼q, z➐➁ " limz"� ❼✏❼1⑦z➁∂zG ❼q; z, z➐➁➁ ❜② ✉A✐♥❣ ●B❡❡♥✬A A❡❝♦♥❞ ✐❞❡♥@✐@②✳
■♥ ✐@A ❣❡♥❡B❛❧ ❢♦B♠ ✐@ A@❛@❡A

❙
U
❽ψ➞2ϕ ✏ ϕ➞2ψ➂dV " ❝

∂U
❿ψ∂ϕ

∂n
✏ ϕ

∂ψ

∂n
➄dS, ✭✹✳✷✹✮

✇✐@❤ ϕ ❛♥❞ ψ @✇✐❝❡ ❝♦♥@✐♥✉♦✉A❧② ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ B❡❣✐♦♥ U ✳ ❍❡B❡ ➞ A@❛♥❞A ❢♦B ❛ ❣❡♥❡B❛❧
❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ♦♣❡B❛@♦B✳ ■♥ ♦✉B ❝❛A❡ U ✐A @❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ B❡❣✐♦♥ z ❃ g0, zm✆ ❛♥❞ ➞2

" L̂✳
❚❤❡ ❞✐B❡❝@✐♦♥❛❧ ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ✐A ❣✐✈❡♥ ❛A ∂

∂n "
1
z∂z✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✹✳✷✹✮ @♦ ♦✉B ♣B♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐❞❡♥@✐❢②

ψ " V ❼q, z➁ ❛♥❞ ϕ " G ❼q; z, z➐➁✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡A

❙
zm

0

dz

z
❽V ❼q, z➁L̂G ❽q; z, z➐➂ ✏G ❽q; z, z➐➂ L̂V ❼q, z➁➂ "
" V ❼q, z➁1

z

∂G ❼q; z, z➐➁
∂z

✏G ❽q; z, z➐➂ 1
z

∂V ❼q, z➁
∂z

zm
z!�

.
✭✹✳✷✺✮



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✷✼

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
-1.5-1.0-0.50.0
0.5

1.0

1.5

z in GeV-1

ψ V n(z)

❋✐❣✉B❡ ✹✳✶✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ✜✈❡ ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❢♦B @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳

A✐♥❣ ✭✹✳✷✵✮ ❛A ✇❡❧❧ ❛A L̂V ❼q, z➁ " 0 ❛♥❞ ❛❧❧ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ✇❡ ✐♠♣♦A❡❞ ♦♥ ψVn

❛♥❞ V ❼q, z➁ ✇❡ ✜♥❞
❙

zm

0

dz

z
V ❼q, z➁zδ ❽z ✏ z➐➂ " lim

z"�
➀V ❼q, z➁1

z

∂G ❼q; z, z➐➁
∂z

➅ . ✭✹✳✷✻✮

❈❛BB②✐♥❣ ♦✉@ @❤❡ ✐♥@❡❣B❛❧ ♦♥ @❤❡ ❧❡❢@✲❤❛♥❞ A✐❞❡ ✇❡ ✜♥❞ @❤❡ ❞❡A✐B❡❞ ❢♦B♠✉❧❛ A@❛@❡❞ ❛❜♦✈❡

V ❽q, z➐➂ " lim
z"�

❽✏❼1⑦z➁∂zG ❽q; z, z➐➂➂ . ✭✹✳✷✼✮

f❧✉❣❣✐♥❣ @❤✐A ♥♦✇ ✐♥@♦ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ②✐❡❧❞A @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥

ΠV ❽✏q2➂ " 1

g25
◗
n

✁ψ➐

Vn
❼$➁⑦$✝2❽q2 ✏m2

Vn
✔ iε➂m2

Vn

. ✭✹✳✷✽✮

❋B♦♠ @❤✐A ❡①♣B❡AA✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ B❡❛❞ ♦✛ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A FVn ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛0 ❚Jµa
V ❼0➁❚V b

n ❢ "
FVnδ

ab$µ ❛A

F 2
Vn

" lim
�"0

1

g25
✁ψ➐

Vn
❼$➁⑦$✝2 " 1

g25
✁ψ➐➐

Vn
❼0➁✝2 . ✭✹✳✷✾✮

❋♦B @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ aµ ✇❡ ♦❢ ❝♦✉BA❡ ♥❡❡❞ Π,❡♥
V ❽✏q2➂✏Π,❡♥

V ❼0➁✳ ❋B♦♠ ✭✹✳✷✽✮ ✐@ ✐A A@B❛✐❣❤@✲
❢♦B✇❛B❞ @♦ A❡❡ @❤❛@

Π,❡♥
V ❽✏q2➂ ✏Π,❡♥

V ❼0➁ " m

◗
n!1

q2F 2
Vn❽q2 ✏m2

Vn
➂m4

Vn

✔❖ ➀ q2

m2
Vm

➅ . ✭✹✳✸✵✮

❍❡B❡ ✇❡ ❛❧A♦ ✐♥❞✐❝❛@❡❞ @❤❡ ❡BB♦B ✐❢ ✇❡ @B✉♥❝❛@❡ @❤❡ A✉♠ ❛@ ❛ ❝❡B@❛✐♥ ✈❛❧✉❡ n " m✳ ❚❤❡
❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮ ✐A ❡D✉❛❧ @♦ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ ✐♥ @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ m " ➟✳ ❍♦✇❡✈❡B ✉A✉❛❧❧② ✐@ ✐A
A✐♠♣❧❡B @♦ ✉A❡ ❡①♣B❡AA✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮✱ A✐♥❝❡ A♦❧✈✐♥❣ ❢♦B ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ✐A A✐♠♣❧❡B ✐♥ ♣B♦❜❧❡♠A
♥♦@ A♦❧✈❛❜❧❡ ❛♥❛❧②@✐❝❛❧❧②✳ ❆❧A♦✱ ❜② A♦❧✈✐♥❣ ❢♦B @❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ♦♥❡ ♦❜@❛✐♥A @❤❡ ♠❛AA
A♣❡❝@B✉♠ ✧❢♦B ❢B❡❡✧✱ ✇❤✐❝❤ ✐A ❛❧A♦ ❛♥ ❛❞✈❛♥@❛❣❡ ❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ A❡❛B❝❤✐♥❣ ❢♦B ❛❧❧ ♣♦❧❡A ♦❢ ❛
♥♦♥✲❛♥❛❧②@✐❝❛❧ ❢✉♥❝@✐♦♥✳



✷✽ ✹✳✶✳ ❍❛B❞✲❛❧❧ ▼♦❞❡❧ ✭❍✮

❋♦B @❤✐A A✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡B❢♦B♠ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❛♥❛❧②@✐❝❛❧❧② ❢♦B ❜♦@❤ ❝❛A❡A✳ ❆❧A♦ ♠♦B❡
✐♠♣♦B@❛♥@❧②✱ @❤❡② ❜♦@❤ ♣B♦✈✐❞❡ @❤❡ A❛♠❡ B❡A✉❧@A✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ♠❛AA❡A ♦❢
@❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✷✳
❚❤❡ B❡A✉❧@A ♦❜@❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧ @♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢
@❤❡ ♠✉♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✸✳

✹✳✶✳✶ ❍✶ ♠♦❞❡❧

◆♦✇ ✇❡ ❛B❡ B❡❛❞② @♦ ✜① @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA✳ ❡ ❝❛♥ ❞♦ @❤✐A ❜② A✇✐@❝❤✐♥❣ @♦ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠♦♠❡♥✲
@✉♠ Q2

" ✏q2 ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ΠV ❽Q2➂ ❢♦B ❧❛B❣❡ Q2✳ ❚❤❡ B❡A✉❧@ ❝❛♥ @❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛B❡❞ ✇✐@❤

@❤❡ ♦♣❡B❛@♦B ♣B♦❞✉❝@ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ❖f❊ ♦❢ ΠV ❽Q2➂✳ ❚❤❡ ❝♦♥A@❛♥@ g5 ✐A ✜@@❡❞ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡

❧❡❛❞✐♥❣ @❡B♠ ♦❢ @❤❡ ❖f❊ ❛♥❞ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ B❡A✉❧@ ❢♦B ΠV ❽Q2➂ ❤❛✈❡ @❤❡ A❛♠❡ ♣B❡❢❛❝@♦B✳
❆@ ❧❛B❣❡ Q2 @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ B❡A✉❧@ ✐♥ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

ΠV ❽Q2➂ " 1

2g25
logQ2, ✭✹✳✸✶✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ A❡❡♥ ❞✐B❡❝@❧② ❢B♦♠ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❖f❊ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜② ✸✾✱ ✹✵

ΠV ❽Q2➂ " Nc

24π2
❿1 ✔ αs

π
➄ log➀Q2

µ2
➅ ✏ αs

24π

Nc

3

❛G2❢
Q4

✔
14Nc

27

παsqq̄❡2
Q6

. ✭✹✳✸✷✮

❇② ❝♦♠♣❛B✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮ ✇❡ ✜♥❞

1

g25
"

Nc

12π2
. ✭✹✳✸✸✮

❆❢@❡B ✐❝❦ B♦@❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ @♦ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ A♣❛❝❡ @❤✐A ✐A ❡①❛❝@❧② @❤❡ ❡①♣B❡AA✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐♥ @❤❡
✐♥@❡❣B❛❧ ✭✸✳✷✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡B @❤❡B❡ ✐A A@✐❧❧ ♦♥❡ ♣❛B❛♠❡@❡B ❧❡❢@ @♦ ✜①✱ ♥❛♠❡❧② @❤❡ ✉♣♣❡B ❜♦✉♥❞
♦❢ @❤❡ z✲❝♦♦B❞✐♥❛@❡ zm✳ ■@ ✐A ✜①❡❞ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ ♠❛AA ♦❢ @❤❡ ❧✐❣❤@❡A@ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ❡D✉❛❧A @❤❡
♠❛AA ♦❢ @❤❡ ✜BA@ B❤♦ ♠❡A♦♥ ρ❼770➁✱ mρ " 775.5 MeV✳ ❚❤✐A ❝❛♥ ❜② ❞♦♥❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ @❤❡
♣♦❧❡A ♦❢ Πren

V ❽✏q2➂✳ ■@ ❤❛A ♣♦❧❡A ❡①❛❝@❧② ❛@ q2 " m2
Vn
✱ ✇❤❡B❡ mV1 " mρ ✭@❤❡ ♠❛AA ♦❢ @❤❡

❧✐❣❤@❡A@ B❤♦ ♠❡A♦♥✮✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ A♦❧✈❡ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥ J0 ❼qzm➁ " 0 ❢♦B q✳ ❉♦✐♥❣ A♦ ❣✐✈❡A

zm " 3.101 GeV✏1. ✭✹✳✸✹✮

❚❤❡ ♠❛AA❡A ♦❢ @❤❡ ♦@❤❡B ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ❛B❡ ❛❧A♦ ❞❡@❡B♠✐♥❡❞ ❜② @❤❡ ♣♦❧❡A ♦❢ Πren
V ❽✏q2➂✳ ❆A ✇❡

✇✐❧❧ A❡❡ ❧❛@❡B✱ @❤✐A ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ ❝♦♥A✐A@❡♥@ ✇✐@❤ @❤❡ ♦@❤❡B ♠❡@❤♦❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ✈❛❝✉✉♠
♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

✹✳✶✳✷ ❍✷ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐A❝✉AA❡❞ A♦ ❢❛B ✐A ✉A✉❛❧❧② B❡❢❡BB❡❞ @♦ ❛A ❍✶ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ @❤❡B❡ ✐A ❛❧A♦ ❛♥✲
♦@❤❡B ❍ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ❍✷ ✭♦B ❍✐B♥✲❙❛♥③ ♠♦❞❡❧✮ ✹✶ ✇✐@❤ ✷ ❞✐✛❡B❡♥@ A❡@A ♦❢ ♣❛B❛♠❡@❡BA✳
❚❤❡ ✉A✉❛❧ A❡@ ✐A ♦❜@❛✐♥❡❞ ❜② ✜@@✐♥❣ @❤❡ B❤♦ ♠❡A♦♥ ♠❛AA ✭❍✷✮ ❛♥❞ @❤❡ ♦@❤❡B ❜② ✜@@✐♥❣
@❤❡  ❛A②♠♣@♦@✐❝ ✭✲✜@✮✳ ❋♦B ♦✉B ❛♣♣❧✐❝❛@✐♦♥ @❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡B❡♥❝❡ ❜❡@✇❡❡♥ @❤❡ ❍✶
❛♥❞ ❍✷ ♠♦❞❡❧ ❛B❡ @❤❡ ✈❛❧✉❡A ♦❢ @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA g5 ❛♥❞ zm✳ ❚❤❡ ✜@ ❢♦B @❤❡ ✧A@❛♥❞❛B❞✧
❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✲ ❍✶ ✲ ✐A @❤❡ ♦♥❡ ❞✐A❝✉AA❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❡ ✇✐❧❧ ♥♦@ ❣♦ ✐♥@♦ @♦♦ ♠✉❝❤ ❞❡@❛✐❧
❛❜♦✉@ ❤♦✇ @❤❡ ✜@ ✐♥ @❤❡ ❍✷ ✇♦B❦A✱ ❜✉@ B❛@❤❡B ❥✉A@ A@❛@❡ @❤❡ ♠❛✐♥ ❛B❣✉♠❡♥@A✳ ❚❤❡ ❍✷



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✷✾

♠♦❞❡❧ ✐♠♣♦A❡A ❞✐✛❡B❡♥@ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ♦♥ @❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ❢♦B @❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❝@♦B
A❡❝@♦B @❤❛♥ @❤❡ ❍✶ ♠♦❞❡❧

ψA
n ❼0➁ " ψA

n ❼zm➁ " 0. ✭✹✳✸✺✮

❚❤✐A B❛✐A❡A @❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡✐@❤❡B ♠♦❞✐❢②✐♥❣ g5 ♦B zm✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ g5 ✐A ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ @❤❡ ❍✷
♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡B❡❛A ✐♥ @❤❡ ❍✷ ✭✲✜@✮ ♠♦❞❡❧ @❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦B zm ✐A ❝❤❛♥❣❡❞ ❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ @❤❡
❍✶ ♠♦❞❡❧✳ ❙✉♠♠❛B✐③✐♥❣ @❤❡ ✈❛❧✉❡A ♦❢ @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA ✇❡ ❤❛✈❡

❍✶ ✂ g5 " 2π zm " 3.101 GeV✏1,

❍✷ ✂ g5 " 4.932 zm " 3.101 GeV✏1,

❍✷ ✭✲✜@✮ ✂ g5 " 2π zm " 2.4359 GeV✏1✳

✭✹✳✸✻✮

❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ♥✉♠❡B✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡A ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳

❍✶ ❍✷ ❍✷ ✭✲✜@✮

n MVn F
1⑦2
Vn

MVn F
1⑦2
Vn

MVn F
1⑦2
Vn

1 775.5 329.3 775.5 371.7 987.2 419.2
2 1780 616.2 1780 695.5 2266 784.5
3 2791 863.8 2791 975.0 3553 1100
4 3802 1090 3802 1230 4841 1387
5 4815 1301 4815 1468 6130 1656
6 5827 1501 5827 1694 7419 1911
7 6840 1693 6840 1911 8708 2155
8 7853 1878 7853 2119 9997 2390

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

✐♥ MeV✳

✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✭10✏10✮

Nf " 2 Nf " 3

❍✶ 476.3 571.6

❍✷ 773.1 927.7

❍✷ ✭✲✜@✮ 303.9 364.7

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✁✕10✏10✝ ❢♦B ❞✐✛❡B❡♥@ ♣❛B❛♠❡@❡B ✜@A ♦❢ @❤❡ ❍

♠♦❞❡❧✳

✹✳✷ ❙♦❢@✲❛❧❧ ▼♦❞❡❧ ✭❙✮

❋♦B @❤❡ A♦ ❝❛❧❧❡❞ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❢✉❧❧ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❞✉❛❧ ❣B❛✈✐@② @❤❡♦B②
✐A ❣✐✈❡♥ ❜② ✶✾✱ ✹✷

S " ❙ d5xe✏Φ❼z➁➸gTr➐❙DX ❙2 ✔ 3❙X ❙2 ✏ 1

2g25
❽F 2

V ✔ F 2
A➂→ , ✭✹✳✸✼✮

✇✐@❤ d5x " d4xdz ✇❤❡B❡ d4x ❞❡♥♦@❡A @❤❡ ✉A✉❛❧ 3 ✔ 1 A♣❛❝❡@✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥@A✳ ❚❤❡ ♠❡@B✐❝ ✐A
❣✐✈❡♥ ❜② @❤❡ AdS ♠❡@B✐❝ ds2 " gMNdxMdxN "

1
z2
❽ηµνdxµdxν ✏ dz2➂✱ @❤❡B❡❢♦B❡ ➸

g " 1
z5
✳



✸✵ ✹✳✷✳ ❙♦❢@✲❛❧❧ ▼♦❞❡❧ ✭❙✮

❚❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ e✏Φ❼z➁ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐A❝✉AA❡❞ ✐♥ ♠♦B❡ ❞❡@❛✐❧ ❧❛@❡B✳ ❍❡B❡ @❤❡ ❝♦✈❛B✐❛♥@
❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ♦❢ @❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞ X ✐A ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛

DMX " ∂MX ✏ i ✁V M ,X✝ ✏ i➍AM ,X➒ , ✭✹✳✸✽✮

@❤❡ ✜❡❧❞ A@B❡♥❣@❤ @❡♥A♦B ❢♦B @❤❡ ✈❡❝@♦B ✜❡❧❞ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

FMN
V ✂" ∂MV N

✏ ∂NV M
✏ i ❽✁V M , V N ✝ ✔ ✁AM ,AN ✝➂ , ✭✹✳✸✾✮

✇❤❡B❡❛A ❢♦B @❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❝@♦B ✜❡❧❞ ✐@ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

FMN
A ✂" ∂MAN

✏ ∂NAM
✏ i ❽✁V M ,AN ✝ ✔ ✁AM , V N ✝➂ . ✭✹✳✹✵✮

❡ ❛❧A♦ ♥♦@❡ @❤❛@ VM ✂" VMaT
a ❛♥❞ AM ✂" AMaT

a✱ ✇❤❡B❡ @❤❡ T a✬A ❛B❡ @❤❡ ❣❡♥❡B❛@♦BA ♦❢
@❤❡ ❣❛✉❣❡❞ ✐A♦A♣✐♥ A②♠♠❡@B②✳ ❛B②✐♥❣ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞
V M ❣✐✈❡A @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥

∂M ❾e✏Φ❼z➁➸gFMNa➃ ✔ e✏Φ❼z➁➸gfabcFMNaV b
MFMNc

" 0, ✭✹✳✹✶✮

✇❤❡B❡ F a
MN ✐A ✉♥❞❡BA@♦♦❞ @♦ ❜❡ @❤❡ a✲@❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥@ ✐♥ FMN

V " FMNa
V T a✳ ◆♦@❡ @❤❛@ ✇❡ ✉A❡

❝❛♣✐@❛❧ ▲❛@✐♥ ❧❡@@❡BA ❛A @❤❡ A✉♠♠❛@✐♦♥ ✐♥❞❡① ❢♦B @❤❡ ✜✈❡ A♣❛❝❡@✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥@A ❛♥❞ ❧♦✇❡B
❝❛A❡ ❧❡@@❡BA ❢♦B @❤❡ A✉♠♠❛@✐♦♥ ✐♥❞❡① ❝♦♥@B❛❝@❡❞ ✇✐@❤ @❤❡ ❣❡♥❡B❛@♦BA T a ♦❢ @❤❡ A②♠♠❡@B②
❣B♦✉♣✳ ❆A ✉A✉❛❧ ✉♣♣❡B A♣❛❝❡@✐♠❡ ✐♥❞✐❝❡A ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥@B❛❝@❡❞ ✇✐@❤ ❧♦✇❡B ♦♥❝❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡
✈❡BA❛✳ ❋♦B @❤❡ ✐♥❞✐❝❡A ♦❢ @❤❡ 4✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♣❛B@ ♦❢ @❤❡ A♣❛❝❡@✐♠❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉A❡ ●B❡❡❦ ❧❡@@❡BA
✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥@A fabc ❛B❡ @❤❡ A@B✉❝@✉B❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥@A ♦❢ @❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣
A②♠♠❡@B② ❣B♦✉♣✳ ❡ ❝❛♥ ❧✐♥❡❛B✐③❡ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥✱ A✐♥❝❡ ✇❡ ❛B❡ ❤❡B❡ ♦♥❧② ✐♥@❡B❡A@❡❞
✐♥ @❤❡ @✇♦✲♣♦✐♥@ ❝♦BB❡❧❛@♦B ❛A ♣♦✐♥@❡❞ ♦✉@ ❢♦B @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✶✽✳ ❡ ❝❛♥
✉A❡ ❛♥ ❛①✐❛❧✲❧✐❦❡ ❣❛✉❣❡ Vz " 0 ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥ ❢♦B ✐A♦A♣✐♥ ❝♦♥A❡B✈❛@✐♦♥ ∂µVµ "

0✳ ❋✉B@❤❡B ✇❡ ❝❛♥ ❋♦✉B✐❡B @B❛♥A❢♦B♠ @❤❡ 4✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ A♣❛❝❡@✐♠❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡A A✉❝❤ @❤❛@

❘ d4xeiqxV a
µ ❼xµ, z➁ " V a

µ ❼q, z➁ @♦ ♦❜@❛✐♥

∂z ➀e✏Φ
z

∂zV
a
µ ➅ ✔ q2e✏Φ

z
V a
µ " 0. ✭✹✳✹✷✮

❍❡B❡ z2∂z " ✏∂
z ✇❛A ✉A❡❞✳ ❡ ♥❡❡❞ @♦ A♦❧✈❡ @❤✐A ❡D✉❛@✐♦♥ ✐♥ ♦B❞❡B @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ @✇♦✲

♣♦✐♥@ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥✳ ❚❤❡B❡ ❛B❡ ❛❣❛✐♥ @✇♦ ♣♦AA✐❜❧❡ ✇❛②A @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥
❢✉♥❝@✐♦♥✳ ❊✐@❤❡B ❜② A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞ A♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✹✷✮ ♦B ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@♦B ✐♥ ❛♥
✐♥✜♥✐@❡ @♦✇❡B ♦❢ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A✳ ❇✉@ ❜❡❢♦B❡ ✇❡ ❞✐A❝✉AA @❤❡A❡ @✇♦ ♠❡@❤♦❞A ✇❡ ✜BA@ ❤❛✈❡ ❛
❝❧♦A❡B ❧♦♦❦ ❛@ @❤❡ B❡❧❛@✐♦♥ ❜❡@✇❡❡♥ V a

µ ❛♥❞ @❤❡ ❝♦BB❡❧❛@♦B ✐@A❡❧❢✳

✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ❙ :✇♦✲♣♦✐♥: ❝♦==❡❧❛:✐♦♥ ❢✉♥❝:✐♦♥

❚❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❞✉❛❧✐@② A@❛@❡A @❤❛@ @❤❡B❡ ✐A ❛ ♦♥❡✲@♦✲♦♥❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡@✇❡❡♥ @❤❡ ✜❡❧❞A
✐♥ @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❣B❛✈✐@② @❤❡♦B② ❛♥❞ @❤❡ ✜❡❧❞ @❤❡♦B② ♦♣❡B❛@♦BA✳ ❆@ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② @❤❡
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µ ❼q➁✳ ❚❤❡ ❧❛@@❡B ♦♥❡ Ṽ a
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" Ṽ a

µ Ṽ
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κ ❛♥❞ b✳ ❋♦B V ❼q, z➁ ❛♥❞ @❤❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥ limz"➟ V ❼q, z➁ " 0 ✇❡ ✜♥❞

V ❼q, z➁ " Γ❾✏ q2

4κ2 ✔ b ✔ 1➃U ❾b ✏ q2

4κ2 ,0, κ
2z2➃

Γ❼b ✔ 1➁U ❼b,0, κ2z2➁ . ✭✹✳✼✶✮

❋✉B@❤❡B♠♦B❡✱ ❢♦B @❤❡ A❡❧❢ ❡♥❡B❣② ❢✉♥❝@✐♦♥✱ ❜② ✉A✐♥❣ ✭✹✳✹✻✮ ❛A ✇❡❧❧ ❛A A✉❜@B❛❝@✐♥❣ @❤❡ A❡❧❢✲
❡♥❡B❣② ❢✉♥❝@✐♦♥ ❢♦B q2 " 0 ❛A ✐♥ ✭✹✳✺✷✮✱ ✇❡ ✜♥❞

Π̄V ❽q2➂ " ✏ 1

2g25

➆➊➊➊➈
❽q2 ✏ 4κ2b➂ ❿Hb ✏H

b✏ q2

4κ2

➄
q2

✔ bψ❼1➁❼b ✔ 1➁➇➋➋➋➉ . ✭✹✳✼✷✮

❚❤❡ ❧❛A@ @❤✐♥❣ ❧❡❢@ @♦ ❞❡@❡B♠✐♥❡ ❜❡❢♦B❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ❍f ❛B❡ @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA κ ❛♥❞ b✳
■♥ ✹✺ @❤✐A ✐A ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛B✐♥❣ @❤❡ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✼✷✮ ❢♦B ❧❛B❣❡ q2 ✭♦B ❡D✉✐✈❛❧❡♥@❧② ❧❛B❣❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ Q2✮ ✇✐@❤ @❤❡ ♦♣❡B❛@♦B ♣B♦❞✉❝@ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ✭❖f❊✮✳ ❚❤❡B❡ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡A
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦A❡♥

κ " 0.4525 GeV b " 0.046

κ " 0.55 GeV ❙b❙ " 0.3,
✭✹✳✼✸✮

✇❤❡B❡ @❤❡ ✜BA@ A❡@ ♦❢ ✈❛❧✉❡A ❛B❡ A✐♠♣❧❡ ♥✉♠❡B✐❝❛❧ ✜@A ♦❢ @❤❡ ❖f❊✱ ✇❤❡B❡❛A @❤❡ ❧❛@@❡B ♦♥❡A
❛B❡ ❢♦B κ @❤❡ ❝♦BB❡❝@ ✈❛❧✉❡ @♦ ♠❛@❝❤ @❤❡ ❖ ❽Q✏4➂ @❡B♠ ✭❢♦B @❤❡ b " 0 ❝❛A❡✮ ❛♥❞ ❢♦B b @❤❡



✸✻ ✹✳✸✳ ●❡♥❡B❛❧✐③❡❞ ❙ ▼♦❞❡❧

❝♦BB❡❝@ ✈❛❧✉❡ @♦ ♦❜@❛✐♥ ❛ B❡❛❧✐A@✐❝ ✈❛❧✉❡ ❢♦B @❤❡ ❣❧✉♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦B
@❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❡✛❡❝@A ♦♥ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✺✳ ❍❡B❡ ✇❡ ✉A❡❞ b " ✏0.3 A✐♥❝❡ @❤✐A ❣✐✈❡A @❤❡ ♠♦B❡ B❡❛❧✐A@✐❝ B❡A✉❧@✳
❆♥♦@❤❡B ✐❞❡❛ ✐A @♦ ✉A❡ @❤❡ ❞❡❝❛② ✇✐❞@❤ ❢♦B @❤❡ ❡A@✐♠❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA✳ ■♥ @❤❡ ♣❛♣❡B
✹✺ @❤❡② ❢♦✉♥❞

κ " 0.524 GeV b " ✏0.3, ✭✹✳✼✹✮

✇❤❡B❡ @❤❡ ♣B❡❞✐❝@❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦B b ✐A @❤❡ A❛♠❡ ❛A ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐A ✜@ ❞♦❡A ♣B♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡B
B❡A✉❧@ ❢♦B aHVP,LO

µ ❛A ❝❛♥ ❜❡ A❡❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B❛ ❢♦B ❡❛❝❤ ❝❛A❡ ❝❛♥ ❡❛A✐❧②
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈✐❛ M2

Vn
" 4κ2❼n✔1✔ b➁✳ ❡ ❞✐❞ ♥♦@ ❡①♣❧✐❝✐@❧② ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A

❤❡B❡✱ A✐♥❝❡ ✇❡ ✉A❡❞ @❤❡ ❛♥❛❧②@✐❝❛❧ B❡A✉❧@ ✭✹✳✼✷✮ ❢♦B @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ aHVP,LO
µ ✳

❆♥♦@❤❡B ❛♣♣B♦❛❝❤ @♦ ❣❡♥❡B❛❧✐③❡ @❤❡ ❙ ♠♦❞❡❧ ✐A @❛❦❡♥ ✐♥ ✹✻✱ ❤❡B❡ ❛ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♠❛AA
✐A ✐♥@B♦❞✉❝❡❞ ✐♥ @❤❡ ❛❝@✐♦♥✳ ■♥ @❤❡ A✐♠♣❧❡A@ ❢♦B♠ ✭❧✐♥❡❛B✐A❡❞ ❢♦B♠✮ ✐@ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

S5D "
1

2g25
❙ d4xdz

➸
geφ❼z➁ ❽✏∂MV N∂MVN ✔m2

5V
NVN➂ . ✭✹✳✼✺✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐A @♦ ❝♦♠♣❧❡@❡❧② ❧❡❛✈❡ ♦✉@ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ eφ❼z➁ " 1 ❛♥❞ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ❝♦BB❡❝@
♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ ❞✉❡ @♦ @❤❡ ❛♥A❛@③

m2
5❼z➁ " bz2 ✔ c2z4 ✭✹✳✼✻✮

❢♦B @❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ♠❛AA✳ ❚❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ❛B❡

☎q2 ✔ z∂z ❿1
z
∂z➄ ✏ m2

5❼z➁
z2

✠Vµ❼q, z➁ " 0. ✭✹✳✼✼✮

fB♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛A ✉A✉❛❧ ❜② A♦❧✈✐♥❣ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ✉♥❞❡B @❤❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥A V ❼q,0➁ " 1
❛♥❞ limz"➟ V ❼q, z➁ " 0 ✇❡ ✜♥❞

V ❼q, z➁ " e✏
1
2
❽cz2➂Γ➀✏q2 ✔ b ✔ 4c

4c
➅U ➀b ✏ q2

4c
,0, cz2➅ . ✭✹✳✼✽✮

f❛AA✐♥❣ @♦ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠♦♠❡♥@✉♠ Q2
" ✏q2 ❣✐✈❡A

V ❼q, z➁ " e✏
1
2
❽cz2➂Γ➀1 ✔ Q2

✔ b

4c
➅U ➀Q2

✔ b

4c
,0, cz2➅ . ✭✹✳✼✾✮

❇❡❢♦B❡ ♣B♦❝❡❡❞✐♥❣ ❢✉B@❤❡B ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ @♦ ❞❡@❡B♠✐♥❡ @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ ♣B♦✈✐❞❡❞ ❜②
❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮✳ ❡ ❝❛♥ ❞♦ @❤✐A ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ✈❡B② A✐♠✐❧❛B A✉❜A@✐@✉@✐♦♥ @♦ ✭✹✳✺✼✮✱

V ❼q, z➁"➸
zψVn❼z➁, ✭✹✳✽✵✮

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞A

✏ ψ➐➐

Vn
✔ ❿c2z2 ✔ 3

4z2
➄ψVn " ❼M2

Vn
✏ b➁ψVn . ✭✹✳✽✶✮

❈♦♠♣❛B✐♥❣ @❤✐A ✇✐@❤ ♦✉B B❡A✉❧@ ❢B♦♠ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱ ❡A♣❡❝✐❛❧❧② ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✻✶✮✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐✲
❛@❡❧② ♥♦@✐❝❡ @❤❛@

M2
Vn

" 4c❼1 ✔ n➁ ✔ b. ✭✹✳✽✷✮



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✸✼

❇❡❝❛✉A❡ ♦❢ @❤❡ ♦❜✈✐♦✉A ❛♥❛❧♦❣② @♦ @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ❢B♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇B✐@❡ κ2 " c✳
◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥@✐♥✉❡ ✇✐@❤ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❍f✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ✭✹✳✼✾✮ ✐♥ ♣♦✇❡BA ♦❢ z
②✐❡❧❞A

V ❼q, z➁ " 1✔
1

4
z2 ❿❽b ✔ q2➂ ❿H q2✔b

4κ2

✔ log ❽κ2➂ ✔ 2 log❼z➁➄ ✔ ❼γ ✏ 1➁b ✏ 2κ2 ✔ ❼γ ✏ 1➁q2➄✔❖❼z3➁
✭✹✳✽✸✮

✐♥ @❤❡ ❧✐♠✐@ z " 0✳ ❍❡B❡ ❛ ❞✐✛❡B❡♥@ B❡♥♦B♠❛❧✐③❛@✐♦♥ @❤❛♥ ❛❜♦✈❡ ✭A❡❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✺✶✮✮ ✐A ✉A❡❞✳

❡ A✐♠♣❧② ❞B♦♣ @❤❡ ❧♦❣❛B✐@❤♠✐❝❛❧❧② ❞✐✈❡B❣❡♥@ @❡B♠ log❼ z2
κ2 ➁ ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✽✸✮ ✐♥A@❡❛❞ ♦❢

B❡♥♦B♠❛❧✐③✐♥❣ @❤❡ ❝✉BB❡♥@ ❝♦BB❡❧❛@♦B ❛❢@❡B✇❛B❞A✳ ✭❚❤❡ B❡A✉❧@A ❢♦B ❜♦@❤ ♠❡@❤♦❞A ❛B❡ ❡D✉❛❧✱
❜✉@ A✐♥❝❡ ✇❡ ❛B❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✹✻ ✇❡ ✉A❡ @❤✐A ♠❡@❤♦❞✳✮ ❉♦✐♥❣ A♦ ✇❡ ✜♥❞

ΠV ❽Q2➂ " ✏❽b ✏Q2➂H b✏Q2

4κ2

✔ ❼γ ✏ 1➁b ✏ 2κ2 ✏ γQ2
✔Q2

2κ2Q2
. ✭✹✳✽✹✮

❚❤✐A ❡①♣B❡AA✐♦♥ ❤❛A ❛ A❡B✐♦✉A ♣B♦❜❧❡♠ ❢♦B @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❍f✳ ■@ ❞♦❡A ❞✐✈❡B❣❡ ❛@
Q2
" 0✳ ❡ A♦❧✈❡ @❤✐A ♣B♦❜❧❡♠ ❜② A✐♠♣❧② A✉❜@B❛❝@✐♥❣ @❤❡ ❞✐✈❡B❣❡♥@ ♣❛B@✳ ❍♦✇❡✈❡B @❤✐A

✐A ♥♦@ ❛♥ ❛❝❝❡♣@❛❜❧❡ A♦❧✉@✐♦♥ A✐♥❝❡ @❤✐A ✐A ♥♦@ ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦ ❛ B❡♥♦B♠❛❧✐③❛@✐♦♥ ✇✐@❤ ❛ ❧♦❝❛❧
❝♦✉♥@❡B@❡B♠✳ ❋✉B@❤❡B ✇❡ ❛❣❛✐♥ A✉❜@B❛❝@ ΠV ❼0➁ @♦ ♦❜@❛✐♥

Π̄V ❽Q2➂ " 4κ2 ❽b ✏Q2➂H b
4κ2

✏ 4κ2 ❽b ✏Q2➂H b✏Q2

4κ2

✏ bQ2ψ❼1➁ ❽ b
4κ2 ✔ 1➂

8κ4Q2
. ✭✹✳✽✺✮

❚❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA κ ❛♥❞ b ❛B❡ ❛❣❛✐♥ ✜@@❡❞ ✉A✐♥❣ @❤❡ ❖f❊✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡A ❢♦✉♥❞ ❢♦B @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA
❛B❡

κ " 0.5477 GeV ❙b❙ " 0.36 GeV2. ✭✹✳✽✻✮

❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦B aHVP,LO
µ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳

✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✭10✏10✮

♠♦❞❡❧ ♣❛B❛♠❡@❡BA Nf " 2 Nf " 3

A@❛♥❞❛B❞ ❙ κ " 387.5 GeV 276.4 331.7

κ " 0.4525 GeV, b " 0.046 188.1 225.8
❣❡♥❡B❛❧✐③❡❞ ❙ ✹✺ κ " 0.55 GeV, b " ✏0.3 320.9 385.0

κ " 0.524 GeV, b " ✏0.3 350.8 421.0

❣❡♥❡B❛❧✐③❡❞ ❙ ✹✻ κ " 0.5477 GeV, b " 0.36 GeV2 304.5 365.4

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ♦❢ aHVP,LO
µ ❢B♦♠ @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ @✇♦ ❣❡♥❡B❛❧✐③❛✲

@✐♦♥A ♦❢ ✐@✳ ◆♦@❡ @❤❛@ ❢♦B @❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ @❤❡ ❧❛A@ ❧✐♥❡ @❤❡ ❞❡✜♥✐@✐♦♥ ♦❢ b ✐A ❞✐✛❡B❡♥@ @❤❛♥ ❢♦B
@❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ ✐@ ❤❛A ❞✐♠❡♥A✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡B❣② AD✉❛B❡❞✳

✹✳✹ ■♥@❡D♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧

■♥ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ✇❡ ❞✐A❝✉AA @✇♦ ♠♦❞❡❧A @❤❛@ ✐♥@❡B♣♦❧❛@❡ ❜❡@✇❡❡♥ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A❧② ❞✐A❝✉AA❡❞
❤❛B❞✲✇❛❧❧ ❛♥❞ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐A @♦ ❝♦♠❜✐♥❡ A♦♠❡ ❢❡❛@✉B❡A ♦❢ @❤❡ ❍ ❛♥❞ @❤❡
❙ ♠♦❞❡❧ ✐♥@♦ ♦♥❡ A✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✳



✸✽ ✹✳✹✳ ■♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧

✹✳✹✳✶ ❉✐❧❛:♦♥ ❜❛❝❦❣=♦✉♥❞ ❢♦= :❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❤❡B❡ ✐A @♦ ✐♥@B♦❞✉❝❡ ❛ ❞✐❧❛@♦♥ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✐♥ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐A ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡
❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦ ✐♥@B♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡B ❜♦✉♥❞ @♦ @❤❡ z✲❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ✐♥ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❇②
❞♦✐♥❣ A♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣♦@ ❛♥ ❛❞❞✐@✐♦♥❛❧ ♣❛B❛♠❡@❡B @❤❛@ ♥❡❡❞A @♦ ❜❡ ✜①❡❞ ✭✐♥ @♦@❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦
✜① @❤❡ @❤B❡❡ ❝♦♥A@❛♥@A g5✱ zm ❛♥❞ κ✮✳ ❍♦✇ ✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ ✜① @❤❡♠ ✐♥ ❞❡@❛✐❧ ✐A A❤♦✇♥
❜❡❧♦✇✳ ❇✉@ ❜❡❢♦B❡ ✇❡ ❞♦ A♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ ΠV ❽✏q2➂ ❡①♣❧✐❝✐@❧②✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥@B♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♣♣❡B ❜♦✉♥❞ ✐♥ @❤❡ z✲❝♦♦B❞✐♥❛@❡ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ❡D✉❛@✐♦♥A ❢♦B
@❤❡ ❞✉❛❧ ✜❡❧❞A ❛B❡ @❤❡ A❛♠❡ ❛A ✐♥ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧

∂z ➀e✏Φ
z

∂zV
a
µ ➅ ✔ q2e✏Φ

z
V a
µ " 0. ✭✹✳✽✼✮

❍♦✇❡✈❡B @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ♥❡❡❞ @♦ ❜❡ ❛❞❛♣@❡❞ A✉❝❤ @❤❛@ ✇❡ ❤❛✈❡

V ❼q, $➁ " 1, ∂zV ❼q, z➁❙z!zm " 0, ✭✹✳✽✽✮

✇❤✐❝❤ ❢♦B @❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ @❤❡ A❛♠❡ ❛A ✐♥ @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧

ψVn❼$➁ " 0, ∂zψVn ❼zm➁ " 0. ✭✹✳✽✾✮

❚❤❡ ❣❡♥❡B❛❧ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✽✼✮ ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ @❤❡ A❛♠❡ ❛A ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✹✼✮✳ ❉❡@❡B♠✐♥✐♥❣ @❤❡
❝♦♥A@❛♥@A ❣✐✈❡A

V ❼q, z➁ " ✏q4Γ❾✏ q2

4κ2 ➃L✏1
q2

4κ2

❽κ2z2➂U ❾1 ✏ q2

4κ2 ,1, κ
2z2m➃

16κ4L q2

4κ2
✏1
❼κ2z2m➁ ✏

q2Γ ❾✏ q2

4κ2 ➃U ❾✏ q2

4κ2 ,0, z
2κ2➃

4κ2
.

✭✹✳✾✵✮

A✐♥❣✱ ❛A ✐♥ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✱ @❤❛@ ΠV ❽✏q2➂ " ✏ e✏Φ

g25

∂zV ❼q,z➁
q2z


z!�

✇❡ ✜♥❞ ❜② @❛❦✐♥❣ @❤❡

❧✐♠✐@ $" 0 ❛♥❞ B❡♥♦B♠❛❧✐③✐♥❣ ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ✇❛② ❛A ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✷

Π,❡♥
V ❽✏q2➂ " 1

2g25

➆➊➈H✏
q2

4κ2

✔

Γ ❾1 ✏ q2

4κ2 ➃U ❾1 ✏ q2

4κ2 ,1, κ
2z2m➃

L q2

4κ2
✏1
❼κ2z2m➁ ✔ γ

➇➋➉ . ✭✹✳✾✶✮

❆A ✇❡ ❦♥♦✇✱ @❤❡ ♣♦❧❡A ♦❢ @❤✐A ❢✉♥❝@✐♦♥ ❛B❡ ❧♦❝❛@❡❞ ❛@ @❤❡ ✈❛❧✉❡A ♦❢ @❤❡ ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A✳ ❚❤✐A
❝❛♥ ❜❡ A❡❡♥ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐@ ✐♥ ❛ A✉♠ ♦✈❡B ♥♦B♠❛❧✐③❛❜❧❡ ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❛A ✇❡ ❞✐❞ ♣B❡✈✐♦✉A❧② ✐♥
A❡❝@✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳ ❋♦B ❧❛@❡B ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❧❡@ ✉A ❛❧A♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ A✉❜@B❛❝@❡❞ A❡❧❢✲❡♥❡B❣②
❢✉♥❝@✐♦♥ Π̄V ❽q2➂ " Π,❡♥

V ❽✏q2➂ ✏Π,❡♥
V ❼0➁

Π̄V ❽q2➂ " 1

2g25

➆➊➈❈❤✐ ❽κ2z2m➂ ✔H
✏

q2

4κ2

✔

Γ❾1 ✏ q2

4κ2 ➃U ❾1 ✏ q2

4κ2 ,1, κ
2z2m➃

L q2

4κ2
✏1
❼κ2z2m➁ ✏ ❙❤✐ ❽κ2z2m➂➇➋➉ ,

✭✹✳✾✷✮
✇✐@❤ Shi❼z➁ " ❘ z

0 sinh❼t➁⑦tdt ❛♥❞ Chi❼z➁ " γ ✔ log❼z➁ ✔ ❘ z
0 ❼cosh❼t➁ ✏ 1➁⑦tdt✳ ❚♦ ✜① @❤❡

♣❛B❛♠❡@❡BA g5✱ zm ❛♥❞ κ ✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ ❞♦ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐BA@ ✇❡ ✜① g25 ❛♥❞ κ ❜②
♠❛@❝❤✐♥❣ @❤❡ ✜BA@ @✇♦ @❡B♠A ♦❢ @❤❡ ❖f❊✳ ❚❤❡♥ zm ✐A ❞❡@❡B♠✐♥❡❞ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ ♠❛AA ♦❢
@❤❡ ✜BA@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ✐A mρ " 775MeV✳ ❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ✇❡ ❞♦ @❤✐A ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛@ @❤❡ ♣♦❧❡A



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✸✾

♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✾✶✮ ✭♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧A♦ ✉A❡ ✭✹✳✾✷✮✱ A✐♥❝❡ ✐@ ❤❛A @❤❡ A❛♠❡ ♣♦❧❡A✮✳ ❆❣❛✐♥ A✇✐@❝❤✐♥❣
@♦ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠♦♠❡♥@✉♠ Q2

" ✏q2 ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✭✹✳✾✶✮ ❛@ ❧❛B❣❡ Q2 ✇❡ ✜♥❞

Π,❡♥
V ❽Q2➂ " 1

g25
➀γ ✔ 1

2
log➀ Q2

4κ2
➅ ✔ κ2

Q2
✏

2κ4

3Q4
✔

16κ8

15Q8
✔❖ ❿ 1

Q10
➄➅ . ✭✹✳✾✸✮

❈♦♠♣❛B✐♥❣ @❤✐A @♦ @❤❡ ❖f❊ ✭❛❧A♦ ✉A❡❞ ❜❡❢♦B❡ ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✸✷✮✮

ΠV ❽Q2➂ " Nc

24π2
❿1 ✔ αs

π
➄ log➀Q2

µ2
➅ ✏ αs

24π

Nc

3

❛G2❢
Q4

✔
14Nc

27

παsqq̄❡2
Q6

, ✭✹✳✾✹✮

✇❡ ✜♥❞ ✜BA@ ♦❢ ❛❧❧ @❤❛@ g25 " 4π2 ❛A ✐@ ✐A @❤❡ ❝❛A❡ ✐♥ @❤❡ ❙ ❛♥❞ @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❍ ♠♦❞❡❧✳
❙❡❝♦♥❞❧② ✇❡ A❡❡ @❤❛@

κ "
➆➈❛απG2❢

24
6π2➇➉

1
4

, ✭✹✳✾✺✮

✇❤❡B❡ ❛απG2❢ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❛A ✐♥ ✸✾✳ ❍♦✇❡✈❡B @❤✐A ✐A ✇❤❡B❡ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥@❡B ❛ ♣B♦❜❧❡♠✳

■@ ✐A A✉♣♣♦A❡❞ @❤❛@ ❛απG2❢ " 0.012 GeV✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞A κ ☎ 0.415 GeV✳ ❇✉@ @❤✐A ✈❛❧✉❡ ❢♦B
κ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐@ ✐♠♣♦AA✐❜❧❡ @♦ ✜@ zm @♦ ♠❛@❝❤ @❤❡ ♠❛AA ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥✳ ❚❤❡
B❡❛A♦♥ ❢♦B @❤✐A ✐A @❤❛@ ✇❡ ❝❛♥♥♦@ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡A♦♥ ♠❛AA ✐♥ @❤✐A ♠♦❞❡❧ ❜❡✐♥❣ ❧♦✇❡B @❤❛♥ @❤❡
❧♦✇❡A@ ♠❡A♦♥ ♠❛AA ♦❢ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐@❤ @❤❡ A❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦B κ✳ ❚❤✐A ✐A A♦♠❡@❤✐♥❣ ♥♦@
❝♦♠♣❧❡@❡❧② ♦❜✈✐♦✉A @♦ A❡❡✱ ❜✉@ ✐♥@✉✐@✐✈❡❧② ✐@ ✐A ❝❧❡❛B ✇❤❡♥ ✇❡ @❤✐♥❦ ❛❜♦✉@ @❤❡ ❡①♣❛♥A✐♦♥
♦❢ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ✐@A ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ @❤❡ A❛♠❡ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ❡D✉❛✲
@✐♦♥ ✐♥ ❜♦@❤ ♠♦❞❡❧A✱ ❥✉A@ @❤❡ ✉♣♣❡B z ❜♦✉♥❞❛B② ✐A ✜♥✐@❡ ✐♥ ♦✉B ❝✉BB❡♥@ ❝❛A❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝@
@❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡A @♦ ❣❡@ ❤✐❣❤❡B ✇✐@❤ ❛ ❧♦✇❡B ❜♦✉♥❞❛B② ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ✇❛② ❛A @❤❡ ❡♥❡B❣② ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡A ♦❢ ❛ ♣❛B@✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐@❡ AD✉❛B❡ ✇❡❧❧ ❣❡@ ❤✐❣❤❡B ✇❤❡♥ @❤❡ ✇❛❧❧A ❝♦♠❡ ❝❧♦A❡B @♦❣❡@❤❡B✳

❆♥②✇❛②✱ ✇❡ A@✐❧❧ ❤❛✈❡ @❤❡ ♣B♦❜❧❡♠ ♦❢ @❤❡ ✧@♦♦ ❤✐❣❤✧ ✈❛❧✉❡ ❢♦B ❛απG2❢ ✐♥ ♦✉B ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡B✱
@❤✐A D✉❛♥@✐@② ✐A ♥♦@ ❦♥♦✇♥ @❤❛@ ♣B❡❝✐A❡❧② ❛♥❞ A♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦A❡ ✐@ ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ A✐♠♣❧②
❜② ❤❛♥❞ ❧♦♦A❡❧② ❜❛A❡❞ ♦♥ ✐@A ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✸✾ ❜② ❛α

πG
2❢ " 0.012 GeV4✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦B❡

♣B❡❝✐A❡✱ ✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ ❞♦ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❢♦B ❞✐✛❡B❡♥@ ✈❛❧✉❡A ♦❢ @❤❡ ❣❧✉♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@❡✳ ❚❤❡A❡
✈❛❧✉❡A @♦❣❡@❤❡B ✇✐@❤ @❤❡✐B ❛AA♦❝✐❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B κ ❛♥❞ zm ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✻✳ ●✐✈❡♥ ♥♦✇

❛α
πG

2❢ ✭GeV4✮ κ ✭GeV✮ zm ✭GeV✏1✮

0.003 0.2933 3.775
0.005 0.3333 4.169
0.007 0.3625 4.743
0.008 0.3748 5.237
0.009 0.3860 6.642

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ f❛B❛♠❡@❡BA κ ❛♥❞ zm ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ @♦ @❤❡ ❝❤♦A❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛απG2❢✳
@❤❡A❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ ❢♦B ❡❛❝❤ A❡@ ♦❢ @❤❡♠ ❜② A♦❧✈✐♥❣ @❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ✇✐@❤ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ✭✹✳✽✾✮✳ ❉♦✐♥❣ A♦ ✇❡ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ♠❛AA
A♣❡❝@B❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡ B❡A✉❧@A ❢♦B aHVP,LO

µ ✉A✐♥❣ @❤✐A ♠♦❞❡❧ ❢♦B @❤❡ ✜✈❡ ♣❛B❛♠❡@❡B
✜@A ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✽ ❢♦B Nf " 2 ❛♥❞ Nf " 3✳



✹✵ ✹✳✹✳ ■♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧

❛α
πG

2❢ ✭GeV4✮ 0.003 0.005 0.007 0.008 0.009

MV1 ✭MeV✮ 775 775 775 775 775
MV2 ✭MeV✮ 1531 1429 1319 1250 1140
MV3 ✭MeV✮ 2337 2145 1929 1786 1524
MV4 ✭MeV✮ 3156 2879 2564 2352 1944
MV5 ✭MeV✮ 3981 3622 3210 2931 2383
MV6 ✭MeV✮ 4808 4368 3861 3517 2834

❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ▼❛AA❡A ♦❢ @❤❡ ✜BA@ A✐① ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡ ❢♦B ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛απG2❢✳
✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO

µ ✭10✏10✮❛α
πG

2❢ ✭GeV4✮ ✵✳✵✵✸ 0.005 0.007 0.008 0.009

Nf " 2 366.2 332.6 304.3 291.1 278.3
Nf " 3 439.5 399.1 365.1 349.4 333.9

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❘❡A✉❧@A ❢♦B aHVP,LO
µ ❢♦B ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛απG2❢ ❛♥❞ Nf " 2,3✳

✹✳✹✳✷ ■♠♣=♦✈❡❞ ❤♦❧♦❣=❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ❜❛❝❦❣=♦✉♥❞

■♥ @❤✐A A✉❜A❡❝@✐♦♥ ✇❡ ❞✐A❝✉AA @❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣B♦♣♦A❡❞ ✐♥ ✹✼✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ @❤❡B❡ ✐A @♦ B❡♣❧❛❝❡ @❤❡

❞✐❧❛@♦♥ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ♦❢ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ e✏Φ " e✏κ
2z2 ✇✐@❤ ❛ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ @❤❛@ ✐♥@❡B♣♦❧❛@❡A

❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐A ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

e✏Φ❼z➁
"

eλ
2z20 ✏ 1

eλ
2z20 ✔ eλ2z2 ✏ 2

. ✭✹✳✾✻✮

❚❤✐A ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ❤❛A ♦♥❡ ♣❛B❛♠❡@❡B ♠♦B❡ @❤❛♥ @❤❡ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐@A ❝❡B@❛✐♥
❢❡❛@✉B❡A ❛A ✇❡ ❝❛♥ A❡❡ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✹✳✸✳ ❋♦B z " 0 ✇❡ ✜♥❞ @❤❛@ limz"0 e

✏Φ❼z➁
" 1 ❛A ✐♥ @❤❡ ❝❛A❡

0 2 4 6 8
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

z in GeV-1

e
-Φ(z)

❋✐❣✉B❡ ✹✳✸✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ e✏Φ❼z➁ ❢♦B @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛A❤❡❞ ❣B❡❡♥✮✱ @❤❡
❙ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛A❤❡❞ ♦B❛♥❣❡✮ ❛♥❞ @❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ @❤❡A❡ @✇♦ ✭❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡
❧❛@@❡B ♦♥❡ ✐A ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✾✻✮✳ ❆A ✇❡ ❝❛♥ A❡❡✱ @❤❡ ♣B♦♣♦A❡❞ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ❤❛A ❢❡❛@✉B❡A
♦❢ ❜♦@❤ ♦❢ @❤❡ ♦@❤❡B @✇♦ ♠♦❞❡❧A✳

♦❢ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆@ z " z0✱ @❤❡ ✉A✉❛❧ ✉♣♣❡B ❜♦✉♥❞ ♦❢ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✜♥❞



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✹✶

@❤❛@ e✏Φ❼z➁❚
z!z0

"
1
2 ✳ ❋♦B♠❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ B❡❝♦✈❡B @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ @❤❡ ❧✐♠✐@ λz0 " ➟✱

@❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜② @❤❡ ❧✐♠✐@ λz ◗ λz0✳ ❋♦B λz0 ✇❡ A@✐❝❦ @♦ @❤❡ ✜@ ♦❢ ✹✼✱ ❢♦B z0
✇❡ ✉A❡ @❤❡ A❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛A ✐♥ @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐A A❧✐❣❤@❧② ❞✐✛❡B❡♥@ ❝♦♠♣❛B❡❞
@♦ @❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ @❤❡ B❡❢❡B❡♥❝❡ ♣❛♣❡B✳ ❙♦ @❤❡ ♣❛B❛♠❡@❡BA ✇❡ ✉A❡ ❛B❡

λz0 " 2.1, z0 " 3.101 GeV. ✭✹✳✾✼✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ λz0 " 2.1 ♣B♦✈✐❞❡A ❛ ✈❡B② ❣♦♦❞ ✜@ ♦❢ @❤❡ ♣✐♦♥ ❡❧❡❝@B♦♠❛❣♥❡@✐❝ ❢♦B♠ ❢❛❝@♦B
Fπ ❽Q2➂✱ ✇❤❡B❡❛A @❤❡ ♣✐♦♥ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@ ✐A ♣♦♦B❧② ✜@@❡❞ ❜② @❤❡ ✈❛❧✉❡ fπ " 88.0MeV✳

❋♦B @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠✱ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@ ❛♥❞ ❢✉B@❤❡B @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B
❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ aµ ♣B❡@@② ♠✉❝❤ ♥♦@❤✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡A ❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥
A❡❝@✐♦♥ ✹✳✷✳ ❡ A✐♠♣❧② ❝❛♥ A✉❜A@✐@✉@❡ ♦✉B ❡①♣B❡AA✐♦♥ ❢♦B e✏Φ❼z➁ ✐♥ ❛❧❧ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ❣✐✈❡♥
@❤❡B❡✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦@ ✇B✐@❡ ❞♦✇♥ ❛❧❧ @❤❡ @❡B♠A ❛♥❞ ❡D✉❛@✐♦♥A ❡①♣❧✐❝✐@❧② ❤❡B❡✱ ❜✉@
B❛@❤❡B B❡❢❡B @♦ @❤❡ A❡❝@✐♦♥ ♦♥ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦B @❤❡♠✳ ■@ ✐A ❝❧❡❛B❧② ♥♦@ ♣♦AA✐❜❧❡ @♦ A♦❧✈❡
♦✉B ❡D✉❛@✐♦♥A ❛♥❛❧②@✐❝❛❧❧②✱ A♦ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ B❡❧② ♦♥ ♥✉♠❡B✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡A
❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A✳ ❆A ✐♥ @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ @❤❡ ♣✉B❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❡D✉❛@✐♦♥

∂z ➀e✏Φ❼z➁
z

∂zψn➅ ✔ M2
Vn
e✏Φ❼z➁
z

ψn " 0. ✭✹✳✾✽✮

❆♣♣❧②✐♥❣ @❤❡ A❛♠❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ❛A ✐♥ @❤❡ ❙ ♠♦❞❡❧✱ ψn❼z➁ " eΦ❼z➁⑦2➸zΨn❼z➁✱ ②✐❡❧❞A
✏Ψ➐➐

n ✔ Vv❼z➁Ψn "M2
Vn
Ψn, ✭✹✳✾✾✮

✇✐@❤ @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧

Vv❼z➁ " 4eλ
2z2 ❽4λ4z4 ✏ 3➂ ✔ e2λ

2z2 ❽4λ4z4 ✔ 3➂ ✔ ❽6 ✏ 8λ4z4➂ eλ2❽z2✔z20➂ ✏ 12eλ
2z20 ✔ 3e2λ

2z20 ✔ 12

4z2 ❽eλ2z2 ✔ eλ
2z20 ✏ 2➂2 .

✭✹✳✶✵✵✮
❙♦❧✈✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✾✾✮ ❢♦B @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ ❛A ✇❡❧❧ ❛A ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A

FVn "
1

g5z
e✏Φ❼z➁∂zψn❼z➁

z!�"0

✭✹✳✶✵✶✮

✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞✳ ❚❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥A@❛♥@ g5 ❤❛A ❛❧A♦ @❤❡ A❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛A ✐♥
@❤❡ ❙ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉A❡ ✐♥ @❤❡ ❧✐♠✐@ g5 ✐A ✜@@❡❞ ❜♦@❤ ♠♦❞❡❧A ②✐❡❧❞ @❤❡ A❛♠❡ B❡A✉❧@✳ ❚❤❡
B❡A✉❧@✐♥❣ ✈❛❧✉❡A ♦❢ MVn ❛♥❞ FVn ❢♦B @❤❡ ✜BA@ ❡✐❣❤@ ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✾✳
●✐✈❡♥ @❤❡♠ ❛♥❞ ❛A ✉A✉❛❧❧②

Πren
V ❽Q2➂ ✏Πren

V ❼0➁ " ➟

◗
n!0

Q2F 2
Vn❽Q2 ✔M2

Vn
➂M4

Vn

, ✭✹✳✶✵✷✮

✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ aHVP,LO
µ ✳ ❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ✈❛❧✉❡A ✉A✐♥❣ @❤❡ ✜BA@ A✐①@❡❡♥ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡A

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✵✳



✹✷ ✹✳✺✳ ▲✐ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❞✐❧❛@♦♥ ♠♦❞❡❧

n MVn F
1⑦2
Vn

1 769.4 319.8
2 1590 521.9
3 2202 602.4
4 2608 636.2
5 2953 675.4
6 3256 709.3
7 3531 736.6
8 3786 761.8

❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

♦❢ @❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣
❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ✐♥ MeV✳

✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✭10✏10✮

Nf " 2 Nf " 3

■♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✹✼ 452.6 543.1

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B aHLO
µ ✇✐@❤✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❙

♠♦❞❡❧✳

✹✳✺ ▲✐ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❞✐❧❛@♦♥ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ A♦ ❢❛B ❞✐A❝✉AA❡❞ ♠♦❞❡❧A ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛ D✉✐@❡ ❣♦♦❞ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♠❡A♦♥ A♣❡❝@B❛
❛♥❞ @❤❡✐B ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A✳ ❍♦✇❡✈❡B @❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧A♦ A♦♠❡ ✈❡B② ❜✐❣ A❤♦B@❝♦♠✐♥❣A✳ ❆A ✇❡
❤❛✈❡ A❡❡♥✱ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✶ ♣B♦✈✐❞❡A ❛ ♠❡A♦♥ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ m2

Vn
✂ n2✱

❞✐✛❡B❡♥@ ❢B♦♠ @❤❡ ❡①♣❡❝@❡❞ ❧✐♥❡❛B ❘❡❣❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦B m2
Vn

✂ n✳ ❚❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ A❡❝✲
@✐♦♥ ✹✳✷ ♦♥ @❤❡ ♦@❤❡B ❤❛♥❞ A❤♦✇A ❡①❛❝@❧② @❤✐A ❧✐♥❡❛B ❘❡❣❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦B✳ ❤❡♥ ✐@ ❝♦♠❡A @♦
@❤❡ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ ❝❤✐B❛❧ A②♠♠❡@B② ❜B❡❛❦✐♥❣ ♦♥❧② @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♣B♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥A✐A@❡♥@
B❡❛❧✐③❛@✐♦♥ ♦❢ ✐@✳ ❚❤❡ D✉❡A@✐♦♥ ✐A ♥♦✇ ✇❤❡@❤❡B ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ @❤❛@ ♣B♦✈✐❞❡A @❤❡
❝♦BB❡❝@ ❘❡❣❣❡ @B❛❥❡❝@♦B② ❛A ✇❡❧❧ ❛A ❛ ❝♦♥A✐A@❡♥@ B❡❛❧✐③❛@✐♦♥ ♦❢ ❝❤✐B❛❧ A②♠♠❡@B② ❜B❡❛❦✐♥❣✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣B♦♣♦A❡❞ ❜② ▲✐ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ✐♥ ✹✽ ❛♥❞ ✹✾ ❞♦❡A ♣B♦✈✐❞❡ ❡①❛❝@❧② @❤❡A❡ ❢❡❛@✉B❡A✳

❚❤❡ A❡❧❢✲❝♦♥A✐A@❡♥@ ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② @❤❡♠ ✐A ❢♦B♠✉❧❛@❡❞ ✐♥ @❤❡ ❢B❛♠❡✇♦B❦ ♦❢
❣B❛✈✐@♦♥✲❞✐❧❛@♦♥ A②A@❡♠A✱ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ✜❡❧❞ ✐A ❞✉❛❧ @♦ @❤❡ ❞✐♠❡♥A✐♦♥✲2 ❣❧✉♦♥ ❝♦♥✲
❞❡♥A❛@❡ B❡A♣♦♥A✐❜❧❡ ❢♦B @❤❡ ❧✐♥❡❛B ❝♦♥✜♥❡♠❡♥@✳ ❚❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ @♦ @❤❡ D✉❛B❦
❛♥@✐✲D✉❛B❦ ❝♦♥❞❡♥A❛@❡ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❝❤✐B❛❧ A②♠♠❡@B② ❜B❡❛❦✐♥❣✳ ❚❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❛❝@✐♦♥ ♦❢
@❤❡ ❣B❛✈✐@♦♥✲❞✐❧❛@♦♥ A②A@❡♠ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

SG "
1

16πG5
❙ d5x

➸
gse

✏2Φ ❽R ✔ 4∂MΦ∂MΦ ✏ VG❼Φ➁➂ . ✭✹✳✶✵✸✮

■♥ @❤❡ ♣✉B❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ @❤❡ D✉❛❞B❛@✐❝ ❞✐❧❛@♦♥ ❢❛❝@♦B ✇❛A ✐♥@B♦❞✉❝❡❞ ❜② ❤❛♥❞ ✐♥ ♦B❞❡B
❢♦B @❤❡ ♠♦❞❡❧ @♦ ②✐❡❧❞ ❛ ❧✐♥❡❛B A♣❡❝@B✉♠ ❢♦B @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A✳ ❚❤❡ ♠❡@B✐❝ ✇❛A A@✐❧❧ AdS
❛♥❞ ✐♥ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ @❤❡ ❢❛❝@♦B e✏Φ ✇❛A ♠✉❧@✐♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧@❡B❡❞ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥
❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡B❡ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ✜❡❧❞ ✐A ✐♥@B♦❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✳ ❙♦❧✈✐♥❣ @❤❡
❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ✭@❤❡ ❊✐♥A@❡✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥A ❛♥❞ ❛❞❞✐@✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❡D✉❛@✐♦♥A ✐♥ @❤✐A ❝❛A❡✮
A❡❧❢❝♦♥A✐A@❡♥@❧②✱ ❛✉@♦♠❛@✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡A ❛ ❞❡❢♦B♠❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ AdS ♠❡@B✐❝✳ ❆A ✇❡ ✇✐❧❧ A❡❡✱ @❤❡



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✹✸

B❡A✉❧@✐♥❣ ♠❡@B✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ @❤❡ ❢♦B♠

ds2 " b2s❼z➁ ❽ηµνdxµdxν ✏ dz2➂ , bs❼z➁ ✁ eAs❼z➁. ✭✹✳✶✵✹✮

◆♦@❡ @❤❛@ ❢♦B As❼z➁ " ✏ log❼z⑦L➁ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛❣❛✐♥ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ♣✉B❡ AdS ♠❡@B✐❝ ds2 "

gMNdxMdxN "
L2

z2
❽ηµνdxµdxν ✏ dz2➂✳ fB❡✈✐♦✉A❧② ✇❡ ❧❡❢@ ♦✉@ ✭A❡@ @♦ ✉♥✐@②✮ @❤❡ ❢❛❝@♦B

L2✱ ❛A ✐@ ❞♦❡A ♥♦@ ❛❧@❡B ♦✉B B❡A✉❧@A ✐♥ ❛♥② ✇❛②✱ ❜✉@ ✐♥ ♦B❞❡B @♦ A@✐❝❦ @♦ @❤❡ ♥♦@❛@✐♦♥ ♦❢ ✹✾
✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐@ ❤❡B❡✳ ❚❤❡ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❛❝@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ♠❡A♦♥A ♣B♦♣❛❣❛@✐♥❣ ✐♥ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥
❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✐A ❜❛A✐❝❛❧❧② @❤❡ A❛♠❡ ❛A ❢♦B @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧

SM " ✏❙ d5x
➸
gse

✏ΦTr➐❙DX ❙2 ✔ VX ❼X✔X,Φ➁ ✔ 1

4g25
❽F 2

L ✔ F 2
R➂→ . ✭✹✳✶✵✺✮

❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡B❡♥❝❡ ❤❡B❡ ✐A @❤❛@ ✇❡ ❧❡❢@ @❤❡ A❝❛❧❛B ♣♦@❡♥@✐❛❧ VX ❛B❜✐@B❛B② ❢♦B ♥♦✇✱ A✉❝❤ @❤❛@
✐@ ❝❛♥ ❛❧A♦ ❝♦♥@❛✐♥ @❡B♠A ✇❤❡B❡ @❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞ ❛♥❞ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ✜❡❧❞ ♠✐①✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡@❡
❛❝@✐♦♥ ✐A @❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

S " SG ✔
Nf

Nc
SM , ✭✹✳✶✵✻✮

✇❤❡B❡ ✇❡ ❛❧A♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡B❡♥@ ♣B❡❢❛❝@♦B ✐♥ ❢B♦♥@ ♦❢ @❤❡ ✜❡❧❞ A@B❡♥❣@❤ @❡♥A♦B ❝♦♠♣❛B❡❞ @♦
A❡❝@✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤✐A ❞♦❡A ♥♦@ ♠❛@@❡B ✐♥ @❤❡ ❡♥❞✱ ❜✉@ ❛A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ✇❡ ❦❡❡♣ ✐@ ❤❡B❡ @♦ A@✐❝❦ @♦
@❤❡ ♥♦@❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♣❛♣❡B ♦❢ ▲✐ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✳ ■♥ ✹✾ ✐@ ✐A A❤♦✇♥ @❤❛@ @✇♦ ❞✐✛❡B❡♥@ ❞✐❧❛@♦♥
❜❛❝❦❣B♦✉♥❞A ❝❛♥ B❡♣B♦❞✉❝❡ @❤❡ ❣❧✉❡❜❛❧❧ A♣❡❝@B❛ ♦❢ ❧❛@@✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A✳ ❡ ❝❛❧❧ @❤❡ @✇♦
B❡A✉❧@✐♥❣ ♠♦❞❡❧A ▼♦❞❡❧ ■ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ■■ ✇✐@❤ @❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✜❡❧❞A

▼♦❞❡❧ ■ ✂ Φ❼z➁ " µ2
Gz

2

▼♦❞❡❧ ■■ ✂ Φ❼z➁ " µ2
Gz

2 tanh ❽µ2
Gz

2➂ . ✭✹✳✶✵✼✮

❚❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞ X ✐A ❡①♣❡❝@❡❞ @♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥③❡B♦ ❊ χ❼z➁✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞A @❤❡ ✈❛❝✉✉♠
❛❝@✐♦♥ @♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Svac "SG,vac ✔
Nf

Nc
SM,vac

SG,vac "
1

16πG5
❙ d5x

➸
gse

✏2Φ ❽R ✔ 4∂MΦ∂MΦ ✏ VG❼Φ➁➂
SM,vac " ✏ ❙ d5x

➸
gse

✏Φ ❿1
2
∂Mχ∂Mχ ✔ VC❼χ,Φ➁➄ .

✭✹✳✶✵✽✮

❚❤❡ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✭✹✳✶✵✽✮ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ ♠❡@B✐❝ ❛♥❞ @❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞ ②✐❡❧❞A
✭❛❢@❡B ❛ ❧❡♥❣@❤② ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ A❦✐♣ ❤❡B❡✮

✏A➐➐

s ✔A➐2
s ✔

2

3
Φ➐➐

✏
4

3
A➐

sΦ
➐
✏
λ

6
eΦχ➐2 " 0,

Φ➐➐
✔ ❽3A➐

s ✏ 2Φ➐➂Φ➐
✏
3λ

16
eΦχ➐2 ✏

3

8
e2As✏

4
3
Φ∂Φ ❾VG❼Φ➁ ✔ λe

7
3
ΦVC❼χ,Φ➁➃ " 0,

χ➐➐ ✔ ❽3A➐

s ✏Φ➐➂χ➐ ✏ e2AsVC,χ❼χ,Φ➁ " 0,

✭✹✳✶✵✾✮

✇❤❡B❡ VC,χ ✐A @❤❡ ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ♦❢ VC ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ χ✳ ❡ ❛❧A♦ ❞❡✜♥❡❞ λ "
16πG5Nf

L3Nc
✐♥

♦B❞❡B @♦ A✐♠♣❧✐❢② ♦✉B ♥♦@❛@✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐A ♥♦✇ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ●✐✈❡♥ ♦♥❡ ♦❢ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥
✜❡❧❞A Φ❼z➁ ♦❢ ✭✹✳✶✵✼✮ ❛♥❞ @❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞ χ✱ ✇❡ ❝❛♥ A♦❧✈❡ A❡❧❢✲❝♦♥A✐A@❡♥@❧② @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A
✐♥ ✭✹✳✶✵✾✮ ❢♦B @❤❡ ♠❡@B✐❝ ❞❡❢♦B♠❛@✐♦♥ As❼z➁✱ @❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ♣♦@❡♥@✐❛❧ VG❼Φ➁ ❛♥❞ @❤❡ A❝❛❧❛B



✹✹ ✹✳✺✳ ▲✐ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❞✐❧❛@♦♥ ♠♦❞❡❧

♣♦@❡♥@✐❛❧ VC❼χ,Φ➁✳ ■♥ ♦✉B ❝❛A❡ ♠♦A@ ✐♠♣♦B@❛♥@ ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ @❤❡ ✜❡❧❞ As❼z➁✱ A✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧
♥❡❡❞ ✐@ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ♠❡A♦♥ A♣❡❝@B✉♠ ❛♥❞ @❤❡ ❛AA♦❝✐❛@❡❞ ❍f✳ ❚♦ A♦❧✈❡ ❢♦B As❼z➁ ✐@ ✐A
❛❝@✉❛❧❧② A✉✣❝✐❡♥@ @♦ ❦♥♦✇ χ➐❼z➁✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ χ❼z➁ ✐@A❡❧❢ ✐A ❝♦♥A@B❛✐♥❡❞ ✐♥ @❤❡  B❡❣✐♦♥ ❜②
@❤❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥

χ❼z➁ z"0
!"mqζz ✔

σ

ζ
z3, ✭✹✳✶✶✵✮

✇✐@❤ ζ2 "
N2

c

4π2Nf
✳ ■♥ @❤❡ ■❘ ✇❡ ❞❡♠❛♥❞ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❢♦B As❼z➁ @♦ ❤♦❧❞

A➐

s❼z➁ z"➟
!" 0,As❼z➁ z"➟

!" ❝♦♥A@. ✭✹✳✶✶✶✮

A✐♥❣ ✭✹✳✶✶✶✮ @♦❣❡@❤❡B ✇✐@❤ @❤❡ ✜BA@ ❡D✉❛@✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✵✾✮✱ ✇❡ A❡❡ @❤❛@ χ❼z➁ ❛@ z " ➟ ❤❛A
@♦ ❢✉❧✜❧❧ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥

2

3
Φ➐➐

✏
λ

6
eΦχ➐2 " 0. ✭✹✳✶✶✷✮

❚❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@ ✐♥ @❤❡ ■❘ ✇❡ ❤❛✈❡

χ❼z➁ z"➟
!"

➽
8

λ
µGe

✏Φ⑦2. ✭✹✳✶✶✸✮

A✐♥❣ @❤❡  ❛♥❞ ■❘ ❜❡❤❛✈✐♦B✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❛B❛♠❡@❡B✐③❡ χ➐❼z➁ ❢♦B ♦✉B @✇♦ ❞✐✛❡B❡♥@ ❞✐❧❛@♦♥
❜❛❝❦❣B♦✉♥❞A ♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✵✼✮✳

▼♦❞❡❧ ■ ✂ χ➐❼z➁ "➽ 8

λ
µGe

✏Φ⑦2 ❽1 ✔ c1e
✏Φ
✔ c2e

✏2Φ➂
▼♦❞❡❧ ■■ ✂ χ➐❼z➁ "➽ 8

λ
µGe

✏Φ⑦2 ❿1 ✔ d1e
✏Φ
✔ d2z

2e✏2Φ ✏
1

2
e✏3Φ➄ ✭✹✳✶✶✹✮

❚❤❡ ✈❛B✐♦✉A ❝♦♥A@❛♥@A @❤❛@ ❛♣♣❡❛B ❤❡B❡ ❛B❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

c1 " ✏2 ✔
5
➸
2λmqζ

8µG
✔
3
➸
2λσ

4ζµ3
G

, c2 " 1 ✏
3
➸
2λmqζ

8µG
✏
3
➸
2λσ

4ζµ3
G

,

d1 " ✏
1

2
✔

➸
λmqζ

2
➸
2µG

, d2 "
3
➸
λσ

2
➸
2ζµG

.

✭✹✳✶✶✺✮

❇② ✐♥@❡❣B❛@✐♥❣ ✭✹✳✶✶✹✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛A✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛@❡ χ❼z➁✱ ❜✉@ ❢♦B ♦✉B ♣✉B♣♦A❡ ✐@ ✐A ♥♦@ ♥❡❝❡AA❛B②
@♦ ❞♦ A♦✳ ❖✉B ❢♦❝✉A ✐A ♥♦✇ B❛@❤❡B ♦♥ A♦❧✈✐♥❣ @❤❡ ✜BA@ ❡D✉❛@✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✶✵✾✮ ❢♦B As❼z➁✳ ❑❡❡♣ ✐♥
♠✐♥❞ @❤❛@ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ✐♠♣♦A❡ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ✭✹✳✶✶✶✮ ♦♥ As✳ ❆A ✇❡ ❡①♣❡❝@ As❼z➁
@♦ ❛♣♣B♦❛❝❤ ✏ log❼z➁ ❛@ z " 0 ✐♥ ♦B❞❡B @♦ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ♣✉B❡ AdS ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

A❼z➁ " As❼z➁ ✔ log❼z➁. ✭✹✳✶✶✻✮

❙♦ ✇❡ ❣❡@ B✐❞ ♦❢ @❤❡ ❞✐✈❡B❣❡♥❝❡ ♦❢ As❼z➁ ❛@ z " 0 ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♠♣♦A❡ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A

A❼0➁ " 0, A➐❼0➁ " 0. ✭✹✳✶✶✼✮

❚❤❡A❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❛✉@♦♠❛@✐❝❛❧❧② ②✐❡❧❞ ❛ A♦❧✉@✐♦♥ ❢♦B As❼z➁ @❤❛@ A❛@✐A✜❡A ✭✹✳✶✶✶✮✳ ❚❤❡ B❡✲
A✉❧@✐♥❣ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ❡D✉❛@✐♦♥ ❢♦B A❼z➁ B❡❛❞A
✏A➐➐❼z➁ ✏ 4

3
❿A➐❼z➁ ✏ 1

z
➄Φ➐❼z➁ ✔ ❿A➐❼z➁ ✏ 1

z
➄2 ✏ 1

z2
✏
1

6
λχ➐

2
eΦ❼z➁

✔
2Φ➐➐❼z➁

3
" 0. ✭✹✳✶✶✽✮
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✭❜✮ ▼♦❞❡❧ ■■❆ ❢♦) Nf ! 2

❋✐❣✉B❡ ✹✳✹✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ♠❡@B✐❝ ❢✉♥❝@✐♦♥ bs❼z➁ " eAs❼z➁ ❢♦B @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❜❧✉❡
❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ bs❼z➁ ❢♦B @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛A❤❡❞ ♦B❛♥❣❡ ❧✐♥❡✮✳ ❍❡B❡ ✇❡ ♦♥❧② ♣❧♦@ @❤❡
@✇♦ ❝❛A❡A ▼♦❞❡❧ ■❆ ❛♥❞ ■■❆ ✇✐@❤ Nf " 2✳ ❋♦B @❤❡ ♦@❤❡B ♦♥❡A @❤❡ ♣❧♦@A ❛B❡ ✈❡B② A✐♠✐❧❛B✳

▼♦❞❡❧ ■❆ ▼♦❞❡❧ ■❇ ▼♦❞❡❧ ■■❆ ▼♦❞❡❧ ■■❇

G5⑦L3 0.75 0.75 0.75 0.75
mq✭MeV✮ 5.8 5.0 8.4 6.2

σ1⑦3✭MeV✮ 180 240 165 226
µG 0.43 0.43 0.43 0.43

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ f❛B❛♠❡@❡BA ❢♦B @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧A✳

❊D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ A♦❧✈❡❞ ❜② ❝❤♦♦A✐♥❣ ❛ A✉✐@❛❜❧❡  ❝✉@♦✛✳ A✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✶✻✮
✇❡ ❝❛♥ @❤❡♥ ❞❡@❡B♠✐♥❡ As❼z➁ ❛♥❞ @❤❡B❡❢♦B❡ ❛❧A♦ bs❼z➁ " eAs❼z➁✳ ■♥ ✜❣ ✹✳✹ ✇❡ ♣❧♦@ bs❼z➁ ❛♥❞
❝♦♠♣❛B❡ ✐@ @♦ @❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣B❡AA✐♦♥ ❢B♦♠ @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❙ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡B❡ ✇❡ A✐♠♣❧②
❤❛✈❡ As❼z➁ " ✏ log❼z➁✳ ❚❤❡ ✈❛B✐♦✉A ♣❛B❛♠❡@❡BA ❛♥❞ ❝♦♥A@❛♥@A ❛♣♣❡❛B✐♥❣ ✐♥ ♦✉B ❡D✉❛@✐♦♥A
A♦ ❢❛B ❛B❡ ✜①❡❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✶✳ ❚❤❡A❡ ✈❛❧✉❡A ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✹✾ @♦ ♣B♦❞✉❝❡ ♠❡A♦♥
A♣❡❝@B❛ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣B❡❡♠❡♥@ ✇✐@❤ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❞❛@❛✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡B❡♥❝❡ ❜❡@✇❡❡♥ ♣❛B❛♠❡@❡B
A❡@ ❆ ❛♥❞ ❇ ❤❛A @♦ ❞♦ ✇✐@❤ @❤❡ ♣✐♦♥ A@❛@❡A✳ ❙❡@ ❆ ❣✐✈❡A ❜❡@@❡B ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ♣✐♦♥ ❢♦B♠
❢❛❝@♦B✱ @❤❡ B❡A✉❧@A ❢♦B @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ❛B❡ ✇♦BA❡✳ ❋♦B @❤❡ A❡@ ❇ ✐@ ✐A ❡①❛❝@❧② @❤❡ ♦@❤❡B
✇❛② B♦✉♥❞✳

✹✳✺✳✶ ❡❝:♦= ♠❡<♦♥ <:❛:❡< ❛♥❞ :❤❡ ❍K

❍❛✈✐♥❣ ❞❡@❡B♠✐♥❡❞ @❤❡ ♠❡@B✐❝ ❞❡❢♦B♠✐♥❣ ❢✉♥❝@✐♦♥ As❼z➁✱ ✇❡ ❛B❡ B❡❛❞② @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡
✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ❛♥❞ @❤❡✐B ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛②
@❤✐A ✐A ❞♦♥❡ ✐A ✈❡B② A✐♠✐❧❛B @♦ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A A❡❝@✐♦♥A✳ ♣ @♦ D✉❛❞B❛@✐❝ ♦B❞❡B ✐♥ @❤❡ ✜❡❧❞A @❤❡
❛❝@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ❝❛♥ ❜❡ ✇B✐@@❡♥ ❛A

S
❼2➁
V " ✏

Nf

2g25NcL3 ❙ d5xe✏Φb5s ❽∂zV !

µ ∂
zV !µ

✔ ∂µV
!

ν ∂
µV !ν➂ . ✭✹✳✶✶✾✮

❉❡B✐✈✐♥❣ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉A @♦ @❤❡ ❙ ❛♥❞ ❍
♠♦❞❡❧✳ ❆❧A♦ @❤❡ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ✐♥ ❛ @♦✇❡B ♦❢ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ✇♦B❦A ✐♥ ❝♦♠♣❧❡@❡❧② @❤❡ A❛♠❡ ✇❛②✳
❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ❡D✉❛@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ❛❢@❡B ♠❛❦✐♥❣ @❤❡ A✉❜A@✐@✉@✐♦♥
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ψVn " e
1
2
❼Φ✏As➁Ψn ✐A

✏Ψ➐➐

n ✔ VvΨn "m2
nΨn, ✭✹✳✶✷✵✮

✇✐@❤ @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ Vv ❣✐✈❡♥ ❜② ✶

Vv "
A➐➐

s ✏Φ➐➐

2
✔
❼A➐

s ✏Φ➐➁2
4

. ✭✹✳✶✷✶✮

■♥ ✜❣✉B❡ ✹✳✺ ✇❡ ♣❧♦@ @❤✐A ♣♦@❡♥@✐❛❧ ❢♦B @✇♦ A❡@A ♦❢ ♣❛B❛♠❡@❡BA ❛♥❞ ❝♦♠♣❛B❡ ✐@ @♦ @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧
B❡A✉❧@✐♥❣ ❢B♦♠ @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❡ ❤❛✈❡ ♣❡B❢♦B♠❡❞ @❤❡ ♥✉♠❡B✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A
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z in GeV-1
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v
(z)

✭❛✮ ▼♦❞❡❧ ■❆ ❢♦) Nf ! 2
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z in GeV-1

V
v
(z)

✭❜✮ ▼♦❞❡❧ ■■❆ ❢♦) Nf ! 2

❋✐❣✉B❡ ✹✳✺✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ Vv❼z➁ ❢♦B @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❜❧✉❡ ❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ @❤❡
♣♦@❡♥@✐❛❧ ❢♦B @❤❡ A@❛♥❞❛B❞ ❙ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛A❤❡❞ ♦B❛♥❣❡ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ ❢♦B @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣
♠♦❞❡❧ ✐A ♣❧♦@@❡❞ ❢♦B ▼♦❞❡❧ ■❆ ❛♥❞ ■■❆ ✇✐@❤ Nf " 2✳ ❋♦B @❤❡ ♦@❤❡B ♠♦❞❡❧A @❤❡ ♣❧♦@A ❛B❡
✈❡B② A✐♠✐❧❛B✳

❢♦B ❛❧❧ ❢♦✉B ♠♦❞❡❧A✳ ■♥ ✜❣✉B❡ ✹✳✻ ♦♥❡ ❝❛♥ A❡❡ @❤❡ ✜BA@ ❢❡✇ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ❢♦B ▼♦❞❡❧ ■❆✳

❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ✭MeV✮

Nf " 2 Nf " 3

n ▼♦❞ ■❆ ▼♦❞ ■❇ ▼♦❞ ■■❆ ▼♦❞ ■■❇ ▼♦❞ ■❆ ▼♦❞ ■❇ ▼♦❞ ■■❆ ▼♦❞ ■■❇

1 719.9 744.0 747.6 771.6 727.6 771.5 754.4 796.6
2 1133 1138 1133 1136 1135 1143 1134 1139
3 1424 1427 1428 1430 1425 1431 1429 1432
4 1664 1666 1667 1670 1665 1670 1668 1672
5 1873 1875 1875 1878 1874 1878 1876 1880
6 2061 2063 2063 2065 2062 2065 2063 2067
7 2233 2235 2235 2236 2234 2237 2235 2238
8 2393 2395 2395 2396 2394 2396 2395 2397

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ♠❛AA❡A ❢♦B @❤❡ ✜BA@ ❡✐❣❤@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A✳

❚❤❡ ♠❛AA❡A ♦❢ @❤❡ ❡✐❣❤@ ❧✐❣❤@❡A@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✷ ✷✳ ❆A ✐♥ @❤❡ ♠♦❞❡❧A

✶■♥ ✹✾ 7❤❡② ♠❛❞❡ ❛ 7②♣♦ ❜② ♦♥❧② ✇;✐7✐♥❣ ❞♦✇♥ ✜;97 ❞❡;✐✈❛7✐✈❡9 ✐♥ 7❤❡ ✜;97 7❡;♠ ♦❢ Vv✳ ❚❤❡ 9❛♠❡ ❡;;♦;
❤❛9 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ 7❤❡;❡ ❢♦; ❛❧❧ ♦7❤❡; ❤❛❞;♦♥✐❝ 97❛7❡9 7♦♦✱ ❤♦✇❡✈❡; 7❤❡✐; ❝❛❧❝✉❧❛7✐♦♥ 9❡❡♠9 7♦ ❜❡ ❝♦;;❡❝7 ✐♥ 7❤❡
❡♥❞✳

✷◆♦7❡ 7❤❛7 ✐♥ ✹✾ 7❤❡ ✈❛❧✉❡9 ❢♦; Nf ! 3 ❛;❡ ❢❛❧9❡❧② 97❛7❡❞ 7♦ ❜❡❧♦♥❣ 7♦ Nf ! 2✳ ❚❤❡ 9❛♠❡ ✐9 7❤❡ ❝❛9❡ ❢♦;
7❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥97❛♥7 ♦❢ 7❤❡ ✈❡❝7♦; ♠❡9♦♥ ✇✐7❤ 7❤❡ ❧♦✇❡97 ♠❛99✳



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✹✼
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z in GeV-1

Ψ n(z)

❋✐❣✉B❡ ✹✳✻✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ❢♦B @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▼♦❞❡❧ ■❆ ❛♥❞ Nf " 2✮✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡B ♦❢ ♥♦❞❡A ❞❡@❡B♠✐♥❡A @❤❡ ✈❛❧✉❡ n✳ ❋♦B ❡①❛♠♣❧❡ @❤❡ ❣B♦✉♥❞ A@❛@❡ ❤❛A ③❡B♦ ♥♦❞❡A✳
❆❧A♦ ❤❡B❡ @❤❡ ♣❧♦@A ♦❢ ♦@❤❡B A❡@A ♦❢ ♣❛B❛♠❡@❡BA ❛B❡ ✈❡B② A✐♠✐❧❛B✳

❞✐A❝✉AA❡❞ ❜❡❢♦B❡✱ ✇❡ ❛B❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ❛0 ❚Jµa
V ❼0➁❚V b

n ❢ " FVnδ
ab$µ✳

■♥ @❤❡ A❛♠❡ ♠❛♥♥❡B ❛A ✇❡ ❞✐❞ ❢♦B @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✹✸✮✱ ✭✹✳✹✹✮ ❛♥❞ @❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡A ✇❡ ❝❛♥ ❞❡B✐✈❡ ❛♥ ❡①♣B❡AA✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@✳ ❉♦✐♥❣ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐@❧② ♦♥❡ ✜♥❞A

FVn "

➾➪➪➚ Nf

g25Nc
eAs✏Φ∂zψVn❼z➁❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘z"0

. ✭✹✳✶✷✷✮

■@ A❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛@❡❧② ❝❧❡❛B @❤❛@ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ B❡A✉❧@ ❢♦B @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ♦❢
@❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✾✮ ❢♦B As❼z➁ " ✏ log❼z➁ ❛♥❞ Φ❼z➁ " 0✳ ❚♦ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ B❡A✉❧@ ❢♦B
@❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✻✸✮ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ @♦ A❡@ As❼z➁ " ✏ log❼z➁ ❛♥❞ Φ❼z➁ " κ2z2✳ ❚❤❡

♣B❡❢❛❝@♦B
➼

Nf

g25Nc
✐A ✐♥ ❢❛❝@ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥@ ♦❢ Nf ❛♥❞ Nc ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ A❡♥A❡✳ ❆A ✇❡ ❦♥♦✇

❢B♦♠ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A A❡❝@✐♦♥A✱ @❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥A@❛♥@ g5 ✐A ✜@@❡❞ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B
@❡B♠ ✐♥ @❤❡ ❖f❊ ✐A ♠❛@❝❤❡❞✳ ❉♦✐♥❣ A♦ ❢♦B @❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❡B❡✱ ✇❡ ✜♥❞

Nf

g25Nc
"

1

4π2
. ✭✹✳✶✷✸✮

❚❤✐A ♠❡❛♥A @❤❛@ g5 @❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞A ♦♥ Nf ❛♥❞ Nc✱ ❜✉@ ♥♦ ❧♦♥❣❡B @❤❡ ♣B❡❢❛❝@♦B
➼

Nf

g25Nc
✐@A❡❧❢✳

❍♦✇❡✈❡B @❤❡ @❤❡♦B② ✐@A❡❧❢ ✐A ♦❢ ❝♦✉BA❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ❢♦B ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Nf ❛♥❞ Nc✳ ❡ ♣❡B❢♦B♠❡❞
❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✇✐@❤ Nc " 3 ❢♦B Nf " 2 ❛A ✇❡❧❧ ❛A Nf " 3✳ ■♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✸ ✇❡ A✉♠♠❛B✐③❡ @❤❡
✈❛❧✉❡A ♦❢ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A AD✉❛B❡❞ F 2

Vn
❢♦B @❤❡ ✜BA@ ❡✐❣❤@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ @❤❡

❢♦✉B ❞✐✛❡B❡♥@ ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ✐♥ @❡B♠A ♦❢ @❤❡
♠❡A♦♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ✭❛♥❞ @❤❡B❡❢♦B❡ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A✮ ✇♦B❦A ✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ✇❛② ❛A A❤♦✇♥
❡①♣❧✐❝✐@❧② ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✶✳ ❍❡♥❝❡ @❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❍f B❡❛❞A

Π,❡♥
V ❽Q2➂ ✏Π,❡♥

V ❼0➁ " m

◗
n!1

Q2F 2
Vn❽Q2 ✔m2

Vn
➂m4

Vn

✔❖ ➀ Q2

m2
Vm

➅ . ✭✹✳✶✷✹✮

❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ▲❖ ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@
♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aµ ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✹✳ ❋♦B @❤❡ ❧❛@@❡B ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧❧ ✈❡❝@♦B



✹✽ ✹✳✻✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧ ❢B♦♠ ❙❡♥✬A @❛❝❤②♦♥ ❛❝@✐♦♥

❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

✭MeV✮

Nf " 2 Nf " 3

n ▼♦❞ ■❆ ▼♦❞ ■❇ ▼♦❞ ■■❆ ▼♦❞ ■■❇ ▼♦❞ ■❆ ▼♦❞ ■❇ ▼♦❞ ■■❆ ▼♦❞ ■■❇

1 268.7 275.4 288.2 293.8 270.9 282.4 289.9 298.8
2 331.0 331.4 329.2 332.3 331.0 332.8 329.9 336.7
3 371.4 370.8 367.7 366.5 371.2 370.1 367.3 365.7
4 401.4 401.2 400.8 399.1 401.4 400.7 400.3 397.2
5 425.8 425.8 426.5 425.6 425.9 425.7 426.3 424.2
6 446.7 446.7 447.4 447.2 446.7 446.8 447.4 446.7
7 465.0 465.0 465.4 465.6 465.0 465.1 465.5 465.6
8 481.3 481.4 481.5 481.8 481.3 481.5 481.6 482.1

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✿ ❈❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❡✐❣❤@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A✳

✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✭10✏10✮

▼♦❞❡❧ ■❆ ▼♦❞❡❧ ■❇ ▼♦❞❡❧ ■■❆ ▼♦❞❡❧ ■■❇

Nf " 2 386.8 359.7 402.3 371.6
Nf " 3 453.5 397.5 472.1 410.7

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✿ ❘❡A✉❧@A ❢♦B aHVP,LO
µ ✉A✐♥❣ @❤❡ ▲✐✲❍✉❛♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡A A@❛@❡A

✉♣ @♦ n " 16✳

♠❡A♦♥ A@❛@❡A ✉♣ @♦ n " 16✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ @❤❡ ❡BB♦B ✇❡ ♠❛❦❡ ✐♥ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ✐A ❖❼ Q2

M2
V17

➁✳
✹✳✻ ❍♦❧♦❣D❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧ ❢D♦♠ ❙❡♥✬B @❛❝❤②♦♥ ❛❝@✐♦♥

■♥ @❤✐A A❡❝@✐♦♥ ✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ ✇♦B❦ ✇✐@❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣B♦♣♦A❡❞ ❜② ❑✐B✐@A✐A ❡@ ❛❧✳ ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷✱
✇❤✐❝❤ ❤❛A A❡✈❡B❛❧ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐♥❣B❡❞✐❡♥@A✳ ▼♦A@ ♣B♦♠✐♥❡♥@❧② ✐A @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐A A@✐❧❧ @♦ ❜❡ ❝♦♥A✐❞❡B❡❞ ❛ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐A♠ ♦❢ ❝❤✐B❛❧ A②♠♠❡@B② ❜B❡❛❦✐♥❣ ✐♥ @❤✐A
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐A ♠♦❞❡❧ ✐A A@✐❧❧ ❝♦♥A✐❞❡B❡❞ @♦ ❜❡ ❛ ❜♦@@♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥ @❤♦✉❣❤ ✐@ ❝♦♥@❛✐♥A ❛
❧♦@ ♦❢ ✐♥♣✉@ ❢B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B②✳ ❍♦✇❡✈❡B ❛ ❢✉❧❧ ❞❡B✐✈❛@✐♦♥ ❢B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✐A ❢❛B ♦✉@ ♦❢
B❡❛❝❤✳ ■♥ A❡✈❡B❛❧ ✇❛②A @❤✐A ♠♦❞❡❧ ✐A ❛♥ ✐♠♣B♦✈❡♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐A❝✉AA❡❞ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ❛♥❞
A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✭A❡❡ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡B❡❢♦B❡ ✐@ ✐A ✈❡B② ✐♥@❡B❡A@✐♥❣ @♦ A❡❡ ✇❤❛@ @❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❑✐B✐@A✐A ❡@ ❛❧✳ ♣B❡❞✐❝@A ❢♦B @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ❝♦♠♣❛B❡❞ @♦ @❤❡A❡
♦@❤❡B ♠♦❞❡❧A✳

❋B♦♠ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ✇❡ A✉♣♣♦A❡ @❤❛@ @❤❡ ♠❡A♦♥ ♣❤②A✐❝A✱ ❛♥❞ @❤❡B❡❢♦B❡ ❛❧A♦ @❤❡ ♣❤②A✐❝A ♦❢
✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ✇❡ ❛B❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥✱ ✐A ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② @❤❡ ❞②♥❛♠✐❝A ♦❢ ❛ ❉4✲D4✲❜B❛♥❡
A②A@❡♠A ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ♦❢ ❝❧♦A❡❞ A@B✐♥❣A✳ ❚❤❡ ❝♦BB❡A♣♦♥❞✐♥❣ ❣B❛✈✐@② ❛❝@✐♦♥ ✭✇❡ ❝❤♦♦A❡ ✐@
✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ @♦ ❜❡ ✻✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧✮ B❡❛❞A

S " ❙ d6x
➺
g❼6➁ ✄e✏2φ ❿❘ ✔ 4❼∂φ➁2 ✔ c
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➄ ✏ 1

2

1
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F 2❼6➁✟ , ✭✹✳✶✷✺✮

✇❤❡B❡ c ✐A ❥✉A@ ❛ ❝♦♥A@❛♥@ ❛♥❞ α➐ " l2s ✳ ❡ ✇✐❧❧ ♥♦@ ❣♦ ✐♥@♦ ♠♦B❡ ❞❡@❛✐❧ ❛❜♦✉@ @❤✐A ❛❝@✐♦♥✳



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✹✾

❚❤❡ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ B❡A✉❧@✐♥❣ ❢B♦♠ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✭✹✳✶✷✺✮ B❡❧❡✈❛♥@ ❢♦B ✉A ✐A

ds26 " ✏gttdt
2
✔ gzzdz

2
✔ gxxdx

2
3 ✔ gηηdη

2
"
R2

z2
✁dx21,3 ✔ f✏1Λ dz2 ✔ fΛdη

2✝ , ✭✹✳✶✷✻✮

✇❤❡B❡ R2 ✐A ❥✉A@ ❛ ❝♦♥A@❛♥@ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧B❡❛❞② A❡@ @♦ ✉♥✐@② ❛@ @❤✐A ♣♦✐♥@ ✭✐♥ @❤❡ A❛♠❡ ♠❛♥♥❡B
❛A ✇❡ ❞✐❞ ❢♦B @❤❡ ❍ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞

fΛ " 1 ✏
z5

z5Λ
. ✭✹✳✶✷✼✮

✐@❤ @❤❡ ❝♦♥A@❛♥@ Qc ✇❡ ❤❛✈❡

F❼6➁ " Qc➸
α➐

➺
✏g❼6➁d6x, ✭✹✳✶✷✽✮

@❤❡ ❞✐❧❛@♦♥ ✐A ❝♦♥A@❛♥@ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

eφ "
1

Qc

➽
2c

3
. ✭✹✳✶✷✾✮

❚❤❡ η✲❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ✐A ❝♦♠♣❛❝@✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥@✐✜❡❞ ♣❡B✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ z✲❝♦♦B❞✐♥❛@❡ B✉♥A ❢B♦♠
0 @♦ zΛ✳ ■♥ @❤✐A ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉B ❉4✲D4✲❜B❛♥❡ ♣❛✐B✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ ✇❡ ❛B❡ ♣❧❛❝✐♥❣ @❤❡
❜B❛♥❡A ♥♦@ ❛B❜✐@B❛B②✱ ❜✉@ B❛@❤❡B ✐♥ A✉❝❤ ❛ ✇❛② @❤❛@ ✐@ ♠❛❦❡A ♦✉B ❧✐❢❡ ❡❛A✐❡B✳ ❚❤❡ ♣❛✐B ✐A
♣❧❛❝❡❞ ❛@ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η ✇✐@❤ ③❡B♦ ❞✐A@❛♥❝❡✳ ❙♦ ✇❤❛@ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❡B❡ ✐A ❛ 5✲❞✐♠❡♥A✐♦♥A
D✉❛B❦ ♠♦❞❡❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ 6✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❣❧✉❡ ♠♦❞❡❧✳ ❡ ❞❡A❝B✐❜❡ @❤✐A ❜② ❛♥ ❡✛❡❝@✐✈❡
❉❇■✲❧✐❦❡ ❛❝@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ❞②♥❛♠✐❝A ♦❢ @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ♦♥ @❤❡ ❜B❛♥❡ ♣❛✐B ❣✐✈❡♥ ❜② ✺✵

S " ✏❙ d4xdzV ❼❙T ❙➁ ❾➺✏detAL ✔

➺
✏detAR➃ . ✭✹✳✶✸✵✮

❚❤✐A ✐A ♥♦@ @❤❛@ ❞✐✛❡B❡♥@ ❢B♦♠ ✇❤❛@ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉A❡ ❢♦B @❤❡ ❢♦B♠✉❧❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦
♠♦❞❡❧ ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✼✳ ❚❤❡ B❡❧❡✈❛♥@ D✉❛♥@✐@✐❡A ✐♥ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✭✹✳✶✸✵✮ ❛B❡

A❼i➁MN " gMN ✔
2πα➐

g2V
F

❼i➁
MN ✔ πα➐λ ❽❼DMT ➁❻ ❼DNT ➁ ✔ ❼DNT ➁❻ ❼DMT ➁➂ , ✭✹✳✶✸✶✮

DMT " ❽∂M ✔ iAL
M ✏ iAR

M➂T, T " τeiθ, ✭✹✳✶✸✷✮

❛♥❞ @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ♣♦@❡♥@✐❛❧

V " ❑e✏
1
2
µ2τ2 . ✭✹✳✶✸✸✮

❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ @✇♦ ❝♦♥A@❛♥@A gV ❛♥❞ λ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜① ❧❛@❡B✳ ❚❤❡ ♠❡@B✐❝ ❤❡B❡ ✐A ✐♥❞✉❝❡❞
❢B♦♠ ✭✹✳✶✷✻✮

ds25 " ✏gttdt
2
✔ gzzdz

2
✔ gxxdx

2
3 "

R2

z2
✁dx21,3 ✔ f✏1Λ dz2✝ . ✭✹✳✶✸✹✮

❚❤❡ ❝♦♥A@❛♥@A ✐♥ @❤❡ ❞❡✜♥✐@✐♦♥A ❛❜♦✈❡ A❤♦✉❧❞ ♥♦@ ❜♦@❤❡B ✉A ❤❡B❡✳ ❆A ✇❡ ✇✐❧❧ A❡❡✱ ♠♦A@ ♦❢
@❤❡♠ ✇✐❧❧ ❞B♦♣ ♦✉@ ❛♥②✇❛②✳

❚❤❡ ♣❧❛♥ @♦ ✧A♦❧✈❡✧ @❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦B @❤❡ ✭✈❡❝@♦B✮ ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ✐A ♥♦✇ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐BA@
✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ A♦❧✈❡ ❢♦B @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ A♦❧✉@✐♦♥✱ ✇❤❡B❡ ✇❡ A❡@ ❛❧❧ @❤❡ ✜❡❧❞A @♦ ③❡B♦ ❡①❝❡♣@
@❤❡ @❛❝❤②♦♥ ✜❡❧❞ τ❼z➁✳ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ A♦❧✉@✐♦♥ ❢♦B τ❼z➁ ✐A @❤❡♥ ♣❧✉❣❣❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥@♦ @❤❡ ❛❝@✐♦♥
✭✹✳✶✸✵✮✳ ❆❢@❡B @❤❛@ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ @❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ❛❝@✐♦♥ ✐♥ D✉❛❞B❛@✐❝ ♦B❞❡B ✐♥ @❤❡ ✜❡❧❞A ❞✉❛❧
@♦ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❝✉BB❡♥@✳ ■♥ ♣B✐♥❝✐♣❧❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧A♦ ❞♦ @❤❛@ ❢♦B @❤❡ ♦@❤❡B ✜❡❧❞A✱ ❜✉@ ❤❡B❡



✺✵ ✹✳✻✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧ ❢B♦♠ ❙❡♥✬A @❛❝❤②♦♥ ❛❝@✐♦♥

✇❡ ❛B❡ ❥✉A@ ✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥ @❤❡ @✇♦✲♣♦✐♥@ ❝♦BB❡❧❛@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❝✉BB❡♥@✳ ❍❛✈✐♥❣
@❤❡ D✉❛❞B❛@✐❝ ❛❝@✐♦♥ ✇❡ ♣B♦❝❡❡❞ ❛A ❢♦B ❛❧❧ @❤❡ ♦@❤❡B ♠♦❞❡❧A ❞✐A❝✉AA❡❞ ❜❡❢♦B❡ ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A✱
♥❛♠❡❧② ❜② ❞❡B✐✈✐♥❣ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥✱ A♦❧✈✐♥❣ @❤❡♠✱ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ A❡❝♦♥❞ ✈❛B✐❛@✐♦♥
♦❢ @❤❡ ✭♦♥ A❤❡❧❧✮ ❛❝@✐♦♥ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ ❞✉❛❧ ✜❡❧❞A ❛@ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡✈❛❧✉✲
❛@✐♥❣ @❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥✳

❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❛❝@✐♦♥ ✇✐@❤ θ,AL,AR ✁ 0 B❡❛❞A

S " ✏2❑❙ d4xdze✏
1
2
µ2τ2g
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2
ttg
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2
xx

➻
gzz ✔ 2πα➐λ ❼∂zτ➁2. ✭✹✳✶✸✺✮

❚❤❡ ✈❛B✐❛@✐♦♥ ✇✐@❤ B❡A♣❡❝@ @♦ @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ✜❡❧❞ τ❼z➁ ②✐❡❧❞A @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ❡D✉❛@✐♦♥
τ ➐➐ ✏

4µ2zfΛ
3

τ ➐3 ✔ ➀✏3
z
✔

f ➐Λ
2fΛ

➅ τ ➐ ✔ ❿ 3

z2fΛ
✔ µ2τ ➐2➄ τ " 0. ✭✹✳✶✸✻✮

❚❤✐A ❡D✉❛@✐♦♥ ❤❛A @✇♦ ✐♠♣♦B@❛♥@ ❢❡❛@✉B❡A ✇❡ ✇✐❧❧ ✉A❡ ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜BA@ ✐A ✐@A 
❛A②♠♣@♦@✐❝ ❣✐✈❡♥ ❜② @✇♦ ❝♦♥A@❛♥@A c1 ❛♥❞ c3

τ " c1z ✔
µ2

6
c31z

3 log z ✔ c3z
3
✔❖ ❽z5➂ . ✭✹✳✶✸✼✮

❚❤❡ A❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐A @❤❛@ ✐@ ✐A ✐♥✈❛B✐❛♥@ ✉♥❞❡B @❤❡ ❛ B❡A❝❛❧✐♥❣ ♦❢ z

z " z̃ " z⑦zΛ, ✭✹✳✶✸✽✮

❛♥❞ ❛❧A♦ ✉♥❞❡B @❤❡ B❡A❝❛❧✐♥❣ ♦❢ @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ τ❼z➁ ✐@A❡❧❢ ❜② ❛ ❝♦♥A@❛♥@✳ ❚❤❡ ❧❛@@❡B
♠❡❛♥A ✐♥ ❢❛❝@ @❤❛@ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦A❡ µ ❢B❡❡❧②✳ ❍❡B❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②A ✉A❡ µ2

" π✳ ❚❤❡ A♦❧✉@✐♦♥
♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✸✻✮ ❞♦❡A ❞✐✈❡B❣❡ ❛@ A♦♠❡ ♣♦✐♥@✳ ❆A ❞❡A❝B✐❜❡❞ ✐♥ ✷✶✱ ✇❡ ♥❡❡❞ @♦ ✜♥❞ @❤❡
A♦❧✉@✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈❡B❣❡A ❡①❛❝@❧② ❛@ z " zΛ✳ ❚❤✐A ✐A ❜② ❢❛B ♥♦@ ❡❛A②✱ A✐♥❝❡ ♦♥❡ ❡♥❝♦✉♥@❡BA
♥✉♠❡B♦✉A ♥✉♠❡B✐❝❛❧ ✐AA✉❡A✳ ❡ A♦❧✈❡ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ✉A✐♥❣ @❤❡ A❤♦♦@✐♥❣ @❡❝❤♥✐D✉❡✳ ❡ ❦♥♦✇
@❤❛@ ✐♥ @❤❡  @❤❡ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ❤❛A @♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛A ✐♥ ✭✹✳✶✸✼✮✳ ❙♦ ✇❡ ✜① @❤❡ ✈❛❧✉❡
❢♦B c1 ❛♥❞ @❤❡♥ ❛❞❛♣@ @❤❡ ✈❛❧✉❡ c3 A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ ❞✐✈❡B❣❡♥❝❡ ♦❝❝✉BA ✐♥ @❤❡ ■❘ ❛@ z " zΛ✳ ❋♦B
@❤❡ ♥✉♠❡B✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ♦♥❡ ❛❧A♦ ❤❛A @♦ ❝❤♦♦A❡ ❛♥  ❛A ✇❡❧❧ ❛A ❛♥ ■❘ ❝✉@♦✛ ❛❞❞✐@✐♦♥❛❧
@♦ @❤❡ ♣❤②A✐❝❛❧ ■❘ ❝✉@♦✛✳ ■♥ ✷✷ ✐@ ✐A A✉❣❣❡A@❡❞ @♦ ✉A❡ @❤❡ ✈❛❧✉❡A

z✏1Λ " 522MeV, c1 " 0.0125, ✭✹✳✶✸✾✮

✐♥ ♦B❞❡B @♦ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ❜❡A@ ✜@ ♦❢ @❤❡ ♠❡A♦♥ A♣❡❝@B✉♠ ✐♥ @❤❡ ❡♥❞✳ ❙♦ ✇❡ ✇✐❧❧ A@✐❝❦ @♦ @❤✐A
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ @❤❡ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ✇❤♦❧❡ A❡❝@✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝@✐♦♥ τ❼z➁ ✇❡ ♦❜@❛✐♥ ❛A @❤❡ A♦❧✉@✐♦♥ ♦❢
❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✸✻✮ ✐A ♣❧♦@@❡❞ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❡ ♦❜@❛✐♥ ❢♦B @❤❡ ♦@❤❡B ❝♦♥A@❛♥@ ✐A

c3 ☎ 0.37. ✭✹✳✶✹✵✮

❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ τ❼z➁ ♦❢ @❤❡ ✈❛❝✉✉♠✳ ■♥ ❝❛A❡ ♦❢ @❤❡ ❢✉❧❧ @❤❡♦B② @❤✐A ✐A @❤❡♥ ❡D✉✐✈❛❧❡♥@ @♦ ✐@A
✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝@❛@✐♦♥ ✈❛❧✉❡ τ❡❼z➁✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ♣B♦❝❡❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✭✹✳✶✸✵✮
✉♣ @♦ D✉❛❞B❛@✐❝ ♦B❞❡B ✐♥ @❤❡ ✜❡❧❞A✳ ❆A ❢♦B ❛❧❧ @❤❡ ♦@❤❡B ♠♦❞❡❧A ❞✐A❝✉AA❡❞ ❜❡❢♦B❡ ✇❡ ❛❧A♦
❞❡✜♥❡ @❤❡ ✈❡❝@♦B ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❝@♦B ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞A ❤❡B❡ ❜②

VM "
AL

M ✔AR
M

2
, AM "

AL
M ✏AR

M

2
, ✭✹✳✶✹✶✮
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z in GeV-1

τ(z)

❋✐❣✉B❡ ✹✳✼✿ ❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ @❛❝❤②♦♥ ✜❡❧❞ τ❼z➁ ❢♦B @❤❡ ✈❛❧✉❡A ♦❢ ✭✹✳✶✸✾✮✳ ❆A ✇❡ ❝❛♥ A❡❡✱ ✐@
❞✐✈❡B❣❡A ❡①❛❝@❧② ❛@ z " zΛ✳

✇✐@❤ @❤❡✐B ❛AA♦❝✐❛@❡❞ ✜❡❧❞ A@B❡♥❣@❤ @❡♥A♦BA VMN ❛♥❞ AMN ❛♥❞ ✇♦B❦ ✐♥ @❤❡ ❣❛✉❣❡ Az "

Vz " 0✱ ∂µVµ " ∂µAµ " 0✳ ❋♦B ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❧❡@ ✉A ❛❧A♦ ❞❡✜♥❡ g̃zz " gzz ✔2πα
➐λ ❼∂zτ❡➁2✱ ❛A ✐@

✇✐❧❧ A✐♠♣❧✐❢② ♦✉B ♥♦@❛@✐♦♥ ❛ ❜✐@✳ ❚❤❡ ✈❡❝@♦B ♣❛B@ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✉♣ @♦ D✉❛❞B❛@✐❝ ♦B❞❡B @❤❡♥
B❡❛❞A

SV " ✏
❼2πα➐➁2

g4V
❑❙ d4xdze✏

1
2
µ2τ2 ✄1

2
g̃

1
2
zzVµνV

µν
✔ gxxg̃

✏
1
2

zz ∂zVµ∂zV
µ✟ . ✭✹✳✶✹✷✮

A✐♥❣ @❤❡ ❊✉❧❡B✲▲❛❣B❛♥❣❡ ❡D✉❛@✐♦♥A✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ @♦✇❡B ♦❢ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ❛♥❞
B❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛A ✉A✉❛❧ q2 " ✏M2

Vn
✭♥♦@❡ ♦✉B ♠❡@B✐❝ ❝♦♥✈❡♥@✐♦♥ ❤❡B❡✱ A❡❡ ✭✹✳✶✸✹✮✮ ✇❡ ✜♥❞ @❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ♠❡A♦♥ A@❛@❡A

✏
1

e✏
1
2
µ2τ2 g̃

1
2
zz

∂z ❿e✏ 1
2
µ2τ2gxxg̃

✏
1
2

zz ∂zψVn❼z➁➄ "M2
Vn
ψVn❼z➁. ✭✹✳✶✹✸✮

❚♦ ♠❛❦❡ @❤✐♥❣A ❛ ❧✐@@❧❡ ❜✐@ ❝❧❡❛B❡B ✇❡ A✉❜A@✐@✉@❡ ❢♦B ❛❧❧ @❤❡ ♠❡@B✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥@A ❛♥❞ A❡@ µ2
" π✳

❚❤❡ ❧❛@@❡B ♦♥❡ ✐A ❛❧❧♦✇❡❞ ❛A ❛B❣✉❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✏
e

πτ❼z➁2

2➾➪➪➚ 1

z2➀1✏ z5

z5
Λ

➅
✔

1
3π ❼τ ➐ ❼z➁➁2∂z

➆➊➊➊➊➊➊➈
1

z2
e✏

πτ❼z➁2

2➾➪➪➚ 1

z2➀1✏ z5

z5
Λ

➅
✔

1
3π ❼τ ➐ ❼z➁➁2∂zψVn❼z➁

➇➋➋➋➋➋➋➉
"M2

Vn
ψVn❼z➁
✭✹✳✶✹✹✮

❆A ✇❡ A❡❡ @❤❡ ❝♦♥A@❛♥@ R2 ❞B♦♣A ♦✉@ ❝♦♠♣❧❡@❡❧② ♦❢ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥✱ @❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥A@❛♥@ ❧❡❢@ ✐A
zΛ✳ ❚❤❡ ❢❛❝@♦B

1
3π ✐♥ @❤❡ AD✉❛B❡ B♦♦@ ♦❢ @❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛@♦BA ✐A ♦❜@❛✐♥❡❞ ❛❢@❡B ✐♠♣♦A✐♥❣

R2µ2

2πα➐λ
" 3. ✭✹✳✶✹✺✮

❚❤✐A ❝❤♦✐❝❡ ✐A ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✶✳ ❚♦ A♦❧✈❡ @❤✐A ❡D✉❛@✐♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ @♦ ✜BA@ @B❛♥A❢♦B♠ ✐@
@♦ ❛ ❢♦B♠ A✉❝❤ @❤❛@ ♦♥❧② ❛ A✐♥❣❧❡ A❡❝♦♥❞ ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ✐A ❧❡❢@✳ ❚❤✐A ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉A❧②



✺✷ ✹✳✻✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧ ❢B♦♠ ❙❡♥✬A @❛❝❤②♦♥ ❛❝@✐♦♥

@♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ ✈❛B✐❛❜❧❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

u❼z➁ " ❙ z

0

➾➪➪➚➀1 ✏ z➐5

z5Λ
➅✏1 ✔ πz➐2

3
❼τ ➐ ❼z➐➁➁2dz➐. ✭✹✳✶✹✻✮

❚❤✐A @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ♠❛♣A @❤❡ ✈❛❧✉❡A ♦❢ z ❃ g0, zΛ✆ @♦ u ❃ g0,➟➁ ❛A ✇❡ ❝❛♥ A❡❡ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✹✳✽✳
❋♦B @❤❡ @B❛♥A❢♦B♠❡❞ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ❡D✉❛@✐♦♥ ✐♥ @❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♥♦B♠❛❧ ❢♦B♠ ✇❡ ✜♥❞
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u
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❋✐❣✉B❡ ✹✳✽✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ @❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ u ♦❢ @❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡ z✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝@ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡
z ✐A ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ @❤❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝@ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ u❼z➁✳
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❋✐❣✉B❡ ✹✳✾✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ V ❼u➁✳ ◆♦@❡ @❤❛@ @❤✐A ❛❧B❡❛❞② ❧♦♦❦A ✈❡B② A✐♠✐❧❛B @♦ @❤❡
♣♦@❡♥@✐❛❧ ♦❜@❛✐♥❡❞ ❢♦B @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳

✏
d2αn❼u➁

du2
✔ V ❼u➁αn❼u➁ "M2

Vn
αn❼u➁, ✭✹✳✶✹✼✮

✇❤❡B❡

Ξ❼u➁ " e✏
π
4
τ❼z❼u➁➁2➺
z❼u➁ , V ❼u➁ " 1

Ξ

d2Ξ

du2
, αn❼u➁ " Ξ❼u➁ψVn❼z❼u➁➁. ✭✹✳✶✹✽✮
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❈❧❡❛B❧②✱ ♥❡✐@❤❡B @❤❡ ♣♦@❡♥@✐❛❧ V ❼u➁ ♥♦B @❤❡ ❢✉♥❝@✐♦♥ Ξ❼u➁ ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥❛❧②@✐❝❛❧ ❡①♣B❡A✲
A✐♦♥A✳ ❍❡B❡ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ❝♦♠♣❧❡@❡❧② B❡❧② ♦♥ ♥✉♠❡B✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❢B♦♠ @❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡
♣♦@❡♥@✐❛❧ V ❼u➁ ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ✜BA@ ❢❡✇ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A αn❼u➁ ❛B❡ ♣❧♦@@❡❞ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✹✳✾ ❛♥❞
✹✳✶✵✳ ❆❢@❡B A♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✶✹✼✮ ✇❡ ❛B❡ B❡❛❞② @♦ A@❛B@ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♥❣ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✲

0 2 4 6 8 10
-0.6-0.4-0.20.0
0.2

0.4

0.6

u

α n(u)

❋✐❣✉B❡ ✹✳✶✵✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❡✐❣❡♥A@❛@❡A αn❼u➁ ❢♦B @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

✐③❛@✐♦♥✳ ❚❤❡ A@❡♣A ❤❡B❡ ❛B❡ ♥♦@ ❝♦♠♣❧❡@❡❧② ♦❜✈✐♦✉A ❢B♦♠ ✇❤❛@ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢B♦♠ @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✷✱ A♦ ✇❡ ❛B❡ @B②✐♥❣ @♦ ✇B✐@❡ ❞♦✇♥ ♠♦A@ @❤✐♥❣A ❡①♣❧✐❝✐@❧②✳ ❋B♦♠ ✭✹✳✶✹✷✮
✇❡ ✜♥❞ @❤❡ ♦♥ A❤❡❧❧ ❛❝@✐♦♥

SV " ✏
❼2πα➐➁2

g4V
❑❙ d4xdze✏

1
2
µ2τ2 ✄1

2
g̃

1
2
zzVµνV

µν
✔ gxxg̃

✏
1
2

zz ∂zVµ∂zV
µ✟

" ✏
❼2πα➐➁2

g4V
❑❙ d4xdz g∂z ❼α1❼z➁Vµ∂zV

ν➁ ✔ α2❼z➁ ❼∂µ ❼Vν∂
µV ν➁ ✏ ∂ν ❼Vµ∂

µV ν➁➁✆
" ✏

❼2πα➐➁2
g4V

❑❙ d4x gα1❼z➁Vµ∂zV
ν✆z!zΛz!0

"
❼2πα➐➁2

g4V
❑❙ d4xα1❼z➁Vµ∂zV

ν 
z"0

"
❼2πα➐➁2❑

g4V
❙ d4q❼2π➁4α1❼z➁Vµ❼q, z➁∂zV µ❼✏q, z➁

z!�

,

✭✹✳✶✹✾✮
✇❤❡B❡ ❢B♦♠ @♦♣ @♦ ❜♦@@♦♠ ✇❡ ✜BA@ ♣❛B@✐❛❧❧② ✐♥@❡❣B❛@❡❞✱ @❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞

α1❼z➁ " e✏
1
2
µ2τ2gxxg̃

✏
1
2

zz , α2❼z➁ " e✏
1
2
µ2τ2 g̃

1
2
zz, ✭✹✳✶✺✵✮

@❤B❡✇ ❛✇❛② @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② @❡B♠A ♣B♦♣♦B@✐♦♥❛❧ @♦ α2❼z➁✱ ❡✈❛❧✉❛@❡❞ @❤❡ z ✐♥@❡❣B❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
♣❡B❢♦B♠❡❞ ❛ ❋♦✉B✐❡B @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ❢♦B ❛❧❧ A♣❛❝❡@✐♠❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡A ❡①❝❡♣@ z✳ ■♥ ♦✉B ✉A✉❛❧
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❧✐❦❡❧② @❤❛♥ ✐@ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦B ❛ ❤✐❣❤❡B D✉❛B❦ ♠❛AA✳ ❆ ♠♦B❡ ❧✐❦❡❧② ♣B♦❞✉❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ D✉❛B❦
B❡A✉❧@A ✐♥ ❛♥ ❤✐❣❤❡B ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ aHVP,LO

µ ❛♥❞ A♦ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ @❤❛@ @❤✐A ❛♣♣B♦①✐♠❛@✐♦♥
❝❛♥ ❥✉A@ ❣✐✈❡ ✉A ❛♥ ✉♣♣❡B ❜♦✉♥❞✳

✹✳✼ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ✶✻✱ ✶✼ ✐A ❛ @♦♣✲❞♦✇♥ ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡B✐✈❡❞
❢B♦♠ @②♣❡ ■■❆ A✉♣❡BA@B✐♥❣ @❤❡♦B② ❜② ✐♥@B♦❞✉❝✐♥❣ Nf ❉8✲D8✲❜B❛♥❡ ♣❛✐BA ❛♥❞ Nc ❉4✲❜B❛♥❡A✳
❙❛❦❛✐ ❛♥❞ ❙✉❣✐♠♦@♦ ❝♦♥A@B✉❝@❡❞ @❤❡✐B ♠♦❞❡❧ A✐♠✐❧❛B @♦ ✷✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐A A✉♣♣♦A❡❞ @♦ ❜❡ @❤❡
❞✉❛❧ @❤❡♦B② ♦❢ 4✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❛♥❣✲▼✐❧❧A @❤❡♦B②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡B❡♥❝❡ ✐A @❤❛@ ❙❛❦❛✐ ❛♥❞ ❙✉❣✐♠♦@♦
✉A❡❞ ❉8✲D8✲❜B❛♥❡ ♣❛✐BA ✐♥A@❡❛❞ ♦❢ ❉6✲D6✲❜B❛♥❡ ♣❛✐BA ✐♥ @❤❡ ❉4✲❜B❛♥❡ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞✳

❚❤❡ D4⑦D8⑦D8 ❝♦♥✜❣✉B❛@✐♦♥ ✐A ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❉4✲❜B❛♥❡ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✐A
❡♠❜❡❞❞❡❞ A✉❝❤ @❤❛@ @❤❡ 4th A♣❛@✐❛❧ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ✐A ❝♦♠♣❛❝@✐✜❡❞ ♦♥ ❛ S1 ✇✐@❤ B❛❞✐✉A M✏1

KK ✳

✸❆9 ❞✐9❝✉99❡❞ ❛❜♦✈❡ 7❤✐9 ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❥✉97 ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛9 ❛♥ ✉♣♣❡; ❜♦✉♥❞



✺✻ ✹✳✼✳ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧

❚❤✐A ❝♦♠♣❛❝@ ❞✐B❡❝@✐♦♥ ✐A ✉A❡❞ @♦ ❜B❡❛❦ A✉♣❡BA②♠♠❡@B② ❜② ✐♠♣♦A✐♥❣ ❛♣♣B♦♣B✐❛@❡ ❜♦✉♥❞❛B②
❝♦♥❞✐@✐♦♥A✳ ❚❤❡ ❉8✲D8 ♣B♦❜❡ ❜B❛♥❡ ♣❛✐BA ❛B❡ ❛❞❞❡❞ A✉❝❤ @❤❛@ ✐♥ @❤❡  @❤❡② ❛B❡ @B❛♥A✈❡BA❡
@♦ @❤❡ S1✳ ❡ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❢♦B @❤❡ A@B✐♥❣A ❛A A❤♦✇♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✼✳ ❚❤❡B❡

✵ ✶ ✷ ✸ ✭✹✮ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾

❉4 ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ❉ ❉ ❉ ❉ ❉

❉8✲D8 ◆ ◆ ◆ ◆ ❉ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✼✿ ❇♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥A ❞❡✜♥❡❞ ❜② @❤❡ ❜B❛♥❡ ❝♦♥✜❣✉B❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦
♠♦❞❡❧✳ ◆ A@❛♥❞A ❢♦B ◆❡✉♠❛♥♥✲ ❛♥❞ ❉ ❢♦B ❉✐B✐❝❤❧❡@ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐@✐♦♥✳ ❚❤❡ 4th A♣❛@✐❛❧
❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ✐A ✐♥ ❜B❛❝❦❡@A✱ A✐♥❝❡ ✐@ ✐A ❝♦♠♣❛❝@✐✜❡❞✳

❛B❡ ♥♦✇ ❜❛A✐❝❛❧❧② A✐① ❞✐✛❡B❡♥@ ✇❛②A ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡♥ A@B✐♥❣A ❝❛♥ ❡♥❞ ❛@ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ❜B❛♥❡A✳ ■♥
✶✻ ✐@ ✐A ❛B❣✉❡❞ @❤❛@ A@B✐♥❣A A@B❡@❝❤✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ @❤❡ ❉8✲ ❛♥❞ D8✲❜B❛♥❡ ❞♦ ♥♦@ ✐♥✢✉❡♥❝❡ @❤❡
@❤❡♦B② ✐♥ @❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡B❣② B❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❛B❡ @❤❡B❡❢♦B❡ ✐BB❡❧❡✈❛♥@✳ ❚❤❡ A@B✐♥❣A ❜❡@✇❡❡♥ ❡✐@❤❡B ❉4✲
❛♥❞ ❉8✲ ♦B ❉4✲ ❛♥❞ D8✲❜B❛♥❡ ❛B❡ Nf ✢❛✈♦BA ♦❢ ♠❛AA❧❡AA ❢❡B♠✐♦♥A ✐♥@❡B♣B❡@❡❞ ❛A @❤❡ D✉❛B❦A
♦❢ ◗❈❉ ✇✐@❤ ❞✐✛❡B❡♥@ ❝❤✐B❛❧✐@②✳ ❋✉B@❤❡B @❤❡ U ❽Nf➂D8

✕U ❽Nf➂D8
❣❛✉❣❡ A②♠♠❡@B② ♦❢ @❤❡

Nf ❉8✲D8 ♣❛✐BA ✐A ✐♥@❡B♣B❡@❡❞ ❛A @❤❡ U ❽Nf➂L ✕ U ❽Nf➂R ❝❤✐B❛❧ A②♠♠❡@B② ♦❢ ◗❈❉✳ ❚❤❡
@❤B❡❡ ♠✐AA✐♥❣ @②♣❡A ♦❢ A@B✐♥❣A ❛B❡ @❤❡ ♦♥❡A A@❛B@✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛@ @❤❡ A❛♠❡ ❜B❛♥❡✳ ❋♦B @❤❡

4✲4 ❝❛A❡ @❤❡✐B ❧♦✇✲❡♥❡B❣② ❡①❝✐@❛@✐♦♥A ❛B❡ ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② @❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ A
❼D4➁
µ ❼µ " 0,1,2,3➁

❛♥❞ @❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞A A
❼D4➁
4 ❛♥❞ Φi❼i " 5,✆,9➁✳ ❋♦B @❤❡ 8✲8 ❝❛A❡ ❛♥❞ ✐@A ❛♥@✐✲❝♦✉♥@❡B♣❛B@

@❤❡B❡ ❡①✐A@A ❛ 9✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Aµ ❢♦B ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ❧❛@@❡B ♦♥❡A ❛B❡ ✐♥@❡B♣B❡@❡❞ ❛A @❤❡
❞✉❛❧ ✜❡❧❞A ♦❢ @❤❡ ♠❡A♦♥A ❛♥❞ ❛B❡ ✐♠♣♦B@❛♥@ ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❇✉@ ❜❡❢♦B❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛@❡
@❤❡ ♠❡A♦♥A A@❛@❡A ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ ❞✐A❝✉AA @❤❡ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ♠❡@B✐❝ ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡@B✐❝
♦♥ @❤❡ ❉8✲❜B❛♥❡A✳

✹✳✼✳✶ ❇❛❝❦❣=♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡:=✐❝

❚❤❡ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ✇✐@❤♦✉@ @❤❡ ♣B♦❜❡ ❉8✲❜B❛♥❡A ❝♦♥A✐A@A ❥✉A@ ♦❢ @❤❡ Nc ❉4✲❜B❛♥❡A ✇✐@❤ @❤❡
❝♦♠♣❛❝@✐✜❡❞ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ x4 ❛A ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❤❡ ✜BA@ ❧✐♥❡ ♦❢ @❛❜❧❡ ✹✳✶✼✳ ❆A ✜BA@ ♥♦@✐❝❡❞ ❜② ✐@@❡♥
✐♥ ✶✾✾✽ ✺✶✱ @❤✐A ❣✐✈❡A @❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❢♦✉B ❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❛♥❣✲▼✐❧❧ @❤❡♦B② ✐♥ @❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡B❣②
B❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ A♦❧✉@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ♠❡@B✐❝ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

ds2 " ❿U
R
➄3⑦2 ❽ηµνdxµdxν ✔ f❼U➁dτ2➂ ✔ ❿R

U
➄3⑦2 ➀ dU2

f❼U➁ ✔U2dΩ2
4➅ , ✭✹✳✶✺✾✮

✇✐@❤ @❤❡ ❢✉♥❝@✐♦♥ f❼U➁ " 1 ✏
U3
KK

U3 ✳ ❚❤❡ ●B❡❡❦ ✐♥❞✐❝❡A µ✱ν " 0,1,2,3 B❡❢❡B @♦ @❤❡ ✜BA@

❢♦✉B A♣❛❝❡@✐♠❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡A✳ τ ✂ τ ✔ 4π
3

R3⑦2

U
1⑦2
KK

✐A @❤❡ ♣❡B✐♦❞✐❝ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ♦❢ @❤❡ ❝♦♠♣❛❝@✐✜❡❞

❞✐♠❡♥A✐♦♥ ❛♥❞ U ✐A ❛ B❛❞✐❛❧ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ✇✐@❤ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❜♦✉♥❞❛B② ❛@ U "➟✳ UKK ✐A
@❤❡ ❧♦✇❡B ❜♦✉♥❞ ♦❢ U ❛♥❞ R ❛ ❝♦♥A@❛♥@ B❡❧❛@❡❞ @♦ A@B✐♥❣ @❤❡♦B② ♣❛B❛♠❡@❡BA ❜② R3

" πgsNcl
3
s ✳

❚❤❡ ❧❛@❡B ✈❡B② ✉A❡❢✉❧ ❑❛❧✉③❛✲❑❧❡✐♥ ♠❛AA ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

MKK "
2π

δτ
"
3

2

U
1⑦2
KK

R3⑦2 . ✭✹✳✶✻✵✮

❋B♦♠ @❤❡ ❜❛❝❦❣B♦✉♥❞ ♠❡@B✐❝ ✭✹✳✶✺✾✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡@B✐❝ ♦♥ @❤❡ ❉8✲❜B❛♥❡
@B❛♥A✈❡BA❡ @♦ @❤❡ 4th A♣❛❝❡ ❞✐B❡❝@✐♦♥ ❛A ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✼ ❜② ♠❛❦✐♥❣ U " U❼τ➁ ❞❡♣❡♥❞❡♥@ ♦❢ τ
ds2D8 " ❿UR➄3⑦2 ηµνdxµdxν ✔ ➀❿U

R
➄3⑦2 f❼U➁ ✔ ❿R

U
➄3⑦2 U ➐2

f❼U➁➅dτ2 ✔ ❿RU ➄3⑦2U2dΩ2
4. ✭✹✳✶✻✶✮



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✺✼

❋♦B ❧❛@❡B ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❧❡@ ✉A ❛❧A♦ ✐♥@B♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡A ❢♦B U ❛♥❞ τ ❣✐✈❡♥ ❜②

y " r cos θ, z " r sin θ

U3
" U3

KK ✔UKKr
2, θ ✁ 2π

δτ τ "
3
2

U
1⑦2
KK

R3⑦2 τ.
✭✹✳✶✻✷✮

✹✳✼✳✷ ▼❡<♦♥ <:❛:❡<

◆♦✇ ✇❡ ❛B❡ B❡❛❞② @♦ ❞❡B✐✈❡ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ✜❡❧❞A ❞✉❛❧ @♦ @❤❡ ♠❡A♦♥A✳ ❆A
♠❡♥@✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦B❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ 9✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ♦♥ @❤❡ ❉8✲❜B❛♥❡ ✇✐@❤ @❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥@A
Aµ✱ Az ❛♥❞ Aα ✇✐@❤ µ " 0,1,2,3 ❛♥❞ α " 5,6,7,8✳ ❡ ❛B❡ ♦♥❧② ✐♥@❡B❡A@❡❞ ✐♥ @❤❡ 5✲
❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ A@❛@❡A Aµ✱ Az✱ A♦ ✇❡ ❛AA✉♠❡ @❤❛@ @❤❡② ❛B❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♦@❤❡B ❢♦✉B ❛♥❞
A❡@ Aα " 0✳ ◆♦@❡ @❤❛@ @❤❡ ✐♥❞❡① z ♦❢ Az B❡❢❡BA @♦ @❤❡ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✻✷✮✳ ❚❤❡
❞②♥❛♠✐❝A ♦❢ @❤❡ ✜❡❧❞A ✐A ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② @❤❡ ❉❇■ ❛❝@✐♦♥ ♣❧✉A ❛❞❞✐@✐♦♥❛❧ ❈❤❡B♥✲❙✐♠♦♥A ✭❈❙✮
@❡B♠A

SD8 ➀ ❙ d9xe✏φ
➺
✏det ❼gMN ✔ 2πα➐FMN➁ ✔ SCS , ✭✹✳✶✻✸✮

✇✐@❤ eφ " gs ❽UR➂3⑦4✳ ■♥@❡❣B❛@✐♥❣ ♦✈❡B @❤❡ ✹✲❞✐♠❡♥A✐♦♥❛❧ A♣❤❡B❡ ♣❛B❛♠❡@B✐③❡❞ ❜② xα✱ B❡D✉✐B✲
✐♥❣ @❤❛@ ❛❧❧ ✜❡❧❞A ❞♦ ♥♦@ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ @❤❡♠✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♣ @♦ A❡❝♦♥❞ ♦B❞❡B ✐♥ @❤❡ ❣❛✉❣❡
✜❡❧❞ ②✐❡❧❞A

SD8 ➀ ❙ d4xdzTr ☎ R3

4Uz
ηµνηρσFµρFνσ ✔

9

8

U3
z

UKK
ηµνFµzFνz✠ ✔❖ ❽F 3➂ . ✭✹✳✶✻✹✮

❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡①♣❛♥❞ @❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡@❡ A❡@A ♦❢ ♦B@❤♦♥♦B♠❛❧ ❢✉♥❝@✐♦♥A ψn❼z➁ ❛♥❞
φn❼z➁✳ ❆❞❞✐@✐♦♥❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❡①@❡B♥❛❧ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞A ALµ ❼xµ➁ ❛♥❞ ARµ ❼xµ➁ @♦ @❤❡ ❡①✲
♣❛♥A✐♦♥ ♦❢ Aµ ❼xµ, z➁✱ A✉❝❤ @❤❛@ ✇❡ ❤❛✈❡

Aµ ❼xµ, z➁ " ALµ ❼xµ➁ψ✔❼z➁ ✔ARµ ❼xµ➁ψ✏❼z➁ ✔ ➟

◗
n!1

B❼n➁
µ ❼xµ➁ψn❼z➁

Az ❼xµ, z➁ " ϕ❼0➁ ❼xµ➁φ0❼z➁ ✔ ➟

◗
n!1

ϕ❼n➁ ❼xµ➁φn❼z➁. ✭✹✳✶✻✺✮

❍❡B❡ ✇❡ ✉A❡❞ ψ✖❼z➁ ✁ 1
2 ❼1 ✖ ψ0❼z➁➁ ✇✐@❤ ψ0❼z➁ ✁ 2

π arctan z✱ ✇❤✐❝❤ ✐A @❤❡ ♥♦♥✲♥♦B♠❛❧✐③❛❜❧❡
③❡B♦ ♠♦❞❡ ♦❢ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@✐❛❧ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✻✾✮ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦B ♥♦✇ ✇❡ A❡@ @❤❡ ❡①@❡B♥❛❧
❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ @♦ ALµ " ARµ " 0 @♦ A✐♠♣❧✐❢② ♦✉B ♥♦@❛@✐♦♥✳ ❇❡❢♦B❡ ✇❡ A✉❜A@✐@✉@❡ ✭✹✳✶✻✺✮ ✐♥@♦
❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✻✹✮ ❧❡@ ✉A ♠❛❦❡ @❤❡ ✈❡B② ✉A❡❢✉❧ ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥

Z ✁
z

UKK
, K❼Z➁ ✁ 1 ✔Z2

" ❿ Uz

UKK
➄3 . ✭✹✳✶✻✻✮

❋✐BA@ A✉❜A@✐@✉@✐♥❣ ♦♥❧② Aµ ❼xµ, z➁ " !➟

n!1B
❼n➁
µ ❼xµ➁ψn❼z➁ ❛♥❞ ✐❣♥♦B✐♥❣ ❛❧❧ ♦@❤❡B @❡B♠A ❣✐✈❡A

SD8 " κ❙ d4xdZ ◗
n,m

Tr ✄1
4
K✏1⑦3F ❼n➁

µν F ❼m➁µνψnψm ✔
1

2
M2

KKKB❼n➁
µ B❼m➁µ∂Zψn∂Zψm✟ ✔ . . .

✭✹✳✶✻✼✮
■♥ ♦B❞❡B @♦ ♦❜@❛✐♥ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ❢♦B ❛ ♠❛AA✐✈❡ ✈❡❝@♦B ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ✇✐@❤ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥♦B♠❛❧✐③❛@✐♦♥✱
✇❡ ✐♠♣♦A❡ @❤❡ ♥♦B♠❛❧✐③❛@✐♦♥ ❝♦♥❞✐@✐♦♥

κ❙ dZK✏1⑦3ψnψm " δnm ✭✹✳✶✻✽✮



✺✽ ✹✳✼✳ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧

❢♦B @❤❡ ♦B@❤♦♥♦B♠❛❧ ✜❡❧❞A ψn ❣✐✈❡♥ ❛A A♦❧✉@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡D✉❛@✐♦♥

✏K1⑦3∂Z ❼K∂Zψn➁ " λnψn, m2
Vn

✁ λnM
2
KK. ✭✹✳✶✻✾✮

■♥@❡❣B❛@✐♥❣ ♦✈❡B @❤❡ Z ❝♦♦B❞✐♥❛@❡ ❛A ✇❡❧❧ ❛A ✐♠♣♦A✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉A ❝♦♥❞✐@✐♦♥ ❢♦B @❤❡ ✜❡❧❞A
φn✱ ❼φm, φn➁ ✁ 9

4
κU3

KK❙ dZKφmφn " δmn, ✭✹✳✶✼✵✮

✇❡ ♦❜@❛✐♥ ❢♦B @❤❡ ❉❇■ ❛❝@✐♦♥ ✭♥♦✇ ❛❧A♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ @❤❡ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ♦❢ Az✮

SDBI
D8 ➀ ❙ d4xTr ☎❾∂µϕ❼0➁➃2 ✔ ➟

◗
n!1

❿1
2
❾∂µB❼n➁

ν ✏ ∂νB
❼n➁
µ ➃2 ✔ λn ❾B❼n➁

µ ✏ λ✏1⑦2n ∂µϕ
❼n➁➃2➄✠ ,
✭✹✳✶✼✶✮

✉♣ @♦ ✐♥@❡B❛❝@✐♦♥ @❡B♠A✳ ❚❤❡ A❝❛❧❛B ✜❡❧❞A ϕ❼n➁ ❛B❡ ❡❛@❡♥ ❜② @❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✱ A✉❝❤ @❤❛@ ✇❡
❤❛✈❡ ♥♦ ♠✐①✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ❛♥❞ ♣✐♦♥A✳ ◆♦✇ ✇❡ ❛B❡ B❡❛❞② @♦ ❛❧A♦ ✐♥❝❧✉❞❡ @❤❡
❡①@❡B♥❛❧ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞A ❛A ✐♥ @❤❡ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✻✺✮✳ ❡ ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛@❡ @❤❡ ✜BA@
@✇♦ @❡B♠A ❛ ❧✐@@❧❡ ❜✐@

ALµ ❼xµ➁ψ✔❼z➁ ✔ARµ ❼xµ➁ψ✏❼z➁ " ALµ ❼xµ➁ 1
2
❼1 ✔ ψ0❼z➁➁ ✔ARµ ❼xµ➁ 1

2
❼1 ✏ ψ0❼z➁➁

"
1

2
❼ALµ ❼xµ➁ ✔ARµ ❼xµ➁➁ ✔ 1

2
❼ALµ ❼xµ➁ ✏ARµ ❼xµ➁➁ψ0❼z➁

" µ ✔❆µψ0❼z➁,
✭✹✳✶✼✷✮

✇❤❡B❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ µ ✁
1
2 ❼ALµ ✔ARµ➁ ❛♥❞ ❆µ ✁

1
2 ❼ALµ ✏ARµ➁ ❢♦B @❤❡ ✈❡❝@♦B ❛♥❞

❛①✐❛❧ ♣❛B@ ♦❢ @❤❡ ❡①@❡B♥❛❧ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✳ ❆A ✇❡ ✇✐❧❧ A❡❡✱ A♦❧✉@✐♦♥A ♦❢ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✻✾✮ ψn❼z➁
✇✐@❤ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡B n ❛B❡ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥@❡B♣B❡@❡❞ ❛A ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡A✳ ❚❤❡
♦♥❡A ✇✐@❤ ❡✈❡♥ n ❛B❡ ♦❞❞ ❢✉♥❝@✐♦♥A ❛♥❞ ✇✐❧❧ @❤❡B❡❢♦B❡ ❜❡ ✐♥@❡B♣B❡@❡❞ ❛A ❛①✐❛❧✲✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A✳

■@ ✐A B❡❛A♦♥❛❜❧❡ @♦ B❡❞❡✜♥❡ @❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥@A B
❼n➁
µ ❜②

vnµ ✁ B❼2n✏1➁
µ , anµ ✁ B❼2n➁

µ . ✭✹✳✶✼✸✮

❙♦ ✇❡ ♦❜@❛✐♥ ❢♦B @❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ❢B♦♠ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✻✺✮ ✇✐@❤ ♦✉B ♥❡✇ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥@A

Aµ " µ ✔❆µψ0❼z➁ ✔ ➟

◗
n!1

vnµψ2n✏1 ✔

➟

◗
n!1

anµψ2n. ✭✹✳✶✼✹✮

❚❤❡ ♠✉❧@✐♣❧❡@ ♦❢ ✜❡❧❞A ❝♦♥@❛✐♥❡❞ ✐♥ Az B❡♣B❡A❡♥@A @❤❡ ●♦❧❞A@♦♥❡ ❜♦A♦♥A ❛❝❝♦B❞✐♥❣ @♦ A♣♦♥✲
@❛♥❡♦✉A❧② ❜B♦❦❡♥ UA ❽Nf➂ A②♠♠❡@B②

U ❼xµ➁ " P exp➏i❙ ➟

✏➟

dz➐Az ❽xµ, z➐➂➔ ✁ exp➌2iΠ ❼xµ➁ ⑦fπ➑ ❃ U ❽Nf➂ . ✭✹✳✶✼✺✮

❇✉@ A✐♥❝❡ @❤❡ ❛♥❛❧②A✐A ♦❢ @❤❡ ♣✐♦♥ ✜❡❧❞ Π ❼xµ➁ ✐A ♥♦@ @❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥@❡B❡A@ ♦❢ @❤✐A A@✉❞② ✇❡ ✇✐❧❧
♥♦@ ❣♦ ✐♥@♦ ❞❡@❛✐❧ ❛❜♦✉@ @❤✐A @♦♦ ♠✉❝❤ ❛♥❞ ❝♦♥@✐♥✉❡ ✇✐@❤ ♦✉B A@✉❞② ♦❢ @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥
A@❛@❡A✳

❈♦♥@✐♥✉✐♥❣ ♦✉B A@✉❞② ♦❢ @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ✇❡ ♣❧✉❣ @❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ❡①♣❛♥A✐♦♥ ✭✹✳✶✼✹✮
❜❛❝❦ ✐♥@♦ @❤❡ ❉❇■ ❛❝@✐♦♥ ✭✹✳✶✻✹✮ @♦ ♦❜@❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝@✐✈❡ ❛❝@✐♦♥ ✉♣ @♦ D✉❛❞B❛@✐❝ ♦B❞❡B ♦❢ @❤❡



❈❤❛♣@❡B ✹✳ ❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ❛♥❞ @❤❡✐B ❍f ✺✾

❢♦B♠

SD8 " ❙ d4x ✄1
2
Tr ❽∂µvnν ✏ ∂νv

n
µ➂2 ✔ 1

2
Tr ❽∂µanν ✏ ∂νa

n
µ➂2

✔ avn Tr ❼∂µ

ν
✏ ∂ν


µ➁ ❽∂µvnν ✏ ∂νv

n
µ➂ ✔ a❆an Tr ❼∂µ

❆
ν
✏ ∂ν

❆
µ➁ ❽∂µanν ✏ ∂νa

n
µ➂

✔λvn Tr ❽vnµ➂2 ✔ λan Tr ❽anµ➂2✞ .
✭✹✳✶✼✻✮

❍❡B❡ ✇❡ ✉A❡❞ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐@✐♦♥A

λvn ✁ λ2n✏1, λan ✁ λ2n

avn ✁ κ❙ dzK✏1⑦3ψ2n✏1, a❆an ✁ κ❙ dzK✏1⑦3ψ2nψ0.
✭✹✳✶✼✼✮

❉✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ @❤❡ ❦✐♥❡@✐❝ @❡B♠ ❜② B❡❞❡✜♥✐♥❣

ṽnµ ✁ vnµ ✔ avnµ, ãnµ ✁ anµ ✔ a❆an❆µ ✭✹✳✶✼✽✮

②✐❡❧❞A

SD8 " ❙ d4x✂1
2
Tr ❽∂µ➬vnν ✏ ∂ν➬vnµ➂2 ✔ 1

2
Tr ❽∂µ➬anν ✏ ∂ν➬anµ➂2 ✔ λan Tr ❽➬anµ➂2 ✔ λvn Tr ❽➶vnµ➂2

✏2Fan Tr ❽➬anµ❆µ➂ ✔ λana
2
❆an Tr ❼❆µ➁2 ✏ 2Fvn Tr ❽➶vnµµ➂ ✔ λvna

2
vn Tr ❼µ➁2✞,

✭✹✳✶✼✾✮
✇❤❡B❡ ✇❡ ❛❧B❡❛❞② ✐❞❡♥@✐✜❡❞ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ❜② ♠❛❦✐♥❣ @❤❡ A✉❜A@✐@✉@✐♦♥

FAn ✁ λana❆an , FVn ✁ λvnavn . ✭✹✳✶✽✵✮

❆ ❝♦♠♣❧❡@❡ ❞❡B✐✈❛@✐♦♥ ♦❢ @❤✐A ❛❝@✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧A♦ ❢♦B ❤✐❣❤❡B ♦B❞❡B @❡B♠A ✐A ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①

-15 -10 -5 0 5 10 15

-0.4
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0.4

0.6

z

ψ V n(z)

❋✐❣✉B❡ ✹✳✶✶✿ f❧♦@ ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❡✐❣❡♥A@❛@❡A ψVn❼z➁ ❢♦B @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧✳ ❆A
♠❡♥@✐♦♥❡❞ @❤♦A❡ ❛B❡ @❤❡ A②♠♠❡@B✐❝ ❡✐❣❡♥A@❛@❡A✱ ✇❤✐❝❤ ❛B❡ ✐♥@❡B♣B❡@❡❞ ❛A @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥
A@❛@❡A✳

♦❢ ✶✼✳ ❋B♦♠ @❤✐A ❢♦B♠ ♦❢ @❤❡ ❛❝@✐♦♥ ✭✹✳✶✼✾✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛A✐❧② B❡❛❞ ♦✛ @❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ❢♦B
@❤❡ ✈❡❝@♦B ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A

❜0 J❼V ➁a
µ ❼0➁ vnb❣ " FVnδ

ab$µ, ❜0 J❼A➁a
µ ❼0➁anb❣ " FAnδ

ab$µ. ✭✹✳✶✽✶✮



✻✵ ✹✳✼✳ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧

A✐♥❣ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✼✼✮✱ FVn ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

FVn " λvnκ❙ dzK✏1⑦3ψ2n✏1. ✭✹✳✶✽✷✮

A✐♥❣ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥A ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ❢♦B ψ2n✏1 ✭✹✳✶✻✾✮ @❤✐A ❡D✉❛@❡A @♦

FVn " ✏κ❙ dz∂z ❼K∂zψ2n✏1➁ " ✏ κ ❼K∂zψ2n✏1➁❙✔➟✏➟ " ✏ 2κ ❼K∂zψ2n✏1➁❙z!✔➟ , ✭✹✳✶✽✸✮

✇❤❡B❡ ✐♥ @❤❡ ❧❛A@ A@❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉A❡❞ @❤❛@ ψ2n✏1 ❛♥❞ ❛❧A♦ ✐@A ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ ❛B❡ @❤❡ A❛♠❡ ❛@
z " ✖➟✳ ◆♦@❡ @❤❛@ ✐♥ ♦B❞❡B @♦ ❜❡ ❝♦♥A✐A@❡♥@ ✇✐@❤ @❤❡ ♥♦@❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ♣B❡✈✐♦✉A A❡❝@✐♦♥✱ @❤❡
❡✐❣❡♥❢✉♥❝@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ♠❡A♦♥ A@❛@❡A ❛B❡ ❞❡♥♦@❡❞ ❜② ψVn " ψ2n✏1✳ ❚❤❡ ✜BA@ ❢♦✉B ❢✉♥❝@✐♦♥A
ψVn ❛B❡ ♣❧♦@@❡❞ ✐♥ ✜❣✉B❡ ✹✳✶✶✳

❚♦ A✉♠♠❛B✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ A♦❧✈❡ @❤❡ ❡D✉❛@✐♦♥ ♦❢ ♠♦@✐♦♥ ✭✹✳✶✻✾✮ ✇✐@❤ @❤❡ ❜♦✉♥❞❛B② ❝♦♥❞✐✲
@✐♦♥A ψn❼✖➟➁ " 0 ❛♥❞ @❤❡♥ ♣❧✉❣ @❤❡ B❡A✉❧@A ✐♥@♦ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭✹✳✶✽✸✮ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ FVn ✳ ❖♥❝❡ ✇❡
❤❛✈❡ FVn ✐@ ✐A A@B❛✐❣❤@❢♦B✇❛B❞ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣
@❤❡ A❡❧❢✲❡♥❡B❣② ❢✉♥❝@✐♦♥ ✐♥ @❡B♠A ♦❢ @❤❡ ♠❡A♦♥ A@❛@❡A✱ ❛A A❤♦✇♥ ❡①@❡♥A✐✈❡❧② ❢♦B @❤❡ ❝❛A❡
♦❢ @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ A❡❝@✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛AA❡A ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❢♦B @❤❡
❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✹✳✶✽✳ ❚❤❡ B❡A✉❧@✐♥❣ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ aµ @♦
❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❢B♦♠ @❤❡ ❍f ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦B @❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ @✇♦ ❛♥❞ @❤B❡❡ ✢❛✈♦BA ♦❢ D✉❛B❦A ✐♥
@❛❜❧❡ ✹✳✶✾✳

n MVn F
1⑦2
Vn

1 776.4 428.1
2 1609 889.7
3 2436 1344
4 3259 1796
5 4081 2247
6 4901 2696
7 5721 3144
8 6540 3592

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✽✿ ❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥A@❛♥@A F
1⑦2
Vn

♦❢ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦
♠♦❞❡❧ ✐♥ MeV✳

✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✭10✏10✮

Nf " 2 Nf " 3

❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ 1890 2268

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✾✿ ❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✇✐@❤✐♥ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ @❤❡ ❝♦♥@B✐❜✉✲

@✐♦♥A ❢B♦♠ @❤❡ ✜BA@ ✶✻ ♠❡A♦♥ A@❛@❡A✳



❈❤❛♣*❡, ✺

❈♦♥❝❧✉>✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉<❧♦♦❦

■♥ @❤✐A ❝❤❛♣@❡B ✇❡ A✉♠♠❛B✐③❡ ♦✉B B❡A✉❧@A ❢♦B @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ @❤❡
❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aHVP,LO

µ ✳ ❡ ❛❧A♦ ❞✐A❝✉AA @❤❡ B❡A✉❧@A ♦❢ @❤❡ ♦@❤❡B
@✇♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉A❡❞ @❡❝❤♥✐D✉❡A ✲ ❞✐A♣❡BA✐♦♥ B❡❧❛@✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛@@✐❝❡ ◗❈❉ ✲ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛B❡ @❤❡♠
✇✐@❤ @❤❡ ❤◗❈❉ ♣B❡❞✐❝@✐♦♥A✳ ❆❧❧ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ B❡A✉❧@A ♦❢ ♦@❤❡B @❡❝❤♥✐D✉❡A ❛B❡ @❛❦❡♥ ❢B♦♠
✷✺ ✐❢ ♥♦ ♦@❤❡B A♦✉B❝❡ ✐A ❝✐@❡❞✳

✺✳✶ ❘❡B✉❧@B ❢D♦♠ ❤♦❧♦❣D❛♣❤✐❝ ◗❈❉

✺✳✶✳✶ ❆♥♦♠❛❧♦✉< ♠❛❣♥❡:✐❝ ♠♦♠❡♥:

❚❤❡ ♥✉♠❡B♦✉A ♠♦❞❡❧A ♣B❡A❡♥@❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✹ ❣✐✈❡ ❛ ❜B♦❛❞ B❛♥❣❡ ♦❢ ♣B❡❞✐❝@✐♦♥A ❢♦B aHVP,LO
µ ✳

❆❧❧ @❤❡ ✈❛❧✉❡A ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❛B❡ A✉♠♠❛B✐③❡❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚♦ ❛AA❡AA ❛❧❧ @❤❡ ✈❛❧✉❡A ✇❡ ❤❛✈❡
@♦ ❝♦♠♣❛B❡ @❤❡♠ ✇✐@❤ B❡A✉❧@A ♦❜@❛✐♥❡❞ ❢B♦♠ ♦@❤❡B @❡❝❤♥✐D✉❡A✳ ❚❤♦A❡ ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ A❡❝@✐♦♥
✺✳✷✳

❆A ✇❡ ❝❛♥ A❡❡✱ ♥❡❛B❧② ❛❧❧ ♦✉B ✈❛❧✉❡A ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ @❤❡ ♦♥❡A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✉A✐♥❣ ♦@❤❡B @❡❝❤♥✐D✉❡A✳
❚❤✐A ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ A❡✈❡B❛❧ B❡❛A♦♥A✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤@ ❜❡ A✐♠♣❧② @❤❛@ @❤❡ ♠♦❞❡❧A ✇❡ ✉A❡❞ ❛B❡ ♥♦@
❛❝❝✉B❛@❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦B @❤❡ ❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉✳ ■♥ A♦♠❡ A❡♥A❡ @❤✐A ♠✐❣❤@ ❜❡ @B✉❡✱ ❤♦✇❡✈❡B
A✐♥❝❡ ♦@❤❡B D✉❛♥@✐@✐❡A A✉❝❤ ❛A @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ ❛B❡ ♣B❡❞✐❝@❡❞ D✉✐@❡ ✇❡❧❧✱ ✐@ ❝♦✉❧❞ ❛❧A♦ ❤❛✈❡
♦@❤❡B B❡❛A♦♥A✳ ❖♥❡ ♦❢ @❤❡♠ ❤❛A ❛❧B❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣♦✐♥@❡❞ ♦✉@ ❢♦B @❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❜② ❍♦♥❣
❡@ ❛❧✳ ✸✻✳ ■@ A❡❡♠A @❤❛@ ✇❡ ❛B❡ ♠✐AA✐♥❣ ❤✐❣❤❡B ♦B❞❡B ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ♦❢ ♠❡A♦♥ ❧♦♦♣A ✐♥ @❤❡
❧❛B❣❡✲Nc ❡①♣❛♥A✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛B❡ ♥♦@ ❛❝❝❡AA✐❜❧❡ @♦ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✐♥ ❝✉BB❡♥@ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❢B❛♠❡✲
✇♦B❦A ❡A@❛❜❧✐A❤❡❞ ♦♥❧② ✐♥ @❤❡ ❧❛B❣❡✲Nc ❧✐♠✐@✳ ❉❡A♣✐@❡ @❤✐A ❢❛❝@ ✐@ A❤♦✉❧❞ A@✐❧❧ ❜❡ ♣♦AA✐❜❧❡
@♦ ❝♦♠♣❛B❡ ♦✉B B❡A✉❧@A @♦ @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐✈❡ B❡A✉❧@ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥A✐❞❡B @❤❡ e✔e✏ " π✔π✏ ♣B♦✲
❝❡AA❡A ✭✐♥ B❡❣❛B❞A @♦ @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐♦♥ B❡❧❛@✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A✮ ♦♥❧②✱ A✐♥❝❡ ❢♦B ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦✉B ♣✐♦♥
♣B♦❝❡AA❡A ❛B❡ ❡①♣❡❝@❡❞ @♦ ❜❡ ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡B ♦B❞❡B @❡B♠A ✐♥ @❤❡ ❧❛B❣❡✲Nc ❡①♣❛♥A✐♦♥✳
❈♦♠♣❛B✐♥❣ ♦✉B Nf " 2 B❡A✉❧@A ❢B♦♠ @❛❜❧❡ ✺✳✶ @♦ @❤❡ e✔e✏ " π✔π✏ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ♦❢ @❛❜❧❡
✺✳✸ ✇❡ A❡❡ @❤❛@ ❛@ ❧❡❛A@ ❢♦B A♦♠❡ ♠♦❞❡❧A @❤❡A❡ ✈❛❧✉❡A ✜@ D✉✐@❡ ✇❡❧❧ ✭✇✐@❤✐♥ 20% ♦B ❧❡AA✮✳
♥❢♦B@✉♥❛@❡❧② ♥♦@ ❡✈❡♥ @❤❡ ♠♦B❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧A A✉❝❤ ❛A @❤❡ @❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ @❤❡ ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞♦ ♠❛@❝❤ @❤❡ ❞❛@❛ ✇❡❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆❞❞✐@✐♦♥❛❧❧② ✐@ ✐A ✐♥@❡B❡A@✐♥❣
@❤❛@ ♠♦A@ ♦❢ @❤❡ ♠♦❞❡❧A ✉♥❞❡B❡A@✐♠❛@❡ @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ @♦ aµ ❡①❝❡♣@
@❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞A ❜② ❢❛B @♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡A✳

✻✶



✻✷ ✺✳✶✳ ❘❡A✉❧@A ❢B♦♠ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉

❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ✐♥ ✉♥✐@A ♦❢ 10✏10

▼♦❞❡❧ Nf " 2 Nf " 3

❍✶ 476.3 571.6

❍✷ 773.1 927.7

❍✷ ✭✲✜@✮ 303.9 364.7

A@❛♥❞❛B❞ ❙ 276.4 331.7

188.1 225.8
❣❡♥❡B❛❧✐③❡❞ ❙ ✹✺ 320.9 385.0

350.8 421.0

❣❡♥❡B❛❧✐③❡❞ ❙ ✹✻ 304.5 365.4

366.2 439.5
332.6 399.1

■♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ♠♦❞❡❧ 304.3 365.1
291.1 349.4
278.3 333.9

■♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✹✼ 452.6 543.1

❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ 1890 2268

@❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥A❛@✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷ 442.3 530.8

▲✐ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❞✐❧❛@♦♥ ♠♦❞❡❧ ✹✽✱ ✹✾

386.8 453.5
359.7 397.5
402.3 472.1
371.6 410.7

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙✉♠♠❛B② ♦❢ ❛❧❧ @❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ❍f ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A
@♦ @❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉A ♠❛❣♥❡@✐❝ ♠♦♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ♠✉♦♥ aHVP,LO

µ ✐♥ ✉♥✐@A ♦❢ 10✏10✳ ❋♦B ❞❡@❛✐❧A ♦❢
@❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❢♦B ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥A✐❞❡B ❝❤❛♣@❡B ✹✳ ❚❤❡ ❝✐@❛@✐♦♥A ❛B❡ ❥✉A@ @♦ ❝❧❛B✐❢② ❛❜♦✉@
✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛B❡ @❛❧❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡A ❣✐✈❡♥ ❛B❡ @❤❡ ♦♥❡A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✹ ❛♥❞ ♥♦@
❢B♦♠ ❛♥② ♦❢ @❤❡ ❝✐@❡❞ ♣❛♣❡BA✳



❈❤❛♣@❡B ✺✳ ❈♦♥❝❧✉A✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉@❧♦♦❦ ✻✸

✺✳✶✳✷ ▼❛<< <♣❡❝:=✉♠

■♥ ❝❤❛♣@❡B ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧A♦ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ ❢♦B ❡❛❝❤ ♦❢ @❤❡ ♠♦❞❡❧A✳ ■♥ ❡❛❝❤
A❡❝@✐♦♥ @❤❡ ♠❛AA❡A ♦❢ @❤❡ ✜BA@ ❡✐❣❤@ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥A ❛B❡ ❣✐✈❡♥✳ ■@ ✐A ✉A❡❢✉❧ @♦ ❝♦♠♣❛B❡ @❤❡♠
@♦ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ♠❛AA❡A ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❊✈❡♥ @❤♦✉❣❤ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ B❡A✉❧@A ❤❛✈❡
D✉✐@❡ A♦♠❡ ✉♥❝❡B@❛✐♥@✐❡A ✭❡①❝❡♣@ ❢♦B ρ❼770➁✮ ✇❡ A❤♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ ✈❡B② A✐♠✐❧❛B ♣B❡❞✐❝@✐♦♥ ❢♦B
@❤❡ A♣❡❝@B✉♠ ✐♥ @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧A✳ ❙♦♠❡ ♦❢ @❤❡ ♠♦❞❡❧A ♦❢ ❝❤❛♣@❡B ✹ ✐♥❞❡❡❞ ♠❛@❝❤
@❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ✈❛❧✉❡A✱ ❜✉@ ♠❛♥② ❞♦ ♥♦@ ❛A ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐A❝✉AA ✐♥ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ ❤❛B❞✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ♠❛AA❡A ♦❢ @❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛B❡ ❢❛B ❛✇❛② ❢B♦♠ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ✈❛❧✉❡A✳ ❍♦✇✲
❡✈❡B @❤❡ A♦❢@✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐@❤ ✐@A ❧✐♥❡❛B M2

Vn
A♣❡❝@B✉♠ ✭A❡❡ @❛❜❧❡ ✹✳✹✮ ❞♦❡A ✜@ @❤❡ ❡①♣❡B✐✲

♠❡♥@❛❧ ♠❛AA❡A D✉✐@❡ ✇❡❧❧✱ ❡✈❡♥ ❜❡@@❡B @❤❛♥ ❛❧❧ @❤❡ ♠♦❞❡❧A ✐♥@❡B♣♦❧❛@✐♥❣ ❜❡@✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞
❙ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐A ✐A A✉B♣B✐A✐♥❣ A✐♥❝❡ @❤❡ ❧❛@@❡B ♦♥❡A ❛B❡ A✉♣♣♦A❡❞ @♦ ♣B♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦B❡ ❛❝❝✉B❛@❡
❞❡A❝B✐♣@✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉✳
❚❤❡ ♠♦B❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧A ❞♦ ♠❛@❝❤ @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B✉♠ B❡❛A♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❜❡A@ ✜@ ✐A
♦❜@❛✐♥❡❞ ❢B♦♠ @❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❑✐B✐@A✐A ❡@ ❛❧✳ ✭A❡❡ @❛❜❧❡ ✹✳✶✺✮✱ ❜✉@ ❛❧A♦ @❤❡ ♣B❡❞✐❝@✐♦♥A ♦❢ @❤❡
▲✐ ❍✉❛♥❣ ❞✐❧❛@♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ @❤❡ ❙❛❦❛✐✲❙✉❣✐♠♦@♦ ♠♦❞❡❧ ♦❢ @❛❜❧❡ ✹✳✶✷ ❛♥❞ ✹✳✶✽ ❛B❡ ♥♦@ @♦♦
❢❛B ❛✇❛② ❢B♦♠ @❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ❞❛@❛✳

✺✳✷ ❖@❤❡D D❡B✉❧@B

✺✳✷✳✶ ❘❡<✉❧:< ❢=♦♠ ❧❛::✐❝❡ ◗❈❉

❚♦ ❝♦♠♣❛B❡ ✇✐@❤ @❤❡ ❧❛@@✐❝❡ ◗❈❉ B❡A✉❧@A ✐A ❛ ❧✐@@❧❡ ❜✐@ A✐♠♣❧❡B @❤❛♥ ❢♦B @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐✈❡
B❡A✉❧@A✱ ❜❡❝❛✉A❡ @❤✐A ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ❣✐✈❡ ❛ A❡♣❛B❛@❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦B ❡❛❝❤ D✉❛B❦ ✢❛✈♦B ✐♥ @❤❡
✜BA@ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡A ✐♥ @❤✐A ❝❛A❡ ❛B❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ @❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥A✐❞❡B✐♥❣ ♦♥❧② @❤❡
✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ D✉❛B❦ ✐A @❤❡ Nf " 2 ✈❛❧✉❡✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛❧A♦ @❤❡ A@B❛♥❣❡ D✉❛B❦ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ ❣✐✈❡A
@❤❡ Nf " 3 ✈❛❧✉❡✳ ■♥ @♦@❛❧ @❤❡ B❡A✉❧@ ❢B♦♠ @❤❡ ❧❛@@✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ A✐① D✉❛B❦A✮
✐A

aHVP,LO
µ " 711.6❼18.4➁ ✕ 10✏10, ✭✺✳✶✮

✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡BA ❢B♦♠ @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐♦♥ B❡❧❛@✐♦♥ B❡A✉❧@✳ ❋♦B ♠♦B❡ ❞❡@❛✐❧A A❡❡ A❡❝@✐♦♥ ✸✳✶✳

aHVP,LO
µ ❼ud➁ aHVP,LO

µ ❼s➁
650.2 53.2

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❈♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ D✉❛B❦A @♦ aHVP,LO
µ ✉♣ @♦ Nf " 3 ❢B♦♠ ❧❛@@✐❝❡ ◗❈❉

✐♥ ✉♥✐@A ♦❢ 10✏10 ✷✺✳

✺✳✷✳✷ ❘❡<✉❧:< ❢=♦♠ ❞✐<♣❡=<✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛:✐♦♥<

■♥ @❤❡ ❞✐A♣❡BA✐✈❡ ❛♣♣B♦❛❝❤ @❤❡ ❤❛❞B♦♥✐❝ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦❧❛B✐③❛@✐♦♥ ✐A ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❢B♦♠ ❝B♦AA A❡❝@✐♦♥
❞❛@❛ ♦❢ ❛ ✈✐B@✉❛❧ ♣❤♦@♦♥ ❞❡❝❛②✐♥❣ ✐♥@♦ ❤❛❞B♦♥A✳ ❋B♦♠ @❤❡ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@
❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧A ✐@ ✐A ♣♦AA✐❜❧❡ @♦ ✐A♦❧❛@❡ @❤❡ Nf " 2,3 ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A✳ ❚❤✐A ✐A ✐♠♣♦B@❛♥@ ✐♥

♦B❞❡B @♦ ❝♦♠♣❛B❡ @❤❡♠ ✇✐@❤ ♦✉B ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ B❡A✉❧@A✳ ❚❤❡ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A @♦ aHVP,LO
µ

❢♦✉♥❞ ❜② @✇♦ ❞✐✛❡B❡♥@ ❣B♦✉♣A ❛B❡ ❧✐A@❡❞ ❜② ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ @❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❇♦@❤ ❣B♦✉♣A ✉A❡❞
A❧✐❣❤@❧② ❞✐✛❡B❡♥@ ♠❡@❤♦❞A✱ A♦ @❤❡ B❡A✉❧@A ❞✐✛❡B ❢B♦♠ ❡❛❝❤ ♦@❤❡B✳ ❚❤❡ ❝♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ❢B♦♠



✻✹ ✺✳✷✳ ❖@❤❡B B❡A✉❧@A

@❤❡ ❤❡❛✈✐❡B D✉❛B❦A ❛B❡ ♥♦@ ❧✐A@❡❞ ✐♥ @❤✐A @❛❜❧❡✳ ❆A ♠❡♥@✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣@❡B ✸ @❤❡ ❜❡A@ @♦@❛❧
❧❡❛❞✐♥❣ ♦B❞❡B ♣B❡❞✐❝@✐♦♥ ❢B♦♠ @❤✐A ♠❡@❤♦❞ ✐A ❣✐✈❡♥ ❜②

aHVP,LO
µ " 693.1❼4.0➁ ✕ 10✏10. ✭✺✳✷✮

❚❤❡ @♦@❛❧ ✈❛❧✉❡A ✐♥ @❛❜❧❡ ✺✳✸ ❛B❡ @❤❡ ♦♥❡A ✇❡ ✇❛♥@ @♦ ❝♦♠♣❛B❡ ✇✐@❤✳

❈♦♥@B✐❜✉@✐♦♥ ✉♣ @♦ Nf " 3

❉❍▼✶✾ ✺✷ ❑◆❚✶✾ ✺✸

π✔π✏ 507.85 504.23
π✔π✏π0 46.21 46.63
π✔π✏π✔π✏ 13.68 13.99
π✔π✏π0π0 18.03 18.15
K✔K✏ 23.08 23.00
KSKL 12.82 13.04
π0γ 4.41 4.58

❚♦@❛❧ Nf " 2 590.18 587.58

❚♦@❛❧ Nf " 3 626.08 623.62

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈♦♥@B✐❜✉@✐♦♥A ♦❢ @❤❡ ❞✐✛❡B❡♥@ ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧A @♦ aHVP,LO
µ ✉♣ @♦ Nf " 3 ✐♥ ✉♥✐@A

♦❢ 10✏10 ✷✺✳

✺✳✷✳✸ ❊①♣❡=✐♠❡♥:❛❧ ✈❡❝:♦= ♠❡<♦♥ ♠❛<<❡<

❊①♣❡B✐♠❡♥@❛❧ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ✐♥ ✉♥✐@A ♦❢ MeV

n ▼❡A♦♥ ▼❡❛A✉B❡❞ ♠❛AA ✐♥ MeV

✶ ρ❼770➁ 775.3

✷ ρ❼1450➁ 1465
❼❻➁ ρ❼1570➁❼❻➁ 1570

✸ ρ❼1700➁ 1720

✹ ρ❼1900➁ 1909
❼❻➁ ρ❼2000➁❼❻➁ 2000

✺ ρ❼2150➁ 2201

✻ ρ❼2270➁ 2265

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❊①♣❡B✐♠❡♥@❛❧❧② ♠❡❛A✉B❡❞ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A MVn ✐♥ ✉♥✐@A ♦❢ MeV ✺✹✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡A ✇✐@❤ ❛ A@❛B ❼❻➁ ❛B❡ ♥♦@ ✈❡B② ✇❡❧❧ ❝♦♥✜B♠❡❞ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧❧②✱ A♦ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥A✐❞❡B @❤❡
✈❛❧✉❡A ❢♦B @❤❡ A@❛@❡A ✇✐@❤♦✉@ @❤❡ A@❛BA ✐♥ ♦✉B ❞✐A❝✉AA✐♦♥✳ ❚❤❡ ρ❼1570➁ A@❛@❡ A❡❡♠A @♦ ❜❡ ❛
B❡A♦♥❛♥❝❡ ♦❢ @❤❡ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ✇✐@❤ ❤✐❣❤❡B ❛♥❞ ❧♦✇❡B ♠❛AA✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ B❡❢❡B @♦ ❛A n " 2,3✳

❚❤❡ ❡①♣❡B✐♠❡♥@❛❧❧② ♦❜@❛✐♥❡❞ ✈❡❝@♦B ♠❡A♦♥ ♠❛AA❡A ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ @❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❋♦B ♦✉B
❞✐A❝✉AA✐♦♥ ♦♥❧② @❤❡ ✈❛❧✉❡A ✇✐@❤♦✉@ ❛♥ ❛A@❡B✐A❦ ❼❻➁ ❛B❡ ❝♦♥A✐❞❡B❡❞✳ ❋♦B ♠♦B❡ ❞❡@❛✐❧A ♦♥ @❤❡
♠❡A♦♥ A@❛@❡A A❡❡ ✺✹✳



❈❤❛♣@❡B ✺✳ ❈♦♥❝❧✉A✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉@❧♦♦❦ ✻✺

✺✳✸ T♦BB✐❜❧❡ ✐♠♣D♦✈❡♠❡♥@B

❆A ✇❡ ❤❛✈❡ A❡❡♥✱ @❤❡ ♠❛AA A♣❡❝@B❛ ❛A ✇❡❧❧ ❛A @❤❡ ♦❜@❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡A ❢♦B aHVP,LO
µ ❛B❡ ♥♦@

❛❧✇❛②A ✇❡❧❧ ❞❡A❝B✐❜❡❞ ❜② @❤❡ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ◗❈❉ ♠♦❞❡❧A ✇❡ ❝♦♥A✐❞❡B❡❞ ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A✳ ❖♥❡
♣♦AA✐❜❧❡ ✐❞❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ @♦ ✉A❡ ♠♦B❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A✳ ❖❢ ❝♦✉BA❡ ✇❡ ❞✐❞ ♦♥❧② ❝♦✈❡B
❛ ❢❡✇ A♣❡❝✐✜❝ ✭❛♥❞ A♦♠❡❤♦✇ ❛❧A♦ ✈❡B② A✐♠♣❧❡✮ ❤◗❈❉ ♠♦❞❡❧A✳ ❚❤❡B❡ ❛B❡ ❛❧A♦ ❛ ❢❡✇ ❡✈❡♥
♠♦B❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧A ♦✉@ @❤❡B❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦B@❤ ✐♥✈❡A@✐❣❛@✐♥❣✳ ❆♥♦@❤❡B ♣♦AA✐❜❧❡
✐♠♣B♦✈❡♠❡♥@ ✇♦✉❧❞ ❜❡ @♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❤✐❣❤❡B ♦B❞❡B ❝♦BB❡❝@✐♦♥A ✇❤✐❝❤ ❛B❡ ♥♦@ ❛❝❝❡AA✐❜❧❡ ❜② ♦✉B
❝✉BB❡♥@ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❢B❛♠❡✇♦B❦✳ ❆❞♠✐@@❡❞❧②✱ @❤✐A ✐A ♥♦@ ❛ @B✐✈✐❛❧ @❛A❦ @♦ ❞♦✳
❚❤❡A❡ ✐♠♣B♦✈❡♠❡♥@A ❛B❡ ❜♦@❤ ❜❡②♦♥❞ @❤❡ A❝♦♣❡ ♦❢ @❤✐A @❤❡A✐A ❛♥❞ ✇❡ ❧❡❛✈❡ @❤❡♠ ❢♦B @❤❡
❢✉@✉B❡✳



✻✻ ✺✳✸✳ f♦AA✐❜❧❡ ✐♠♣B♦✈❡♠❡♥@A



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚@❛♥>❢♦@♠❛<✐♦♥ ✐♥<♦ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♥♦@♠❛❧
❢♦@♠

■♥ @❤✐A A❤♦B@ ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❛B❡ ❣♦✐♥❣ @♦ ❞❡A❝B✐❜❡ ❛ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛B❜✐@B❛B② ❙@✉B♠✲
▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣B♦❜❧❡♠

d

dz
✄p❼z➁ d

dz
✟ y❼z➁ ✔ gq❼z➁ ✔ λρ❼z➁✆y❼z➁ " 0, ✭❆✳✶✮

✇✐@❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ✱ @♦ @❤❡ A♦ ❝❛❧❧❡❞ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♥♦B♠❛❧ ❢♦B♠

✏
d2

du2
w❼u➁ ✔ gV ❼u➁ ✏ λ✆w❼u➁ " 0, ✭❆✳✷✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥@❛✐♥A ♥♦ ✜BA@ ♦B❞❡B ❞❡B✐✈❛@✐✈❡ @❡B♠ ❛♥② ♠♦B❡✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ A❡❝@✐♦♥ ✐A ❜❛A❡❞ ♦♥ ✸✽
❛♥❞ @❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ✷✶✳ ❚❤❡ @B❛♥A❢♦B♠❛@✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜BA@ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✈❛B✐❛❜❧❡A

u❼z➁ " ❙ z

0

➾➪➪➚ρ❼s➁
p❼s➁ds. ✭❆✳✸✮

❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ @♦ B❡❞❡✜♥❡ @❤❡ ❢✉♥❝@✐♦♥ ✇❡ A♦❧✈❡ ❢♦B ❜②

w❼u➁ " 4
➺
p❼z❼u➁➁ρ❼z❼u➁➁y❼z❼u➁➁, ✭❆✳✹✮

❛A ✇❡❧❧ ❛A @♦ ✐♥@B♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝@✐♦♥

V ❼u➁ " 1

ρ
☎✏q ✏ 4

➸
pρ∂z ➀p∂z ➀ 1

4
➸
pρ

➅➅✠ . ✭❆✳✺✮

◆♦@❡ @❤❛@ ❢B♦♠ ❡D✉❛@✐♦♥ ✭❆✳✸✮ ✇❡ ❛❧A♦ ❦♥♦✇ @❤❛@

du

dz
"

➾➪➪➚ρ❼z➁
p❼z➁ . ✭❆✳✻✮

❙✐♥❝❡ ✐@ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦B@❛♥@ ❢♦B ♠♦A@ ❤♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ♠♦❞❡❧A ✇❡ ❞✐A❝✉AA ✐♥ @❤✐A @❤❡A✐A✱ ❧❡@ ✉A
❜B✐❡✢② ❢♦❝✉A ♦♥ @❤❡ ❝❛A❡ q❼z➁ " 0✳ ❆❧A♦ ❢♦B ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❧❡@ ✉A ❞❡✜♥❡

Ξ❼u➁ ✂" 4
➺
p❼z❼u➁➁ρ❼z❼u➁➁, w❼u➁ " Ξ❼u➁y❼z❼u➁➁. ✭❆✳✼✮

✻✼



✻✽

A✐♥❣

∂z "

➾➪➪➚ρ❼z➁
p❼z➁∂u, ✭❆✳✽✮

✇❡ ❝❛♥ A✐♠♣❧✐❢② ❡D✉❛@✐♦♥ ✭❆✳✺✮ ❛A

V ❼u➁ " 1

ρ

❁❅❅❅❅❅❃✏Ξ❼u➁
➾➪➪➚ρ❼z➁

p❼z➁∂u ➆➊➈p
➾➪➪➚ρ❼z➁

p❼z➁∂u ➀ 1

Ξ❼u➁➅➇➋➉
❂❆❆❆❆❆❄

" ✏ ☎ 1

Ξ❼u➁∂u ➀Ξ❼u➁2∂u ➀ 1

Ξ❼u➁➅➅✠
" ✏ ☎ 1

Ξ❼u➁∂u ❽Ξ❼u➁2 ❽✏Ξ❼u➁✏2➂∂u ❼Ξ❼u➁➁➂✠
"
1

Ξ

d2Ξ

du2
.

✭❆✳✾✮

❚❤✐A ❡①♣B❡AA✐♦♥ @✉B♥A ♦✉@ @♦ ❜❡ D✉✐@❡ ✉A❡❢✉❧ ❢♦B A♦♠❡ ♦❢ ♦✉B ❝❛❧❝✉❧❛@✐♦♥A✳



❇✐❜❧✐♦❣@❛♣❤②

✶ ▲✳ ❍♦♥❣✱ ✏❍♦❧♦❣B❛♣❤✐❝ ❞✉❛❧✐@②✱ ▼■❚ ❖♣❡♥❈♦✉BA❡❛B❡ ▲❡❝@✉B❡ ◆♦@❡A✳✑
❤@@♣B✿✴✴♦❝✇✳♠✐@✳❡❞✉✴❝♦✉DB❡B✴♣❤②B✐❝B✴

✽✲✽✷✶✲B@D✐♥❣✲@❤❡♦D②✲❛♥❞✲❤♦❧♦❣D❛♣❤✐❝✲❞✉❛❧✐@②✲❢❛❧❧✲✷✵✶✹✴❧❡❝@✉D❡✲♥♦@❡B✴✱
✷✵✶✹✳

✷ ❉✳ ❏✳ ●B♦AA ❛♥❞ ❋✳ ✐❧❝③❡❦✱ ❧HJ❛✈✐♦❧❡H ❇❡❤❛✈✐♦J ♦❢ ◆♦♥✲❆❜❡❧✐❛♥ ●❛✉❣❡ ❚❤❡♦J✐❡I✱
Y❤②I✳ ❘❡✈✳ ▲❡HH✳ ✸✵ ✭✶✾✼✸✮ ✶✸✹✸✳

✸ ❍✳ ❉✳ f♦❧✐@③❡B✱ ❘❡❧✐❛❜❧❡ Y❡JH✉J❜❛H✐✈❡ ❘❡I✉❧HI ❢♦J ❙HJ♦♥❣ ■♥H❡J❛❝H✐♦♥I❄✱ Y❤②I✳ ❘❡✈✳
▲❡HH✳ ✸✵ ✭✶✾✼✸✮ ✶✸✹✻✳

✹ ●✳ ✬@ ❍♦♦❢@✱ ❆ Y❧❛♥❛J ❉✐❛❣J❛♠ ❚❤❡♦J② ❢♦J ❙HJ♦♥❣ ■♥H❡J❛❝H✐♦♥I✱ ◆✉❝❧✳ Y❤②I✳ ❇ ✼✷
✭✶✾✼✹✮ ✹✻✶✳

✺ ❊✳ ❈B❡♠♠❡B✱ ❇✳ ❏✉❧✐❛ ❛♥❞ ❏✳ ❙❝❤❡B❦✱ ❙✉♣❡J❣J❛✈✐H② ❚❤❡♦J② ✐♥ ❊❧❡✈❡♥✲❉✐♠❡♥I✐♦♥I✱
Y❤②I✳ ▲❡HH✳ ❇ ✼✻ ✭✶✾✼✽✮ ✹✵✾✳

✻ ❏✳ ▼✳ ❇❛B❞❡❡♥✱ ❇✳ ❈❛B@❡B ❛♥❞ ❙✳ ❍❛✇❦✐♥❣✱ ❚❤❡ ❋♦✉J ❧❛✇I ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝I✱
❈♦♠♠✉♥✳ ▼❛H❤✳ Y❤②I✳ ✸✶ ✭✶✾✼✸✮ ✶✻✶✳

✼ ❘✳ ❇♦✉AA♦✱ ❚❤❡ ❍♦❧♦❣J❛♣❤✐❝ ♣J✐♥❝✐♣❧❡✱ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ Y❤②I✳ ✼✹ ✭✷✵✵✷✮ ✽✷✺
❛D✐✈✿❤❡♣✲@❤✴✵✷✵✸✶✵✶✳

✽ ❑✳ ●✳ ✐❧A♦♥✱ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥H ♦❢ L✉❛J❦I✱ Y❤②I✳ ❘❡✈✳ ❉ ✶✵ ✭✶✾✼✹✮ ✷✹✹✺✳

✾ ❈✳ ❘✳ ❙@❡♣❤❡♥A✱ ●✳ ✬@ ❍♦♦❢@ ❛♥❞ ❇✳ ❋✳ ❤✐@✐♥❣✱ ❇❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❡✈❛♣♦J❛H✐♦♥ ✇✐H❤♦✉H
✐♥❢♦J♠❛H✐♦♥ ❧♦II✱ ❈❧❛II✳ ◗✉❛♥H✳ ●J❛✈✳ ✶✶ ✭✶✾✾✹✮ ✻✷✶ ❛D✐✈✿❣D✲F❝✴✾✸✶✵✵✵✻✳
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