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Abstract

This work introduces an application of an semi-markov modell for the personal in-
surance. This is accomplished by presenting a way to compute the acturial reserve.
The first part of this thesis reviews the markov and the semi-markov processes. Af-
terwards a semi markov process is used to establish a model for a genereal personal
insurance.

This model is then implemented in the programming language R as an surviving de-
pendent pension and as a disability pension. Finally, the acturial reserve is calculated

for concrete examples followed by a discussing of the results.
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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird eine Anwendung eines Semi-Markov-Modells in der Personen-

versicherung vorgestellt. Damit wird eine Mdéglichkeit, die Deckungsriickstellung zu

bestimmen, beschrieben. Im ersten Teil setzt sich diese Arbeit zunéchst mit Markov-

und Semi-Markov-Prozessen auseinander. AnschlieSend wird ein Semi-Markov-Prozess
als Grundlage fiir die Erstellung von einem allgemeinen Personenversicherungsmodell

verwendet.

Zur Veranschaulichung ist das vorgestellte Modell fiir eine Hinterbliebenenrente und

fiir eine Invaliditatspension in der Programmiersprache R implementiert worden. Die

Deckungsriickstellungen werden fiir konkrete Beispiele berechnet und die Ergebnisse

werden vorgestellt und diskutiert.
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1 Einleitung

In dem Jahr 2019 war von dem gesamten Prémieneinkommen aller Versicherungsun-
ternehmen in Osterreich der grofte Anteil, ndmlich 30,8%, der Versicherungssparte
Lebensversicherung zugeordnet. Diese Information geht aus dem Jahresbericht des
Verbands der Versicherungsunternehmen Osterreichs [14] hervor. Damit wird direkt
die Wichtigkeit der Lebensversicherung deutlich und in diesem Zusammenhang auch
die Wichtigkeit, dass die Lebensversicherungsunternehmen immer im Stande sein
miissen, ihre Verpflichtungen aus den Versicherungsvertrigen erfiillen zu kénnen.
Daher ist die Berechnung der Deckungsriickstellung von grofler Bedeutung.

Die folgende Arbeit untersucht nun die Moglichkeit fiir ein allgemeines Personen-
versicherungsmodell die Deckungsriickstellung mit Hilfe von Semi-Markov-Prozessen
zu berechnen. Um dieses Modell aufzustellen, werden Markov- und Semi-Markov-
Prozesse vorgestellt und in ein generelles Versicherungsmodell eingebettet. Die dar-
aus resultierenden Formeln werden in der Programmiersprache R konkret fiir eine
Hinterbliebenenrente und fiir eine Invaliditdtspension implementiert. Die Grundda-
ten fiir die Berechnungen werden teilweise der Website der Statistik Austria [12]
entnommen.

Ihren Ursprung hatten Homogene Semi-Markov-Prozesse im Jahre 1954. Anfangs
fanden sie im Ingenieurbereich Anwendung. [8] 1966 sind Homogene Semi-Markov
Prozesse erstmalig in dem Bereich der Versicherungsmathematik von Janssen J. ver-
wendet worden. [7] Die nicht homogenen Semi-Markov-Prozesse wurden ab den 70er
Jahren behandelt [8] und haben unter anderem durch Haberman und Pitacco in [4]
Anwendung gefunden.

In dieser Arbeit werden im Kapitel 2 zuerst allgemeine mathematische Grundlagen
erlautert, die fiir den Einsatz von Semi-Markov-Prozessen benotigt werden. Weiters
kommt es auch zu einer kurzen Beschreibung der Personenversicherung, insbesondere
der Deckungsriickstellung.

In dem darauffolgenden Kapitel 3 werden Markov-Ketten erklédrt. Dabei wird zwi-

schen homogenen und nicht homogenen sowie zwischen diskreten und stetigen Markov-
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1 FEinleitung

Ketten unterschieden. Anschlielend wird sich diese Arbeit mit Semi-Markov-Prozessen
auseinandersetzen und in Kapitel 4.2.1 auf diskrete nicht homogene Semi-Markov-
Prozesse ndher eingehen. Diese bilden die Grundlage fiir das in Kapitel 5 beschriebene
allgemeine Modell zur Bestimmung der Deckungsriickstellung.

Im néchsten Kapitel werden die Resultate aus den vorherigen Kapiteln anhand ei-
ner Hinterbliebenenrente und einer Invaliditdtspension angewendet und es erfolgt
eine Erklarung der Implementierung inklusive der Datenaufbereitung. Letztendlich

werden noch einmal die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst.
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2 Grundlegende Theorie

Um verstehen zu konnen, worum genau es sich bei einem Markov-Prozess oder einem
Semi-Markov-Prozess handelt, werden einige grundlegende Begriffe aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie sowie ein Uberblick iiber einen speziellen Bereich der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, ndmlich der Erneuerungstheorie, benotigt.

Auflerdem brauchen wir Grundwissen beziiglich Versicherungen, im Speziellen iiber
Personenversicherungen und deren Barwerte, um Semi-Markov-Prozesse letztendlich

anhand einer Rentenversicherung anwenden zu kénnen.

2.1 Stochastische Prozesse

(Q, F,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dieses Tripel kann man mit einer Filtra-
tion zu einem Quadrupel erweitern. Zur Vereinfachung bezeichne T im restlichen

Kapitel immer die diskrete Menge Ny oder das Intervall [0, co).

Definition 2.1. Gegeben sei eine Menge von Sigmaalgebras {F;,t € T}. Wenn fiir
alle s <t mit s,t € T Fy, C Fy gilt, dann wird {F;,t € T} eine Filtration genannt.

Somit erhédlt man (Q,F,P,{F;,t € T}) als einen gefilterten Wahrscheinlichkeits-
raum. Die Menge der Filtrationen kann als eine Menge von Informationen betrachtet
werden. Dabei stellt F; alle Informationen bzw. Geschehnisse dar, die zum Zeitpunkt
t beobachtbar sind. [6, 16]

Definition 2.2. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (2, A) ein messbarer
Raum. Fir X : Q — Q ist X (F, A) — messbar, wenn

X'B)={w:X(w)eB}eF

gilt, wober B C A und w € €.

Damit lasst sich ein stochastischer Prozess definieren:
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2 Grundlegende Theorie

Definition 2.3. Eine Familie von Zufallsvariablen {X;,t € T}, fir die
VieT:X,:Q— Qist (F,A) — messbar (2.1)

qilt, ist ein stochastischer Prozess, der Werte in (Q,A) annimmt. [0]

Definition 2.4. Wenn fiir einen stochastischen Prozess {X;,t € T} gilt, dass X;
fiir alle t € T F;- messbar ist, dann ist {X,,t € T} ein beziglich der Filtration
{Fi,t € T} adaptierter stochastischer Prozess.

Definition 2.5. Fir jedes t € T sei B[0,t] die Borelmenge auf [0,t]. Weiters sei
ein auf [0,t] eingeschrinkter stochastischer Prozess auf [0,t] x Q messbar beziiglich

B[0,t] x F;. Dann ist der stochastische Prozess progressiv messbar.

Wenn ein stochastischer Prozess progressiv messbar ist, so folgt, dass der Prozess
auch messbar und adaptiert ist. Umgekehrt folgt fiir einen messbaren und adaptierten

Prozess nicht zwingend auch progressive Messbarkeit. [16]

2.2 Erneuerungstheorie

Die Erneuerungstheorie findet sich bei vielen Problemen wieder. Fiir einen Unterneh-
mer, der fiir sein Unternehmen eine bestimmte Komponente, die alle paar Monate
kaputt geht und ersetzt werden muss, benotigt, ist beispielsweise die Frage, wie vie-
le Komponenten der Unternehmer auf Vorrat haben sollte, von Bedeutung, da die
Komponente immer gleich ausgetauscht werden sollte.

In der Erneuerungstheorie wird das Unternehmen nun als System angesehen. Zum
Startzeitpunkt hat das System eine funktionierende Komponente. T} sei nun der Zeit-
punkt, zudem die Komponente zum ersten Mal erneuert werden muss. Anschliefend
ist die Komponente einige Zeit in Takt bis sie zum Zeitpunkt 75 erneut ausgetauscht
wird. Diesen Vorgang sieht man in der Abbildung 2.1. Auf der x-Achse ist dabei die

Zeit abgebildet und die Zeitpunkte einer neuen Komponente sind eingezeichnet. [6]
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2 Grundlegende Theorie

Mty
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Abbildung 2.1: Darstellung der Zufallsvariablen (7},,n € Ny) und N(t)
Quelle: [6, S. 43]

Damit ergibt sich eine Folge von Zufallsvariablen
(Tn)nENo mit To = O,

die die Zeitpunkte der Erneuerung beschreiben und im Allgemeinen Werte in R™
annehmen. Mit deren Hilfe kann nun auch die Zeitdauer beschrieben werden, die

eine Komponente jeweils im System ist:
X,=T,—-T,1, n>0.

Auf der y-Achse der Abbildung 2.1 wird mitgezahlt, wie oft die Komponente iiber
die Zeit hinweg erneuert wird. Diese Anzahl der Erneuerungen definieren wir uns
ebenfalls als eine Zufallsvariable, ndmlich als N(¢), wobei ¢ € RY fiir die Zeit steht.
Insgesamt stellt N(t) also die absoluten Erneuerungen bis zum Zeitpunkt ¢ dar. Die
zentrale Frage in der Erneuerungstheorie ist damit, welchen Wert man sich fiir die
Zufallsvariable zu einem bestimmten Zeitpunkt erwarten kann. [6]

Nach der Darstellung der grundlegenden Idee kommen wir nun zu den wichtigen

Definitionen.

Definition 2.6. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem eine Folge von
nicht negativen, unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (X, )nen ge-

geben ist. Die Folge von Zufallsvariablen (T,)nen, ist dann eine erneuerbare Folge
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2 Grundlegende Theorie

oder ein Erneuerungsprozess und wird durch

T,=)» X, neN
i=1
Ty = 0 fast sicher

definiert. Die einzelnen Zufallsvariablen des Erneuerungsprozesses werden als Er-
neuerungszeiten bezeichnet und die X,, mit n € N stellen die Zwischenankunftszeiten

dar.

Definition 2.7. Sei (T},),en, €in Erneuerungsprozess, dann existiert ein dazu pas-
sender stetiger, stochastischer Prozess (N(t))ier+. N(t) nimmt dabei nur diskrete
Werte in Ny an und wird als assoziterter Zihlprozess oder Erneuerungs-Zdihlprozess
bezeichnet.

Weiters gilt folgende Aquivalenz:
Nit)y>n—-1<1T,<t, neNy

Definition 2.8. Wenn E[N(t)] < oo, dann ist die Erneuerungsfunktion durch

gegeben.

Definition 2.9. Wenn fiir einen Erneuerungsprozess (T,,,n € N)
VneN: X, <o

gilt, dann ist er rekurrent. Ansonsten handelt es sich um einen transienten Erneue-

rungsprozess.

Definition 2.10. Wenn die moglichen Werte der Zwischenankunftszeiten X, mit
n € N eine abzihlbare Menge der Form {0, 6,20, ...} bilden und § sei die gréfitmdagliche
Zahl, fir die das méglich ist, dann ist der Erneuerungsprozess (T, )nen periodisch mit

Periode 0. Existiert kein derartiges §, so ist (T,,)nen aperiodisch.

Definition 2.11. (7),)nen sei ein Erneuerungsprozess, dann nennt man die Zufalls-

variable
L = sup{T, : T,, < oo}
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2 Grundlegende Theorie

die Lebenszeit dieses Erneuerungsprozesses.

Definition 2.12. Die Zufallsvariable
N = sup{N(t),t e R"}

beschreibt die absolute Anzahl von Erneuerungen auf dem Intervall (0,00). [6]

2.3 Personenversicherung

Neben den mathematischen Grundlagen benétigen wir auch einiges an Grundwis-
sen in Bezug auf die Versicherungswirtschaft. Ziel dieser Arbeit ist, die Deckungs-
riickstellung einer Hinterbliebenenrente und einer Invaliditdtspension mit Hilfe eines
Semi-Markov-Prozesses zu berechnen. Daher miissen wir vorab festhalten, was eine
Deckungsriickstellung ist, warum eine Versicherung diese benotigt und letztendlich
wie eine Rente mathematisch beschrieben wird.

Beim Abschluss eines Versicherungsvertrags ist es fiir das Versicherungunternehmen
erstrebenswert, dass der Barwert der zu zahlenden Leistungen dem Barwert ent-
spricht, den das Versicherungsunternechmen durch Prémienzahlungen des Versiche-
rungsnehmers einnimmt. Das entspricht dem Aquivalenzprinzip. Personenversiche-
rungsvertriige werden in der Regel mit einer langen Laufzeit abgeschlossen. Uber die
Dauer der Laufzeit verdndern sich die Wahrscheinlichkeiten, dass ein Versicherungs-
fall eintritt und damit auch die beiden Barwerte. Das hat zur Folge, dass die Barwerte
nicht mehr iibereinstimmen. Es kann demnach der Fall eintreten, dass der Barwert der
erwarteten Versicherungsleistungen grofler ist als der Barwert der Pramienzahlungen.
In dem Fall benétigt die Versicherung eine Reserve in der Hohe dieser Differenz, damit
die dauernde Erfiillbarkeit der Verischerungsleistungen gewéhrleistet ist. Diese Dif-
ferenz wird Deckungsriickstellung genannt. Die Deckungsriickstellung kann natiirlich
auch negativ sein. [2]

Wenn eine gleichbleibende Zahlung iiber einen léngeren Zeitraum hinweg in re-
gelméfBigen Abstdndern erfolgt, beispielsweise eine Pramienzahlung oder eine Rente

fiir den Versicherungsnehmer, dann kann man diese mittels

. 1
in =Y T (2.2)
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2 Grundlegende Theorie

beschreiben. a, steht fiir eine Rente in der Hohe von 1, die {iber eine Dauer von n
Jahren am Anfang jedes Jahres gezahlt wird und r entspricht dem Zinssatz, da die
zukiinftigen Zahlungen abgezinst werden miissen. Wenn nun jéhrlich fiir die Dauer

von n Jahren eine Rente in der Hohe von R ausbezahlt wird, so ist diese durch

n—1
.. R

gegeben. Analog kann auch die nachschiissige Rente

= 1
an =) T (2.4)

k=1

definiert werden. [15]

10
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3 Markov-Ketten

3.1 Diskrete Homogene Markov-Ketten

Als erstes wollen wir die grundlegenden Theorien zu Markov-Ketten vorstellen. Eine
Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess, der bestimmte Eigenschaften erfiillt. [13]
Um Markov-Ketten beschreiben zu kénnen, brauchen wir zuerst ein System S, das
m verschiedenen Zustdnden annehmen kann. Die Menge dieser Zusténde bezeichnen
wir mit
I={1,2,...,m}.

[6]

Der Zustand des Systems kann sich immer zu diskreten Zeitpunkten, n € N, dndern.
Ein Zustandswechsel erfolgt zuféllig. Wir definieren J, als Zufallsvariable, die den
Zustand des Systems zu einem Zeitpunkt n bezeichnet. J, entspricht dem Zustand,
in dem sich das System zum Startzeitpunkt n = 0 befindet. Nun ist es moglich, eine

Markov-Kette zu definieren:

Definition 3.1. Die Folge von Zufallsvariablen (J,,)nen, ist genau dann eine Markov-

Kette, wenn fiir alle jo, j1, ..., jn € I die Markov- Figenschaft
P(Jn = .]n|<]0 = j07 Ji = j17 ceeey Jn—l = jn—l) - P(Jn = jn|Jn—1 - jn—l) (31)

qgilt.

Es wird natiirlich vorausgesetzt, dass diese Wahrscheinlichkeiten auch existieren.

Eine wichtige Eigenschaft, die eine Markov- Kette erfiillen kann, ist Homogenitét. [6]

Definition 3.2. Eine Markov- Kette (J,)nen, it genau dann homogen, wenn die
Markov- FEigenschaft (3.1) nicht vom Zeitpunkt n abhingt. Ansonsten ist sie nicht

homogen.

11
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3 Markov-Ketten

Fiir eine homogene Markov- Kette wird die Ubergangsmatrix mit
P = [p;]
bezeichnet, wobei die einzelnen Wahrscheinlichkeiten durch
pij = P(Jy, = jlJn-1 = 1) mit ¢,5 €1 (3.2)

gegeben sind [6] und folgende Eigenschaften erfiillen:
e 0<py; <1, Vi,jel

[} Z]EIpU:17 VZGI

[4] P wird auch Markov- Matrix genannt.
Damit eine homogene Markov- Kette vollstindig charakterisiert wird, werden neben
der Ubergangsmatrix P auch die Wahrscheinlichkeiten fiir den Anfangszustand J,
benotigt. Mathematisch ist diese Anfangsverteilung fiir die einzelnen Zusténde ¢ €
durch

pi =P(Jy =1)

gegeben. Diese Wahrscheinlichkeiten werden als Vektor

p= (p17p27 7pm>

zusammengefasst [6] und erfiillen

e 0<p <1, Viel

® D ierPi=1

[4] Insgesamt beschreibt das Paar (p,P) damit eine homogene Markov- Kette. [6]
Wenn wir bereits wissen, dass das System fast sicher in einem bestimmten Zustand
J beginnt, gilt p; = 1 und wir kénnen die einzelnen Anfangswahrscheinlichkeiten mit
Hilfe des Kronecker- Deltas

pi = 0y
beschreiben.
Mit p;; bezeichnen wir also die Wahrscheinlichkeit, dass das Systems S, das sich zu

einem gegebenen Zeitpunkt im Zustand ¢ befindet, zum darauffolgenden Zeitpunkt

12
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in dem Zustand j ist. [6]
Analog kénnen wir die Wahrscheinlichkeit definieren, dass das Systems S, das sich
zu einem gegebenen Zeitpunkt im Zustand ¢ befindet, nach n Zeitpunkten in dem

Zustand j ist. Diese Ubergangswahrscheinlichkeit in Formeln ausgedriickt ergibt:
p,(;?) =P(Jprn = jlJ, = 0).
Fiir n = 2 folgt:

P =Pz = jlJ, = i) (3:3)
addiere alle géglichkeiten P(Jy+2 _ j|<]y+1 _ 1)P(Jy+1 — 1|Jy — l)
+ ]P(J,,+2 = j’JuH = Q)IED(‘]VJrl = Q\J,, = Z) +

+ ]P)(Ju—i-2 = j|J1/+1 - m)P(‘]V'i‘l - m|J1/ = Z)

(3.2)
=" p1jpi1 + D2jPi2 + .- + PmjPim

= Z PikDPkj

kel

Damit ergibt sich fiir die Ubergangsmatrix

P = p?

)
)
ij
erhalten, dass die Ubergangsmatrix fiir n Zeitschritte dquivalent zur n-ten Potenz

wobei wir P = [p?)] definieren. Analog lisst sich dies fiir alle n zeigen und wir

der Ubergangsmatrix zweier aufeinanderfolgenden Zeitpunkte P ist. Daher gilt
P = pr (3.4)

fiir alle n > 1. [6]
Auferdem erfiillen die Ubergangswahrscheinlichkeiten die Chapman-Kolmogorov Glei-

chung.

p =" phoi ™, (3.5)
kel

wobei 1 < n < n. Diese Gleichung gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass das System
nach n Schritten in einen Zustand k& mit k # 7,5 und k,,j € I wechselt und nach

weiteren (n — n) Schritten in den Zustand j. Insgesamt befindet sich damit das Sys-

13
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tem nach n Zeitschritten im Zustand j, unter der Voraussetzung, dass das System
vor diesen n Zeitschritten in dem Zustand i gewesen ist. [4]

Die Randverteilungen von den Systemzustdnden .J, nach n Zeitschritten werden
durch

pi(n) =P(J, =1)

fiir alle 7 € I definiert und damit erhalten wir

pi(n) =" ppsy (3.6)

kel

zur Berechnung. (3.6) ist fur alle n > 0 erfillt, wenn fiir n = 0 entweder die

Ubergangsmatrix der Einheitsmatrix,
PO =1,

oder die Ubergangswahrscheinlichkeiten dem Kronecker- Delta,

pz(?) = 0ij
entsprechen. p;(n) stellt demnach die Wahrscheinlichkeit dar, dass sich das System
nach n Zeitschritten in dem Zustand ¢ befindet. Fassen wir nun die Randvertei-
lungen nach n Zeitschritten p;(n) als einen m-dimensionalen Vektor auf, p;(n) =
(p1(n), p2(n), ..., pm(n)) konnen wir fir (3.6) die Matrix- Vektor- Schreibweise

p(n) = pP"

benutzen. [6] Mit der Ubergangsmatrix fiir n Zeitschritte P™ lisst sich nun eine

wichtige Eigenschaft fiir die Ubergangsmatrix P definieren.

Definition 3.3. Die Ubergangsmatriz P heifit genau dann requlir, wenn ein k € N
existiert, sodass alle Matrizeintrige der k-ten Potenz P echt positiv sind, das heifst,
Py >0 Vijel

Eine weitere wichtige Charakterisierung von Ubergangsmatrizen ist, dass sie gra-
phisch dargestellt werden kénnen. Eine positive Ubergangswahrscheinlichkeit von
einem Zustand ¢ € [ in einen Zustand j € I wird dann mittels eines Pfeils symboli-
siert. [6]

Ein simples Beispiel einer graphischen Darstellung von einer Ubergangsmatrix kénnen

14
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wir in Abbildung 3.1 betrachten. Hier ist unser System eine Person, die sich in einem
von drei moglichen Zustdnden befinden kann. Entweder sie ist aktiv, invalid oder tot.
Die moglichen Zustandsiibergénge sind mittels Pfeile eingezeichnet. p,; bezeichnet
beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, dass die Person von dem aktiven Zustand in

die Invaliditét iibergeht. Klarerweise fithren vom Zustand des Todes keine Pfeile weg.

"z.? \\_\Qﬂ\.

B ety

I"-. ; *‘—\_\ P,
, g lr"

N

_% D .k i E.
7 o "-x.\‘/ﬂg_
Eeoedl

Abbildung 3.1: graphische Darstellung einer Ubergangsmatrix mit 3 Zusténden
a...active i...invalid d...dead
Quelle: eigene Darstellung

3.1.1 Eigenschaften

Man unterscheidet zwischen periodischen und aperiodischen Markov-Ketten, wobei
man bei unserer Anwendung von Markov-Ketten hauptséchlich aperiodische betrach-
tet.

Definition 3.4. Sei (J,)nen, eine Markov-Kette und P die zugehorige Ubergangsmatriz.
Fiiri e I ist
d(i) = g9T({n € N: p}’ > 0})

die Periode des Zustandes i und ggT(.) bezeichnet den grifiten gemeinsamen Teiler
ewner Menge.

In dem Fall, dass d(i) > 1 gilt, ist der Zustand i periodisch und jeder Zustand, der
die Periode 1 hat, wird aperiodisch genannt.

Die Markov- Kette (J,,)nen, wird als aperiodisch bezeichnet, wenn alle Zustinde ape-
riodisch sind, das heifst, wenn Vi € I : d(i) = 1.

15
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[6]
In der restlichen Arbeit werden wir immer aperiodische Markov-Ketten betrachten.

Wir kommen nun zu einigen interessanten Eigenschaften der Zustédnde.

Definition 3.5. Seien i,j Zustinde aus I und p;; > 0, dann fihrt der Zustand ¢
nach j. Wir bezeichnen das mit i > j.
Wenn auch der Zustand j zu i fihrt, kommuniziert der Zustand i mit j: 1 <> j, das
heifst:

<> Ii> A D>
Damit ist es moglich eine Aquivalenzrelation zu definieren. Wenn fiir den Zustand i
auflerdem gilt, dass

Viel:i>j qilti <> g,
dann kommuniziert © mit allen Zustinden zu denen es fihrt und i wird wesentlich

genannt. Ist dies nicht erfillt, ist © unwesentlich.

Die Menge der wesentlichen Zustéinde kann in Aquivalenzklassen zerlegt werden und
in einer Aquivalenzklasse befinden sich nur Zusténde, die miteinander kommunizie-
ren. Lisst sich der gesamte Zustandsraum in genau eine Aquivalenzklasse unterteilen,
liegt eine irreduzierbare Markov-Kette vor. [3] Fiihrt der Zustand i zu keinem ande-
ren Zustand, das heift, es gilt p; = 1, dann handelt es sich um einen absorbierenden
Zustand. [6] Betrachten wir nochmals Abbildung 3.1, so erkennen wir, dass der Zu-
stand des Todes ein absorbierender Zustand ist.

Weiters ergibt sich, dass wenn p; > 0 fiir ¢ € I, dieser Zustand mit sich selbst kom-

) > 0 bereits fiir n = 1 erfiillt ist, und weil 1 nur

muniziert und aperiodisch ist, da p;"
durch sich selbst teilbar ist, dies auch der grofite gemeinsame Teiler sein muss.

Es kann natiirlich der Fall eintreten, dass die Zustdnde einer Teilmenge I’ C I so
zueinander fiithren, dass kein Zustand 7 € I \ I’ mehr erreicht werden kann, sobald

einmal ein Zustand i’ € I’ erreicht wird.

Definition 3.6. Die Teilmenge I' C I heifst abgeschlossen, wenn
Zpi/j =1 VZ/ < I/.
jer

Nun wollen wir uns noch mit jenem Zeitpunkt beschéftigen, an dem das System einen
bestimmten Zustand das erste Mal annimmt, und mit dessen Wahrscheinlichkeit.

Dafiir muss der Anfangszustand Jy des Systems als gegeben vorausgesetzt werden.

16
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Definition 3.7. Sei Jy =1 mit i € I, dann bezeichnet die Zufallsvariable

n, wennJ,#j fir0<v<nundJ,=]
Tij; —
’ oo, wennJ,#j Yv>0

den Zeitpunkt des erstmaligen Erreichens von dem Zustand j € I.

Die dazuzugehéren Wahrscheinlichkeiten, den Zustand j nach genau n Schritten das
erste Mal zu erreichen, bezeichnen wir mit

£ =P(ryy = n|Jy = i). (3.7)

1,

Die Wahrscheinlichkeit den Zustand iiberhaupt einmal zu erreichen, also nach endlich

vielen Schritten, wird durch

gegeben. Nun ldasst sich die Wahrscheinlichkeit, den Zustand nach einer gewissen
Schrittanzahl anzunehmen, leicht mittels einer Formel darstellen und berechnen.

Dafiir setzen wir die Definition von 7;; in (3.7) ein:

£ =P =3, Jy # 5,0 <v < nlJy =)

n—1
- § Hp8k8k+17

Shi,j k=0

wobei S, ;; = {(50, 51, ..., Sn) : S0 = @, 8, = J, sk # 7,0 < k < n}. Man summiert hier
alle Moglichkeiten, bei denen das System im Zustand ¢ beginnt, nach n Schritten im
Zustand 7 ist und den Zustand j davor nicht annimmt.

Damit lassen sich nun rekurrente und transiente Zustédnde definieren.

. ] ) , transient genau dann, wenn f; < 1
Definition 3.8. Fin Zustand i € I heifst

rekurrent genau dann, wenn f; = 1.

Aus dieser Definition und aus (3.8) ergibt sich, dass ein Zustand ¢ rekurrent ist, wenn
das System in endlicher Zeit erneut in den Anfangszustand zuriickkehrt. Damit kann

der Anfangszustand immer wieder erreicht werden und es folgt, dass ¢ genau dann
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rekurrent ist, wenn
[e¢]
(n) _
E Dbiyim =00
n=1

gilt. Analog ist der Zustand genau dann transient, wenn

ipﬁ?) < 0
n=1

erfiillt ist. [6]
Betrachtet man eine Markov-Kette mit einer dazugehorigen Ubergangsmatrix, dann

verindert sich die Ubergangsmatrix anhingig davon, fiir wie viele Zeitschritte man

diese betrachtet. Das bedeutet, dass P5 = P*P in der Regel nicht mit P* iibereinstimmen

wird. Wenn ein Vektor (7);es, der die Eigenschaften m; > 0Vi € Sund ), om =1
erfiillt, existiert und fiir den zusétzlich 7P = = gilt, dann ist 7 eine stationédre Ver-
teilung der Markov-Kette. Tritt der Fall ein, dass bereits die Anfangsverteilung einer
Markov-Kette eine stationére Verteilung darstellt, nennt man die Markov-Kette sta-
tiondr und die Ubergangsmatrizen @ndern sich nicht mit den Zeitschritten.

Nun stellt sich die Frage, ob und unter welchen Umsténden eine stationére Verteilung

einer Markov-Kette eindeutig ist. Die Antwort dazu liefert uns folgender Satz:

Satz 3.1. (Hauptgrenzwertsatz fiir Markov-Ketten)
Gegeben sei eine irreduzierbare und aperiodische Markov-Kette (J,)nen, und die da-
zugehirige Ubergangsmatriz P, fiir die eine stationdre Verteilung m existiert. Dann

st w eindeutig und
lim P(J, = j|Jo =1i) =7 Vi,j e E (3.9)
n—oo

gilt. [3]

3.2 Diskrete Nicht Homogene Markov-Ketten

Den diskreten nicht homogenen Markov-Ketten liegt, wie schon zuvor, ein System
zugrunde, das Zustéinde aus einer Menge I = {1, ..., m} annehmen kann. Die Folge der
Zufallsvariablen (J,,)nen, beschreibt wieder, in welchem Zustand sich das System zum
gegebenen Zeitpunkt n befindet. Damit es sich hierbei tatséchlich um eine Markov-
Kette handelt, muss natiirlich die Markov Eigenschaft (3.1) erfiillt sein.

18
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Der grundlegende Unterschied zwischen homogenen und nicht homogenen Markov-
Ketten, ist nun, dass die Definition der Homogenitéat (3.2) aus Kapitel 3.1 nicht erfiillt
ist. Das fiihrt dazu, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das System von dem Zustand
7 in den Zustand j mit 7,7 = 1,...,m wechselt, zum Zeitpunkt ¢ anders ist als zum
Zeitpunkt ¢, wobei t,t € Ny und ¢ # .
Mathematisch sind die einzelnen Ubergangswahrscheinlichkeiten innerhalb von einem
Zeitschritt durch

pij(t,t+1) =P(Ji41 = j|J, = 1) (3.10)

gegeben, wobei i,j € I und t € Ny. [6] Die Ubergangswahrscheinlichkeit, dass sich
das System zu einem gegebenen Zeitpunkt s in dem Zustand i befindet und zum

spateren Zeitpunkt ¢ in dem Zustand j, ist durch
pij(s,t) = P(J; = j|Js = i) (3.11)

gegeben mit s,t € Ny und s < t.

Diese Wahrscheinlichkeiten miissen wieder
L] ngw(n) Sl, VTLENO VZ,jGI
° Zjelpij(n)zl, Vn € Ny Viel.

erfiillen. Weiters gilt die Chapman-Kolmogorov Gleichung;:

pis(s,t) = > pin(s, w)ps (u, ) (3.12)
kel

mit s < u < t und s,t,u € Ny. Diese beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass das
System zum Zeitpunkt s in dem Zustand i ist, sich zum Zeitpunkt u dann in dem
Zustand k befindet und anschlieBend noch in den Zustand j wechselt, in dem es sich
dann zum Zeitpunkt ¢ aufhélt. [4]

3.3 Stetige Markov-Prozesse

Neben den diskreten Markov-Prozessen gibt es natiirlich auch welche in stetiger Zeit.

Fiir diese miissen wir vorab einen Sprungprozess definieren.

Definition 3.9. Sei (J;);er+ ein stochastischer Prozess. Wenn der Prozess
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o seinen Wert immer zu zufdlligen Zeitpunkten t wechselt,

e zwischen den einzelnen Wechseln immer konstant ist, also stiickweise konstant

151,
e cine Folge bildet, die wichst,
dann wird er Sprungprozess genannt. [5]

Es sei wieder eine Menge I = {1,...,m} gegeben, die m verschiedene und mdogliche
Zusténde beinhaltet. Weiter ist diese Menge I = {1,...,m} entweder endlich oder
abzahlbar.

Definition 3.10. Es sei (J;)ier+ ein Sprungprozess. Wenn
P(Jt:2’J07J1a7JS) :]P)(Jt:’l‘Js) (313)

firieT und 0 <s <t gilt, dann ist (J;)ier+ ein Markov-Prozess, der beziiglich der
Zeit stetig 1st.

[16] Die Definition mittels eines Sprungprozesses ist sinnvoll, da der Markov-Prozess
zu zufélligen Zeitpunkten von einem Zustand sprunghaft in einen anderen wechselt.
Wie bereits bei den diskreten Markov-Prozessen unterscheidet man zwischen homo-

genen und nicht homogenen stetigen Markov-Prozessen. Fiir beide Félle ist
P(J, = j|J = i) (3.14)

mit 4,7 € I und 0 < s < t die Ubergangswahrscheinlichkeit, wobei man sich zum
Zeitpunkt s in dem Zustand i befindet und zum spéteren Zeitpunkt ¢ in dem Zustand
j. Fiir homogene stetige Markov-Prozesse bezeichnet man (3.14) mit p;;(t—s), da die
Ubergangswahrscheinlichkeit nur von der vergangenen Zeit zwischen den Zeitpunkten
t und s abhéngt, aber nicht von den Zeitpunkten selber. Das bedeutet, dass fiir
r=1t—s

P(J, = jlJo = i) = B(J, = j|J = i) (3.15)

gilt. Auflerdem ist eine wichtige Voraussetzung, dass

hm pij(r) = 52']‘

r—0t

20



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

3 Markov-Ketten

fiir

1 wenni=9
5y = ’

0 sonst

erfiillt ist, wobei r die Zeitdifferenz, fiir die die Wahrscheinlichkeit betrachtet wird,

darstellt. Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten wird mit

P(r) = [pi;(r)]

bezeichnet.
Wir betrachten nun einen nicht homogenen stetigen Markov-Prozess (J;)er+. Dann

wird die Ubergangswahrscheinlichkeit (3.14) mit p;;(s,) beschrieben und hiéngt nun

explizit von den Zeitpunkten s und ¢ ab. (3.15) gilt damit nicht mehr. Die Ubergangsmatrix

ist fiir zwei Zeitpunkte 0 < s < t durch
P(s,t) = [pi;(s.1)] (3.16)

gegeben. Eine Voraussetzung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten ist analog wie
im homogenen Fall, dass
A ps(s.1)

fiir

1 wenni=jy
(5Z-j =
0 sonst

gilt. Insgesamt erfiillen diese Wahrscheinlichkeiten, analog zu den bisherigen Markov-
Ketten, fiir 0 < s <t und i,5 € I folgende Eigenschaften:

e 0<py(st)<1
® 2 jerbij(s,t) = 1.

Auflerdem gilt abermals die Chapman-Kolmogorov Gleichung

pij(s,t) = > pir(s, w)pi;(u, 1) (3.17)

kel
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mit 0 < s < u < t. Diese Eigenschaften gelten natiirlich analog fiir homogene stetige
Markov-Prozesse, da p;;(s, s + h) = p;;(h) fir s,h > 0. [16]

3.4 Occupation Time

In diesem Kapitel interessiert uns, wie oft ein bestimmter Zustand von dem System
angenommen wird. Dafiir wird eine Folge von Zufallsvariablen (J,),en, betrachtet,
die Werte in I = {1,...,m} annimmt. Die Occupation Time eines Zustands i € [
wird als eine Zufallsvariable N;(n) definiert, die z&ahlt, wie oft der Zustand ¢ in den

ersten n Schritten angenommen wird.
Ni(n) =|{k e {1,...,n}: J, =i}
|.| bezeichnet hierbei die Méchtigkeit der Menge. Fiir n gegen unendlich, erhalten wir
N;(00) = limy, o Ni(n)
als die totale Occupation Time des Zustandes i. Damit kénnen wir nun (3.8) in
fii = P(N;(00) > 0| Jy = i)

umschreiben. Anstatt der Méchtigkeit kénnen wir auch eine Summendarstellung fiir

N;(n) verwenden, indem wir

definieren und damit

erhalten. [6]
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3.5 Anwendungen

Markov-Ketten finden in den verschiedensten Gebieten Anwendung. In dem For-
schungsfeld der Biologie lasst sich beispielsweise im Bereich der Genetik der Paarungs-
vorgang von Tieren mit einer Markov-Kette beschreiben. Das System beginnt mit
zwei Tieren, die sich vermehren. Von deren Nachkommen finden sich wieder zwei Tie-
re, die sich paaren. Die Genetik der Tiere bestimmt die Ubergangswahrscheinlichkeiten
bzw. beeinflusst, welche Tiere ein Paar werden, und die verschiedenen Paarungs-
moglichkeiten unter den Nachkommen bilden die Zustédnde.

Ein weiteres Beispiel lasst sich in der Soziologie finden. Berufliche Klassen bilden die
moglichen Zustinde. In der Ubergangsmatrix sind die Wahrscheinlichkeiten dafiir
abgebildet, in welche berufliche Klasse die Nachkommen von Eltern, deren Klasse
bekannt ist, kommen. Das Ziel ist es hierbei herauszufinden, inwieweit die zukiinftige
berufliche Laufbahn der Kinder von deren Eltern und deren Klasse abhéngt. [9]
Neben diesen beiden Beispielen gibt es natiirlich noch viele weitere Anwendungs-

moglichkeiten von Markov-Ketten.
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In diesem Kapitel werden Semi-Markov-Prozessen beschrieben. Wir beschéftigen uns
zuerst mit einigen Grundlagen, bevor wir dann zu den Definitionen von homoge-
nen und nicht homogenen Semi-Markov-Prozessen iibergehen. Wie bereits bei den
Markov-Prozessen haben wir auch hier ein System S, das einen der m moglichen
Zusténde aus dem Zustandsraum [ = {1,...,m} annehmen kann. Zum Zeitpunkt
n = 0 befindet sich das System im Anfangszustand Jy. Der Unterschied zu einem
Markov-Prozess liegt nun darin, dass der Zustandswechsel nicht nach festen Zeit-
schritten geschehen kann, sondern, dass die Lénge der Zeit, die sich unser System in
einem Zustand befindet, durch eine Zufallsvariable beschrieben wird. In diesem Fall
steht X fiir die Dauer, die das System im Zustand J; ist. AnschlieSend befindet sich
das System im Zustand J; bis es nach einer Dauer von X5 in den néchsten Zustand
Jo kommt. Insgesamt erhalten wir mit dieser Vorgehensweise einen zweidimensiona-
len stochastischen Prozess (J,,, Xy )n>0, wobei Xy = 0 gelten muss und X,, die Zeit
darstellt, die sich das System S in dem Zustand .J,,_; aufhéalt. Weiters gilt J,, : Q@ — [
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P). Wenn wir uns nun nicht fiir die ein-
zelnen Aufenthaltsdauern interessieren, sondern die expliziten Zeitpunkte, zu denen
ein Zustandswechsel stattfindet, wissen mochten, miissen die vorherigen X,, addiert

werden:

TQZO
T =Xy

B
=1

(T%)n>o0 stellt damit die Folge der Zeitpunkte des n-ten Zustandswechsels dar.
Analog zu den Markov-Prozessen sind die Anfangsverteilungen P(Jy = i) = p; fiir
i€ I'mit) ", p; = 1 durch einen Wahrscheinlichkeitsvektor p = (py, ..., pm) gegeben.
[6]
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4 Semi-Markov-Prozesse

4.1 Homogene Semi-Markov-Prozesse

Eine wichtige Figenschaft, die Semi-Markov-Prozesse erfiillen kénnen, ist, wie be-
reits bei den Markov-Ketten, die Homogenitét. In diesem Kapitel betrachten wir die
homogenen Semi-Markov-Prozesse. Vorab kénnen wir die wohl wichtigste Charakte-

risierung fiir Semi-Markov-Prozesse definieren. Es sei
Qg () =P =74, Xp < 2|(Jg, Xg), k=0,...,n—1) (4.1)

fir n > 0 und fir j € I. [6] Mit Worten kann (4.1) als Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten des j-ten Zustands vor oder spétestens zum Zeitpunkt, bei dem die
Aufenthaltsdauer im vorherigen Zustand x betréigt, beschrieben werden, unter der
Voraussetzung, dass die vorherigen Zustéinde und Aufenthaltsdauern bekannt sind.
[13] Die Homogenitét ist tatséchlich erfiillt, da bei (4.1) die Zufallsvariablen (X,,),>0
nicht explizit von n abhiingen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; und Q;;(z)
héngen nur von den Zusténden i, j € I und Q);;(x) zusétzlich auch von der Zeitdauer
x ab, aber nicht von den Zeitpunkten. [6]

Erwidhnenswert ist hier, dass es fiir die Bestimmung von (4.1) ausreicht, den vor-
herigen Zustand J,_; zu kennen. Das liegt daran, dass das Wissen iiber den einen
Zustand J,,_; =1 fiir ¢ € [ geniigt, um die zukiinftige Entwicklung des Prozesses zu
bestimmen. Dabei kann man den Prozess als neu gestartet betrachten, so als wére
zu n = 0 der Anfangszustand i.

Wenn wir die Variable x bei (4.1) immer grofler werden lassen und die Grenzwerte
pij = lime 0 Qij(x), Vi j el (4.2)

existieren, dann stellen diese die Wahrscheinlichkeiten, irgendwann von dem Zustand

1 in den Zustand j zu wechseln, dar und es gilt
 py=1, Viel (4.3)
j=1

Die Wahrscheinlichkeiten lassen sich mittels Matrizen vereinfacht darstellen, wobei

Q(z) = [Qij(x)] und P = [p;;]. [6]
Mit diesen grundlegenden Bezeichnungen lassen sich nun homogene Semi-Makov-

Prozesse definieren.
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4 Semi-Markov-Prozesse

Definition 4.1. Q sei eine m x m Matriz, die Werte in RT annimmt. Wenn Q
(4.2) und (4.3) erfiillt, dann ist es eine homogene Semi- Markov Matriz.

Definition 4.2. Sei Q eine homogene Semi- Markov Matriz und p ein Wahrschein-
lichkeitsvektor, der die Anfangsverteilung angibt, dann definiert das Paar (p, Q) einen
positiven (J, X) Prozess, wobei (J, X) = (Jn, Xy)nso und J, € I und X,, € R fiir
alle n > 0. Dieser Prozess wird dann homogener Semi-Markov-Prozess genannt.

Betrachtet man den stochastischen Prozess (.J,,),>0 alleine, so ist er eine homogene
Markov-Kette, die P als Ubergangsmatrix hat. Daher wird (J,)n>¢ im Zusammen-
hang mit einem Semi-Markov-Prozess auch als eingebettete Markov-Kette bezeichnet
und die Resultate und Eigenschaften aus Kapitel 3.1 gelten. [6]

Gehen wir nun zu dem am Anfang von Kapitel 4 erwdhnten stochastischen Prozess
(T})n>0 zuriick, der die Zeitpunkte eines Zustandswechsels beschreibt. 7' bezeichne
nun die Werte, die (7},),>0 annehmen kann. Es gilt entweder, 7= R" oder 7' = Nj,.
Erinnern wir uns an das Kapitel der Erneuerungstheorie 2.2, dann stellt (7,),>¢ die
Erneuerungszeitpunkte dar. Wird bei dem zweidimensionalen stochastischen Prozess
(Jns Xn)n>o der zweite Prozess (X,,),>0 durch (7),),>0 ersetzt, fithrt das zu einem

anderen speziellen zweidimensionalen Prozess.

Definition 4.3. Der zweidimensionale stochastische Prozess (Jy,, T, )n>0 wird als

Markov-Erneuerungsprozess von Q bezeichnet,

wobei Q die Semi-Markov Matrix des dazugehorigen Semi-Markov-Prozesses ist. Die

Randverteilung von (J,,, T},),>0 ist durch

5(t) =P(Jy =5, T, < tlJo = 1) (4.4)

j
gegeben, wobei 7,7 € I, n > 0und t € T'. Sie erfiillt
n _ )
5(t) = Qi (1)

und
limy 0o Q™ () = P™.

Damit ldsst sich (4.1) zu
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4 Semi-Markov-Prozesse

umschreiben, wobei 7,7 € I und ¢t € T'. Nun koénnen stetige und diskrete homogene
Semi-Markov-Prozesse unterschieden werden. Wenn 7' = R™, dann erzeugt die Semi-
Markov Matrix Q = [(;;(t)] einen stetigen homogenen Semi-Markov-Prozess und fiir
T = Ny erhalten wir einen diskreten homogenen Semi-Markov-Prozess. [6]

Wenn Semi-Markov-Prozesse und Markov-Erneuerungsprozesse miteinander vergli-
chen werden, so fallen viele Ahnlichkeiten auf. Erwihnenswert ist hier der grundlegen-
de Unterschied beider Prozesse. Bei dem Semi-Markov-Prozess ist ndmlich fiir jeden
Zeitpunkt ¢ € T'ein Zustand gegeben, wiahrend bei dem Markov-Erneuer-ungsprozess

ein Zustand nur zu den Spriingen, also zu den Zustandswechseln, definiert ist. [17]

4.2 Nicht Homogene Semi-Markov-Prozesse

Wir kommen in diesem Kapitel zu den nicht homogenen Semi-Markov-Prozessen. Die-
se Prozesse unterscheiden sich von den im vorherigen Kapitel behandelten homogenen
Semi-Markov-Prozessen dadurch, dass die Folge der Zufallsvariablen (X,,),>¢ expli-
zit von n abhéngt. Das bedeutet, dass die Verweildauer in einem Zustand abhéngig
davon ist, zu welchem Zeitpunkt dieser Zustand erreicht wird.

Es sei (T,)n>0 wieder die Folge der Zeitpunkte des n-ten Zustandswechsels. Fiir die

zwei stochastischen Prozesse (J,)n>0 und (7},),>0 gilt nun:

Definition 4.4. Der zweidimensionale stochastische Prozess (J,,,T,)n>0 ist genau
dann ein nicht homogener Markov-Erneuerungsprozess, wenn die Semi-Markov Ma-

trixz durch
Q= [Qij(svt)]
mat
Qij(S,t) = P(Jn = j, Tn S tlJn,1 = 7;,Tn71 = S) (46)
gegeben ist, wober i,j € I undt € T.

Die Definition der Semi-Markov Matrix (4.5) ist damit fiir den nicht homogenen Fall
umgeschrieben worden. Der nicht homogene Semi-Markov-Prozess ist analog zu der
Definition 4.2 gegeben.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit der eingebetteten Markov-Kette zum Zeitpunkt s
wird mit ¢, € [ und s,t € T" durch

P(s) = [pij(s)] = [lims00Qij(s,1)] (4.7)
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4 Semi-Markov-Prozesse

bestimmt.

Neben der Homogenitéit unterscheiden wir abermals auch zwischen zeitstetigen und
zeitdiskreten Semi-Markov-Prozessen. Wenn fiir die Menge T gilt, dass T' = R ist, so
handelt es sich um einen stetigen nicht homogenen Markov-Prozess und fiir 7' = N
haben wir einen diskreten nicht homogenen Markov-Prozess. Letzteren wollen wir

nun genauer betrachten. 6]

4.2.1 Diskrete Nicht Homogene Semi-Markov Prozesse

Gegeben sei ein diskreter nicht homogener Markov-Erneuerungsprozess (X, T5,)n>0
mit einer Semi-Markov Matrix Q, die (4.6) erfiillt. Unter der Annahme, dass der n-
ten Zustandswechsel zum Zeitpunkt s > 0 stattfindet und das System sich dann im
Zustand ¢ € I befindet, definieren wir uns zunéchst die Wahrscheinlichkeit, dass unser
System den néchsten Zustandswechsel vor oder spétestens genau zum Zeitpunkt ¢ > s

hat. Diese Wahrscheinlichkeit eines Zustandswechsels bezeichnen wir mit S;(s, t).
Si(S, t) = P(Tn+1 S t|Xn = i,Tn = S) (48)

Wenn die Semi-Markov Matrix bekannt ist, kann man diese Wahrscheinlichkeit ein-

fach durch Aufsummierung erhalten, da

Si(sat) = ZQij(Svt) (49)
jel
J#i
gilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass unser System ab Zeitpunkt s > 0 im Zustand ¢ € [
ist und dass es zum Zeitpunkt ¢ > s noch zu keinem Zustandswechsel gekommen ist,
ist die Gegenwahrscheinlichkeit von S;(s,t), das heifit 1 — S;(s,t). [§]
Eine weitere, benotigte Wahrscheinlichkeit, ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Sys-
tem zum Zeitpunkt s > 0 in den Zustand ¢+ kommt, der néichste Zustandswechsel zum

Zeitpunkt ¢ > s stattfindet und dass das System in den Zustand j wechselt:

bij(s,1) = P(Xpi1 = §, Tpi1 = t| X, = i, T}, = s), (4.10)
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4 Semi-Markov-Prozesse

wobei wieder 7,5 € I und 7 # j.
Wie auch 5;(s,t) lasst sich auch b;;(s,t) mittels );;(s,t) darstellen:

bis(5,1) = Qij(s,s) =0 firt=s (4.11)

Qij(syt) - Qij(s,t — 1) flir t > s.

Damit kénnen wir, wenn der vorherige Zustand ¢ € I und der darauffolgende Zustand
j € I mit i # j bekannt sind, die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Aufenthaltsdauer

in dem Zustand ¢
Fij(s,t) = P(To1 <X =i, X1 = 5, T, = 5) (4.12)

definieren. Mit Hilfe von (4.6) und (4.7) ist (4.12) dquivalent zu
ii(8, 1) /pii(s fir p;i(s 0

1 fir p;;(s) =

Mit diesen Wahrscheinlichkeiten kann man von dem diskreten nicht homogenen
Markov-Erneuerungsprozess zu dem diskreten nicht-homogenen Semi-Markov-Prozess
iibergehen. Diesen bezeichnen wir ab jetzt mit (Z;);en,, wobei Z; den Zustand i € T
des Systems zu dem Zeitpunkt ¢ angibt. Die Ubergangswahrscheinlichkeit von Z,

nach Z; wird mit
pij(s,t) = P(Zy = j|Zs = i) (4.13)

beschrieben. Anhand von folgender Gleichung, kénnen die einzelnen Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten berechnet werden:

pij(s,t) = 0i5(1 = Si(s,6)) + D> bis(s, v)ps; (v, 1), (4.14)

Bel v=s
wobei
1 firi=y
dij = (4.15)
0 fiiri#j.

Der erste Teil der rechte Seite von (4.14) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass der
Zustand ab dem Zeitpunkt s bis zum Zeitpunkt ¢ unverdndert bleibt. Wenn man

die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Zustand i in einen anderen Zustand j,
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4 Semi-Markov-Prozesse

1 # 7, betrachtet, so muss dieser Term natiirlich 0 sein. Diese Bedingung wird durch
d;; erfiillt. Der zweiter Term gibt die Wahrscheinlichkeit wieder, dass man von dem
Anfangszustand i zu dem Zeitpunkt v mit s < v <t in einen beliebigen Zustand [,
wobei klarerweise 8 # i gilt, wechselt und dass man sich letztendlich zum Zeitpunkt
t im Zustand j befindet. [8]
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Personenversicherungsmodell

In diesem Kapitel wollen wir nun anhand von einem Beispiel zeigen, welche Mog-
lichkeiten uns mit einem Semi-Markov-Prozess offen stehen. Anwendung finden die-
se Prozesse vor allem in dem Gebiet der Warteschlangentheorie. Wir werden uns
hier aber mit einer moéglichen Anwendung von diskreten nicht homogenen Semi-
Markov-Prozessen in der Personenversicherung beschéftigen. Im Speziellen werden
wir spéter zuerst eine Hinterbliebenenrente betrachten und anschlieend noch eine
Invaliditatspension und fiir diese mit Hilfe eines diskreten nicht homogenen Semi-
Markov-Prozesses die Deckungsriickstellung fiir ein Versicherungsunternehmen be-
stimmen.

Dafiir ist unser System der Versicherungsnehmer, der sich in einem Zustand ¢ aus
der Menge I = {1, ..., m} befindet. Zunichst erweitern wir den diskreten nicht homo-
genen Semi-Markov-Prozess, indem wir Rewards in Form von Geld fiir die einzelnen
Zusténde oder fiir die Zustandswechsel einfiigen. Dabei kann ein Reward entweder
positiv oder negativ sein. Ein positiver Reward wiirde bedeuten, dass die Versiche-
rung Geld an den Versicherungsnehmer auszahlt und ein negativer, dass das Versi-
cherungsunternehmen eine Zahlung von dem Versicherungsnehmer erhélt. Letzteres
sind in der Regel die Prdmienzahlungen des Versicherungsnehmers.

Es sei nun v; der Reward, den der Versicherungsnehmer erhélt oder bezahlt, wenn
er sich im Zustand ¢, wobei wieder ¢ € I, befindet. Damit die Versicherung ihre Ver-
pflichtungen auch erfiillen kann, ist es wichtig zu wissen, wie hoch der Barwert aller
Zahlungen ab dem Zeitpunkt s bis zum Zeitpunkt ¢ ist, wenn sich der Versicherungs-
nehmer zum Zeitpunkt s im Zustand ¢ aufgehalten hat. Diesen bezeichnen wir im
Folgenden mit Vj(s,t). Da hier ein diskreter nicht homogener Semi-Markov-Prozess
zugrunde liegt, gilt natiirlich s < ¢ und s,t € Ny. Da es sich bei V;(s,t) um einen
Barwert handelt, miissen die Betrdge mit einem Zinssatz r, wobei 0 < r < 1, abge-
zinst werden. Die Diskontierung der Zahlungen kann mittels einer Rente beschrieben
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5 Semi-Markov-Prozesse in einem Personenversicherungsmodell

werden. Im Nachfolgenden betrachten wir nur Zahlungen, die am Anfang des Jah-
res bezahlt werden. Analog kann man aber natiirlich auch nachschiissige Zahlungen

betrachten. Der Barwert aller Zahlungen ist insgesamt durch
‘/i(sa t) - (1 - Si(37 t))wzat—s (51)

+ Z Z biﬂ(sv V)widu—s

Bel v=s

t
+ Z Z big(s,V)Va(v, t)(1 4+ r)*™"
Bel v=s

gegeben, wobei b;g(s,t) und S;(s,t) die Wahrscheinlichkeiten (4.10) und (4.8) sind. [§]
In den letzten beiden Termen der Formel wiirde es keinen Unterschied machen, wenn
man die Summe iiber die Zeitpunkte ZZ:S erst bei s+ 1 starten ldsst, da nach (4.11)
gilt, dass b;;(s,s) = 0 fiir alle 7, j € I und s € Ny. In einer allgemeineren Darstellung
von (5.1) werden wir spéter die Bedeutung der einzelnen Terme der Gleichung noch
genau erldutern.

Die hier definierten Rewards dndern sich zwar mit den Zusténden, sie sind aber
unabhingig von dem Zeitpunkt, in dem sich der Versicherungsnehmer in diesem
Zustand befindet. Wir wollen die Rewards nun in zeitabhéngige umwandeln. Dafiir
beschreiben wir die Diskontierung in den ersten beiden Termen von (5.1) nicht mehr
mittels einer Rente, da immer unterschiedliche Betréige abgezinst werden. Insgesamt
wird (5.1) damit zu

Vi(s,t) = (1= Si(s, 1)) > thi(s, k= s)(L47)"" (5.2)

k=s+1

+ZZbi5(s,y) Z wi<5,k—$)(1—|—7~)3_k

Bel v=s k=s+1

+ Z Z big(s, v)Va(v, 1) (1 4 1)*™"

pel v=s

erweitert. Dabei beschreibt 1;(s, k — s) den Reward, der in dem Zustand i, i € I, zu
dem Zeitpunkt k£ von dem Versicherungsunternehmen ausgezahlt oder erhalten wird.
s beschreibt bei dieser Darstellung den Zeitpunkt, in dem der Versicherungsnehmer

in den Zustand ¢ gekommen ist und k — s ist die Dauer, die der Versicherungsnehmer
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sich schon in dem Zustand 7 aufhélt.

In einem Personenversicherungsmodell gibt es aber nicht nur Zahlungen, die in einer
gewissen Regelméfigkeit stattfinden wie Pramienzahlungen von dem Versicherungs-
nehmer und Rentenzahlungen von den Versicherungsunternehmen, sondern es kénnen
auch Einmalzahlung vorkommen. Das wiirde bedeuten, dass es zu einer Zahlung
kommt, wenn man in einen bestimmten Zustand wechselt. Bleibt man anschliefend
in diesem Zustand, dann kommt es zu keinen weiteren Zahlungen. Wir bezeichnen
mit \;;(t) die Rewards, die ein Versicherungsnehmer erhélt oder bezahlen muss, wenn
er von den Zustand ¢ zu dem Zeitpunkt ¢ in den Zustand j wechselt, wobei wieder
i,j € I mit ¢ # j und t € N. Eine andere Art von Einmalzahlungen kann durch
die Zeitabhangigkeit der v;(s, k — s) berticksichtig werden. Das betrifft Rewards, die
erhalten oder ausgezahlt werden, wenn der Versicherungsnehmer sich eine bestimm-
te Zeit in dem Zustand i aufgehalten hat. Wenn beispielsweise nach n Jahren eine
Einmalzahlung erfolgt, wire ¢;(s,k — s) = 0 fir k — s # n und ¥;(s, k — s) # 0 fiir
k—s=n.

Werden die \;;(¢) nun in (5.2) eingebunden, erhalten wir:

Vi(s,t) = (1= Si(s, 1)) > thi(s,k—s)(L47)"" (5.3)

k=s+1

+ Zbiﬁ(s,V) Z Vi(s, k— s)(1+7r)*k

Bel v=s k=s+1

+ Z Z big(s, v)Va(v, £)(1 4 1)*""

pel v=s

+ Z Z biﬂ(37 V)/\iﬁ(y)(l + 7a>s—u‘

Bel v=s

Unter der Voraussetzung, dass der Versicherungsnehmer sich zu dem Zeitpunkt s in
dem Zustand ¢ aufhélt, bezeichnet die linke Seite dieser Gleichung klarerweise den
Barwert aller Zahlungsfliisse, die von den Zeitpunkt s bis zu dem Zeitpunkt ¢ stattge-
funden haben. Die rechte Seite der Gleichung spaltet sich in 4 Terme. In dem ersten
Term steckt die Wahrscheinlichkeit, dass der Versicherungsnehmer sich durchgehend,
also von dem Zeitpunkt s bis ¢, in dem Zustand i befindet. In dem Fall finden die
ganze Zeit iiber die entsprechenden Zahlungsfliisse (s, k—s) fiir den Zustand 7 statt

und werden angemessen abgezinst.
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Der zweite Term beriicksichtigt die félligen Rewards fiir den Fall, dass der Versi-
cherungsnehmer nur bis zu dem Zeitpunkt v, wobei s < v < t, in dem Zustand i
verweilt und anschlieend in den Zustand (, mit § € I, wechselt. Die Rewards wer-
den klarerweise wieder passend diskontiert. Der dritte Term lésst, ebenfalls fiir den
Fall, dass der Versicherungsnehmer nach einer gewissen Zeit den Zustand wechselt,
den Barwert fiir die Zeit nach dem Wechsel bis zum Ende der Laufzeit ¢ in die For-
mel einflieen. Der vierte und letzte Term berechnet die Ein- und Auszahlungen, die
aufgrund eines Zustandswechsels anfallen, ein und zinst diese entsprechend ab. [§]

Insgesamt ldsst sich sagen, dass bei der Darstellung des Barwertes (5.3) schon sehr
viele Aspekte beriicksichtigt werden. Eine wichtige Information fehlt allerdings noch.
Gerade in der Personenversicherung héngt die Wahrscheinlichkeit eines Zustands-
wechsels stark von dem Alter der versicherten Personen ab. Eine junge Person hat
klarerweise ein geringeres Sterbe- oder Krankheitsrisiko als eine dltere Person. Daher
sollten alle in der Formel (5.3) vorkommenden Wahrscheinlichkeiten nicht nur von
den Zeitpunkten abhéingen, sondern auch von dem Alter, in dem sich der Versiche-
rungsnehmer zum Startzeitpunkt s befindet. Das betrifft die Wahrscheinlichkeiten
Si(s,t) und b;;(s,t). Im Folgenden bezeichne x nun das Alter des Versicherungsneh-
mers zum Zeitpunkt s. Damit erhalten wir den Barwert zu dem Zeitpunkt s von
allen Zahlungen, die eine az-jdhrige Person, die sich zum Zeitpunkt s in dem Zustand

¢ befindet, in der Zeit ab s bis inklusive zum Zeitpunkt ¢ erhélt oder bezahlt:

Vi(s,t) = (1= “Si(s, 1)) k:iﬂwi(s’ k= $)(1 4 1) o
+ ;g “bis(s,v) kgl Gils.k — 5)(1+ )
+ ; ; “hia(s, 1) TV, ) (1 4 1)
- % Vzi: Thig(s, V) Na() (1 4+ 1)

Laut (5.4) braucht man nun die beiden Wahrscheinlichkeiten *S;(s,t) und “bis(s,v)
um die Formel anwenden zu kénnen. Wegen (4.11) und (4.9) ist es ausreichend die
Wabhrscheinlichkeiten “Q;;(s, ) abhéngig von dem Alter z zu kennen. Damit kommen

wir nun auch zu einem Nachteil dieser Anwendung. Um “@Q;;(s, t) fiir alle Zusténde,
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Zeitpunkte und Alter bestimmen zu kénnen, muss man in der Regel eine sehr grofie
Menge an Grunddaten zur Verfiigung haben und diese miissen zusétzlich in einer
geeigneten Form gegeben sein, damit man die einzelnen Wahrscheinlichkeiten her-

auslesen kann. [§]

5.1 Ein variabler Zinssatz

Im vorherigen Kapitel wurden bereits alle moglichen Arten von Rewards beriick-
sichtigt. Trotzdem kann (5.4) noch allgemeiner formuliert werden, indem die Zinsen
verallgemeinert werden. Aktuell sind wir davon ausgegangen, dass der Zinssatz r
immer konstant ist. Stattdessen konnen wir aber auch fiir jeden Zeitpunkt t € N
einen anderen Zinssatz 1, r9, r3, ... haben. Der Diskontierungsfaktor fiir den Zeitraum

ab dem Zeitpunkt s bis zu dem Zeitpunkt ¢ lasst sich dann durch

1 fiir s = ¢
(s, t) = e (5.5)

t 1 .
Hl:8+lm fU.I‘S<t

berechnen.
Durch (5.5) konnen nun die konstanten Zinssétze in (5.4) ersetzt werden:

"Wils,t) = (1= "Si(s,t)) Y ti(s, k — s)v(s, k) (5.6)

k=s+1

+ Z Z “big(s,v) Z Yi(s, k — s)u(s, k)

Bel v=s k=s+1

+ 30 sl v) TV (v, (s, v)

Bel v=s

- Z Z “bis(s, V) Nig(v)v(s, V).

Bel v=s

Somit haben wir den Barwert aller Zahlungsfliisse mit Zinssétzen, die sich mit der Zeit
andern, erweitert. Dabei wurde vorausgesetzt, dass der Zinssatz fiir jeden Zeitpunkt
bekannt ist. In der Realitédt ist dies oft schwierig, da die Zeitpunkte in der Zukunft
liegen und sich der genaue Zinssatz nicht im Vorhinein fixieren ldsst. Man kann

allerdings einige mogliche Zinssétze prognostizieren. Wenn nun alle Moglichkeiten fiir
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5 Semi-Markov-Prozesse in einem Personenversicherungsmodell

die Zinssitze bekannt sind, kann man den Zinssatz als stochastischen Zins auffassen
und (5.6) abermals verallgemeinern.

Um den stochastischen Zinssatz darzustellen, verwenden wir abermals einen diskreten
nicht-homogenen Semi-Markov-Prozess. In diesem Fall ist das System der Zins und
die Menge aller méglichen stochastischen Zinssétze bildet den Zustandsraum. Diesen

bezeichnen wir mit

R= {pbp?a“')pk}v (57)

wobei k die Anzahl der Zinssétze ist.
Analog zu (4.14) ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Zinssatz zum Zeitpunkt ¢ ps ist,

wenn der Zinssatz zum Zeitpunkt s p; gewesen ist, durch

P (s 8) = 035 (1 = Si(s, ) + Y Y bigls, v)ig; (v, 1) (5.8)

B=1 v=s

gegeben, wobei i, j = 1,...,k, s,t € Ny mit s < ¢ und

1 firi=j
0 = o (5.9)
0 fiir ¢ # j.

unter der Voraussetzung, dass der Zinssatz p; zu dem Zeitpunkt s bekannt ist, kann

der erwartete Zinssatz fiir den Zeitpunkt [ durch
k
> b5(s,. )p; (5.10)
j=1

ermittelt werden. Dies kann man nun in (5.5) einsetzen und man erhélt

1 fir s=t
vi(s,t) =

1

) (5.11)

t
Hl:s“ (4351 B35 (s.D)p3)

fir s <t
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5 Semi-Markov-Prozesse in einem Personenversicherungsmodell

als zu erwartenden Abzinsungsfaktor fiir die Zeitdauer t — s. Fiir den Barwert der

Zahlungsfliisse ergibt sich insgesamt:

Wis,t) = (1= "Si(s,t) D tils.k — s)vy(s, k) (5.12)
k=s+1

+ZZ big(s,v) Z%Sk s)ui(s, k)
BEI v=s k=s+1

+ Z “big(s, 1) T Vs (v, s (s, v)
pel v=s

+ 30D “hisls, s )vils,v),
Bel v=s

wobei abermals vorausgesetzt wird, dass p; der Zinssatz zum Zeitpunkt s ist. [§]
Es kann natiirlich auch der Fall eintreten, dass der Zinssatz zum Zeitpunkt s noch

nicht bekannt ist. Dann ist der Barwert durch

k
= > V(s 1)p,(0, 9)

i=1

gegeben. Hier ist p, der bereits bekannte Zinssatz zum Zeitpunkt 0 und p,;(0, s) die

entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten.
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6 Anwendungen

6.1 Hinterbliebenenrente

Ziel ist es nun die Formeln aus den vorherigen Kapiteln, speziell von 4.2 und 5, in
einem konkreten Beispiel anzuwenden. Wir betrachten nun eine Hinterbliebenenren-
te, wobei der Hauptversicherte ein x,,-jihriger Mann ist, der eine x,-jdhrige Frau
und ein z.-jahriges Kind hat. Vorab bendtigen wir die moglichen Zusténde, in denen
sich die Familie befinden kann, die moglichen Zustandswechsel und die verschiedenen
Rewards, die von einzelnen Personen erhalten oder bezahlt werden. All diese Informa-
tionen lassen sich iibersichtlich mittels eines Graphes darstellen. Ein Zustandswechsel
kann immer jahrlich erfolgen und da die Familienmitglieder dann auch um ein Jahr
gealtert sind, verdndern sich auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten jéhrlich.

In der Abbildung 6.1 ist der Ubergangsgraph unseres Beispiels zu sehen. Hier gelten
folgende Abkiirzungen:

e m...der Mann lebt in diesem Zustand noch

w...die Frau lebt in diesem Zustand noch

c...das Kind lebt in diesem Zustand noch

pm...Uberlebenswahrscheinlichkeit vom Mann

e pw...Uberlebenswahrscheinlichkeit von der Frau

e pc...Uberlebenswahrscheinlichkeit vom Kind

e P1...Prdmie, wenn noch alle leben

e P2.. Prédmie, wenn nur noch der Mann und das Kind leben

e P3...Pridmie, wenn nur noch der Mann und die Frau leben
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e a..Rentenzahlung fiir die Frau, wenn der Mann tot ist
e LS...Einmalzahlung fiir das Kind beim Ableben beider Elternteile

Die Sterbewahrscheinlichkeit ist natiirlich immer die Gegenwahrscheinlichkeit der
Uberlebenswahrscheinlichkeit. Sie wiirde also beispielsweise fiir den Mann (1 — pm)
entsprechen.

Der Start unseres diskreten nicht homogenen Semi-Markov-Prozesses wird in der Re-
gel in dem auf der Abbildung 6.1 obersten Zustand sein, in dem alle drei Familienmit-
glieder noch am Leben sind. In diesem Zustand wird dann eine Hinterbliebenenrente
fiir eine Laufzeit T von dem Mann abgeschlossen. Der Zeitpunkt des Abschlusses ist
zut =0, wobei t € Ny mit ¢ <T" die Jahre angibt, die der Versicherungsvertrag be-
reits lauft. Solange die ganze Familie am Leben ist, wird jahrlich eine Pramie in Hohe
von P1 bezahlt. Da das Versicherungsunternehmen Geld bekommt, ist das Vorzei-
chen negativ. Sollte wiahrend der Laufzeit der Fall eintreten, dass nur noch das Kind
am Leben ist und beide Elternteile, entweder in unterschiedlichen Jahren oder im
selben Jahr, verstorben sind, so erhélt das Kind von dem Versicherungsunternehmen
eine Einmalzahlung in einer Hohe von LS. Wenn der Mann stirbt und die Frau noch
am Leben ist, wird fiir diese die Rente a ausgezahlt. Fiir den Fall, dass die Frau oder
das Kind sterben, verringert sich die Versicherungspréamie, die der Mann einzahlt,
da fiir das Versicherungsunternehmen eines der beiden Risiken weggefallen ist. Im
Konkreten sind die beiden versicherten Risiken, dass die Frau Witwe wird oder dass
das Kind ein Waise wird. Daher gibt es in dem Zustand, in dem nur noch der Mann
lebt auch keine weiteren Zahlungen mehr. Mit dem Wegfall der versicherten Risiken,
gibt es auch keinen Bedarf mehr an einer Versicherung.

Klarerweise ist der Zustand, in dem der Mann, die Frau und das Kind tot sind, ein
absorbierender Zustand und die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Zustand beibehalten

wird, ist 1.
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Abbildung 6.1: graphische Darstellung: Beispiel Hinterbliebenenrente
Quelle: eigene Darstellung
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6.1.1 Die Grunddaten

Eine Schwierigkeit fiir Semi-Markov Modelle ist bereits im Kapitel 5 angesprochen
worden, ndmlich dass die Grunddaten in einer geeigneten Form vorhanden sein
miissen.

Fiir das Beispiel in diesem Kapitel werden die Sterbetafeln der Statistik Austria ver-
wendet. Die Daten konnen unter [12] gefunden werden. Die aktuellsten Sterbetafeln
auf dieser Website sind aus den Jahren 2010/2012. Auf diese wird im Folgenden zuge-
griffen. Wir haben zuerst ein Excel mit 5 verschiedenen Spalten erstellt: Alter, Anzahl
der Lebenden weiblich, Anzahl der Toten weiblich, Anzahl der Lebenden ménnlich
und Anzahl der Toten ménnlich. Die benotigten Informationen sind aus ,ausfuehr-
liche_allgemeine_und_ausgeglichene_sterbetafeln_186871_bis_201012_.zlsz“ [12] in die
entsprechenden Spalten eingefiigt worden. Nun haben wir alle erforderlichen Daten
kompakt zusammengefasst. Dieses Excel kann nun in das Programm R hineingespielt
werden, da in diesem Programm die Berechnungen stattfinden werden.

Da fiir das Semi-Markov Modell Ubergangswahrscheinlichkeiten benétigt werden und
keine absoluten Sterbezahlen, ist der erste Schritt diese zu bestimmen. Der Code, der
fiir das Daten Einlesen und fiir die erste Datenaufbereitung zusténdig ist, sieht fol-

gendermaflen aus:

Listing 6.1: Hinterbliebenenrente - Grunddaten einlesen

Daten_einlesen <- function(g){

library (readxl)

Sterbetafel <- read_excel("C:\\Users\\Valerie\\Documents
\\Rechnungsgrundlagen\\Sterbetafel.xlsx")

T <- nrow(Sterbetafel) -1
Sterbetafel _matrix <- data.matrix(Sterbetafel,

rownames .force = NA)

q_w <- matrix(Sterbetafel _matrix[,3] / Sterbetafel_matrix[,2],
nrow=T+1, ncol=1)

gq_m <- matrix(Sterbetafel_matrix[,5] / Sterbetafel _matrixl[,4],
nrow=T+1, ncol=1)

q_w([101,1] <- 1

g_m[101,1] <- 1

if (g=="w"){return(q_w)}
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if (g=="m"){return(q_m)}
else {return("Fehler: Bitte,’m’, ,fuer_ maennlich oder,’w’ fuer
weiblicheingeben ")}

¥

Hier ist zu beachten, dass die Sterbewahrscheinlichkeiten mit ¢ bezeichnet werden.
Der Code gibt einen Spaltenvektor zuriick, der 101 Zeilen hat. Dieser beinhaltet
entweder die ménnlichen oder die weiblichen Sterbewahrscheinlichkeiten, wobei in der
ersten Zeile die Wahrscheinlichkeit mit 0 Jahren zu sterben ist, in der zweiten Zeile
die Wahrscheinlichkeit mit einem Jahr zu sterben bis letztendlich in der 101. Zeile
die Wahrscheinlichkeit angegeben wird, mit 100 Jahren zu sterben, die schlieilich
1 betragt. Damit ist in unserem Beispiel 100 Jahre das hochste Alter, das erreicht

werden kann.

6.1.2 Die Berechnung

Ziel ist es nun aus den Grunddaten die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu berechnen.
Aus Abbildung 6.1 geht hervor, dass es insgesamt 8 verschiedene Zustédnde gibt, in
denen sich die Familie befinden kann. Die Anzahl der moglichen Zustdnde wird in
dem R-Code mit der Variable m bezeichnet und muss beim Aufrufen der Funktion
fiir die Berechnungen angegeben werden. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten, dass
die Familie von einem Zustand ¢ innerhalb von einem Jahr in den Zustand j wechselt
mit 4,5 € {1,2,3,4,5,6,7,8}, werden durch eine 828 Matrix dargestellt. Aus der
Abbildung 6.1 kann man herauslesen, welchem Zustand welche Nummer zugeordnet
ist. Weiters bezeichne xz_m das Alter des Mannes, x_w das Alter der Frau und z_c
das Alter des Kindes. Der Code zur Erstellung dieser Matrix sieht wie folgt aus:

Listing 6.2: Hinterbliebenenrente
Ubergangswahrscheinlichkeiten innerhalb von einem Jahr

Uebergangsmatrix <- function(m, x_m, x_w, x_c, g_c)i
q_m <- Daten_einlesen("m"
g_w <- Daten_einlesen("w"

g_c <- Daten_einlesen(g_c)

P <- matrix (0, nrow=m, ncol=m)

P[1,1] <- (1-q_m[x_m +1, 1]) * (1-q_wlx_w+1,1]) * (1-gq_clx_c+1,1])
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P[1,2]
P[1,3]
P[1,4]

P[1,5]
P[1,6]
P[1,7]
P[1,8]

P[2,2]
P[2,5]
P[2,6]
P[2,8]

P[3,3]
P[3,5]
P[3,7]
P[3,8]

P[4,4]
P[4,6]
P[4,7]
P[4,8]

P[5,5]
P[5,8]

P[6,6]
P[6,8]

P[7,7]
P[7,8]
P[8,8]

<- (gq_m[x_m +1, 1]) * (1-q_wlx_w+1,1]) * (1-q_clx_c+1,1]1)
<- (1-q_mlx_m +1, 1]1) * (q_wlx_w+1,1]1) * (1-g_clx_c+1,1]1)
<- (1-q_m[x_m +1, 1]) * (1-q_wlx_w+1,1]) * (gq_clx_c+1,1])

<- (gq_m[x_m +1, 11) * (q_wlx_w+1,1]) * (1-q_cl[x_c+1,1])
<- (gq_m[x_m +1, 1]) * (1-q_wlx_w+1,1]) * (gq_clx_c+1,1])
<- (1-q_m[x_m +1, 1]) * (q_wlx_w+1,1]) * (gq_clx_c+1,1])
<- (gq_m[x_m +1, 1]) * (q_wlx_w+1,1]) * (q_clx_c+1,1])

<- (1-q_wlx_w+1,1]) * (l1-q_clx_c+1,1])
<- (q_wlx_w+1,1]) * (1-q_clx_c+1,1])
<- (1-q_wlx_w+1,1]) * (q_clx_c+1,1])
<- (q_wlx_w+1,1]1) * (gq_clx_c+1,1])

<- (1-q_m[x_m+1,1]) * (1-q_clx_c+1,1])
<- (gq_m[x_m+1,1]) * (1-q_clx_c+1,1])
<- (1-q_m[x_m+1,1]) * (gq_clx_c+1,1])
<- (q_m[x_m+1,1]) * (q_clx_c+1,1])

<- (1-q_m[x_m+1,1]) * (l1-q_wlx_w+1,1])
<- (gq_m[x_m+1,1]) * (1-q_wlx_w+1,1])
<- (1-gq_m[x_m+1,1]) * (q_wlx_w+1,11)
<- (gq_m[x_m+1,1]1) * (q_wlx_w+1,1])

<- (1-q_cl[x_c+1,1])
<- (gq_clx_c+1,11)

<- (1-q_wlx_w+1,1])
<- (q_wlx_w+1,1]1)

<- (1-q_m[x_m+1,1])
<- (gq_m[x_m+1,1])
<- 1

return (P)

3
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Fiir jedes Alter ergeben sich klarerweise andere Ubergangswahrscheinlichkeiten. Da
die Sterbewahrscheinlichkeit des Kindes nicht nur von dem aktuellen Alter, sondern
auch von dem Geschlecht des Kindes abhéngt, muss zusétzlich die Variable g_c fiir
die Funktion angegeben werden. Sie kann entweder den Wert ,m “ fiir ménnlich oder
Lw “fiir weiblich annehmen.

Mit Hilfe dieser jihrlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten kann die Wahrscheinlich-
keit, von dem Zustand i nach genau ¢ Jahren in den Zustand j zu wechseln, bestimmt
werden. Diese Wahrscheinlichkeit entspricht (4.10) und wird berechnet, indem man
fiir die ersten ¢t — 1 Jahre immer die Wahrscheinlichkeiten, dass sich der Zustand der
Familie nicht &ndert, multipliziert und anschlieBend noch die Wahrscheinlichkeit mul-
tipliziert, dass nach t—1 Jahren, ein Zustandswechsels nach einem weiteren Jahr statt-
findet. Zu beachten ist hierbei natiirlich, dass sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten
jéhrlich dndern, da die Familienmitglieder immer &lter werden. In R lésst sich dies

wie folgt realisieren:
Listing 6.3: Hinterbliebenenrente - Zustandswechsel nach genau t Jahren

B_ij <- function(m, x_m, x_w, x_c, g_c, t ){

P_t <- Uebergangsmatrix(m, x_m+t-1, x_w+t-1, x_c+t-1, g_c)

B <- matrix (1, nrow=m, ncol=m)

for(i in 1:m){ for(j in 1:i) {B[i,j]l = 0 } }

if (t<1){print("Fehler: ,t muss mindestens 1, ,sein")}

if (£>1)1
for(k in 0:(t-2) ){
P <- Uebergangsmatrix(m, x_m+k, x_w+k, x_c+k, g_c)

for(i in 1:(m-1)){
for(j in (i+1):m){

B[i,j] <- B[i,j] * P[i,i]
)

}
}
}

44



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

6 Anwendungen

B <- B * P_t

return (B)

¥

Als néchstes wollen wir nun die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass die Familie zu
einem gegebenen Zeitpunkt im Zustand 7 ist und innerhalb der néchsten ¢ Jahre
in den Zustand j wechselt. Das entspricht (4.6) und kann bestimmt werden, indem
(4.11) zu

bij(s,s) =0 firt =s

Qij(s,t) =4 _, )
Y opes bij(s, k) furt>s.

umgeschrieben und implementiert wird.

Listing 6.4: Hinterbliebenenrente - Zustandswechsel innerhalb von t Jahren

Q_ij <- function(m, x_m, x_w, x_c, g_c, t ){
Q <- matrix (0, nrow=m, ncol=m)

if (t==0){return(Q) 7}
for(i in 1:t){
Q <- Q +B_ij(m, x_m, x_w, x_Cc, g_c, 1)

}

return (Q)

}

Die Wahrscheinlichkeit, innerhalb der néchsten ¢ Jahre aus dem Zustand 7 in irgendei-
nen anderen Zustand j, wobei ¢ # j ist, zu wechseln, kann mittels (4.9) implementiert

werden.

Listing 6.5: Hinterbliebenenrente

Zustandswechsel in einen beliebigen Zustand innerhalb von t Jahren

S_i <- function(m, x_m, x_w, x_c, g_c, t ){

S <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

Q <- Q_ij(m, x_m, x_w, X_c, g_c, t)
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for(i in 1:m){

for(j in 1:m){

S[i] <- 8[il + QI[i,j]
}

}

return (H)

¥

Mit diesen R-Codes konnen alle Wahrscheinlichkeiten berechnet werden, die fiir die
Formel (5.4) aus Kapitel 5 benétigt werden. Um die Formel (5.4) zu realisieren,

miissen wir allerdings noch zusétzlich
e P1.. Versicherungsprimie, wenn alle leben

P2...Versicherungspriamie, wenn nur noch der Mann und das Kind leben

P3...Versicherungspramie, wenn nur noch der Mann und die Frau leben

a...Rente fiir die Frau, wenn der Mann tot ist
e LS...Einmalzahlung fiir das Kind, wenn beide Elternteile tot sind

r...konstanter Zinssatz

e t...Laufzeit des Versicherungsvertrags

angeben, wenn die Funktion aufgerufen wird. Insgesamt lasst ich (5.4) wie folgt mit-
tels R verwirklichen:
Listing 6.6: Deckungsriickstellung

V <- function(m, x_m, x_w, X_c, pr, prc, prs, rente, EZ,

g_c, t, r ){

if (t==0){return(matrix (0, nrow=m,ncol=1))}

psi <- matrix( c(-pr, rente, -prc, -prs, O, rente, 0, 0),
nrow=m,ncol=1)

lambda <- matrix ( O ,nrow=m, ncol=m)
lambda[1,5] <- EZ

46



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

6 Anwendungen

lambda[2,5] <- EZ
lambda [3,5] <- EZ

V <- matrix (0, nrow= m, ncol=t)

before_trans <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)
z <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

after_trans <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

for (k in t:1){

if (k==t){Vh <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)}
elseq{

Vh <- V(m, x_m+k ,x_w+k ,x_c+k , pr, prc, prs,
rente, EZ, g_c, t-k,r)[,t-k]

V[,t-k] <- Vh

}

B <- B_ij(m, x_m, x_w, x_c, g_c, k )

for(v in 1:k){ z <- z + psi * (1/(1+r)) " (v)}

for(i in 1:m){

for(j in 1:m){

before_trans[i] <- before_trans([i] + (B[i,j] *z[i] )
after_trans[i] <- after_trams[i] + B[i,j] =*
(1/(1+r))~ (k) * (Vh[j]l + lambdali,jl)

}

}

}

y <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

for(v in 1:t){ y <- y + psi * (1/(1+r)) " (v) }

v[,t] <-(C (1- S_i(m, x_m, X_w, X_C, g_c, t ) ) *xy

+ before_trans + after_trans )

return (V)

}

47



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

6 Anwendungen

Insgesamt berticksichtigen wir bei der Berechnung des Barwerts sowohl das Alter des
Mannes, der Frau und des Kindes als auch das Geschlecht des Kindes. Zu erwéhnen
sei hier, dass man den Code nur leicht dndern bzw. erweitern muss, um analog zum
Geschlecht des Kindes, die Geschlechter der zwei Erwachsenen einlesen zu konnen.
Damit kénnte man den Barwert auch fiir ein lesbisches oder ein schwules Péarchen
berechnen. Klarerweise kann man auch eine Familie betrachten, in der die Frau die
Hauptverdienerin ist, die Pramien einzahlt und der Mann die Hinterbliebenenrente
beim Tod der Frau ausgezahlt bekommt. Aulerdem kann der Code fiir beliebig viele
Kinder erweitert werden. Da pro Kind je zwei Parameter, das Alter und das Ge-
schlecht, eingelesen werden miissen, sollte man hier jedoch aufpassen, dass der Code

nicht zu uniibersichtlich wird, wenn sehr viele Kinder eingebaut werden sollen.

6.1.3 Beispiele

Wir betrachten nun eine Hinterbliebenenrente von einen 40-jahriger Mann, der eine
35-jahrige Frau und ein 8-jéhriges Kind hat. Die Versicherung soll automatisch enden,
wenn das Kind 18 Jahre ist, also nach 10 Jahren. Fiir die Dauer setzen wir einen
jahrlichen, konstanten Zinssatz von 1,5% voraus. Weiters soll das Kind vorerst einmal
ménnlich sein. Die Pramie, die bezahlt wird, wenn alle leben, betragt 50€, wenn nur
noch der Mann und das Kind leben 30€ und wenn nur noch der Mann und die Frau
leben 20€. Die Rente fiir die Frau im Falle des Ablebens des Mannes ist in einer Héhe
von 200€ und die Einmalzahlung fiir das Kind, sollten beide Elternteile sterben,
betrigt 5.000€. Mit diese Voraussetzungen ergibt sich fiir die Deckungsriickstellung

Listing 6.7: V(8, 40, 35, 8, 50, 30, 20, 200, 5000, "m”, 10, 0.015)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] -49.24457 -97.40683 -144.96313 -192.25078 -239.50639
[2,] 202.07782 400.87460 596.84122 790.28113 981.42291
[3,] -13.40127 -28.45675 -45.10537 -63.26393 -82.82832
[4,] -19.70443 -38.62387 -57.02381 -75.10711 -93.02686

[5,] 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[6,] 197.04433 391.35373 583.25491 772.97861 960.69300
(7,1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[8,] 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

[1,] -286.8984 -334.5440 -382.5240 -430.8929 -479.6796
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[2,] 1170.4816 1357.6345 1543.0270 1726.7807 1908.9678
[3,] -103.6714 -125.6527 -148.6433 -172.5261 -197.1922
[4,] -110.8955 -128.7922 -146.7719 -164.8694 -183.1049

[56,] 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
[6,] 1146.5352 1330.6197 1513.0349 1693.8386 1873.0613
(7,1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
[s,] 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Hier bezeichnet V[, 10] die gesuchte Deckungsriickstellung V;(0,10) mit ¢ € {1, ..., 8}.
¢ gibt hier den Zustand an, in dem sich die Familie zum Betrachtungsanfang t = 0
befindet. Wenn der Versicherungsvertrag erst in diesem Jahr abgeschlossen wird, ist
das dann natiirlich der Zustand 1, in dem noch alle Familienmitglieder leben.

V[, 9] bezeichnet dann die Deckungsriickstellung V;(1,10) fiir die néchsten 9 Jah-
re, wenn bereits ein Jahr vergangen ist. Hier ist die Deckungsriickstellung wieder
abhéngig davon, in welchem Zustand sich die Familie ein Jahr spéter befindet. Ana-
log bezeichnet Vi, 1] die Deckungsriickstellung, die fiir das letzte Versicherungsjahr
benétigt wird, unter der Voraussetzung, dass die Familie in das letzte Jahr mit dem
Zustand ¢ startet.

In den Zustédnden 5, 7 und 8 existiert kein zu versicherndes Risiko mehr und der Ver-
sicherungsvertrag endet automatisch. Daher wird auch keine Deckungsriickstellung
mehr benétigt. Zu beachten ist, dass im Zustand 5 die Einmalzahlung fiir das Kind
fallig wird. Diese wird allerdings zu Beginn des Jahres gezahlt und damit ist fiir die
restlichen Jahre keine weitere Reserve notig.

Betrachten wir nun das gleiche Szenario noch einmal mit dem Unterschied, dass

diesmal das Kind weiblich ist, erhalten wir

Listing 6.8: V(8, 40, 35, 8, 50, 30, 20, 200, 5000, "w”, 10, 0.015)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] -49.24456 -97.39350 -144.91822 -192.16219 -239.37066
[2,] 202.07927 400.80183 596.61451 789.85474 980.78913
[3,] -13.39662 -28.44055 -45.06784 -63.19873 -82.73387
[4,] -19.70443 -38.62387 -57.02381 -75.10711 -93.02686

[5,] 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[6,] 197.04433 391.35373 583.25491 772.97861 960.69300
(7,1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[s,] 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[,6] [,7] [,8] [,9] [,10]
49



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

6 Anwendungen

[1,] -286.7168
[2,] 1169.6505
[3,] -103.5486
[4,] -110.8955

[5,] 0.0000
[6,] 1146.5352
(7,1 0.0000
[(8,] 0.0000

-334.
1356.
-125.
-128.

1330.
0.
0.

3206
6263
5041
7922

.0000

6197
0000
0000

als Deckungsriickstellungen. Die

einander. Das ergibt Sinn, wenn man die Sterbewahrscheinlichkeiten fiir ein 8-jahriges
bis 18-jdhriges Kind betrachtet. Diese sind sowohl bei den Frauen als auch bei den
Ménnern sehr gering und unterscheiden sich in den Altern kaum. Auflerdem sind die

Ergebnisse in den Zusténden 4 und 6 ident, da in diesen Fiéllen, das Kind nicht mehr

-382.
1541.
-148.
-146.

1513.
0.
0.

Ergebnisse unterscheiden sich nur sehr gering von-

2626 -430.5936
8590 1725.4524

4711 -172.3304
7719 -164.8694
.0000 0.0000
0349 1693.8386
0000 0.0000
0000 0.0000

-479.
1907.
-196.
-183.

1873.
0.
0.

3409
4720
9720
1049

.0000

0613
0000
0000

am Leben ist und das Geschlecht damit nicht in das Ergebnis einflief3t.

In einem néchsten Schritt wollen wir uns anschauen, wie sich die Ergebnisse veréndern,
wenn sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten signifikant verindern. Das wire bei-
spielsweise, wenn die Eltern um einiges dlter wiren und damit ihre Sterbewahr-
scheinlichkeit deutlich hoher ist. Wir betrachten nun einen 80-jéhrigen Mann, eine
75-jéhrige Frau und abermals ein 8-jdhriges ménnliches Kind. Dieser Fall konnte ein-
treten, wenn die Eltern bereits tot sind und das Kind zu den Grofleltern kommt,

woraufthin der Grofivater eine Versicherung fiir eine Hinterbliebenenrente abschlief3t.

Als Ergebnis erhalten wir

Listing 6.9: V(8, 80, 75, 8, 50, 30, 20, 200, 5000,

[,1]
[1,] 6.987066
[2,] 538.375609
[3,] 781.828781
[4,] -19.704433
[5,] 0.000000
[6,] 197.044335
(7,1 0.000000
(8,1 0.000000

[,6]
[1,] 362.29714
[2,] 2818.12310

94.
1015.
1349.

-15.

403.

348.
3300.

[,2] [,3]
41364 196.896397
64859 1464.688123
94694 1758.422311
90848 -2.818187
.00000 0.000000
04310 635.465922
.00000 0.000000
.00000 0.000000

[,7] [,8]
27534 299.09207
14080 3803.

50

283.
1906.
2044.

13.
0.
903.
0.
0.

[,4]
45549
74346
88962
32657
00000
98867
00000
00000

[,9]

216.37006

340.
2355.
2236.

29.
0.
1213.
0.

0.

"m”, 10, 0.015)

[,5]
33004
19031
11568
75463
00000
15226
00000
00000
[,10]

101.99802

60069 4329.49995 4878.05509
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[3,] 2351.55455 2405.67189 2409.44560 2371.37143 2298.15800
[4,] 45.07305 58.34387 68.72239 75.35672 77.39954
[5,] 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[6,] 1564.19127 1956.30744 2387.56038 2855.48759 3357.52644
(7,1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
(8,1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Hier wére die Deckungsriickstellung V;(0,10) = 102,00€, also positiv. Das heifit,
das Versicherungunternehmen kann bereits beim Abschluss des Vertrages mit einem
Verlust rechnen. In der Realitdt wiirde so ein Versicherungsvertrag natiirlich nie zu
Stande kommen. Der Grofivater miissten wegen der hoheren Sterbewahrscheinlichkeit
eine hohere Préamie bezahlen.

Wir betrachten jetzt, wie sehr sich die Sterbewahrscheinlichkeiten wirklich verédndert
haben. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die GroBeltern und das Kind im ersten

Jahr betragen

Listing 6.10: Uebergangsmatrix(8, 80, 75, 8, "m”)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] 0.9210873 0.05953428 0.01813593 6.469916e-05 0.001172212
[2,] 0.0000000 0.98062162 0.00000000 0.000000e+00 0.019308140
[3,] 0.0000000 0.00000000 0.93922327 0.000000e+00 0.060706494
[4,] 0.0000000 0.00000000 0.00000000 9.211520e-01 0.000000000
[5,] 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00 0.999929763
[6,] 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00 0.000000000
[(7,] 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00 0.000000000
[8,] 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00 0.000000000
[,6] [,7] [,8]
[1,] 4.181817e-06 1.273907e-06 8.233869e-08
[2,] 6.888098e-05 0.000000e+00 1.356245e-06
[3,] 0.000000e+00 6.597307e-05 4.264155e-06
[4,] 5.953846e-02 1.813720e-02 1.172294e-03
[5,] 0.000000e+00 0.000000e+00 7.023723e-05
[6,] 9.806905e-01 0.000000e+00 1.930950e-02
[7,] 0.000000e+00 9.392892e-01 6.071076e-02
[8,] 0.000000e+00 0.000000e+00 1.000000e+00
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Die Wahrscheinlichkeiten, die néchsten 10 Jahre keinen Zustandswechsel zu haben,

sind durch

[,1]
[1,] 0.2147652
[2,] 0.6657885
[3,] 0.3219779
[4,] 0.2151619
[5,] 0.9981562
[6,] 0.6670184
[7,] 0.3225727
[8,] 1.0000000

Listing 6.11: 1 - S_i(8, 80, 75, 8, "m”, 10)

gegeben. Im Vergleich dazu unterscheidet sich die Ubergangsmatrix von einem 40

Jahre jlingeren Péarchen, also einem 40-jahrigen Mann und einer 35-jédhrigen Frau,

mit einem 8-jahrigen Kind, wie vermutet, deutlich.

O O O O O o o o

O O O O B O N

Listing 6.12: Uebergangsmatrix(8, 40, 35, 8, "m”)

[,1]

.9982881
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000

O O O O O O o

[,2]

.001246963
.999535036
.000000000
.000000000
.000000000
.000000000
.000000000
0.

000000000

O O O O O O o o

[,3]

.0003942342
.0000000000
.9986823072
.0000000000
.0000000000
.0000000000
.0000000000
.0000000000

O O O O © O O N

[,4]

.012191e-05
.000000e+00
.000000e+00
.983582e-01
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00

[,6]

.758938e-08
.020950e-05
.000000e+00
.247051e-03
.000000e+00
.996052e-01
.000000e+00
.000000e+00

SO © O O W N o N

[,71]

.769186e-08
.000000e+00
.014960e-05
.942618e-04
.000000e+00
.000000e+00
.987525e-01
.000000e+00

R P W NP 0N W

52

[,8]

.458994e-11
.772645e-08
.762397e-08
.924731e-07
.023723e-05
.947543e-04
.247543e-03
.000000e+00

O O O © O Hr W

[,5]

.924385e-07
.947266e-04
.247456e-03
.000000e+00
.999298e-01
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
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Die Wahrscheinlichkeit, dass alle iiberleben ist hier um 7, 72% hoher. Die Wahrschein-
lichkeiten, in dem selben Zustand fiir die néchsten 10 Jahre zu bleiben, betragen bei

der jungen Familie

Listing 6.13: 1 - S_i(8, 40, 35, 8, "m”, 10)

[,1]
[1,] 0.9712105
[2,] 0.9918059
[3,] 0.9774290
[4,] 0.9730046
[5,] 0.9981562
[6,] 0.9936380
[7,] 0.9792345
[8,] 1.0000000.

Hier wird der Unterschied abermals sehr deutlich, da die Wahrscheinlichkeiten fiir
keinen Zustandswechsel hier sehr hoch sind, wiahrend bei dem alten Paar mit dem
Kind ein Zustandswechsel teilweise wahrscheinlicher ist, als in einem Zustand zu
verweilen. Die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der Familie stirbt, ist bei den jun-
gen Eltern um 75,64% grofler. Durch diese Vergleiche sind die Unterschiede in den

Deckungsriickstellungen plausibel.

6.2 Invaliditatspension

In diesem Kapitel wird die allgemeine Formel (5.4) fiir eine Invaliditétspension adap-
tiert. Dafiir wird ein x-jahriger Mann betrachtet, der sich in einem von drei moglichen
Zustanden befinden kann. Er kann entweder aktiv sein, invalide oder tot. Diese Sta-
dien und die dazugehérigen Ubergangswahrscheinlichkeiten werden in dem Graphen

6.2 verdeutlicht. Es gelten folgende Abkiirzungen:

e a...aktiver Zustand

1...invalider Zustand

e d...Tod

p(.,.)...Ubergangswahrscheinlichkeit von den Zustand . in den Zustand .

e P...Pramie, die der Mann im aktiven Zustand bezahlt
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e R...Rentenzahlung fiir den Mann, wenn er invalide ist

%
£Z

1}";‘ R

N7

Abbildung 6.2: graphische Darstellung: Beispiel Invaliditétspension
Quelle: eigene Darstellung

Wenn ein x-jahriger Mann eine Versicherung fiir eine Invaliditétspension abschlief3t,
zahlt er so lange eine Pramie in der Hohe P an das Versicherungsunternehmen bis
entweder die Vertragslaufzeit abgelaufen ist oder bis er invalide wird. In den Zustand
der Invaliditédt erhélt er von dem Versicherungsunternehmen eine regelméfiige Pen-
sion in der Hohe von R. Wenn einmal der Zustand der Invaliditdt erreicht ist, ist
es moglich wieder in den aktiven Zustand zuriick zu kommen. Je nachdem in wel-
chem Alter die Invaliditat eintritt, unterscheidet sich die Wahrscheinlichkeit einer
Reaktivierung. Damit hat ein &dlterer Mann eine geringere Chance aus der Invaliditét
herauszukommen als ein junger Mann. Erwidhnenswert ist auch, dass die Reaktivie-
rungswahrscheinlichkeit neben dem Alter auch von der Dauer der Invaliditit abhéngt.
Je langer die Invaliditat bereits anhilt, desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit aber-
mals in den aktiven Zustand zuriickzukehren.

Analog kann statt dem Mann auch eine x-jahrige Frau betrachtet werden. Dafiir
miissen nur die Sterbe- und Invaliditdtswahrscheinlichkeiten von einem Mann durch

jene von einer Frau ersetzt werden.

o4
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6.2.1 Die Grunddaten

Die Reaktivierungswahrscheinlichkeiten sind fiir die unterschiedlichen Alter beim In-
validitétseintritt geschétzt worden und nehmen mit der Dauer der Invaliditét expo-
nentiell ab. Die Sterbewahrscheinlichkeiten sowie die Wahrscheinlichkeiten, invalide
zu werden, stammen aus [11]. Die Grunddaten sind in einem Excel- Blatt zusammen-

gefasst und in R eingelesen worden.

6.2.2 Die Berechnung

Bei den Berechnungen gehen wir wie in 6.1 bei der Hinterbliebenenrente vor. Als
erstes sollten wieder die Ubergangswahrscheinlichkeiten bestimmt werden. Intuitiv
wiirden wir dafiir eine 3x3 Matrix erstellen. Da die Reaktivierungswahrscheinlichkeit
aber sowohl vom Alter als auch von der Dauer der Invaliditidt abhéngt, ist es fiir die
Berechnung einfacher, den Zustand der Invaliditéit in mehrere Zusténde aufzuspalten.
Insgesamt betrachten wir eine 7x7 Matrix, wobei der erste und der letzte Zustand
wie gehabt den aktiven und den toten Zustand bezeichnen. Die restlichen 5 Zustidnde
gehoren alle zu dem Zustand der Invalididt. Im Zustand 2 befindet man sich, wenn
man im ersten Jahr der Invalidiét ist, bleibt man invalide, kommt man in das zweite
Jahre der Invaliditédt, in den Zustand 3. Von dem Zustand 3 kann man entweder
reaktiviert werden und in Zustand 1 zuriickkehren, sterben oder in den Zustand 4,
also in das dritte Jahr der Invaliditdt, kommen. Analog steht der 5. Zustand fiir das
vierte Jahr der Invaliditdt und im Zustand 6 sind dann jene, die das fiinfte Jahr oder

langer invalide sind. Der entsprechende R-Code sieht wie folgt aus:

Listing 6.14: Invaliditdtspension
Ubergangswahrscheinlichkeiten innerhalb von einem Jahr

Uebergangsmatrix <- function(m, x){

q_x <- Daten_einlesen("q", x)

i_x <- Daten_einlesen("i", x)

P <- matrix (0, nrow=m, ncol=m)

P[1,1] <- (1- q_x[x +1 -30, 1] - i_x[x +1 -30, 11)
P[1,2] <- i_x[x +1 -30, 1]

P[1,7] <- q_x[x +1 -30, 1]
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P[2,1] <- Daten_einlesen("r", x-1)[x+1-30,1]
P[2,3] <- 1- P[2,1] -q_x[x +1 -30, 1]
P[2,7] <- gq_x[x +1 -30, 1]

P[3,1] <- Daten_einlesen("r", x-2)[x+1-30,1]
P[3,4] <- 1- P[3,1] -q_x[x +1 -30, 1]
P[3,7] <- q_x[x +1 -30, 1]

P[4,1] <- Daten_einlesen("r", x-3)[x+1-30 ,1]
P[4,5] <- 1- P[4,1] -q_x[x +1 -30, 1]
P[4,7] <- gq_x[x +1 -30, 1]

P[5,1] <- Daten_einlesen("r", x-4)[x+1-30 ,1]
P[5,6] <- 1- P[5,1] -q_x[x +1 -30, 1]
P[5,7] <- q_x[x +1 -30, 1]

P[6,1] <- Daten_einlesen("r", x-5)[x+1-30 ,1]
P[6,6] <- 1- P[6,1] -q_x[x +1 -30, 1]
P[6,7] <- q_x[x +1 -30, 1]

PL7,7] <- 1

return (P)

}

In der Funktion steht = fiir das Alter des Versicherten und m fiir die Anzahl der
Zustdnde. Hier ist wichtig, dass aufgrund der Aufspaltung der Invaliditiat m = 7
gesetzt wird. Mit diesen Ubergangswahrscheinlichkeiten kann die Wahrscheinlichkeit,
nach genau ¢ Jahren von einem Zustand in einen anderen zu wechseln, bestimmt

werden. In R koénnen die Wahrscheinlichkeiten (4.10) fiir eine Invaliditétspension
durch

Listing 6.15: Invaliditdtspension - Zustandswechsel nach genau t Jahren

B_ij <- function(m, x, t ){

P_t <- Uebergangsmatrix(m, x+t-1)
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B <- matrix (1, nrow=m, ncol=m)
for(i in 1:m){B[i,i] = 0}

B[7,]
for (i
for (j
for (i

}

for (k

<_

in

i

=}

in

in

0
3:(m-1)){B[1,i] <- 0 }
2: (m-1)){
2:(m-1)){B[j,i] <- 0 }%}
0:(t-2) ){

P <- Uebergangsmatrix(m,

B[l;z] <- B[132] * P[lal]
B[1,m] <- B[1,m] *x P[1,1]

for(i in 2:(m-1)){
if (i+1+k < 7){
B[i,1] <- B[i,1]
B[i,7] <- B[i,7]

}
elseq{
B[i,1] <- B[i,1]
B[i,7] <- B[i,7]
}
}

B[1,2] <- B[1,2] * P_t[1,2]
B[1,7] <- B[1,7] * P_t[1,7]

for(i in 2:(m-1)){

if( (i+1+(t-1)) < 7H){

B[i,1] <- B[i,1] * P_t[i+(t-1),1]
<- B[i,7] * P_t[i+(t-1),7]

B[i,7]

by

o7

x+k)

P[i+k,i+1+k]
Pli+k,i+1+k]
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Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

6 Anwendungen

else{

B[i,1] <- B[i,1] * P_t[6,1]
B[i,7] <- B[i,7] *x P_t[6,7]
}

}

return (B)

¥

berechnet werden. Vergleicht man diese Implementierung mit jener fiir die Hinter-
bliebenenrente Listing 6.3, fallt auf, dass der Code ldnger und komplexer ist. Das
hat den Grund, dass die einzelnen Zustidnde der Invaliditat als ein Zustand betrach-
tet werden miissen. Ein Wechsel von Zustand 2 in den Zustand 3 wird beispielsweise
nicht als Zustandswechsel angesehen, da die Person im Zustand der Invaliditéat bleibt.
Die Wahrscheinlichkeiten, von einen Zustand {aktiv, invalid, tot} innerhalb der néchs-
ten t Jahren in einen anderen Zustand zu wechseln und die Wahrscheinlichkeit, dass
irgendein Zustandswechsel innerhalb der néchsten ¢ Jahre stattfindet, kann man ana-
log zur Hinterbliebenenrente mittels Listing 6.4 und Listing 6.5 bestimmen.

Insgesamt konnen nun alle Wahrscheinlichkeiten berechnet werden, um die Formel
(5.4) zu implementieren. Der Code unterscheidet sich insoweit von jenen, der bei
der Hinterbliebenenrente angewendet wird, dass es bei der Invaliditdtspension keine
Einmalzahlung gibt. Damit fillt \;;, wobei ¢, j zwei mogliche Zustéande sind, in (5.4)
weg. Weiters gibt es nur noch einen Zustand, in dem eine Pramie bezahlt wird. Diese
wird mit P bezeichnet. Die laufende Rente, die im Zustand der Invaliditit ausbezahlt
wird, wird mit R bezeichnet. Die Variablen ¢ und r stehen wie gehabt fiir die Zeit

und fiir den iiber die Dauer der Verischerungslaufzeit gleichbleibenden Zinssatz.

Listing 6.16: Invaliditdtspension - Deckungsriickstellung

V <- function(m, x, P, R, t, r ){

if (t==0){return(matrix (0, nrow=m,ncol=1))}

psi <- matrix( c(-P, R, R, R, R, R, 0), nrow=m,ncol=1)
V <- matrix (0, nrow= m, ncol=t)

before_trans <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

o8
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z <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

after_trans <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

for (k in t:1){

if (k==t){Vh <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)}
elsed{

Vh <- V(m, x+k, P, R, t-k, r)[,t-kl]

V[,t-k] <- Vh}

B <- B_ij(m, x, k )

for(v in 1:k){ z <- z + psi * (1/(1+r)) " (v)}

for(i in 1:m){
for(j in 1:m){

before_trans[i] <- before_trans[i] + ( B[i,]]

after_trans[i] <- after_trans[i] + B[i,j]l * (1/(1+r)) (k) =*

(Vh(iD)
}
}

y <- matrix (0, nrow=m, ncol=1)

for(v in 1:t){ y <- y + psi x (1/(1+r))"(v) }%

v[,t] <-(C (1- s_i(m, x, t ) ) * y + before_trans + after_trans )

return (V)

99
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6.2.3 Beispiele

Der soeben vorgestellten Code, soll nun anhand von einigen Beispielen vorgefiihrt
werden. Als erstes betrachten wir einen 35-jahrigen Mann, der eine Zusatzversiche-
rung fiir eine Invaliditdtspension abschliefit. Dafiir zahlt er jédhrlich eine Priamie von
100€ und erhélt im Falle der Invaliditit eine Rente in der Hohe von 200€. Fiir
das Versicherungsunternechmen ergeben sich fiir die Deckungsriickstellungen fiir die

nachsten 5 Jahre:

Listing 6.17: V(7, 35, 100, 200, 5, 0.015)
[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] -98.52217 -195.5954 -291.6376 -386.9355 -481.716
[2,] 197.04433 391.1932 630.2125 917.0222 1244.745
[3,] 197.04433 396.1925 658.2297 992.2148 1391.651
[4,] 197.04433 398.3610 672.4501 1035.5248 1486.042
[5,] 197.04433 400.3110 683.3567 1073.8611 1571.423
[6,] 197.04433 401.9487 698.0394 1117.0585 1659.293
(7,1 0.00000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000.

Der Zinssatz ist dabei iiber die Jahre hinweg konstant auf 0.015 festgelegt.

An diesem Beispiel kann man die Abhéingigkeit der Reaktivierungswahrscheinlich-
keit von der Dauer der Invaliditét erkennen. Umso ldnger der Mann sich bereits in
der Invaliditédt befindet, desto hoher ist die Deckungsriickstellung, die vom Versiche-
rungsunternehmen benétigt wird. Dieser Anstieg der Deckungsriickstellung ist nur in
der ersten Spalte nicht zu beobachten. Das liegt daran, dass in der ersten Spalte die
benotigte Deckungsriickstellung fiir den Mann im Alter von 39 Jahren gegeben ist,
dessen Zustand man am Anfang des Jahres kennt. Daher macht es fiir das Versiche-
rungsunternehmen keinen Unterschied, in welchen Zustand der Mann im néchsten
Jahr wechselt, da die entsprechende Versicherungsleistung am Anfang des letzten
Versicherungsjahres fallig ist.

Als néchstes wollen wir anhand von einem Beispiel auch noch die Abhéngigkeit der
Reaktivierungswahrscheinlichkeiten von dem Alter der Person verdeutlichen. Dafiir

vergleichen wir die Deckungsriickstellungen fiir 2 Jahre von einem 38-jahrigen Mann
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Listing 6.18: V(7, 38, 100, 200, 2, 0.015)

[,2]
[1,] -195.5954
[2,] 391.1932
[3,] 396.1925
[4,] 398.3610
[5,] 400.3110
[6,] 401.9487
(7,1 0.0000

mit denen von einem 34-jahrigen Mann:

Listing 6.19: V(7, 34, 100, 200, 2, 0.015)

[,2]
[1,] -195.6051
[2,] 391.1872
[3,] 395.6156
[4,] 397.8184
[5,] 399.8391
(6,1 401.5633
(7,1 0.0000.

Der Altersunterschied betragt zwar nur 3, trotzdem erkennt man bereits, dass das
Versicherungsunternehmen fiir den alteren Mann fiir jeden Startzustand mehr De-

ckungsriickstellung benotigt.
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7 Fazit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es gewesen, die Moglichkeiten einer Anwendung von
Semi-Markov-Prozessen fiir das Gebiet der Versicherungsmathematik zu untersuchen.
Aus diesem Grund sind vorab Markov-Ketten und Semi-Markov-Prozesse diskutiert
worden. Markov-Ketten werden verwendet, um mogliche zukiinftige Entwicklungen
eines Systems zu beschreiben und dessen Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen. Fiir die
Anwendung im aktuarischen Bereich ist in dieser Arbeit auf Semi-Markov-Prozesse
als Grundlage zuriickgegriffen worden. Das hat den Grund, dass bei Semi-Markov-
Prozessen im Gegensatz zu klassischen Markov-Prozessen nicht nur die Zusténde
eines Systems durch Zufallsvariablen beschrieben werden, sondern zusétzlich auch
die Aufenthaltsdauern in den einzelnen Zusténden.

Mit Hilfe von diesen stochastischen Prozessen ist ein allgemeines Personenversiche-
rungsmodell aufgestellt worden. Dabei werden sowohl laufende Zahlungen als auch
Einmalzahlungen eingebaut und die Betréige auch entsprechende abgezinst. Diese Ar-
beit konzentrierte sich auf ein Modell mit einem fixen Zinssatz. Eine Mo6glichkeit zur
Erweiterung auf einen variablen Zinssatz ist aber vorgestellt worden. Am Beispiel ei-
ner Hinterbliebenenrente und einer Invaliditdatspension ist das allgemeine Modell an-
gepasst und in der Programmiersprache R implementiert worden. Das Modell kénnte
ebenfalls fiir eine Krankenversicherung oder eine allgemeinen Lebensversicherung ver-
wendet werden. Auflerdem ist es fiir jedes beliebige Alter und jedes Geschlecht an-
passbar.

Eine Schwierigkeit, die sich im Zusammenhang mit einer Anwendung von Semi-
Markov Prozessen ergibt, ist, dass eine grofie Menge an Grunddaten benétigt wird
und diese in einer geeigneten Form zur Verfiigung stehen miissen. In Versicherungs-
unternehmen liegen die Daten aber in der Regel bereits passend vor. [§]

Mogliche zukiinftige Forschungsfelder in Bezug auf Semi-Markov Prozesse in der Ver-
sicherungsmathematik kénnten laut Janssen J. in der Sachversicherung liegen. In [§]
wird eine mogliche Anwendung bei einer KFZ-Haftpflichtversicherung in Erwigung

gezogen.
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