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Abstract

The probability of ruin can be represented in theory as infinite sums of convolu-
tions. However, calculating the convolutions of random variables is generally very
difficult and is associated with high complexity. This means that in most cases it is
not possible to calculate the probability of ruin exactly. Therefore, approximation
methods are often used to obtain approximations for the probability of theoretical
ruin.

The goal of this work is to present and test the Fourier-Cosine method for proba-
bility of ruin, developed by Chau, Yam and Yang. This method has the advantage
that the probability of ruin can be approximated with less effort and that a margin
of error can be given for this approximation. Under certain conditions, this margin
of error can even be improved.

In the first chapter of this diploma thesis, the most important mathematical basics
of ruin theory are summarized. In the second chapter, Lévy processes are defined
and some properties of these processes are examined in more detail. The third
chapter deals with the Fourier transform, which is needed for the Fourier-Cosine
method described in the fourth chapter. The error estimate of the approxima-
tion and the improvement of this margin of error are carried out in the fifth and
sixth chapters. In chapter 7, the Fourier-Cosine method is extended to also ap-
proximate the case of a statistical distribution function. Chapter 8 introduces a
method to ensure monotonicity in the approximation function depending on the
initial capital. Finally, in chapter 9, the Fourier-Cosine method is tested using a
Cramér-Lundberg process with exponentially distributed individual losses, a risk
process with a Poisson-distributed loss process and a Cramér-Lundberg process
with Gamma distributed individual losses.
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Zusammenfassung

Ruinwahrscheinlichkeiten lassen sich in der Theorie als unendliche Summen von
Faltungen darstellen. Die Berechnung der Faltungen von Zufallsvariablen gestal-
tet sich im Allgemeinen jedoch als sehr schwierig und ist mit hoher Komplexitét
verbunden. Daraus folgt, dass es in den meisten Fillen nicht moglich ist, Ruin-
wahrscheinlichkeiten exakt zu berechnen. Daher wird oft auf Approximationsver-
fahren zuriickgegriffen, um an Nédherungen fiir die Wahrscheinlichkeit des theore-
tischen Ruins zu gelangen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es die Fourier-Cosinus Methode fiir Ruinwahrschein-
lichkeiten, die von Chau, Yam und Yang entwickelt wurde, vorzustellen und zu
testen. Diese Methode hat den Vorteil, dass die Ruinwahrscheinlichkeiten mit ge-
ringem Aufwand angendhert werden konnen und fiir diese Approximation eine
Fehlerschranke angegeben werden kann. Diese kann unter bestimmten Vorausset-
zungen sogar verbessert werden.

Im ersten Kapitel dieser Diplomarbeit werden die wichtigsten mathematischen
Grundlagen zur Ruintheorie zusammengefasst. Im zweiten Kapitel werden Lévy-
Prozesse definiert und einige Eigenschaften dieser Prozesse nédher beleuchtet. Das
dritte Kapitel beschiftigt sich mit der Fourier-Transformation, die fiir die Fourier-
Cosinus Methode, die dann im vierten Kapitel beschrieben wird, benotigt wird.
Die Fehlerabschidtzung der Approximation und die Verbesserung dieser Fehler-
schranke erfolgt im fiinften und sechsten Kapitel. Im Kapitel 7 wird die Fourier-
Cosinus Methode erweitert, um auch im Falle einer statistischen Verteilungsfunk-
tion zu einer Approximation zu gelangen. Kapitel 8 stellt eine Methode vor, um
fiir Monotonie in der Approximationfunktion abhiingig vom Anfangskapital zu
sorgen. AbschlieBend wird im Kapitel 9 die Fourier-Cosinus Methode anhand ei-
nes Cramér-Lundberg Prozesses mit exponentialverteilten Einzelschidden, eines
Risikoprozesses mit einem poissonverteilten Verlustprozess und eines Cramér-
Lundberg Prozesses mit Gamma-verteilten Einzelschiden getestet.

i1
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Kapitel 1

Einleitung

Fiir ein Versicherungsunternehmen ist es von hoher Prioritit, finanziell gut aufge-
stellt zu sein, um den Verpflichtungen aus den laufenden Versicherungsvertriagen
dauerhaft nachkommen zu konnen. Sollte dies nicht mehr der Fall sein, droht die
Insolvenz. Daher ist es wichtig zu wissen, wie wahrscheinlich es zum finanziel-
len Ruin kommen wird. Diese Wahrscheinlichkeiten werden mathematisch durch
Ruinwahrscheinlichkeiten modelliert.

Man stelle sich das Vermogen eines Versicherungsunternehmens als den Inhalt
eines finanziellen Behilters vor. Der Pegel des Behilters wird durch determinis-
tische Zufliisse, die die Primienzahlungen darstellen und stochastische Abfliisse,
die die Schadenzahlungen modellieren, beeinflusst. Fallen die Zahlungen der Ver-
sicherungsnehmer aus oder tritt ein aulergewohnlich hoher Schaden ein, so kann
es vorkommen, dass der Pegel des finanziellen Behilters unter null fillt. Dieses
Phédnomen nennt man Ruin.

Fiir die formale Definition des Ruins bendtigt man zuerst den Vermogensprozess
eines Versicherungsunternehmens, auch Risikoprozess genannt, der das Vermo-
gen des Versicherungsunternehmens modelliert.

Der klassische Risikoprozess (auch Cramér-Lundberg-Risikoprozess) setzt sich
aus zwei Dingen zusammen. Zuerst betrachte man die Zufallsvariablen X, X>, ...,
die die Einzelschadenhohen nach dem Kollektivmodell modellieren.[1]] Im Kol-
lektivmodell sind die Einzelschadenhdhen unabhiingige, identisch verteilte, nicht
negative Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F.[2l] Der Zahlprozess N, stellt
die Anzahl der Schidden, die im Zeitintervall [0, 7] eingetreten sind, dar und wird
als unabhingig von den Einzelschadenhthen angenommen. Ein Zidhlprozess ist
dabei folgendermallen definiert:

Definition 1.1 (Zdhlprozess). Ein Zdhlprozess mit Zeitraum T = R+ ist ein N-
wertiger Prozess (N,)s0, welcher auf3erdem die folgende Eigenschaft erfiillt:

N < N, fast sicher VO < s <t < oo,

1
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Der Prozess N, wird im Cramér-Lundberg Modell iiblicherweise als homogen
Poisson-verteilt mit Intensitdt A angenommen.

Definition 1.2. Ein homogener Poissonprozess mit Intensitdt A ist ein Zdhlprozess
(N)r=0 mit

1. Ny = 0 fast sicher,

2. N, hat unabhdngige Inkremente ¥t > 0,

3. N;— N; ~ Poi(A(t — 5)) fiir0 < s < t,

4. hat fast sicher cadlag Pfade (rechtsstetig und Limes von links existiert).
Nun wird der Risikoprozess folgendermafen definiert:

Definition 1.3 (Risikoprozess). Ein Prozess wird Risikoprozess genannt, falls
N;
Yi=rg+ct- > X; fiirt>0,c>0, ry>0und X, =0.
i=0

Die Pramienintensitit betitelt dabei ¢ und ry das Anfangsvermogen des Versiche-
rungsunternehmens. Daher gilt immer Y, = ry.

N
Die Summe )’ X; ist also eine Zufallssumme, da sowohl die Summanden als auch

i=0
die Anzahl der Summanden stochastisch sind. Diese Summe wird auch Verlust-

prozess genannt. Die Verteilung des Verlustprozesses ist die zusammengesetzte
Poisson-Verteilung.

Definition 1.4 (Zusammengesetzter Poissonprozess). Sei (N;)sq ein homogener
poissonverteilter Zihlprozess und seien X, X», ... unabhdngige und identisch ver-
teilte Zufallsvariablen, die unabhdngig von (N,),s( sind. Dann ist

N,
S, =2 X fiirallet > 0, wobei X, = 0,
i=0

ein zusammengesetzter Poissonprozess.

Es ist moglich Ruinwahrscheinlichkeiten im unendlichen Zeithorizont, aber auch
1m endlichen Zeithorizont zu betrachten.

Definition 1.5 (Ruinwahrscheinlichkeit im unendlichen Zeithorizont). Unter der
Ruinwahrscheinlichkeit im unendlichen Zeithorizont versteht man

W(rg) = P[ 1tr>1£ Y, < 0].
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Die  Funktion ¢  ist abhidngig vom  Anfangsvermogen  des
Versicherungsunternehmens. [1]

Der Begrift Ruin ist dabei theoretisch zu verstehen, da ein Versicherungsunter-
nehmen auch bei einem negativen Vermogen nicht sofort bankrott geht.[2]]

Definition 1.6 (Ruinwahrscheinlichkeit im endlichen Zeithorizont). Die Ruin-
wahrscheinlichkeit im Intervall [0, t*] fiir t* > O ist definiert als

Y(ro: %) = P| inf ¥, <0].
O<r<r*
Der Zeitpunkt, in dem der Ruin eintritt (Ruinzeitpunkt), ist folgendermaf3en defi-
niert:
T =inf{r > 0 Y; < 0} fiir den Fall, dass Ruin eintritt, ansonsten 7' = co.

Die Ruinwahrscheinlichkeiten lassen sich folglich auch abhidngig vom Ruinzeit-
punkt formulieren:

U(ro;t") = PIT < '] Yt* € (0, 00)
und

W(r) = lim P[T <1"] = P[T < col.[I]

Das Komplement der Ruinwahrscheinlichkeiten (R(ry) = 1 —y/(rg), R(rp; t*) = 1 —
W (ro; t*)) heiBt Uberlebenswahrscheinlichkeit. Ein Kriterium, das den Fortbestand
eines Versicherungsunternehmens sichert, ist die Nettoprofitbedingung:

¢ > AE(X).

Im Cramér-Lundberg Modell wird angenommen, dass diese Ungleichung erfiillt
wird. Die Nettoprofitbedingung sagt aus, dass die Primieneinnahmen hoher sind
als die erwarteten Schadenzahlungen. Man sehe sich den Erwartungswert des Ri-
sikoprozesses an:

Ni

Ny
r0+ct—ZX,} :r0+ct—E{ZX,w = 1o +t(c— AE[X]).

i=0 i=0

E[Y]=E

Mit dem Gesetz der groen Zahlen folgt nun, dass
lim % = ¢ — AE[X] fast sicher.

t*—o00
Falls also die Primie nicht groBer als AE(X) gewihlt wird, tritt fast sicher Ruin
ein. Daher wird c iiblicherweise folgendermal3en gewihlt:

¢ = (1 + A)AE[X].

Die Konstante A wird relativer Sicherheitszuschlag genannt.[2]]

3
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Kapitel 2

Lévy-Prozesse

Der Cramér-Lundberg-Prozess mit Poisson-verteilten Schadenzahlen modelliert
das Vermogen eines Versicherungsunternehmens stark vereinfacht und ist aus die-
sem Grund nur begrenzt anwendbar. Daher wurden Risikoprozesse entwickelt, die
die Realitét besser abbilden. Eine wichtige Alternative sind Lévy-Risikoprozesse.
Dabei wird der Verlustprozess durch einen Lévy-Prozess modelliert. Dieser ist
folgendermaBen definiert:

Definition 2.1 (Lévy-Prozess). Ein stochastische Prozess (X))o wird Lévy-
Prozess genannt, wenn er die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. Xy = 0 fast sicher,
2. die Zuwdchse sind unabhdingig und stationdr,

3. (X))o ist iiberall stochastisch stetig, das heifst
Yt>0,e>0 }Tiné Pl|X;on — Xi| > €] = 0.

Die Pfade eines Lévy-Prozesses werden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
als fast sicher cadlag angenommen, da sich fiir jeden Lévy-Prozess eine Modi-
fikation mit cadlagen Pfaden finden lisst. Eine Modifikation ist ein Prozess, der
sich nur um eine Nullmenge von dem urspriinglichen Prozess unterscheidet. Der
Beweis dafiir wird hier nicht angefiihrt, er kann aber zum Beispiel in dem Buch
,Stochastic Integration and Differential Equations* von Philip Potter nachgelesen
werden. Die Brownsche Bewegung oder auch der Poissonprozess sind Beispiele
fiir Lévy-Prozesse.[3]

Der Lévy-Risikoprozess verwendet als Verlustprozess einen Lévy-Prozess. Es
werden also im Vergleich zum Cramér-Lundberg-Modell zahlreiche weitere Ver-
lustprozesse moglich. Man kann daher den Vermogensprozess modellieren, ohne
genaue Annahmen iiber Schadenhohe und Schadenanzahl zu treffen.[2]]
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Ein wichtiger Begriff im Zusammenhang mit Lévy-Prozessen ist die unbeschrink-
te Teilbarkeit.

Definition 2.2 (Unbeschrinkte Teilbarkeit). Eine Zufallsvariable wird unbe-
schrdnkt teilbar genannt, wenn sie sich wie folgt als Summe identisch verteilter,
unabhdingiger Zufallsvariablen darstellen liisst:

VneN Y, Yo.....Y, iid, sodass X Y, + Yy + ...+ Y,

Theorem 2.1. Wenn (X,),»o ein Lévy-Prozess ist, dann ist X, unbeschrdnkt teilbar,
fiir alle t > 0.
Beweis. Seien also t > 0 und n gegeben. Dann zerlege X, folgendermalBen:

Xt :XO+X£ _Xé +XA _..._XM +Xt'

Die Zufallsvariable X; ldsst sich wie oben darstellen, da (X;);so ein Lévy-Prozess
ist und daher X, = 0. Sei Ri,=Xo+X1,Ry,, = _Xﬁ +Xo, ooy Ry = —Xo-r + X
Es gilt also: ’

Xi=Rip+Rop+ ...+ Ry

Die Zufallsvariable X, l4dsst sich also als Summe von n Zufallsvariablen darstellen.
Es bleibt zu zeigen, dass diese unabhingig und identisch verteilt sind. Da (X;).o
ein Lévy-Prozess ist und daher die Inkremente stationdr und unabhéngig sind,
folgen die zu zeigenden Eigenschaften fiir die Ry ,, Ry, ..., R,,, direkt.[1]] O

Lévy-Prozesse sind cadlag, daher sind die Unstetigkeitsstellen dieser Prozesse
Sprungstellen. Um diese zu analysieren, wird der Sprung an der Stelle 7 folgen-
dermaBen definiert:

AX; =X, — X,

dabei ist X,_ der linksseitige Grenzwert an der Stelle 7. Sei A eine Borelmenge, fiir
die 0 ¢ A gilt. Nun werden T\, ..., 77" fiir einen Lévy-Prozess X definiert als

T\ =inf{t > 0 : AX, € A},

T3 = inf{t > T% : AX, € A}.

Jedes T7 ist eine Stoppzeit, da {T} > 1} € F,, = F,. Weiters sei

M= Y 1aax = Y
=1

O<s<t n=
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Theorem 2.2. Die Funktion

v(A) = E[N}| = E

> 1A<AXS)]

O<s<l1
definiert ein sigmaendliches Maf3 und wird Lévy-Maf3 genannt.

Dies folgt, da die Funktion A — N*(w) ein ZihlmaB ist.

Ein weiteres wichtiges Resultat im Zusammenhang mit Lévy-Prozessen ist die
Lévy-Khintchin-Formel. Diese beschiftigt sich mit der Darstellung der charakte-
ristischen Funktion von Lévy-Prozessen.

Theorem 2.3 (Lévy-Khintchin-Formel). Es sei X ein Lévy-Prozess mit Lévy-Maf

v. Dann gilt
E[eiuX,] — e—l‘l//(u)

wobei

2
w(u):%uz—iﬁu+ f (1 — ™) v(dx) + f (1 — ™ + jux) v(dx)
{IxI>1}

{lxl<1}

Ist v, B und o gegeben, so ist der dazugehirige Lévy-Prozess eindeutig durch
seine Verteilung gegeben.

Dieser Satz kann auch fiir den mehrdimensionalen Fall formuliert werden:

Theorem 2.4 (Mehrdimensionale Lévy-Khintchin-Formel). Es sei X ein Lévy-
Prozess in R" mit X, = 0. Dann existiert eine Faltungshalbgruppe von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf R", sodass L(X,) = y, ist. Die charakteristische Funkti-
on von i, ist e¥®, wobei

W) = —i(u, a) + %(Zu, u) — f {9 — 1 — i(u, n(x))} v(dx).

Hier bezeichnet (.,.) das kanonische Skalarprodukt auf R", a € R" ist eine Kon-
stante und X ist eine positiv definite n X n Matrix. Die stetige und beschrinkte
Funktion n erfiillt lim,_ 1% = 0 und fiir das Lévy-Map v gilt, dass

|x?

1. v(A) < oo, fiir eine beschrdnkte, null nicht enthaltende Borelmenge A,

2. [l ¥ ¥(dx) < 00 und v(0) = 0./4]
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Kapitel 3

Fourier-Transformation

Fourier-Reihen werden bekanntlich dazu verwendet periodische, beziiglich der
L?>-Norm integrierbarer Funktionen mithilfe einer Reihenentwicklung darzustel-
len. Diese Reihe konvergiert dann, abhingig von der Funktion, absolut, gleich-
miBig, punktweise oder beziiglich der L?>-Norm gegen die Funktion. Durch Be-
rechnung einiger Summanden der Reihe kann zum Beispiel ein Funktionswert
angendhert werden.

Fiir die Definition der Fourier-Cosinus-Transformation benotigt man den Begrift
einer geraden Funktion.

Definition 3.1 (Gerade Funktion). Eine Funktion f, deren Definitionsbereich be-
ziiglich der Null symmetrisch ist, heifst gerade, falls fiir alle x aus dem Definiti-
onsbereich gilt:

J(x) = f(=x).

Gerade, 2n-periodische Funktionen aus dem L?-Raum konnen wie folgt in eine
Reihenentwicklung verwandelt werden:

f(x) = % + ZAk cos(kx),
k=1

wobei

1 T
Ay == f F(x) cos(kx) dx.
T -
Da aber f und cos gerade Funktionen sind, gilt
1 (" 2 (7
— f(x)cos(kx) dx = — f(x)cos(kx) dx.
T J_x T Jo

Falls die Funktion zwar periodisch ist, jedoch nicht 2-periodisch, kann man die
Variable x durch y = xnr/T ersetzen, wobei T die Linge der Periode ist.

7
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Durch diese Substitution erhilt man eine 2z-periodische Funktion und kann in die
Formel fiir die Reihenentwicklung einsetzen.

Ein anderer Begriff im Zusammenhang mit Fourier-Transformation ist die
Fourier-Transformierte.

Definition 3.2 (Fourier-Tranformierte). Fiir f aus L'(R) sei die Fouriertransfor-
mierte [ : R — C definiert durch

A 1
= —ig¢) d2
(@) Nir fRf (&) exp(—igd) dA(&),

wobei A das Lebesgue-Maf3 bezeichnet.

Die Normierungskonstante \/% wird je nach Quelle verschieden verwendet, so-

dass sie teilweise sogar weggelassen wird. Auch wird die Fourier-Transformierte
ofters mit exp(ié(), also ohne dem Minus im Exponentialterm, definiert. Diese
kann leicht mit der Formel fiir die inverse Fourier-Transformation verwechselt
werden:

Definition 3.3 (inverse Fourier-Tranformation). Fiir f aus L'(R) und die Fourier-
transformierte f von f gilt:

1 n
= ] dA(®).
0= = fR F(&) expliél) dAE).]
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Kapitel 4

Fourier-Cosinus Methode fiir
Ruinwahrscheinlichkeiten

Im Jahr 2008 stellten Fang und Oosterlee in dem Paper ,,A novel pricing method
for European options based on Fourier-cosine series expansions®, das sich mit
europdischen Optionen beschiftigt, die Fourier-Cosinus Methode vor. Durch die
Verwendung dieser Methode hatte das dort betrachtete Problem nur mehr linea-
ren Aufwand, das hei3t eine Losung wurde wesentlich schneller gefunden. Die
Komplexitidt wurde mithilfe der Approximation durch eine Fourier-Cosinus Rei-
he deutlich gemindert. Fang und Oosterlee konnten au8erdem eine Schranke fiir
den Fehler der Approximation angeben.

Im Paper ,,Fourier-cosine method for ruin probabilities* von Chau, Yam und Yang,
das im Journal of Computational and Applied Mathematics erschienen ist, wird
diese Methodik aufgegriffen um Ruinwahrscheinlichkeiten anzundhern. Der von
Chau, Yam und Yang verwendete Vermogensprozess lautet wie folgt:

Rt:u+Ct—L,.

Dabei kennzeichnet u das oben als ry definierte Anfangsvermdogen, ¢ ist wie oben
definiert und L, ist ein fast sicher monoton wachsender Lévy-Prozess (im Folgen-
den Subordinator genannt). Der Prozess L, setzt sich also aus einem deterministi-
schen Drift und einem Sprungprozess zusammen. Die charakteristische Funktion
des Lévy-Prozesses L, ldsst sich mithilfe der Lévy-Khintchin-Formel darstellen:

, 1 )
D, (w) = E[e™"] = exp |t * |ibw — anz + f (e"‘”‘ -1- iwx1|x|<1) v(dx)
R\{0}
Das MaB v ist hier ein Lévy-MaB und erfiillt daher fooo min(|x%, 1) v(dx) < co. Da

L, fast sicher monoton wachsend ist und wegen der ersten Eigenschaft von Lévy-
Prozessen gilt, dass L; > 0.
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Aus dem Beweis der Lévy-Khintchin-Formel geht hervor, dass man a, » und v
von L; so wihlen kann, dass v((—o0,0)) = 0. Daher sieht die charakteristische
Funktion von L, folgendermalBen aus:

1 <
@, (w) = exp (ibw - anz + f (e"”x -1- ia)xlxe(o,l)) v(dx))
0

1 <
= exp (ibw - —awz) % eXp (f (e"”x -1- iwxlxe(o,l)) V(dx)) .
2 0

Da charakteristische Funktionen eindeutig sind und wegen (2.3)) folgt aus der obi-

gen Darstellung der charakteristischen Funktion von L, dass L, 4 Y, +Y,, wobei
Y, und Y, unabhingig und unbeschrinkt teilbar sind. Weiters ist die Zufallsva-
riable Y, normalverteilt mit Erwartungwert b und Varianz a, wie man an ihrer
charakteristischen Funktion exp(ibw — %awz) erkennen kann. Weil aber L; > 0 ist,
muss a = (0 gelten. Die charakteristische Funktion des Subordinators L, ist also

D, (w) = exp (ibwt + tf (ei“’x -1- iwxlxe(o,l)) v(dx)) [6].
0

Weiters wird p; := fooox v(dx) < oo angenommen. Daher ist das Intergal

fol xv(dx) = ¢ < co.Istnun b’ := b — ¢, so folgt

@, (w) = exp (ib’wt +t f ) (e = 1) v(dx)).
0

AuBerdem wird " ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in weiterer Folge null
gesetzt, da man, falls »" ungleich null ist, d’ := d — b’ setzt und L; als reinen
Sprungprozess definiert. Es wird angenommen, dass ¢ > y; um fast sicheren Ruin
zu vermeiden (vergleiche relativer Sicherheitszuschlag).[6]

Die Ruinwahrscheinlichkeit wird nun analog zu oben definiert:

Yu) = P[ing{t "R, <0} < 0<>|Ro = u].
1>
Mithilfe der Erkenntnisse des Papers ,,Ruin probabilities and decompositions for

general perturbed risk processes® von Miljenko Huzak, Mihael Perman, Hrvoje
Siki¢ und Zoran Vondra&ek lisst sich die Ruinwahrscheinlichkeit umschreiben in

Yw) =p—-(=1 —p)ijfo h(x)dx =p—(1 —p)L F(x) dx.[7]
=)
Dabei ist:
L. p:=pw/c,

10
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2. h(x) := v((x,00))/u1,
3. f(x):= X%, p/h*/ (h*/ ist dabei die j-te Faltung der Funktion A(x)).

Es gilt A(x) := v((x, 0))/u; > 0 fiir alle x € [0, co) und fooo h(x)dx = 1. Weil v ein
Mal ist, das die Verteilung der Anzahl der Spriinge des Lévy-Prozesses misst, ist
v((x,00)) sicher positiv. Auch u; = fooo x v(dx) < oo ist als Integral einer positiven
Funktion positiv.

Formt man wie folgt um, sieht man obige Aussage

- : “ y(x.09))
h(x) dx = oo de= [ AH2D
[ rax= [ e ax= [ el

LB tdy vdo [T xvdn |
- fooo x v(dx) - fooo x v(dx) -

Der Ausdruck ((1 — p)/p)f kann als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer zu-
sammengesetzten Zufallsvariable verstanden werden. Diese Zufallsvariable ist
eine Summe von Zufallsvariablen V := Y; + Y, + ... + Yy, wobei die Y; fiir
i € 1,..., M unabhingig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion A(x) sind
und P(M = k) = (1 — p)p*~!. Es gilt

PlV=kl=PlYi+ Yo+ ..+ Yy =k]= Z(l —p)p ' PlY1 + Yo+ .+ Y = K]

=1

. . 1-
= 231 =pp I = — L fh.

=1

Wenn man also fooo((l — p)/p)f(x) dx betrachtet, so ist dieser Ausdruck als Inte-
gral iiber eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 1. Man darf damit annehmen,
dass sowohl ((1 — p)/p)f als auch f L'(R) Funktionen sind. Weiters gilt, da

limy e v((x,00))/pty = 0

N N
. _ . . J *] _ . ] . *] _
fim 0= lim im 3, p/h*00 = fim D, lim 100 =0
J= J=

Der nichste Schritt ist nun die Funktion f mithilfe der Fourier-Cosinus Methode
anzunihern. Dafiir wird eine fixe Konstante a gewihlt, die grofer als das An-
fangsvermogen des Versicherungsunternehmens u ist. Dann wird die Funktion f,
die urspriinglich auf [0,c0) definiert war, auf das Intervall [0, a] eingeschréinkt.
Man kann das Integral umschreiben in

o) = p—(1-p) fo £ dx=p—(1-p) f; Laf () dx,

11
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da 1,.,f(x) = O fiir x € (u,a]. Die Funktion f wird nun folgendermaflen auf
[—a, a] fortgesetzt:
. f(x), firx>0,
frx) = )
f(=x) firx<O0.
Die Funktion ist gerade und kann daher als Fourier-Cosinus-Reihe darstellt wer-
den:

f(x) = 70 ZAkcos(kﬂ )

A, = % f £(s) cos (kng) ds.

Setzt man nun die Fourier-Reihe in die Formel fiir Ruinwahrscheinlichkeit ein,
erhilt man

mit

“ A() - X
o) = p—(1 —p)f0 1o (7 + ;Ak cos (kﬂ;)] dx.

Da A, eine Konstante und cos (kﬂﬁ) stetig ist, kann man das Integral und die Sum-
me mithilfe des Satzes von Fubini vertauschen:

o(u) = —(1—p)f x<u[ +ZAkcos(k7r )J dx
_p—(l—p)(f —dx+fou2Akcos(kn§) dx)
_p_(l—p)(f—dx+ZfAkcos )d)

Py

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, wird in Zukunft statt % und Y7, Ay der
Term } ;- A, verwendet, wobei das ), bedeutet, dass der erste Summand durch

zwel dividiert wird. Da cos (k:rﬁ) fiir k = 0 gleich 1 ist, kann man ¢(u) schreiben

als N
o) =p-(1-p) Y ’Akf cos (kzrf) dx.
k=0 0 a

Weiters ist das Integral iiber ¢ bis d von cos (kﬂf) gleich

xi(c,d) := { Lsm (kd) = sin (krs)| £, i;ﬁ 8

b

12
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Also folgt fiir die Ruinwahrscheinlichkeit

e =p—(1=p) > A0, u).
k=0
Es gilt der Zusammenhang exp(ix) = cos(x) + i sin(x).
Daher kann A, mithilfe der Exponentialfunktion folgendermal3en dargestellt wer-

den 5 .
A= SR ( f Ffx)es dx).
a 0

Liasst man das Integral nicht nur von O bis a gehen, sondern integriert man iiber
0 bis oo, so erhilt man eine Ndherung des urspriinglichen Integrals. Wie grof3 der
Fehler dabei ist, wird in einem spiteren Kapitel erldutert. Das Integral

D (l%r) = fow f(x)e"ki(Tx dx

ist sowohl die charakteristische Funktion als auch die Fourier-Transformierte der
Funktion f an der Stelle %” Das negative Vorzeichen der Fourier-Transformierten
ist eine Konvention, hier wird jedoch die positive Fourier-Transformierte verwen-

det. Sei 5 .
Fk = —%(CI)f (—ﬂ-))
a a

Die A, werden durch die F ersetzt und man erhilt eine Ndherung des vorherigen
Ausdrucks:

) ~p—(1-p) ) Fux(0,w).
k=0

Nun schneidet man die Summe nach N Summanden ab und erhilt die finale Ap-

proximation
N-1

¢, Ny =p=(1=p) )" "Fixa(0, ), 4.1)

k=0

Diese Approximation hat zwei grof3e Vorteile:

e Statt die Faltung der Funktion h(x) auszurechnen, reicht es die Fourier-
Transformierte von f(x) zu berechnen.

e Es ldsst sich eine explizite Schranke fiir den Fehler dieser Approximation
finden. Das ist bei vielen anderen Approximationen nicht der Fall oder es
ist sehr schwer den Fehler zu berechnen.

13
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Die Fourier-Transformierte von f(x) ldsst sich leichter als die Faltung der A(x)
berechnen. Um dies zu sehen, benotigt man die charakteristische Funktion von

h(x)
| I 1~ r.
on(w) = — f e'“v(x,00)dx = — f f e dy v(dx)
M1 Jo M1 Jo  Jo

1o ewr—1

- ,U_l 0 lw
sonst ¢,(0) = 1.

v(dx) firw # 0,

Dann gilt fiir w # 0

— iwx dx = ” iwx N jh*j d
¢(w) foe f(x) dx foe [;p ]x
= f mZe"‘“"p-"h*j dx.[3]
(R

Mit Fubini und da sich die charakteristische Funktion der Faltung von Funktio-
nen auf die Multiplikation der charakteristischen Funktionen dieser Funktionen
reduziert, folgt nun

f Z eia)xpjh*j dx = ijf eiwxh*j dx = ijqﬁ;l((u)
0 j=1 J=1 0 J=1

Das ist eine geometrische Reihe, also

br(w) =) PP = AN

j=1

P ewr—1
1-£ fo =1 y(dx)

w

2 [ =L v(dx) 7=t vdy)

w w

1-£ fooo £l ydx)  c- fooo el y(dx)

w

4.2)

Fir w = 01ist ¢4(0) = p/(1 — p). Zu iiberpriifen bleibt, ob dieser Ausdruck wohl-
definiert ist. Da aber die Bedingung ¢ > y; erfiillt ist, folgt mit der Dreiecksun-
gleichung und mit |~ — 1| < |wx| die Wohldefiniertheit:

00 iwx_l 00
c—f ¢ - v(dx) Zc—f ¢
0 lw 0

iwx

v(dx) > ¢ — uy > 0.[8]

14
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Kapitel 5

Fehlerabschitzung

Im vorigen Kapitel wurden zwei Abschidtzungen gemacht. Diese Abschitzungen
fiihren zu Fehlern, die nun genauer betrachtet werden. Der erste Fehler entsteht
dadurch, dass die A; durch die F ersetzt werden. Also gilt

& =|(1-p) Z '(Fi = Ax(0, 1)

- <1—p>z ([ rewes ar) - 28 [ we® arf) o
- <1—p>Z R( [ s ax) o)

Vorerst werden nur die ersten n + 1 Summanden betrachtet:

‘(1—/))2 (f fe® dx)mo of<a-p [

Bei der Abschitzung wurde der Zusammenhang R (exp(ix)) = cos(x) verwendet,
die Dreiecksungleichung und dass f(x) > 0O ist.

Z "xx(0, u) cos (kyr )‘f(x) dx.

Theorem 5.1. Es gilt die folgende Abschditzung

l’
‘Z)(k(Ou)cos(kﬂ <1+= fsm

Beweis. Mit der Definition von y4(0,u) und den Additionstheoremen fiir Sinus

15
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und Cosinus folgt
2 n
- Z "xx(0, u) cos (kﬂ'f)
a a
2 u -
=- (5 kz_; sin (kyra —cos ]
sin (kﬂ )cos k7r 1
+ —
u 1 sin(kr? + km2) — cos(kn%) sm(k7r§)
= — 4+ —
a =n Z k
1 < sin(kr% — kn2)k + cos(kr®) sin(kn2)
T k
" sin kﬂ"”) 1 <4 sin (kﬂ%)

_Z ;Z k

k=1

+ lSn(Jru il x) + lSn(ﬂu _ x)’
T a T a

sm kJT cos (lm )

wobei S,(y) = Y, @ Die Funktion S ,(y) ist 2r-periodisch, da der erste
Summand 27x-periodisch ist und die ndchsten Summanden 7/k-periodisch sind.

Es gilt
= sin (0)
S,.00) = =0.
(0) ; p

Auch gilt S, () = 0 und aus der Periodizitit, und, da Sinus eine ungerade Funkti-
on ist, folgt S,,27 —y) = =S ,(y) fiir y € (0, 7). Nun kann man also die S, (y) nur
fir y € (0,m) betrachten. Firy € (0,7),n € Nund / = 0,1,...,[(n — 1)/2] gilt
Folgendes:

LSu(r/(n+1)) = S0,
2. Spa(@2lL+ Dr/(n+2)) > S,(2L+ D)/ (n + 1)).

16
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Wendet man diese Abschétzungen fiir / = 0 an, folgt fiir alle y € (0, 7)
T
$,() < lim 8, (—)
) = lim S, | -———

R 1,(k7r)
= lim — sin

n—co
klk

n+1 kr T
— i )
nl_)rg;( ki Sm(n+1))n+1

o~ (n+l . kn (k+r  kn
:hmz sin -
ea £ kr n+1 n+1 n+1

Es gilt also |S,(y)| < foﬂ sin(?)/t dt fiir alle n € N und y € (0, 7). Aufgrund der
Periodizitit gilt es sogar fiir alle y € R. Damit folgt

2% 1 + 1 -
- Z "xx(0, u) cos (kﬂf) ~ 4 + —S,,(T(u x) + —Sn(ﬂu x)
a a a n a Vi a

cru2 [0,
T Jo t

Also gilt

a-p [ 2 Zmo ) cos (k= )f(x)dx<(1—p>(1+ [ = )f £ dv.

Lésst man nun n — oo, so gilt fiir den ersten Fehler

61<(1—p)(1+ fsmt )f £(x) d.

Der zweite Fehler entsteht, da nur die ersten N Summanden in der finalen Appro-
ximation verwendet werden. Es gilt daher

N-1

=l —p)Z Fu(0.1) = p + (1 —p)Z Fuogu(0, 1)

—1)Z—sm(k7r )

Um an eine Abschitzung des Fehlers zu kommen, braucht man die folgende De-
finition:

= |- —p)Z’Fka(O, w)| =
k=N

17
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Definition 5.1 (Algebraischer Index der Konvergenz). Unter einem algebraischen
Index der Konvergenz der Folge Ay versteht man die grofite Zahl s, sodass

,}im sup |Aglk® < co.

Es gilt mithilfe partieller Integration und fiir f und f* # 0 aus L' mit
lim, . f(x) =0

"TFk - 9&( f T e dx) - f " () cos () ax
0 0 N a
[ sin(rd) ] = = [ reosin () as

= —% j:o f'(x) sin (kﬂ'g) dx.

Daher gibt es ein C € R, sodass 5|F;| < (a/kn) fooo |f'(x)| dx < C/k. Dieses C ist
klarerweise von a abhingig. Formt man diese Ungleichung um, sieht man, dass
5F einen algebraischen Index der Konvergenz von maximal eins hat. Sei also
0 < B < 1 der algebraische Index der Konvergenz von £ F. Dann ist

C

> aFy . ( u) | 2w
—sinlkr— || < (1 —p) —|aF < (1-p)— .
; krm a ;kﬂ ﬂ;\/kﬁH

Die Reihe Y32y 7+ konvergiert, da i+ monoton fallend ist und somit die Reihe
durch das Integralkriterium abgeschitzt werden kann. Damit ist

i 1 <f°° 1 _ B
k:NkﬂH_ N_1 kB+1 (N_l)ﬂ'

Nun sei C = 2, dann gilt

&=(1-p)

6 < (1 —p)m

Der gesamte Fehler, der durch die Approximation der Ruinwahrscheinlichkeit

durch die Fourier-Cosinus Methode entsteht, ldsst sich also folgendermallen ab-
schéatzen:

2 (" si > C
6:61+62S(1—p)[(1+7_.rfov Sll';(t) dt)‘ﬁ f(x)dx+m .

Der erste Teil der eckigen Klammer hiingt nur von a ab. Er fillt mit wachsendem
a. Der zweite Ausdruck hiangt sowohl von N als auch von a ab. Die Abhingigkeit
von a steckt in C. Dieser Term fillt mit fallendem a und mit wachsendem N.
Ublicherweise wird durch den ersten Term der Wert von a bestimmt und dann
damit aus dem zweiten Term der Wert von N berechnet.[§]]

18
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Kapitel 6

Verbesserung der
Fehlerabschatzung

Eine Moglichkeit, die Fehlerabschitzung zu verbessern und genauere Schran-
ken zu finden, ist es, Bedingungen an die Monotonie des Realteils R (¢ (w)) =
R(E(iwf(x))) zu stellen. Dazu betrachte man Folgendes:

Theorem 6.1. Sei u € [0, a — 6], wobei 6 > 0, und Fy = (2/a)R(¢s(kn/a)). Gelte
nun fiir u und Fy:

1. (a/2)Fy hat algebraischen Index der Konvergenz B > 0, und F, — O fiir

k — oo;

2. Es existiert ein N’, sodass AFy dasselbe Vorzeichen hat fiir alle k > N’,
wobei AFk = Fk+1 - Fk.

Dann folgt: Es existiert eine Konstante Cy, die von 6 und a abhdngt, und ein
N > N’, sodass

- . (kmu) 1 C
62:(1_p)ZaFk81n(7)E SNﬁf—l'
k=N

Beweis. Dau € [0,a — 0] fir § > 0 und [6,a — 6] C (0, a), folgt fiir x = 2x, dass
x € (0, ). Weiters gilt, dass A (%) dasselbe Vorzeichen fiir alle £k > N’ hat. Dafiir
betrachte man

A(ﬂ)— Fin Fi _ kFe —(k+ DF  kAF, - Fy
k)] k+1 k k(k + 1) Ck(k+1)

Wie bereits bekannt nimmt AF, ab k = N’ dasselbe Vorzeichen fiir alle k an. Es
bleibt daher zu zeigen, dass dies auch fiir F; gilt. Sei also AFy = Fj — Fy >
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0 fur k > N’. Daher ist F fiir kK > N’ fallend. Da aber F, — O fir k —» oo
vorausgesetzt wurde, folgt F; > 0 fiir k > N’. Die Argumentation fiir den Fall
AF; < 0 funktioniert analog. Sei nun b, = Fy/k. Es gilt by = — Y2, Ab;, da
Z;:k Ab; = Z;:k b1 —b; = =by + by — bys1 + bpio — byir + ... = —by. Daraus fOlgt
fir N > N’

% sin(kx) = Z by sin(kx)

Me

~
{0
=

Mz

S DAY

o

- _ Z Ab; sin(Nx) — Z Aby sin((N + 1)x) — Z Aby sin((N + 2)x) —

I=N+1 I=N+2

k

0

- _ Z Ab; sin(Nx) — Z Abysin((N + 1)x) — Aby sin((N + 1)x) + Aby sin((N + 1)x)

I=N I=N+1

— Z Ab;sin((N + 2)x) — Abyy sin((N + 2)x) + Aby, sin((N + 2)x)
I=N+2
— Aby sin((N + 2)x) + Aby sin((N + 2)x) —

= - Z Ab; sin(Nx) — Z Aby sin((N + 1)x) + Aby sin((N + 1)x)
=N =

(o)

- Z Ab;sin((N + 2)x) + Aby, sin((N + 2)x) + Aby sin((N + 2)x) — ...

=N

- _ Z Ab, Z sin(kx) | + Aby sin((N + 1)x) + Aby sin((N + 2)x) + - - - + Aby.y sin(N + 2)x) + ...
=N k=N

- _ Z Ab, Z sin(kx) | + Z Abl[ Z sin(mx)]
I=N k=N m=I[+1
0 )

== > Aby| > sin(k) |.
I=N k=N
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Weiters gilt fiir x ungleich 0, /2, «, ...

n n_o i(n+Dx _ i i(n+d)x _ 7
dysnan =3 Q|- (G -0 |
eix — —ix — —ix

k=0 k=0 e: —e ?
NS

=9 : +1

~ _icos((n+% x)—cos(%) . s1n((n+ )x —s1n( )
=9 2sin (%) 2sm(;) )
__cos((n+3)%)-cos(3)

2isin<§)

Da x € (0, ) ist, gilt

cos ((N + %) x) — cos ((l + %) x)‘

i
. (x
=0 =0 2isin (2)

e [(w-;H—w:

=t [ 5 ]

=N

(3}

= o8 [(N_ l) ] i Ab cos

ZSln—

ool

=N

(43

Nimmt man nun den Betrag dieser Gleichung folgt mithilfe der Dreiecksunglei-
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chung:

A
+

Z Fi sin(kx)| <

o

2sm§ 2sm2 —
byl 1 -
Sein X + 3 T Abk
sin 5 sin 5 (=4
_|bwl
sin £

Dass Yoy |Ab)| = |Z,‘§°:N Abkl ist, folgt, da N > N’ und da A(F;/k) dasselbe Vor-
zeichen fiir alle K > N’ annimmt. Es gilt also fiir den zweiten Fehler, da (a/2)F;
einen algebraischen Index der Konvergenz g > 0 hat:

a_ 1 |Fyl_ G

— aF, . u
-3 L ) < 1LV
@=0-p ;\, kn s1n( "a ( p)ﬂsm% N — NA+l
Dabei hingt Cy von a und 6 ab, ist aber unabhingig von N.[8]] O
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Kapitel 7

Alternativer Vermogensprozess

Die Resultate der vorherigen Kapitel basieren auf dem Modell, das dem Vermo-
gensprozess zugrunde liegt. Jedoch ist es in der realen Welt oft nicht so einfach,
die vorliegenden Daten mithilfe dieses Modells darstellen zu konnen. Es ist oft
einfacher die Verteilungsfunktion statistisch zu schétzen. Sei also Y eine Zufalls-
variable mit Dichtefunktion /4(x) von der Form A(x) := v((x, 00))/u; (siehe Kapitel
4 ([2))). Nun sei ¢, das k-te Moment der Zufallsvariable Y. Es gilt also

u=E[r]= f 2h(x) dx:f V)
0 Hi

1 ~ k+1
f f — dy v(dx) = m fo X v(dx).

Fiir die letzte Gleichheit wird lim,_., X**'v(x, 0)/(k + 1) = 0 angenommen. Au-
Berdem wird ¢y = 0 gesetzt. Nun kann die charakteristische Funktion von Y mittels
der Taylor Approximation angenédhert werden

(zYa))k

dn(w) = 'Y‘” = [

Y k m k
= E[ ( a)) f f e ds, .y - dsll = Z (iw) 1 + R,
k=0

wobei R := E [foyw Osl ~--fos’” e ds,y o dsy dsl].[lgﬂ

Theorem 7.1 (Satz von Taylor mit Integralrestglied-Darstellung). Falls die (n+1)-
te Ableitung einer Funktion f auf einem offenen Intervall, das a enthdilt, existiert,
gilt

n (k) X
f(x):E f (a)(x—a)k+l' f (x = )" f"*D(r) dr. (7.1)
nt Jg,

!
ekl
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Theorem 7.2. Es gilt

|w|m+1

IR| < mLm+l-

Beweis. Mit[7.TJund a = 0 folgt, dass

1 Yo ‘ e Yo
R:EL— Gb—ﬂWﬁW”quE[ Ww—N“’]
m)! 0 m! 0
Es gilt fiir Yw > 0, da |i| = 1, [¢”| = 1 und wegen der Dreiecksungleichung fiir
Integrale
1 Yo . 1 Yw 1 Yo
RI<E|— f (Yo —0)"| = |e"| dtf| = E|— Yw-t)"dt| =E|-——Yw - 1™
m! Jo m! Jo m+ 1! 0
| | |m+1
=FE Yw)™' | < ]
PR TRCY ] =+ i

Fiir Yw < 0 gilt

0

0
RI<E|- [ o= orie dt] [ f(r—Yw) dt] [ T Yer| ]
. Yw w
_ m+1 |w|m+l
=K m+1‘( Y) :|_( +1)'m+1|]9]

O

Angenommen die Momente von Y besitzen maximal polynomiales Wachstum,
also es ein ¢ > 0 gibt, sodass ¢, < ¢*, dann konvergiert |R| gegen null fiir m gegen
unendlich. Dies folgt, da % eine Nullfolge ist und

|R| - |(1.)|m+l . (|w|C)m+1 . 0
S m+ DT m 1) '
Weiter ist also
pn(w) pPr(w)

¢f(w): 1—,0¢h(w) 1_pzk O(lcu) Lk_pR

Aus Kapitel 4 ist bereits bekannt, dass p = u;/c, wobei ¢ > p; gilt. AuBlerdem gilt
fiir die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable X:

¢x(w)l < 1.
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Damit folgt, dass

m . k

. iw

lim 1 —PZ (k') u =1-p¢y(w) #0.
k=0 )

Also geht |pR/ (1 —p Y oiw)y /k!)‘ gegen null fiir m gegen unendlich, insbe-
sondere gibt es ein m, sodass ‘pR/ (1 -p kazo(iw)kLk/k!)| < 1. Nun folgt

4 pow)  _ pt@) 0( PR )

m (i m (i k m (i
l-pXit o(w) I — PR l_kaO(w) k 1 —pXi- O%Lk
(lw)
R
kaO k'(lw) +O( pm (lw) ]
l_kaO Ik l_kaO lk

In Kapitel 4 ersetzt man folglich ¢, durch

P 2o %Lk

—.
l_ka O%Lk

Betrachtet man nun .1} so ergibt sich der Fehler der Approxmiation als

= |l (u, N) = ¢ (u, N)|

p-0-n 3 3n (o luow-[p-a-n 32 (o (Fucs
=P pk:o“ r\ JJxdOw = 1p pkzoa r\ g )
N_1,2 km km
=2 kn kr\\ . u\ a
“fren 2 (o 7)o Tl

St n(or () -0 ()

Prw) :=

IA

|
~
[E—

|

)
N
| =

< %(1 -p) S %%(1 ZpR (ikr/a)k )
k=1 k=0 g
Nol R
< =(1 —p); 2 1 Zfo (zk7lz;/'a)k
N-
< %(1 —p) max ‘ Zl[jlzl(lkn/'a)k ‘ ; %
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Weiters gilt fiir die Partialsummen der harmonischen Reihe Zszo 1/k <In(N)+1,

damit folgt
2 IR|
€ = _(1 _p) IEHK?V)EI . (tkn/a)k (H(N B 1))
o ' Zk 0 &
R
= C(1 = p)(In(N — 1)) max p' | ,wobei C := =
p 1<I<N-1 (tkﬂ/a) s
T ' Zk =0 k!

Weiters folgt mit der Monotonie des Logarithmus und C, := C(1 — p)

PIR|
€= C2 log N 11‘2125(\/ m  (ikm)k ’
'1 _ka =0 "gkk! Lk‘

Damit gilt fiir den Gesamtfehler dieser Approximation

PIR|

e <(1-p) (1 —f Lntdt)f f(x)dx+ )B+C210gNmax

I<IKN
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Kapitel 8

Rearrangement inequality

Eine wesentliche Eigenschaft der Ruinwahrscheinlichkeiten besteht darin, dass
die Wahrscheinlichkeit des Ruins fiir wachsendes Anfangskapital des Versiche-
rungsunternehmens monoton gegen null fillt. Die Approximationd.T|fallt im All-
gemeinen jedoch nicht monoton fiir # — oo, sondern ist aufgrund der Sinus-Terme
nicht monoton. Eine Moglichkeit dieses Problem zu beheben, ist eine Methode,
die von Chernozhukov in dem Paper ,,Rearranging Edgeworth—Cornish—Fisher
expansions® vorgestellt wird. Zuerst wird die Definition eines wachsenden Rear-
rangements benotigt:

Definition 8.1 (Wachsendes Rearrangement). Sei y ein kompaktes Intervall und
f eine messbare Funktion auf y nach K C R und K sei beschrdnkt. Dann nennt
man f* das wachsende Rearrangement von f, wobei

fi(x) = inf{y eR: [f H{f(u) < y}du] > x}.
X

Alternativ kann f* auch mithilfe der Verteilungsfunktion F(y) := fx H{f(u) <
v} du von f(X) dargestellt werden, wobei X eine gleichverteilte Zufallsvariable
auf [0, 1] ist:

f=inflyeR: Fy) > x}.

Das wachsende Rearrangement f* kann also als Quantil der Zufallsvariable f(X)
verstanden werden. Analog dazu wird das fallende Rearrangement definiert:

Definition 8.2 (Fallendes Rearrangement). Sei X ein kompaktes Intervall und f
eine messbare Funktion auf X nach K C R und K sei beschrdnkt. Dann nennt
man [~ das fallende Rearrangement von f, wobei

> x} .

f(x) = inf{y eR: [f H{f(u) > y}du
X
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Definition 8.3 (Submodulare Funktion). Eine Funktion L : R> — R wird submo-
dular genannt, falls fiir alle Paare (v,t), (V',t") aus R? gilt, dass

LAV, tAE)+L(vVvV,tvEY)< Liv,t)+ L(V,1).
Ist die Ungleichung strikt, wird die Funktion strikt submodular genannt.

Das fallende Rearrangement minimiert die p-Norm fiir eine gegebene Approxi-
mation.

Theorem 8.1. Sei fy : X = [a,b] — K eine messbare wachsende (fallende)
Funktion in x, wobei K eine beschriinkte Teilmenge von R ist. Weiters sei f : X —
K eine messbare Approximation der Funktion fy. Dann gilt:

1. Fiir alle p € [1, o] gilt fiir das wachsende (fallende) Rearrangement von f,
im Folgenden f*:

i

2. Falls es zwei Mengen Xy und X, gibt, deren Maf} jeweils grifer ist als
0 > 0, und fiir alle x € Xy und x' € X gilt, dass (i) X' > x, (ii) f(x) > (<)
f (X)) + € und (iii) fy (X)) > (<) fo(x) + € fiir ein € > 0, dann gilt sogar fiir
alle p € [1,00]

1/p 1/p
ﬁm—ﬁmFM]sLﬂmm<mMﬁq .

1/p
<

1/p
LLW@—&@VM] [LV@—E@VM—&m],

mitn, = inf{v—=11" + vV =t —=|v -t =" ="}, n, > 0 fiir p € (1, 00)
und 6x = 0/(b — a). Das Infinum wird iiber alle v,V',t,t' in K genommen,
wobei V' > v+ eundt >t + € gelten muss.

Beweis. Es wird X = [0, 1] angenommen. Der allgemeine Fall X = [a, b] folgt
dhnlich.

Zuerst wird der erste Teil des Theorems bewiesen. Dazu wird angenommen, dass
f und f; Treppenfunktionen sind, es also Punkte 1, ..., r gibt, sodass die Funktion
auf den Intervallen ((s—1)/r,s/r] fiir s = 1, ..., r konstant ist. Jeder Treppenfunk-
tion f wird nun ein r-dimensionaler Vektor so zugeordnet, dass der s-te Eintrag
des Vektors f; mit dem Wert der Funktion im s-ten Intervall iibereinstimmt:

A (D

£ =] fem

5L
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Nun wird der Operator S folgendermafen definiert: Sei k aus 1, ..., r. Falls es nun
ein m > k gibt, sodass f; > f,, ist, so gilt

fl fl
fi || g
St .. |=] -
I i
i)y

Falls es kein m mit der gewiinschten Eigenschaft gibt, setze S f = f. Es gilt fiir
jede submodulare Funktion L : R? — R und fiir f und f, mit f; > f,, und fo, > fo

L (fins fo)+L (fis fom) < L(fn A fio for A for) L (fie V' fns fom V. for) < L(fies fo)+L (fns fom) -
Es gilt
fx L{S f(x), fox)} dx < fx L{f(0), fox)} dx,

da Treppenfunktionen integriert werden und man diesen Ausdruck schreiben kann
als

3 1) a(2) = 5 00 02)

S {70 ()2 el () () = 1) () - (7215 )

L))o

Wendet man den Operator S geniigend oft auf f an, so erhilt man einen total ge-
ordneten Vektor, der mit f* tibereinstimmt. Also folgt mit der obigen Ungleichung

f L{f* (0. fox)} dx < f L{S ...Sf(x). fox)}dx < f L{f(x). fo(x)} dx.
X X X

(8.1)
Nun wird dieses Resultat fiir Treppenfunktion auf allgemeine messbare Funk-
tionen iibertragen. Seinen dazu f und fy messbare Funktionen, die [0, 1] auf K

abbilden, wobei f; eine Quantilfunktion ist, also die Inverse der zugehdrigen Ver-
teilungsfunktion.
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Es gibt Folgen von Treppenfunktionen /@ und £, die gegen f und f; fast iiberall
fiir g — oo konvergieren. Die Funktionen fo(q) sollen wiederum Quantilfunktionen
sein. Die Konvergenz fast iiberall von f@ — f impliziert die fast iiberalle Kon-
vergenz ihrer Quantilfunktion. Also konvergiert /*@ gegen f* fast iiberall. Da
fiir jedes ¢ gilt, folgt mithilfe des Satzes zur dominierten Konvergenz, dass die
Ungleichung auch fiir die Grenzwerte gilt.[10]

Die Existenz der Folgen f@ und f,” folgt, da es fiir jede messbare Funktion
f:X - R eine Folge (¢,).eny Vvon messbaren Treppenfunktionen ¢, : X — R
gibt, sodass f(x) = lim, . ¢,(x) fiir alle x € X, wobei (X, M) ein messbarer
Raum sei.[11] Diese Folge muss nicht zwingend eine Folge von Quantilfunktio-
nen sein, ersetzt man jedoch jedes Folgeglied durch ihr Rearrangement, so erhélt
man eine Folge aus Quantilfunktionen, die fast iiberall gegen f; konvergiert.

Es kann leicht gezeigt werden, dass die Funktion L(v,w) = |v — w|? fiir p € [1, o0]
eine submodulare Funktion ist. Daher folgt

fX |f*(x) = fo)|” dx < fX |f(0) = fo)|” dx.

Um den zweiten Teil des Theorems zu beweisen, wird wie im ersten Teil ange-
nommen, dass f und f, Treppenfunktionen sind. Hier muss r gro genug gewihlt
werden, um die Vorraussetzungen des Theorems zu erfiillen, also dass es zwei
Mengen X, und X| gibt, deren Mal jeweils groBer ist als 6 > 0, und dass fiir
alle x € Xp und ¥ € X gilt, dass (i) ¥ > x, (ii) f(x) > f(X) + € und (iii)
Jo (X)) > fo(x) + €, fiirein € > 0.

Fiir jede strikt submodulare Funktion L : R? — R, gilt, dass

n=inf{L(V',t)+ L(v,t') = L(v,t) = L(V',t)} >0, (8.2)

wobei das Infinum {iiber alle v,V’,¢,# in K genommen wird, und v/ > v + € und
t" > t + € gelten muss. Dies folgt aus der Definition einer strikt submodularen
Funktion, da

LV, )+ L(v,t')>Lv,)+L(V,{') =LAV, tA)+ L Vvt Vi).

Nun kann man den der Treppenfunktion f zugeordneten r-dimensionalen Vektor
folgendermaBen sortieren: Man vertauscht einen Eintrag des Vektors f(x) wobei
x € X, mit dem Eintrag f(x’) wobei x’ € Xj. Das ist moglich, da kein Eintrag
des Vektors der Treppenfunktion f gleichzeitig eine Funktion von X, und X, o sein
kann, aufgrund der Vorraussetzung (ii). Hier ein Beispiel zur Veranschaulichung
der Funktionsweise des Sortieroperators
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FAI e X\ XUy Y ( £/

FOk/r). kil € X fomir)

N emmirexy || dm
£, 1 € X\ (XoUX;) £

Betrachtet man nun die Summanden von

fietimn o= [ fripen.soofac= Ral(2)-w(H)-r7)o ()

so sind diese fiir alle s, auler die beiden vertauschten Eintrige m und k, gleich
null. Also folgt mit[8.2] dass

fX L{f(), fo(x)} dx - fX L{T(F)), fy(x)} dx

{2 ) 8 2 2l 42
{8 )2 ) )2 (2
Nun wird der Sortieroperator 7" so oft wie moglich angewandt. Dann sortiert man

die restlichen Eintrige wie im Teil 1 des Beweises. Es werden also mindestens rd
Eintrige vertauscht. Damit gilt

fx L{f*(0, fy(0} dx < fX L{f(0), fo(x)} dx — 67.[10]
O

Die Ruinwahrscheinlichkeit im endlichen Zeithorizont erfiillt die Vorraussetzun-
gen aus Theorem@ sie ist eine fallende, messbare Funktion und bildet ein Inter-
vall [0, a] auf K ab. Also kann diese Methode auf die Approximation aus Kapitel
4 angewandt werden. Das Rearrangement ist dann eine fallende Approximation
der Ruinwahrscheinlichkeit, die auBerdem die p-Norm minimiert. Da es sich um
Ruinwahrscheinlichkeiten handelt, ist K oft [0, 1]. Ist dies nicht der Fall, so gilt
Folgendes:

Theorem 8.2. Fiir p € [0, oo] gilt
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1

F00) — o)’ dx]" < [ j:
< [ f: 10e(x) — @()I” dx]” :

wobei g := (0 V g) A 1 fiir eine Funktion g.

N —

@i(x) — ()|’ dx]

[

Der Fehler dieser Approximation beziiglich der p-Norm ist also wiederum klei-
ner. In der Praxis ist es oft nicht einfach das Rearrangement zu berechnen. Da-
her berechnet man es folgendermaBien: Sei Il := {x; = ai/n|i=0,1,...,n} eine
dquidistante Partition von [0, a]. Betrachtet man nun die Menge {f; (x;) | x; € 11}
und sortiert die Elemente in absteigender Reihenfolge, so ist dies ein Approxi-
mation des Arrangements. Die Menge der Punkte x; hingt dabei von der zu ap-
proximierenden Funktion f; ab. Genauer kann f*(u) fiir u € [0, a] durch das u-
Quantil von {f (x;) | x; € I1} berechnet werden. Alternativ kann auch eine stochas-
tische Methode angewandt werden um das Rearrangement zu berechnen. Dazu
sei{U;:i=1,...,n}eine Menge von unabhiingigen und gleichverteilten Zufalls-
variablen auf [0, a]. Analog zum deterministischen Fall bestimmt man f *“(u) fir
u € [0, a], indem man das u-Quantil von {f, (U;) | i = 1,...,n} berechnet.[8]]
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Kapitel 9

Anwendung der Fourier-Cosinus
Methode anhand von ausgewahlten
Beispielen

In diesem Kapitel wird die Fourier-Cosinus Methode anhand von Beispielen ge-
testet. Zu beachten ist dabei, Lévy-Prozesse zu wihlen, deren Ruinwahrschein-
lichkeiten explizit zu berechnen sind.

9.1 Cramér-Lundberg Prozess mit exponentialver-
teilten Einzelschiaden

In diesem Beispiel wird ein Cramér-Lundberg Prozess mit Exp(a)-verteilten Ein-
zelschidden betrachtet, da sich die Ruinwahrscheinlichkeit fiir diesen explizit be-
rechnen ldsst. Zuerst wird die Markov-Eigenschaft des Cramér-Lundberg Risiko-
prozess gezeigt:

Theorem 9.1. Sei (R,)»o ein Cramér-Lungberg Risikoprozess und T eine end-
liche Stoppzeit. Dann ist (Rp+; — Ry)is0 ein Cramér-Lungberg Risikoprozess mit
Anfangskapital O und ist unabhdnig von Fr, wobei Fr ={A € ¥ : AN{T <t} € T,
fiir alle t > 0}

Beweis. Es gilt

Nr+t

Rri.,— Rr =ct — Z X;.

i=NT+1
Da die X; unabhingig von N, und i.i.d. sind, bleibt zu zeigen, dass Nr,, — Nr ein
Poissonprozess unabhiingig von Fr ist. Poisson-Prozesse sind Erneuerungspro-
zesse (also Zihlprozesse, deren Zwischenankunftszeiten X; unabhéngige, iden-
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tisch verteilte, nicht negative Zufallsvariablen sind). Der Zeitraum zwischen zwei
Zuwichsen ist Exp(1)-verteilt. Daher reicht es zu zeigen, dass Tn,+1 — T Exp(4)-
verteilt und unabhingig von F7 ist, wobei Ty,,; = minf{t € [0,00)|N; = Ny + 1}.
Dies folgt aus der Gedichnislosigkeit der Exponentialverteilung:

P[TNT+1 - T > XlTNT, T] = P[TNT+1 - TNT > X+ T - TNTlTNT’ T’ TNT+1 - TNT > T - TNT]
=e

Dass (Rr.+; — Rr)»0 unabhingig von F7 ist, folgt, da T,,; nur von Ty, und T

abhéngt. O

Ein wichtiger Begriff ist auch der der Uberlebenswahrscheinlichkeit:

Definition 9.1 (Uberlebenswahrscheinlichkeit). Die Uberlebenswahrscheinlich-
keit 6(x) sei die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess mit Anfangskaptial x nicht
ruiniert:

6(x) = 1 — ().

Sei nun 2 > O klein. Dann gilt wegen Theorem [9.1I] falls im Intervall
(0, min(7;, k)] kein Ruin eingetreten ist, dass zum Zeitpunkt min(7, #) ein neu-
er Cramér-Lundberg Prozess mit Anfangskapital Rpincr, ) gestartet wird. Es gilt
P[T; > h] = e~*" und daher folgt mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

h x+ct
8(x) = e M"6(x + ch) + f f 8(x + ct —y) dG(y)de ™ dt, 9.1)
0 0

wobei G(y) die Verteilungsfunktion der Einzelschadenhohen ist. Wenn man in
dem obigen Ausdruck & gegen 0 laufen lésst, sieht man, dass d(x) rechtsstetig ist.
Teilt man nun [9.1]durch % und addiert §(x + ch)/h, so folgt

1 h x+ct 1— —Ah o(x +ch)—06
- f f S(x + ct —y) dG()A di + — 5(x + ey = 25 =0
h 0 0 ch
Aus h gegen 0 folgt die Differenzierbarkeit von 6(x):
cd'(x) =2 (6(x) - f o(x—y) dG(y)). (9.2)
0

Ersetzt man in[9.1) x durch x — ch, so folgt analog zu oben die Linksstetigkeit und
die linksseitige Differenzierbarkeit. Daher ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit
6(x) stetig und differenzierbar in allen Punkten, in denen G(y) stetig ist.
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In den Unstetigkeitsstellen von G(y) stimmt die rechte und linke Ableitung nicht
iiberein. Weiters gilt

%(6()0—6(0)): % fo 5'(y) dy

X Xy
:fay)dy—ffé(y—u)dc?(u)dy
0 0 0
_ fo 5(y) dy - fo f 5y — ) dy dG(w)
_ f 5(3) dy - f f  5(y) dy dG(w)
0 0 0
X X x-y
_ f 5(5) dy - f f 4G () 5(y) dy
0 0 0

= fo o1 = G(x = y)) dy.

Fiir den Erwartungswert der Einzelschadenhthen gilt

u=E[X]= foox dG(x) = - (1 -GMx)x |5 + foo(l - G(x)) dx.
0 0

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz und da lim,_,., 6(x) = 1 folgt,
dass

c(1 -06(0)) = /lfoo(l - G(x)) dx.
0
Somit gilt also

p)
50)=1-2£
C

Nun kann die Ruinwahrscheinlichkeit fiir Exp(a)-verteilte Einzelschiden berech-
net werden:

Theorem 9.2. Die Ruinwahrscheinlichkeit eines Cramér-Lundberg Prozesses mit
Exp(a)-verteilten Einzelschadenhdohen ist

(x) = Lol
ac

Beweis. Da die Einzelschdaden Exp(a)-verteilt sind, ist G(y) = 1 —e™®. Also folgt
mit

co’'(x) = A (5()6) - f ) o(x — y)ae ™ dy) = A6(x)— 1 f ) 5(y)ae *dy
0 0

= A0(x) — e f o(y)ae™ dy.
0
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Multipiziert man nun mit e**/a und definiert f(x) = fox o(y)e® dy, so kann man
die obige Gleichung schreiben als

1
Ef%m—(c+—)f%@+3fu):o
o o

Die Losung dieser Differentialgleichung ist f(x) = Ce™ + Cae*, also o(x) =
f(x)e ™ =D, +D,eli-0)x, Wegen der Nettoprofitbedingung gilt AE[X] = /lé <c.
Damit folgt aus lim,_., 6(x) = 1, dass D; = 1. Da 6(0) = 1 — /lL—’f‘, gilt D, = 4.
Daher

A
Yx) =1-0(x) =y(x) = %e(z—a)x_

O

In diesem Beispiel wird also L, := Z?i‘o X; gewihlt, wobei N, ~ Poi(At) und
X1, X5, ... unabhéngig sind und X, X», ... identisch verteilte Zufallsvariablen mit
X, ~ Exp(a) sind. Es gilt:

Theorem 9.3. Die charakteristische Funktion des zusammengesetzten Poisson-
Prozesses Y, = Zfi’o X, ist

oy, (s) = exp(At(pyx, (1) — 1)),
wobei ¢y, die charakteristische Funktion von X ist.

Beweis. Das folgt aus der Eigenschaften der charakteristischen Funktion. Fiir zu-
fillige Summen S := YV X; mit N, X}, X,, ... unabhingig und X;, Xa, ... iden-
tisch verteilt gilt

@5 (1) = my(x, (1),

wobei my die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von N ist.[13]] O

Daraus folgt

PLi(s) = €XP (/1 f(eisy _ I)PU(d}’)) ,
R

wobei Py die Verteilung der Sprunghthen bezeichnet. Betrachtet man die Lévy-
Khintchin-Formel 2.3] so gilt fiir

oﬁ:ﬁhMﬁPdM)
e 02=0

o v= APy,
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2
E [eiuLl] =exp|— (%MZ _ lﬂu + f (1 _ eiux) V(dx) + f (1 — mx + lI/LX) V(dx)))
{lx>1}

{lx<1}

= exp i(/lf X PU(dx)) u+ f (" — 1) v(dx) + f (" — 1 — iux) V(dx))
{lxl<1} {lxl>1} {lxl<1}

= exp f (€™ = 1) APy (dx) + f (€™ — 1 — iux + iux) /IPU(dx))
{lx|>1} {Ixl<1}

=exp|A f (" — 1)PU(dx)). (9.3)
R
Daher ist . . A
Uy = f xv(dx) = f X * dae” ™ dx = —.
0 0 a
Also folgt p = & = 4 Weiters gilt

00 iwx __ 1 00 iwX __ 1
b= f ¢ y v(dx) = f ¢ - Aae™* dx.
0 w 0 W

Damit gilt fiir w # 0 wegen[d.2]

et v

@ ((A)) = 00 Liwx - .
! c—fo —el.'w_l vdx) c¢—b

Es folgt also fiir die Approximation
(N L=p2. P ,_ )JSZ% o sin(k ”) ¢
(UN)=p — ——— u - - - — mT—|—
v P 2 al- P a "\'a al kr

2o o)

k=

Der Graph der Ruinwahrscheinlichkeiten fir N = 10 ist in der Abbildung [0.1] zu
sehen. In diesem Fall wurde N = 10, @ = 1, 4 = 20, ¢ = 25 und a = 90 gewihlt.
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Vergleich exakte Ruinwahrscheinlichkeit versus Approximation N=10

08

— Approximation
— exakte Ruinwahrscheinlichkeit

Ruinwahrscheinlichkeit
04

02

0o

T T T T
10 20 30 40 50 60

o

Anfangskapital u

Abbildung 9.1: Exakte und approximative Ruinwahrscheinlichkeit abhiingig vom
Anfangskapital u fir N = 10, = 1,4 =20,¢c =25und a = 90

Der Fehler der Approximation fiir N = 10 ist in der folgenden Grafik 9.2 darge-
stellt.

Fehler der Approximation N=10

0.06
|

0.00
1

Approximation-exakte Ruinwahrscheinlichkeit
002

T T T T
20 30 40 50 60

o
—
o

Anfangskapital u

Abbildung 9.2: Fehler der Approximation fiir N = 10
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Abbildung 0.3] zeigt den Fehler fiir N = 100.

Fehler der Approximation N=100

4e04  Be-04

2e-04

Oe+00
|

Approximation-exakte Ruinwahrscheinlichkeit
-2e-04

I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60

Anfangskapital u

Abbildung 9.3: Fehler der Approximation fiir N = 100

9.1.1 Martingalbeweis der Ruinwahrscheinlichkeit eines
Cramér-Lundberg Prozesses mit exponentialverteilten
Einzelschiden

In diesem Abschnitt wird ein alternativer Beweis fiir die Ruinwahrscheinlichkeit
eines exponentialverteilten Cramér-Lundberg Prozesses vorgestellt. Der Uber-
schussprozess S, eines Risikoprozesses ist definiert als

St:M—Rt.

Ruinwahrscheinlichkeiten lassen sich in manchen Fillen folgendermal3en darstel-
len:

Theorem 9.4. Falls
1. Ay >0, sodass (exp(yS )0 ist ein Martingal und

2. S, —» —oco auf {t(u) = oo}, wobei 1(u) der Ruinzeitpunkt t(u) := inf{r > 0 :
S, > u} ist,
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gilt, dass sich die Ruinwahrscheinlichkeit y(u) darstellen ldsst als
e

E[e¥W|t(u) < 0]’

Ylu) =

wobei (u) := S+ — U.

Beweis. Zuerst wird das Optional Stopping Theorem zum Zeitpunkt 7(u) A T an-
gewendet:

1 = E[¢°'] = E[¢”™"] = E[¢”°;1(u) < T+ E[e”°"; 7(u) > T1.

Fir T — oo geht aufgrund der zweiten Voraussetzung und des Satzes der domi-
nierten Konvergenz der zweite Term gegen 0. Daher folgt

1 = E[e”;7(u) < 00] = ™ E[e"; T(u) < 0] = ™ E[e"|r(u) < coy(u).
O

In diesem Beispiel ist also
N
SIZZXI_Ct: Yt_t,
i=1

wobei die Primienintensitiit ¢ ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gleich 1 ge-
setzt wird. Es ist bereits bekannt, dass

E[e™] = exp (M(ﬁ - 1))

Fiiry :=a— Aist E[e”5'] = 1, da

v(ia—A)
E [eysl'] =E [eyy“_yv] = e/lv(ﬁ_l)L =<
evv ev(a—/l

=1.

Weiters sind die Zuwiédchse zusammengesetzter Poisson-Prozesse stationdr und
unabhingig, also folgt fiir 7, = (S, : v < ©)

E [eVSm (fz] — S E I:e'}’(st+1r_st)|ft:| — S E I:e')’Sv:I — V5

Die Voraussetzung (1) von Theorem @ ist also fiir y = a — A erfiillt. Auch die
Voraussetzung (2) ist erfiillt. Das folgt aus dem Gesetz der groen Zahlen, da
Ala < 1. Zum Zeitpunkt 7(u) springt (S,);s0 auf einen Wert, der grofler als u ist.
Sei daher 7(u) = t und S ;- = x. Dann gilt fiir die Hohe des Sprungs U > u — x
aufgrund der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung, dass £&(u) = U —u+x
exponentialverteilt mit Parameter a ist. Daher folgt

00 00 a
E[”Y)r(u) < oo] = f e’ ae” dx = f ae™ dx = 7
0 0

Mit Theorem [9.4] folgt die Ruinwahrscheinlichkeit

A
() = =,
a
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9.1.2 Rearrangement

Die approximative Ruinwahrscheinlichkeitsfunktion ist nicht monoton. Um das
zu dndern, wird die Methode des Rearrangements aus Kapitel 8 angewandt. Das
Rearrangement fiir N = 5 sieht dann folgendermaBen aus

Rearrangement N=5

08
I

— Approximation
—— exakte Ruinwahrscheinlichkeit
— Rearrangement

(3]

04

Ruinwahrscheinlichkeit
02

00

1 1 1 1 T
0 10 20 30 40

Anfangskapital u

Abbildung 9.4: Exakte und approximative Ruinwahrscheinlichkeit und
Rearrangement abhiingig vom Anfangskapital u fir N =5, =1, 4 =20, ¢ =25
und a = 90

Rund um u# = 20 ist das Rearrangement ndher an der exakten Ruinwahrschein-
lichkeit als die Approximation.

9.2 Lévy-Risikoprozess mit poissonverteiltem Ver-
lustprozess

In diesem Beispiel wird (L,);so poissonverteilt mit Intensitdtparameter A gewihlt.
Der Risikoprozess ist daher R, = u + ct — L,.
Der Prozess R, lasst sich umschreiben in

N
R, = u+ct—ZX,»,
i=1
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wobei N, ein homogener Poissonprozess mit Intensititparameter A ist und unab-
hingig von den Schadenhthen X; ist, die unabhiingig und identisch Dirac-verteilt
zum Punkt 1 sind.

Theorem 9.5. Ist der Schadenhohenprozess X auf u degeneriert, so folgt

lu/pl k
N (2=TT)
ww):l—(l—p);e“" T

wobei p die durchschnittliche kumulierte Hohe aller Schéiden pro Zeiteinheit ist.

Das heifst
1 &
- X
PR

fast sicher fiir t gegen oco.[[I4]

Der Beweis dieses Satzes kann in dem Buch ,,Ruin Probabilities” von Soren As-
mussen nachgelesen werden. In diesem Beispiel gilt daher p = AE[X;] = A und
u = 1. Also folgt fiir die exakte Ruinwahrscheinlichkeit

lu] k
i (A = 1))
W) = 1 —<1—A>k2:;e o 1)

Fiir die Approximation gilt wegen 0.3}
e B= ﬂf{|x|<ll x 0(dx)
[ J 0'2 = 0

o v =10,

wobei ¢ das Diracmal} zum Punkt 1 ist. Also folgt fiir ¢, und b

M1 Zf xv(dx) = 4,
0

00 iwx_l Pl iw_l
b:f ol g =MD
0 w

W

Also ist die Approximation analog zu dem vorherigen Beispiel

N-1
_ M 2 K\ in (e
0.(u,N) = p , (1 p);kn%(q)f(a))sm(kﬂ ),

a
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wobei p = A/c und ®(w) = b/(c — b). Der Graph der Ruinwahrscheinlichkeiten
fiir N = 20 sieht daher folgendermal3en aus:

Vergleich exakte Ruinwahrscheinlichkeit, Approximation und Rearrangement N=20

08

—— Approximation
— exakte Ruinwahrscheinlichkeit
—— Rearrangement

04

03

Ruinwahrscheinlichkeit
0z
|

01

0o
!

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Anfangskapital u

Abbildung 9.5: Exakte und approximative Ruinwahrscheinlichkeit und
Rearrangement abhingig vom Anfangskapital u fir N = 20, @ = 1, 4 = 20,
c=25unda =90

9.3 Cramér-Lundberg Prozess mit Gamma-
verteilten Einzelschiaden

Die Ruinwahrscheinlichkeiten fiir einen Cramér-Lundberg Prozess mit Gamma-
verteilten Einzelschidden konnen nicht exakt berechnet werden. Jedoch konnen sie
mit der Fourier-Cosinus Methode angenédhert werden. Sei also

N
R, = u+ct—ZX,»,
i=1
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wobei (NV,)»o ein homogener Poissonprozess mit Parameter A ist und X, X5, ...
sind unabhingige G(b,p)-verteilte Zufallsvariablen. Der Zihlprozess (V)0 ist
unabhingig von X, X, ... Fiir die Approximation gilt wegen[9.3}

1 Pl -
0,8:/1[0 x 2 xPle™b% dx

I'(p)
[ J 0'2 = 0
= b p-1,-bx
o V= /lr(p)x e,
Es folgt daher

= f x v(dx) = f x % A——xPle™Pdx = _p
0 0 I'(p) b

Analog zu den letzten Beispielen gilt

00 WX __ 1 00 WX __ 1 b?
b= f ¢ - v(dx) = f ¢ - * A xPle™ dx
0 lw 0 lw I'(p)

und fiir w # 0 ist ¢p(w) = ﬁ . Die Approximation ist dann

N-1
_, U 2% (o () in (1
w.(u,N) = p p (1 p);kﬂ‘ﬁ(@f(a))sm(kﬂ )

a

wobei p = p1/c. In der Abbildung[9.6]sind die Ruinwahrscheinlichkeiten fiir b = 1
und p = 2.5 dargestellt.

Ruinwahrscheinlichkeiten N=5

05

— Approximation
- — Rearrangement

04

0.2 03
| |

Ruinwahrscheinlichkeit

0.1

00
|

T T T T T
0 10 20 30 40

Anfangskapital u

Abbildung 9.6: Approximative Ruinwahrscheinlichkeit und Rearrangement
abhéngig vom Anfangskapital u fiir N =5, p=25,b=1,4=5,c=25,a=90
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Kapitel 10

Conclusio

Schlussendlich kénnen nun die Stirken und Schwichen der Fourier-Cosinus Me-
thode betrachtet werden, nachdem die Funktionsweise und die konkrete Anwen-
dung bekannt sind.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Fourier-Cosinus Methode in den
zwel Beispielen, bei denen es moglich war, die Ruinwahrscheinlichkeit explizit zu
berechnen, brauchbare Approximationen liefert. Weiters kann mit dem Rearran-
gement sogar die Monotonie der Ruinwahrscheinlichkeitsfunktion gewéhrleistet
werden. Auerdem kann fiir die Approximation eine Fehlerschranke angegeben
werden.

Nachteilig ist, dass je nach gewiinschter Fehlerschranke der Rechenaufwand
erhoht werden muss. Dies kann bei sehr klein gewiinschtem Fehler zu langen
Rechenzeiten fiihren.

Diese Methode der Approximation kann fiir Ruinwahrscheinlichkeiten mit
Verteilungen, die keine explizite Form haben, verwendet werden. Da aber
Ruinwahrscheinlichkeiten nur in einigen ausgewdhlten Fillen explizit berechnet
werden konnen, ist die Fourier-Cosinus Methode eine wichtige Alternative zu
herkdmmlichen Approximationsverfahren. In Beispiel 3 wurden approximative
Werte der Ruinwahrscheinlichkeiten fiir einen Cramér-Lundberg Prozess mit
Gamma-verteilten Einzelschiden berechnet. Auch kdonnen Ruinwahrscheinlich-
keiten nur anhand der Momente geschitzt werden, wie in Kapitel 7 erklért wird.

Die Fourier-Cosinus Methode kann fiir Versicherungsunternehmen zum Abschiét-

zen der Ruinwahrscheinlichkeit niitzlich sein und deren Verwendung sollte auf
jeden Fall in Betracht gezogen werden.
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Anhang

Im Folgenden wird der R Code des ersten Beispieles angehiingt. Der Code des
zweiten und dritten Beispiels gleicht diesem in weiten Teilen. Erwidhnenswert ist
jedoch, dass die exakten Werte der Ruinwahrscheinlichkeit fiir das Beispiel 2 in
Maple berechnet wurden, da R numerisch mit doppelter Genauigkeit rechnet und
das in diesem Fall nicht ausreichend war, um brauchbare Ergebnisse zu erhalten.

alpha<-1
lambda<— 20
c<— 25
mul<—lambda/alpha
rho<—mul/c
N<- 5
a<— 90
grossphi<—function (w){
b<—function (x){
(exp(liswxx)—1)/(lixw)=xlambdaxalpha=xexp(—alphaxx)
}
d<—integrate ( function(x) Re(b(x)), 0, Inf )$ value +
li = integrate( function(x) Im(b(x)), 0, Inf )$ value
return(d/(c-d))
}

Fk<—function (k) {
return(2/axRe( grossphi ((kxpi/a))))
}

appr<—function (u){
chi<—function (k) {
return (sin (k=pixu/a)=a/(k=pi))
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0

in (1:(N=1))){

<—

summe

for (i

summe <— (summe+chi(i)+Fk(1))

}

return (rho —(uxrho)/a—(1-rho)sxsumme)

return (lambda/(alpha=c)=xexp ((lambda/c—alpha)=u))

exact<—function (u){

Yaylolqig usiph NL 1e wud ul ajgejiene si sisayl Siy} Jo uoisian [euibuo panoidde ay g
Jregbnuian 3ayiolqig uaipy NL Jap ue 1si uagrewo|diq 1asalp uoisiaAeulbliO aonipab ausiqoidde aig
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