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Einleitung

"
Longevity risk - the risk that life spans exceed expectation - is a significant concern for
defined benefit pension plans and life insurers with large annuity portfolios."

- Coughlan u. a., 2011, S. 150

Langlebigkeitsrisiko entsteht immer dann, wenn es um monet.are Absicherung im Al-
ter geht und betrifft somit im versicherungsmathematischen Umfeld jegliches Produkt mit
Erlebensversicherungs- oder Rentenversicherungscharakter.
Als Absicherung dieses Risikos waren lange Zeit nur Vertr.age mit R.uckversicherungen m.og-
lich. Im Jahr 2008 kamen dann die ersten Langlebigkeits-Hedges am Kapitalmarkt auf. Die
erste Transaktion von Langlebigkeitsrisiko aus einer Rentenobligation basierte auf einem
standardisierten, indexbasierten Hedge. Dieser wurde vom Versicherungsunternehmen Luci-
da plc ausge.ubt und basierte auf einem sogenannten q-Forward1, dessen Payoff vom LifeMe-
trics longevity index f.ur England and Wales abhing2.

Die Zuhilfenahme eines indexbasierten Hedges hat dabei diverse Vor- als auch Nachteile.
Zum einen erreicht man durch ein solches Hedging-Instrument eine gr.oßere Liquidit.at und

damit einhergehend geringere Risikokosten aufgrund der M.oglichkeit zur breiteren Streuung
des Risikos. Zum anderen kann ein großes zu hedgendes Risiko zur Notwendigkeit der Ver-
wendung eines Index f.uhren.

Zu den Nachteilen z.ahlt hier allen voran das basis risk, das dadurch entsteht, dass der
Hedge aufgrund der abweichenden Mortalit.atsentwicklungen bzw. -annahmen des zu hed-
genden Portfolios und des Index nicht perfekt sein kann (Coughlan u. a., 2011).

In der folgenden Arbeit soll die Vorgehensweise zur Durchf.uhrung eines solchen indexba-
sierten Langlebigkeits-Hedges anhand eines Rentenportfolios vorgestellt werden.

1Ein q-Forward ist im Grunde ein Zero-Coupon-Swap zwischen einer fixierten und der realisierten Mor-
talit.at. Das heißt, die Vertragspartner einigen sich darauf, zu einer festen Maturit.at einen Nominalbetrag
entsprechend der jeweiligen Mortalit.at auszutauschen. Die Bepreisung eines solchen Vertrages erfolgt durch
die Wahl der fixen Mortalit.at, da zu Vertragsabschluss kein Geld fließt.

2In der Literatur bilden die Daten der m.annlichen Bev.olkerung von England und Wales oft die Grundlage
f.ur praktische Beispiele.
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In Kapitel 1 wird ein zeitdiskretes Szenario zugrundegelegt, welches in Kapitel 4 auf ein
zeitstetiges Szenario ausgeweitet wird.

Kapitel 2 geht auf die Einbindung eines Kapitalmodells ein und in Kapitel 3 wird eine
m.ogliche Simulation von zwei Populationen betrachtet.

Abschließend folgt in Kapitel 5 ein mittels des Programms R durchgef.uhrtes Beispiel
anhand der Daten der weiblichen Bev.olkerung von .Osterreich und Wien.

Zuletzt erfolgt abschließend eine kurze Zusammenfassung dieser Arbeit, sowie im Anhang
der zu Kapitel 5 geh.orende R Code.
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Kapitel 1

Betrachtung im zeitdiskreten Szenario

Bevor in Kapitel 4 die Transformation in ein zeitstetiges Setting erfolgt, sollen vorerst die
Erkenntnisse und die Vorgehensweise im zeitdiskreten Fall ausgef.uhrt werden. Im praktischen
Teil dieser Arbeit wird zudem auf dieses Kapitel Bezug genommen, da die verwendeten Daten
zeitdiskret sind.

Im Weiteren folgen wir dazu der Vorgehensweise von Andrew J.G. Cairns und Ghali
El Boukfaoui in deren Paper "Basis Risk in Index-Based Longevity Hedges: A Guide for
Longevity Hedgers".

1.1 Die Verpflichtung

Zun.achst ist es notwendig, die Verpflichtung, welcher das maßgebliche, zu hedgende Risiko
zugrunde liegt, n.aher zu betrachten. Die in diesem Kapitel betrachtete Verpflichtung sei ein
Portfolio an Rentenversicherungen. Jede Rentenversicherung soll in der leistungspflichtigen
Phase pro Jahr nachsch.ussig eine Geldeinheit auszahlen. F.ur unterj.ahrige Rentenzahlungen
(also zum Beispiel bei monatlicher Auszahlung) m.usste die folgende Vorgehensweise entspre-
chend angepasst werden. Man br.auchte hierzu in etwa angepasste .Uberlebenswahrscheinlich-
keiten und Diskontierungsfaktoren.

Da die vereinfachende Annahme der j.ahrlichen Rentenzahlungen aber die Ergebnisse
nicht beeinflusst, wird diese gew.ahlt.

1.1.1 Modelpoints

Dazu definieren wir die signifikanten Merkmale (auch Modelpoints genannt), anhand derer
die Verpflichtung dargestellt werden kann. Es wird also eine Menge von Modelpoints erstellt.
Diese Menge kann unter anderem folgende Punkte enthalten, muss jedoch nicht auf diese
beschr.ankt sein:

° Alter der ersten versicherten Person
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° Geschlecht der ersten versicherten Person

° Alter der zweiten versicherten Person

° Geschlecht der zweiten versicherten Person

° Auszahlungsintensit.at

° Beginn der Auszahlung

Wir betrachten also Rentenzahlungen, welche nach dem Ableben der ersten versicherten
Person auf eine hinterbliebene Person .ubergehen k.onnen (zum Beispiel auf eine:n Witwe:r
oder Waise:n). Im praktischen Abschnitt wird hier zur Vereinfachung die zweite versicher-
te Person nicht behandelt, sondern ein Portfolio von Rentenversicherungen ohne .Ubergang
betrachtet.

Die Menge der Modelpoints wird als Exposure bezeichnet und ihre M.achtigkeit mit N .

Die zu hedgende Verpflichtung ist daher der Barwert einer Rentenobligation, es wird
zum Zeitpunkt 0 also ein Punktsch.atzer ben.otigt. Im Rahmen von Solvency II w.are das zum
Beispiel die Best Estimate Reserve plus einer Risikomarge. Wir f.uhren folgende Notation
ein:

° L sei der Barwert der Rentenobligation zum Zeitpunkt 0, also eine Zufallsvariable, die
erst zum Tod der versicherten Person bekannt ist.

° L(0) sei ein Punktsch.atzer von L zum Zeitpunkt 0. L(0) ist die Reserve zum Zeitpunkt
0.

° L(t) bezeichne einen Punktsch.atzer von L zum Zeitpunkt t, L(t) ist also ebenfalls eine
Zufallsvariable, die erst zum Todeszeitpunkt der versicherten Person bekannt ist.

1.1.2 Experience Ratios

Es werden weiters zwei verschiedene Populationen betrachtet, zwischen denen im Folgenden
unterschieden werden muss. Nat.urlich ist dies zum einen die eigene oder individuelle Popula-
tion des Hedgers und zum anderen eine Referenzpopulation, anhand derer der indexbasierte
Langlebigkeitshedge sp.ater definiert wird. Erstere soll nun mit I und letztere mit R bezeich-
net werden. F.ur die Notation wurden die von Cairns und El Boukfaoui, 2021 vorgeschlagenen
Bezeichnungen abge.andert, um die deutschen Bezeichnungen sinnvoll wiederzugeben.

Jede dieser Populationen hat eigene Mortalit.atsentwicklungen. Es wird jedoch ein Zusam-
menhang zwischen den beiden Populationen ben.otigt. Wir definieren also experience ratios,
welche die Mortalit.at der Population I als Anteil an jener der Population R darstellen sollen.
Experience ratios m.ussen nicht konstant bleiben, sondern k.onnen mit fortgeschrittener Zeit
rekalibriert werden. Diese seien wie folgt definiert.
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ε01(i, t) = experience ratio zum Zeitpunkt 0, welche f.ur R.uckstellungsberechnungen zum
Zeitpunkt 0 f.ur die erste versicherte Person verwendet wird. Dabei sei i der jeweilige
Modelpoint und t der Zeitpunkt, zu dem dieser Faktor anwendbar ist.

ε02(i, t) = experience ratio zum Zeitpunkt 0, welche f.ur R.uckstellungsberechnungen zum
Zeitpunkt 0 f.ur die hinterbliebende Person verwendet wird. Dabei sei i der jeweilige
Modelpoint und t der Zeitpunkt, zu dem dieser Faktor anwendbar ist.

εT1 (i, t) = rekalibrierte experience ratio zum Zeitpunkt T , welche s.amtliche Informatio-
nen bis T f.ur die erste versicherte Person beinhaltet. Dabei sei i der jeweilige Model-
point und t der Zeitpunkt, zu dem dieser Faktor anwendbar ist. εT1 (i, t) ist f.ur Berech-
nungen der Reserve zum Zeitpunkt T f.ur zuk.unftige Verpflichtungen zu verwenden,
also gilt in diesem Fall t > T .

εT2 (i, t) = rekalibrierte experience ratio zum Zeitpunkt T , welche s.amtliche Informatio-
nen bis T f.ur die hinterbliebene Person beinhaltet. Dabei sei i der jeweilige Modelpoint
und t der Zeitpunkt, zu dem dieser Faktor anwendbar ist. εT2 (i, t) ist f.ur Berechnungen
der Reserve zum Zeitpunkt T f.ur zuk.unftige Verpflichtungen zu verwenden, also gilt in
diesem Fall t > T .

Experience ratios werden als Teil des Hedgevertrages vereinbart und m.ussen daher zum
Zeitpunkt 0 explizit definiert werden. Diese k.onnen von den experience ratios, welche zur
Bewertung der Verpflichtung zur Zeit 0 dienen, abweichen. Die im Hedgevertrag festgehal-
tenen experience ratios sollen mit εH0

k (i, t) bezeichnet werden.
F.ur praktische Anwendungen gilt jedoch meist εH0

k (i, t) = ε0k(i, t) f.ur alle k, i und t.

1.1.3 Sterbe- und .Uberleberlebenswahrscheinlichkeiten

Unter Verwendung der experience ratios lassen sich nun die Sterbewahrscheinlichkeiten der
beiden Population zusammengefasst betrachten. Es seien die einj.ahrigen Sterbewahrschein-
lichkeiten f.ur die erste Person im Modelpoint i und deren hinterbliebene Person der Refe-
renzpopulation wie folgt:

qR1 (i, t) = P(erste Person im Modelpoint i tot zur Zeit t unter der Bedingung, dass sie zum

Zeitpunkt t- 1 noch am Leben war)

qR2 (i, t) = P(zugeh.orige hinterbliebene Person in Modelpoint i tot zur Zeit t unter der

Bedingung, dass sie zum Zeitpunkt t- 1 noch am Leben war)

Analog gelten die Bezeichnungen qI1(i, t) und qI2(i, t) f.ur die entsprechenden Sterbewahr-
scheinlichkeiten der individuellen Population. Mittels der experience ratios gilt nun f.ur
k = 1, 2 zum Zeitpunkt 0
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qIk(i, t) = ε0k(i, t) q
R
k (i, t).

Bekanntermaßen kann auch die .Uberlebenswahrscheinlichkeit bis zu einem bestimmten
Zeitpunkt mittels der Sterbewahrscheinlichkeiten bestimmt werden. Es sei

SI
k(i, t) =

tΠ
n=1

(
1- qIk(i, n)

)
f.ur k = 1, 2 der Anteil an bis zum Zeitpunkt t .uberlebenden Personen/zugeh.origen Hinter-
bliebenen der individuellen Population. Folglich bezeichnet (1-SI

1(i, t))(S
I
2(i, t)) den Anteil

an .uberlebenden hinterbliebenen Personen der individuellen Population, unter der Voraus-
setzung, dass die erste Person zum Zeitpunkt t bereits verstorben ist.

Wahrscheinlichkeitstheoretisch betrachtet gehen wir davon aus, dass die Todeszeitpunkte
aller betrachteten Personen voneinander unabh.angige Zufallsvariablen sind. Dies ist eine
vereinfachende Annahme, als Erweiterung k.onnten an dieser Stelle in etwa Abh.angigkeiten
zwischen erster Person und hinterbliebener Person betrachtet werden.

1.1.4 Der Barwert der Rentenobligation - L(0)

Es wurden nun bereits einige Grundlagen erarbeitet, welche ben.otigt werden, um den L(0)
zu ermitteln. F.ur die Bezeichnung der Rentenleistungen f.uhren wir folgende Notation ein:

B1(i, t) = Rentenleistung zum Zeitpunkt t im Modelpoint i, zahlbar falls die erste

versicherte Person noch am Leben ist

B2(i, t) = Rentenleistung zum Zeitpunkt t im Modelpoint i, zahlbar falls die erste

versicherte Person verstorben, die hinterbliebene Person aber noch am Leben ist

F.ur die Ermittlung der .Uberlebenswahrscheinlichkeiten SI
k(i, t) ist in der Theorie die

Mortalit.at der individuellen Population notwendig. F.ur die praktische Berechnung sind an
dieser Stelle Punktsch.atzer zu verwenden. Das kann entweder durch Erwartungswertbildung
oder einfach durch die Verwendung des mittleren Pfades der Verteilung der Mortalit.at der
Referenzpopulation geschehen (wir wollen schlussendlich nur auf Basis der Referenzpopula-
tion rechnen).

Diese Sch.atzwerte seien ;qV R
k (i, t) f.ur k = 1, 2. Das V in der Notation soll dabei hervor-

heben, dass diese Sterbewahrscheinlichkeiten zur Bewertung der Verpflichtung dienen.

Der Barwert der Verpflichtung l.asst sich nun wie folgt berechnen:

L(0) =
N∑
i=1

M∑
t=1

P (0, t)
(
;SI
1(i, t)B1(i, t) + (1- ;SI

1(i, t)) ;S
I
2(i, t)B2(i, t)

)
14



Dabei seien

° N = M.achtigkeit der Menge der Modelpoints,

° M = letztm.oglicher Zeitpunkt einer Rentenzahlung bez.uglich aller Modelpoints,

°
;SI
k(i, t) =

Πt
n=1

(
1- ε0k(i, n);q

V R
k (i, n)

)
die Sch.atzer f.ur SI

k(i, t) f.ur k = 1, 2 und

° P (0, t) der Preis einer Nullkuponanleihe zum Zeitpunkt t, die einer Geldeinheit zu
T > t auszahlt. P (0, t) entspricht daher einem geeigneten Diskontierungsfaktor.

1.1.5 Bewertung der Verpflichtung zum Zeitpunkt T

Um die Effektivit.at des Hedges zu messen, ist es notwendig, die Verteilung der Verpflichtung
zum Zeitpunkt T zu betrachten.

Dabei wollen wir zur Berechnung zum Zeitpunkt 0 konsistent bleiben. Wir erhalten daher:

L(T ) =
N∑
i=1

T∑
t=1

P (0, t)

P (0, T )

(
SI
1(i, t)B1(i, t) + (1- SI

1(i, t))S
I
2(i, t)B2(i, t)

)
+

N∑
i=1

M∑
t=T+1

P (0, t)

P (0, T )

(
~SI
1(i, t)B1(i, t) + (1- ~SI

1(i, t)) ~S
I
2(i, t)B2(i, t)

)
Dabei ist darauf zu achten, welche Rechnungsgrundlagen in der Berechnung der .Uber-

lebenswahrscheinlichkeiten f.ur die verschiedenen Terme herangezogen werden.

In der ersten Doppelsumme handelt es sich zum Zeitpunkt T um Sterblichkeitsdaten aus
der Vergangenheit, da t < T . Hier k.onnen also die bereits definierten Sterbewahrscheinlich-
keiten qIk(i, t) = ε0k(i, t) q

R
k (i, t) f.ur k = 1, 2 verwendet werden.

Die zweite Doppelsumme muss zudem wieder anhand der zuk.unftigen Sterblichkeit der
Referenzpopulation ausgewertet werden. Da bereits Zeit bis T vergangen ist, werden hier
also die oben beschriebenen rekalibrierten experience ratios ben.otigt. Diese werden mit der
projizierten Mortalit.at der Referenzpopulation kombiniert.

Explizit gilt daher f.ur die .Uberlebenswahrscheinlichkeiten f.ur k = 1, 2

SI
k(i, t) =

tΠ
n=1

(
1- qIk(i, n)

)
f.ur t < T und

~SI
k(i, t) = SI

k(i, T )
tΠ

n=T+1

(
1- εTk (i, n)~q

V R
k (i, n)

)
f.ur t > T .
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Die projizierten Sterbewahrscheinlichkeiten ~qV R
k (i, n) entstammen einem (rekalibrierten)

Sterblichkeitsmodell der Referenzpopulation, welches unter Ber.ucksichtigung aller Informa-
tionen bis zum Zeitpunkt T erstellt wird. Dieses Modell muss nicht ident zu jenem sein,
welches zur Ermittlung des Payoffs des Hedginginstruments verwendet wird.

1.2 Der Langlebigkeitshedge

In diesem Kapitel soll das Hedge-Underlying in einer Art und Weise konstruiert werden, dass
es die Verpflichtung zu einer vorgegebenen Zeit T so gut wie m.oglich repliziert. Dabei soll
nat.urlich ebenfalls die Mortalit.at der Referenzpopulation die einzige Quelle an Unsicherheit
darstellen.Hierzu halten wir uns weiterhin an die Vorgehensweise von Cairns und El Bouk-
faoui, 2021.
Im Folgenden sei T ein definierter fester Zeitpunkt, es ist daher f.ur Rentenleistungen nach T
ein geeignetes Modell zur Bewertung dieser zuk.unftigen Zahlungen notwendig. Dieses Modell
soll ebenfalls in diesem Kapitel vorgestellt werden. Damit werden sowohl die cash flows bis
zum Zeitpunkt T als auch der Barwert der cash flows nach T abgebildet.

1.2.1 Das Hedginginstrument

Zun.achst halten wir folgende Definitionen fest.

° Der fixe Zeitpunkt T sei die Maturit.at des Hedges.

° X(T ) sei das Hedge-Underlying, welches im Folgenden noch definiert wird.

° H(T ) = u . h(X(T )) sei der Payoff des Hedginginstruments zum Zeitpunkt T , wobei
u die fiktive Quantit.at sei. Aus den folgenden Beschreibungen wird die intuitive Wahl
von u aufgrund der Konstellation des gew.ahlten Hedginginstruments hervorgehen.

Hier sei das Hedginginstrument ein Bull-Call-Spread (oder Hausse Spread). Dabei han-
delt es sich um eine Option, welche sich aus einem Kauf einer Calloption mit niedrigerem
Aus.ubungspreis und einem Verkauf einer Calloption mit h.oherem Aus.ubungspreis konstru-
ieren l.asst. Der Aus.ubungszeitpunkt sowie das Underlying der Calls sei jedoch ident. Der
Bull-Call-Spread geh.ort zu den vertikalen Spreads und ist im Vergleich zu einem Long Call
durch den Spread (Differenz aus dem Basispreis des Short Calls und dem Basispreis des Long
Calls) begrenzt (vgl. CAPTRADER, 2022).

Wir bezeichnen mit AP (Attachment Point) den Aus.ubungspreis der Long-Call-Position
und mit EP (Exhaustion Point) den Aus.ubungspreis der Short-Call-Position.

Bei Wahl dieser Optionsstrategie wird auf einen moderaten Anstieg im Preis des Under-
lyings gehofft.

Somit gilt

h(x) = max
{
0,min

{ x- AP

EP - AP
, 1
}}

.
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Abbildung 1.1: Payoff eines Bull-Call-Spreads. Die horizontale Linie repr.asentiert dabei den
Kurs des Underlyings am Verfallstag.

Mit dem platzierten Hedge H(T ) und dem Wert der Verpflichtung L(T ) l.asst sich zum
Zeitpunkt T der Nettowert P des Portfolios nun folgendermaßen ermitteln:

P = L(T )-H(T ).

1.2.2 Das Hedge-Underlying

F.ur den indexbasierten Hedge ist es von Notwendigkeit, dass sich der Wert des Hedge-
Underlyings allein auf Basis der beobachteten Mortalit.at der Referenzpopulation bis zur
Zeit T berechnen l.asst.

Wir f.uhren zun.achst ~L(T ) ein, welches den Wert der Verpflichtung abbilden und vorerst
einen Platzhalter f.ur X(T ) darstellen soll. Dazu sei

~L(T ) =
N∑
i=1

T∑
t=1

P (0, t)

P (0, T )

(
SHR
1 (i, t)B1(i, t) + (1- SHR

1 (i, t))(SHR
2 (i, t)B2(i, t)

)
+

N∑
i=1

M∑
t=T+1

P (0, t)

P (0, T )

(
~SHR
1 (i, t)B1(i, t) + (1- ~SHR

1 (i, t))( ~SHR
2 (i, t)B2(i, t)

)
.

Per Konstruktion ist die Formulierung des Hedge-Underlyings also sehr .ahnlich zur Re-
serverechnung der Verpflichtung, welche oben beschrieben wurde.
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Das H in der Notation deutet hier auf die Verwendung f.ur den Hedge hin.
Die verschiedenen .Uberlebenswahrscheinlichkeiten bed.urfen auch in diesem Ausdruck wieder
einer Spezifikation:

SHR
k (i, t) =

tΠ
n=1

(
1- εH0(i, n)qRk (i, n)

)
f.ur k = 1, 2 und t < T

~SHR
k (i, t) = SHR

k (i, T )
tΠ

n=T+1

(
1- εH0(i, n)~qRk (i, n)

)
f.ur k = 1, 2 und t > T

Hier ist anzumerken, dass sowohl in der Kalkulation der .Uberlebenswahrscheinlichkeiten
f.ur t < T als auch in jener f.ur t > T die experience ratios εH0(i, n), welche zum Zeitpunkt 0
im Hedgevertrag definiert wurden, verwendet werden.
W.ahrenddessen wird f.ur die Jahre 1, . . . , T die tats.achliche Sterbewahrscheinlichkeit qRk (i, n)
der Referenzpopulation (multipliziert mit den Zeit-0 Hedgevertrag experience ratios) heran-
gezogen, f.ur Zeitpunkte nach T jedoch wieder eine Projektion der Sterbewahrscheinlich-
keiten. Dieses Mortalit.atsmodell und dessen Rekalibrierung zu T , welches zur Bewertung
des Hedge-Underlyings ben.otigt wird, muss ebenfalls im Hedgevertrag zur Zeit 0 vereinbart
werden. Es verwendet bei der Rekalibrierung s.amtliche zum Zeitpunkt T verf.ugbaren Infor-
mationen und sollte zum Zeitpunkt 0 dem Best Estimate des zum Zeitpunkt T verwendeten
Reservierungsmodells entsprechen, um bestm.ogliche Effektivit.at zu erzielen. Im Normalfall
entspricht dies dem zum Zeitpunkt 0 verwendeten Reservierungsmodell.

Da nun das Hedge-Underlying unsere betrachtete Verpflichtung nachstellt, ist eine intui-
tive Wahl der fiktiven Quantit.at u m.oglich:

u = EP - AP

Eine weitere M.oglichkeit w.urde nat.urlich darin bestehen, .uber u zu optimieren. Hier soll
jedoch mit der obigen intuitiven Wahl weitergearbeitet werden.
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Kapitel 2

Einbindung eines Kapitalmodells

Das Risiko einer Unterreservierung f.ur das Risiko Langlebigkeit wird durch ein .okonomisches
Kapitalmodell dargestellt. Dieses Modell ist abh.angig von der Verteilung von L(T ) bzw.
basiert auf einem regulatorisch vorgeschriebenen Schock.
Wir k.onnen die Kapitalanforderung f.ur das betrachtete Problem generell wie folgt darstellen:

C = V aR(L(T ), α)- E[L(T )].

Unter Solvency II verwendet eine nicht zu vernachl.assigende Zahl an Unternehmen die
Standardformel zur Berechnung der Kapitalanforderung, welche einen deterministischen
Schock auf den zentralen Pfad der Mortalit.atsintensit.at vorschreibt, um die stressed amount
der Verpflichtung zu ermitteln. So wird daher die Mindestkapitalanforderung festgelegt.
Der im weiteren Verlauf dieser Arbeit vorgestellte numerische Teil basiert auf einem Proxyan-
satz der einen Sch.atzwert f.ur das basis risk unter Ber.ucksichtigung der Standardformel unter
Solvency II erlaubt. Dieser Zugang erfolgt .uber eine Erzeugung von Proxyverteilungen f.ur
die Verpflichtungen, welche dieselbe Kapitalanforderung erzeugen, die aus der Anwendung
der Standardformel entsteht. Dies soll dabei kein internes Modell darstellen sondern lediglich
zum Zweck der Ermittlung des basis risk dienen.

2.1 Kapitalerleichterung

Ist der Hedge platziert, so hat er folglich eine Auswirkung auf die Berechnung der Kapitalan-
forderung, da sich die Bewertung der betrachteten Verpflichtung L(T ) auf die Bewertung
des Portfolios P = L(T )-H(T ) erweitert. Bezeichnet man die neue Kapitalanforderung mit
Hedge mit ~C, so erh.alt man

~C = V aR(L(T )-H(T ), α)- E[L(T )-H(T )].

Mittels C und ~C l.asst sich nun die Kapitalerleichterung E durch den platzierten Hedge
definieren:
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E = C - ~C

= V aR(L(T ), α)- E[L(T )]- (V aR(L(T )-H(T ), α)- E[L(T )-H(T )]).

Je nachdem, wovon die Verteilung von L(T ) abh.angt, l.asst sich nun folgende Unterschei-
dung bez.uglich der Abh.angigkeit von E treffen:

Fall 1: Wir nehmen an, dass die Verteilung von L(T ) alleine von der Entwicklung der Mor-
talit.at der Referenzpopulation abh.angt. Dieser Fall tritt also ein, falls sich die Mortalit.at der
individuellen Population exakt nach den experience ratios εH0(i, t), welche im Hedge-Vertrag
vereinbart wurden, entwickelt.
Demzufolge gilt μI(i, t) = εH0(i, t)μR(i, t) und damit L(T ) = ~L(T ).
Es ist daher leicht erkennbar, dass die Kapitalanforderung und in weiterer Folge auch die
Kapitalerleichterung ohne Vorhandensein von basis risk zu berechnen ist. Zur Unterschei-
dung f.uhren wir f.ur die Kapitalanforderung in diesem Fall die Notation C1 ein und k.onnen
diese als C1 = f(qR) schreiben, wobei qR f.ur Informationen .uber die Mortalit.at der Refe-
renzpopulation steht.

Fall 2: Die Verteilung von L(T ) h.angt sowohl von der Entwicklung der Mortalit.atsinten-
sit.at der Referenzpopulation als auch von jener der individuellen Population ab. Dies tritt
ein, falls die experience ratios εH0(i, t) (zur Zeit 0 definiert) immer noch zur Berechnung der
Bewertung des Hedges verwendet werden, die Entwicklung der Mortalit.at der individuellen
Population bis zur Maturit.at T jedoch der tats.achlich realisierten Mortalit.atsintensit.at folgt.
Der Best Estimate der Verpflichtung wird also mithilfe des rekalibrierten Mittelwertes der
Mortalit.at zur Zeit T und den rekalibrierten experience ratios εT (i, t) berechnet.
Im Gegensatz zum 1. Fall ist hier daher das Vorhandensein von basis risk gegeben und wir
schreiben analog zu vorhin C2 = f(qR, qI), wobei qR wieder f.ur Informationen .uber die Mor-
talit.at der Referenzpopulation und qI f.ur Informationen .uber die Mortalit.at der individuellen
Population, jeweils bis zur Maturit.at T , stehen.

Zusammenfassend l.asst sich daher festhalten, dass das Hedge-Underlying stets allein von
der Mortalit.at der Referenzpopulation abh.angt, w.ahrend in der Bewertung der Verpflichtung
L(T ) entweder deterministische experience ratios oder die tats.achlichen Realisationen der
Mortalit.atsintensit.at der individuellen Population herangezogen werden k.onnen.
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2.2 Vorgehensweise zur Berechnung der

Kapitalerleichterung

Um die Kapitalerleichterung durch den platzierten Hedge schlussendlich kalkulieren zu k.on-
nen, ist somit eine Reihe von Schritten notwendig, welche nacheinander abgearbeitet werden
m.ussen.

In erster Linie ist das Sammeln der relevanten historischen Daten der individuellen und
der Referenzpopulation vonn.oten. Diese historischen Daten bis zum Zeitpunkt 0 dienen im
weiteren Verlauf zur Erstellung der Simulationsmodelle der Mortalit.atsentwicklung. Dazu
wird im folgenden Kapitel eine M.oglichkeit zur parallelen Simulation von zwei Populationen
vorgestellt.
Weiters werden damit jene experience ratios berechnet, welche im Hedgevertrag festgehalten
werden k.onnen (es k.onnen allerdings auch andere experience ratios vereinbart werden, wel-
che die Erwartung der Sterblichkeitsentwicklung der Populationen aus der Sicht des Hedgers
besser abbildet).

Nun werden simulierte Sterberaten ben.otigt, um die Berechnung der Werte der Verpflich-
tung von 0 bis T durchf.uhren zu k.onnen. Auch f.ur die Auswertung des Hedge-Underlyings
und damit zur Berechnung des Hedge-Payoffs werden die simulierten Daten (der Referenz-
population) ben.otigt.
Sowohl das Simulationsmodell der zwei Populationen als auch das Modell f.ur den Hedge-
Payoff kann gegebenenfalls um eine Methode zur Extrapolation der Sterberaten f.ur hohe
und niedrige Alter erweitert werden. Mithilfe des Hedge-Payoff Modells werden damit die
Sterberaten der Referenzpopulation .uber T hinaus und gegebenenfalls f.ur hohe und niedrige
Alter projiziert.

Neben den bisherigen beiden Modellen (Simulation von zwei Populationen, Hedge-Payoff)
wird ein drittes ben.otigt, das Modell zur Bewertung der Verpflichtung. Dieses ist das (zum
Betrachtungszeitpunkt 0) plausibelste Modell zu T , mit welchem Bewertungen in der indivi-
duellen Population durchgef.uhrt werden. Es kann auch eine M.oglichkeit der Rekalibrierung
beinhalten.
Es ist m.oglich, dass sich dieses Modell vom Zeit-0 Bewertungsmodell, vom Simulationsmo-
dell und vom Hedge-Payoff Modell unterscheidet. Mithilfe von realisierten Szenarien bis zum
Zeitpunkt T kann das Zeit-T Bewertungsmodell der Verpflichtung kalibriert werden. Dann
sind projizierte Sterberaten f.ur Zeitpunkte nach T zu ermitteln und gegebenenfalls die Ster-
beraten f.ur hohe und niedrige Alter zu projizieren.

Nun werden die im Hedgevertrag festgehaltenen experience ratios ben.otigt, um die dem
Hedge-Payoff zugrundeliegende synthetische Verpflichtung ~L(T ) auszuwerten. Hierzu werden
die bis T simulierten, beziehungsweise nach dem Zeitpunkt T projizierten Sterberaten der
Referenzpopulation verwendet. Mithilfe des so ermittelten Underlyings ~L(T ) l.asst sich nun
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der Payoff des Hedges H(T ) berechnen.

Zuletzt ist die tats.achliche Verpflichtung L(T ) zu berechnen. Daf.ur werden die bis T
simulierten, beziehungsweise nach dem Zeitpunkt T projizierten Sterberaten der indivduellen
Population ben.otigt.

22



Kapitel 3

Simulation von zwei Populationen

Da wir zwei verschiedene Populationen parallel zueinander betrachten, wird ein Modell zur
Sterblichkeitsmodellierung ben.otigt, welches auch die Abh.angigkeiten der Populationen un-
tereinander beschreibt und miteinbezieht. Nur so besteht auch die M.oglichkeit, die zuk.unftige
gemeinsame Sterblichkeitsentwicklung zu modellieren und somit die Effektivit.at des Hedges
zu untersuchen und dessen Einfluss auf die Kapitalerleichterung zu kalkulieren. Wir ver-
wenden daher nicht zwei separate Modelle sondern ein gemeinsames, welches die zusam-
menh.angende Mortalit.atsstruktur der zwei Populationen beschreibt.

Um die Konsistenz zu den bisherigen Annahmen zu bewahren, soll die Mortalit.at der
individuellen Population auch im Zweipopulationen-Modell von der Mortalit.at der Refe-
renzpopulation abh.angig sein. F.ur die Modellierung der Referenzpopulationen soll das Lee
Carter Modell (1992) verwendet werden. Dazu beschr.anken wir uns zun.achst auf die Model-
lierung des Alters x (anstelle des Modelpoints i) und bezeichnen mit μR(x, t) die Sterberate
der Referenzpopulation.

Die Sterberate μI(x, t) der individuellen Population wird in Abh.angigkeit von μR(x, t)
mittels eines adjustierenden Spreads μadj(x, t) modelliert. Das entspricht weiterhin dem Vor-
gehen von Cairns und El Boukfaoui, 2021.

Wir erhalten damit folgendes Modell:

ln μR(x, t) = A(x) + B(x)K(t) (3.1)

ln μI(x, t) = ln μR(x, t) + ln μadj(x, t) (3.2)

wobei

ln μadj(x, t) = a(x) + k1(t) + (x- -x)k2(t). (3.3)

Hierbei beschreiben A(x) und B(x) die altersspezifischen Komponenten des Lee Carter
Modells, w.ahrend K(t) die zeitabh.angigen Ver.anderungen darstellt.
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3.1 Das Lee Carter Modell

Die Sch.atzung der Parameter im Lee Carter Modell wie beschrieben ist allerdings noch nicht
eindeutig l.osbar. Seien die Vektoren A1, B1 undK1 eine L.osung, so l.asst sich schnell erkennen
dass f.ur einen Skalar C die modifizierten Vektoren

A2 = A1 - B1C,

B2 = B1,

K2 = K1 + C

ebenfalls eine L.osung sind, da

ln μR(x, t) = A2(x) + B2(x)K2(t)

= A1(x)- B1(x)C +B1(x)(K1(t) + C)

= A1(x) + B1(x)K1(t).

Um Eindeutigkeit bei der Sch.atzung zu erhalten, gen.ugen die folgenden Bedingungen,
welche auch von Lee und Carter, 1992 angewandt werden:∑

x

B(x) = 1 und (3.4)

∑
t

K(t) = 0. (3.5)

Diese nat.urliche Wahl f.ur die Einschr.ankung (4.5) hat im Weiteren die Auswirkung, dass
die A(x) einfach die Durchschnitte der ln μR(x, t) .uber die Zeit beschreiben.
.Uber die Parameter im Lee Carter Modell k.onnen durch Beobachtung von verschiedenen
vorhandenen Sterbedaten folgende Aussagen getroffen werden:
K(t) fallen mit der Zeit, das heißt die Mortalit.at ist umdo niedriger, je h.oher t ist. Dies ent-
spricht der nat.urlichen Erwartungshaltung der Sterblichkeitsverbesserungen bei fortschrei-
tender Zeit.
Zuletzt l.asst sich bei den B(x) feststellen, dass diese mit wachsendem Alter fallen. Diese Ei-
genschaft l.asst sich so .ubersetzen, dass die Auswirkungen der zeitabh.angigen Komponente
K(t) f.ur h.ohere Alter kleiner werden.
A(x) sind wachsend mit dem Alter. Auch dies ist intuitiv, da sie, wie oben angemerkt, Durch-
schnittswerte der logarithmierten Sterberaten sind und die Sterblichkeit mit dem Alter eines
Individuums steigt.

Mit der geschaffenen eindeutigen Identifizierbarkeit des Sch.atzproblems k.onnen nun
Sch.atzer f.ur die Parameter A(x), B(x) und K(t) gesucht werden, um das Lee Carter Modell
an die Daten zu fitten. Das sind in unserem Fall die Sterblichkeitsdaten der Referenzpopu-
lation R.
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3.1.1 Parametersch.atzung im Lee Carter Modell

Wie bereits von Lee & Carter (1992) beschrieben, kann die Singul.arwertzerlegung auf die
Matrix der logarithmierten Sterberaten, von denen die Sch.atzwerte der altersspezifischen
Raten abgezogen wurden, angewandt werden. So erhalten wir Kleinste-Quadrate Sch.atzer
f.ur die Parameter B(x) und K(t).
Um diese Matrix bilden zu k.onnen, m.ussen zuerst die Sch.atzer ;A(x) f.ur A(x) ermittelt
werden. Dazu wird im ersten Schritt die Summe .uber die Gleichungen, welche durch (3.1)
beschrieben werden, gebildet. Dabei wird das Alter x festgehalten und .uber alle t summiert:

M∑
t=0

ln μR(x, t) =
M∑
t=0

(
A(x) + B(x)K(t)

)
= (M + 1) A(x) +

M∑
t=0

B(x)K(t)

= (M + 1) A(x) + B(x)
M∑
t=0

K(t)

= (M + 1) A(x)

Die zweite Summe f.allt aufgrund der Nebenbedingung (3.5) weg und damit erh.alt man

;A(x) =
1

M + 1

M∑
t=0

ln μR(x, t) (3.6)

Damit kann nun die oben beschriebene Matrix S aufgestellt werden.

S =

(|) ln μR(x0, 0)- ;A(x0) . . . ln μR(xn, 0)- ;A(xn)
...

. . .
...

ln μR(x0,M)- ;A(x0) . . . ln μR(xn,M)- ;A(xn)

)|) (3.7)

S ist daher reelle (M + 1)x (n+ 1) - Matrix mit der Singul.arwertzerlegung S = UΣV T .
Dabei sei U eine orthogonale (M + 1) x (M + 1) - Matrix, V T die Transponierte der or-
thogonalen (n + 1) x (n + 1) - Matrix V und Σ eine reelle (M + 1) x (n + 1) - Matrix der
Form:

Σ =

(|||||||||)

σ1

. . .

σr

...
. . . 0 . . .

...
...

. . . 0 . . .
...

...
. . . 0 . . .

...

)|||||||||)
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Hierbei sind σ1 < σ2 . . . < σr < 0 die Singul.arw.arte von S. Diese und damit einhergehend
auch Σ sind durch S eindeutig bestimmt. Es seien ui, i = 1, . . . ,M + 1 die Spaltenvektoren
von U und vTi , i = 1, . . . , n+1 die Spaltenvektoren von V T . Weder U noch V T sind eindeutig.
Dann kann man S auch wie folgt darstellen:

S = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 + . . .+ σrurv

T
r (3.8)

Betrachtet man nun die Problemstellung der Sch.atzung der .ubrigen Parameter B und
K im Lee Carter Modell ln μR(x, t) = A(x) + B(x)K(t), so l.asst sich feststellen, dass die
Matrix S als

S = KBT (3.9)

geschrieben werden kann. K und B beschreiben dabei Spaltenvektoren, deren Eintr.age K(t)
f.ur t = 0, . . . ,M beziehungsweise B(x) f.ur x = x0, . . . , xn sind.
Nun sei ;S = σ1u1v

T
1 eine Approximation f.ur S mittels des ersten Summanden aus (3.8). Aus

(3.9) erhalten wir daher σ1u1v
T
1 = ;K ;BT . Um die Nebenbedingung (3.4) zu gew.ahrleisten,

sei ;B(x) = 1
ω
v1(x) mit dem Gewicht ω =

∑n+1
i=1 v1(i). Zuletzt sei ;B(t) = ωσ1u1(t).

3.2 Das Plat Modell

W.ahrend wir die Mortalit.at der Referenzpopulation nach dem Lee Carter Modell modellie-
ren, so folge die Differenz der Mortalit.at der individuellen Population und jener der Referenz-
population einem verallgemeinerten Cairns-Blake-Dowd Modell. In dieser Form kann man
es auch als eine Vereinfachung des Plat-Modells ansehen, welches wie folgt gebildet wird:

ln μadj(x, t) = a(x) + k1(t) + (x- -x)k2(t) + (x- -x)+k3(t) + yt-x (3.10)

Auch dieses Modell ist in dieser Form noch nicht eindeutig. Seien zum Beispiel die Vek-
toren a1, k

1
1, k

1
2, k

1
3 und y1 eine L.osung von (3.10), so sind es die im Folgenden definierten

Vektoren ebenfalls:

a2 = a1 + c1 + c2x+ c3x
2,

k2
1 = k1

1 + c2t+ c3(2-xt- t2),

k2
2 = k1

2 + 2c3t,

k2
3 = k1

3,

y2 = y1 - c1 - c2(x+ t)- c3(t+ x)2

Dies l.asst sich einfach durch Einsetzen des zweiten Sets an Vektoren erkennen:
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ln μR(x, t) = a2(x) + k2
1(t) + (x- -x)k2

2(t) + (x- -x)+k2
3(t) + y2t-x

= a1(x) + c1 + c2x+ c3x
2 + k1

1(t) + c2t+ c3(2-xt- t2)

+ (x- -x)(k1
2(t) + 2c3t) + (x- -x)+k1

3(t)

+ y1t-x - c1 - c2(x+ t)- c3(t+ x)2

= a1(x) + k1
1(t) + (x- -x)k1

2(t) + (x- -x)+k1
3(t) + y1t-x.

In unserem Fall liegt eine Vereinfachung dieses Modells vor, es werden daher lediglich die
ersten drei Terme des Modells ben.otigt. Diese Modellanpassung ist bei der Betrachtung von
h.oheren Altern (wie in unserem betrachteten Rentenportfolio) ausreichend. Analog zum vor-
herigen Kapitel schr.anken wir die Parameter ein, um ein identifizierbares Modell zu erhalten.
Es gelten daher die Einschr.ankungen ∑

t

k1(t) = 0, (3.11)

∑
t

k2(t) = 0 und (3.12)

∑
t

k3(t) = 0. (3.13)

Durch diese Bedingungen wird sichergestellt, dass die Periodeneffekte um 0 zentriert sind.
Die Parameter f.ur dieses Modell lassen sich durch Maximierung der Log-Likelihood sch.atzen.
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Kapitel 4

Betrachtung des zeitstetigen Szenarios

4.1 Die Verpflichtung im zeitstetigen Szenario

4.1.1 Allgemeines

Auf Basis der bisher erarbeiteten Erkenntnisse wollen wir uns nun der Problematik in ei-
nem zeitstetigen Setting widmen und folgen in diesem Abschnitt daher nun nicht mehr den
Ausf.uhrungen von Cairns und El Boukfaoui, 2021. Wir gehen dazu analog vor, wobei die
Einbindung der stochastischen Mortalit.atsintensit.at einen wichtigen Punkt darstellt.

Auch in diesem Kapitel muss das zu hedgende Risiko in Form einer Verplichtung analy-
siert werden. Im zeitstetigen Szenario seien dies nun stetige Rentenzahlungen eines Portfolios
aus Pensionsversicherungen anstelle der oben betrachteten j.ahrlichen Pensionszahlungen.

In den folgenden Ausf.uhrungen wird zudem nur der Fall einer versicherten Person be-
handelt (also ohne die M.oglichkeit eines Renten.ubergangs auf eine hinterbliebene Person).
Wie auch im zeitdiskreten Fall definieren wir den Barwert der Rentenobligation sowie die
Punktsch.atzer der Reserven der Verpflichtung zu den jeweiligen Zeitpunkten wie folgt:

° L sei der Barwert der Rentenobligation zum Zeitpunkt 0, also eine Zufallsvariable, die
erst zum Tod der versicherten Person bekannt ist.

° L(0) sei ein Punktsch.atzer von L zum Zeitpunkt 0. L(0) ist die Reserve zum Zeitpunkt
0.

° L(t) bezeichne einen Punktsch.atzer von L zum Zeitpunkt t, L(t) ist also ebenfalls eine
Zufallsvariable, die erst zum Todeszeitpunkt der versicherten Person bekannt ist.

Ebenfalls analog zum vorherigen Kapitel werden zwei Populationen betrachtet, welche
wieder mit I f.ur die individuelle Population und mit R f.ur die Referenzpopulation bezeich-
net werden sollen. Auf abweichende Bezeichnungen zum zeitdiskreten Szenario soll an dieser
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Stelle verzichtet werden, um eine bessere Lesbarkeit zu gew.ahrleisten.

Wir ben.otigen abermals experience ratios, auf deren Basis sich die Mortalit.at der indi-
viduellen Population als Anteil an jener der Referenzpopulation abbilden l.asst:

ε0(i, t) = experience ratio zum Zeitpunkt 0, welche f.ur R.uckstellungsberechnungen

zum Zeitpunkt 0 verwendet wird. Dabei sei i der jeweilige Modelpoint und

t der Zeitpunkt, zu dem dieser Faktor anwendbar ist.

εT (i, t) = rekalibrierte experience ratio zum Zeitpunkt T , welche s.amtliche Informationen

bis zum Zeitpunkt T beinhaltet. Dabei seien i und t wie oben.

εT (i, t) dient also zur Reservierungsberechnung zum Zeitpunkt T .

Im zeitstetigen Fall kann die Multiplikation der experience ratios aber nicht auf die ein-
j.ahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten erfolgen.
Um die experience ratios anwenden zu k.onnen, ist an dieser Stelle die Betrachtung histori-
scher Mortalit.atsintensit.aten notwendig. Wir f.uhren nun μI(i, t) als Notation f.ur die Mor-
talit.atsintensit.at ein und beziehen uns dabei ebenso wie bei den experience ratios auf den
Modelpoint i und den Zeitpunkt t im Gegensatz zur .ublich verwendeten Methode des Alters
und des Zeitpunktes. Die Mortalit.atsintensit.at wird als stochastischer Prozess modelliert,
weshalb im n.achsten Abschnitt ein Exkurs hierzu folgt.

4.1.2 Stochastische Mortalit.atsintensit.at

In diesem Abschnitt wird der Vorgehensweise von Biagini, Rheinl.ander und Widenmann,
2013 in deren Paper "HEDGING MORTALITY CLAIMS WITH LONGEVITY BONDS"
gefolgt. Zuerst wird vereinfacht die Todeszeit eines Neugeborenen betrachtet. Diese entspricht
einer Zufallsvariable τ > 0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,G,P). Mithilfe von τ l.asst
sich der Indikator des Todes definieren:

Ht := 1{τ<t}

H ist ein rechtsstetiger, stochastischer Prozess, jedoch nicht vorhersehbar. Wir bezeichnen
die von H generierte Filtration mit H = (Ht)t>0, mit Ht = σ(Hu : u < t) und interpretieren
sie als Menge der Informationen .uber die individuelle Mortalit.at (in unserem Fall die der
Population I oder die der Population R).

Weiters sei B eine mehrdimensionale Brown,sche Bewegung im selben Wahrscheinlich-
keitsraum und F = (Ft)t>0 die von B erzeugte Filtration. Es sei (Ft) die Filtration der
systematischen Mortalit.at, sie enthalte also generelle Informationen .uber Einflussfaktoren
auf die Mortalit.at sowie Informationen .uber die stochastische Entwicklung der Zinsraten.
Es sei G = F V H die von F und H erzeugte Filtration, wobei vorausgesetzt wird, dass alle
F-Martingale auch G-Martingale bleiben. Unter dieser Annahme ist B auch bez.uglich G
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weiterhin eine Brown,sche Bewegung, da B ein G-Martingal mit [B]t = t und damit nach
L,evy,s Charakterisierung eine Brown,sche Bewegung ist.
Da der Prozess H wachsend ist, folgt aus der Doob-Meyer Zerlegung, dass ein wachsender,
vorhersehbarer Prozess Γ existiert, sodass der Prozess N definiert durch

Nt = Ht - Γτ^t

ein G-Martingal ist. Daher ist Γ der Kompensator des Einsprungprozesses H. Wir nehmen
an, dass ein positiver, F-vorhersehbarer Prozess μ = (μt)t>0 existiert, sodass Γt =

∫ τ^t
0

μsds.
Es gilt daher

Nt = Ht -
∫ τ^t

0

μsds = Ht -
∫ t

0

(1-Hs)μsds.

Nun k.onnen der .Uberlebensprozess -F und der Sterbeprozess F definiert werden:

-Ft,T = P(τ > T I Ft) = E[1{τ>T} I Ft]

Ft,T = 1- -Ft,T = P(τ < T I Ft)

Der .Uberlebensprozess kann als bester Sch.atzwert f.ur die Wahrscheinlichkeit, vom Zeitpunkt
t bis zum Zeitpunkt T zu .uberleben, interpretiert werden, w.ahrend der Sterbeprozess der
beste Sch.atzwert f.ur die Wahrscheinlichkeit in diesem Intervall zu sterben ist. Es sei -Ft := -F0,t

und Ft := 1- -Ft.
Wir nehmen an, dass -Ft,T als

-Ft,T = 1{τ>t}E[e-
∫ T
t μsds]

geschrieben werden kann, wobei μ wie oben die Mortalit.atsintensit.at sei.

Dieses Konzept, welches nun f.ur die Todeszeit τ eines Neugeborenen entwickelt wurde,
kann problemlos auf die Todeszeit τi eines zum Zeitpunkt 0 im Modelpoint i befindlichen
Versicherungsnehmers angewandt werden. Der aktuariellen Notation entsprechend erhalten
wir also f.ur den .Uberlebensprozess

tpi = E[1{τi>t} I F0] = E[e-
∫ t
0 μsds I F0].

In unserem Fall betrachten wir zwei unterschiedliche Populationen und innerhalb die-
ser verschiedene Modelpoints, weshalb sich die individuellen Filtrationen H im Allgemeinen
unterscheiden. Dadurch erh.alt man die stochastischen Mortalit.atsintensit.aten f.ur die unter-
schiedlichen Populationen und wollen sie im Folgenden mit μI(i, t) f.ur Population I und
μR(i, t) f.ur Population R f.ur den Modelpoint i zum Zeitpunkt t bezeichnen.

In analoger Weise seien tp
I
i und tp

R
i definiert.
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4.1.3 Bewertung der Verpflichtung im zeitstetigen Szenario

Mithilfe der soeben ausgearbeiteten Mortalit.atsintensit.at kann nun der Barwert der Ren-
tenverpflichtung ermittelt werden, also die Reserve zum Zeitpunkt 0. Wie oben bereits ein-
gef.uhrt, soll dieser mit L(0) bezeichnet werden. Dazu definieren wir mit B(i, t) die Auszah-
lungsintensit.at zum Zeitpunkt t f.ur Modelpoint i, wenn der Versicherungsnehmer zu t noch
am Leben ist.

Im Folgenden sei P (0, t) der Preis einer Nullkuponanleihe zum Zeitpunkt t mit Matu-
rit.at T > 0, welche zu T eine Geldeinheit auszahlt. Sie ist daher der geeignete Faktor zum
Abzinsen sp.aterer Cashflows auf den Zeitpunkt 0.
Mit M bezeichnen wir den sp.atest m.oglichen Zeitpunkt einer Auszahlung unter Ber.uck-
sichtigung aller Modelpoints.
Weiters sei t;p

I
i ein Sch.atzwert f.ur tp

I
i . F.ur dessen Evaluierung werden Sch.atzer f.ur die Morta-

lit.atsintensit.at der Referenzpopulation R ben.otigt, welche wiederum mit ;μV R(i, t) bezeichnet
werden. Das V in der Notation VR soll hierbei abermals die Verwendung zur Bewertung der
Verpflichtung unterstreichen.

Damit folgt

L(0) =
N∑
i=1

∫ M

0

P (0, t) t;p
I
i B(i, t) dBt.

Der Sch.atzwert f.ur tp
I
i ergibt sich dann durch

t;p
I
i = E[e-

∫ t
0 .μ(i,s)ds I F0] = e-

∫ t
0 .μ(i,s)ds,

wobei
;μ(i, s) = ε0(i, s);μV R(i, s).

Zur Berechnung der Effektivit.at des Hedges ist es außerdem notwendig, die Verteilung
der Verpflichtung zum Zeitpunkt T zu bestimmen.
Um Konsistenz zur Bewertung zum Zeitpunkt 0 zu erhalten, ergibt sich daher

L(T ) =
N∑
i=1

∫ T

0

P (0, t)

P (0, T )
tp

I
i B(i, t) dBt +

N∑
i=1

∫ M

T

P (0, t)

P (0, T )
t~p

I
i B(i, t) dBt,

wobei hier im ersten Summanden der tats.achliche .Uberlebensprozess und im zweiten ein
Sch.atzwert desselben mithilfe von rekalibrierten experience ratios verwendet wird. Explizit
bedeutet das

f.ur t < T : tp
I
i = E[e-

∫ t
0 μI(i,s)ds I F0]

f.ur t > T : t~p
I
i = Tp

I
i E[e-

∫ t
T ~μI(i,s)ds I FT ],

mit
~μI(i, s) = εT (i, s)~μV R(i, s).
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Dabei sei ~μV R(i, s) die projizierte Mortalit.atsintensit.at f.ur die Referenzpopulation unter
Verwendung eines zu T verwendeten Mortalit.atsmodells, welches s.amtliche Informationen
.uber die Mortalit.at der Population R bis zum Zeitpunkt T ber.ucksichtigt.

4.2 Der Langlebigkeitshedge im zeitstetigen Szenario

Das Hedge-Underlying soll wie im zeitdiskreten Fall so konstruiert werden, dass es zum fest
definierten Zeitpunkt T die Verpflichtung bestm.oglich repliziert.

4.2.1 Das Hedginginstrument (zeitstetig)

Das Hedginginstrument bleibt hier unver.andert. Es sollen zusammengefasst noch einmal die
wichtigsten Eckpunkte aufgelistet werden:

° T sei die feste Maturit.at des Hedges.

° X(T ) sei das Hedge-Underlying, welches noch definiert wird.

° H(T ) = u . h(X(T )) sei der Payoff des Hedginginstruments zum Zeitpunkt T , wobei u
die fiktive Quantit.at sei.

° h(x) = max
{
0,min

{
x-AP

EP-AP
, 1
}}

sei der Payoff eines Bull-Call-Spreads.

° P = L(T )-H(T ) sei der Nettowert des Portfolios.

4.2.2 Das Hedge-Underlying (zeitstetig)

F.ur den indexbasierten Hedge ist es auch im vorliegenden Szenario von Notwendigkeit, dass
sich der Wert des Hedge-Underlyings allein auf Basis der Mortalit.at der Referenzpopulation
berechnen l.asst.

Wir f.uhren zun.achst ~L(T ) ein, welches den Wert der Verpflichtung abbilden und vorerst
einen Platzhalter f.ur X(T ) darstellen soll. Dazu sei im Folgenden f.ur t < T

tp
HR
i = E[e-

∫ t
0 €H0(i,s)μR(i,s)ds I F0]

der .Uberlebensprozess unter Verwendung der tats.achlichen Mortalit.atsintensit.aten der
Referenzpopulation R und Rekalibrierung mit den im Hedge-Vertrag zum Zeitpunkt 0 fest-
gelegten experience ratios εH0(i, s).
F.ur t > T sei

t-p
HR
i = Tp

I
i E[e-

∫ t
T €H0(i,s)-μHR(i,s)ds I FT ].

Auch hier werden die zum Zeitpunkt 0 im Hedgevertrag festgelegten experience ratios
verwendet, w.ahrend -μHR(i, s) die projizierte Mortalit.atsintensit.at der Referenzpopulation
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unter der Ber.ucksichtigung s.amtlicher Information bis zum Zeitpunkt T sei. Diese werden
durch ein zu T kalibriertes, ebenfalls bereits zum Zeitpunkt 0 im Hedgevertrag definiertes
Mortalit.atsmodell berechnet, welches nur auf Daten der Referenzpopulation beruhen darf.

Damit wird ~L(T ) definiert als:

~L(T ) =
N∑
i=1

∫ T

0

P (0, t)

P (0, T )
tp

HR
i B(i, t) dBt +

N∑
i=1

∫ M

T

P (0, t)

P (0, T )
t-p

HR
i B(i, t) dBt.

Um bestm.ogliche Effektivit.at des Hedges zu erzielen, sollte das oben erw.ahnte Morta-
lit.atsmodell zur Berechnung der rekalibrierten Mortalit.atsintensit.at analog zum zeitdiskreten
Fall der Best Estimate zum Zeitpunkt 0 des zu T verwendeten Reservierungsmodells sein.
Dies ist im Normalfall das zur Zeit 0 verwendete Reservierungsmodell.
Wir k.onnen auch in diesem Kapitel f.ur die fiktive Quantit.at u = EP - AP w.ahlen. Dies
entspricht wieder der intuitiven Wahl, da ~L(T ) so konstruiert wurde, dass die Unsicherheit
der tats.achlichen Verpflichtung bestm.oglich abgebildet wird.
Alternativ kann auch an dieser Stelle .uber u optimiert werden, was jedoch einen Verlust des
intuitiven Zugangs zur Wahl u = EP - AP zur Folge h.atte.
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Kapitel 5

Berechnung der Kapitalerleichterung
anhand der Daten von .Osterreich und
Wien

Die bisher aufgestellten Annahmen und die verschiedenen Modelle zur Berechnung der Mor-
talit.atsintensit.aten der beiden Populationen sowie deren Projektion m.ussen nun in mehreren
aufeinanderfolgenden Schritten ausgef.uhrt beziehungsweise verwendet werden, um letztend-
lich die tats.achliche Auswirkung eines oben beschriebenen Langlebigkeitshedges kalkulieren
zu k.onnen. Es wird nun daher die Vorgehensweise in Form einer Aneinanderreihung der
notwendigen Schritte vorgestellt, welche zur Berechnung der Kapitalerleichterung durch den
platzierten Hedge notwendig ist.

F.ur diesen Anwendungsteil werden nun konkrete Daten ben.otigt. Die verwendeten Da-
tens.atze seien hier wie folgt gew.ahlt. Die Referenzpopulation seien Frauen aus .Osterreich,
f.ur die individuelle Population werden Daten .uber Frauen aus Wien (als Teilmenge von
.Osterreich) herangezogen. Die Wahl der Betrachtung von Frauen anstelle von M.annern wur-
de getroffen, da diese in der vorhandenen Lekt.ure stark unterrepr.asentiert sind und dies im
Sinne einer Gleichberechtigung aufgezeigt werden soll.

Zun.achst werden die Daten eingelesen. F.ur die Referenzpopulation (Frauen aus .Oster-
reich) werden Daten aus den Jahren 1970 bis 2019 und f.ur die individuelle Population (Frauen
aus Wien) Daten aus den Jahren 2000 bis 2019 herangezogen, welche allesamt .uber Statistik
Austria frei beziehbar sind. Aus diesen Datens.atzen werden die ben.otigten Parameter f.ur das
Sterblichkeitsmodell ermittelt. In dieser Ausf.uhrung wurde zur Veranschaulichkeit angenom-
men, dass sowohl die Sterblichkeit der .osterreichischen als auch die der Wiener Bev.olkerung
einem Lee Carter Modell folgen und diese beiden Modelle voneinander unabh.angig sind.

F.ur die Ausf.uhrung wurde das Programm R gew.ahlt. Der den hier beschriebenen Ergeb-
nissen entsprechende Code ist im Anhang zu finden.
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F.ur die weiteren Ausf.uhrungen seien folgende Annahmen festgelegt:

° Da die Sterblichkeitsdaten bis zum Jahr 2019 vorliegen, entspricht dieses Jahr dem
Zeitpunkt 0.

° Vom Zeitpunkt 0 weg betr.agt die Laufzeit des Hedges 10 Jahre, die Maturit.at sei daher
T = 10.

° Der letztm.ogliche Zeitpunkt einer Rentenzahlung sei 30 Jahre nach der Maturit.at des
Hedges, dies entspricht dem Jahr 2059.

° Die Verpflichtung sei eine Rentenleistung von je einer Geldeinheit, nachsch.ussig aus-
zahlbar an eine Gruppe von Versicherungsnehmerinnen, deren Alterszusammensetzung
wie folgt gegeben sei. Betrachtet werden je eine Frau jeden Alters von 50 bis inklusive
80 Jahren.

° Es sei ein fixer Zinssatz von 2 % f.ur die Bewertung zum Zeitpunkt T gew.ahlt, das
heißt P (0, t) = 1, 02-t und P (0,t)

P (0,T )
= 1, 02T-t f.ur alle t mit 0 < t < T + 30.

° Die vertraglich vereinbarten experience ratios f.ur den Hedge seien direkt aus den Roh-
daten der Sterbetafeln definiert. Da wir im kleineren Datenset (Frauen aus Wien)
lediglich Daten f.ur die 20 Jahre von 2000 bis 2019 zur Verf.ugung haben, bilden wir
den Durchschnitt .uber ebendiese Jahre

εH(x) =
1

20

19∑
t=0

ε(x,-t)

Da das Jahr 2019 dem Zeitpunkt 0 entspricht, ist dementsprechend mit t = -19 der
Datensatz des Jahres 2000 gemeint.

5.1 Lee Carter Modell f.ur .Osterreich

Mithilfe der in R bereits zur Verf.ugung stehenden Funktion zur Erstellung eines Lee Carter
Modells mit geeignetem Input k.onnen die Daten der .osterreichischen Frauen verarbeitet wer-
den. Neben den bereits erw.ahnten Daten werden zudem Verl.aufe .uber die Populationsgr.oße
ben.otigt. Diese k.onnen .uber die Human Mortality Database (abgek.urzt HMD) bezogen wer-
den (HMD. Human Mortality Database., 2022).3 Somit k.onnen die ben.otigten Parameter
A(x), B(x) und K(t) ermittelt werden. Diese sind in Figur 5.1 sowie 5.2 abgebildet.

3Ebenso wie die Statistik Austria Daten sind die Daten der HMD nach Erstellung eines Accounts frei
zug.anglich.
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Abbildung 5.1: K(t) im Lee Carter Modell f.ur .osterreichische Frauen.

Abbildung 5.2: A(x) (oben) und B(x) (unten) im Lee Carter Modell f.ur .osterreichische Frau-
en.

Zur Veranschaulichung ist durch die graue Linie in den Plots eine Gl.attung der Werte
dargestellt, der hellgraue Schatten zeigt ein Konfidenzintervall.
In Abbildung 5.1 sieht man sch.on, wie K(t) mit gr.oßerem t fallen, da f.ur sp.atere Geburts-
jahre eine Sterblichkeitsverbesserung zu erwarten ist.
Aus Abbildung 5.2 ist aus den A(x) das .ubliche Verhalten der Sterbewahrscheinlichkeiten
erkennbar:
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° Im Kindesalter sinkt die Sterbewahrscheinlichkeit, bevor sie f.ur Pubertierende wieder
steigt.

° Ein kurzes Absinken der Sterbewahrscheinlichkeit in den fr.uhen Zwanzigern (unter
anderem nach Abklingen von riskantem Verhalten w.ahrend der Pubert.at) ist erkenn-
bar. Dieser Effekt spiegelt sich in den verwendeten Daten der weiblichen Bev.olkerung
weniger wider als bei vergleichbaren Daten f.ur die m.annliche Bev.olkerung.

° Zuletzt steigt die Sterbewahrscheinlichkeit mit fortschreitendem Alter kontinuierlich
an.

Wie zu erwarten, fallen auch die B(x) mit wachsendem Alter, da f.ur h.ohere Alter die
Auswirkungen der zeitabh.angigen Komponente K(t) kleiner werden.
Ausreißer f.ur niedrige und hohe Alter lassen sich durch eine geringe Datendichte in diesen
Altern erkl.aren.

5.2 Lee Carter Modell f.ur Wien

Analog zur Vorgehensweise f.ur die .osterreichische Frauenpopulation werden auch f.ur das Lee
Carter Modell f.ur Wien die Parameter A(x), B(x) und K(t) bestimmt, die in den Figuren
5.3 und 5.4 ersichtlich sind. Anhand der Grafiken ist sofort die schlechtere Datenlage der
Wiener Frauenpopulation ersichtlich.

Nachdem die f.ur das Lee Carter Modell ben.otigten Daten .uber den Verlauf der Popula-
tionsgr.oße f.ur die Wiener Frauenpopulation nicht vorhanden sind, wurde die f.ur .Osterreich
verwendete Datei an dieser Stelle mit dem Faktor 0,21646 gek.urzt (dies entspricht dem
Verh.altnis von der Wiener zur .osterreichischen Frauenbev.olkerung, auf Basis von Daten der
Statistik Austria aus dem Jahr 2020).
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Abbildung 5.3: K(t) im Lee Carter Modell f.ur Wiener Frauen.

Abbildung 5.4: A(x) (oben) und B(x) (unten) im Lee Carter Modell f.ur Wiener Frauen.

Die Interpretation der Abbildungen 5.3 und 5.4 decken sich mit jenen der Abbildungen
5.1 und 5.2.
Obwohl die einzelnen Datenpunkte eine h.ohere Streuung aufweisen, lassen sich durch die
gegl.atteten Linien dieselben Trends wie f.ur die .osterreichischen Daten ablesen.

5.3 Erzeugung einer Simulation

Da zur Bewertung des hier betrachteten Hedges auch Werte zum Zeitpunkt T ben.otigt
werden, m.ussen anhand der aus den Sterblichkeitsdaten erstellten Modelle Simulationen
erzeugt werden, um die Verpflichtung zu Zeitpunkten in der Zukunft bewerten zu k.onnen.

Zur Erzeugung einer einzelnen Simulation sind dabei folgende Schritte vonn.oten:

1) F.ur alle Zeitpunkte t = 1, . . . , 10 und Alter x = 50, . . . , 80 werden die Sterberaten

m
.O(x, t) und mW (x, t) aus den erstellten Lee Carter Modellen ben.otigt. Dabei stehen

die Indizes .O f.ur die .osterreichische Frauenpopulation und W f.ur die Wiener Frauen-
population.

2) Mithilfe dieser Sterberaten berechnen wir die Mortalit.atsraten .uber die Formel
qi(x, t) = 1- e-mi(x,t) f.ur i = W, .O.
Daraus erhalten wir die experience ratios

ε(x, t) =
qW (x, t)

q .O(x, t)
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und errechnen aus diesen die Mittelwerte .uber die Jahre 2020 (t = 1) bis 2029 (t = T )

εT (x) =
1

10

10∑
t=1

ε(x, t).

Diese εT (x) werden im weiteren Verlauf zur Evaluierung der Verpflichtung zum Zeit-
punkt T = 10 ben.otigt.

3) Die Rohdaten der .osterreichischen Frauenpopulation werden um die aus Punkt 1) er-
zeugten Daten erweitert. Aus dem so neu entstehenden Datensatz wird nun abermals
ein Lee Carter Modell erstellt, welches aufgrund der Datenerweiterung von jenem aus
den Rohdaten erstellten Modell abweicht.
Da f.ur die Umsetzung wieder ein Exposure ben.otigt wird, wird an dieser Stelle jedoch
vereinfachend dasselbe verwendet, da von der Pr.amisse ausgegangen wird, das f.ur die
jeweiligen Altersklassen ann.ahernd viele Personen ab- und zugehen.

4) Nun wird Punkt 1) wiederholt, diesmal mittels des Lee Carter Modells aus Punkt
3) f.ur die um die Simulationen erweiterte .osterreichische Frauenbev.olkerung. Wir be-

rechnen also die Sterberaten ~m
.O(x, t) neu und beziehen dabei die Erfahrungen der

vergangenen 10 Jahre mit ein. Hier sei t = 1, . . . , 30 gew.ahlt (d.h. wir gehen von ei-
nem sp.atestm.oglichen Auszahlungszeitpunkt im Jahr 2059 aus). Analog werden die
zugeh.origen Mortalit.atsraten mit ~q(x, t) bezeichnet.

5) An dieser Stelle haben wir nun alle ben.otigten Daten beisammen, um die Verpflichtung
zu Zeit T = 10 auszuwerten. Mit den oben festgelegten Bedingungen erhalten wir also

L(T ) = L(10) =
80∑

x=50

10∑
t=1

1, 0210-t . SW (x, t) . 1 +
80∑

x=50

30∑
t=11

1, 0210-t . ~SW (x, t) . 1,

wobei die .Uberlebenswahrscheinlichkeiten wie folgt gegeben sind:

f.ur t < 10 : SW (x, t) =
tΠ

y=1

(
1- ε(x, y)q

.O(x, y)
)
,

f.ur t > 10 : ~SW (x, t) = SP (x, t)
tΠ

y=T+1

(
1- εT (x)~q

.O(x, y)
)
.

Dabei wird f.ur t < T die Mortalit.atsrate aus den Rohdaten und f.ur t < T jene aus dem
erweiterten Modell verwendet. F.ur die Bewertung zuk.unftiger Zahlungsstr.ome wollen
wir also die zum Zeitpunkt T = 10 vorhandene Information miteinbeziehen.
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6) Nun spezifizieren wir das Hedge-Underlying. Die ben.otigten experience ratios seien,
wie bereits oben festgelegt, εH(x). Damit errechnet sich das Hedge-Underlying als

~L(T ) = ~L(10) =
80∑

x=50

10∑
t=1

1, 0210-tSHW (i, t) . 1 +
80∑

x=50

30∑
t=11

1, 0210-t ~SHW (i, t) . 1.

Das H in der Notation soll hierbei die Verwendung der .Uberlebenswahrscheinlichkeit
in Verbindung des Hedges hervorheben. Diese sind definiert durch

f.ur t < 10 : SHW (x, t) =
tΠ

y=1

(
1- εH(x)q

.O(x, y)
)
,

f.ur t > 10 : ~SHW (x, t) = SP (x, t)
tΠ

y=T+1

(
1- εH(x)~q

.O(x, y)
)
.

Analog der Berechnung des Wertes der Verpflichtung zum Zeitpunkt T = 10 handelt
es sich in der Berechnung der .Uberlebenswahrscheinlichkeit f.ur t < 10 um die Mor-
talit.atsrate aus den Rohdaten, w.ahrend f.ur t > 10 wieder jene aus dem erweiterten
Modell verwendet werden soll. Das gew.ahlte zuk.unftige Sterblichkeitsmodell f.ur den
Hedge soll also dem bereits in 4) erstellten entsprechen.

Mit der Durchf.uhrung der Schritte 1) bis 6) l.asst sich eine einzelne Simulation der Gr.oßen
L(10) und ~L(10) durchf.uhren.

5.4 Ergebnisse

F.ur das hier betrachtete Beispiel wurde f.ur die weitere Bearbeitung eine Anzahl von 5.000
Simulationen gew.ahlt. Nun kann f.ur jede einzelne Simulation der Payoff des Hedges berech-
net werden. Daf.ur seien AP = 200 und EP = 700 und mit der Wahl u = EP -AP erhalten
wir f.ur die fiktive Quantit.at u = 500.

Somit gilt f.ur den Bull-Call-Spread im speziellen Fall f.ur eine einzelne Simulation ~L(10):

H(10) = 500 .max
{
0,min

{ ~L(10)- 200

500
, 1
}}

.

Der Nettowert des Portfolios P ergibt sich im weiteren Schritt dann aus P (10) = L(10)-
H(10) f.ur die jeweils betrachtete Simulation.
In den folgenden Abbildungen 5.5 und 5.6 sind die Werte f.ur die Gr.oßen L(10), H(10) und
P (10) dargestellt.
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Abbildung 5.5: Histogramm der Gr.oßen L(10), H(10) und P (10) f.ur 5.000 Simulationen.

Abbildung 5.6: Boxplot der Gr.oßen L(10), H(10) und P (10) f.ur 5.000 Simulationen.

Aus dem Histogramm in Abbildung 5.5 erkennt man, dass der Wert der Verpflichtung
L(10) breiter gestreut ist als der Wert des Hedge Outputs H(10), wenngleich die Spanne der
Werte der Verpflichtung gr.oßer ist.
Zus.atzlich kann man in den Boxplots in Abbildung 5.6 erkennen, dass die Abweichung vom
Median sowohl nach oben als auch nach unten in .ahnlicher H.ohe erfolgt und die Ergebnis-
datens.atze somit relativ symmetrisch sind.
Die Eigenschaften von L(10) und H(10) .ubertragen sich direkt auf P (10), da diese Werte
aus Differenzbildung von L(10) und H(10) errechnet werden.
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Nun k.onnen wir mithilfe der empirischen Verteilungen der Gr.oßen L(10) beziehungsweise
P (10) die Values at Risk berechnen und damit sowohl die Kapitalanforderung C, als auch
die Kapitalanforderung mit Hedge ~C und als Differenz aus den beiden Werten die Kapita-
lerleichterung E.

Aus den verwendeten Daten sowie Modellen und unter der Ber.ucksichtigung aller an-
gef.uhrten Annahmen und Bedingungen erh.alt man folgende Werte f.ur diese Gr.oßen (in
Geldeinheiten):

° C = 111, 667

°
~C = 49, 67633

° E = 61, 99071

Der positive Wert f.ur E bedeutet daher, dass im angef.uhrten speziellen Beispiel mit Ver-
wendung der Daten .osterreichischer und Wiener Frauen in der Simulation eine tats.achliche
Kapitalerleichterung durch Platzieren des konstruierten indexbasierten Hedges erfolgt.

42



Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine M.oglichkeit, sich gegen das Risiko Langlebigkeit abzusichern,
vorgestellt. Zuerst wurde anhand des Papers "Basis Risk in Index-Based Longevity Hedges:
A Guide for Longevity Hedgers" von Cairns und El Boukfaoui, 2021 ein indexbasierter Hed-
ge im zeitdiskreten Szenario beschrieben. Dazu wurde (sowohl im Zeitdiskreten, als auch im
Zeitstetigen) ein Bull-Call-Spread gew.ahlt.

Diese Theorie wurde in Kapitel 4 unter Zuhilfenahme von stochastischer Mortalit.ats-
intensit.at zudem um einen Zugang zur Durchf.uhrung im zeitstetigen Setting erweitert.

Abschließend konnte in Kapitel 5 anhand von Echtdaten der Statistik Austria .uber die
weibliche Bev.olkerung von .Osterreich und vonWien als Teilmenge von .Osterreich auch nume-
risch gezeigt werden, dass unter bestimmten getroffenen (im Kapitel genauer ausgef.uhrten)
Annahmen eine positive Kapitalerleichterung in der Kapitalanforderung zu erreichen ist.
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Anhang A

R Code

library(readxl)

library(dplyr)

library(ggplot2)

library(stats)

library(demography)

library(tidyr)

library(readr)

library(StMoMo)

library(forecast)

library(tictoc)

library(PerformanceAnalytics)

library(gridExtra)

library(HDInterval)

# 1. Daten importieren ---------------------------------------------

#Aufteilung in 2 Gruppen notwendig , weil die Struktur der Statistik

#Austria Daten fuer bestimmte Jahre anders aussieht

v <- 2002:2019

v-char <- as.character(v)

v2 <- 1970:2001

v-char2 <- as.character(v2)

#Daten fuer Oesterreivh gesamt

link1 <- "C:/Users/melan/Desktop/Diplomarbeit/R/

jaehrliche-sterbetafeln-1947-bis-2019--fuer-oesterreich.xlsx"
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#Daten fuer Wien

link2 <- "C:/Users/melan/Desktop/Diplomarbeit/R/

jaehrliche-sterbetafeln-1970-bis-2019-fuer-wien.xlsx"

#Funktion fuer Struktur 2002 -2019

datenladen <- function(link ,v-char){

dat2 <- data.frame()

for (i in v-char) {

dat <- read-excel(link ,

sheet = i,

col-types = c("numeric",

"skip", "skip", "skip", "skip", "skip",

"skip", "numeric", "skip", "skip",

"skip", "skip", "skip", "skip", "skip",

"skip", "skip", "skip", "skip", "skip"),

skip = 5)

dat <- dat %<% mutate(jahr=as.numeric(i))

dat2 <- dat2 %<% bind-rows(dat)

}

return(dat2)

}

#Funktion fuer Struktur vor 2002

datenladen2 <- function(link ,v-char){

dat2 <- data.frame()

for (i in v-char) {

dat <- read-excel(link ,

sheet = i,

col-types = c("numeric",

"skip", "skip", "skip", "skip", "skip",

"skip", "numeric", "skip", "skip",

"skip", "skip", "skip", "skip"),

skip = 10)

dat <- dat %<% mutate(jahr=as.numeric(i))

dat2 <- dat2 %<% bind-rows(dat)

}

return(dat2)

}

dat-aut-2002-2019 <- datenladen(link1 ,v-char)

dat-aut-1970-2001 <- datenladen2(link1 ,v-char2)
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dat-aut-1970-2001 <- dat-aut-1970-2001 %<% rename(qx=,q(x),)

dat-aut <- bind-rows(dat-aut-1970-2001,dat-aut-2002-2019)

dat-aut <- dat-aut %<% rename(qx-aut=qx)

#Leerzeilen , die beim Einlesen entstanden sind entfernen

dat-aut <- dat-aut %<% filter(!is.na(x))

#Wien hat durvhgehend die "alte" Struktur

v3<- 2000:2019

v-char3 <- as.character(v3)

dat-wien <- datenladen2(link2 ,v-char3)

dat-wien <- dat-wien %<% filter(!is.na(x))

dat-wien <- dat-wien %<% rename(qx-wien=,q(x),)

#nun haben wir beide Datensaetze svhoen im r studio

#beide Datensets zusammenfuehren

dat <- dat-aut %<% left-join(dat-wien , by=c("x","jahr"))

#Chevk fuer Division durvh 0

check <- dat %<% filter(qx-aut ==0)

# 2. Lee Carter fuer Referenzpopulation=Oesterreivh ----------------

#Datenformat umstrukturieren

dat2 <- dat %<% select(x,jahr ,qx-aut) %<% pivot-wider(names-from = jahr ,

values-from = qx-aut)

dat2 <- dat2 %<% select(-x)

#Oesterreivh popsize (wird fuer die Lee Carter Funktion benoetigt)

Austria-PopSize <- read-table2("Austria-PopSize.txt",

skip = 2)

ap <- Austria-PopSize %<% select(-Total , -Male)

ap <- ap %<% filter(Year %in% 1970:2019 , Age %in% 0:100)

ap2 <- ap %<% pivot-wider(names-from = Year ,values-from = Female)

ap2 <- ap2 %<% select(-Age)
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#Umwandeln der qx auf mx vor Anwendung von Lee Carter

dat4 <- -log(1-dat2)

dat4[dat4==Inf]<- 1

dat4[is.na(dat4)]<-1

dat4[dat4 ==0] <- 10.( -16)

#dat4 : hier sind die Werte die mx aus dem paper -> leevart2

dat-demog2 <- demogdata(data=as.matrix(dat4),

pop= ap2 ,

ages =0:100 ,

years = 1970:2019 ,

type="mortality",

label="Austria",

name="female")

#lva erzeugt Lee Carter Modell

leecart2 <- lca(dat-demog2 ,series = "female")

#Test Parameter

leecart2✩ax

leecart2✩bx

leecart2✩kt

#Plotten der Parameter des Lee Carter fuer Oesterreivh

#kt

df <- data.frame(year=leecart2✩year , kt=leecart2✩kt)

ggplot(df , aes(year ,kt)) +

geom-point(size =2.5, color=,darkred ,) +

geom-smooth(method=,gam,, color=,#7 a7a52,)

#ax und bx

mytheme <- theme-minimal () +

theme(

legend.position = "none",

axis.ticks = element-blank(),

axis.title = element-text(color = "grey60"),

axis.text = element-text(color = "grey60"),

#panel.bavkground = element-revt(fill = "# fve8f1"),

# Set the panel gridlines major y values

panel.grid.major.y = element-line(

# Set the volor to grey60
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color = "grey60",

# Set the size to 0.25

size = 0.25,

# Set the linetype to dotted

linetype = "dotted"

)

)

theme-set(mytheme)

df2 <- data.frame(age=leecart2✩age , ax=leecart2✩ax , bx=leecart2✩bx)

p1 <- ggplot(df2 , aes(age ,ax)) +

geom-point(size =2.5, color=,darkgreen ,) +

geom-smooth(method=,gam,, color=,#7 a7a52,)

#log , damit besser sivhtbar

p2 <- ggplot(df2 , aes(age ,bx)) +

geom-point(size =2.5, color=,darkblue ,) +

scale-y-log10 () +

geom-smooth(method=,gam,, color=,#7 a7a52,)

grid.arrange(p1,p2,ncol=1, nrow =2)

# 3. Lee Carter fuer individuelle Population=Wien ---------------------

#Datenformat umstrukturieren

dat3 <- dat %<% select(x,jahr ,qx-wien) %<% pivot-wider(names-from = jahr ,

values-from = qx-wien)

dat3 <- dat3 %<% select(-x)

dat3 <- dat3[,c(,2000,,,2001,,,2002,,,2003,,,2004,,,2005,,

,2006,,,2007,,,2008,,,2009,,,2010,,,2011,,

,2012,,,2013,,,2014,,,2015,,,2016,,,2017,,

,2018,,,2019,)]

#Wien popsize (wird fuer die Lee Carter Funktion benoetigt)

ap3 <- ap %<% mutate(Female=round(Female*0.21646 ,0))

ap3 <- ap3 %<% pivot-wider(names-from = Year ,values-from = Female)

ap3 <- ap3 %<% select(-Age)

ap3 <- ap3 %<% select ( ,2000,:,2019 ,)

dat5 <- -log(1-dat3)

dat5[dat5==Inf]<- 1
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dat5[is.na(dat5)]<-1

dat5[dat5 ==0] <- 10.( -16)

dat-demog3 <- demogdata(data=as.matrix(dat5),

pop= ap3 ,

ages =0:100 ,

years = 2000:2019 ,

type="mortality",

label="Vienna",

name="female")

#lva erzeugt Lee Carter Modell

leecart3 <- lca(dat-demog3 ,series = "female")

#Test Parameter

leecart3✩ax

leecart3✩bx

leecart3✩kt

#Plotten der Parameter des Lee Carter fuer Wien

#kt

df-w <- data.frame(year=leecart3✩year , kt=leecart3✩kt)

ggplot(df-w, aes(year ,kt)) +

geom-point(size =2.5, color=,darkred ,) +

geom-smooth(method=,gam,, color=,#7 a7a52,)

#ax und bx

df2-w <- data.frame(age=leecart3✩age , ax=leecart3✩ax, bx=leecart3✩bx)

p3 <- ggplot(df2-w, aes(age ,ax)) +

geom-point(size =2.5, color=,darkgreen ,) +

geom-smooth(method=,gam,, color=,#7 a7a52,)

#log , damit besser sivhtbar

p4 <- ggplot(df2-w, aes(age ,bx)) +

geom-point(size =2.5, color=,darkblue ,) +

scale-y-log10 () +

geom-smooth(method=,gam,, color=,#7 a7a52,)

grid.arrange(p3 ,p4 ,ncol=1, nrow =2)

#------hier beginnt nun die Simulation --------

tic()

AnzSim =5000
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dim-out=2*AnzSim

output <- matrix (1: dim-out , nrow=2, ncol=AnzSim)

out <- list()

for (n in 1: AnzSim ){

# 4. Zeitreihenmodell fuer Perioden - und Kohorteneffekte ------------

# 4.1 Random Walk fuer Lee -Carter Oesterreivh

# Svhaetzen von Random Walk Parameter im Lee -Carter -Modell

# Erzeugen von simulierten Werten fuer Mortalitaetsrate q im

# Lee Carter Modell mit Random walk fuer Alter x und Zeitpunkt Mat

sim-leecart <- matrix (1:1010 , nrow =101, ncol =10)

for (i in 1:101){

for (j in 1:10){

parameter <- list(AnzSim=1, #Anzahl der Simulationen

Mat=j, #Jahre bis zur Maturitaet

tn=2019,

t0=1970,

x=i

)

fittingLCRW <- function(leecart2 ,parameter ){

n=parameter✩tn-parameter✩t0

h <-tail(leecart2✩kt , n+1)

dif <-diff(h)

vLC <-mean(dif)

varLC <-(dif -vLC).2

sigma0LC <- mean(varLC)

result <-list(leecart2✩ax, leecart2✩bx ,leecart2✩kt,

vLC , sigma0LC)

names(result) <-c("ax", "bx","kt", "vLC", "sigma0LC")

return(result)

}

#Hilfsfunktion

probab <- function(ax , bx , Y){

m <-exp(ax+bx*Y)

q <- 1- exp(-m)

return(q)

}
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parameter✩x-char=as.character(parameter✩x)

samplingLCRW <-function(leecart2 , parameter ){

a <-fittingLCRW(leecart2 , parameter)

Y<- rnorm(parameter✩AnzSim ,

mean=a✩kt[time(a✩kt)== parameter✩tn]+a✩vLC*parameter✩Mat ,

sd = a✩sigma0LC*parameter✩Mat)

q<-probab(a✩ax[parameter✩x-char],a✩bx[parameter✩x-char], Y)

return(q)

}

sim-leecart[i,j] <- samplingLCRW(leecart2 ,parameter)

}

}

sim-leecart

sim-leecart[is.na(sim-leecart )]<-1

# 4.2 Random Walk fuer Lee -Carter Wien

# Svhaetzen von Random Walk Parameter im Lee -Carter -Modell

# Erzeugen von simulierten Werten fuer Mortalitaetsrate q im

# Lee -Carter -Modell mit Random walk fuer Alter x und Zeitpunkt Mat

sim-leecart-wien <- matrix (1:1010 , nrow =101, ncol =10)

for (i in 1:101){

for (j in 1:10){

parameter <- list(AnzSim=1, #Anzahl der Simulationen

Mat=j, #Jahre bis zur Maturitaet

tn=2019,

t0=2000,

x=i

)

fittingLCRW <- function(leecart3 ,parameter ){

n=parameter✩tn -parameter✩t0

h <-tail(leecart3✩kt, n+1)

dif <-diff(h)

vLC <-mean(dif)

varLC <-(dif -vLC).2

sigma0LC <- mean(varLC)

result <-list(leecart3✩ax , leecart3✩bx ,leecart3✩kt , vLC ,sigma0LC)
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names(result) <-c("ax", "bx","kt", "vLC", "sigma0LC")

return(result)

}

#Hilfsfunktion

probab <- function(ax , bx , Y){

m <-exp(ax+bx*Y)

q <- 1- exp(-m)

return(q)

}

parameter✩x-char=as.character(parameter✩x)

samplingLCRW <-function(leecart3 , parameter ){

a <-fittingLCRW(leecart3 , parameter)

Y<- rnorm(parameter✩AnzSim ,

mean=a✩kt[time(a✩kt)== parameter✩tn]+a✩vLC*parameter✩Mat ,

sd = a✩sigma0LC*parameter✩Mat)

q<-probab(a✩ax[parameter✩x-char],a✩bx[parameter✩x-char], Y )

return(q)

}

sim-leecart-wien[i,j] <- samplingLCRW(leecart2 ,parameter)

}

}

sim-leecart-wien

sim-leecart-wien[is.na(sim-leecart-wien)]<-1

# 5. Lee -Carter mit erweitertem Dateninput -------------------------

# (Erweiterung um Simulationen)

# 5.1 Oesterreivh erweitertes Lee -Carter

dat4erw <- cbind(dat4 ,sim-leecart)

colnames(dat4erw) <- 1970:2029

dat4erw[dat4erw ==Inf]<- 1

dat4erw[is.na(dat4erw )]<-1

dat4erw[dat4erw ==0] <- 10.( -16)

zw <- ap2 [50]

ap2-erw <- cbind(ap2 ,zw ,zw ,zw ,zw ,zw ,zw ,zw ,zw ,zw ,zw)

dat-demog-oe-erw <- demogdata(data=as.matrix(dat4erw),

pop= ap2-erw ,
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ages =0:100 ,

years = 1970:2029 ,

type="mortality",

label="Austria",

name="female")

leecart2-erw <- lca(dat-demog-oe-erw ,series = "female")

#plot(leevart2-erw✩kt ,type="p", ylab="K(t)", xlab="Jahr",

# ylim=v( -100 ,70))

#plot(leevart2-erw✩ax , ylab="A(x)", xlab=" Alter")

#plot(leevart2-erw✩bx , ylab="B(X)", xlab=" Alter ")

# 5.2 Wien erweitertes Lee -Carter

dat5erw <- cbind(dat5 ,sim-leecart-wien)

colnames(dat5erw) <- 2000:2029

dat5erw[dat5erw ==Inf]<- 1

dat5erw[is.na(dat5erw )]<-1

dat5erw[dat5erw ==0] <- 10.( -16)

zw2 <- ap3 [20]

ap3-erw <- cbind(ap3 ,zw2 ,zw2 ,zw2 ,zw2 ,zw2 ,zw2 ,zw2 ,zw2 ,zw2 ,zw2)

dat-demog-wien-erw <- demogdata(data=as.matrix(dat5erw),

pop= ap3-erw ,

ages =0:100 ,

years = 2000:2029 ,

type="mortality",

label="Vienna",

name="female")

leecart3-erw <- lca(dat-demog-wien-erw ,series = "female")

#plot(leevart3-erw✩kt ,type="p", ylab="K(t)", xlab="Jahr",

# ylim=v( -100 ,70))

#plot(leevart3-erw✩ax , ylab="A(x)", xlab=" Alter ")

#plot(leevart3-erw✩bx , ylab="B(X)", xlab=" Alter ")

# 6. Simulieren in den erweiterten Modellen -----------------------

# 6.1 Simulation im erweiterten Oesterreivh Lee -Carter Modell
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sim-leecart-erw <- matrix (1:3030 , nrow =101, ncol =30)

for (i in 1:101){

for (j in 1:30){

parameter <- list(AnzSim=1, #Anzahl der Simulationen

Mat=j, #Jahre bis zur Maturitaet

tn=2029,

t0=1970,

x=i

)

fittingLCRW <- function(leecart2-erw ,parameter ){

n=parameter✩tn -parameter✩t0

h <-tail(leecart2-erw✩kt, n+1)

dif <-diff(h)

vLC <-mean(dif)

varLC <-(dif -vLC).2

sigma0LC <- mean(varLC)

result <-list(leecart2-erw✩ax , leecart2-erw✩bx ,leecart2-erw✩kt,

vLC , sigma0LC)

names(result) <-c("ax", "bx","kt", "vLC", "sigma0LC")

return(result)

}

#Hilfsfunktion

probab <- function(ax , bx , Y){

m <-exp(ax+bx*Y)

q <- 1- exp(-m)

return(q)

}

parameter✩x-char=as.character(parameter✩x)

samplingLCRW <-function(leecart2-erw , parameter ){

a <-fittingLCRW(leecart2-erw , parameter)

Y<- rnorm(parameter✩AnzSim ,

mean=a✩kt[time(a✩kt)== parameter✩tn]+a✩vLC*parameter✩Mat ,

sd = a✩sigma0LC*parameter✩Mat)

q<-probab(a✩ax[parameter✩x-char],a✩bx[parameter✩x-char], Y)

return(q)

}

sim-leecart-erw[i,j] <- samplingLCRW(leecart2-erw ,parameter)

}

}
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sim-leecart-erw

sim-leecart-erw[is.na(sim-leecart )]<-1

# 6.2 Simulation im erweiterten Wien Lee -Carter Modell

sim-leecart-wien-erw <- matrix (1:3030 , nrow =101, ncol =30)

for (i in 1:101){

for (j in 1:30){

parameter <- list(AnzSim=1, #Anzahl der Simulationen

Mat=j, #Jahre bis zur Maturitaet

tn=2029,

t0=1970,

x=i

)

fittingLCRW <- function(leecart3-erw ,parameter ){

n=parameter✩tn -parameter✩t0

h <-tail(leecart3-erw✩kt, n+1)

dif <-diff(h)

vLC <-mean(dif)

varLC <-(dif -vLC).2

sigma0LC <- mean(varLC)

result <-list(leecart3-erw✩ax , leecart3-erw✩bx , leecart3-erw✩kt,

vLC , sigma0LC)

names(result) <-c("ax", "bx","kt", "vLC", "sigma0LC")

return(result)

}

#Hilfsfunktion

probab <- function(ax , bx , Y){

m <-exp(ax+bx*Y)

q <- 1- exp(-m)

return(q)

}

parameter✩x-char=as.character(parameter✩x)

samplingLCRW <-function(leecart3-erw , parameter ){

a <-fittingLCRW(leecart3-erw , parameter)

Y<- rnorm(parameter✩AnzSim ,

mean=a✩kt[time(a✩kt)== parameter✩tn]+a✩vLC*parameter✩Mat ,

sd = a✩sigma0LC*parameter✩Mat)

q<-probab(a✩ax[parameter✩x-char],a✩bx[parameter✩x-char], Y)

return(q)
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}

sim-leecart-wien-erw[i,j] <- samplingLCRW(leecart3-erw ,parameter)

}

}

sim-leecart-wien-erw

sim-leecart-wien-erw[is.na(sim-leecart )]<-1

# 7. Die Verpflivhtung -----------------------------------------------

# 7.1 Ueberlebenswahrsvheinlivhkeit fuer t<=T

# brauvhe fuer die Ueb.ws. mortality rates und nivht death rates

# kann hier die Wiener Daten nehmen , da ER genau so definiert

S-P <- function(x,t){

terme <- 1:t

for (i in 1:t){

terme[i] <- (1-(1-exp(-sim-leecart-wien-erw[x,i])))

}

return(prod(terme))

}

#Test

S-P(31 ,30)

S-P(90,5)

S-P(15 ,30)

# 7.2 Ueberlebenswahrsvheinlivhkeit fuer t>T

qx-oe-erw <- 1-exp(-dat4erw)

#in dat5erw stehen mx , daher umrevhnen in qx

qx-w-erw <- 1-exp(-dat5erw)

#damit Datenformat zu Wiener Daten passt

qx-oe-erwred <- qx-oe-erw [ ,31:60]

er-einzeln <- qx-w-erw/qx-oe-erwred

erT <- rowMeans(er-einzeln)

#plot(erT ,ylim=v(0 ,3))

T <- 10 # setze Maturitaet auf 10

ST-P <- function(x,t){

terme <- 1:(t-T)
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for (i in 1:(t-T)){

terme[i] <- (1-erT[x]*qx-oe-erw[x,i+10])

}

return(prod(terme)*S-P(x,T))

}

# S-P fuer t<=10 und ST-P fuer t>10

S-P(60,9)

ST-P(60 ,11)

ST-P(60 ,15)

uebws <- data.frame()

for (i in 50:80) { # alle UebWs in einen Dataframe

for (j in 1:30) {

if (j<T+1) {

uebws[i,j] <- S-P(i,j)

}

else uebws[i,j] <- ST-P(i,j)

}

}

#NA Zeilen loesvhen -> dim 31 x 30 (Alter x Zeit)

uebws <- uebws %<% na.omit(uebws)

#plot (1:30 , uebws[5,], ylim=v(0 ,1))

#plot (1:31 , uebws [,10], ylim=v(0 ,1))

# 7.3 Berevhnung der Verpflivhtung L(T)=L(10)

uebws2 <- uebws

for (i in 1:31){

for (j in 1:30){

uebws2[i,j] <- uebws2[i,j] * (1.02.(10 -j)) #Maturitaet 10

}

}

L10 <- sum(rowSums(uebws2[ , 1:10])) + sum(rowSums(uebws2 [ ,11:30]))

# 8. Hedge Underlying ------------------------------------------------

#brauvhe die experienve ratios des Hedge -Vertrags

#diese seien auf Basis der Rohsterbedaten definiert
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qx-oe <- 1-exp(-dat4)

qx-w <- 1-exp(-dat5) #in dat5 stehen mx, daher umrevhnen in qx

qx-oe-red <- qx-oe[ ,31:50]

erH-einzeln <- qx-w/qx-oe-red

erH <- rowMeans(erH-einzeln) #das sind die endgueltigen Hedge -ER

#plot(erH ,ylim=v(0 ,3))

# 8.1 Hedge -Underlying Ueberlebenswahrsvheinlivhkeit fuer t<=T

#brauvhe fuer die Ueb.ws. mortality rates und nivht death rates

SH-P <- function(x,t){

terme <- 1:t

for (i in 1:t){

terme[i] <- (1-erH[x]*(1-exp(-sim-leecart[x,i])))

}

return(prod(terme))

}

#Test

SH-P(31 ,10)

SH-P(90 ,5)

SH-P(15 ,9)

# 8.2 Hedge -Underlying Ueberlebenswahrsvheinlivhkeit fuer t>T

SHT-P <- function(x,t){

terme <- 1:(t-T)

for (i in 1:(t-T)){

terme[i] <- (1-erH[x]*qx-oe[x,i+10])

}

return(prod(terme)*S-P(x,T))

}

#Test

SHT-P(50 ,20)

SHT-P(50 ,30)

H-ws <- data.frame ()

for (i in 50:80) { #alle Hedge UebWs in einen Dataframe

for (j in 1:30) {

if (j<T+1) {

H-ws[i,j] <- SH-P(i,j)

}
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else H-ws[i,j] <- SHT-P(i,j)

}

}

#NA Zeilen loesvhen -> dim 31 x 30 (Alter x Zeit)

H-ws <- H-ws %<% na.omit(H-ws)

#plot (1:30 ,H-ws[5,], ylim=v(0,1))

#plot (1:31 ,H-ws[,10], ylim=v(0,1))

# 8.3 Berevhnung des Hedge Underlyings L-tilde(T)=L-tilde (10)

H-ws2 <- H-ws

for (i in 1:31){

for (j in 1:30){

H-ws2[i,j] <- H-ws2[i,j] * (1.02.(10 -j))

}

}

L10-tilde <- sum(rowSums(H-ws2[ , 1:10])) + sum(rowSums(H-ws2 [ ,11:30]))

output[1,n]=L10

output[2,n]=L10-tilde

}

toc()

#------Ende Simulation -------

out

output

# 9. Hedge Payoff ---------------------------------------------------

AP <- 200

EP <- 700

u <- EP - AP

H10 <- (1: AnzSim)

for (l in 1: AnzSim ){

H10[l] <- u * max(0,min(( output[2,l]-AP)/(EP -AP),1))
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}

H10

P10 <- output [1,] - H10

P10

write.csv(H10 , "H10.csv")

write.csv(P10 , "P10.csv")

write.csv(output[1,], "L10.csv")

mean(P10)

var(P10)

plot(P10)

#Neubelegung L10 mit den Simulationen

L10 <- output [1,]

erg <- data.frame(P10 , H10 , L10)

pl1 <- ggplot(erg , aes(L10)) +

geom-histogram(fill=,darkblue ,,binwidth = 2)

box1 <- ggplot(erg , aes(L10)) +

geom-boxplot(fill=,#4 d4dff,) +

coord-flip()

pl2 <- ggplot(erg , aes(P10)) +

geom-histogram(fill=,darkgreen ,,binwidth = 2)

box2 <- ggplot(erg , aes(P10)) +

geom-boxplot(fill=,#40 bf40,) +

coord-flip()

pl3 <- ggplot(erg , aes(H10)) +

geom-histogram(fill=,darkred ,, binwidth = 2)

box3 <- ggplot(erg , aes(H10)) +

geom-boxplot(fill=,#ff3333 ,) +

coord-flip()

grid.arrange(pl1 ,pl3 ,pl2 ,ncol=1, nrow =3)

grid.arrange(box1 ,box3 ,box2 ,ncol=3, nrow =1)

#VaR Bestimmung , Konfidenzniveau 1 - alpha

find-VaR <- function(x, alpha , step-size =0.01) {

60



e <- ecdf(x)

s <- seq(min(x), max(x), step-size)

for (i in 1: length(s)){

val <- e(s[i])

if (val <= 1 - alpha) {

return(s[i])

}

}

}

alpha-value <- 0.1

find-VaR(P10 , alpha-value)

inverseCDF(c(0.025 , 1-alpha-value), ecdf(P10))

#zur Kontrolle der VaR Findung

kap <- find-VaR(L10 ,alpha-value) - mean(L10)

kapH <- find-VaR(P10 ,alpha-value) - mean(P10)

kapErl <- kap - kapH

kap

kapH

kapErl
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