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Kurzfassung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, wie man Finite Elemente Methoden auf unbe-
schrankte Gebiete erweitern kann. Dazu wird hauptséchlich die Helmholtz Gleichung ver-
wendet, mit deren Hilfe die theoretischen Aspekte préasentiert und vertieft werden. Ganz
allgemein betrachtet, muss man im Falle eines unbeschriinkten Gebietes eine zusétzliche
Bedingung an Losungen stellen, welche im Wesentlichen das Verhalten im ,,Unendlichen*
beschreibt. Dies geschieht in der vorliegenden Arbeit mit Hilfe des sogenannten Dirichlet-
to-Neumann Operators (kurz DtN), welcher nicht nur in der Theorie eindeutige Losungen
garantiert, sondern ebenfalls die Betrachtung eines beschrinkten Gebietes nach Setzen ei-
nes transparenten Randes erméglicht. Aus Sicht der Numerik ist somit eine Diskretisierung
jenes Operators notwendig. Dazu présentieren wir die Learned Infinite Elemente Methode,
die daraus besteht, die Finite Elemente Matrix iiber externe Freiheitsgrade so zu erwei-
tern, dass deren Schur Komplement den exakten Operator ,,bestmoglich® approximiert.
Dabei werden die zusétzlichen Freiheitsgrade iiber ein gewisses Optimierungsproblem be-
stimmt. Essentiell fiir die Verwendung der oben genannten Methode ist die Voraussetzung,
dass der exakte DtN Operator als unendliche Reihe mittels einer bestimmten Basis darge-
stellt werden kann. In den numerischen Experimenten wurde durch Losen der Helmholtz
Gleichung auf Wellenleitern mit Streukorpern nachgewiesen, dass die Learned Infinite Ele-
mente duflerst effizient einsetzbar ist und insbesondere schon mit vergleichsweise wenigen
zusétzlichen Freiheitsgraden hohe Konvergenzraten aufweist. In Kombination mit der Inte-
gralmethode wurde iiberdies die bislang nur fiir Streuprobleme verwendete Diskretisierung
des DtN Operators ebenfalls zur Berechnung von Eigenwerten auf unbeschrinkten Gebieten
erweitert. In diversen Experimenten konnte demnach die Konvergenz anhand der Berech-
nung von Eigenwerten des negativen Laplace Operators auf unbeschrankten Wellenleitern
bestétigt werden.
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Abstract

This paper covers the question, how Finite Element Methods can be used when trying to
solve partial differential equations on unbounded domains. Throughout this thesis, the
Helmholtz equation will be used to present techniques and to illustrate theoretical aspects.
In general, if one is interested in problems on unbounded domains, one needs to demand
an additional condition to solutions, that vaguely speaking describes the behavior ,,nearby
infinity“. This can be done with the so-called Dirichlet-to-Neumann (DtN) operator, which
not only guarantees uniqueness of solutions theoretically, but also enables re-formulating
of the problem to a bounded domain with the help of a transparent boundary. From the
numerical point of view, one therefore needs to additionally discretize this operator to
gather approximate solutions. One of the main topics will therefore be the presentation
of the Learned Infinite Elements Method, which consists of extending the Finite Element
matrix via so called external degrees of freedoms such that the respective Schur complement
approximates the DtN operator in the ,best possible“ way. These additional entries will
be obtained through a certain optimization problem. An essential assumption to apply the
above method is that the exact DtN operator can be described as a series with the help of
a certain basis. In various numerical experiments it was shown by seeking solution of the
Helmholtz equation in waveguides, that the Learned Infinite Elements Method resulted in
high convergence rates even for relatively few exterior degrees of freedom. In combination
with the integral method we could in addition use the previously described discretization
of the DtN operator to calculate eigenvalues on unbounded domains. In several numerical
experiments we could even verify convergence by calculating eigenvalues of the negative
Laplace operator in unbounded waveguides.
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1 Einleitung

In der Numerik ist die Finite Elemente Methode ganz allgemein eine der wichtigsten Metho-
den, um partielle Differentialgleichungen zu 16sen. Dabei ist vor allem die Beschrinktheit
der Geometrie und die Vorgabe von Randdaten essentieller Bestandteil, um Losungen zu
erhalten. Betrachtet man hingegen Streu- oder Resonanzprobleme, die aus physikalischer
Sicht Wellenphédnomene beschreiben, so sind diese Voraussetzungen oft nicht erfiillt. Man
denke dazu zum Beispiel an Schallwellen, die sich in einem moglicherweise sehr grofien
Gebiet ausbreiten. Somit steht man gezwungenermaflen vor der Frage, wie man in einem
solchen Setting trotzdem die bekannte Finite Elemente Methode anwenden kann.

In dieser Arbeit werden wir versuchen diese Frage durch Losen der Helmholtz Gleichung
zu beantworten. Dazu werden wir in Kapitel drei zunéchst deren physikalischen Ursprung
herleiten und daran anschliefend klidren, welche Eigenschaften man im Falle eines unbe-
schriankten Gebietes zusétzlich fordern muss, um iiberhaupt Eindeutigkeit von Losungen
erwarten zu kénnen. Um schlussendlich eine schwache Formulierung auf einem beschrénkten
Gebiet zu erhalten, fithren wir den sogenannten Dirichlet-to-Neumann Operator ein, wel-
cher zunichst nur implizit definiert ist. Anhand zweier konkreter Beispiele werden wir
auch eine explizite Darstellung herleiten, mit der es uns gelingen wird, Eindeutigkeit von
Losungen bei bestimmten Problemen zu zeigen.

Aus theoretischer Sicht mag der DtN Operator zwar niitzlich erscheinen, doch fiir eine
praktische Implementierung wirft dieser nur noch mehr Fragen auf. Daher werden wir in
Kapitel vier die in [HLP21] vorgestellte Learned Infinite Elemente Methode prasentieren,
die unter gewissen Voraussetzungen eine duflerst effiziente Diskretisierung jenes Operators
darstellt. Diese Methode werden wir anschlieflend auf diverse Problemstellungen anwenden
und analysieren.

Im letzten Abschnitt werden wir zeigen, dass sich die Learned Infinite Elemente Methode
ebenfalls zur Berechnung von Eigenwerten auf unbeschrinkten Gebieten anwenden l&sst.
Dazu stellen wir zunéchst die aus [Bey12] stammende Integralmethode vor, die dann in
Kombination mit der oben genannten Diskretisierung des DtN Operators zur Berechnung
von Eigenwerten des negativen Laplace Operators in Wellenleitern verwendet wird.
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2 Grundlegende Resultate

Wir starten in diesem Abschnitt damit, die wichtigsten grundlegenden Resultate aus der
(Funktional-) Analysis und der Numerischen Mathematik anzufiihren, die in dieser Arbeit
verwendet werden. Die meisten davon fithren wir ohne Beweis an und verweisen statt-
dessen lediglich auf weiterfithrende Literatur. Als Erstes definieren wir die sogenannten
Sobolevrdume, welche wohl als Fundament der Theorie schwacher Losungen gelten.

Definition 2.1. Sei k& € N. Unter dem Sobolevraum H* () bezeichnen wir die Menge aller
Funktionen u € L?(€2), so dass

D% € L*(Q) fiir alle |af <k,
wobei wie gewohnt a = (o, ..., ap,) € N ein Multiindex ist und

olely
091 ... QJon

die dazugehorige schwache Ableitung bezeichnet. Versehen mit der folgenden Norm und
Skalarprodukt

HUH%{k = Z HDaUH%%Q)a (u, 0) e == Z (D%, D*v)12(q),

lo| <k lo| <k

D%y =

ist der oben definierte Sobelevraum H*(2) ebenfalls ein Hilbertraum.

Die obige Definition macht zunédchst nur fiir ¥ € N Sinn. Tatséchlich kann man Sobo-
levraume auch fiir beliebige k& € R definieren, siehe zum Beispiel [Hac92, Kapitel 6.2.5].
In dieser Arbeit werden wir vor allem die Wahl k = 1/2 bendétigen. Dafiir geben wir die
nachfolgende Definition an:

Definition 2.2. Sei Q@ C R” mit 9Q € C%! (Lipschitz stetig) und bezeichne v : H*(Q) —
L?(09) den linearen und stetigen (sogar eindeutigen) Spuroperator. Dann definieren wir

HY2(0Q) := y(H (Q)) = {v € L*(99)| Fu € H'(Q) : y(u) = v}.
Versehen mit der Norm
[0]| gr1/2(963) == 1nf {|Jull g1y |u € H(Q) Avy(u) = v}

ist dieser sogar ein Banachraum.

Fiir eine genaue Definiton des Spuroperators siehe [Jiin20, Theorem 1.5]. Wir werden wei-
ters Gebrauch des folgenden Begriffs machen:
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2 Grundlegende Resultate

Definition 2.3 (Gelfand Tripel). Seien H ein separabler Hilbertraum und V ein separabler,
reflexiver Banachraum mit stetiger und dichter Einbettung V' < H. Dann bezeichnen wir
mit V < H — V' das sogenannte Gelfand Tripel.

Man kann zeigen, dass mit V := H(Q) und H := L?(Q) die obigen Voraussetzungen
erfiillt sind, womit wir typischerweise das Gelfand Tripel H'(Q)) — L?(Q) — (H'(Q))
erhalten. Wir werden auf diesen Begriff zu einem spéteren Zeitpunkt zu sprechen kommen.
Um allgemein die Existenz von schwachen Losungen zu zeigen, wiederholen wir zunéchst
die folgenden Begriffe:

Definition 2.4. Sei V' ein Banachraum mit dazugehoriger Norm |.||y, dann bezeichnet
a:V xV — C eine (symmetrische) Sesquilinearform, falls folgende Bedingungen fiir
beliebige a € C und u,v,w € V erfiillt sind:

e linear im ersten Argument: a(au + v, w) = aa(u,w) + a(v, w)
e konjugiert linear im zweiten Argument: a(u, av + w) = @a(u, w) + a(v, w)
e (symmetrisch): a(u,v) = a(v,u)
Ist iiberdies von einer stetigen Sesquilinearform die Rede, dann erfiillt a(.,.) zusétzlich
la(u, v)| < Allullv[lvlly

fiir eine positve Konstante A > 0. Zuletzt bezeichnen wir eine Sesquilinearform als koerziv,
falls eine Konstante C' > 0 existiert, die nachfolgende Ungleichung fiir beliebiges u € V'
erfiillt ist:

ja(u, w)] > Cllull§.

Fiir stetige, koerzive Sesquilinearformen erweist sich der nachfolgende Satz in Hinblick
auf die Existenztheorie von partiellen Differentialgleichungen als unabdingbar, weshalb wir
diesen ebenfalls wiederholen:

Satz 2.5 (Lemma von Lax Milgram). Sei H ein Hilbertraum und a : H x H — R eine
stetige und koerzive Bilinearform, sowie F ein stetiges lineares Funktional F' : H — C.
Dann existiert ein eindeutiges u € H, so dass

a(u,v) = F(v)  fir allev € H.
Weiters gilt fir die Losung u die folgende Abschdtzung
luller < @™ |F | g,
wobei o > 0 die Koerzivitits-Konstante bezeichnet.

Ein Beweis befindet sich zum Beispiel in [Jiinl9, Satz 5.18]. Vor allem in Kapitel 5.1 wer-
den wir einige Séatze und Resultate aus der Komplexen Analysis verwenden. Um etwaige
Missversténdnisse zu vermeiden, fithren wir deshalb auch noch einige Grundbegriffe und
Notationen an. Diese werden hauptsichlich aus [Jin93] entnommen. Zun#chst definieren
wir den folgenden Begriff:
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2 Grundlegende Resultate

Definition 2.6. Sei 7 : [0,1] — U eine stetig differenzierbare Kurve, wobei U C C gilt.
Weiters sei f: U — C eine stetige Funktion, dann bezeichnen wir mit

1
L f(2)dz = /O Syt de

das komplexe Wegintegral von f entlang ~.

Ein weiterer Begriff aus der komplexen Analysis ist die sogenannte Umlaufzahl v, (a). An-
schaulich gibt diese an, wie oft ein Punkt a von einer Kurve « in positiver Richtung umlaufen
wird. Fiir geschlossene Kurven kann folgende Charakterisierung angegeben werden, die wir
der Vollstédndigkeit halber hier noch anfiihren:

Definition 2.7 (Umlaufzahl). Sei ~ eine geschlossene Kurve in der komplexen Ebene, dann
kann fiir ¢ € C die Umlaufzahl wie folgt berechnet werden:

1 1
vy(a) = / dz.
21 v Z—a

Ein weiterer wichtiger Begriff, den wir an dieser Stelle definieren wollen, ist der folgende:

Definition 2.8 (Holomorphie). Sei U C C offene Teilmenge der komplexen Ebene. Eine
Funktion f: U — C ist an zg komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(Z) — f(ZO) —. f/(ZO)
2—20 zZ— 20

existiert. Ist f an allen Punkten zy € U komplex differenzierbar, so nennen wir f holomorph.

Allgemein ldsst sich sagen, dass Holomorphie eine sehr starke Eigenschaft ist, welche eine
Vielzahl an Sétze impliziert. Zunéchst wollen wir aber noch den folgenden Begriff definieren:

Definition 2.9 (Isolierte Singularitét). Sei U C C offen und f : U — C ein holomorphe
Funktion. Betrachten wir nun das Komplement C\ U, so bezeichnen wir mit deren isolierten
Punkten die sogenannten isolierten Singularititen von f.

Anschaulich gesprochen ist eine isolierte Singularitit einer Funktion f also ein Punkt zg,
um den eine Kreisscheibe U := {z € C : |z — 29| < ¢} mit Radius € > 0 gelegt werden kann,
sodass f auf U \ zp definiert ist. Hat man also ein holomorphe Funktionen vorliegen, dann
kann mit den obigen Uberlegungen der nachfolgende Begriff definiert werden.

Definition 2.10 (Residuum). Sei zy isolierte Singularitéit einer holomorphen Funktion
f U — C. Dann ist der nachfolgende Begriff fiir ¢ > 0 hinreichend klein wohldefiniert und
bezeichnet das sogenannte Residuum von f an zg

Res., f = = f(z)d=

2mi |z—z0|=¢

Ein Beweis, dass jene Formulierung wohldefiniert ist, kann in jedem Handbuch der Komple-
xen Analysis, wie auch zum Beispiel [Jin93] gefunden werden. Nun haben wir alle wichtigen
Begriffe zusammen, um den sogenannten Residuensatz zu formulieren, welcher vor allem
fiir die Berechnung komplexer Wegintegrale sehr hilfreich ist:
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2 Grundlegende Resultate

Satz 2.11 (Residuensatz). Sei U C C offen und f eine bis auf einer Menge aus isolierten
Singularititen S holomorphe Funktion f : U\ S — C. Weiters sei v eine geschlossene
Kurve in U, die S nicht trifft und keinen Punkt auferhalb von U wumlduft. Dann umlduft
die Kurve v nur endliche viele Singularititen aus S und es gilt die folgende Gleichheit:

217Tl/7f(2) dz = Zuv(a)Resaf. (2.1)

a€sS

Die angefiihrten Resultate aus der komplexen Analysis werden wir vor allem in Kapitel
5.1 verwenden, um einen Algorithmus zur Berechnung von Eigenwerten ,innerhalb® einer
Kurve v zu présentieren.

Abschlieend fiithren wir noch einige grundlegende Resultate und Notationen aus der Nu-
merik ein, die wir in dieser Arbeit verwenden werden. Da diese Arbeit ebenso die Finiten
Elemente Methode verwendet, wollen wir zunéchst den Begriff einer konformen Triangu-
lierung sauber definieren:

Definition 2.12 (Triangulierung). Sei 2 C R? ein Gebiet, dann bezeichnet T eine Trian-
gulierung von €, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e 7T ist eine Menge aus nicht-degenerierten Dreiecken
e Der Abschluss von Q wird durch 7 iiberdeckt, es gilt also: Q = J T

e fiir paarweise verschiedene 7,7 C T mit T # T’ ist das Maf3 des Durchschnitts eine
Nullmenge, es gilt also |[TNT'| =0

Die obige Definition bietet also die Grundlage der Finiten Elemente Methode. Darauf auf-
bauend definieren wir den sogenannten Spline Raum:

Definition 2.13. Sei 7 eine Triangulierung von 2 C R?, dann bezeichnen wir mit
SYT) :={v, € C(Q): VT € T : vy|p ist Polynom der Ordnung p}

den Raum der 7 stiickweise affinen und global stetigen Funktionen, kurz den Spline Raum
erster Ordnung. Man kann zeigen, dass dim SP(7) < oo und ebenfalls SP(T) € H(Q) gilt.
Analog dazu kénnen wir den folgenden Raum definieren, der fiir das Losen von Dirichlet
Problemen verwendet wird:

SH(T) = {vn € S(T): V2 € KNTp: vp(z) =0}
Dabei bezeichnet K die Menge aller Ecken von Dreiecken T' aus einer Triangulierung 7.

Jene diskreten Raume bieten die Grundlage vieler theoretischer Resultate von Finiter Ele-
mente Diskretisierungen. Als néchstes méchten wir noch fiir eine gegebene Triangulierung
T die sogenannte mesh-size definieren:

Definition 2.14. Sei 7 Triangulierung von €2, dann bezeichnet die wie folgt definierte
Funktion h € L*>(Q2) die mesh-size der Triangulierung:

hlp = diam(T), T € T.
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2 Grundlegende Resultate

Diese obige Grofie spielt, wie man erahnen kann in der Analyse der Fehlerabschiitzung von
Finiter Elemente Methoden eine wesentliche Rolle. Fiir den spéteren Gebrauch wollen wir
noch das nachfolgende Resultat angeben:

Satz 2.15 (Approximations Theorem). Sei u € HPYL(Y), dann gelten fiir uj, € SP(T) die
Abschndtzungen

mi — < ChpH|| prtt 2.2
uhESII}%T) [|u UhHL2(Q) = | u”L2(Q)= (2.2)
sownie
3 P p+1
Uhé%l;% )Hu up | 1) < Do (TR | DPT ull 2(q), (2.3)

wobei die Konstanten C,D nur vom Durchmesser von 2 abhingen und o(T) die shape
regularity Konstante ist, siehe auch [NF'P21, Abschnitt 3.2.1].

Ein Beweis der obigen Aussage findet sich (fir p = 1) in [NFP21, Korollar 3.6]. Dieser
Satz ldsst nun ebenfalls erkennen, dass die Giite der Approximation stark von der Regula-
ritdt der Losung w abhéngt. Dieses Verhalten werden wir in den kommenden numerischen
Experimenten ebenfalls erkennen bzw. nachweisen. Wir haben nun alle notwendigen Re-
sultate und Notationen angefiihrt, um die eigentliche Problemstellung dieser Arbeit zu
prasentieren.
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3 Helmholtz Probleme

Da wir uns in dieser Arbeit hauptséichlich mit Lésungen der Helmholtz Gleichung beschéf-
tigen, wollen wir zunéchst deren Ursprung bzw. den physikalischen Hintergrund beleuchten.
Dazu gehen wir vor wie in [[h198, Kapitel 1.1.2] bzw. [Nan22, Kapitel 1] und stellen zunéchst
fest, dass Helmholtz Probleme hauptsichlich in der Akkustik auftauchen. Dabei werden
Schallwellen als kleine Stérungen in einem kompressiblen Medium, wie etwa Fliissigkeiten
oder Gasen betrachtet. Diese konnen durch ein Geschwindigkeitsfeld v(x,t), dem Druck
p(x,t) und der Dichte p(x,t) beschrieben werden, wobei wir mit x € R? den Ort und ¢ > 0
die Zeit bezeichnen. Uberdies definieren wir den stationéren Zustand als vy = 0, py = const,
sowie pg = po(z). Deren Wechselwirkung wird durch die sogenannte linearisierte Euler

Gleichung
ov
—_— = 0
P0 B + Vp ,

die linearisierte Kontinuitdtsgleichung

0 .
87;) + div (pov) =0,

sowie die linearisierte Zustandsgleichung
p=c’p

beschrieben, wobei ¢(z) die lokale Schallgeschwindigkeit bezeichnet. Durch geeignete Kom-
bination der drei Gleichungen erhalten wir schlussendlich fiir den Druck p die nachfolgende
(Wellen-) Gleichung:

1 0%

2 9%
Ein Ansatz, um Loésungen der obigen Gleichung zu erhalten, besteht darin, Wellen mit einer
Kreisfrequenz k und (ortsabhingigen) Amplitude u(z), also

p(z,t) = %(u(m)e_i“t) (3.2)

—Ap=0. (3.1)

anzusetzen. Durch Einsetzen von (3.2) in (3.1) erhalten wir nun jene Gleichung:
2
—Au — %u =0.
c

Falls zusétzlich ein homogenes Medium zu Grunde liegt, also ¢(x) = const gilt, dann erhal-
ten wir mit w := £ schlussendlich die bekannte Helmholtz Gleichung

—Au — w?u = 0. (3.3)



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

3 Helmholtz Probleme

Kennt man eine Losung v der Helmholtz Gleichung, kann die physikalisch relevante Grofie
p(z,t) durch (3.2) riickkonstruiert werden. Somit schréinken wir die weitere Analyse auf
Problem (3.3) ein, deren Losbarkeit wir in den folgenden Abschnitten diskutieren wollen.

3.1 Helmholtz Gleichung auf beschriankten Gebieten

Wir starten diesen Abschnitt, indem wir Helmholtz Streuprobleme auf einem zunéchst be-
schriinkten Gebiet Q C R? mit d € {2, 3} betrachten, wobei wir zusitzlich 9Q als Lipschitz
stetig voraussetzen mit dulerem Normalenvektor 7. Gesucht ist also eine Losung u : 2 — C
des folgenden Problems mit w € C:

—Au—w?u=f, inQ
du (3.4)

an =g, auf 0.

Dabei setzen wir zusitzlich die rechte Seite f € L?(Q) und g € L?(952) voraus. Mit diesen
Voraussetzungen kénnen wir zur schwachen Formulierung von (3.4) iibergehen, wodurch
wir nach partieller Integration die folgende Problemstellung erhalten:

Suche u € H(Q), sodass gilt:
/Vqud$—w2/uvd:E:/fvd:E+/ guds, Yve HY(Q). (3.5)
Q Q Q o0
Somit erhalten wir die auf H'(f2) stetigen, symmetrischen Sesquilinearformen
a(u,v) ::/ VuVvdr und  b(u,v) = / uv dx (3.6)
Q Q

sowie die stetige Linearform

fw) ::/ fvdw+/ guds.
Q o)
Dadurch lasst sich (3.5) schreiben als

a(u,v) — w?b(u,v) = f(v), Yve HY(Q).

Fiir den Rest des Abschnitts werden wir die (eindeutige) Losbarkeit von Problem (3.5)
diskutieren. Dafiir benotigen wir die folgende Begriffsbildung: Wir nennen (\,u) € C x
HY(Q)\ {0} Eigenpaare des negativen Laplace-Operators —A, wenn gilt

a(u,v) = \b(u,v), Yve HY(Q). (3.7)

Diese spielen (wie wir sehen werden) eine grofie Rolle bei der Frage nach eindeutigen
Losungen von (3.4). Zunéchst fithren wir das folgende Resultat an:
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Satz 3.1. Sei e € C\ R<o, dann ist die Sesquilinearform
se(u,v) == a(u,v) + eb(u,v), u,ve H(Q),

wobei a,b wie in (3.6) definiert, stetig und koerziv. Dies bedeutet, es existieren Konstanten
C,D >0, sodass

[s(u, 0)| < Cllullg@llvlla @

|s(u, w)| > DlulFq)

fiir alle u,v € HY(Q) gilt.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [Nan22, Kapitel 2]. Obiges Resultat impliziert insbe-
sondere, dass Problem (3.5) fiir w € C\ R>p nach dem Lemma von Lax-Milgram eine
eindeutige Losung besitzt. Wir wollen nun noch diskutieren, fiir welche 0 < x € R wir
dennoch eine eindeutige Losung erwarten koénnen. Dazu ben6tigen wir zunéchst noch das
folgende Hilfsresultat:

Satz 3.2. Seie > 0. Dann existiert ein linearer, kompakter Operator T, : H*(Q) — H (),
sodass

se(Teu,v) = b(u,v), Yu,v € HY(Q).

Des weiteren ist T, selbstadjungiert beziiglich, des von s¢(.,.) induzierten Skalarproudktes,
es gilt also se(Teu,v) = se(u, Tev). Fiir Eigenpaare (A, u) von T gilt auflerdem die folgende
Aquivalenz:

(A, u) ist Eigenpaar von (3.7) < ()\ie, u) ist Figenpaar von T.

Ein Beweis fiir die obigen Aussagen findet sich unter anderem in [Nan22, Satz 2.6 und Satz
2.9]. Wir sehen also, dass das Eigenwertproblem (3.7) dquivalent zu jenem eines kompak-
ten, selbstadjungierten Operators T, auf einem Hilbertraum ist. In diesem Setting greift
die Spektraltheorie aus der Funktionalanalysis, womit wir den folgenden Existenzsatz for-
mulieren kénnen:

Korollar 3.3 (Existenz- und Eindeutigkeit von Helmholtz-Quellproblemen). Es gelten die
Voraussetzungen von zu Beginn des Kapitels. Dann besitzt das Helmholtz Streuproblem
(3.5) genau dann eine eindeutige Losung u € €2, wenn w? kein Eigenwert des Eigenwertpro-
blems (3.7) ist.

Wir halten an dieser Stelle fest, dass wir fiir Helmholtz Probleme auf beschrinkten Gebie-
ten mit der Spektraltheorie von kompakten Operatoren und dem Lemma von Lax-Milgram
vergleichsweise einfach auf Existenz und Eindeutigkeit von Losungen schlieen kénnen.
Da diese Arbeit jedoch hauptséichlich um Helmholtz Probleme auf unbeschrinkten Ge-
bieten handelt, versuchen wir nun diese Frage auf unbeschrinkten Gebieten zu kldren.
Der wesentliche Unterschied hierbei ist, dass —A dann nicht mehr kompakt ist und somit
ein kontinuierliches Spektrum mit komplexen Eigenwerten aufweist. Auch beim Aufstel-
len einer schwachen Formulierung muss man vorsichtig sein, da die Unbeschranktheit des
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Gebiets zu uneigentlichen Integralen fithrt. Wir werden im folgenden Abschnitt Techniken
préasentieren, wie wir Probleme auf unbeschriankten Gebieten dennoch auf schwache Formu-
lierungen auf beschrinkten Gebieten zuriickfithren kénnen. Dies wird in weiterer Hinsicht
ebenfalls den Weg zur Verwendung von numerischen Verfahren ebnen.

3.2 Helmholtz Gleichung auf unbeschrankten Gebieten

Nachdem wir im vorangehenden Abschnitt relativ pragnant auf die Existenz und Eindeu-
tigkeit von Helmholtz Problemen eingegangen sind, betrachten wir nun diese Probleme
auf unbeschrinkten Gebieten. Dazu sei K C R? kompakt mit 0K Lipschitz stetig und
d € {2,3} gegeben. Als zu Grunde liegende Geometrie betrachten wir nun das Komple-
ment Q := R?\ K. Als Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Untersuchungen dient also
die folgende Problemstellung:
—Au—w?u=0, inQ

Ou =¢, auf K. (3:8)

n
Dabei setzen wir iiberdies w > 0 voraus. Die Unbeschrénktheit des Gebiets hat zunichst
zur Folge, dass wir eine zusétzliche Bedingung an die Losung u stellen miissen, sofern wir an
eindeutiger Losbarkeit interessiert sind. Typischerweise wird bei unbeschriankten Gebieten
eine Bedingung in Form von limj,_,. u(z) gestellt. Eine Moglichkeit ist die sogenann-
te Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung, deren Herleitung wir im folgenden Abschnitt
préasentieren wollen.

3.2.1 Sommerfeld Bedingung

Wie bereits erwihnt, erhédlt man die Helmholtz Gleichung, indem man einen zeitharmon-
ischen Ansatz u(z,t) = R(u(z)e ™) in die Wellengleichung einsetzt. Somit représentiert
die Losung der Helmholtz Gleichung ebenfalls Wellenphénomene, wonach es physikalisch
sinnvoll ist zu fordern, dass Wellen auf unbeschrinkten Gebieten im ,,Unendlichen* nicht
reflektieren, sondern gewissermaflen absorbiert werden. Diese physikalische Eigenschaft
gewdhrleistet uns, wie wir spéter sehen werden, eindeutige Losungen. In diesem Abschnitt
versuchen wir diese recht grob formulierte, physikalische Eigenschaft mathematisch préziser
zu formulieren, dafiir gehen wir vor wie in [Ih198, Kapitel 1.1.3]. Zunéichst benstigen wir
aber den folgenden Begriff:

Definition 3.4 (Green’sche Funktion). Sei  C R™ und L ein linearer, formaler Differen-
tialoperator der Form

L(u) := —div(A(z)Vu) + b(z) - Vu + c(z)u,

wobei A(z) € R b(x) € R™ und ¢(x) € R, dann bezeichnen wir als Green’sche Funktion
G(z,.) die Losung von

0, T#Y
0, T =y.

L(G(z,.)) =6,, wobei 6,(y) = {

10
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Sei nun © C R? wie zu Beginn des Kapitels definiert, dann kann man kann zeigen, dass fiir
die Helmholtz Gleichung die Green’schen Funktionen wie folgt gegeben sind:
iH (wrlz—y))
| , d=2
G(z,y) =

eiwl|r—y| -
47T|-73_y" d — 3.

Dabei bezeichnet 7—[(()1) die Hankel Funktion erster Ordnung, welche einfach gesagt als
Losung der sphdrischen Bessel’schen Differentialgleichung fiir n = 0 charakterisiert ist.
Wir verzichten an dieser Stelle auf eine genaue Definition, verweisen dazu auf [[h198, Ab-
schnitt 2.1.2] fiir Details. Mit Hilfe der Green’schen Funktionen kénnen wir nun dhnlich
wie in [[{rel4, Theorem 6.5] nachweisen, dass fiir Losungen von (3.8) die folgende Integral-
Représentation gilt:

0 0
u(z) = {uy—Gm,y—Gw,y—uy dS(y).
@ = | [utn)5-G.9) - Gl gout] as()
Wihlen wir nun eine Kugel B, mit Radius r > 0, die K ganz umschliefit, dann kénnen
wir €2 N B, betrachten und sehen, dass 02 = lim,_,o, 0K U JB,. Aus den vorausgehenden
Uberlegungen fordern wir, dass v im unendlichen absorbiert, also lim|,|_, u(z) = 0 gelten
soll und somit ebenfalls

0 0

lim [uy—G:{:,y — G(x,y)=—u(y)| dS(y) = 0. 3.9

tim [ [ut) 5,0 9) — Gl ) )] as) (3.9)
Fiir z € Q wahlen wir nun r > 0 hinreichend grof}, sodass fiir y € 0B, die folgende Identitét
gilt:

r=lyl~lr—yl=R sowiean:;rv;q.

Betrachten wir zunéchst den Fall d = 3, dann erhalten wir mit der Green’schen Funktion
aus (3.9) die folgende Identitét:

1r. U 0 ewR
/aBT = [zwu 5~ @u} g ds(r).

Verwenden wir wie iiblich Kugelkoordinaten (6, ) fiir das Randintegral, so ergibt sich mit
einer simplen Rechnung fiir das Oberflichenintegral

dS =r%sinp dpdf.
——
=:dS

Eingesetzt in die obige Gleichung, folgern wir also, dass fiir Losungen u von (3.8) gelten
soll:

m a eiwr

lim T {iwufff—u

r—00 T or a7
OB,

dS =0. (3.10)

11
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Betrachten wir nun den Fall d = 2, dann kénnen wir mit einem &hnlichen Argument
wie zuvor und den asymptotischen Verhalten der sogenannten Hankel Funktionen (siehe
abermals [[h198, Abschnitt 2.1.2]):

M) ~ L () ST

die Gleichung (3.9) schreiben als:

L. 9 W
/EJBT 7 [zwu - Eu]e ds(r).

Analog wie zuvor gehen wir zu Polarkoordinaten tiber, um das Randintegral darzustellen.
Wir erhalten also mit dS = rdS

- \/?[zwu - %u} e ds. (3.11)

Fassen wir nun (3.11) und (3.10) zusammen, erhalten wir die folgenden Bedingungen an u:

1

sowie
d
im r(@—1/2 — —
Thm r <87‘u zwu) 0. (3.13)

Mit zusétzlichem Aufwand kann wie in [CK98] gezeigt werden, dass fiir Losungen von (3.8),
welche Bedingung (3.13) erfiillen, auch automatisch Bedingung (3.12) folgt. Dies erméglicht
uns nun die folgende Ausstrahlungsbedingung aufzustellen.

Definition 3.5. Sei u Losung von (3.8) wobei Q € R? mit d € {2,3}. Wir sagen, dass u die
Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung erfiillt, wenn folgender Grenzwert gleichméflig in
x/|x| gilt:

lim \x|% (%u(ac) — m)u(x)) =0. (3.14)

Mit Hilfe der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung kénnen wir nun das folgende Mo-
dellproblem formulieren fiir das wir, wie wir sehen werden, eindeutige Losbarkeit erwarten
konnen. Mit den Voraussetzungen von zu Beginn dieses Kapitels suchen wir also die Lésung
u : ) — C der folgenden Gleichungen:

—Au—w*u=01in Q
g:; =¢ auf OK (3.15)
w erfiillt (3.14).

In den weiteren Abschnitten werden wir Techniken vorstellen, die uns ermdglichen das obige
Modellproblem numerisch zu 16sen. Wesentlicher Bestandteil dabei spielt der sogenannte
Dirichlet-to-Neumann Operator.

12
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3.2.2 Dirichlet-to-Neumann Operator

Das zentrale Thema dieser Arbeit wird das Losen von Problem (3.15) mittels Finite Elemen-
te Diskretisierung sein. Dafiir werden wir im folgenden das unbeschriankte Gebiet €2 in zwei
Teilgebiete Qint, Qext unterteilen. Zusitzlich fordern wir Qine N Qext = 0 und Qi U Qext = 2,
sowie, dass Q;nt beschriankt ist. Somit erhalten wir zwei Teilprobleme

e . Innenraumproblem®:

2 .
—Aling — W Uing = 0, in Qint

OUint
auint Y
an =f"auf I',

e  Auflenraumproblem*:
—Alext — Wguext =0, in Qexs
Uexy = f auf Ty (3.17)
Uext erfiillt (3.14) |

die iiber die zusétzlichen Bedingungen ag—;‘“ = 8%—%’“ SOwie Uext = Uint auf I', miteinander

gekoppelt sind. Wesentlich in der weiteren Herangehensweise ist die Annahme, dass fiir
gegebenes f € H'/?(T,) das Problem (3.17) eindeutig l6sbar ist, womit wir die Beziehung
f +— f' betrachten kénnen. Diese ist Gegenstand der folgenden Definition:

_____________
- -
- -
....

Y

-
‘‘‘‘‘‘
--------

Abbildung 3.1: Zerlegung von unbeschrdinkten Gebieten mittels einem transparenten Rand

Definition 3.6 (Dirichlet-to-Neuman Operator). Mit den Voraussetzungen von zu Beginn
des Kapitels, sei ey die eindeutige Losung von (3.17), wobei f € H'/?(T,). Dann ist der

13
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durch
DN : HY2(T,) —H Y2(T,) = (HY*(T,))

f DN f =

OUext

on

Iq

definierte Operator linear und wohldefiniert.

Wir verzichten an der Stelle auf einen genauen Beweis, da die Wohldefiniertheit aus der
eindeutigen Losbarkeit und der Linearitét aus der von Problem (3.17) unmittelbar folgt.

Bemerkung 3.7. Wir bemerken an dieser Stelle weiters, dass Definition 3.6 implizit durch
die Koppelung zwischen Qs und Qey gegeben ist. Fiir spezielle Geometrien I', werden wir
sehen, dass auch eine explizite Darstellung des Dirichlet-to-Neumann Operators moglich
ist.

Mit Hilfe des Operators Dt konnen wir nun eine zu (3.15) dquivalente schwache Formulie-
rung in einem beschréinkten Gebiet angeben. Insbesondere erhalten wir nach Multiplikation
mit einer Testfunktion v € H'(Qiy) und partieller Integration die folgende schwache For-
mulierung:

Suche u € H*(Qiyt), sodass

/ Vu - Vudr — w2/ wv dz — (DN (ulr, ), vIr.) g-1/20,)x m1/2(r,) = ¢v ds
Qint Qint oK
(3.18)

fir alle v € H'(Qyy) gilt. Dabei bezeichnet (.,.)y7yy wie iiblich das Dualitéitsprodukt
eines Banachraumes V' und seines dualen Raumes V', definiert durch (u,v) = u(v). Falls
zusitzlich DN (ulr,) € L*(T,) gilt, so lisst sich das Dualitéitsprodukt in der schwachen
Formulierung durch das L? Skalarprodukt schreiben als:

(DI(ule, ), v, ) = /F DeN(ulr, )olr, ds,

womit sich die Gleichung in (3.18) vereinfacht zu

s(u,v) ::/Q Vu~de—w2/Q uvdx—/ Q)tﬂ\[(u|pa)v|pad8:/a pvds =: f(v).
int int g K

Diese Darstellung ermdoglicht nun zumindest theoretisch die Verwendung von numerischen
Verfahren. Zunéchst werden wir jedoch der Frage der eindeutigen Losbarkeit nachgehen.
Man sieht unmittelbar, dass s eine stetige Sesquilinearform auf H' () ist. Diese Sesqui-
linearform ist jedoch im allgemeinen nicht koerziv, was man an dem negativen Vorzeichen
des zweiten Terms erahnen kann. Im néchsten Abschnitt werden wir andere Techniken
und Resultate présentieren, die uns unter gewissen Voraussetzungen ebenfalls eindeutige
Losbarkeit von nicht koerziven Problemen garantieren.

14



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

3 Helmholtz Probleme

3.3 Losbarkeit und Eindeutigkeit auf unbeschrankten Gebieten

Wihrend die Koerzivitidt von stetigen Sesquilinearformen bereits hinreichend fiir die Exis-
tenz von Losungen ist (vgl. Lemma von Lax-Milgram), muss fiir nicht koerzive Probleme
eine zusétzliche Bedingung gefordert werden. Dies wird in dem folgenden Satz prézisiert:

Satz 3.8 (Satz von Babuska). Sei V' ein Hilbertraum und s : V x V. — C eine stetige
Sesquilinearform. Dann sind die beiden Aussagen dquivalent:

1. Fiir jedes f € V' existiert genau ein v € V, sodass:

s(u,v) = f(v), YveV

2. Die Sesquilinearform s(.,.) erfillt die folgenden Bedingungen:
e inf-sup Bedingung:

0<fe inf sup 20O (3.19)
0£0EV gzwev [|V]v[[wllv

e nicht degeneriert Bedingung:

VO#veVIweV:|s(v,w)|>0. (3.20)

Ein Beweis findet sich unter anderem in [[h198, Theorem 2.15].

Ist zusétzlich der Hilbertraum V' endlich dimensional, dann kann man nachweisen, dass
bereits eine der beiden Bedingungen aus Satz 3.8 hinreichend fiir die Existenz eindeutiger
Losungen ist. Es gilt ndmlich der folgende Satz:

Satz 3.9. Sei V' ein Hilbertraum mit dimV < oo und s : VxV — C eine stetige Sesquiline-
arform. Dann erfillt s genau dann die inf-sup Bedingung (3.19), wenn s nicht degeneriert
ist, also (3.20) erfillt.

Dieser Satz findet sich unter anderem in [Hac92, Abschnitt 6.5.4] oder fir reelle Ba-
nachrédume ebenfalls in [NFP21, Proposition 6.4]. Die obigen beiden Sétze liefern uns somit
bereits Kriterien fiir eindeutige Losungen von indefiniten Problemen. In der Praxis ist es
jedoch oft schwer, die inf-sup Bedingung nachzuweisen. Im folgenden wollen wir deshalb
ebenfalls eine alternative Herangehensweise mit Hilfe der Riesz-Fredholm Theorie vorstel-
len. Dafiir brauchen wir aber zunéchst die folgende Definition:

Definition 3.10 (Garding Ungleichung). Sei V' < H < V' ein Gelfand Tripel. Wir sagen,
dass eine Sesquilinearform s : V xV — C die Garding Ungleichung erfiillt, wenn Konstanten
C1,Cy > 0 existieren, sodass gilt:

|s(u,w)| > Cullull}y — Collulfy Yue V.

Ist zusétzlich die Einbettung V' < H kompakt, so kénnen wir das folgende, aus der Funk-
tionalanalysis bekannte Resultat anfiihren:

15
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Satz 3.11 (Fredholmalternative). Sei V — H < V' Gelfand Tripel mit kompakter Einbet-
tungV — H und s : VXV — C eine stetige Sesquilinearform, die die Garding Ungleichung
3.10 fir C1,Cq > 0 erfiillt. Bezeichnet nun S den durch die Sesquilinearform s(.,.) indu-
zierten Operator, dann folgt aus der Injektivitdt von S, bzw dquivalent dazu

(Su,v) = s(u,v) =0 YoeV =u=0,
bereits die Bijektivitit von S.

Beweis. Da ad-hoc nicht klar ist, welche Rolle die Kompaktheit der Einbettung V — H
spielt, wollen wir an dieser Stelle einen Beweis wie in [NFP21, Theorem 6.19] angeben.
Nach Voraussetzung erfiillt s(.,.) die Garding Ungleichung, es gilt also

s(u,u) > Culullf; — CallullZ

fiir Konstanten C7,C2 > 0. Wir konnen also die Sesquilinearform §(u,v) = s(u,v) +
Cy(u,v)g betrachten, welche offensichtlich stetig und koerziv ist. Somit folgt aus dem
Lemma von Lax Milgram die Bijektivitidt von § bzw dem induzierten Operator SV V.
Betrachten wir nun die Differenz K := S — S, so folgt nach Definition

<KU’U>V’><V = <(S - S)’LL, U> = 02<uvv>H

und mit der kompakten Einbettung V < H bereits die Kompaktheit von K. Somit kénnen
wir S schreiben als

S=5-(S-8)=8—-K=50Id-S5'K).

Da S—1 existiert und stetig ist, folgt mit der Kompaktheit von K auch die Kompaktheit
von ST'K. Nun ist aber S nach Voraussetzung injektiv, das bedeutet also insbesondere
auch, dass (Id — S~'K) injektiv ist und somit 1 kein Eigenwert von S~ K ist. Die Theorie
kompakter Operatoren besagt also, dass

1€ p(ST'K):={\eC:(ST'K — \id) ist stetig invertierbar}.

Als Verkniipfung zweier bijektiver Operatoren ist somit S selbst auch bijektiv, was genau
die Behauptung beweist. O

FEin weiteres niitzliches Werkzeug, um auf Eindeutigkeit von schwachen Losungen zu schlie-
Ben, ist der folgende Satz:

Satz 3.12. Sei QQ C R™ ein beschrinktes Gebiet, wobei ) hinreichend glatt ist. Weiters
sei ) £ T C 0N und q € L>®(Q). Sei u € H*(Q) Ldsung von

—Au+qu=0 in
u=0 aufl
Opu =0 aufT.

Dann gilt bereits u =0 in Q.
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Der Beweis verwendet das unique continuation principle, welches fiir allgemeine elliptische
Operatoren gilt. Jener Satz besagt im Wesentlichen folgendes: wenn Losungen u € H?(Q)
in einer Umgebung G C ) verschwinden, dann ist die Losung bereits auf ganz €2 identisch
null. Die Voraussetzung H?(f2) ist im Allgemeinen keine wesentliche Einschrinkung, da
dies in den meisten Féllen fiir elliptische Probleme ohnehin durch diverse Regularitéitssitze
fiir zum Beispiel konvexes Q oder 0 € C' hervorgeht. Ein genauer Beweis der Aussage
findet sich in [LL.ei86, Kapitel 4.3].

Kehren wir nun zuriick zu dem urspriinglich definierten Problem, dann ergibt sich wie be-
reits diskutiert fiir Helmholtz Probleme auf einem unbeschrénkten Gebiet nach Einfithrung
einer transparenten Randbedingung die folgende schwache Formulierung;:

Suche u € H! (), sodass fiir alle v € H(Qint)

s(u,v) == / Vu - Vvdr — w2/ uv dx —/ DN (ulr, v|r, ds = puds.
Qint Qint Lo 0K

Ko6nnen wir nachweisen, dass s die Garding Ungleichung im Sinne von Definition 3.10
erfiillt, dann ist nach Satz 3.11 die Eindeutigkeit von Losungen bereits hinreichend fiir
die Bijektivitéit, also die Existenz eindeutiger Losungen. Wihlen wir als Gelfand Triple
H' (Qnt) = L2(Qune) < (H(Qint))’, so miissten wir demnach nachweisen, dass Konstanten
C4,Cy > 0 existieren, sodass
|s(u, )| > Cl”“”%{l(gim) - CQHUH%Q(QM)

gilt. Problematisch ist in diesem Fall der Dirichlet-to-Neumann Operator, da ja DN (u|r)
zuniichst nur in H~/2(T,) liegt. Bei genauerem Betrachten des Beweises von Satz 3.11
haben wir allerdings ebenfalls gesehen, dass der entscheidende Punkt war, den induzier-
ten Operator S als kompakte Storung eines Bijektiven Operators zu schreiben. Die im-
plizite Schreibweise aus Definition 3.6 gibt uns jedoch kaum Maoglichkeiten fiir geeigne-
te Abschitzungen. In dem folgenden Abschnitt setzen wir also daran, den Dirichlet-to-
Neumann Operator fiir konkrete Fille explizit zu berechnen. Wir werden sehen, dass uns
dies iiber eine unendliche Reihendarstellung gelingt. Fiir numerische Verfahren ist dies
zwar auf den ersten Blick wenig niitzlich, fiir die Theorie der Existenz einer eindeutigen
(kontinuierlichen) Losung jedoch unabdingbar.
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3.3.1 Eindeutige Losbarkeit auf dem Ganzraum

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Losbarkeit von (3.15) auf dem Komplement einer
kompakten Menge K C R? diskutieren. Dazu legen wir wie in Abbildung 3.2 veranschau-
licht eine Kugel B, := {(z,y,2)T € R¥: 22 + y? + 2? < a®} mit Radius @ > 0 hinreichend
grof (sodass zumindest B, D K gilt) um K. Daraus resultierend erhalten wir als be-
schriinktes Gebiet Qi := B, \ K und als transparenten Rand T';, die Kugeloberfliche 0B,
Die folgenden Uberlegungen basieren weitestgehend auf [[TN09, Kapitel 3.1.1]. Wie bereits

Abbildung 3.2: Verwendung einer Kugeloberfidche als transparenten Rand

erwihnt werden wir im folgenden die spezielle Geometrie der Kugeloberfliche ausniitzen,
um eine explizite Darstellung des Dirichlet-to-Neumann Operators zu erhalten. Um eine
Losung uext des Auflenraumproblems

— Aoyt — W lext =0, in ey := R3\ By
Uext = f auf 0B, (3.21)
Uext erfiillt (3.14)
zu erhalten, gehen wir zunéchst in Polar- bzw. Kugelkoordinaten iiber. Dazu bezeichnen
wir mit @ > 0 den (verallgemeinerten) Radius r := |z|/a € RT und weiters & := x/r € T\,.

Sei nun = € R? beliebig, so konnen wir dieses schreiben als = r2. Die Parametrisierung
des transparenten Randes I', erfolgt demnach durch

sin 0 cos @
( ? > —a | sinfsing |, ¢el0,21),0¢€[0,7), (3.22)
cos 6
=:2(p,0)

womit wir nach Koordinatentransformation die folgende Darstellung der Helmholtz-Gleich-
ung (in Kugelkoordinaten) erhalten:

! 8%) —WPu =0, (3.23)

1/, 2 1 .
_E<BTU + ;aT’u + 78@(51119 . 8@U) + W o

r2sin 0
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Aus der Differentialgeometrie ist bekannt, dass fiir Untermannigfaltigkeiten des R und de-
ren Parametrisierungen (), der Laplace-Beltrami Operator durch A; := div grad gegeben
ist. Die folgenden Uberlegungen sollen lediglich deren Darstellung motivieren, fiir Details
sei der Leser auf Standardwerke der Differentialgeometrie verwiesen. Um die Gradienten
bzw. Divergenz-Operatoren auf (2-dimensionalen) Untermannigfaltigkeiten definieren zu
konnen, bendtigen wir noch den Begriff des metrischen Tensors, gegeben durch

o0& 0&;’

sowie den inversen metrischen Tensor g~! = (g%), definiert durch g~'g = idgex2. Dadurch
lassen sich die zuvor erwéihnten Operatoren wie folgt definieren:

11 12
grad = ( g & +9 "k, ) , div( U1 ) = ! (851(\/detg-vl) +8§2(\/detg-vg)).

921861 + 922852 V2 Vdet g

Mit der Parametrisierung (3.22) erhalten wir mit ¢ = (p,0)7 den bekannten metrischen

Tensor
_ a?sin26 0
g = 0 CL2

und daraus mit \/det g = a?sin @ ebenfalls

1/ 1.0
d. = — sin? 6 ¥ .
arad; = < 7 >

Somit kénnen wir mit einer weiteren Rechnung den Laplace Beltrami Operator ablesen:

g = (gij) € R¥*?,  wobei g;; =

1 1, 1 .
s =— ( %t g 89)). (3.24)

Mit diesen Vorbereitungen vereinfacht sich die Gleichung in (3.23) zu:
1 /.9 2 1 9
- (@u + ;&u) — 50 —wtu=0. (3.25)

Bevor wir mit der weiteren Analyse der Helmholtz Gleichung starten, fiihren wir noch ein
wichtiges Hilfsresultat fiir den oben definierten Laplace-Beltrami Operator an:

Satz 3.13. Mit den Voraussetzungen von zu Beginn des Abschnitts sei I'y := 0B, und Ag
der in (3.24) definierte Laplace Beltrami Operator fiir die Kugeloberfliche. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

o A; besitzt auf L2(T,) ein vollstindiges Orthonormalsystem (®,,)nen, aus Eigenfunk-
tionen mit dazugehdrigen Figenwerten A\,

e Die Figenwerte A\, haben die Vielfachheit M, := 2n + 1 und berechnen sich mit der
folgenden Formel:

n(n—i—l)‘

Ay = 2

a
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Fiir einen Beweis verweisen wir auf [HHN09, Lemma 3.4].

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um die Helmholtz Gleichung in Kugelkoor-
dinaten (3.25) explizit 16sen zu kénnen. Dafiir verwenden wir einen Separationsansatz und
erhalten mit Hilfe von Satz 3.13 die Darstellung

oo My, 00
u(rd) =33 ( / W(r2) B (& )dm) B (#) = 3 o (1) B (). (3.26)
n=0m=1 La n=0

=Unm (1)
Setzen wir nun Identitét (3.26) in (3.25) ein, so erhalten wir nach vertauschen von Sum-
mation und Differentiation

oo My

Y3 (T 2 0)+ (5 — (7)) B (3) =,

2
r
n=0m=1

womit wir nach Multiplikation mit —a?r? die sogenannte sphirische Bessel’sche Differen-
tialgleichung (fiir aw = 1) erhalten:

rul (1) + 2rul,, (1) — (6w 4+ n(n — 1)) up(r) =0, Vo € Ny. (3.27)

Die allgemeine Losung der obigen Gleichung kann, wie schon kurz in Abschnit 3.2.1 erwéhnt,
(1,2)

mit Hilfe der sphdrischen Hankel Funktionen erster und zweiter Ordnung H,, ™’ geschrieben
werden als

U (1) = HOD (awr) + dHP) (awr).

Die Funktionen 7—[,(11’2) lassen sich iiber eine unendliche Reihe darstellen und bilden, wie
man ebenfalls nachweisen kann, zwei linear unabhéngige Losungen der Gleichung 3.27. Fiir
Details verweisen wir auf ([[h198, Abschnitt 2.1.2]), wo ebenfalls nachgewiesen wird, dass
folgendes asymptotisches Verhalten fiir » — oo gilt:

’Hg)(?") ~ exp(ir) (/H%l) (T))’ N Z,exp(ir)

)
T r

HO () ~ SPET) g0y SR,

Durch Bilden des Grenzwertes

. / .
Tlg&r((?—[gg) (r) + Z’H,(lm) (7“)) =0
schlieBen wir, dass Funktionen u(r#) = anmHi(awr)®,,,(2) die Identitit (3.14) erfiillen
und somit ausstrahlende Losungen der Helmholtz Gleichung sind. Entwickelt man die Rand-
daten f € L?(I'y) ebenfalls in eine Fourierreihe der Form

oo My oo My
n=0m=1 _ n=0m=1
=tfnm
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so lassen sich die Konstanten a,,, eindeutig bestimmen und wir kénnen durch Koeffizien-
tenvergleich die (sogar eindeutige) Losung von (3.21) darstellen mittels:

oo M 755 i
=22 Jr. 7 ” D310 ) (). (3.28)
n=0m=1

Mit etwas mehr Aufwand lisst sich zeigen, dass diese Reihe absolut und gleichméflig auf
kompakten Mengen K C Qe konvergiert. Selbiges gilt fiir die Reihe der Ableitungen (kom-
ponentenweise) beziiglich r. Fiir einen Beweis verweisen wir abermals auf weiterfithrende
Literatur, wie etwa [CK98, Theorem 2.14]. Somit kénnen wir die Darstellung in (3.28) ver-
wenden, um eine explizite Darstellung fiir den DtN Operator auf der Kugeloberfliche zu
erhalten:

OUex 328) f .
D" f = t}aBa Z Z : 1)

n=0m=1 ()

z)dz ,
Bom(8) w - 1Y (wa) By (3.29)

Diese explizite Darstellung erweist sich als zentraler Bestandteil, um Eindeutigkeit von
Losungen auf dem Ganzraum R? zu zeigen. Bevor wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts
kommen, benétigen wir noch das folgende Hilfslemma:

Lemma 3.14. Mit den Voraussetzungen von zu Beginn des Kapitels, sei «,, definiert durch:

(1)’
an = ww. (3.30)
n (wa)
Dann gilt fiir den Imaginérteil:

%(an) >0, Vn € Ng, %(an) — 0

sowie fiir den Realteil die folgende Ungleichung:

n—+1
a

1 n+4+1
max(a, 0

—w) < —%(an) <

Ein Beweis dafiir findet sich in [[h198, Lemma 3.3].

Wir haben nun alle notwendigen Techniken und Resultate beisammen, um den Hauptsatz
dieses Abschnitts formulieren und beweisen zu konnen:

Satz 3.15. Sei w € R und Qjy := B, \ K wie zu Beginn des Kapitels definiert. Dann
ezistiert fiir ¢ € L*(0K) eine eindeutige Losung u € H*(Qiny), die

/ Vu-Vovdr — / uv dr — Q)t?\[B(u\aga)v]aBa ds = / pvds (3.31)
znt Qint aBa oK

erfiillt fiir alle v € HY(Qipy).
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Beweis. Der Beweis orientiert sich zu Teilen an [DI01] sowie [Néd01, Theorem 2.6.5] und
zielt darauf ab, die Fredholm’sche Alternative anzuwenden, wonach die Eindeutigkeit von
Losungen gleichbedeutend mit der Existenz ist. Dafiir setzen wir wie gewohnt den trans-
parenten Rand als 0B, =: I', und definieren

s(u,v) ::/ Vu-Vvdx—}—oﬂ/ uv dx —/ DN (ulp, )olr, ds
95 Qint Fa

int

sowie

E(u,v) := QwQ/Q wodr und  f(v):= 8Kq%ds.

Mit Hilfe von (3.28), (3.30) und der Tatsache, dass ®,,, eine Orthonormalbasis auf T,
bildet, vereinfachen sich die Randintegrale zu:

[e%e) My,
g DN (ulr, )olr, ds = an D (ulr,. Pom) 2(ry) * VIrs Ram) L2(r,)-
a n=>0 m=0

Mit Hilfe von Lemma 3.14 folgern wir somit, dass
B — L2
([ 2 (e, )ule, ds) = = ullfa,)
Iy a
und somit s(.,.) auf H'(Qiy) koerziv ist, da nach Voraussetzung R(w?) > 0 und somit gilt:

|s(u,v)\ Z?R(S(U,U)) = (vu?vu)LQ(Qint) + ER(WQ)(u7u)L2(Qint) - §R</I‘ DtNB(U\Fa)mdS)
. 1
>min{1, R} IVl fq, + lulfa0,0) + ¢ lulliar,)

| S —
>0

>min{1, R(w?) }HulF (q,,)-

Das Lemma von Lax-Milgram sichert uns nun die Bijektivitdt des durch s induzierten
Operators S : HY(Qing) — H(Qing) definiert durch Su := s(u,.). Durch die kompakte
Einbettung H!(Qnt) < L*(Qint) folgt iiberdies, dass auch der durch k induzierte Operator
K kompakt ist. Somit ist die Formulierung (3.31) dquivalent zu der Operatorgleichung (mit

Fuv = f(v))
(S—Ku=F, ucH" Q).

Somit befinden wir uns gerade im Setting von Satz 3.11, wonach Injektivitdt bereits Bi-
jektivitat impliziert. Es bleibt somit lediglich die Eindeutigkeit von Lésungen von 3.31 zu
zeigen. Angenommen uj # ug sind Losungen von (3.31), dann gilt mit w = u; — ug ei-
nerseits d,w|sx = 0 und andererseits (durch wahlen von w als Testfunktion) die folgende
Gleichung:

/ ’Vw|2dx—w2/ |w|? de = DN (w|p, Jw|r, ds
Qint int Tq
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Da die linke Seite reell ist, folgt mit Hilfe der Darstellung (3.29) sofort, dass ebenfalls

[e%e) My,
0= %(/F Q)WB(MFG)mdS) =" S(an) Y [wlry, @am) 2 |
a TL:O m:O

gelten muss. Dies kann jedoch nach Satz 3.14 nur der Fall sein, wenn (w|r,, ®nm)r2(r,) = 0

gilt Vm, n. Daraus wiederum folgt aus der Darstellung von w und Q)tﬂ\CBw|p unmittelbar:

w = 0 auf 'y, a—w =0.
on I,
Da iiberdies 0K und somit 9y als hinreichend glatt vorausgesetzt wurden, kénnen wir
mit klassichen Regularitiitssitzen ebenfalls auf w € H?(Qiy) schliefen. Somit erfiillt w
aber gerade die Voraussetzungen von Satz 3.12 und wir erhalten, dass w = 0 in ;¢ gilt.
Dies beweist die Eindeutigkeit von Losungen von (3.31) und somit die Behauptung. O

Tatséchlich deckt die Wahl einer Kugeloberfliche als transparenten Rand bereits eine Viel-
zahl an Problemstellungen ab. Natiirlich ldsst sich obige Argumentation ebenfalls auf den
zweidimensionalen Fall anwenden, siehe dazu [[IN09, Satz 3.12]. Interessant wird es jedoch,
falls es die zu untersuchende Geometrie nicht ermoglicht, einen Kreis als ,, kiinstlichen Rand*
zu wihlen. Im folgenden Kapitel wollen wir ein einfaches Beispiel dazu anfiihren.
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3.3.2 Eindeutige Losbarkeit in Wellenleitern

In diesem Abschnitt werden wir Streuprobleme in Wellenleitern diskutieren, da diese eben-
falls Gegenstand der numerischen Simulationen in den folgenden Kapiteln sein werden.
Ausgangspunkt dafiir ist der halboffene Wellenleiter W := (0,00) x (0,¢) mit ¢ > 0 sowie
eine kompakte Menge K C W, welcher aus physikalischer Sicht den Streukorper darstellt.
Als zu Grunde liegender Geometrie erhalten wir somit €2 := W \ K, siehe auch Abbil-
dung 3.3. Fiir den Rest des Abschnitts beschéftigen wir uns also mit der Losbarkeit der

1—WD Qint Q Fa Qext

Abbildung 3.3: Wellenleiter mit Streukdorper

Helmholtz Gleichung auf 2. Um die nachfolgende Présentation zu vereinfachen, setzen wir
iiberdies I" :== [0, 7], I'p := {0} x I und I'yy := 99 \ I'p, wodurch sich das Modellproblem
wie folgt schreiben lésst:

—Au—u=0 inQ

u=ug aufl'p (3.32)
gz =0 aufI'y.

Da wir vor allem an schwachen Losungen interessiert sind, setzen wir die Randdaten ug €
H'Y?(T'p) voraus.

Bemerkung 3.16. Die Ausstrahlungsbedingung fiir den Wellenleiter kann zunéchst nicht
ohne weiteres aus (3.14) iibernommen werden, da wir in der dortigen Herleitung Probleme
auf dem Ganzraum R? betrachtet haben. Tatséichlich kann man (sogar fiir allgemeine ellip-
tische Differentialoperatoren) fiir Losungen in Wellenleitern eine Ausstrahlungsbedingung
formulieren, sodass das Problem (3.32) eindeutig l6sbar wird. Fiir Details verweisen wir
abermals auf weiterfithrende Literatur wie [Hoallb] oder [SCH22].

Die folgenden Uberlegungen basieren auf dem sogenannten Limiting Absorbtion Principle.
Dieses besteht darin eine Losung von (3.32) zu konstruieren, indem zunéchst fiir § > 0 und
den selben Voraussetzungen wie zu Beginn des Abschnitts das geddmpfte Problem

—Au— (W +id)u=0 inQ (3.33)

ermittelt wird. Der Parameter 0 spiegelt dabei, wie wir spéter sehen werden, eine Ddmpfung
im Losungsverhalten wieder. Existieren fiir 6 hinreichend klein (eindeutige) Losungen ug
von (3.33), so kann man versuchen den Grenzwert lims_,qus =: @ zu betrachten. Dieser
Grenzwert (sofern existent) beschreibt nach dem Limiting-Absorbtion Prinzip die gesuchte
und physikalisch relevante Losung von (3.32).

Analog zum vorherigen Abschnitt zerlegen wir zunéichst das Gebiet €2 in zwei Teilgebiete
Qint und Qext und versuchen eine analytische Losung auf eyt zu ermitteln. Durch die
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Kompaktheit von K existiert jedenfalls ein a > 0, sodass (a,c0) x (0,7) N K =  gilt,
sieche auch Abbildung 3.3. Somit kénnen wir mit Qe = (a,00) X (0,7) und Qjpy :=
((O,a) X (0,7r)) \ K die zu Grunde liegende Geometrie schreiben als 2 = Qipe U Qext.
Das dazugehorige Auflenraumproblem mit transparenten Rand T', := {a} x [0, 7] lautet
demnach wie folgt:

—Alex, — w2uext =0 in Qex
Uext = f auf Fa (334)

OUex
o L =0 auf 0% \ Ty

Fiir dieses Problem kénnen wir nun wieder eine explizite Losung mit Hilfe des Seperati-
onsansatz konstruieren. Parametrisieren wir mémlich den transparenten Rand I', durch
#(y) = (a,y)T, so erhalten wir analog zu den Uberlegungen in Kapitel 3.3.1 den negativen
Laplace Beltrami Operator —Aj; auf I'; durch 85. Dies bedeutet insbesondere, dass —A auf
Q) bereits separiert und keine weitere Koordinatentransformation mehr verwendet werden
muss. Eine Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen von —A; (Neumann Rand) auf L?(T',)
bzw. L?(0,7) kénnen wir iiberdies explizit durch

P (y) := \/Z cos(ny)

und den dazugehérigen Eigenwerten A, := n? mit n € Ny angeben. Losungen von (3.34)
konnen demnach in eine Fourier Reihe entwickelt werden:

) =3 [ ule.n)®0)dy) (o). (3.35)

n=0 La

—un (2)

Durch Einsetzen von (3.35) in 3.34 erhalten wir fiir w ¢ Z die folgende Gleichung:

ull (x) + (W — n?up(z) =0, Vn € No. (3.36)

n

Als gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung erhalten wir Losungen der folgende
Darstellung:

un(x) = ap exp(ivw? —n? - x) + by exp(—ivw? —n? - ). (3.37)

Wir miissen nun die folgenden Fille separat betrachten:
o n <w:

Da der Ausdruck unter der Wurzel positiv ist, spiegeln die Losungen aus (3.37) zwei
»klassische Schwingungen* wieder. Um eine der beiden Losungen zu eliminieren, be-
dienen wir uns im folgenden wie bereits angesprochen dem Limiting-Absorbtion Prin-
zip. Dieses besteht im wesentlichen daraus der ,,pur schwingenden“ Losungen eine
kiinstliche Dampfung hinzuzufiigen. Mathematisch kénnen wir dies fassen, indem wir
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den Ubergang (w? — w? + i¢) fiir 6 > 0 durchfithren. Ahnlich wie zuvor erhalten wir
somit die folgenden allgemeinen Losungen des ,,geddmpften Problems*:

5 5 . . 5 . -

0 (z) = a; exp(ivw? —n? 416 - x) + b) exp(—ivVw? —n? 4+ id - x). (3.38)
Da wir an einer physikalisch sinnvollen Losung interessiert sind, liegt es nahe zu
fordern, dass Losungen von (3.33) bzw. (3.32) zumindest beschrénkt sein sollen, also
u® € L®(Q) gelten soll. Nun gilt fiir allgemeine komplexe Zahlen z = u + fw die
folgende Identitét

u

€] = [ = |e™e | = e V% (3.39)
Da jedoch 6 > 0 vorausgesetzt wurde, kénnen wir nun einerseits sehen (wie man
elementar mit Hilfe von Polarkoordinaten nachrechnen kann), dass

S(Vw? —n2+id) >0

und andererseits, dass deshalb b = 0 gelten muss, da sonst mit (3.39) folgen wiirde,
dass
: 0| . ,Szx _
wILH;O by | - e 00
und somit u® ebenfalls unbeschriinkt ist. Somit ist klar, welche der beiden Lésungen
in (3.38) physikalisch relevant ist. Fiithren wir den Grenziibergang § — 0 durch, dann

ist nun ebenfalls geklért, welche der beiden Fundamentallgsungen in (3.37) zu nehmen
ist.

n > w:

In diesem Fall miissen wir die Wurzel einer negativen reellen Zahl bilden, womit wir
klarerweise zunéchst die komplexe Wurzel definieren miissen:

iargz)

& :C\Reo = C,z %::\/Eexp( (3.40)

Dabei bezeichnet arg z den Winkel (Polarkoordinaten!), fiir den wir den folgenden
Definitionsbereich wéhlen:

—T<argz <.

Falls nicht anders angefiihrt, verwenden wir stets diese Definition der komplexen
Wurzel, fiir die wir im folgenden , /- schreiben. Mit jener Wahl kénnen wir feststellen,
dass

Vw?2 —n? =iyVn? — w?

gilt. Somit ist ebenfalls klar, dass b, = 0 in (3.37) gelten muss, sofern wir wieder
u € L*>(Q) verlangen.
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® 1l — W:

Wir haben zwar bisher w ¢ Z vorausgesetzt, jedoch kann man auch fiir ganzzahlige
Werte eine Ausstrahlungsbedingung festlegen. Zunéchst reduziert sich die Gleichung
in (3.36) zu

deren Losungen klarerweise durch

up(z) = a+ bx
fiir Konstanten a,b € R gegeben sind. Beschriankt bleibt die Losung klarerweise fiir
b = 0, wobei die gewiinschte Losung u = a entlang des Welleneiters ist.

Zusammengefasst erhalten wir fiir das Problem (3.34) also Loésungen der Form

un(xv y) = Qp - exp(i Vw? —n?- .Z‘)(I)n(y)

Zur Bestimmung der Konstanten a,, entwickeln wir die Randdaten f ebenfalls in eine
Fourier-Reihe

= Z(ﬂ ) r2(r,)Pn
n=0

und erhalten nach erneutem Koeffizientenvergleich die gesuchte ausstrahlende Lisung des
Auflenraumproblems (3.34):

u(z,y) = Zexp (i\/ w?—n?-(z— a)> “(f, @) 20, Pnly)- (3.41)
n=0

Bemerkung 3.17. Das Limiting-Absorbtion Prinzip sorgt also dafiir, dass eine der bei-
den Fundamentallgsungen in (3.37) eliminiert wird. Vergleicht man diese Auswahl mit der
Bedingung in (3.14), so haben wir uns in der (durch Separation entstandenen) eindimen-
sionalen Gleichung (3.37) fiir jene Losung entschieden, die

ul () —ivVw? —n? - up(x) =0

erfiillt. Diese Wahl entspricht einer sogenannten ausstrahlenden Ldsung, wahrend die ,,zwei-
te Fundamentallésung®“ die obige Gleichung mit positiven Vorzeichen erfiillt. Man spricht
in diesem Fall von einfallenden Lésungen. Typischerweise verwendet man die anhand von
w € R oben definierten Ausstrahlungsbedingungen ebenfalls fiir komplexe w € C. Hier muss
man in jedem Fall die genaue Definition der komplexen Wurzel beriicksichtigen, die leider
nicht einheitlich ist und von der jeweiligen Literatur abhingt. Allgemein lisst sich eine
beliebige komplexe Wurzel mit Polarkoordinaten schreiben als

Y C\ (cos+isinf)Rsg — C,z — ¥z :=+/|z] exp (%). (3.42)
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Dabei bestimmt 6 die Wahl des Winkel argy z, bzw. genauer gesagt den Definitionsbereich
0 —2m <argyz < 6.

Hat man allgemein fiir § € [0, 27) eine komplexe Wurzel gewéhlt, kann man zunéchst wieder
mit reellen Frequenzen w starten und dann analog zu oben jeweils eine der beiden in (3.37)
auftretenden Losungen eliminieren, indem man Beschrinktheit fordert.

Aus der Darstellung in (3.41) kénnen wir nun den Dirichlet to Neumann Operator ablesen,
welcher fiir f € HY/2(T',) iiber die eindeutige Lésung u von (3.34) wohldefiniert ist:

o =
DN f = gz}x:a =S iVw? —n2 - (f,®n) 2y n (3.43)
n=0

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir letztlich zur schwachen Formulierung von (3.32) auf
Qint iibergehen. Diese lautet wie folgt:

Suche v € H () mit ulr, = ug, sodass gilt:

/ VuVv — wut dx — Q)tf)\[w(u]pa)m ds =0, Yve& H Q). (3.44)
0

int Fa

Bemerkung 3.18. Die Randbedingung u|r,, = uo wird in der Praxis iiber eine sogenannte
Homogenisierung der Randdaten behandelt. Dazu sei 1 eine beliebige Fortsetzung aus
H!(Qine) von ug mit tig|r, = ug. Setzen wir nun w := u — 1y, dann erfiillt w € H(Qint)
einerseits w|r,, = 0 und andererseits die folgende Gleichung:

/ VwVv — ww dr — / DN (wlp, Jolr, ds = / upvdr, Vv € Hl(QElfg) (3.45)
Qint Tq Qint
Kennen wir eine Losung von (3.45), so erhalten wir die Losung des urspriinglichen Problems

(3.44) durch Setzen von u := w + .

Allgemein erweist die Theorie tiber die eindeutige Losbarkeit von (3.44) bzw (3.45) fiir
beliebige 2 und Streukérper K C R? als durchaus komplex. Wir wollen aber trotzdem
fir den Fall K = () bzw Q := W (dies entspricht einem homogenen Wellenleiter ohne
Streukorper) die Wohldefiniertheit von Problem (3.44) fiir w € R\ Z zeigen. Dafiir brauchen
wir zunéchst das folgende Hilfsresultat:

Satz 3.19. Sei Q := (0,00) x (0,7) und I'p := {0} x [0, 7] gegeben. Weiters seien die
Randdaten ug € HY*(T'p), sowei f € H~Y(Q) mit kompaktem Triger und w > 0 beliebig.
Dann ezistiert eine Lisung u € H} (Q) des folgenden Problems:
—Au—wu=f inQ
u=uy aufl'p, (3.46)

0
8—:; =0 aufoQ\I'p.

Uberdies erfiillt die Lisung mit Q, == (m,m + 1) x (0,7) die folgende Abschitzung:

sup [|ul| g1(q,,) < .
meN
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Ein Beweis fiir obige Behauptung befindet sich in sehr abstrakter Form (sogar fiir allge-
meine elliptische Differentialoperatoren mit periodischen Koeffizienten) in [Hoalla] bzw.
ebenfalls in [Gol82, Kapitel 2]. Bei genauerem Betrachten der Literatur, stellten wir fest,
dass die Existenz fiir Losungen von (3.46) nur fiir sogenannte regulire Frequenzen gilt. Da-
bei bezeichnen wir w als nicht regulér, also singulér, wenn w im Punktspektrum von —A
auf L?(2) (mit Neumann bzw Dirichlet Randbedingungen) liegt (siche dazu auch [BG99]).
Bekannterweise ist jedoch das Punktspektrum fiir einen homogenen Wellenleiter W die
leere Menge, wodurch der Satz insbesondere fiir alle w > 0 anwendbar ist. Wir sind nun in
der Lage den folgenden Existenzsatz zu formulieren und zu beweisen:

Satz 3.20 (Existenz und Eindeutigkeit). Mit den Voraussetzungen von zu Beginn des
Kapitels sei w € R\ Z und ug € HY/?(T'p) beliebig. Dann existiert fiir Problem (3.44) mit
Q=W baw Qe := (0,a) x (0,7) eine eindeutige Losung u € H Q).

Beweis. Ahnlich wie im Beweis in Kapitel 3.3.1 wollen wir die Fredholm’sche Alternati-

ve anwenden, wonach Existenz von Losungen zur Eindeutigkeit dquivalent ist. Aus der
Darstellung des Dirichlet-to-Neumann Operators (3.43) erhalten wir mit M := [w]

R [ D¢Vl )il ds) = (Z V2 (e, @) ) P, )
=k Z Vn2 = w? - |(ulr,, ®n)r2r,)?
SRVATERE Z (Wl @) e 2.

<o

Damit kénnen wir den Term in der schwachen Formulierung wie folgt abschétzen:
—§R</ DN (ulr, )vlr, ds) >0, Yu,v€ H Q).
Ta

Wir gehen nun wie in Bemerkung 3.18 erwidhnt zur dquivalenten schwachen Formulierung
(3.45) iiber und definieren die Bilinearform s(.,.) durch

s(u,v) / VuVv + w?ut dx —/ DN (ulp, )v|r, ds

auf H' (), welche nach dem gerade gezeigten die folgende Ungleichung erfiillt:
[s(,w)] = R(s(u,v)) = min{L, Rl g,

Dies entspricht genau der Koerzivitit von s(.,.) auf H'(Qiy). Analog zum vorherigen Ka-
pitel definieren wir nun

k(u,v) := 2w2/Q uwodr sowie  f(v) ::/Q o0 dx
int

int
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und sehen, dass (3.45) mit den durch s(.,.), k(.,.) und f(.) induzierten Operatoren wie folgt
lautet:

(S — K)u=F,u € H' (Qiny).

Dabei ist nun abermals S bijektiv und K kompakt, womit es nach der Fredholm’schen
Alternative nun reicht, die Eindeutigkeit von Losungen zu zeigen. Um diese zu beweisen,
verwenden wir im Wesentlichen eine Idee aus [[Hoalla, Kapitel 4]. Seien also uj, ug Losungen
von (3.45), dann erfiillt die Differenz w := u; — ug einerseits w|r,, = 0 und andererseits die
folgende Integralgleichung;:

/ |Vw|? — w?|w|? dx = / Q)tﬁ?\[w(w|pa)w|pa ds, Yv € H(Qnt).
int Fa
Daraus folgt unmittelbar
%( DA™ (w]p, YT, ds) ~0.
o

Leider kénnen wir daraus nicht wie im letzten Kapitel unmittelbar auf w|pa,(9,7w‘F =0
schlieffen, wie man sich mit der Darstellung aus (3.43) leicht iiberlegt. Es gilt jedoch

M
([ 2wl ol ds) = 3 lwlras )i PV = [l
a n=0 S———

=1

und wir kénnen folgern (wlr,, ®n)r2(r,) = 0 fiir alle n < M. Das Ziel besteht nun darin
ebenfalls die restlichen Terme zu eliminieren. Dazu setzen wir nun wiy := w(x,y) auf Qex
fort, indem wir die Losung auf et in eine Fourier-Reihe entwickeln. Wir erhalten somit
eine Fortsetzung

( ) Wint ('T) y)7 in Qint
2\Z,Y) = 00 ivw2—n2-(z—a i
West(2,) 1= Xlager €0 il @n) paqr @aly), 0 Qo

Die Fortsetzung w ist so gewéhlt, dass einerseits wint|r, = Wext|r, gilt und andererseits (wie
man nach partieller Integration und der Darstellung der allgemeinen Losung von (3.34)
sieht) fiir kompaktes K C € die Fortsetzung z € H'(K) Losung von

/Vsz—w2zvd:I:—/ %ﬁds Yo € HY(K) (3.47)
K o O

ist. Sei nun eine kompakte Menge K C €2 gegeben. Weiters sei v € Hlloc(Q) eine Losung des
Problems (diese existiert wegen Satz 3.19):

—Av—wv=1gz inQ
v =0 auf'p,
@

= foQ\T
8n0au8\D
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In Integralschreibweise bedeutet dies fiir beschranktes B O K mit Hilfe partieller Integra-
tion gerade

/VvVu—wZUUd:U—/ &}uds:/ zudr Yue HY(B).
B oB On K

Setzen wir nun Q, := (0,7) x (0,7) fiir » > 0 hinreichend grof}, dann folgt mit dem gerade

gezeigten
/ |z|2d$:/ 2(lgz) dx
K K

= VoVzdr — / W2vzdr — —7zds.
Q, . 09, On

Verwenden wir nun ebenfalls (3.47), dann kénnen wir den mittleren Term wie folgt schrei-
ben:

/ szvdx:/ %vdsf VzVodz.
r o0, n Q,

Einsetzen in die vorherige Gleichung ergibt nun mit I', := {r} x [0, 7] die Identitét:

0z v 0z v
z2dx(—i) — U —z—ds — —70 — z— ds.
/x' | r, On on rr On on

Dabei gilt die Gleichheit (1), da die Randintegrale iiber 092 \ I'p verschwinden. Da nun
aber auch z,v = 0 auf I'p gilt, verschwindet ebenfalls der erste Term. Fiir r — oo geht
iiberdies mit Hilfe der Darstellung der Fortsetzung fiir (x,y) € Qext,

2(z,y) = Z e RQ_HQ'(x_a)(w’Faa‘I’n)m(ra)q’n(y)
n=M+1

auch z und % fiir z — oo gegen 0, womit zusammen mit sup,, ey |V g1(q,,) < 0o insgesamt
fiir beliebiges kompaktes K C € gilt

/|Z|2:0:>ZEO:>U1:U2.
K

Dies beweist die Eindeutige Losbarkeit von (3.44) und somit die Behauptung. O

3.4 Konvergenz von diskreten Methoden

Nachdem wir in den vergangenen Abschnitten die eindeutige Losbarkeit von schwachen
Losungen des kontinuierlichen Problem gezeigt haben, werden wir in diesem Kapitel ver-
suchen, jene Problemstellung in ein diskretes Setting zu bringen und erste Einblicke in die
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Konvergenz von diskreten Verfahren zu geben. Dazu starten wir abermals mit der schwa-
chen Formulierung des Modellproblems (3.15), dessen eindeutige Losung u € H'(Qint) die
nachfolgende Gleichung fiir alle v € H'(Qiy) erfiillt:

/ Vu-Vvdx—wz/
o Q

int int

B dz — (DE(ulr,), vlr,) = /M ovds.  (3.48)

Wie iiblich setzen wir fiir ein diskretes (FEM) Verfahren uy, € Vj, € H(Qint) an, wobei je-
denfalls dim(V}) < oo gelten soll. Fiir eine mogliche Implementierung erweist sich abermals
der Dirichlet-to-Neumann Operator als problematisch, da wir aus Definiton 3.6 fiir allgemei-
ne Probleme keine explizite Darstellung erhalten und somit der Ausdruck (Dt (ulr,), v|r,)
keine berechenbare Grofle ist. Selbst die in den vergangenen Kapiteln behandelten Spe-
zialfélle (3.29) und (3.43) schliefen auf Grund einer unendlichen Reihendarstellung eine
exakte Implementierung aus, wonach wir jedenfalls fiir ein diskretes Verfahren eine Appro-
ximation

DtN® ~ D¢

verwenden miissen. Wir kldren an dieser Stelle nicht wie diese Approximation aussehen
soll, da dies ohnehin Gegenstand des nichsten Kapitels sein wird. Somit ergibt sich mit
den vorausgehenden Uberlegungen das diskrete Problem wie folgt:

Suche uy, € V3, sodass

/ Vuh~Vvhd:z:—w2/
o Q

i dz — (DEN® (up | ), vl ) = / surds  (3.49)
int int 8K
gilt fur alle v, € V3.

Fiir die Konvergenzanalyse von ,,gestorten Problemen® verwenden wir das folgende Lemma
als Ausgangspunkt:

Lemma 3.21 (Strang Lemma). Sei V Banachraum und a : V x V — C eine stetige
Sesquilinearform, sowie f : V — C stetig. Weiters bezeichne u die eindeutige Losung des
Variationsproblems:

a(u,v) = f(v), YveV. (3.50)
Dies bedeutet nach Satz 3.8 insbesondere, dass a(.,.) die inf-sup Bedingung erfiillt

mf sup VLS
0A4veV oxwev |[v]lv [w]lv

Weiters seien (V3,)n>0 Unterrdume V;, C V und die dazugehorigen Sesquilinearformen ay, :
Vi, x Vj, — C erfiillen ebenfalls gleichméfig die diskrete inf-sup Bedingung, also

Jho > 0:Vh < hg: inf sup w =ap>a>0. (3.51)

0#vh E€Vh 0w, €V, th”VHwh”V B
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Dann gilt fiir stetige fr : Vi, — C und Losungen uy der dazugehorigen variationellen
Problemen

ah(uh,vh) th(’l)h) Vvh € Vh (3.52)

die folgende Fehlerabschitzung:

||U—Uh”v < C[ inf (Hu_vhHV+ sup ’a(vhawh) _ah(vhawh”)
vREVE wpEVh HwhHV

+ sup |f(w) — fh(wh)‘}’

wpEVR ||’UJh||V

mit C' > 0 unabhiingig von h.

Beweis. Fiir einen Beweis orientieren wir uns hauptséchlich an [DI01, Abschnitt 2.4]. Wir
stellen zunéchst fest, dass fiir festes v, € Vj, mit Hilfe der Dreiecksungleichung gilt:

lu = uplly < l[u—wallv + lun = vnllv. (3.53)

Wir betrachten nun den zweiten Term separat und erhalten nach der Voraussetzung (3.51)
fiir hinreichend kleine h > 0

lap (up, — v, wp)|

&llup — vp| < sup

wpEV), HwhHV
B lap(up, — vp, wp) £ a(u — vy, wp)|
= sup

wpEV), HwhHV

Da nun aber u bzw. u Losungen von (3.50) bzw (3.52) sind, erhalten wir mit Hilfe der
Dreiecksungleichung die folgende Identitét:

[lfh(UJh) — ap(vp, wp) + alu — vy, wp) — flwp) + alvp, w) }

Al =onlly = e Ty

whrEVR

Nun gilt aber mit der Stetigkeit |a(u,v)| < ||la||/||u|v||v]v die folgende Ungleichung:

~ hWh) — Wh a\Vp, Wp) — ap(UVp, Wh
B~ vnll < ol — enlly + sup [Vl = S Jatens wn) = anfon, wn)l
whrEVR l[wllv [|wn |lv

Somit folgt mit Hilfe von (3.53) und C := max{”%H +1,1} nach Bildung des Infimums iiber
v, € V, die gewiinschte Behauptung:

lu — upllv < C’[ inf (Hu —vpllv + sup la{vn, wn) = an(on, wh)|)
vp €V wp VY HwhHV

+ sup |f(w) — fh(wh)|]

wp VY, ||’LUh||V
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Wir kénnen nun Lemma 3.21 auf die Sesquilinearformen in (3.48) und (3.49) anwenden
und setzen

a(u,v) := / Vu-Vvdr — w2/ wodx — (DN (ulr, ), v|r,)
Qint Qint
sowie

Vuy, - Vop, de — w2/ upvy dz — (DEIN® (up|r. ), vnlr, )
Qing

ap(un, vn) 22/Q

Gehen wir nun davon aus, dass (3.48) eindeutig losbar ist, so folgt insbesondere nach
Satz 3.8, dass a(.,.) auf H'(Qiy) die (kontinuierliche) inf-sup Bedingung erfiillt. Setzen
wir nun aber eine Losung u aus einem endlichdimensionalen Raum Vj;, € H!(f) an, so
iibertrégt sich diese Eigenschaft nicht unmittelbar auf das diskrete Setting. Unter gewissen
Voraussetzungen an a(.,.) und V}, gilt jedoch das folgende Resultat:

int

Lemma 3.22. Seien V, H Hilbertrdume mit kompakter Einbettung V' — H. Weiters efiillt
die stetige Sesquilinearform a : V' x V' — C die Garding Ungleichung (3.10) und sei der
durch a(.,.) induzierte Operator A : V — V', Au := a(u,.) bijektiv. Uberdies sei (V},)n>0
eine Familie von endlichdimensionalen Unterrdumen V;, C V mit

lim inf |ju — =0 Yuel.

b, I ol =0 e
Dann existiert hg > 0 und @&, sodass fiir alle h € (0, hgy) die diskrete inf-sup Bedingung
gleichméafig erfiillt ist:

inf sup laton, wa)| >a > 0. (3.54)

0#on€Vi 02wy eV, lnllv lwallv —

Ein Beweis der Aussage findet sich zum Beispiel in [NF'P21, Theorem 6.18]. Der obige Satz
sichert nun ebenfalls die Losbarkeit von (3.48) auf Vj,, sofern die endlich-dimensionalen
Unterrdume passend gewéhlt werden. Es bleibt jedoch noch die Frage zu kldren, unter
welchen Voraussetzungen das diskrete Problem (3.49) eindeutig 16sbar ist. Dazu reicht es
nach Satz 3.9, dass ap(.,.) die inf-sup Bedingung auf V}, erfiillt. Um dies nachzuweisen
erweist sich das folgende Lemma als niitzlich:

Lemma 3.23. Seien af.,.) und ap(.,.) Sesquilinearform auf V' bzw. Vj, C V. Weiters setzen
wir voraus, dass af(.,.) fiir h hinreichend klein auf V}, gleichméBig die inf-sup Bedingung,
also (3.54) erfiillt. Gilt die Konvergenz von aj, gegen a im folgenden Sinne

i B, =0 mit Eyo= sup 120 %) = an(vnwn)] (3.55)
h—o0

o wn €V \ {0} [vnllvllwnlv
dann erfiillt ap(.,.) fir hinreichend kleine h ebenfalls gleichméBig die inf-sup Bedingung:

Ja 3hg = Yh € (0, ho) Yop, wy, € Vi, \ {0} : inf sup an(on, wa)l =ap>a>0

0#vp €Vh 0wy, V), |vn v lwn |lv B
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Beweis. Wir verwenden die gleiche Beweistechnik wie in [NFP21, Proposition 5.1]. Auf-
grund der Voraussetzung (3.55) kénnen wir & > € > 0 und hy > 0 wihlen, sodass fiir
h € (0, ho) gilt:

wp anwn) — o wn)

(3.56)
vnwn €V \{0} [vnllvl|wslv

Nach der Voraussetzung an af(.,.) existiert ebenfalls ein 0 < h; < hg, sodass fiir alle
h € (0,hy) gilt

allun] < sup la(vn, wn)|
wpevinfor  lwnllv

< swp la(vp, wp) — ap(vp, wp)| + |an (s, wh)|

T wneVi\{0} [[wnllv

(3.56) an(vr. w
< EHUhH + sup | h( hs h)|
wpevinfoy  llwnlly

Somit ergibt sich fiir 0 < h < hy

Gm(a—e) < sup L)l
wneVa\{0} |Wnlle|lon |l

womit nach Bildung des Infimums schlussendlich die Behauptung folgt:

G<  inf |an (0, wn)|
un€Vi\{0} wyevi\{0} lwn & [vnl o

O

Mit jenen Vorbereitungen kénnen wir nun zumindest theoretisch auf die Konvergenz von
Losungen des ,,voll-diskreten Verfahrens“ (3.49) auf die des kontinuierliche Problem schlie-
Ben. Um die Argumentationen zu veranschaulichen, schlieflen wir dieses Kapitel mit einem
Beispiel.

Beispiel 3.24. Wir betrachten die Helmholtz Gleichung in einem (homogenen) Wellenleiter
(siehe auch Kapitel 3.3.2) und verwenden die schwache Formulierung (3.45) als Ausgangs-
punkt:

/ VwVv — w?wb dr — / DNV (wlp, o, ds = / upvdx, Vv € HI(QE&’)
Qint Ta Q

int

Dabei bezeichnet 1y eine beliebige Fortsetzung aus H' () mit Uo|r, = up. Wir haben
im Beweis von Satz 3.20 bereits nachgewiesen, dass a(.,.) die Garding Ungleichung erfiillt
und der induzierte Operator A bijektiv ist, da ja die schwache Formulierung (fiir w € R\ Z)

a(u,v) = f(v)
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eine eindeutige Losung besitzt. Fiir das diskrete Problem wéhlen wir den Spline Raum
einer Triangulierung 7 von iy, setzen also V, := SP(T) und sehen mit Satz 2.15, dass die
Voraussetzungen von Lemma 3.22 erfiillt sind. Somit erfiillt a(.,.) auf V}, fiir A hinreichend
klein ebenfalls die diskrete inf-sup Bedingung

mf osup Ml s
0#£0nEVh 0wnevy, VRV ||[wh v

Ko6nnen wir iiberdies die Approximation an den DtN Operator so wihlen, dass gilt
. W h
lim [| DeA™ ~ DN gaser, )12,y = 0

dann sehen wir, dass ap(.,.) definiert durch

an(un, vp) == /Q

nach Lemma 3.23 ebenfalls die diskrete inf-sup Bedingung (sogar gleichméfig) erfiillt. Lem-
ma 3.9 garantiert uns nun die Existenz einer eindeutigen Lésung u; € SP(T) von

VupVuy, — w?up,vy, de — / DtN(h)(uh|pa)vh]pa ds
1P

int

ap(up,vp) = f(on), Von € SP(T).

Diese Losung konvergiert nach Lemma 3.21 iiberdies gegen die Losung u des kontinuierli-
chen Problems

a(u,v) = f(v), Yve HY(Q).

Abschlieflend bemerken wir, dass die obige Argumentation sich der Annahme bedient, dass
eine ,gute Approximation “ an den Dirichlet-to-Neumann Operator existiert. Die Frage
nach der Konstruktion einer solchen Approximation erweist sich als durchaus komplex, da
einerseits eine unendliche Reihe approximiert werden muss und andererseits die Koeffizien-
ten Integrale iiber den gesamten Rand I' beinhalten, womit bei einer ,,naiven Implementie-
rung®“ (durch zB Taylor Reihe) die resultierenden Matrizen ihre sparse Struktur verlieren
wiirden.
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4 Diskretisierung des DtN Operators

In den bisherigen Abschnitten konnten wir bereits teilweise kléren, unter welchen Voraus-
setzungen wir eindeutige Losungen von kontinuierlichen Problemen erwarten kénnen. Fiir
die Verwendung eines numerischen Verfahrens hilft diese Information alleine jedoch nicht
sonderlich weiter, weshalb in diesem Kapitel besonderes Augenmerk in Hinblick einer prak-
tischen Implementierung gelegt wird. Dazu présentieren wir zunéchst eine Methode um den
Dirichlet-to-Neumann Operator effizient zu diskretisieren und werden daran anschliefend
diverse Problemstellungen numerisch Losen und deren Ergebnisse anfiithren.

4.1 Learned Infinite Elemente Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir eine vergleichsweise neue Dsikretisierungsmethode des
Dirichlet-to-Neumann Operators, die sogenannte Learned Infinite Elemente Methode, vor-
stellen. Die Idee stammt urspriinglich aus [HL.P21] und besteht im Wesentlichen daraus,
die Finite Elemente Matrix iiber externe Freiheitsgrade so zu erweitern, dass deren Schur
Komplement den exakten DtN Operator , bestmoglich” approximiert. Dabei werden die
erweiterten Eintrége iiber ein gewisses Optimierungsproblem (Learning process) bestimmt,
was auch der Grund fiir die Namensgebung des Verfahrens ist. Wir présentieren im Fol-
genden nur die Ideen, fiir genaue Beweise sei auf [[HL.P21] verwiesen. Essentiell fiir die
nachfolgenden Uberlegungen ist, dass sich der Dirichlet-to-Neumann Operator aus Defini-
tion 3.6 wie folgt darstellen ldsst:

DtNug = Y _ dtn(An) (U0, vn) £2(r)n. (4.1)
n=1

Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen wir fortan mit I' den transparenten Rand
und mit (A,,v,) die Eigenpaare von —Arp, wobei die Eigenfunktionen v, orthonormal
beziiglich dem L? Skalarprodukt auf I' gewihlt sind. Die sogenannten Dirichlet-to-Neumann
Nummern dtn stellen also eine zunéchst nur auf dem Spektrum o(—Ar) definierte Funktion
dar.

Bemerkung 4.1. Die Darstellung in (4.1) besagt im Falle der Helmholtz Gleichung im
Wesentlichen, dass das Auflenraumproblem (3.17) separierbar beziiglich einer Orthonor-
malbasis v, aus Eigenfunktionen des negativen Laplace-Beltrami Operators —Ar ist. In
den zuvor diskutierten Beispielen aus Kapitel 3.3.1 und 3.3.2 haben wir nach einigem Auf-
wand eine explizite Darstellung wie in (3.29) bzw. (3.43) angeben konnen, welche genau
der obigen Form entspricht.
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4 Diskretisierung des DtN Operators

Um den exakten Operator DA schliellich zu approximieren, werden wir zunichst disku-
tieren, wie die FEM Matrix zu erweitern ist. In einem weiteren Schritt werden wir dann
zeigen, dass das Schur Komplement der erweiterten Matrix bzw. Freiheitsgraden einen
Operator (den sogenannten diskreten Dirichlet-to-Neumann Operator), der nachfolgenden
Form darstellt:
N
DtNug = Z dtn(AM) (ug, v W)Y 5f - 0. (4.2)

n=1

Dabei sind (A,(lh),v,(lh)) die Eigenpaare des diskreten Laplace-Beltrami Operators —Arp,
(beziiglich finiter Elemente Diskretisierung) und (.,.)ys das induzierte Skalarprodukt ei-
ner Matrix M, welche wir ebenfalls noch genauer spezifizieren werden. Die approximier-
ten Dirichlet-to-Neumann Nummern dtn()\%h)) bilden somit per Definition ebenfalls eine
auf dem diskreten Spektrum definierte Funktion. Wir nehmen an dieser Stelle gleich vor-
weg, dass die diskreten Eigenwerte nur fiir theoretische Argumentationen verwendet wer-
den, nicht aber fiir die Implementierung selbst. Dies ist insofern von Bedeutung, da eine
zusitzliche Berechnung der diskreten Eigenwerte im Allgemeinen mit einem hohen Aufwand
verbunden ist. Aus der Darstellung aus (4.2) ist nun auch klar (siehe auch Kapitel 3.4), dass
der diskrete Operator 4.2 nur dann eine gute Approximation des exakten DtN Operators
darstellt, sofern wir die Fehler in den Eigenfunktionen |v, — e |z2(r), den Eigenwerten
|An — )\%h)] und den Dirichlet-to-Neumann Nummern |dtn(A,) — dtn(/\glh))] kontrollieren
konnen.

Wir starten also damit zu erkliren, wie die Darstellung in (4.2) gerechtfertigt werden kann.
Um die Présentation zu vereinfachen, beschréanken wir uns auf die Losung des nachfolgenden
Modellproblems:

Suche u € H'(Qypt), sodass

/ VuVvdz — w2/ uodx — / DN (u|r)v|r ds :/ fodx (4.3)
Qint Qint r Q;

int

fir alle v € H'(Qy) gilt. Dabei ist f € L?(y) zusitzlich vorausgesetzt, damit die
Formulierung iiberhaupt wohldefiniert ist. Geht man zur diskreten Formulierung zu obigem
Problem iiber, setzt also up, vy, € Xp mit dim X =: n < co und einer dazugehorigen Basis
{¢om :m =1,...,n}, so sind zunichst die Matrizen

Pij = / V%Vga] dzx, Qij = / (plfjdl‘, PQ e crnxn
Qint Qin(;
sowie
Kij = / V@inS, Mij ::/SDiSOdea K, M e crrxnr
r r
und ebenfalls einen ,,rechte Seite®

F; ::/ fpide, FeC"
Qin'c
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4 Diskretisierung des DtN Operators

aufzustellen. Um eine geeignete Matrix Formulierung zu erhalten, unterteilen wie noch
die Freiheitsgrade von uj = ) lnp, in @ = (ur,ur)?, wobei I' die nr Freiheitsgrade
zugehorig zu dem (transparenten) Rand T' und I die n; inneren Freiheitsgrade (also alle
anderen) bezeichnet. Klarerweise gilt dabei n = nr + ny. Die diskrete Formulierung von
(4.3) kann nun wie folgt geschrieben werden:

<PII PFI)_W2<QII QFI> <u1>_<0 0 ><UI>:<FI>
Prr Prr Qm Qrr ur 0 MDN ur Fr )

Bemerkung 4.2. Streng genommen miisste man an dieser Stelle noch klarstellen, wie der
Operator DN fiir ur € C" definiert ist. Dies kénnen wir an jener Stelle am einfachsten
mit Definition 3.6 bewerkstelligen, nach dieser der Operator lediglich den Zusammenhang
zwischen Dirichletdaten ur und Neumanndaten uy beschreibt, wobei die Neumanndaten
aus der Losung des Auflenraumproblems bei gegebenen Dirichletdaten berechnet werden.
Somit ist in diesem Fall DA (ur) := un als Definition zu verwenden. Die Definition findet
also wieder implizit statt, stort uns aber nicht weiter, da wir sowieso nur an einer Appro-
ximation interessiert sind, die wir schlussendlich auch numerisch implementieren kénnen.

Durch setzen von S := P — w?Q erhalten wir eine etwas kompaktere Formulierung welche

wie folgt lautet:
Srr Srr ur \ _ ( Ir (4.4)
S[F Srr — M@tﬁ?\[ ur Fp ' )

Problematisch an dieser Formulierung ist jedoch immer noch der Dirichlet-to-Neumann
Operator DA, den wir ohne weiteres nicht numerisch implementieren kénnen. An dieser
Stelle kommt nun die Learned Infinite Elemente Methode ins Spiel. Bei dieser Methode
wird, wie bereits erwihnt, die Matrix in (4.4) durch zusétzliche Freiheitsgrade erweitert.
Diese werden iiber den transparenten Rand I' mit der FEM Matrix gekoppelt, sodass wir
das folgende erweiterte Gleichungssystem erhalten

Sr1 Srr 0 uy Fy
S Srr+ Lrr Lrg ur = Fr |. (4.5)
0 Lgr Lig up 0

Zunéchst wollen wir die erweiternden Matrizen noch nicht néher spezifizieren, halten jedoch
fest, dass mit dem Schur Komplement der Matrix Lrg, welches wie folgt definiert ist

Lrr — LreLyLLer,

der exakte Operator aus Formulierung (4.4) in der erweiterten Matrix aus (4.5) wie folgt
ersetzt bzw. approximiert wird:

DN ~ DtNEIE) . — Mﬁl(er — LFELglELEF). (4.6)

Es bleibt an dieser Stelle noch die Frage offen, wie die Matrizen Lrr, Lrg, Lgr und Lgg
gewihlt werden miissen, damit die Darstellung iiber das Schur Komplement (4.6) iiberhaupt
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4 Diskretisierung des DtN Operators

sinnvoll ist. Um diese Frage beantworten zu konnen, erinnern wir daran, wie das Tensor-
produkt zweier Matrizen A € C™*™ und B € CP*? definiert ist:

(IHB e alnB
A® B = : " : e CmPxnd
amlB s amnB

Um die zusétzlichen Matrizen in (4.5) schlussendlich aufzustellen, verwenden wir nun eben
jenen Tensorprodukt-Ansatz, setzen also

Lrr Lrg > < Arr  Arg > < Brr Brg >
= QM + QK 4.7
< Lgr Lgge Apr Agg Brr Begk (47)
—A —B

fiir gewisse Matrizen A, B € CNext*Next ;mit App, Brr € C. Dabei stellen Ney; die Anzahl der
externen Freiheitsgrade dar und wir nehmen iiberdies an, dass Ney¢ in der Gréfenordnung
10 ist, da die Eintrdge der Matrizen A, B im Endeffekt {iber einen , Learning Process“
bestimmt werden miissen. Bevor wir das Hauptresultat dieses Abschnitts anfithren, wollen
wir noch den schon zuvor angesprochenen, diskreten Laplace-Beltrami Operator —Ar,

etwas naher spezifizieren. Wir sagen, dass (A,(lh), v,(lh)) Eigenpaar von —Ar, ist, wenn gilt

(U1(1h) = Zz %%’)3
Kon =AM Mb,, 0+#£0,eC™. (4.8)

Dies entspricht einem verallgemeinerten Eigenwertproblem. In der Literatur wird deshalb
auch oft der diskrete Laplace-Beltrami Operator durch die Matrizen der Oberflichenele-
mente direkt iiber die Identitdt —Ap ), = M ~1 K beschrieben. Mit jenen Vorbereitungen
konnen wir somit den Hauptsatz dieses Abschnitts formulieren.

Satz 4.3. Mit den Voraussetzungen von zu Beginn des Kapitels sei (A&"),v,(f‘)) ein Figen-

paar von —Ar p,, dann erfillt der in (4.6) definierte approximierte DN Operator mit den
in (4.7) definierten Matrizen die folgende Eigenschaft:

DINFIE) g — qinFTE) (A5, (4.9)
Dabei stellt dtn(LIE)()\) fiir A € C eine rationale Funktion der folgenden Form dar:

dtn(L[E)()\) := Arr + ABrr — (Arg + ABrg)(Age + )\BEE)fl(AEF + ABgr). (4.10)

Fiir einen Beweis sei auf [HLP21, Theorem 2.3] verwiesen. Wir wollen nun die Wichtig-
keit des obigen Satzes erldutern. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass durch die diskreten
Eigenfunktionen {0, : n = 1,...,nr} eine Basis des C"" gegeben ist. Des weiteren ist durch

(., )1 C'T X €™ = C, (v, w) — v Mw
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4 Diskretisierung des DtN Operators

ein Skalarprodukt definiert. Durch geeignete Skalierung kénnen wir {0, : n = 1,...,nr}
sogar als Orthonormalbasis von C"T beziiglich des durch M induzierten Skalarproduktes
wéihlen. Dies bedeutet, dass wir beliebiges upr € C™" schreiben kénnen als

nr

ur = Z(ur,@n>Mﬁn.

n=1

Somit wissen wir insbesondere, wie der approximierte DtN Operator aus (4.6) operiert, da
wir nach (4.9) wissen wie dieser auf einer bestimmen Basis agiert. Zusammengefasst gilt
fiir beliebiges ur € C"T also:

nr
DN = - den™ M () ur, tn) aron.
n=1

Dies entspricht nun exakt der zu Beginn des Kapitels behaupteten Darstellung (4.2). Die
vorausgehenden Uberlegungen fassen nun im Wesentlichen die Ideen der Learned Infinite
Elemente Methode zusammen. In praktischer Hinsicht fehlt jedoch immer noch die genaue
Bestimmung der Matrizen A und B aus (4.10). Dies geschieht in einem sogenannten ,,Lear-
ning Prozess“, den wir im folgenden Abschnitt erkldren. Grundsétzlich kann man jedoch
sehen, dass fiir Ney € N externe Freiheitsgrade genau 2N2, Eintrige bestimmt werden
sollen. Tatséichlich kann man wie in [HLP21, Kapitel 4] argumentieren, dass es ausreicht
Matrizen der folgednen Bauart zu betrachten:

ail aip - . Q1 Noys bll b12 . e blNext
asy a9 0 cee 0 1 1 0 s 0
A= : 0o .o : , B= S0 :
: : 0 PR P
a’Nextl 0 T 0 a’NextNext ]‘ O U 0 ]‘

womit nur mehr 4Ney — 2 Eintridge berechnet werden miissen. Dieser reduzierte Ansatz
resultiert weiters durch Einsetzen in Formel (4.10) in den nachfolgenden approximierten
Dirichlet-to-Neumann Nummern:

cht
dtn™M®(A) = ago + A boo +
j=1

(aoj + A\ boj)(ajo + )\)
aj; + A

. (4.11)

Man sieht unmittelbar, dass dies einer rationale Funktion entspricht, die sich asymptotisch
linear verhélt und Pole der Ordnung 1 an

)\] = _ajj7 ] - 17 ...,Next

besitzt. Vieles deutet nun auf ein Optimierungsproblem zur Bestimmung der Koeffizienten
hin. Um dieses sinnvoll aufsetzen zu kénnen miissen wir natiirlich beachten, dass die ex-
akten Dirichlet-to-Neumann Nummern dtn zunichst nur auf dem Spektrum —Ar definiert
sind. Weiters ist die in (4.11) definierte Funktion auflerdem asymptotisch linear, wonach
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4 Diskretisierung des DtN Operators

wir selbstverstidndlich nur einen kleinen Teil des Spektrums (wenn iiberhaupt) hinreichend
gut approximieren konnen. Dies wirkt zwar auf den ersten Blick wenig zufriedenstellend,
jedoch ist durch die Darstellung des Operators DA als unendliche Reihe in (4.1) ohne-
hin klar, dass nur endlich viele Summanden zur Losung beitragen (die Koeffizienten der
Reihe miissen ja exponentiell fallen, damit diese konvergiert) und somit nur diese hinrei-
chend gut approximiert werden miissen. Mit diesen Vorbereitungen koénnen wir nun das
Optimierungsproblem wie folgt definieren:

Definition 4.4 (Learning Prozess). Bezeichne mit A, fiir n € Ny die Eigenwerte des kon-
tinuierlichen Laplace Beltrami Operators —Ar. Weiters seien dtn(\,,) die kontinuierlichen
DtN Nummern aus (4.1) und dtn®™¥®)()) die approximierten DtN Nummern wie in (4.11)
beschrieben. Dann bezeichnen wir fiir positive Gewichte w, > 0 den gewichteten Fehler mit

E(A,B) = % >

neN

wn (dtn () — dtnME)(1,))) ’ (4.12)

Das Optimierungsproblem besteht nun darin A, B € CNextXNext 7y finden, sodass der ge-
wichtete Fehler F(A, B) minimiert wird.

Bemerkung 4.5. Wir bemerken an dieser Stelle, dass im Optimierungsproblem keine
Information beziiglich der diskreten Eigenwerte )\7(1}1) verwendet wird. In Bezug auf eine nu-
merische Implementierung ist somit nur die Kenntnis der exakten Eigenwerte von —Ar und
im weiteren Sinne von dtn(\,) nétig. Dies ist durch die Annahme, dass das Auflenraum-
problem (3.17) analytisch 16sbar ist, zumindest theoretisch gerechtfertigt. Die Gewichte w,,
bestimmen {iiberdies wie genau die jeweiligen Eigenwerte )\, approximiert werden sollen.
Da die Koeffizienten dtn(\,) des exakten DtN Operators ohnehin exponentiell fallen, kann
man somit einen relevanten Bereich festlegen, womit die Fehlerfunktion E(.,.) in (4.12)

ebenfalls eine endliche Summe darstellt.

Zusammengefasst benotigt die Learned Infinite Elemente Methode also einen , pre-pro-
cessing® Schritt, bei der die Koeffizienten der Matrizen A, B , gelernt* werden. Diese werden
schliefllich durch die Freiheitsgrade auf dem transparenten Rand I" mit dem aus der FEM
Diskretisierung resultierenden Gleichungssystem gekoppelt. Die eigentliche Approximation
des DtN Operators geschieht dann iiber das Schur Komplement dieser externen Freiheits-
grade. Der nachfolgende Abschnitt beinhaltet einige numerische Beispiele, an denen die
vorausgehende Theorie veranschaulicht werden soll.
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4 Diskretisierung des DtN Operators

4.2 Numerische Resultate

Dieses Kapitel beinhaltet die ersten numerischen Experimente, welche die zuvor présentierte
Learned Infinite Elemente Methode veranschaulichen sollen. Dabei beschrinken wir uns
hauptséchlich auf das Losen der Helmholtz Gleichung in Wellenleitern, siehe auch Kapitel
3.3.2. Um die nachfolgende Préasentation zu vereinfachen, verwenden wir, falls nicht anders

'y

1—‘D Qint T Qext

Abbildung 4.1: Darstellung der Geometrie fiir nachfolgende numerische FExperimente

spezifiziert, Wellenleiter der Breite 7, setzen also € := (0,00) x (0,7). Wir interessieren
uns somit an der schwachen Losung des folgenden Problems:

—Au—u=0 inQ
u=ug aufl'p

g:; =0 auf I'y.

(4.13)

Wie bereits mehrmals durchgefiihrt, erhalten wir nach Setzen eines transparenten Randes
I':={a} x (0,7) mit a > 0 die folgende schwache Formulierung, siche auch (3.45):

Suche u € H*(Q1P), sodass

int
/ VuVv — wut dx — / DN (u|r)v|r ds = / UoT dz, (4.14)
Qint r Qint

fiir alle v € H'(Q(P) gilt. Dabei bezeichnet Qi == (0,a) x (0,7) und dg € H'(Qiyy) cine
beliebige Fortsetzung von ug mit 4g|r = up im Sinne des Spuroperators. In den néchsten
Kapiteln werden wir ausgehend von dieser Formulierung einige Experimente durchfiihren

und deren Resultate présentieren.

4.2.1 Einfiihrendes Beispiel

Wir starten diesen Abschnitt, indem wir die Formulierung aus (4.14) mittels Finiter Ele-
mente diskretisieren. Weiters erinnern wir an die in (3.43) présentierte, analytische Dar-
stellung des DtN Operators:

@tN(Uh“) = Zi\/ w? — \p '(%%)L?(r)vn

=0 fn(An)
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4 Diskretisierung des DtN Operators

Dabei haben wir verwendet, dass die Eigenwerte des negativen Laplace-Beltrami Operators
—Ar auf I := {a} x (0, 7) durch \, := n? gegeben sind mit dazugehérigen Eigenfunktionen
vy, = cos(n+). Die analytischen DtN Nummern lassen sich also durch die Funktion

ditn: o(—Ar) = {n® :n € No} = C, A = ivw? — )

beschreiben. Mit jenen Vorbereitungen kénnen wir nun ebenfalls das Optimierungsproblem
(4.12) aufstellen. Es bleibt noch die Frage offen, welche Gewichtsfunktion w,, sinnvoll ist.
Die Beantwortung jener Frage ist im Allgemeinen leider nicht-trivial, da man die Gewichte
stets an das zu Grunde liegende Problem anpassen muss. Fiir das Modellproblem 4.13 sind
wir jedenfalls in der Lage eine analytische Losung von (4.14) analog zu (3.41) angeben zu
konnen mittels

u(z,y) = Zexp (i\/ w?2 —n?. l’) . (uo,vn)Lz(p) o (y). (4.15)
n=0

Interessant ist nun vor allem das Verhalten der Losung beziiglich der z Komponente. Ins-
besondere sehen wir mit der in (3.40) definierten komplexen Wurzel durch

|exp (ivVw? —n?-z)| = ‘exp (—z- S(Vw? —nQ))‘, (4.16)

dass die Koeffizienten fiir n > |R(w)| und = > 0 exponentiell gegen 0 konvergieren. Phy-
sikalisch bedeutet dieser Sachverhalt, dass die jeweiligen Frequenzen A, fir n > |R(w)|
entlang des Wellenleiters exponentiell gedampft werden. Es macht also Sinn den Fokus
auf jene Frequenzen A, mit n < |R(w)| zu legen, womit die folgende Wahl der Gewichte
gerechtfertigt werden kann:

" :{1, n < |R(w)|
" ‘exp (i\/w2—n2'a)‘, n > m(w)‘

In einem ,,pre-processing“ Schritt miissen wir nun mit den obigen Uberlegungen die folgende
Funktion minimieren:

Lmax

B(A, B) = % > Jon(den(rn) —am®®(x,))] (4.17)
n=0

Dabei bezeichnet Ly, die Anzahl der zu approximierenden DtN Nummern. Wir bedienen

uns in allen in dieser Arbeit présentierten, numerischen Experimenten des in [[HLP21] vor-

gestellten GitLab Moduls Ceres-Dtn [Jan21], welches bereits eine Routine bereitstellt, die

fiir gegebene Gewichtsfunktion w,,, Eigenwerte A\, und dtn Nummern das Optimierungs-

problem (4.17) 16st. Somit sind zunéchst die folgenden Funktionen aufzustellen:

#exact din numbers

def dtn_ref(lam,omega):
result= -1j*cmath.sqrt(omega*+*2-1lam)
return result
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4 Diskretisierung des DtN Operators

#get reference eigenvalues of mnegative Laplace-Beltrami Uperator
def get_ref_eigenvalues(L):

lam = np.array([n**2 for n in range(L)])

return lam

#obtain weights for misfit function
def omega_n(lam,omega) :
if lam <= abs((omega**2) .real):
weight = 1
else:
weight = abs(exp(lj*cmath.sqrt(omega*+*2-1lam)*a))
return weight

Die obige Wahl ist dabei an das zu untersuchende Modellproblem (4.13) angepasst. Im All-
gemeinen héngt die Wahl natiirlich an dem zu betrachtenden Problem ab, wonach man jene
Funktionen natiirlich erneut anpassen bzw. definieren muss. Daran anschlieend kénnen wir
das Optimierungsproblem wie folgt aufsetzen:

def setup_opt_problem(omega,Lmax) :
lams = get_ref_eigenvalues(Lmax)
dtn_nr = np.array([ dtn_ref(lami,omega) for lami in lams ])
weights = np.array([ omega_n(lami,omega) for lami in lams])
return lams,dtn_nr,weights

Dieser ,,Output® kann somit an die oben genannte Routine iibergeben werden, womit wir
schlussendlich die ,gelernten Matrizen* A und B erhalten. Fiir weitere Details, auch in
Hinblick auf den Algorithmus, der fiir die Minimierung des Fehlers verwendet wird, ver-
weisen wir auf weiterfithrende Literatur. Wir wollen aber noch anmerken, dass fiir die
Optimierung selbst der Ceres Solver aus [AMT22] verwendet wird. Wir entscheiden uns

15.01
ref
12.5{ — N=0
— N=2
- N=4
10.0 N e
= 75] x dtn(Ap)
5.0
2.5
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
A A

Abbildung 4.2: Approzimation der dtn(.) Funktion mittels gelernten DN Nummern, Dar-
stellung des Realteils links sowie des Imagindrteils rechts fiir A € (0,300)
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4 Diskretisierung des DtN Operators

in den nachfolgenden Experimenten Lpax := ||R(w)|] + 2 mit einer komplexen Frequenz
w = 9.1 + ¢ zu setzen, auflerdem dient als Geometrie Qipe := (0,27) x (0, 7). Die obige
Abbildung fasst die Ergebnisse des Optimierungsprozesses zusammen. Die Regularitédt der
exakten dtn Funktionen sorgt dafiir, dass bereits fiir eine geringe Anzahl an externen Frei-
heitsgraden Ny, die Approximationen (fiir den relevanten Teilbereich) sehr nahe an den
analytischen dtn Nummern liegen. Diese diskreten DtN Nummern werden also, wie bereits
diskutiert, in den Matrizen A, B im Sinne von Definition (4.7) gespeichert. Der nachfol-
gende Code beschreibt eine mogliche Implementierung in Python unter Verwendung von
NetGen/NGSolve und dient lediglich zu Illustrationszwecken.

def SolveProblem(order,mesh,u0,A_IE,B_IE,omega):

#create FESpaces
fes_inner = H1(mesh,complex=True,order=order,dirichlet="bnd_dir")
fes_surf = Compress(H1(mesh,order=order,complex=True,

definedon=mesh.Boundaries("transp"),dirichlet="bnd_dir|bnd_neu"))
#tensor product space for outer discretization
inf_outer = [fes_surf for i in range(A_IE.shapel[0]-1)]
#create joined FE space
X = FESpace([fes_inner]+inf_outer)
#set up trial and test function
gfu_X = GridFunction(X)
uX, vX = X.TnTQ)
#set-up Linearform
f_X = LinearForm (X)
#set up weak formulation
aX = BilinearForm(X, symmetric=False)
aX += (grad(uX[0])+*grad(vX[0]) - omega**2*uX[0]*vX[0] ) * dx
#restrict to transparent boundary
ds_outbnd = ds(definedon=mesh.Boundaries("transp"))
for i in range(A_IE.shape[0]):

for j in range(A_IE.shape[0]):

if abs(A_IE[j,i]) > le-14 or abs(B_IE[j,i]l>le-14):
aX += ( B_IE[j,i]l*grad(uX[i]) .Trace()*grad(vX[j]) .Trace()
+ A_TE[j,i]*uX[i]*vX[j] ) * ds_outbnd

aX.Assemble()
#declare dirichlet boundary
gfu_X.components[0] .Set(u0, definedon=mesh.Boundaries("bnd_dir"))

#solve BVP
r = f_X.vec.CreateVector()
r.data = -aX.mat * gfu_X.vec

gfu_X.vec.data += aX.mat.Inverse(freedofs=X.FreeDofs()) * r
return gfu_X.components[0]

Interessant ist an dieser Stelle die Erweiterung der FEM Matrix durch die gelernten Ma-
trizen A, B. Dies ist in NetGen/NGSolve sehr elegant moglich, indem man durch den Be-
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4 Diskretisierung des DtN Operators

fehl FESpace verschiedene FEM R&ume kombinieren bzw. erweitern kann. Hervorheben an
dieser Stelle wollen wir iiberdies, dass das Schur Komplement selbst nicht implementiert
werden muss, da dieses lediglich aus Sicht der theoretischen Argumentation von Noten
war. Um das Modellproblem (4.14) schliellich 16sen zu konnen, spezifizieren wir noch die
Randdaten wie folgt:

10
ug = Z cos(n-).
n=1

Mit dieser Wahl erhalten wir iiberdies eine Referenzlésung, welche sich wie folgt schreiben
l&sst:

10
u(z,y) = Zexp(i\/ w? —n?-x) - cos(ny).
n=1

Wie schon zuvor ist dabei w := 9.1+ gewihlt worden. Links in Abbildung 4.3 visualisieren
wir den L? Fehler |lu — up|| [2(Qu) 0 Abhiingigkeit der Anzahl der externen Freiheitsgra-
de Next des approximierten DtN Operators fiir fixe mesh size h. Rechts in Abbildung 4.3
zeigen wir dann den Fehler fiir fixes Nyt in Abhéngigkeit der Anzahl an Freiheitsgraden
n := dim X},. Zusammengefasst liefert das Learned Infinite Elemente Verfahren sehr gute

100‘ p=2
1073, p=4
10731 p=6
5 - ®—————- o——--—- *~--——- *--—— - -————— ® p=8
1079 "~
10764
1077 .
—o— p=2 10_9‘
10794 ~* P4
—— p=6 10—12<
p=8
0 1 2 3 4 5 6 103 104 10°
Number of Exterior DOFs (Next) Degrees of Freedom

Abbildung 4.3: Links: L*(Qins)-Fehler fiir h = 0.1, Rechts: L*(Qint)-Fehler fiir Negy = 4

Konvergenzraten, wie in den Abbildungen ersichtlich ist. Dies hat einerseits mit der glat-
ten dtn Funktion und andererseits mit der Regularitéit der exakten Losung u (aufgrund der
Konvexitidt von Qiy) zu tun, welche wie bereits diskutiert, hohere Konvergenzordnungen
fiir Polynome hoheren Grades garantiert. In den folgenden Abschnitten werden wir untersu-
chen, wie wir die Diskretisierung des DtN Operators auf kompliziertere Problemstellungen
anwenden konnen.

4.2.2 Inhomogenitat in der Wellenzahl

Wiéhrend wir bislang w € C als konstant angenommen haben, legen wir in diesem Abschnitt
den Fokus auf das Losen der Helmholtz Gleichung mit einer stiickweise konstanten Wellen-
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4 Diskretisierung des DtN Operators

zahl w(x). Genauer interessieren wir uns fiir die Losung von (4.14) wobei wir annehmen,
dass die Wellenzahl einen Sprung an z = x* > a auflerhalb der FEM Diskretisierung des
Gebietes Qi hat:

w r <x*
-3

wo , xT>zx"

Zuerst wollen wir kldren, was sich im Vergleich zu dem Beispiel aus Abschnitt 4.2.1 gedndert
hat. Zunéchst ist klar, dass die Eigenwerte A, des negativen Laplace-Beltrami Operators
—Ar gleich bleiben. Tatséchlich éndert sich durch den Sprung jedoch die exakte Lésung des
AuBlenraumproblems und somit in weiterer Konsequenz ebenfalls die exakten DtN Num-
mern dtn. Diese gilt es nun zu berechnen. Wir gehen dazu dhnlich wie in Kapitel 3.3.2
vor und sehen, dass sich mit einem Seperationsanatzes u(z,y) = w(z)v(y) die Losung des
Problems auf die folgende gewohnliche Differentialgleichung reduziert:

w! () + (W2 — A\p)wn(z) =0, wy(a) =1.

n

Die allgemeine Losung, ohne Beriicksichtigung von wy,(a) = 1, ist gegeben durch

wp () = an exp(iv/w nZ) + by exp(—ivw? — \pz), (4.18)

wonach wir auf Grund des Sprunges der Wellenzahl die gesuchte Losung wie folgt ansetzen:

wn () = an, exp(iy/w +b exp(—iv/wi —\pz) , x<z*
" cn expliy/w , x>t

Da wir auf dem Auflenraum klarerweise nach stetig differenzierbaren Losungen suchen,
konnen wie die Koeffizienten wie man leicht sieht, durch Losen des nachfolgenden Glei-

chungssystems bestimmen: (Wir setzen !, := y/w? — A, zur besseren Lesbarkeit)

exp(irta) exp(—ikta) 0 an 1
exp(irlz*) exp(—m1 x¥) - exp(m x¥) b, | =10 (4.19)
ikl exp(irlz*) —iklexp(—irklz*) —ir2 exp(ik2a*) Cn 0

Natiirlich miissen wir an dieser Stelle noch diskutieren, unter welchen Voraussetzungen das
Gleichungssystem (4.19) iiberhaupt eindeutig losbar ist. Aufgrund der endlichen Dimension
reicht es nach dem Rangsatz der Linearen Algebra zu zeigen, dass die Spalten der Matrix
linear unabhéngig sind. Nehmen wir also an, dass die Spalten linear abhéngig wéren, dann
miisste einerseits ¢ € C mit ¢ # 0 existieren, sodass:

exp(ikiz*) = ¢ - exp(—iklz*),

womit ebenfalls folgen wiirde:

ik} exp(irlz*) ¢ ik} exp(—ikLz*)
& ik exp(inla®) = — ikl - exp(irlz*)
& -kl =kl okl =
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4 Diskretisierung des DtN Operators

Somit wissen wir, dass fiir

R}L#Oﬁy/w%—)\n#()(:)w%#/\n, n € Ny

eine eindeutige Losung von (4.19) existiert. Dies rechtfertigt nun ebenfalls, das Gleichungs-
system fiir allgemeine Iﬁg\ = \/%2 — X zu betrachten, was ebenfalls die Fortsetzung der dtn

Funktion auf C\ {w?} ermoglicht. Wir sind nun iiberdies in der Lage den exakten DtN
Operator DA anzugeben, dieser lautet nach dem bereits Gezeigten wie folgt:

o
DN ug = Z (aniﬁk exp(iky, - a) — bpik} exp(—ir) - a)) (10, V) £2(1)Un- (4.20)

n=0
Dabei sind die Konstanten ay, b, durch das Gleichungssystem (4.19) eindeutig bestimmt.
Wie bereits diskutiert, lassen sich die exakten dtn Nummern auf C\ {w?} fortsetzen mittels:

dtn(N) = iy/w? — A(axrexp(iy/wi — X - a) — byexp(—iy/w} — X - a)). (4.21)

Dabei bezeichnen ay, by und ¢, die Losung des Gleichungssystems (4.19) fiir x5 := y/w? — \.
An dieser Stelle bleibt noch die Frage offen, wie die Gewichte w,, (wir verzichten an dieser
Stelle die Notation zu #ndern) fiir eine moglichst gute Approximation des Operators DN
zu wéhlen sind. Um diese Frage zu beantworten, werfen wir abermals einen Blick auf die
Koeffizienten der nachfolgenden Reihendarstellung der expliziten Losung auf i:

oo
u(z,y) = Z (an exp(iy/w? — n2x) + by, exp(—iy/w? — n%)) (w0, vn) L2(0,mn(y)  (4.22)
n=0
Ohne Kenntnis der Koeffizienten a,, und b,, konnen wir in diesem Fall noch keine Aussagen
iiber das genau Verhalten der Losung treffen, da im Gegensatz zu Kapitel 4.2.1 auch ein
exponentiell steigender Teil in den Koeffizienten in Darstellung (4.22) vorhanden ist. Somit
bleibt uns nichts anderes iibrig als die Matrix in (4.19) zu invertieren (diese bezeichnen wir
im Folgenden mit M) um folgende Gleichung zu erhalten:

an 1 mi1
by | =M1 0 | =] man (4.23)
Cn 0 may

Dabei bezeichnen wir mit m;; die Koeffizienten der inversen Matrix M —1. Eine explizite
Darstellung dieser ist am einfachsten mit Hilfe der Cramer’schen Regel anzugeben, welche
wie folgt lautet:

det Mji
det M~
Dabei wiederum bezeichnet ganz allgemein My, die (Unter-) Matrix, die durch Streichen
der k ten Zeile und [ ten Spalte von M entsteht. Nach einer weiteren Rechnung erhalten
wir die Koeffizienten

mij = (—1)" (4.24)

i(ky, + K3)

In ="~ det M

exp(i(y, — kp)z")
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4 Diskretisierung des DtN Operators

sowie

iy — k)
det M

Es bleibt noch die Determinante von M zu berechnen, welche nach der Regel von Sarrus

wie folgt lautet:

by, = exp(i(k;, + K2)x*).

det M = iexp(ir2z*) ((Hi — kL) exp(irk (z* — a)) — (K2 + k1) exp(ikk (a — x*))) (4.25)

Um die Koeffizienten in (4.22) zu berechnen, miissen wir im Gleichungssystem (4.19) a = 0
setzen, womit sich der Ausdruck in (4.25) ebenfalls etwas vereinfacht. Das Ziel ist nun zu
zeigen, dass der Term beziiglich a,, dominant ist, da wir dann analog zu Kapitel 4.2.1 die
Gewichtsfunktion definieren kénnen. Zunéchst ergibt sich durch Einsetzen von (4.25) in die
Gleichungen der Koeffizienten

(tiy, + Kp) exp(—iki,z*)

U= T k2 = kL) explinka®) — (kk + 12) exp(—irka*)’
sowie
. (% — b explinh)
.

(ki — #op) exp(irga*) — (kg + k7)) exp(—irpa*)

Weiters niitzen wir, dass fiir n > |R(w1)| die Terme exp(ix},(z* —2)) fiir z < 2* exponentiell
gegen Null streben, womit wir im Grenziibergang n — oo das folgende Verhalten bekommen

ap — 1, b, — 0.

Um den Koeffizienten beziiglich b,, in (4.22) vernachléssigen zu konnen, reicht die obige
Tatsache allein aber nicht aus. Mit einer weiteren Rechnung sehen wir jedoch, dass

2 1 A
. k2 — kL) exp(ikt (z* — x))
A (5 — ) exp(in ,
n exp(—iy/wi —n* - ) (k2 — kL) exp(ikla*) — (k)L + k2) exp(—ikLz*)

n

womit wir zusammengefasst ebenso

bpexp(—iy/wf —n?-2)~0 fir n>|R(w)

erhalten. Betrachten wir nun die Darstellung der analytischen Losung auf dem beschrinkten
Gebiet Qipt := (0,a) x (0,7)

u(z,y) = i (an exp(iy/w? — n2x) + by, exp(—iy/wi — nzx)> (10, vn) 2001 n(y), (4.27)

n=0

O<z <zt (4.26)

so haben wir schlussendlich gezeigt, dass fiir n > ‘%(wl)‘ die Koeffizienten der Reihe
entlang des Wellenleiters (fiir z — o0) exponentiell geddmpft werden. Dies rechtfertigt nun
die folgende Wahl der Gewichtsfunktion zur Bestimmung des Optimierungsproblems:

{1’ n < ‘§R(w
Wy =

1]
lan exp(in/wi — n? - a) + by, exp(—iy/wi — n? - a)], n > |R(w)|.
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Uberdies wissen wir ebenfalls auf welche Frequenzen der Fokus fiir die Approximation des
Operators DN gelegt werden muss. Wie bereits erklirt, entscheiden wir uns somit auf-
grund des exponentiell fallenden Verhaltens fiir n > m := ‘%(wl)} den Fokus auf die ersten
Lmax := |m] + 2 Koeffizienten zu legen. Die Ergebnisse der approximierten DtN Nummern
befinden sich in der nachfolgenden Abbildung: Wir sehen also, dass die entstandene din

201 601 dtn(A)
] J X — N=0
10 )&/j’_ /X/// — N=2
ol 7 ‘7"\ 40 — N=4
TLV-/ N=6
_10/ % x  dtn(A,)
s 10 dtn(A) 5o
-20] : xf g
_an] — N=4 | oy
> =6 e VA=
—401 X dtn(An) X
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
A A

Abbildung 4.4: Approzimation der dtn(.) Funktion mittels gelernten DtN Nummern, Dar-
stellung des Realteils links sowie des Imagindrteils rechts fir A € (0,200), Wellenzahlen
w1 =72 und wy = 2.5

Funktion einer komplexeren Bauart ist, als in dem Modellproblem zuvor, da fiir A < ‘%(w1)|
der Koeffizient by, nicht verschwindet. Andererseits gilt fiir A > |R(w1)| wie in (4.26) ge-
zeigt gerade din()\) ~ i/w? — X\ womit wir in jenem Bereich im Wesentlichen die gleiche
dtn Funktion wie im Modellproblem 4.2.1 erhalten. In Abbildung 4.4 ist nun ebenfalls zu
erkennen, dass erst fiir Next > 4 die approximierten DtN Nummern ,,brauchbare“ Resulta-
te liefern. Dies ist natiirlich mit der komplexeren Bauart der dtn Funktion zu begriinden.
Es ist also davon auszugehen, dass der L? Fehler in den nachfolgenden Experimenten fiir
kleine Ngyt grofd sein wird. Mit den gelernten Matrizen A, B gehen wir nun analog zum letz-
ten Abschnitt vor und betrachten Losungen von (4.14) wobei wir die stiickweise konstante
Wellenzahl wie folgt definieren:

{7.2 . 2 <37m
w(z) =

25 , x> 3m.

Zusétzlich verwenden wir die selben Randdaten wie zuvor, setzen also

10
ug = Z cos(n-), (4.28)
n=1

womit wir als Referenzlosung auf iy := (0,27) x (0,7) die folgende Losung erhalten:

10
u(z,y) = Z (an exp(in/(7.2)2 = n? - x) + by exp(—iy/(7.2)2 — n? - 93)) cos(ny). (4.29)

n=1

o1
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Die Konstanten a,, und b,, sind wie bereits erklirt iiber das Gleichungssystem (4.19) mit
a = 0 und z* = 37 zu berechnen. Analog zu dem vorausgehenden Abschnitt untersuchen
wir in den numerischen Experimenten den Fehler ||u —up| 2(q,,) in Abhéingigkeit der An-
zahl an externen Freiheitsgraden Ngy und n := dim Xj. Die Resultate befinden sich in
Abbildung 4.5. Wie bereits aus dem Verhalten der approximierten DtN Nummern in Ab-

___________________ 102
100 1 ‘\‘\ p=2
"t‘\ \I o ° 1 -\\ p=4
10-2. ', 10 N p=6
W\ p=8
1074/ \ 107
| @-————= o————== °
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107°1 -»- p=4 _10
—— p=6 10 |
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Abbildung 4.5: Links: L?(Qint)-Fehler fiir h = 0.1, Rechts: L*(Qint)-Fehler fiir Negs =5

bildung 4.4 zu erkennen war, konvergiert die approximierte Losung up erst fiir Neyy > 4
gegen die Referenzlosung. Fiir Ney hinreichend grof} erhalten wir aber d&hnliche gute Kon-
vergenzraten wie in dem Beispiel zuvor mit einer konstanten Wellenzahl. Dieses Verhalten
ist nicht sonderlich {iberraschend, da wir aufgrund der Regularitéit der exakten Losung fiir
steigende Polynomordnungen p auch bessere Konvergenzraten erwarten konnten, sofern die
Approximation des DtN Operators als hinreichend gut vorausgesetzt ist.

Natiirlich kann man die obigen Argumentationen fiir beliebige stiickweise konstanten Well-
lenzahlen w(z) mit etwas mehr Aufwand verallgemeinern. Aus physikalischen Griinden
wollen wir abschliefend noch Wellenzahlen der folgenden Bauart betrachten

w , z<z*
w@)=Rwy , a*<x<i,
wy , T>T

wobei wir wieder annehmen, dass die Spriinge der Wellenzahlen auflerhalb des Gebietes
Qint := (0,a) x (0, 7) stattfinden, insbesondere gilt also a < x* < Z. Wie zuvor, suchen wir
also erneut Losungen des folgenden (eindimensionalen) Problems:

an exp(i/w? — A\px) + by exp(—i/w? — A\pz) , x<a*
wn () = { cpexp(iv/ws — Ax) + dy exp(—in/wi — Apz) , 2 <z <2 (4.30)
en exp(in/w? — \pz) , >

Um eine stetig differenzierbare Referenzlosung u zu erhalten, muss fiir die Koeffizienten
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das folgende Gleichungssystem gelten:

ik)

ikl
ethind e tnd 0 0 0 an 1
el gk el % a2 % P2k
ethn e~ thn® —ethnT elFn® 0 by, 0
. N e . a1k . 2 2k . a2k
ikLetn®  —jgleT i _jR2eiRntT 2 eTimnT 0 cn | =1 0
0 0 ciknd e—iknE iR d,, 0
. 22 4 . 25 . 3 4
0 0 ik2en®  —jg2e iRt i3 elrnd €n 0
Dabei bezeichnet wie schon zuvor aus Griinden der besseren Lesbarkeit ! := /w2 — \,.
n 1

Die lineare Unabhéngigkeit der Spalten kann analog zu dem von (4.19) argumentiert wer-
den. Wir folgern, dass fiir w? # A\, und w3 # ), eine eindeutige Losung existiert. Der
exakte DtN Operator kann somit analog durch (4.20) beschrieben werden, wobei die Ko-
effizienten a,, b, als Losungen des obigen Gleichungssystems zu entnehmen sind. Daraus
sind die exakten dtn Nummern ebenfalls gegeben durch

dtn(N) := iy/w? — A(axr exp(iy/w? — X - a) — by exp(—iy/w} — X - a)), (4.31)

wobei wir dieses Mal A\ € C\ {w},w3} voraussetzen miissen, damit die Funktion wohl-

20
10+
104
=
- 01 y, x——x
& dtn(A) i dtn(2)
— N=0 -10{ ¥ — N=0
—-10 — N=2 — N=2
- N=4 . N=24
N=6 —201 N=6
—20 x  dtn(Ap) x  dtn(Ap)
0 10 20 30 40 5 | 0 10 20 30 40 5 |
A A

Abbildung 4.6: Approzimation der dtn(.) Funktion mittels gelernten DtN Nummern, Dar-
stellung des Realteils links sowie des Imagindrteils rechts fir X € (0,60), Wellenzahlen
w1 =35 undwy =7.1

definiert ist. Wie man schon erahnen kann, kompliziert sich die exakte Berechnung der
Koeffizienten ay, b, um Einiges, da fiir 5 x 5 Matrizen die Darstellung mittels Kofakto-
ren sehr uniibersichtlich wird. Wir ersparen uns deswegen langwierige Rechnungen und
definieren ausgehend zu den vorangehenden Uberlegungen die folgende Gewichtsfunktion:

{1, n < |3‘E(w1)‘
Wy, =

lan exp(in/wi — A - @) + by exp(—iy/w? — Ay, - a), n> |R(w)|

Um rigoros vorzugehen, miisste man an dieser Stelle natiirlich zeigen, dass

bpexp(—iy/w? — N\, - a)| =0, n> }%(wl)‘
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gilt. Tatséchlich kann man dieses Verhalten aber in Abbildung 4.6 numerisch tiberpriifen,
da wie man ablesen kann fiir A > ’%(wl)‘ die exakten dtn Nummern approximativ durch
din(\) = iv/wp — X\ gegeben sind. Wir entscheiden uns daher erneut, die ersten L.y =
|m] + 2 Frequenzen mit m := ‘%(wl)‘ zu approximieren. In diesem Fall liegen die appro-
ximierten DtN Nummern bereits fiir wenige Freiheitsgrade Ny nahe an der exakten dtn
Funktion. Da in den Experimenten die Wellenzahl w; kleiner als zuvor gewéhlt worden ist,
resultiert dies auch in einem kleineren Bereich A, bei dem by nicht verschwindet. Anschau-
lich gesprochen muss somit nur ein kleinerer Bereich der dtn Funktion hinreichend gut
approximiert werden, wonach ebenfalls die Anzahl an externen Freiheitsgrade Ney; kleiner
gewihlt werden kann.

Fiir die Losung des Helmholtz Problems entscheiden wir uns wieder fiir die selben Rand-
bedingungen wie zuvor, setzen also

10
uy = Z cos(n-).
n=1

Weiters verwenden wir die stiickweise konstante Wellenzahl wie in Abbildung 4.6 vermerkt

35 , <27
wxz)=¢71 , 27r<z<3m,
35 , z>3r

womit wir als Referenzlosung auf Qi := (0,7) x (0, 7) die folgende Losung erhalten:

10
u(z,y) = Z <an exp(iy/(3.5)2 = n? - z) + by exp(—iy/(3.5)2 — n? - x)) cos(ny).

n=1

Wie bereits argumentiert, konvergieren die ermittelten Approximationen bereits fiir eine
geringe Anzahl an dufleren Freiheitsgraden gegen die exakte Losung. Weiters erkennen

— p:2
10_1‘ “‘ 10—2< \\~\ - p=4
—— p=6
10731 p=8
1071
10—5<
10—8<
10_7‘ p=2
p=4
1079 p=6 10-11
p=8
o 1 2 3 4 5 6 103 10 10°
Number of Exterior DOFs (Negxt) Degrees of Freedom

Abbildung 4.7: Links: L?(Qins)-Fehler fiir h = 0.1, Rechts: L*(Qint)-Fehler fiir Neg = 4

wir hohe Konvergenzraten bei Verwendung Polynome hohen Grades. Zusammengefasst
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4 Diskretisierung des DtN Operators

ist somit hervorzuheben, dass auch fiir stiickweise konstante Wellenzahlen mit Hilfe der
Learned Infinite Elemente Methode sehr gute Ergebnisse erzielt wurden. Dabei gestaltete
sich insbesondere die Berechnung der exakten dtn Nummern ein wenig komplizierter als
zuvor. Im néchsten Abschnitt werden wir schlussendlich noch Probleme betrachten, bei
denen wir in ;¢ keine expliziten Losungen mehr angeben kénnen.

4.2.3 Wellenleiter mit Streukorpern

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Learned Infinite Elemente Methode auf die Helm-
holtz Gleichung mit stiickweise konstanter Wellenzahlen w(z) angewendet haben, wollen
wir nun die zu Grunde liegende Geometrie verdndern. Genauer platzieren wir einen so-
genannten Streukorper K innerhalb des Wellenleiters. Dies hat zur Folge, dass das zu
betrachtende Gebiet €2,y dann nicht mehr konvex ist. Je nach der Form des Streukorpers
hat dies ebenso Konsequenzen in Bezug auf die Regularitét der analytischen Losung u, wel-
che maflgeblich fiir die hohen Konvergenzraten in den bisherigen Beispielen verantwortlich
war. Wir kénnen also ad-hoc nicht die gleichen Konvergenzraten wie in den vorausgehenden
Beispielen erwarten. In den nachfolgenden Experimenten ,skalieren* wir auflerdem den zu

I'p ks O

Abbildung 4.8: Wellenleiter mit Streukdrper inkl. Setzen mehrerer transparenter Rdnder

H
1
_ 1
: I\ref Qext
'
1

—~
=

Grunde liegenden Wellenleiter, indem wir die Breite auf 1 reduzieren, bzw. genauer gesagt
I' :== {a} x (0,1) setzen. Dies hat zur Folge, dass die Eigenfunktionen von —Ar durch
vp, = cos(nm-) gegeben sind, womit sich die Eigenwerte um den Faktor 72 #ndern und sich
das Spektrum somit wie folgt berechnet:
o(=Ar) = {n’*n? : n € No}.

Wir bemerken weiters, dass wir durch den Streukorper K keine explizite Darstellung der
analytischen Losung u auf ganz ) mehr angeben kénnen. Diese war jedoch fiir die Wahl
der Gewichtsfunktion w, in (4.12) entscheidend. Bei genauerem Hinsehen ist dies aber
nicht weiter stérend, denn an der Darstellung der Losung des Auflenraumproblems auf
Qext dndert der Streukorper zunéchst nichts. Wir wissen weiterhin, dass die Losung text
auf eyt gegeben ist durch:

Uext (T, y) = Z exp (iVw? = 7202 - x) - ¢y - vn(y), (4.32)
n=0

wobei die Koeffizienten ¢,, von den ,Randdaten® u|r abhéingen. Fiihren wir nun wie in
Abbildung 4.8 veranschaulicht gedanklich ein einen weiteren Rand I' ein, so kdnnen wir
jede beliebige Funktion aus L?(I") schreiben als

ulg = > (ulg, vn)r2(0,1)Vn (4.33)

nENg
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4 Diskretisierung des DtN Operators

und wissen durch (4.32), wie die einzelnen Moden zu I ,transportiert“ werden. Je nach Lage
des transparenten Randes erwarten wir also selbiges exponentielles Verhalten wie schon in
den vorherigen Abschnitten diskutiert, ohne jedoch die genauen Koeffizienten aus (4.33) zu
kennen. Setzen wir iiberdies I' := {a} x (0,1) und T := {b} x (0,1), kénnen wir ausgehend
von den obigen Uberlegungen die Gewichtsfunktion fiir das Optimierungsproblem wie folgt
definieren

1, n?r? < |R(w?)|
|exp (ivw? — n?72 - (a — b)), n*m? > |R(w?)|

In den numerischen Experimenten miissen wir noch die Frage kldren welche Referenzlosung
zur Messung des Fehlers |lu —up||r2(q,,, ) herangezogen wird. Dazu verwenden wir ebenfalls
wie in Abbildung 4.8 dargestellt einen weiteren transparenten Rand I'ief, {iber den wir
durch Setzen einer hohen Polynomordnung p = 8 und feinen mesh size h = 0.01 eine
Referenzlosung auf einem Gebiet Q.os O Qi erhalten. Fiir die Simulationen wéhlen wir

1.0
0.9
0.8 0.6
0.3
0.6
0.0
0.4 -0.3
02 -0.6
. . . g -0.9
102 103 104 10°
0.0
Degrees of Freedom 00 02 04 06 08 1.0

Abbildung 4.9: Links: L2(th)—Fehler fiir Neyt = 7, Rechts: Darstellung des Realteils der
approximierten Losung R(up), Wellenzahl w = 6.5

nun als Streukérper K einen Kreis mit Mittelpunkt (0.5,0.5) und Radius 0.1 und erhalten
die nachfolgenden Geometrien:

[(0’ 2) X (07 1)] \ K =: Qs D Qg 1= [(07 1) X (07 1)] \K (435)

Fiir die Gewichtsfunktion in (4.34) konnen wir somit ¢ = 1 und b = 0.6 wihlen. Weiters
setzen wir die Dirichlet Daten auf I'p als uo(y) = cos(27y) voraus. In Abbildung 4.9 kénnen
wir fiir grobe mesh sizes h steigende Konvergenzgeschwindigkeit fiir steigende Polynomord-
nungen erkennen. Je feiner das mesh gewéhlt wurde, desto weniger unterschieden sich die
Fehler in Abhéngigkeit der Ordnung, was natiirlich ebenfalls am Fehler der Referenzlosung
selbst liegt. Durch Visualisieren der Referenzlsung kann man erkennen, dass die Lésung in
der Néihe des Streukorpers ein wenig an Regularitéit verliert, wonach der Fehler der diskre-
ten Losung in jenem Bereich auch dominant ist. Um bessere Approximationen zu erhalten,
konnte man das mesh in jenem Bereich zusétzlich verfeinern, was wir jedoch an dieser Stelle
nicht weiter iiberpriifen wollen.
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4 Diskretisierung des DtN Operators

Stattdessen wollen wir noch eine physikalische Interpretation des Streukorpers anfiihren.
Betrachten wir die sogenannte ,,Eingangsschwingung® ug auf I'p, die sich entlang des Wel-
lenleiters fortbewegt, so erkennen wir, dass diese Schwingung durch den Streukérper K
gebrochen wird. Dieses Phénomen ist jedoch nur bedingt in Abbildung 4.9 zu sehen, da die
Wellenzahl w so klein gewéhlt ist, dass groflere Frequenzen exponentiell geddmpft werden.
Um dieses Verhalten besser zu illustrieren, wenden wir das Learned Infinite Elemente Ver-

1.0

1004 o 1.50

2

10-1] 0.8 0.75

1o-2] \ . 0.6 0.00
AN , -0.75

1073 0.41
/ -1.50
-4 |
10 0.2 -2.25
102 103 10* 10° 0.0 ~3.00
Degrees of Freedom 0.0 02 04 06 08 1.0

Abbildung 4.10: Links: L*(Qns)-Fehler fiir Neg = 7, Rechts: Darstellung des Realteils der
approximierten Losung R(up), Wellenzahl w = 13.5

fahren nochmal auf dieselbe Geometrie ()it an, indem wir eine gréflere Wellenzahl w = 13.5
und als Randdaten ebenfalls uo(y) = cos(2my) setzen. Die Ergebnisse der Simulationen be-
finden sich in Abbildung 4.10 und zeigen nun exakt jenes , Brechen“ der Wellen anhand
des Streukorpers, das wir bereits erahnt haben. In Abbildung 4.9 kénnen wir nun iiberdies
ein dhnliches Verhalten wie in dem Experiment zuvor erkennen: Fiir steigende Polynom-
ordnungen flacht der Fehler zunehmend bei 10~* ab, was abermals durch den Fehler der
Referenzlosung selbst begriindbar ist. Schlussendlich wollen wir noch die Problemstellung
aus Kapitel 4.2.2 im Kontext von Wellenleitern mit Streukorpern betrachten. Dazu be-
trachten wir die folgende stiickweise konstante Wellenzahl

15.2 , x<3
w(z) =
105 , >3

mit dem zu Grunde liegenden Gebiet Qins := [(0,1) x (0,1)] \ K, wobei
K := By.075(0.25,0.25) U By 075 (0.25,0.5) U Bo.o75(0.25,0.75)

bezeichnet, siche auch Abbildung 4.11. Zur Bestimmung einer geeigneten Gewichtsfunktion
niitzen wir nun wieder die Tatsache aus, dass sich fiir > 0.325 die analytische Losung wie
in Formel (4.27) verhédlt und wir somit die Wahl

1, nemw 2)
Wn = |anei\/(15.2)27112#2-0.675 + bnefi\/(15.2)27n27r2-0.675| n2r2 > (15.2)2
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4 Diskretisierung des DtN Operators

rechtfertigen konnen. Dabei sind die Koeffizienten ay,, b, aus dem Gleichungssystem (4.19)
mit ¢ = 0.325 und z* = 3 zu berechnen. Die nachfolgende Abbildung zeigt, dass sich die
Resultate in Bezug auf die Konvergenzgeschwindigkeit dhnlich wie in dem vorausgehenden
Beispiel verhalten. Weiters ist gut zu sehen, wie ,einfallende Schwingung“ uy = cos(my)
entlang des Streukorpers in kleinere Frequenzen gebrochen wird, welche sich dann unter-
schiedlich entlang des Wellenleiters fortbewegen. Zusammenfassend stellen wir also fest,

0] 1.0
10 ! 16
10-1] N 0.8 1.2
0.8
1072 0.6 1/ 0.4
0.0
1072 0.41 ~0.4
10744 0.2 -0.8
) -1.2
163 164 165 0.0 -1.6
Degrees of Freedom 0.0

Abbildung 4.11: Links: L*(Qn)-Fehler fiir Neg = 7, Rechts: Darstellung des Realteils der
approximierten Losung R(up), Wellenzahlen wy = 15.2 und wy = 10.5

dass die in [HLP21] vorgestellte Learned Infinite Elemente Methode sehr gute Resultate
hinsichtlich Konvergenz fiir die vorgestellten Problemstellungen lieferte. Es sei jedoch an-
gemerkt, dass fiir Wellenleiter die Berechnung der exakten Eigenwerte von —Ar und in
weiterer Hinsicht auch das Aufstellen des exakten DtN Operators vergleichsweise einfach
war. Der wohl schwierigste und auch entscheidende Schritt in allen Beispielen war eine
geeignete Wahl der Gewichtsfunktion w, und der Anzahl L.« der zu approximierenden
DtN Nummern dtn(),). Um diesen Schritt korrekt durchfithren zu konnen, ist in jedem
Fall eine Interpretation der Darstellung des Operators Dt und des Verhaltens der Losung
des Auflenraumproblems notwendig,.
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Waihrend wir uns im letzten Kapitel im Wesentlichen mit dem Lésen von Streuproblemen
beschiftigt haben, wollen wir abschlieflend die bisherigen Erkenntnisse nutzen, um Eigen-
wertprobleme auf unbeschrinkten Gebieten zu l6sen. Dazu werden wir zunéchst in einem
abstrakten Setting einen Algorithmus zur Berechnung von Eigenwerten prisentieren und
dann daran anschliefend diskutieren, wie wir diesen in Kombination mit der Learned Infi-
nite Elemente Methode verwenden kénnen. Abschlieend werden wir diese neue Methode
an verschiedenen Problemen testen und analysieren.

5.1 Integralmethode

In diesem Abschnitt werden wir die in [Bey12] vorgestellte, sogenannte Integralmethode
zur Berechnung von Eigenwerten vorstellen. Diese vergleichsweise neue Methode hat sich
als iiberaus niitzlich bei nicht-linearen Eigenwertproblemen erwiesen, wodurch wir im Fol-
genden die Idee des oben genannten Verfahrens erldutern wollen. Fiir Details verweisen wir
auf weiterfithrende Literatur wie [Nan22, Kapitel 8.3] bzw. [Bey12], auf deren Resultate
dieses Kapitel auch aufbaut.

Betrachten wir fiir den Rest des Abschnitts das folgende Problem:
AMNu=0, uveC"'u#0,XeC. (5.1)

Dabei setzen wir den Operator A : A — C™*™ als holomorph auf einem Gebiet A € C
voraus. Zunéchst wollen wir den folgenden Begriff definieren:

Definition 5.1. Sei A : A — C™*" wie oben definiert. Dann ist A € C ein halb-einfacher
FEigenwert, wenn eine Orthonomalbasis v 1, ...,v1,, von ker A(\) aus Eigenvektoren exis-
tiert, sodass ebenfalls A'(A)vy; ¢ A(X)(C") gilt. Als Eigenvektoren bezeichnen wir dabei
u € ker A(A\) \ {0}.

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist der Satz von Keldysh, welcher einfach aus-
gedriickt die Resolvente des Operators in Form einer Laurent Reihe darstellt.

Satz 5.2 (Satz von Keldysh). Sei C D A 3 A — A(X) holomorph und es existiert zumindest
ein A € A sodass die Inverse von A(X) existiert. Weiters sei Ay ein halb-einfacher Eigenwert
mit Orthonomalbasis vy 1, ...,v1, 1, € ker A(A1) \ {0}.

Dann ist dimker(A()\1)) = L und es existiert eine Basis wy 1, ..., w1, von ker(A7()\;))
sodass tberdies

wih A'(A)vig = i
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

gilt. Weiters existiert eine Umgebung A\ € U C C, sodass fiir A € U

L
AN == )T vl + ROV,
=1

wobei A — R(X) € C™™"™ holomorph ist.

Fiir einen Beweis verweisen wir abermals auf [Bey12, Theorem 2.4]. Obwohl der obige Satz
auf den ersten Blick sehr technisch aussieht, bildet er die Grundlage der Integralmethode.
Sei nun némlich A ein beschriinktes Gebiet in C und habe A — A()) in A nur endlich viele
Eigenwerte A1, ..., \i € A, welche zuséitzlich halb-einfach sind mit dimker A()\;) = L; und
Orthonormalbasis {v;1, ..., v, }, dann kénnen wir A(XN) 7! wie folgt schreiben:

k Ly
AN =D A=) D vl RO, A€ AN A M)
n=1 =1

Dabei ist nun A — R(\) eine in ganz A holomorphe Funktion. Sei nun I' eine positiv orien-
tierte Jordan Kurve, die ganz in A \ {A1, ..., A} liegt und in deren Inneren die Eigenwerte
{A1, ..., A\t } liegen, dann gilt mit Hilfe des Residuensatzes (2.1) fiir beliebige holomorphe
Funktionen A — f(\) € C die folgende Identitét:

1 k Ly,
/ FOAN A=Y FOW) S on g, (5.2)
r n=1 =1

2mi

Es bleibt an der Stelle die Frage offen, welche Wahl der Funktionen f zielfithrend ist. Be-
vor wir der Beantwortung jener Frage nachgehen, spezifizieren wir nun zuerst ein wenig die
Voraussetzungen. Fiir den Rest dieses Abschnitts sei I" wie oben definiert eine positiv orien-
tierte Jordan Kurve, die ganz in der Resolventenmenge p(A) liegt und in deren Inneren nur
endlich viele halb-einfache Eigenwerte A1, ..., A € 0(A) mit Vielfachheiten Lj liegen. Mit
der oben eingefiihrten Notation definieren wir nun mit den Eigenvektoren v;; € ker A(\;)
bzw. Eigenvektoren des adjungierten Problems w;; € ker A7 ();) die folgenden Matrizen

V = (’1)17]_, ...,’UkLk) € CnXL, W = (wl,la "'akak) S (D"’LXL’

wobei L := ZI;ZI L, bezeichnet. Als niichsten setzen wir V € C"*/ als Zufallsmatrix
voraus, wobei zumindest L < J und typischerweise J < n gelten muss. Mit diesen Vorbe-
reitungen kénnen wir nun die folgenden Matrizen definieren:

1

2mi

Aoi_ L

=— [ ANWdN, A=
274, T

/ AAN) TV dA. (5.3)
T

Man sieht unmittelbar, dass Ag, 4; € C**/ gilt. Nun gilt aber mit der Identitdt (5.2),
indem wir f(\) =1 bzw. f(\) = A setzen und der Tatsache, dass V' konstant ist:

A

Ag=VWHV, Ay = Vdiag( Ay, ..., \y) WHV. (5.4)
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

In diesen Matrizen kommen nun erstmals die gesuchten Eigenwerte des Operators A vor.
Angenommen es gelingt uns die Matrizen Ag und A; zu berechnen, so bleibt lediglich die
Frage offen wie man schlussendlich an jene Eigenwerte kommt.

Um diese Frage beantworten zu kénnen, miissen wir zunéchst eine zusétzliche Forderung an
die Eigenvektoren v;; € ker(A(\;) \ {0} stellen. Diese besteht darin, dass wir voraussetzen,
dass V' bzw. W (also die Matrizen bestehend aus den Eigenvektoren) jeweils vollen Spal-
tenrang L haben. Diese Einschrankung mag vielleicht plausibel erscheinen, jedoch miissen
bei allgemeinen nicht-linearen Eigenwertproblemen die Eigenvektoren verschiedener Eigen-
werte nicht unbedingt linear unabhéingig sein. Bei genauerem Nachdenken ist dies jedoch
trotzdem keine wesentliche Einschrinkung, da man notfalls immer zu einer (kleineren) Kur-
ve I iibergehen kann, in deren Inneren weniger oder auch gar nur ein einziger Eigenwert
liegt. Mit jener zusiitzlichen Voraussetzung ist nun sichergestellt, dass V, W € C"*% sowie
ebenfalls V € C"*/ als Zufallsmatrix maximalen Rang haben, womit sich diese Eigenschaft
unmittelbar auf die Matrix Ag € C™* iibertréigt. Bilden wir nun eine Singuldrwertzerlegung
der Matrix Ag, so erhalten wir die folgende Darstellung

Ay =VIWH. (5.5)
Dabei sind die Matrizen V € €/ % = diag(o1,...,07) und W e C/*/. Aufgrund der
zusétzlichen Voraussetzung an die Matrizen V und W, welche maximalen Spaltenrang

gewihrleisten, sehen wir unmittelbar, dass fiir die berechneten Singuldrwerte (wir sortieren
dabei die Singulérwerte absteigend) gilt:

opt1=--=05=0. (5.6)

Somit kénnen wir anstatt der vollen Singuldrwertzerlegung ebenso die ,reduzierte Zerle-
gung*® betrachten

Ao = VoSoWo", (5.7)

wobei nun mehr Vy € C"*E W, € C/*L, sowie 5y = diag(cy, ...,o1) gilt. Uberdies gilt die
folgende Identitét:

~H~ ~H~
Vo Vo=Wo Wo=Idrxr.

Dies bedeutet insbesondere, dass S := VOHV regulér ist, womit wir ausgehend von der
Zerlegung in (5.7) die folgende Identitét erhalten:
soWo” = Vo 40 W v Wiy & sTisgrin” = wT (5.8)
=S

Diese brauchen wir nun nur mehr in die Darstellung von A; aus (5.4) einzusetzen und
erhalten:

Ay = Vdiag(M, oo, M) WHV 4, = VDS~ 150,
—_————
=:D
<:>V()HA1 = VE)HV DS‘120W0H
——
=S
oV AWt = SDS .
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Somit reicht es also, um an die Eigenwerte \; zu kommen, die Eigenwerte der Matrix
~ H ~
B:=Vy AiW%,' e chxk (5.9)

zu berechnen. Wir heben an dieser Stelle hervor, dass L genau die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Eigenwerte A; innerhalb von I' bezeichnet, also L < n gilt. Somit haben
wir zumindest theoretisch das Eigenwertproblem einer n x n Matrix auf ein vergleichsweise
einfach zu l6sendes Problem zuriickgefiithrt. Der Preis, den wir dafiir zahlen miissen, liegt
jedoch in der Berechnung der Matrizen Ag sowie A;. Diese beinhalten, wie in der Definition
(5.4) bereits ersichtlich ist, Integrale die ohne weiteres nicht explizit berechnet werden
konnen. Einen Ausweg bietet die Berechnung dessen mittels Quadraturformeln, welche bei
einer cleveren Wahl der Stiitzpunkte exponentiell konvergieren. Wir fassen dazu kurz die
Resultate aus [Nan22, Lemma 8.12, Satz 8.13] zusammen:

Satz 5.3. Sei R>r >0 und D := {z € C’r < L—ZJ < R} sowie A+ f()\) € C" eine auf D
holomorphe Funktion. Weiters bezeichne

o)== [ fyan,

21 |)\\=T0

dann gilt fiir die folgende Quadraturformel

27rz'n)’ (5.10)

R N—-1
v(f) =5 go Wi S (rowp), - Wi = exp (<

wobei N die Anzahl der Quadraturpunkte bezeichnet, die folgende Fehlerabschdtzung

O.—N —N

p
- DY )| a—
N ﬂ;{lqugollf( )Hl_p_N

1Q(f) — Qn(f)| < max [[f(N)]

| Al=oro 1-—

fir alle p € (1,7),0 € (1, R).

Fiir einen Beweis verweisen wir abermals auf [Nan22, Lemma 8.12]. Verwendet man nun als
Integrationsweg einen Kreis I'(t) := zp + Rexp(2mit) mit ¢ € (0,1), so gilt fiir die in (5.3)
definierten Matrizen und den durch die oben definierten Quadraturformel approximierten
Matrizen Ag’\p die folgende Fehlerabschatzung

HA(()]X) — A()JH < C(dJ_V—r-H + df_r""l),

wobei r die maximale Ordnung der Pole von A()\)~! bezeichnet und

)\_
A—zl . R

d_ = max 4+ = max _—
Aeo(A)JA—zol<ro R Aea(A),A—zo|>r0 |A — 20

Somit haben wir alle wesentlichen Bestandsteile diskutiert, die fiir die Integralmethode
notwendig sind. Zusammenfassend konnen wir also den Algorithmus in drei Schritten zu-
sammenfassen:

1. Berechne die Matrizen Ay, A; € C**/ mittels Quadraturformel
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

2. Berechne die reduzierte Singuldrwertzerlegung Ay = VOEOWOH wie in (5.7)

3. Berechne Eigenwerte der Matrix B := VOHAlVf/OEal € CLxL

Die beiden Letzteren sind vergleichsweise einfach durchzufiihren. Den meisten Aufwand
benétigt die Berechnung der Matrizen AE)N) bzw. AgN), da fiir jeden Quadraturpunkt ein
lineares Gleichungssystem gelost werden muss.

5.2 Einfiihrendes numerisches Beispiel

Um die bereits vorgestellte Theorie zu veranschaulichen, wollen wir in diesem Abschnitt
mit einem einfachen Beispiel fortfahren. Fiir den Rest des Abschnitts wollen wir die Eigen-
werte A des negativen Laplace Operators —A auf dem Einheitsquadrat € := (0,1) x (0,1),
wobei wir zusétzlich Neumann Randbedingungen voraussetzen, numerisch berechnen. Dies
entspricht der folgenden schwachen Formulierung:

Suche (A, u) € C x H(),u # 0, sodass
/Vqudw = )\/ uvdr, Yve HY(Q). (5.11)
Q Q

Wir bemerken an dieser Stelle, dass dies zwar einem linearen Eigenwertproblem entspricht,
jedoch soll dieses Modellproblem ohnehin nur zur Illustration der recht technischen Schritte
des vergangenen Abschnitts dienen. Zunéchst bringen wir die Formulierung (5.11) in den
Kontext von Abschnitt 5.1. Dabei gehen wir wie iiblich in ein diskretes Setting iiber, indem
wir die Losung up, € Xp, mit n := dim X, < oo ansetzen. Weiters sei {¢1,...¢,} eine
dazugehorige Basis, womit wir die folgenden Matrizen aufstellen kénnen:

KeCY", K= /Qngdibjdx

MeC™™, M= /Qd),(bjdx.
Damit kénnen wir nun unmittelbar den folgenden Operator fiir beliebiges A C C definieren:
A: A= CV" A= A(N) := K — \M. (5.12)

Dieser héngt offensichtlich holomorph von A ab. Um die Eigenwerte dieses Operators zu
berechnen, stellen wir nun eine Implementierung der Integralmethode in Python bzw.
Netgen/NGSolve vor. Dabei geben wir auch Teile des Codes an, welche wir ebenfalls im
néchsten Abschnitt in einer komplizierteren Problemstellung weiterverwenden werden. Aus-
gangspunkt ist dabei ein mesh bzw. Triangulierung des Einheitsquadrats €2, auf dem das
Modellproblem (5.11) mittels Finiter Elemente Diskretisierung aufgesetzt wird:

# FEM space
fes = H1(mesh,complex=True, order=p)
u,v = fes.TnTQ)
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

K = BilinearForm(fes)

K += grad(u)*grad(v)*dx
K.Assemble()

M = BilinearForm(fes)

M += uxv*dx
M.Assemble()

Sind die Matrizen K, M einmal initialisiert (dies geschieht iiber die Assemble () Funktion),
koénnen wir den Operator A — A(A) aus (5.12) implementieren, dessen Eigenwerte wir mit
der Integralmethode berechnen wollen.

def operatorA(lam,K,M):
A = K.mat.CreateMatrix()
A.AsVector().data = K.mat.AsVector() - lam#*M.mat.AsVector()
return A

Um die Matrizen Ag bzw A; aus (5.3) aufstellen zu konnen, miissen wir zunéchst eine ,,Solve
Routine® implementieren, welche fiir gegebenes A € A C € und ,rechte Seite“ V € €</
das folgende Quellproblem 16st:

ANX =V, YerC™/

Im nachfolgenden Code wird dabei die Inverse von A()\) direkt mittels einem in NGSolve
vorimplementierten Solver berechnet. Dies ist jedoch nicht zwingend notwendig, da man
alternativ auch eine LU Zerlegung der Matrix A()) aufstellen und anschlieflend das auf-
tretende Gleichungssystem mittels Vorwérts- bzw. Riickwarts-Substitution 16sen kénnte.

def Solve_Problem(lam,Vhat):
#calculate A(lambda) and its inverse
A = operatorA(lam,K,M)
Ainv = A.Inverse(freedofs=fes.FreeDofs())
#initialize result vector
tmp = GridFunction(fes)
#for each column of Vhat solve linear system
for j in range(J):
for i in range(X.vec.size):
tmp.vec[i] = Vhatl[i, j]
tmp.vec.data = Ainv*tmp.vec
#store result in matrixz for output

if § ==
X = np.array(tmp.vec.FV() .NumPy())
else:
X =np.c_[ X, tmp.vec.FV() ]
return X

Wir sind nun in der Lage die Matrizen Ag, A; numerisch mittels der Quadraturformel aus
(5.10) berechnen zu kénnen. Wir beschrinken uns dabei auf kreisférmige Kurven, nehmen
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

also an, dass I' der folgenden Gestalt ist:
I':[0,1] = C,t— zp + Rexp(2nti).

Dabei ist weiters zp € C und R > 0 vorausgesetzt. Verwenden wir eine Zerlegung des
Intervalls [0,1] mit dquidistanten Stiitzstellen t; := j/N fiir j = 0,..., N, so erhalten wir
mit A; :=I'(¢;) die Quadraturformel fiir Ag

N R = 27ij
T N1y
G = 5 30 AN Vexp ( i~ ) (5.13)
J=0
und nach geeignetem Zusammenfassen ebenfalls fiir A;:
9 N—1 ..
W) ._ 4, BT \—17 Amij
Al =204y + N ZA()\]) Vexp( ~ ) (5.14)

Jj=0

Wir bezeichnen ab sofort mit N € N die Anzahl der Quadraturpunkte. Eine Implementie-
rung der Quadraturformeln in Python sieht somit wie folgt aus:

def calculate_AOA1(N):
for n in range(N):
lam = gamma(zO,R,n,N)
W = Solve_Problem(lam,Vhat)
if n ==
A0 = Wxnp.exp(1lj*2*math.pi*n/N)

A1 = Wxnp.exp(1lj*4*math.pi*n/N)
else:
A0 = A0 + Wknp.exp(1lj*2*math.pi*n/N)
A1 = Al + Wknp.exp(lj*4*math.pi*n/N)
A0 = AO*R/N
Al = z0*AO + R¥*2/N+¥Al

return AO, A1l
Dabei wurden die einzelnen Quadraturpunkte A; iiber die nachfolgende Funktion berechnet:

def gamma(zO,R,j,N):
return zO+R#np.exp(1lj*2*math.pi*j/N)

Als néichstes muss die nachfolgende Singulidrwertzerlegung wie in (5.5) beschrieben fiir AéN)
durchgefiihrt werden:

AN — prsiih,
Dies kann in Python durch die folgenden Zeilen

V, sigma, WH = np.linalg.svd(AO, full_matrices=False)
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

mittels dem numpy.limalg.svd Paket von [Har+20] durchgefithrt werden. Um aus dieser
Darstellung dann schlussendlich die reduzierte Singuldrwertzerlegung (5.7) zu erhalten,
geben wir uns eine Toleranz 7 vor und suchen k£ € N, sodass

012 ..20,2T>01~--~oj~0 (515)

gilt. Kann diese Wahl erfolgreich durchgefiihrt werden, miissen lediglich die ersten k Spalten
bzw. Reihen von Vj bzw. W behalten werden. Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Wahl
der Toleranz 7 ein kritischer Punkt sein kann, da sich die ,kiinstlichen* Singulédrwerte in
der Praxis nicht unbedingt bei 0 anh&ufen miissen. In der nachfolgenden Implementierung
fordern wir deshalb, dass der Algorithmus abbrechen soll, sofern der Rang Test (5.15) nicht
erfolgreich durchgefiihrt werden kann.

def check_sv(V,sigma,WH,tol):

k=0
for 1 in range(len(sigma)):

if sigmall] > tol:

k +=1

if k ==

raise ValueError("Rank Test not successful - no SVs found")
elif k ==

raise ValueError("Rank Test not successful - increase J")
else:

sigmainv = inv(np.diag(sigmal:k]))

VOH = V[:,:k].conjugate() .transpose()

WO = WH[:k,:].conjugate() .transpose()

return VOH, sigmainv, WO

Konnten alle bisherigen Schritte erfolgreich durchgefiihrt werden, wird nun abschlieend die
Matrix B € CF** wie in (5.9) aufgestellt und mittels np.linal.eig Paket die Eigenwerte
und dazugehorigen Eigenvektoren berechnet. Die Matrix B selbst ist typischerweise von
einer kleinen Grofle, weshalb die Eigenwerte vergleichsweise einfach zu ermitteln sind.

def calc_ev(VOH, sigmainv, WO, A1l):
mat = VOH @ A1l @ WO @ sigmainv
eigval, eigvec = np.linalg.eig(mat)
V = VOH.transpose() .conjugate() @ eigvec
return eigval, V

Die oben vorgestellten Code-Teile kénnen dann nach Belieben in einer einzigen Funkti-
on bzw. Routine zusammengefasst werden. Kommen wir nun zuriick zu der konkreten
Problemstellung aus (5.11), so befinden wir uns in der komfortablen Lage, die exakten Ei-
genwerte analytisch darzustellen bzw. berechnen zu kénnen. Diese lassen sich mittels eines
Seperationsansatzes berechnen. Dazu setzen wir Eigenfunktionen u der folgenden Bauart
an:

u(x,y) = cos(mmzx) cos(nmwy), m,n € R.
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

So erhalten wir mit Hilfe der Neumann Randbedingungen

;u(l, y) = — mmsin(mn) cos(nmy) L0=me No

x

;u(x, 1) = — nw cos(mmx) sin(nm) Z0=ne No.
Y

Daraus konnen wir die Eigenwerte
Aom = (0?2 +mA)7%, n,m e Ny (5.16)
mit dazugehorigen Eigenfunktionen

Upm = cos(mmx) cos(nmy), n,m € Ny (5.17)

ablesen, womit wir auch {iber die geometrischen Vielfachheiten der einzelnen Eigenwer-
te Bescheid wissen. Wir wollen nun die ersten von 0 verschiedenen Eigenwerten mit der

S{z}
5t
'[A 10 15 20 25 30 35 0 45 50 55
017 - g
A A2 A3 A\ R{z}
I /
—5 2

Abbildung 5.1: Integrationswege I'; zur Berechnung der Eigenwerte

Integralmethode berechnen. Mit der Notation von (5.16) entspricht dies gerade den Wer-
ten )\1 = )\01 = 71'2,)\2 = )\11 = 271'2,)\3 = )\02 = 47T2 und )\4 = )\12 = 57T2. In den
nachfolgenden numerischen Ergebnissen haben wir dazu die Kurven

Iyt 15+ Texp(2mit)

7T2

[yt 4.5m° + (? + 0.1) exp(2mit)

gewdhlt, siehe auch Abbildung 5.1. Bevor wir die numerischen Ergebnisse prisentieren,
wollen wir noch kurz diskutieren, welche (maximalen) Konvergenzordnungen wir iiberhaupt
fiir Problem (5.12) erwarten kénnen. Dabei fithren wir im Wesentlichen die Resultate aus
[NFP21] und [Nan22, Satz 7.6, Bemerkung 7.7] an.

Setzt man allgemein eine Losung up, € X; € HY(Q) in (5.11) mit dim X, < oo an, so
ist von entscheidender Bedeutung in der Konvergenztheorie von Eigenwerten, wie gut die
kontinuierlichen Eigenfunktionen u € E(X) := ker A(A)\{0} durch X}, approximiert werden
konnen. Um etwaige Unklarheiten zu beseitigen, sagen wir, dass A, ein diskreter Eigenwert
mit Eigenfunktion w, # 0 ist, wenn

/ Vup Vo dr = )\h/ upvp dr, Vv, € Xp, (5.18)
Q Q
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

gilt. Konnen wir iiberdies voraussetzen, dass

su inf [lu—ov = O(R?
uengeXh | lm1(0) (hP)
[|ull=1

fir p € N gilt, dann kann man wie in [Nan22, Abschnitt 7, Bemerkung 7.7] nachweisen,
dass fiir das Modellproblem (5.12) die diskreten Eigenwerte A\, mit Ordnung 2p gegen die
kontinuierlichen Eigenwerte konvergieren, also die folgende Abschitzung gilt:

A= M| = O(h?P). (5.19)

In NGSolve verwenden wir wie iiblich Spline Rdume der Ordnung p, setzen also X}, := SP(T)
fiir eine reguldre Triangulierung 7 von €2, wodurch diese Voraussetzung erfiillt ist. Man
kann nédmlich dhnlich wie in [NFP21, Theorem 3.5 bzw. Korollar 3.6] nachweisen, dass fiir
u € HPT1(Q) die folgende Abschitzung gilt:

inf — < ChP.
e v —vnll 1) <

Mit zusitzlichen Techniken kann man iiberdies zeigen, dass die Forderung u € HPT1(Q)
fiir Eigenfunktionen von (5.11) keine wesentliche Einschrénkung ist, da dies fiir konvexe
ohnehin gilt. In den numerischen Experimenten konnten wir nun auch jene theoretischen
Konvergenzraten beobachten. Wéahrend wir bei den ersten beiden Versuchen die Kurve I'; so
wiahlten, dass sich die Eigenwerte A\; und Ao ,,mittig” innerhalb der Kurve befanden, wahlten
wir im zweiten Experiment die Kurve so, dass die exakten Eigenwerte sehr nahe an deren
Rand liegten. Auf die Konvergenzgeschwindigkeit scheint dies jedoch keine Auswirkungen
zu haben, wie in Abbildung 5.2 ersichtlich ist.

Zusammenfassend konnen wir in allen vier Féillen sehen, dass die erhaltenden numerischen
Konvergenzraten auch theoretisch begriindbar sind bzw. ohnehin aus (5.19) zu erwarten
waren. Fiir die Approximationen der Matrizen Ay bzw. A; haben wir iiberdies die Quadra-
turformel aus (5.13) bzw. (5.14) mit N = 24 fiir die Berechnung von A\; und Ag bzw. N = 32
Stiitzpunkten fiir die von A3 und A\g4 gewéhlt. Da die zu erwartende Summe der geometri-
schen Vielfachheit der innerhalb der Kurven liegenden Eigenwerte verglichen mit (5.17)

maximal 4 war, haben wir iiberdies J = 6 fiir die Anzahl der Spalten der Zufallsmatrix V'
gewahlt.

Zuletzt wollen wir noch herausheben, dass bei diesem Modellproblem der Rang Test (5.15)
ohne Probleme durchfithrbar war, da die kiinstlichen Singuldrwerte sich sehr stark von
den ,echten“ Singuldrwerten unterschieden haben. Tatséichlich lagen die gesuchten Sin-
gulirwerte in der Gréfenordnung 102 bis 10°, wihrend die kiinstlichen einer Gréfenordnung
von 1078 entsprachen und somit problemlos aussortiert werden konnten.
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10°
10721
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1076
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10
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Convergence rates for A = 1112

102 103
Degrees of Freedom

Convergence rates for A = 412

JIZ:::::::::::::::::;
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[ O(hz)
—— p=2

o(h%)

—— p=3
0O(h®)
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Degrees of Freedom
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10
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10774

Convergence rates for A = 2mr?

102 103
Degrees of Freedom

Convergence rates for A = 5mr?

102 103
Degrees of Freedom

Abbildung 5.2: Darstellung der Fehler |\ — A\p| fiir verschiedene Eigenwerte

5.3 Kombination mit Learned Infinite Elemente Verfahren

Dieser Abschnitt stellt nun eine Kombination der bisher in dieser Arbeit prisentierten
Methoden dar. Dies bedeutet, dass wir die Integralmethode gemeinsam mit dem Learned
Infinite Elemente Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten auf unbeschriankten Gebieten
verwenden werden. Dabei suchen wir wie schon zuvor die Eigenwerte des negativen Laplace
Operators —A mit Neumann Randbedingungen auf einem diesmal unbeschrinkten Gebiet
Q. Als Geometrie verwenden wir in den nachfolgenden Experimenten dazu einen einseitig
offenen und unbeschrinkten Wellenleiter, der zusétzlich einen Streukorper K in deren In-
neren beinhaltet. Dieser Sachverhalt wird in der nachfolgenden Abbildung illustriert. Nach

Qint

()

Iﬁa Qext

Abbildung 5.3: Unbeschrinkte Geometrie zur Berechnung von Figenwerten
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

FEinfithrung eines transparenten Randes I', fithrt dies auf das folgende Eigenwertproblem:

Suche (A, u) € C x H' () \ {0}, sodass

/ VuVovdr — )\/ uv dx — / DN (ulp, )v|r, ds =0 (5.20)
Qint Qing Ty
fiir alle v € H'(Qiye) gilt. Um das Problem (5.20) diskretisieren zu kénnen, ersetzen wir
abermals u, v durch uy,, v, € Xj, C H'(Qipe) mit dim X =: n < co. Weiters bezeichnen wir
mit n|p, die Anzahl der Freiheitsgrade des FEM Raumes, welche zu I', gehoren. Ersetzen
wir nun ebenfalls wie in Kapitel 4.1 beschrieben, den exakten Dirichlet-to-Neumann Opera-
tor mit Hilfe des Learned Infinite Elemente Ansatzes, erhélt man ein endlichdimensionales
Figenwertproblem der folgenden Form:

Suche (A, u) € C x C™\ {0}, sodass
ANu=0, AN eC™™ m:=n+ (Next — 1) - n|p,. (5.21)

Dabei bezeichnet zur Erinnerung Neyt die Anzahl der externen Freiheitsgrade im Sinne von
Kapitel 4.1. Wir halten an der Stelle fest, dass die Matrix A aus zwei verschiedenen Blocken
besteht: einerseits aus der FEM-Matrix

S(A) = (Sij)i'j=1 :/ ViVe;dx — )\/ 0ip; dx
Qint Qint
und andererseits aus dem approximierten DtN Operator

o LFF()\) LFE()\) ’n|[‘a><7l‘1‘a (Next*]-)‘nh"a X(Nextfl)‘n‘l‘a
L(A) = ( LEF(A) LEE(A) s LFF()\) eC ;LEE()\) eC .

Um die weitere Présentation zu vereinfachen, sei nun I' die Menge der Indexe der Freiheits-
graden von X}, zugehorig zu I', und I die Menge alle anderen (also ,,inneren*) Freiheitsgrade
von Xp. Mit jener Notation ldsst sich die Matrix A wie folgt umordnen:

Srr(A) Sr(A) 0
AA) = | Srr(A) Srr(A) + Lee(A) - Lee(A) ] (5.22)
0 Ler(X) Lge(N)

Daraus wird nun ebenfalls klar, dass die Matrizen S(A) und L(\) iiber die Freiheitsgrade
auf I'; miteinander gekoppelt werden. Somit sind wir wieder in der gleichen Ausgangslage
wie in Kapitel 5.1, sofern wir nachweisen konnen, dass A — A(A) holomorph auf einer
Teilmenge A C C ist. Als problematisch fiir die Definition einer solchen Teilmenge A erweist
sich tatsichlich die Matrix L()) in der Formulierung (5.22). Dies wird insofern ersichtlich,
indem man sich die Definition des exakten DtN Operators genauer ansieht. Bezeichnen wir
wie iiblich mit (A,,v,) die Eigenpaare des negativen Laplace Beltrami Operators —Ar,,
wobei die Orthonormalbasis beziiglich des L? Skalaproduktes gewihlt wird, dann erhalten
wir nach (3.43) die folgende Darstellung fiir ug € L?(T,,):

Q)tNUO = Z i/ A — )\n(uo, Un)LQ(Fa)Un- (5.23)

n=0

—:dtn(An)
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Erst aus jener Darstellung ist zu erkennen, dass dann ebenfalls die Matrix A aus (5.22)
nicht linear von A\ abhéngt, womit wir im Vergleich zu dem vorherigen Abschnitt tatséichlich
ein nichtlineares Figenwertproblem vorliegen haben. Des Weiteren kénnen wir A C C nicht
mehr beliebig wihlen, da die komplexe Wurzel, wie aus der Komplexen Analysis bekannt,
nicht auf ganz C holomorph ist. Somit miissen wir, wie bereits in einem friitheren Kapitel
erwihnt, die sogenannten ,,Branch-Cuts®, welche bei der Definition einer jeden komplexen
Wurzel entstehen, aus dem Definitionsbereich von A ausnehmen. Ferner, miissen wir bei
einer Implementierung der Integralmethode sicherstellen, dass der Integrationsweg nicht
iiber einen solchen Branch-Cut verlduft. Um etwaige Ungereimtheiten zu vermeiden, geben
wir nun die Definition der komplexen Wurzel an, die wir in den nachfolgenden Experimenten
verwenden:

Largzy (5.24)

V-iC\iReog = C,z = 2z := \/|z|exp(

Dabei bezeichnet arg z den Winkel (Polarkoordinaten!), fiir den wir den folgenden Defini-
tionsbereich wihlen:

7T< <37T
—— arg z —_—.
g SMEZ=T

Die nachfolgende Abbildung stellt eine Visualisierung der oben definierten komplexen Wur-
zel dar. Auf der linken Seite befindet sich eine Darstellung des Betrags der Wurzel in der
komplexen Ebene sowie ebenfalls ein Weg, der iiber eine Unstetigkeitsstelle verlduft. Die
Auswirkung dessen wird auch rechts in Abbildung 5.4 durch den Sprung an 37” ersichtlich.
Mit jenen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die in Kapitel 5.1 vorgestellte Integral-

1.0]
0.5

N

m
0.0

-3
-0.5 %
-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 0 1 2 3 4 5 6
R(z) angle 6 along path

Abbildung 5.4: Links: Betrag der komplexen Wurzel mit Integrationsweg tiber eine Unste-
tigkeitsstelle, Rechts: Real- und Imagindrteil der komplexen Wurzel entlang des Weges

methode auf Problem (5.20) bzw. (5.22) anzuwenden. Um sicher zu stellen, dass A — A(X)
holomorph ist, setzen wir den Definitionsbereich wie folgt voraus:

Acch | {Mm+iReo} (5.25)

neNg
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Weiters sei I' eine geschlossene Kurve, die ganz in A verlauft. Bis auf wenige Ausnahmen
kénnen wir nun die in Kapitel 5.2 definierten Funktionen wiederverwenden. Im Kern des
Algorithmus steckt, wie bereits diskutiert, die Losung des folgenden (Streu-) Problems

ANU =V, VerC™/, (5.26)

wobei A(\) € C"™*™ wie in (5.22) definiert, V eine Zufallsmatrix und J € N grofer als die
Summer aller geometrischen Vielfachheiten der innerhalb von I' liegenden Eigenwerte \;
ist. Wir wollen nun noch genauer auf die spezielle Struktur der Matrix A(\) eingehen. Wie
in Kapitel 4.1 bereits geschildert, wird der exakte DtN Operator iiber eine Erweiterung
der ,FEM“-Matrix S(A), bzw. in weiterer Form durch das Schur Komplement der Matrix
L(\) approximiert. Dies bedeutet, dass wir die kiinstlichen, externen Freiheitsgrade in der
Losung des Streuproblems (5.26) und analog in der Zufallsmatrix V nicht beriicksichtigen
miissen. Analog zu den in Kapitel 4.2 priasentierten Dirichlet-Streuproblemen ist also zu-
sammengefasst das folgende Problem zu lésen:

A\ Ap(A) 0 Ur Vi

AF[()\) AF[‘()\) AFE(A) UF = VF

0 Apr(\) Agge()\) Ug 0
=A(N)

Somit macht es nun ebenfalls Sinn, anstatt der ,vollen Matrix“ A()\)_lf/ e C™* aus
Definition (5.4) die Matrix

zu wahlen, um Ag und A; aufzustellen, da ja die externen Freiheitsgrade nur in Form des
Schur Komplements zur Losung beitragen und deshalb Ug selbst nicht relevant ist. Die
einzige Anderung im Vergleich zu der im vorherigen Kapitel prisentierten Vorgehensweise
stellt also die Berechnung der Matrizen Ag und A; dar, die nun wie folgt zu Berechnen
sind:

1 - 1

U d\, Ajp:=— [ AU\ d (5.27)

Ay =
0 27 Jr

"~ 2mi Jp
In Hinblick auf eine numerische Implementierung konnen diese wieder mit der Quadratur-
formel aus (5.13) bzw. (5.14) approximiert werden, womit der Rest des Algorithmus analog
wie im vorherigen Kapitel, anhand eines einfachen Modellproblems erklért, durchgefiihrt
werden kann.

Bemerkung 5.4. An dieser Stelle wollen wir noch hervorheben, dass bei der Kombinati-
on der Integralmethode mit dem Learned Infinite Elemente Verfahren nicht nur fiir jeden
Quadraturpunkt bzw. jede Frequenz A ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss,
sondern ebenfalls die gelernten Matrizen L(\) neu aufgestellt werden miissen. Dies bedeu-
tet, dass zusétzlich fiir jeden Schritt ein Optimierungsproblem geltst werden muss, da ja
L(\) aus jenen Teilmatrizen besteht, deren Schur Komplement den exakten Dirichlet-to-
Neumann Operator am ,besten* approximiert. Dies macht die ohnehin schon aufwendige
Integralmethode in gewisser Weise noch ,,teurer®.
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

5.3.1 Aufsetzen der Problemstellung

In diesem Abschnitt werden wir nun die bisherigen Uberlegungen auf eine konkrete Pro-
blemstellung anwenden. Um die Prasentation moglichst einfach zu gestalten, verwenden
wir als Geometrie einen Wellenleiter der Breite 7 mit einem Quadrat der Seitenlénge 7/4
innerhalb des Wellenleiters als Streukorper. Mathematisch fassen wir jenes Setting durch
Setzen von K := (2m,37) x (2m,37) und dem daraus resultierenden (unbeschrénkten)
Gebiet

Q:= ((0,00) x (0,m)) \ K.

Nach Wihlen des transparenten Randes I'y := {7} x (0,7) erhalten wir als Innenraumgeo-
metrie Qi 1= (0, 7)%\ K, siche auch Abbildung 5.5. Um einen geeigneten Definitionsbereich

K Qext

Qint

Abbildung 5.5: Geometrie zur Berechnung von Figenwerten mittels Integralmethode

fiir den in (5.22) definierten Operator A — A(\) zu finden, bendtigen wir zuerst die Eigen-
werte A\, des negativen Laplace-Beltrami Operators mit Neumann Randbedingungen auf
I’y bzw. auf dem Intervall (0, 7). Wir haben bereits gezeigt, dass diese durch \,, = n? fiir
n € Ng bestimmt sind. Somit kénnen wir den Definitionsbereich mittels der Formel (5.25)
wie folgt bestimmten

ACC\ U {n2><i[R<0}

nENg

und schlussfolgern, dass A — A(A\) mit A € A eine holomorphe Funktion darstellt. Wé&hrend
wir im letzten Kapitel Referenzlosungen als Ausgangspunkt zur Wahl einer geeigneten Kur-
ve I' wihlen konnten, ist dies mit der diesmal zu Grunde liegenden Geometrie klarerweise
nicht moéglich. Im Allgemeinen ist es jedoch moglich nachzuweisen, dass Eigenwerte A von
A einen negativen Imaginérteil haben, also die folgende Implikation gilt:

VA u) eCxC™ u#0: AN)u=0= () <0.

Dies schriankt zumindest unsere Suche auf die untere Halbebene in der komplexen Ebe-
ne ein. Das bedeutet jedoch auch, dass wir dort auf Branch-Cuts der komplexen Wurzel
treffen, iiber die nicht integriert werden darf, sieche auch Abbildung 5.6. Dies miissen wir
bei der Wahl einer geeigneten Kurve natiirlich zusétzlich beriicksichtigen. Man kénnte nun
versuchen bzw. hoffen, durch simples Ausprobieren mehrerer Kurven auf Eigenwerte zu
treffen, wir bedienen uns in dieser Arbeit jedoch einer anderen Vorgehensweise. Im De-
tail verwenden wir einen zusétzlichen Eigenwertrechner, basierend auf der PmL (Perfectly
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

-1 7Y 2 03 4 5 6 7T 8 9 Rz}

1 -2

+ -3i

1

Abbildung 5.6: Unstetigkeitsstellen im Definitionsbereich A C C von A

Matched Layer) Methode, welcher uns eine gewisse Vorahnung gibt, wo sich Eigenwerte be-
finden werden. Da die PmL Methode selbst nicht Gegenstand dieser Arbeit ist, werden wir
nicht ndher auf den Algorithmus und dessen Funktionsweise eingehen, lediglich die Ergeb-
nisse interpretieren, die in Abbildung 5.7 zusammengefasst sind. Grundsétzlich kann man
zunéichst die Unstetigkeitstellen entlang der Branch-Cuts sehen (vergleiche auch mit Abbil-
dung 5.6). Diese werden iiber die PmL Methode als verzerrte, punktierte Geraden sichtbar
gemacht. Nimmt man jene sogenannten , kiinstlichen Eigenwerte* aus, so bleiben die farbig

Result of PML method
0 X x>3< ® %X

X

X ®e ®

X

A =(2.148748562041369-1.4439256831685878j)
A =(4.627777148302405-0.16466332495277797j)
A =(9.973262523448218-0.9238332680416218j)
A =(10.508459444816415-1.0444591883984524j)
A =(13.001299499349537-1.3002566274795886))

X X X X X

—10 A

-2 0 2 4 8 10 12 14

6
R(z2)
Abbildung 5.7: Ergebnisse der Eigenwertberechnung mittels PmL Methode

gekennzeichneten Punkte als Kandidaten fiir Eigenwerte von A {iibrig. Diese bilden den
Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen mit Hilfe der Integralmethode. Dabei wollen
wir insbesondere die Wechselwirkung zwischen dem approximierten Dirichlet-to-Neumann
Operator und der Integralmethode selbst untersuchen. Ein kritischer Punkt der Integral-
methode ist, wie bereits diskutiert, das Aufstellen einer reduzierten Singuldrwertzerlegung
wie in (5.7) beschrieben, bei der die kiinstlichen Singuldrwerte aussortiert werden miissen.
Interessant hinsichtlich der Qualitdt des Verfahrens ist nun sicherlich, ob sich dies immer
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

bewerkstelligen lésst. Als Motivation der nachfolgenden Experimente formulieren wir die
folgenden drei Fragen:

1. Welche Integrationswege I' sind sinnvoll und was &ndert sich an der Konvergenz der
Eigenwerte, wenn sich die Kurve einer Unstetigkeitsstelle ndhert?

2. Konnen die kiinstlichen Singuldrwerte immer eindeutig aussortiert werden und wie
héngt der entstehende ,,Gap“ von den Modell-Parametern ab?

3. Wie verhilt sich die Konvergenzgeschwindigkeit des Fehlers in Abhéngigkeit der Qua-
litdt der Approximation des DtN Operators, insbesondere der Anzahl der externen
Freiheitsgrade Next?

Anhand von ausgewihlten Beispielen werden wir nun versuchen diese Fragen zu beant-
worten. Dabei versuchen wir zunéchst mit Hilfe der Integralmethode die in Abbildung 5.7
ermittelten Kandidaten zu bestétigen.

5.3.2 Einzelne Eigenwerte innerhalb einer Kontur

In einem ersten Experiment beschrinken wir uns auf Integrationswege I', in deren Inne-
ren lediglich ein einziger Eigenwert liegt. Dabei nehmen wir zunfichst den rot markierten
Referenzwert aus Abbildung 5.7 als Vorbild, ndmlich

Aref = 4.627777148302405 — 0.16466332495277797:. (5.28)

Diesen (potenziellen) Eigenwert versuchen wir nun mit der Integralmethode zu bestétigen.
Bevor wir mit der Interpretation der Ergebnisse beginnen, sei noch bemerkt, dass Ao durch
die PmL Methode mit einer Polynomordnung p = 8 und mesh size h = 0.05 berechnet wurde.

Um die Giite der Konvergenz festzustellen, verwenden wir die folgende Konfiguration der
Modell-Parameter:

Quadraturpunkte N =16, t; := j/N fir j =0,--- N — 1

Anzahl duflerer Freiheitsgrade Nyt = 5 fiir DtN Operator

Anzahl zu beriicksichtigten DtN Nummern Ly, = 10 fiir das Optimierungsproblem
Anzahl der Spalten J = 3 von V

Integrationsweg I'(t) := (4.6 — 0.15¢) + 0.5 exp(2mit)

Gewichtsfunktion fiir x; := I'(¢;):

wj :{1’ N n* < [Rix;)]
" |exp (iy/kj —n? - (7 —5/8m))|, n? > |R(k;)|

Untersucht wird zunéchst die Konvergenzgeschwindigkeit in Bezug auf die mesh size h fiir
unterschiedliche Polynomordnungen p. Neben dem Integrationsweg I' sind die Ergebnisse
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

der Simulationen in Abbildung 5.8 zusammengefasst. Erstaunlicherweise sind keine signifi-
kanten Unterschiede der Geschwindigkeit in Abhéngigkeit der Ordnung p des Spline Raumes
SP(T) zu erkennen. Dies kann verschiedene Griinde haben, die wir zu einem spéteren Zeit-
punkt noch genauer durchleuchten wollen. Zunéchst sei aber gesagt, dass anders als im
Modellproblem des letzten Kapitels, die zu Grunde liegende Geometrie i,y aufgrund des
Streukorpers K nicht konvex ist. Dies hat zur Folge, dass ohne weiteres keine Aussagen
iiber die Regularitit der Eigenfunktionen u € ker A(A)\{0} gemacht werden kénnen, welche
in weiterer Konsequenz maf3geblich fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der Eigenwerte ver-
antwortlich ist. Werfen wir nun einen Blick auf das Resultat der Singuldrwertzerlegungen

103 104
Degrees of Freedom

Abbildung 5.8: Links: Fehler |\yop— A"| gemessen an dem Referenzwert aus (5.28), Rechts:
Integrationsweg U fiir die Integralmethode

der approximierten Matrix ASN) wie in (5.7). Dabei bezeichnen wir mit dem sogenannten
»,Gap“ die Differenz zwischen oy, und o741 im Sinne von Definition (5.6). Die nachfolgende
Tabelle fasst sowohl den Gap als auch die GréBenordnungen der ersten beiden Singulédrwerte
zusammen:

mesh p=2 p=3 p=4

h Gap ‘ 01/0'2 Gap ‘ 01/0'2 Gap ‘ 01/0'2
0.5 30.85 101/1073 | 26.66 101/1073 | 31.46 10! /102
0.3 22.67 101 /1072 | 38.13 101 /1072 | 33.28 10t /1072
0.2 35.55 101/1072 | 42.32 101/1072 | 51.58 10t /102
0.1 446.80 102/1072 | 486.09 102/1072 | 410.77 102/102
0.05 || 2996.64 | 103/107! | 3167.88 | 103/107! | 3262.73 | 103/107*

Abbildung 5.9: Lage der Singuldrwerte fir Simulationen aus Abbildung 5.8

Zunéchst ist in Tabelle 5.9 erkennbar, dass sich der Gap zwischen o1 und oy (bei absteigen-
der Sortierung der Singuldrwerten) vergrofert, je feiner das mesh gewé#hlt wird. Tatséchlich

76




Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

war mit der oben gewihlten Konfiguration der Rang-Test durch Wihlen von 7 := 10~! pro-
blemlos durchfiihrbar. Um ausschlieflen zu kénnen, dass die Approximation des DtN Ope-
rators den dominanten Teil des Fehlers darstellt, werden wir den Fehler in Abhéngigkeit
der Anzahl an dufleren Freiheitsgrade Neyq als néchstes analysieren. Gleichzeitig gehen wir
ebenfalls der Frage nach, wie der Algorithmus auf Kurven I' in der N&he von Unstetig-
keitsstellen reagiert. Dazu passen wir die zuvor gesetzte Konfiguration insofern an, dass
wir eine fixe mesh-size von A = 0.1 und Polynomordnung p = 3 verwenden. Die Ergebnisse

—e— R=0.25,2z=4.6-0.1/
-e- R=0.59,z0=4.6-0.1/
—— R=0.9,z=5.0-0.5/

R=1.499,2,=5.5-1.0 sz, 5y, Riz)
: S

10—2,

Number of Exterior DOFs (Nayt)

Abbildung 5.10: Links: Fehler |~ A)| gemessen an dem Referenzwert aus (5.28), Rechts:
Integrationswege I'; fiir die Integralmethode

befinden sich in Abbildung 5.10 und lassen erahnen, dass die Wahl der Kurve I" bzw. deren
Lage in Bezug auf Unstetigkeitsstellen im Definitionsbereich von A nur bedingt Auswir-
kung auf die Konvergenzgeschwindigkeit hat. Zwar liefern die Kurven I'y und I's bessere
Approximationen, jedoch sind die Unterschiede nicht siginifikant genug, um an diesem Bei-
spiel als moglichen Grund dafiir die Nihe des Weges zur Unstetigkeitsstelle ausmachen zu
konnen. Vielmehr muss man ebenfalls fiir Kurve I'y den grofleren Radius beriicksichtigen,
der wohlmoglich zusétzliche Quadraturpunkte fiir eine bessere Approximation der Integrale
verlangt. Interessant ist tiberdies auch, dass bei allen Kurven die ,,maximale Konvergenz*
bereits bei einer sehr geringen Anzahl an externen Freiheitsgraden (in diesem Fall Ney, = 3)
erreicht wurde. Dies ist ebenfalls ein Anzeichen dafiir, dass die Approximation des DtN
Operators nicht den dominanten Fehler darstellt. Uberpriifen wir nun noch die Lage der
Singuldrwerte o; im Hinblick auf die Gréfle des Gaps. Diese sind in der nachfolgenden Ta-
belle (Abbildung 5.11) zusammengefasst. In einem ersten Experiment konnten wir somit
keine signifikanten Unterschiede der Lage der Singuldrwerte in Abhéngigkeit der Nihe von
Kurven I' zu Unstetigkeitsstellen nachweisen. In der Tat unterscheiden sich die kiinstlichen
Singuldirwerte in simtlichen Beispielen um eine GréSenordnung von mindestens 10? von
den gesuchten Werten.

Wie bereits erwihnt, wollen wir nun noch die Konvergenzgeschwindigkeiten aus Abbildung
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

I' Iy I's Iy
Next || Gap ‘ o1/09 Gap ‘ o1/09 Gap ‘ o1/09 Gap ‘ o1/09
1 455.53 | 10%/1072| 429.23 | 10%/10° | 420.09 | 10?/10" | 447.57 | 10%/10!
2 375.48 | 102/1071| 369.21 | 10%/10° | 437.54 | 102/10° | 479.87 | 102/10°
3 463.89 | 10%2/1072| 461.85 | 102/10° | 316.67 | 10%/10~1| 463.61 | 10%/10°
4 334.26 | 102/1072| 327.59 | 10%/10° | 356.78 | 102/10~!| 350.80 | 102/10°
5 404.80 | 10%/107%| 350.30 | 102/10~1| 426.23 | 102/10~'| 450.89 | 10%/10~!

Abbildung 5.11: Lage der Singuldrwerte fir Simulationen aus Abbildung 5.10

5.8 besser verstehen. Dazu erinnern wir abermals daran, dass die Matrizen Ag und A; der
Integralmethode, wie in (5.27) beschrieben, im Wesentlichen aus den Losungen verschie-
dener Streuproblemen bestehen. Wir versuchen im Folgenden die Konvergenzgeschwindig-
keiten aus Abbildung 5.8 zu plausibilisieren, indem wir die resultierenden Streuprobleme
hinsichtlich der Konvergenz analysieren. Dazu wollen wir die in Abschnitt 4.2.3 bereits
présentierten Funktionen und Resultate (wieder-)verwenden und skalieren die Geometrie
Qint, bzw. Q auf eine Breite von 1. Dies hat, wie wir bereits gesehen haben, zur Folge,
dass sich die Eigenwerte von —Ar sowie in weiterer Konsequenz ebenfalls die gesuchten
Eigenwerte um den Faktor 72 #indern. Zusammenfassend resultiert dies in der Analyse des
folgenden Problems:

—Au—wu =0, in Qi
u=ugp, aufl'p:={0}x(0,1)
9 (5.29)
—u=0, auf Ty =00\ (FpU{1}x(0,1)).
877 ~—_———

=T,

Auf Grund der skalierten Geometrie werden wir Frequenzen w in der Nihe von Apef - 72 ~
46 — 27 untersuchen. Dies entspricht ndmlich in etwa den Frequenzen, die man bei Anwen-
dung der Integralmethode zur Berechnung des durch 7% skalierten Eigenwertes (5.28) auf
dem entsprechenden Gebiet €, verwenden miisste. Uberdies setzen wir fiir die Analyse
als Dirichlet Daten ug = Z?:l cos(lr-) voraus. Fiir die Approximation des DtN Operators
verwenden wir die gleichen Parameter Neyy und Ly, mit dem einzigen Unterschied, dass
wir die Gewichtsfunktion w,, an die Geometrie wie folgt anpassen miissen:

n*r? < |R(w)|

n?r? > |R(w)|. (5:30)

17

“n {‘ exp (ivw — w2n? - (3/8))],
Um die Konvergenzgeschwindigkeit schliefilich zu analysieren, verwenden wir als Refe-
renzlosung, wie in Abschnitt 4.2.3 erliutert, die Losung auf einem Gebiet © D Qine mit
Polynomordnung p = 6 und einer feinen mesh size (h = 0.01). In Abbildung 5.12 fas-
sen wir die numerischen Ergebnisse fiir w := 46 — 2i zusammen. Tatsdchlich konnten wir
analog zu Abbildung 5.8 keine Unterschiede der Konvergenzgeschwindigkeit des L? Feh-
lers der Losung des Streuproblems in Bezug auf die Polynomordnung des Spline Raumes
erkennen. Ausgehend von diesen Ergebnissen wirken die Geschwindigkeiten der approxi-
mierten Eigenwerten in Abbildung 5.8 ebenfalls wenig iiberraschend, da ja die Matrizen
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme
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Abbildung 5.12: Links: L?*(Qn) Fehler des Streuproblems (5.29) mit w = 46 — 2i in
Abhdngigkeit der mesh size h, Rechts: Visualisierung der Referenzlosung (R(up))

der Integralmethode gerade aus jenen Losungen bestehen (die Dirichlet Daten ug werden
durch zuféllige Inhomogenitéten, also den Spalten von 1% ersetzt). Dies ist zwar in keinem
Fall der Beweis, dass durch Setzen von anderen Modellparametern keine besseren Konver-
genzgeschwindigkeiten erreicht werden kénnen, jedoch hilft das vorausgehende Experiment,
um die zumindest auf den ersten Blick iiberraschenden Konvergenzgeschwindigkeiten aus
Abbildung 5.8 besser zu verstehen.

Ausgehend von den bisherigen Experimenten kénnen wir bereits erste Schliisse der Inte-
gralmethode in Kombination mit der Learned Infinite Elemente Methode ziehen. Zunéchst
konnten wir feststellen, dass die Approximationen gegen den zuvor mit der PmL Metho-
de ermittelten Eigenwert konvergieren. Die Geschwindigkeit der Konvergenz héangt dabei
mit der Konvergenz der resultierenden Streuproblemen zusammen, wie das vorausgehen-
de Experiment ebenfalls bestétigt hat. Der entscheidende Vorteil der Integralmethode ist
natiirlich, dass die Lage eines moglichen Kanditaten zuverlissig iiberpriift bzw. bestétigt
werden kann. Wir mochten nun die bisherigen Experimente anhand eines weiteren Beispiels
vertiefen, genauer versuchen wir einen weiteren Eigenwert aus Abbildung 5.7 mittels Inte-
gralmethode zu ,,verifizieren“. Wir wahlen dafiir als Referenzlosung den in Abbildung 5.7
griin markierten Eigenwert, ndmlich

Aref = 2.148748562041369 — 1.4439256831685878s. (5.31)

Abermals wurde dieser Referenzwert durch das PmL Verfahren auf einem ,feinen mesh*
mit mesh size h = 0.05 und hoher Polynomordnung (p = 8) berechnet. Das Ziel wird
zundchst wieder sein, die Lage des Kanditatens mit der Integralmethode zu bestéitigen.
Dabei verwenden wir &hnlich wie zuvor die folgende Konfiguration der Input Parameter:

e Quadraturpunkte N =16, t; := j/N fir j =0,---N —1
e Anzahl duflerer Freiheitsgrade Ngyt = 5 fiir DtN Operator

e Anzahl zu beriicksichtigter DtN Nummern L, = 8 fiir das Optimierungsproblem
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

e Anzahl der Spalten .J = 3 von V € C™*/
e Integrationsweg I'(t) := (2.5 — 1.54) + 0.5 exp(2mit)
e Gewichtsfunktion fiir x; := I'(¢;):

Wijn = 5 S IR
> [R(x;)].

|exp (iv/kj — n? - (m — 5/8m))], n

Wir wiederholen nun die zuvor préasentierten Experimente am Beispiel des Referenzwertes
aus (5.31) und beginnen mit der Analyse des Fehlers in Abhéngigkeit der Freiheitsgraden
bzw. mesh size h fiir verschiedene Polynomordnungen p. Die in Abbildung 5.13 zusam-

1 -1
1 -2 .a

L3

103 104
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Abbildung 5.13: Links: Fehler |\~ A" | gemessen an dem Referenzwert aus (5.51), Rechts:
Integrationsweg I fiir die Kontur-Integralmethode

mengefassten Ergebnisse zeigen ein sehr dhnliches Verhalten des Fehlers wie zuvor. Ins-
besondere konnten wir erneut nachweisen, dass die Geschwindigkeit der Konvergenz des
Fehlers nicht von der Ordnung des Spline Raumes abzuhéngen scheint. Um den Grund fiir
die Geschwindigkeiten zu erlédutern, wollen wir auch diesmal die Losungen der resultieren-
den Streuprobleme (5.29) untersuchen. Erneut gehen wir zu einer auf Breite 1 skalierten
Geometrie iiber, womit wir Frequenzen w in der Nihe von A - 72 untersuchen werden.
Wir vervollsténdigen die Konfiguration mit derselben Gewichtsfunktion wie in (5.30), sowie
Dirichlet Daten ug := 212:1 cos(lm-) und einer zu untersuchenden Frequenz w := 21 — 15j.
Analog zu den bisher vorgestellten Experimenten erhalten wir eine Referenzlosung durch
Losen des Streuproblems auf einem grofleren Gebiet Q O Qi mit kleiner mesh-size h = 0.01
und hoher Polynomordnung (p = 6). Die Resultate der Simulationen befinden sich in Ab-
bildung 5.14 und zeigen wie schon in der Berechnung der Eigenwerte keine signifikanten
Unterschiede der Konvergenz des L? Fehlers der Losung in Bezug auf die Polynomord-
nung p. Mit dieser Kenntnis wirken nun ebenfalls die Resultate aus Abbildung 5.13 wenig
erstaunlich.
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Abbildung 5.14: Links: L*(Qin) Fehler des Streuproblems (5.29) mit w = 21 — 15i in
Abhdngigkeit der mesh size h, Rechts: Visualisierung der Referenzlosung (R(up))

Wir kehren nun zuriick zur Analyse der Integralmethode und betrachten den Gap zwischen
den Singuldrwerten o1 und og. Wir konnten erneut beobachten, dass sich auch bei diesem
Beispiel die kiinstlichen Singulérwerte leicht aussortieren lassen, wie in der nachfolgenden
Tabelle ersichtlich ist:

mesh p=2 p=3 p=4

h Gap ‘ o1/09 Gap ‘ o1/02 Gap ‘ o1/02
0.5 43.13 101/10~% | 82.72 10'/10~* | 83.58 10'/1073
0.3 109.70 10%2/107% | 117.40 10%2/1073 | 219.50 10%2/10~*
0.2 183.766 | 102/10~* | 137.58 10%2/1073 | 253.63 10%2/1073
0.1 908.66 102/10% | 1193.58 | 103/1073 | 751.45 10%/1073
0.05 | 3208.01 | 103/10~*| 2958.17 | 103/10~* | 2046.01 | 103/1073

Abbildung 5.15: Lage der Singuldrwerte fir Simulationen aus Abbildung 5.13

Auffallend in Tabelle 5.15 ist iiberdies, dass sich die kiinstlichen Singulérwerte sogar noch
starker unterscheiden bzw. bei Null hdufen als es im vorherigen Beispiel in Tabelle 5.9 er-
sichtlich war. Wir versuchen als néichstes wieder die Parameter bzw. Kurven so zu verdndern,
dass Probleme auftreten konnten. Dazu verwenden wir unterschiedliche Konturen I';, die
unterschiedlich nahe eines Branch-Cuts liegen. Des Weiteren testen wir den Algorithmus mit
einem Integrationsweg I's, der iiber eine Unstetigkeitsstelle im Definitionsbereich A verlauft,
was laut der in Kapitel 5.1 vorgestellten Theorie ausgeschlossen war. In den nachfolgenden
Experimenten verwenden wir iiberdies die gleiche Konfiguration wie zuvor, ergdnzen diese
lediglich mit einer fixen mesh-size h = 0.1 und Polynomordnung p = 3. Die Resultate sind
in Abbildung 5.16 zusammengefasst.

Wie aus der Theorie zu erwarten war, liefert die in Abbildung 5.16 rot markierte Kurve I'y
keine (zufriedenstellende) Konvergenz des Fehlers. Wir erkennen also, dass die Holomorphie
(insbesondere Stetigkeit) des Operators A — A(A) unabdingbar ist. Was die Konvergenz
beziiglich der anderen Szenarien anbelangt, so erkennen wir wie schon zuvor, dass allein die
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme
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Number of Exterior DOFs (Neyt)

Abbildung 5.16: Links: Fehler |\~ A")| gemessen an dem Referenzwert aus (5.31), Rechts:
Integrationswege I'; fiir Integralmethode

N#he einer Kurve T'; zu Unstetigkeitsstellen im Definitionsbereich des Operators A keine
unmittelbaren Auswirkungen auf die Konvergenzgeschwindigkeit der Eigenwerte zu haben
scheint. Uberdies wird die ,,maximale Konvergenz* erneut bei einer geringer Anzahl an
externen Freiheitsgraden Ngy erreicht. Wir fithren zuletzt noch die Lage der Singulédrwerte
o; in der nachfolgenden Tabelle an: Bei Betrachten von Tabelle 5.17 wird nun ersichtlich,

Iy I'y I3 Iy

Next Gap ‘ 01/0'2 Gap ‘ 0'1/0'2 Gap ‘ 0'1/0'2 Gap ‘ 0'1/0'2
121.94 | 10%/10' | 796.99 | 102/10' | 7864.27 | 103/10% | 3502.54 | 103/10?
899.21 | 10%2/107t| 579.42 | 102/10' | 605.84 | 102/10° | 852.30 | 102/10!
652.09 | 102/1071] 229.56 | 102/10' | 656.96 | 102/10° | 679.34 | 102/10!
852.72 | 102/107%] 690.09 | 102/10' | 739.24 | 102/1071| 786.94 | 10?/10!
609.76 | 102/107°| 541.01 | 10%/10' | 685.52 | 10%/1071| 919.23 | 102/10*

Ui W N+~

Abbildung 5.17: Lage der Singuldrwerte fiir Simulationen aus Abbildung 5.16

dass der Gap fiir I'y (hinsichtlich Gréfilenordnung!) und Neyy > 3 am deutlichsten war.
Erstaunlicherweise konnten auch die zu I's gehorigen Singuldrwertzerlegungen durchgefiihrt
werden. Zwar ndherten sich die kiinstlichen Singuldrwerten nicht so stark bei 0 wie bei den
anderen Kurven, jedoch konnte trotzdem eine Aussortierung nach Anpassen der Toleranz
7 durchgefiithrt werden.

5.3.3 Mehrere Eigenwerte innerhalb einer Kontur

Bislang wurden die Kurven I' immer so gewihlt, dass nur ein einzelner Eigenwert A in
deren Inneren lag. Der Vorteil der Integralmethode besteht jedoch unter anderem darin,
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

alle Eigenwerte innerhalb einer gegebenen Kontur berechnen zu kénnen. Sei L die Summe
aller geometrischen Vielfachheiten solcher Eigenwerte, dann resultiert die Integralmethode
in einem (klassischen) Eigenwertproblem der Matrix B € CY*F wie in (5.9) beschrieben
wurde. Dies bedeutete in den bisherigen Experimenten, dass B als Konstante bereits den
gesuchten Eigenwert beinhaltete. Somit war in jenem Fall keine klassische Eigenwertbe-
rechnung mehr notig. Dies éndert sich, sobald mehrere Eigenwerte innerhalb einer Kurve
liegen.

In diesem Abschnitt wollen wir verschiedene Szenarien testen, bei denen mehrere Eigen-
werte innerhalb einer Kurve liegen. Als Referenzwerte eignen sich dafiir die in schwarz
gekennzeichneten Kandidaten aus Abbilung 5.7. Die nachfolgenden Experimente verwen-
den die folgende Konfiguration:

e Quadraturpunkte N =32, t; := j/N fir j =0,--- N — 1
Aufere Freiheitsgrade Neg = 4 fiir DtN Operator

Anzahl zu beriicksichtigter DtN Nummern L., = 10 fiir das Optimierungsproblem

Anzahl der Spalten J = 4 von V € C"™*/

Integrationsweg I'(t) := (11.5 — 1i) + 2 exp(2mit)

Gewichtsfunktion fiir x; := I'(¢;):

o :{1’ Ve < [R(s,)|
" |exp (iy/kj —n? - (7 —5/8m))|, n? > |R(k;)|

Die Kurve I' ist diesmal so gewihlt, dass drei (mogliche) Eigenwerte in deren Inneren liegen,
siche auch Abbildung 5.18. Dies hat nun ebenfalls zur Folge, dass J > 3 gelten muss.

31z}

103 10%
Degrees of Freedom

Abbildung 5.18: Links: Integrationsweg I' fiir Integralmethode, Rechts: Fehler |A\; — )\gh) \

Ebenfalls ist eine Erhohung der Anzahl der Quadraturpunkte N notig, um das Integral
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

iiber die Kontur ausreichend gut approximieren zu kénnen. Um weitere Missverstdndnisse
zu vermeiden, bemerken wir an dieser Stelle, dass die Referenzwerte A1, Ao und A3 abermals
mittels PmL. Methode berechnet wurden. Die genauen Werte befinden sich in Abbildung 5.7,
weshalb wir diese nicht erneut anfiithren.

Zu erwarten ist nach den bisherigen Erkenntnissen, dass alle drei Eigenwerte gegen die da-
zugehorigen Referenzwerte konvergieren. Allerdings sind geringe Unterschiede in der Kon-
vergenz zwischen den einzelnen Eigenwerten méglich, da bei der Berechnung der Eigenwerte
der Matrix B ebenfalls nicht alle Eigenwerte gleich gut approximiert werden kénnen. In
den Abbildungen 5.18 und 5.19 befinden sich die numerischen Ergebnisse, welchen den
Fehler der Approximationen der Eigenwerte in Bezug auf die Anzahl der Freiheitsgraden
veranschaulichen. Die Resultate konnen analog zu denen aus dem vorangehenden Kapitel
interpretiert werden, zeigen demnach keine signifikanten Unterschiede in Bezug auf die Poly-
nomordnung. Die Konvergenzraten zwischen den einzelnen Eigenwerten unterscheiden sich

103 104 103 104
Degrees of Freedom Degrees of Freedom

Abbildung 5.19: Links: Fehler | Ay — AY”|, Rechts: Fehler |3 — A"

ebenfalls nur minimal. Im Detail wird der betragsméflig kleinste Eigenwert A\; am besten
approximiert (GréBenordnung 10~4), wohingegen die Approximation an den betragsmifig
groBten Eigenwert A3 einen Fehler von O(1073) aufweist. Diese Unterschiede kénnen unter
anderem, wie schon erklért, auf die eigentliche Eigenwertberechnung der Matrix B aus (5.9)
mittels des in Python zur Verfiigung stehenden Pakets np.linal.eig zuriickgefiihrt wer-
den. Es bleibt noch die Frage offen, wie sich die Lage der Singulédrwerte o; bei mehrfachen
Eigenwerten innerhalb einer Kurve verhilt. Dies wird in Abbildung 5.20 sichtbar gemacht.

Wie man unmittelbar sieht, war auch bei diesem Experiment mit mehreren Eigenwerten
innerhalb einer Kontur der Rang-Test problemlos durchfithrbar bzw. die kiinstlichen Sin-
guldrwerte eindeutig aussortierbar. Zur Erinnerung, ein erfolgreicher Rang-Test bestand
darin, fiir eine gegebene Tolerenz 7 ein k € N zu finden, sodass

01> .. 20 >T >0~ ..oy~ 0 (5.32)

gilt. Bei genauerem Betrachten ist hier ebenfalls eine Korrelation zwischen der mesh-size h
und der Grofle des Gaps zu erkennen: Je feiner das mesh, desto deutlicher ist die Trennung
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

mesh p=2 p=3

h o1 ‘ 09 ‘ o3 ‘ 04 o1 ‘ 092 ‘ o3 ‘ 04

0.5 O(10%) | 0(10%) | O(10%) | O(107°) | O(10%) | O(10%) | O(10%) | O(107°)
0.3 O(10%) | O(10Y) | ©(10Y) | ©(107%) | ©(102) | O(10%) | O(102) | O(1075)
0.2 0O(10%) | O(10Y) | Oo(10Y) | O(107%) | O(10%) | O(10%) | O(10Y) | O(1079)
0.1 0(10%) | 0(10%) | O(10Y) | O(107°) | O(10%) | O(10%) | O(10%) | O(1077)
0.05 | O10%) | 0(10%) | O(10%) | O(107%) | O(10%) | O(10%) | O(10%) | O(10~%)

Abbildung 5.20: Lage der Singuldrwerte fir Simulationen aus Abbildung 5.18 und 5.19

zwischen den kiinstlichen und den echten Singulérwerten.

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einem weiteren Beispiel. Da wir bereits die Kanditaten
aus Abbildung 5.7 erfolgreich validiert haben, verwenden wir abermals das PmL Verfahren,
um weitere Kanditaten zu erhalten. Wir befinden uns also in der Ausgangssituation von
Abbildung 5.21. Analog zu den bisherigen Experimenten legen wir nun eine Kontur um die

Result of PML method

0-
xx*g® R0 xxx% x
-2 % X x ® X x X
ik X
—4 x
X X
—6 X X X
X X
N -8- x x
UK X X
_10-
X X
'e
124 x A=(25.69563486218071-0.09638375352559292])
% A=(25.976877882721485-2.0805075051524455])
141 L A=(31.970495808177855-0.6721394722423193])
_164 x A=(32.97384322111518-0.5851391488403479))
20 25 30 35 40

R(z2)
Abbildung 5.21: Ergebnisse der Eigenwertberechnung mittels PmL Methode
farbig markierten Kandidaten (vergleiche auch mit Abbildung 5.22). Aufgrund der Lage
der Eigenwerte sind wir aulerdem gezwungen eine Kurve zu wiéhlen, die nahe an einem
Branch-Cut liegt. Wie wir aus den bisherigen Experimenten bereits wissen, hat dies jedoch

ad-hoc keinen signifikanten Einfluss auf die Konvergenz. Fiir die weiteren Experimente
wurde die nachfolgende Konfiguration verwendet:

e Quadraturpunkte N =40, t; := j/N fir j=0,---N -1
e AuBere Freiheitsgrade Neyt = 7 fiir DtN Operator
e Anzahl zu beriicksichtigter DtN Nummern Ly, = 12 fiir Optimierungsproblem
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Abbildung 5.22: Integrationsweg U fiir die Berechnung der Figenwerte aus Abb. 5.21

e Anzahl der Spalten J = 6 von V e C™*/
e Integrationsweg I'(t) := 29.6 4 4.5 exp(27it)
e Gewichtsfunktion fir x; :=I'(¢;):

Wijn = {1’ n? < ‘%(’{J”

‘exp (i\/m-(w—5/8ﬂ'))|, n? > ’§R(I€])|

Bevor wir die Resultate prisentieren, diskutieren wir noch die Wahl der Parameter etwas
genauer. Zunichst wurde die Anzahl der Quadraturpunkte im Vergleich zu den bisherigen
Simulationen wieder erhoht, was durch die groflere Lange der Kontur I' gerechtfertigt wer-
den kann. Die Anzahl der zu erwartenden geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerten
innerhalb der Kurve L = 4 erfordert zumindest J > 4. Fiir die nachfolgenden Untersuchun-
gen, auch in Hinblick der Analyse der Lage der Singuldrwerte, macht jedoch natiirlich ein
grofferer Wert Sinn. An dieser Stelle sei jedoch ebenso bemerkt, dass eine groflere Anzahl
der Spalten J von V auch mit zusitzlichem Aufwand verbunden ist. Die nachfolgenden

—— p= 1 —— p= 1
1071, -e-- p=3 10714 - p=3
10—24
10—2<
1073, *
—— N - 1073 T
—4 | \\ \\‘\\\
10 . e
103 104 103 104
Degrees of Freedom Degrees of Freedom

Abbildung 5.23: Links: Fehler |\ — A"|, Rechts: Fehler |y — AY”)|
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Abbildungen beinhalten den Fehler in Abhéngigkeit der Freiheitsgraden, wobei erneut die
Fehler beziiglich der durch das PmL Verfahren generierten Referenzwerte (mit A = 0.05
und Polynomordnung p = 8) gemessen werden. Ahnlich wie schon zuvor beobachten wir
Unterschiede der Fehler zwischen den einzelnen Eigenwerten. Wihrend fiir p = 1 der Feh-
ler in Abhé#ngigkeit der Freiheitsgrade zunehmend abnimmt, scheint dies fiir p = 3 nicht
unbedingt der Fall zu sein. Dies kann zum einen an der Wahl der Parameter fiir die Appro-
ximation des DtN Operators liegen, zum anderen auch direkt an dem Fehler der Eigenwert-
berechnung der Matrix B € C***. Wir werfen nun noch einen Blick auf die resultierenden

—— p=1 —s— p=1
10-1 -- p=3 10714 -+-- p=3
, 10—2<
1074+
‘\‘~~
1073 e
1073 . g \\\
Tl - e e
Te-T 3
103 104 103 104

Degrees of Freedom Degrees of Freedom

Abbildung 5.24: Links: Fehler |As — Y|, Rechts: Fehler |As — A"

Singuldrwerte. Wie gewohnt, sind die diese in absteigender Reihenfolge sortiert, womit wir
in der Tabelle 5.25 nur den gréfiten Singuldrwert o1, den Gap zwischen o4 und o5 sowie
o¢ darstellen werden. Die Groflenordnungen der Singuldrwerte ermoglichen auch in diesem

mesh p=1 p=3

h o1 ‘ o4 ‘ o5 ‘ o6 o1 ‘ o4 ‘ o5 ‘ o6

0.25 | O(10%) | O(10%) | O(1) 0(107°) | 0(10%) | o(10Y) | 01071 O(107?)
0.125 || O(10%) | O(10Y) | O(1) 0(1072) | 0(10%) | O(10Y) | O(10~Y)| O(1071)
0.0625 | O(10%) | O(10%) | O(10') | O(1073) | O(10%) | O(10%) | O(1) O(1071)
0.05 | O(10%) | 0(10%) | O(10Y) | O(1073) | O(10%) | O(10%) | O(1) 0101

Abbildung 5.25: Lage der Singuldrwerte fiir Simulationen aus Abbildung 5.23 bzw. 5.2

Beispiel eine deutliche Trennung der kiinstlichen Werte, insbesondere liegen all diese in
einer Grofienordnung von maximal 10. AbschlieBend versuchen wir die in Abbildung 5.23
und 5.24 dargestellten Konvergenzen zu verbessern, indem wir zusétzliche Konturen I'y
und I's einfithren, die ndher an den gesuchten Eigenwerten liegen. Diese Vorgehensweise
kann auch bei einer unbekannten Lage von Eigenwerten verwendet werden: man versucht
mit einer groflen Kurve zu starten und die aus jener Simulation stammenden Eigenwerte
durch gezieltes Setzen einer kleineren Kontur sukzessive zu bestétigen. In unserem Fall also
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

26 27 28 29 30 31 32 33 :
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103 10
Degrees of Freedom

Abbildung 5.26: Links: Fehler |A\1 — )\gh)\, Rechts: Integrationswege I'y und 'y fiir die Inte-
gralmethode, Modellparameter: N = 16, J = 3, Negt = 5, Lz = 10

fithren wir die folgenden Kurven ein:
Iy :=25.74+0.5exp(2wi-), Tg:=32.5+ 1.5exp(2mi-).

Diese Wahl wird in Abbildung 5.26 visualisiert. Natiirlich kénnen wir auf Grund der klei-
neren Konturen die Anzahl der Quadraturpunkte reduzieren, gleichzeitig erh6hen wir auch
die Polynomordnung p. Die restlichen Modellparameter bleiben nahezu unveréandert. Wie
in Abbildung 5.26 und 5.27 unmittelbar zu beobachten ist, resultiert diese Wahl in einem
kleineren Fehler als in den vorausgehenden Experimenten.

103 104 103 104
Degrees of Freedom Degrees of Freedom

Abbildung 5.27: Links: Fehler |A3 — )\gh)\, Rechts: Fehler |\y — )\flh)|, Modellparameter:
N =24,J =4,Nezt =5, Lye, = 10
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

5.3.4 Weitere Experimente

In den bisher préisentierten Experimenten konnten wir zwar die Konvergenz der approxi-
mierten Eigenwerte nachweisen, jedoch schien die Geschwindigkeit dieser nur bedingt von
der Polynomordnung der verwendeten Spline Réume SP(7) abzuhéngen. Der Grund dafiir
scheint an der speziellen Gestalt der gewihlten Geometrie Qi zu liegen, da selbst der L?
Fehler von Streuproblemen das gleiche Verhalten aufweist. In Kapitel 4.2.3 haben wir (zwar

(::) Qext

Qint

Abbildung 5.28: Unbeschrinktes Gebiet zur Berechnung von Eigenwerten

nur fiir reelle Frequenzen w) in den dort definierten Geometrien fiir Streuprobleme in der Tat
unterschiedliche Konvergenzgeschwindigkeiten beziiglich der Polynomordnung nachweisen
konnen. Dies ldsst nun ebenfalls ein dhnliches Verhalten fiir die Berechnung der Eigenwerte
mittels der Integralmethode erhoffen. Tatséchlich konnten wir mit einer &hnlichen Geo-
metrie, wie in (4.35) verwendet, in einem weiteren Experiment teilweise unterschiedliche
Geschwindigkeiten nachweisen. Wie in Abbildung 5.28 ersichtlich ist, wurde fiir die nach-

T T

folgenden Experimente der Streukorper aus Abschnitt 5.3.1 durch K := B% (5, 5) ersetzt.

\.| [§0.030
0.024
0.018
0.012
0.006
0.000
—0.006
-0.012
-0.018
-0.024

10—34

10—54

1077
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Abbildung 5.29: Links: Fehler |Apep — )\(h)| in Abhdngigkeit der Freiheitsgrade, Rechts: Vi-
sualisierung der dazugehorigen Eigenfunktion up, Apes~ 4.5 — 0.257

Bemerkung 5.5. Da wir in diesem Abschnitt die Geometrie nicht nur um einen Faktor
skalierten, verdndert sich natiirlich ad-hoc auch die Lage der zu ermittelnden Eigenwerte.
Tatséchlich haben wir durch erneute Verwendung der PmL Methode eine sehr &hnliche
Ausgangslage wie jener in Abbildung 5.7 vorfinden kénnen. Dies héngt im Wesentlichen
damit zusammen, dass die Eigenwerte stetig von der Konfiguration des zu untersuchenden
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5 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Modells abhingen. Insbesondere kann man also annehmen, dass eine , kleine* Anderung der
Geometrie in einer , kleinen Anderung* der Lage der Eigenwerte resultiert. Diese Annahmen
werden in den folgenden Experimenten ebenfalls bestétigt.

Somit ist klar, in welchen Bereichen wir nach méglichen Eigenwerten suchen miissen, wenn
wir die in Kapitel 5.3.2 ermittelten Werte als Ausgangspunkt nehmen. Wir préasentieren an
dieser Stelle nur die Resultate, da wir die Konfiguration der Modell-Parameter in diesem
Abschnitt nur leicht verdndert haben im Vergleich zu den Beispielen aus Kapitel 5.3.2. Der
Referenzwert wurde diesmal im Vergleich zu den bisherigen Abschnitten ebenfalls mit der
Integralmethode mit Polynomorndung p = 6 berechnet. Wie in Abbildungen 5.29 sowie 5.30
ersichtlich wird, kénnen wir nun erstmals signifikante Unterschiede in der Geschwindigkeit
der Konvergenz erkennen. Dies héingt nun ebenfalls mit den in Kapitel 4.2.3 vorgestellten
Resultaten hinsichtlich der Konvergenz von Lésungen von Streuproblemen zusammen und
bestétigt unsere zuvor genannte Vermutung.

3.0 0.036

2.5 0.024

2.01 0.012

1.51 0.000

1.01 -0.012

051 -0.024
103 104 —0.036

Degrees of Freedom 0-00

Abbildung 5.30: Links: Fehler |Apep — )\(h)| in Abhdngigkeit der Freiheitsgrade, Rechts: Vi-
sualisierung der dazugehdrigen Eigenfunktion up, Apep~ 1.98 — 1.845

Zusammenfassend konnten wir also mit Hilfe der Integralmethode in Kombination mit der
Learned Infinite Elemente Diskretisierung sédmtliche durch die PmL Methode generierten
Kanditaten bestétigen. Der Gebrauch der PmL Methode diente dabei lediglich zur Kontrolle
der ermittelnden Werte und spielte klarerweise in der eigentlichen Berechnung keine Rolle.

Was die Approximation des DtN Operators anbelangt, konnten wir in fast allen Bereichen
feststellen, dass erstaunlicherweise bereits eine geringe Anzahl Ney: an externen Freiheits-
graden zu brauchbaren Konvergenzen der Eigenwerte fithrte. Besonders wichtig bei der
Berechnung der Eigenwerte ist natiirlich eine sinnvolle Wahl der Parameter Ly sowie
einer entsprechenden Gewichtsfunktion w,, kurz gesagt also die Wahl der Learned Infi-
nite Elemente Methode relevanten Parameter. Um diese geeignet zu wéhlen, muss man
beriicksichtigen, dass die Matrizen Aj sowie Ap, wie in (5.3) beschrieben, genau aus den
Losungen bestimmter Streuprobleme, siehe auch (5.26), mit zufélliger rechter Seite beste-
hen. Somit ist es naheliegend, dass man zuerst jene Losungen untersuchen und verstehen
muss. Dies entspricht genau jener Vorgehensweise, die wir in dieser Arbeit présentiert ha-
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ben. Abschlieend wollen wir noch zur Veranschaulichung ein paar Eigenfunktionen zu den
bereits berechneten Eigenwerten aus den Abschnitten 5.3.2 und 5.3.3 visualisieren.
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