Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfigbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M You

UNIVERSITAT
WIEN

s AlC[1N

Mathematische Modellierung und optimale Abstltzung eines

GroBraummanipulators

DIPLOMARBEIT

Ausgefiihrt zum Zwecke der Erlangung des akademischen Grades eines

Diplom-Ingenieurs (Dipl.-Ing.)

unter der Leitung von

Associate Prof. Dr.-Ing. W. Kemmetmdiller
Dipl.-Ing. M. Meiringer

eingereicht an der

Technischen Universitat Wien

Fakultat fur Elektrotechnik und Informationstechnik
Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik

von
Valentin Platzgummer
Matrikelnummer 1328008

Wien, im Mai 2020

Gruppe fiir komplexe dynamische Systeme
A-1040 Wien, GuBhausstr. 27-29, Internet: https://www.acin.tuwien.ac.at




Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfigbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Vorwort

Als ich mich am Anfang meines Studiums fiir ein Ferialpraktikum bewarb, stand in
meinem Motivationsschreiben der Satz: Mein Studium ist fiir mich wie eine aufregende
Entdeckungsreise, auf der man stdndig Neues lernt. Diese Einstellung hat mich fiir den
Rest meines Studiums begleitet. Es hat mir vielen Spafl bereitet verschiedene Facetten der
Elektrotechnik kennenzulernen. Ich bin sehr dankbar, dass ich diese Gelegenheit hatte.

Diese Diplomarbeit markiert die letzte Etappe dieser Reise. Mit ihrer Vollendung beginnt
ein neuer Abschnitt in meinem Leben. Meinen Entdeckergeist will ich auch weiterhin
behalten.

Wien, im Mai 2020



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Abstract

This work addresses the optimal support of a truck-mounted concrete pump, which is a
vehicle that has a foldable boom and is used to deliver concrete at a construction site.
The truck-mounted concrete pump is supplied with concrete by a concrete mixer truck.
In order to guarantee stability of the machine during the pumping process, the vehicle
is lifted by four supports. The state of the art is to control the leveling process of the
concrete pump manually and is done by an operator. The aim of this work is to develop a
concept for an automated leveling. The main focus is on time efficiency and improving
the stability.

In order to accomplish this task, a computationally efficient elastic model of the truck-
mounted concrete pump is developed, which is able to reflect the real leveling process
with sufficient accuracy. Various leveling methods are then analyzed using this model.

The model analysis shows that maximum stability can be achieved by balancing the
outrigger reaction forces. Based on this result, a control concept is designed to carry
out the leveling process and balance the reaction forces. The automation of this process
saves a lot of time compared to manual leveling. The results of the work show that a
manual leveling of the vehicle does not necessarily lead to optimal stability. The control
concept presented in this work, allows to control the outrigger reaction forces in addition
to the z-position and the orientation of the vehicle. Simulation results prove that with this
control strategy a fast and optimal automatic leveling of the concrete pump is achieved.
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Kurzzusammenfassung

In dieser Arbeit wird die optimale Abstiitzung einer Autobetonpumpe betrachtet. Es
handelt sich um ein Fahrzeug, welches einen faltbaren Mast besitzt und zur Lieferung von
Beton an eine Baustelle benutzt wird. Die Autobetonpumpe wird von einem Fahrmischer
mit Beton versorgt. Um die Standsicherheit der Maschine wéhrend des Pumpvorgangs
zu garantieren, wird das Fahrzeug mit vier Stiitzen hochgehoben und ausgerichtet. Der
Stand der Technik ist, dass ein Bediener diesen Abstiitzvorgang manuell vornimmt.
Ziel dieser Arbeit ist es ein Konzept zur automatisierten Abstiitzung zu erarbeiten. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Zeiteffizienz und der Verbesserung der Standfestigkeit.

Um diese Aufgabe zu bewidltigen, wird als Erstes ein recheneffizientes, elastisches
Modell der Autobetonpumpe erarbeitet, welches in der Lage ist den Abstiitzvorgang
mit hinreichender Genauigkeit abzubilden. Anhand dieses Modells werden anschlieend
verschiedene Abstiitzmethoden analysiert.

Aus der Modellanalyse ergibt sich, dass die maximale Standfestigkeit durch Balancieren
der Stiitzkrafte erreicht werden kann. Mit dieser Erkenntnis wird ein Regelkreis entworfen,
der den Abstiitzvorgang durchfiithrt und dabei die Stiutzkrifte ausgleicht. Die Automa-
tisierung dieses Prozesses bringt im Vergleich zur manuellen Abstiitzung eine deutliche
Zeitersparnis. Die Ergebnisse der Arbeit zeigen weiterhin, dass ein manuelles, waagerechtes
Abstiitzen des Fahrzeugs nicht notwendigerweise zu optimaler Standfestigkeit fithrt. Der
eingesetzte Regelkreis, welcher neben der Hohe und der Orientierung des Fahrzeugs auch
die Stiitzkrifte regelt, erlaubt es nun auch die optimale Standfestigkeit zu erreichen.

111



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

1.1 Motivation der Arbeit . . . . . . . . .

1.2 Literaturstudie
1.3 Ziel der Arbeit

2.2.6 Stiutze 1
2.2.7 Achse 2

2 Mathematische Modellierung
2.1 Modellannahmen und Modellstruktur . . . .. ... ... ... ... ...
2.2 Herleitung der Systemgleichungen . . . . . . ... ... ..o
2.2.1  Starrkorper . . . . . ...
2.2.2  Euler-Bernoulli Balkenelement . . . . .. ... ... ... .....
2.2.3 Das Variationsprinzip . . . . . . . . . . ... ... ...
2.2.4 Benennung von wichtigen Elementen und Punkten des Fahrzeugs .
2.2.5 Modellierung des Bodenkontakts . . . . ... ... ... ... ...

2.2.8 Behandlung der Knoten im Fahrzeugchassis . . . . . . ... .. ..
2.2.9 Gelande . . . . . ..
2.210 Mast . . . . oL
2.3 Systemgleichungen . . . . . .. ... o
2.3.1 Jacobimatrizen . . . . .. .. ..
2.3.2 Generalisierte Verschiebungen . . . . . . . .. .. ... ...
2.4 Losung der Systemgleichungen . . . . . . . ... ... .. ...
2.4.1 Vom Systemzustand abgeleitete Gréflen . . . . . . . . ...
2.5 Simulationen . . . .. ... ..

3 Optimale Stiitzlange
3.1 Simulationen .
3.2 Schlussfolgerung

4 Regelungskonzept

4.1 Starrkoérpermodell . . . . . ...
4.2 Fehlerregelung . . . . . . . . ..
4.3 Vorsteuerung und Trajektoriengenerator . . . . . . . . .. .. ... .. ..
4.4 Rauschen und Signalkonditionierung . . . . . . .. .. .. .. ... ...

4.5 Blockschaltbild
4.6 Simulationen .
4.7  Schlussfolgerung

5 Zusammenfassung

v

W = e

— O o &~ D

18
20
23
24
25
25
26
28
32
36
37
37

41
43
593

54
o4
o7
62
63
63
64
81

82



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfigbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Inhaltsverzeichnis \%
A Euler-Bernoulli Steifigkeitsmatrix 83
B Simulationsparameter 89
B.1 Modell . . . . . oo 89
B.1.1 Steifigkeitsmatrizen . . . . . . ... oL oo 89

B.1.2 Rotationsmatrizen . . . . . . ... o000 89

B.1.3 Mafle der Maschine . . . . . . . ... ... 0oL 90
Vollabstiitzung . . . . . . . . .. ..o 91
Rechtsabstiitzung . . . . . . . .. ... o 91
Frontabstiittzung . . . . . .. .. . o o 92

B.2 Regelung . . . . . . e 92
B.2.1 Mafle des Starrkérpermodells . . . . . . .. ..o L. 92
Vollabstiitzung . . . . . . . . .. ..o 92
Rechtsabstiitzung . . . . . . . . ... oo 92
Frontabstiitzung . . . . . .. .. . o 93

B.2.2 Reglerparameter . . . . . .. ... o000 oo 93



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Abbildungsverzeichnis

1.1 Darstellung einer Autobetonpumpe. . . . . . .. .. .. .. .. .. ....

2.1 Uberfithrung des Fahrzeugs in ein Starrkérper-Balkenmodell. . . . . . . .
2.2 Ausrichtung des Balkenkoordinatensystems. . . . . . . ... ... ... ..
2.3 Positions- und Orientierungsvektoren der Starrkérper. . . . . . . . . . ..
2.4  Wichtige Punkte des Fahrzeugs. . . . . . . . .. ... ... ... ......
2.5 Elastische Elemente und zugehorige Steifigkeitsmatrizen. . . . . . . . . ..
2.6 Modellierung des Bodens: Beziehung zwischen Kraft und Verschiebung.
2.7 Skizze zur Berechnung der verallgemeinerten Balkenverschiebung.

2.8 Schematische Darstellung verschiedener Abstiitzkonfigurationen. . . . . .
2.9 Simulation der Vollabstiitzung. . . . . . . . .. ... .. ... ... .. ..
2.10 Torsion des Grundrahmens. . . . . . . . .. .. ... ... oL

3.1 Losung der Optimierungsaufgabe fiir die Vollabstiitzung bei hartem Boden.
3.2 Losung der Optimierungsaufgabe fiir die Vollabstiitzung bei weichem Boden.
3.3 Losung der Optimierungsaufgabe fiir die Rechtsabstiitzung bei hartem Boden.
3.4 Losung der Optimierungsaufgabe fiir die Frontabstiitzung bei hartem Boden.
3.5 Losung der Optimierungsaufgabe wihrend des Ausfahrvorgangs des Masts.
3.6 Auswirkung des schwingenden Masts auf die Stabilitat der Maschine. . . .

4.1 Schematische Darstellung des Starrkérpermodells. . . . . . . . .. .. . ..
4.2 Analyse von d; fiir die Rechtsabstiitzung. . . . . .. ... ... ... ...
4.3 Blockschaltbild des Regelkreises. . . . . . . .. .. ... ...
4.4 Verhalten des Regelkreises bei Vollabstiitzung und hartem Untergrund.
4.5 Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und hartem Untergrund.
4.6 Verhalten des Regelkreises bei Frontabstiitzung und hartem Untergrund. .
4.7 Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und weichem Untergrund.
4.8 Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung, weichem Untergrund und
ausgefahrenem Mast. . . . . . . . . ... L Lo
4.9 Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und weichem Untergrund,
mit 50 % des nominalen Prg-Werts. . .. ... .o oo
4.10 Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und weichem Untergrund,
mit 150 % des nominalen Py g-Werts. . . . .. ... ... ...
4.11 Verhalten des Regelkreises bei Gelande mit unterschiedlicher Nachgiebigkeit.
4.12 Verhalten des Regelkreises bei vysy =4.8cm/s. . . . . . .. ... ...
4.13 Verhalten des Regelkreises unter dem Einfluss von Messrauschen. . . . . .

VI



Tabellenverzeichnis

79

4.1 Geldnde und Auskragungsldngen zu Abbildung 4.13.

91

B.1 Mafle der Achsen, Federn und Reifen.

93

B.2 Reglerparameter. . . . . . .. .. L L L

“}ayolgig usipy NL Te uud ul sjgejrene si sisayl SIUl Jo UoisiaA [eulblio panoidde ayl
TegBnyuaA Yayloljgig usipn N1 Jap ue 1si agrewoldiq Jasalp uoisiaAjeulBlO aponipal susiqoidde aig

qny aSpajmoud| INoA

Slayronqie

VII



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

1 Einleitung

1.1 Motivation der Arbeit

Die vorliegende Arbeit behandelt die optimale Abstiitzung von Nutzfahrzeugen. Beispiel-
haft wird eine Autobetonpumpe betrachtet, siche Abbildung 1.1. Es handelt sich dabei
um ein drei-achsiges Fahrzeug mit einem Gesamtgewicht von etwa 25t. Zur Stabilisierung
wihrend des Arbeitsvorgangs (Betonforderung) besitzt es vier Stiitzen, die das Fahrzeug
so weit anheben, dass alle sechs Reifen den Bodenkontakt verlieren. Der Stand der Technik
ist die Stiitzen manuell auszufahren. Dabei strebt der Bediener eine gewisse Hohe und
Orientierung (Roll- und Nickwinkel) des Fahrzeugs an, welche mithilfe von Augenmaf
und Wasserwaagen tiberpriift wird. Nach Vorschrift muss der Bediener die Stiitzen, welche
bewegt werden, sehen konnen. Wéahrend eines Abstiitzvorgangs muss er deshalb mehr-
mals zwischen den zwei Bedienelementen, welche auf gegeniiberliegenden Fahrzeugseiten
montiert sind, wechseln. Zudem ist es nicht ungewohnlich, dass jede der Stiitzen einzeln
ausgefahren wird. Dies kann im Extremfall zu hoher Belastung einzelner Stiitzen fiihren,
was bei der Konstruktion der Maschine beriicksichtigt werden muss. Wiirden die Stiitzen
gleichméfig ausgefahren, liefflen sich solche Situationen vermeiden. Eine Fragestellung
dieser Arbeit ist deshalb, wie der Aufstellvorgang moglichst schonend und zeitsparend
automatisiert werden kann.

Es wurde beobachtet, dass bei gegebener Hohe, waagerecht (Roll- und Nickwinkel gleich
Null) abgestiitzte Maschinen nicht immer gleich stabil stehen. Bei Vorgabe des Tripels
Hohe, Roll- und Nickwinkel, lassen sich aus kinematischer Sicht die Zylinderpositionen
von drei der vier Stiitzen eindeutig berechnen. Es besteht somit ein Freiheitsgrad. Es
sollte also méglich sein, die Standfestigkeit der Maschine zu beeinflussen, ohne Héhe und
Orientierung zu dndern. Weitere Fragestellungen im Hinblick auf eine optimale Abstitzung
sind: ,,Kann man die Maschine auch schlecht abstiitzen?* bzw. ,Wie leicht lasst sich die
Maschine durch manuelles Abstiitzen in eine Lage mit schlechter Standfestigkeit bringen?*
Diese Fragestellungen sollen ebenfalls in dieser Arbeit betrachtet werden.

1.2 Literaturstudie

Bei den klassischen Ansétzen werden die Stiitzzylinder meist mit voller Geschwindigkeit
ausgefahren, bis eine gewiinschte Hohe erreicht ist und das Fahrzeug waagerecht steht. Ist
das Geldnde geneigt, uneben oder verschieden nachgiebig, kann diese Strategie zu einer
ungleichméfigen Verteilung der Stiitzkrifte fithren. Dies ist moglich, da die Maschine
grundsétzlich auf blo3 drei Stiitzen stehen kann. Befinden sich z. B. drei der Stiitzen iiber
Asphalt und die vierte iiber Erdboden, kann es dazu kommen, dass die letzte Stiitze
aufgrund der grofieren Bodennachgiebigkeit schwécher belastet wird. In [1] und [2] finden
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1 FEinleitung 1.2 Literaturstudie 2

Abbildung 1.1: Darstellung einer Autobetonpumpe.

sich Verbesserungsvorschldge. In diesen Arbeiten wird mit einem Lagesensor und auf
Basis eines kinematischen Modells die Differenz zwischen gewiinschter und tatséchlicher
Zylinderposition berechnet. Proportional zu dieser Differenz wird die Zylindergeschwindig-
keit vorgegeben. Dies fiihrt nicht nur zu einer besseren Kraftverteilung, sondern auch zu
erhohter Regelgenauigkeit. Dennoch wird in diesen beiden Arbeiten der im vorherigen
Abschnitt erwihnte Freiheitsgrad (bei der Wahl der Zylinderpositionen bzw. Stiitzlangen)
nicht gezielt ausgeniitzt und nur durch eine Heuristik erreicht.

Zum Thema ,Verbesserung der Standfestigkeit“ liefert [3] einen Beitrag. Hier wird
versucht das Fahrzeuggewicht moglichst ausgeglichen auf alle vier Stiitzen aufzuteilen. Aus
statischen Uberlegungen (Kraft- und Momentenbilanz) lassen sich drei Gleichungen fiir
die vier Stiitzkrafte ableiten. Das Gleichungssystem, mit dem Vektor der Stiitzkrifte als
Unbekannte, ist also unterbestimmt. Die Autoren schlagen vor die Norm dieses Vektors zu
minimieren. Dadurch l4sst sich eine eindeutige Losung des Gleichungssystems finden (linke
pseudoinverse Matrix). Die Standfestigkeit soll erhtht werden, indem man die tatséchlich
auftretenden Stiitzkrifte auf den besagten Vektor regelt. Es ist aus folgendem Grund
sinnvoll die Norm des Vektors zu minimieren: Da die Summe der Stiitzkrifte konstant
(Gewichtskraft) ist und sie immer gleiches Vorzeichen haben, wird die 2-Norm dann mini-
mal, wenn die Stiitzkrifte so ausgeglichen wie moglich sind (Kraft- und Momentenbilanz
muss immer eingehalten werden). Dieser Ansatz scheint sehr sinnvoll. Allerdings geht aus
der Arbeit kein vollsténdiges Regelungskonzept hervor. Es ist nicht klar geschildert, wie
die geforderten Stiitzkréfte bei einer realen Maschine erreicht werden sollen.

Bei der Berechnung der Stiitzkréfte liefert [4] niitzliche Hilfestellungen. Hier wird ein
mobiler Kran betrachtet. In einer Simulation lasst man den ausgefahrenen Mast langsam
um die vertikale Achse rotieren. Verglichen wird dabei ein statisches und ein dynamisches
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1.3 Ziel der Arbeit 3

Modell (berechnet mithilfe der Simulationssoftware Adams, Mehrkérpersimulation). Dabei
wird gezeigt, dass das statische Modell in Bezug auf die Stiitzkréafte eine hinreichend
genaue Naherung des dynamischen Modells darstellt.

In [5] wird ein FEM-Modell einer Autobetonpumpe vorgestellt, mit welchem unter
anderem die Stiitzkréfte ermittelt werden. Das Modell ist allerdings sehr rechenintensiv.

Im Patent [6] wird eine Vorrichtung beschrieben, welche die Torsion im Chassis des
abgestitzten Fahrzeugs minimieren soll. Dabei werden Lagesensoren (an Front und Heck)
verwendet und die gemessenen Winkel, mithilfe der Stiitzzylinder, aneinander angeglichen.
Diese Methode weist eine gewisse Ahnlichkeit zu jener in [3] (Ausgleich der Stiitzkréfte)
auf. Tritt entlang der Fahrzeugachse (Front-Heck) ndmliche eine Torsion des Chassis auf,
so miissen Stiitzen gegeniiberliegender Fahrzeugseiten unterschiedlich stark belastet sein.
Umgekehrt ldsst sich vermuten, dass minimale Torsion bei ausgeglichenen Stiitzkraften
auftritt. Da diese Methode relativ einfach praktisch umsetzbar ist, lohnt es sich zu
untersuchen, ob sie dquivalent mit jener in [3] ist.

In der Literatur finden sich allerlei Werke zur Modellierung elastischer Strukturen. Im
Buch [7] wird z. B. die Modellierung von Balken behandelt, wobei auch Balkensysteme
betrachtet werden. Zur Beschreibung von Verformungen werden dabei Steifigkeitsmatrizen
verwendet. Ein dhnliches, erst vor Kurzem erschienenes Werk ist [8]. Darin geht es um die
Analyse von elastischen Strukturen mithilfe der Methode der finiten Elemente (FEM).
Ein auch sehr hilfreiches Werk ist [9], welches die Modellierung von mikromechanischen
Sensoren behandelt. Auch hier findet sich die Modellierung elastischer Strukturen mit
Steifigkeitsmatrizen wieder. Dabei bildet das Werk eine gute Einfiihrung mit Bezug auf
die Grundlagen der Kontinuumsmechanik.

1.3 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es ein Regelungskonzept zur automatischen Abstiitzung einer
Autobetonpumpe zu erarbeiten. Dabei soll der Abstiitzvorgang méglichst wenig Zeit in
Anspruch nehmen und die Standfestigkeit der Maschine verbessert werden.

Als erster Schritt dieser Arbeit wird ein mathematisches Modell der Autobetonpumpe
hergeleitet. Dieses soll in der Lage sein den Abstiitzvorgang und die Stiitzkréafte, abhéngig
von der Mastlage, wiederzugeben sowie elastische Verformungen von tragenden Elementen
zu berticksichtigen. Anhand des Modells sollen dann verschiedene Regelungsansétze
erarbeitet bzw. verglichen werden. Abschlieend wird ein vollstdndiges Regelungskonzept
entwickelt.
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2 Mathematische Modellierung

Im Folgenden wird das mathematische Modell der Maschine hergeleitet. Angestrebt
wird ein moglichst recheneffizientes und somit auch niedrig-dimensionales Modell. Wie
bereits in der Einleitung erwihnt, finden sich in der Literatur Modelle verschiedener
Komplexitat (von Kraft- und Momentenbilanz bis hin zu FEM Modellen). Das im Weiteren
dargestellte Modell soll einen Kompromiss zwischen Rechenaufwand und Genauigkeit
bilden. Mechanisch besonders steife Teile werden als Starrkérper modelliert, weniger
steife Elemente der Maschine (z. B. Stiitzbeine) oder Elemente mit Federcharakter (z. B.
Fahrwerksfedern) werden als elastisch betrachtet. Auflerdem wird ein statisches Modell
angestrebt, da auftretende Beschleunigungskréfte im Verhéltnis zu den statischen Kraften
klein sind. Dieser Ansatz hat sich, wie erwdhnt, bereits in [4] als sinnvoll erwiesen.

Das Modell soll in der Lage sein den Vorgang der Abstiitzung zu simulieren, d. h. von
der Parkposition zum abgestiitzten Arbeitszustand. Dabei sollen verschiedene Szenarien
betrachtet werden kénnen. Von Interesse ist z. B. der Einsatz des Fahrzeugs auf unebenem
Boden. Des Weiteren herrscht auf Baustellen oft Platzmangel, womit die Stiitzbeine (hori-
zontal) nicht zur Génze ausgefahren werden konnen. Es entstehen somit unsymmetrische
Abstiitzsituationen. Auch dies soll simuliert werden kénnen. Die Stiitzkréifte werden unter
anderem von der Konfiguration und der Ausrichtung des Masts beeinflusst. Deshalb muss
das Modell dies beriicksichtigen. Da bei unsymmetrischer Abstiitzung eine Torsion des
Fahrzeugs auftreten kann, wird bei der Modellierung auch darauf Riicksicht genommen.

Im Wesentlichen soll das Modell in der Lage sein die Abstiitzhohe, den Roll-, den
Nickwinkel des Fahrzeugs, die Verschiebungen zufolge elastischer Deformationen, die
Verzerrungsenergien und die Stiitzkrafte wiederzugeben. Dabei bilden die variablen Stiitz-
beinldngen (sowohl horizontal als auch vertikal), der Geldndeverlauf sowie die Konfiguration
und Ausrichtung des Masts Eingangsgrofien des Systems.

2.1 Modellannahmen und Modellstruktur

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie das Fahrzeug in Starrkdrper und elastische Elemente
unterteilt wird. In Abbildung 2.1 ist dies schematisch dargestellt. Aus zeichnerischen
Griinden wurde in dieser Abbildung die Fahrzeugkabine und der Mast weggelassen (vgl.
Abbildung 1.1). Der Ubersichtlichkeit wegen, wurden nicht alle Starrkdrper eingetragen,
némlich bei Uberlappungen, siche z. B. hintere und vordere Stiitzbeine. Dennoch sollte
sich aus der Kombination beider Ansichten ein klares Bild ergeben.

Die Seitenansicht des Fahrzeugs zeigt den Grundrahmen. Er dient als Trager des Fahr-
zeugs im abgestiitzten Zustand. An ihm ist auch der Mast angebracht. Der Grundrahmen
besteht aus dem Drehschemel, dem Heck (beides Starrkérper, blau umrahmt) und den
Balken G; und Ga (rot umrahmt), welche die beiden Starrkérper elastisch miteinander
verbinden. Obwohl die Balken G und Gg sehr viel massiver als die Stitzbeine sind und
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2 Mathematische Modellierung 2.1 Modellannahmen und Modellstruktur 5
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Abbildung 2.1: Uberfithrung des Fahrzeugs in ein Starrkorper-Balkenmodell. Starrkorper
sind blau, elastische Element (Balken, Federn) sind rot dargestellt.

maflgebliche Verformungen vorwiegend dort auftreten, wurde auf die Modellierung von Gy
und Gg als elastische Balken nicht verzichtet. Ware der gesamte Grundrahmen nédmlich
als Starrkorper ausgefiihrt, so konnte das Modell z. B. keine Torsion um die Léngsachse
des Fahrzeugs abbilden. Eine solche Situation stellt sich z. B. ein, falls auf unebenem
Untergrund abgestiitzt wird bzw. Stiitzen unsymmetrisch ausgefahren werden.

Die Draufsicht zeigt alle vier Stiitzbeine. Ein Stiitzbein besteht aus der Auskragung
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Herleitung der Systemgleichungen 6

(horizontaler Teil) und der Stiitze (vertikaler Teil). Die Auskragungen werden im Gegensatz
zu den Stiitzen als Balken modelliert. Da die maximale Hangneigung, bei der die Maschine
noch abgestiitzt werden darf, etwa 3° betrégt, ist dies zulédssig. Die horizontal Kréfte,
welche auf die Stiitzen wirken, sind deshalb stets klein. Aulerdem ist die Stauchung der
Stiitzen bei Belastung im Vergleich zu der Biegung der Auskragungen klein. Bodenkontakte
werden, wie in der Zeichnung angedeutet, durch Federn modelliert.

Da die Maschine zu Beginn des Abstiitzvorgangs auf den Reifen steht (Stiitzen unbe-
lastet), ist auch die Modellierung des Fahrwerks und der Reifen vonnéten. Die Achsen,
welche Starrkoérper bilden, sind mit dem Chassis iiber Federn verbunden. Diese befinden
sich an den Achsenden nahe den Reifen. Die Reifen selbst werden gemeinsam mit der
Bodennachgiebigkeit durch Federn dargestellt. Der Teil des Chassis, welcher zwischen dem
Drehschemel und dem Heck liegt, wird ebenfalls elastisch modelliert. Um den Kraftiiber-
trag zwischen Fahrwerksfedern und Chassis beriicksichtigen zu kénnen, muss das Chassis
bei den Montagepunkten der Federn (im mathematischen Sinne) aufgetrennt und ein
Knoten eingefiigt werden. Dies ist in Abbildung 2.1 durch blaue Kreise dargestellt. Die
Achsen sind ebenfalls durch blaue Kreise gekennzeichnet, sie stellen aber keine Knoten
(ohne geometrische Ausdehnung) dar, sondern symbolisieren die zylindrische Form der
Achsen (vgl. Draufsicht, vordere Achse). Wie aus der Seitenansicht erkennbar ist, wurde
das Fahrwerk der vorderen Achse anders dargestellt. Bei dieser Achse wird das Chassis
nicht aufgetrennt, sondern ist Teil des Drehschemel Starrkérpers und kein Balken. Diese
Vorgehensweise wurde gewéhlt, da keine Daten iiber die Gewichtsverteilung der Fahrer-
kabine vorhanden sind. Es wére damit nicht sinnvoll die Krafteinwirkung der Feder zu
beriicksichtigen, aber das Gewicht der Fahrerkabine zu vernachléssigen. Auflerdem wird
davon ausgegangen, dass eine eventuell auftretende Verformung dieses Bereichs keinen
bzw. vernachlédssigbaren Finfluss auf die Standsicherheit der Gesamtkonstruktion hat.

Das Gesamtgewicht des Fahrzeugs wird auf die Starrkdper verteilt. Dabei wird die
Aufteilung so gewahlt, dass der tatsidchliche Fahrzeugschwerpunkt richtig wiedergegeben
wird. Um den Einfluss des Masts zu beriicksichtigen, ist eine Kraft- und ein Momentenvekor
als Eingangsgrofie des Modells vorgesehen, welche auf den Drehschemel wirken. Die Kraft
und das Moment werden dabei aus dem Gewicht und dem Schwerpunkt des Masts bestimmt
und sind von dessen Konfiguration abhéngig.

2.2 Herleitung der Systemgleichungen

Da nun die Aufteilung des Fahrzeugs in Starrkérper und elastische Elemente definiert
ist, konnen die Systemgleichungen hergeleitet werden. Dabei wird das Variationsprinzip
[10, 11] verwendet. Dieses besagt im Wesentlichen, dass die Variation der kinetischen und
potenziellen Energie eines Systems gleich der extern aufgebrachten Kréften sein muss.
Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass ein physikalisches System immer ein Energie-
minimum anstrebt. Die im Weiteren beschriebenen Systemgleichungen besitzen keine
Zeitabhéngigkeit (statisches Modell). Die kinetische Energie wird dabei vernachléssigt und
verschwindet aus der Variationsrechnung. Ubrig bleibt nur die potenzielle Energie, welche
in Verzerrungsenergie! und potenzielle Energie zufolge der Erdbeschleunigung unterteilt

lin den Balken und Federn gespeicherte potenzielle Energie
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Herleitung der Systemgleichungen 7

wird. Da die Systemgleichungen recht umfangreich sind, soll die Herleitung anhand meh-
rerer Teilkomponenten illustriert werden. Am Ende wird die gesamte Systemgleichung
angefiihrt. Einleitend folgt die mathematische Beschreibung der Starrkorper, der Balken
und des Variationsprinzips. Auflerdem wird noch genauer auf die Bezeichnung wichtiger
Elemente und Punkte des Fahrzeugs eingegangen.

2.2.1 Starrkorper

Im Weiteren gilt, sofern nicht explizit anders angegeben, dass alle Starrkérper 6 Frei-
heitsgrade haben. Die Freiheitsgrade werden beziiglich eines Referenzkoordinatensystems
angegeben [12], welches mit dem Index 0 gekennzeichnet wird. Sein Ursprung befindet
sich unter der Stiitze vorne links. Jedem Starrkérper wird auflerdem ein korperfestes Koor-
dinatensystem zugeordnet, das mit dem Index des Starrkorpers gekennzeichnet wird?. Die
Freiheitsgrade eines Starrkorpers lassen sich durch die Position und die Orientierung des
korperfesten Koordinatensystems beziiglich dem Referenzkoordinatensystem beschreiben.
Betrachtet man z. B. den Drehschemel (Index D), so wird seine Position durch

T
0 0 0 0
rp = |:T$,D Ty.D Tz,D} (2.1)
notiert. Dabei sind 7“27 D 7“27 » und 7“27 p die Komponenten in z-, y- und z-Richtung ausge-
driickt im Referenzkoordinatensystem. Die Orientierung des Drehschemels wird mit

d’%:{ .g,D ¢0,D wg,D}T (2'2)

angegeben. Dabei entsprechen wgy Ds 1/12, » und 1/127 » dem Roll-, Nick- und Gierwinkel be-
ziiglich dem Referenzkoordinatensystem. Im Weiteren wird festgelegt, dass die Position
und die Orientierung eines Starrkorpers, sofern nicht anders angegeben, im Referenz-
koordinatensystem angegeben wird. Um die Notation zu vereinfachen, kann somit das
Superskript 0 weggelassen werden. Auflerdem ist es fiir spatere Betrachtungen niitzlich die
Position und die Orientierung zu einem sechs-dimensionalen Vektor der generalisierten
Koordinaten q zusammenzufassen. Damit kann z. B. die Position und die Orientierung
des Drehschemels wie folgt beschrieben werden

q/:):[rg ’d’ﬂT:[rag,D Typ Tzp 77/):z:,D wy,D ¢z,D]T- (2.3)

Man beachte, dass das Superskript T (nicht kursiv) einer Transposition der Vektoren, und
nicht der Angabe eines Koordinatensystems entspricht.

Um Vektoren zwischen verschiedenen Koordinatensystemen zu transformieren werden
Rotationsmatrizen verwendet [12]. Diese haben folgende Form

R(¢) =R, (¢.)R, (¢ )R, (¢,) , (2.4)

2Bei der Darstellung vektorieller Gréfien wird der Index des jeweiligen Bezugssystems als Superskript
angegeben.
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Herleitung der Systemgleichungen 8

mit

1 0 0

Rx(wx): 0 COS(lbx) _Sin(wa:) (253‘)
0 sin(¥,)  cos(y,)

R, (v,) = 0 10 (2.5b)

| —sin(y,) 0 cos(¢,)|
cos(v,) —sin(y,) 0]

R, (%) = [sin(s,) cos(s,) O] . (2:5¢)
0 0 1

Als Beispiel soll der Positionsvektor des Hecks r,, vom Referenz- ins Drehschemelkoordi-
natensystem transformiert werden

I‘Z = ROD(rH - rD) . (2'6)

Dabei ist r2 der Vektor r,, dargestellt im Drehschemelkoordinatensystem, R? = R” (¢ ,)
ist die Rotationsmatrix vom Referenz- ins Drehschemelkoordinatensystem und r,, die
Position des Drehschemelkoordinatensystems beziiglich dem Referenzkoordinatensystem.
Umgekehrt gilt

r, =r,+R{ry (2.7)

mit R§ = (R%)"! = (RY)" (vel. [12)).
Zusatzlich wird noch der Kraftvektor

f=[F, F, FZ]T (2.8)

und der Momentenvektor .
m =M, M, M| (2.9)

definiert. Dabei sind F, F und F, bzw. M,, M, und M, die Komponenten des Kraft-
vektors bzw. Momentenvektors in z-, y- und z-Richtung bzw. um die x-, y- und z-Achse.
Diese werden ebenfalls zu einem sechs-dimensionalen Vektor der generalisierten Kraft

T:[fT mT]T:[Fx F, F. M, M, MZ]T (2.10)

zusammengefasst. Zu jedem Kraft- bzw. Momentenvektor gehort natiirlich auch ein
Angriffspunkt. Kréfte, welche im Ursprung eines Korperkoordinatensystems angreifen,
werden mit dem Subskript des Starrkorpers gekennzeichnet. Die generalisierte Kraft,
welche auf den Drehschemel wirkt, wird so z. B. mit 7, bezeichnet. Ohne weitere An-
gabe eines Koordinatensystems gilt auch hier wieder, dass es sich um einen Vektor im
Referenzkoordinatensystem handelt.
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Herleitung der Systemgleichungen 9

2.2.2 Euler-Bernoulli Balkenelement

Im Folgenden wird auf die mathematische Beschreibung eines Euler-Bernoulli Balkenele-
ments [7, 8, 11, 13] eingegangen. Eine wesentliche Annahme der Euler-Bernoulli Balken-
theorie ist, dass der Balkenquerschnitt bei einer Biegung lotrecht zur neutralen Faser bleibt.
Diese Annahme ist gut fiir lange schmale Balken, aber auch bei geringer Verformung des
Balkens, erfiillt. Eine Alternative wéare die aufwendigere Timoschenko Balkentheorie.
Jedem Balken wird ein eigenes Koordinatensystem zugeordnet, welches an seinem
negativen Rand festgemacht wird (vgl. Abbildung 2.2). Dabei wird die z-Achse zur

negativer Rand /

positiver Rand

Abbildung 2.2: Ausrichtung des Balkenkoordinatensystems. Der Balken ist rot, die nicht
deformierte Balkenachse strichliert dargestellt.

sogenannten Balkenachse. Man beachte, dass die Verschiebung bzw. Drehung des negativen
Randes, beziiglich dem Balkenkoordinatensystem, immer Null ist. Im Weiteren ist deshalb
nur der Zusammenhang zwischen der Verschiebung bzw. der Drehung und der Kraft
bzw. dem Moment am positiven Rand des Balkens von Bedeutung. Die Verschiebung des
positiven Randes beziiglich dem Balkenkoordinatensystem des Balkens e wird mit

T

Ar, = |Ar, . Ar Ar,, (2.11)

Y,e
bezeichnet. Dabei sind Ar,, ., Ar, . und Ar,  die Verschiebungen des positiven Randes
in z-, y- und z-Richtung des Balkenkoordinatensystems. Die Verschiebung wird immer im
jeweiligen Balkenkoordinatensystem angegeben, somit kann das Superskript des Balkenko-
ordinatensystems weggelassen werden. Dies ist sinnvoll, da dann z. B. fiir die Verschiebung
der Auskragung 1 Ar, anstatt von Arg! verwendet werden kann. Auf dhnliche Weise
wird die Drehung des rechten Randes beziiglich dem Balkenkoordinatensystem des Balkens
e mit -

A, = [Ady. At Av., (2.12)
beschrieben. Dabei sind Av, ., Ay, . und A, . die Drehungen des rechten Randes um
die z-, y- und z-Achse des Balkenkoordinatensystems. Diese beiden Vektoren werden zu
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Herleitung der Systemgleichungen 10

einem sechs-dimensionalen Vektor der generalisierten Verschiebung
T 7T T
Aqe = Are A"pe :| = [ATI,E Ary,e ATZ,C A¢x,e Awy,e A¢Z,€i| (2'13)

zusammengefasst.

Die Beziehung zwischen Kraft und Verschiebung am positiven Rand des Balkens wird
mit einer symmetrischen, positiv definiten Euler-Bernoulli Steifigkeitsmatrix K, € R*6
charakterisiert

T 1]t
T, = {fe m } =K.Aq, . (2.14)

€
Dabei ist hier 7, der Vektor der verallgemeinerten Kraft am positiven Rand des Balkens

e, dargestellt im Balkenkoordinatensystem. Die Steifigkeitsmatrix K, wird aus folgender
Beziehung gewonnen

l
K, — /O K (z)dz , (2.15)

mit der Lange [ des Balkens. Die Matrix K/ (z) wird also iiber die Balkenachse x integriert.
Fiir die Herleitung von K/ (z) wird eine fiir die Balkentheorie tibliche Notation verwendet.
Ausgangspunkt der Herleitung sind die Euler-Bernoulli Annahmen [13]

Uy = Uy + 28y —YB2 (2.16a)
Uy = Uy — 205 (2.16Db)
Uy = u, + yﬁx (2.160)

wobei 1, %, und %, der gesamten Verschiebung in -, y- und z-Richtung entsprechen.
Die Groflen u,, uy und u, entsprechen der translatorischen Verschiebung in z-, y- und
z-Richtung und 3., 8y und 3. den Drehwinkeln des Balkenquerschnitts um die z-, y- und
z-Achse. Die Grofien zfy, yf., 20, sowie yf3, lassen sich als Verschiebungen zufolge einer
Drehung des Balkenquerschnitts um die Winkel 3, 5, und . (mit Kleinwinkelndherung:
cos(f) ~ 1 und sin(fB) ~ ) interpretieren. Die Verschiebungen und Drehungen sind
Funktionen von z € (0,1), d. h. u, = u,(x), vy = uy(x) und u, = u.(z) sowie B, = f(x),
By = By(x) und B, = f.(x). Um eine Verkniipfung zu bereits bekannten Groflen zu
erstellen sei angemerkt, dass folgende Beziehungen gelten

uz(0) =0, uy(0)=0, u,(0)=0, (2.17a)
Be(0)=0, f,(0)=0, p.(0)=0, (2.17b)
ug(l) = Ary ., wy(l) =Ar, ., u(l)=Ar,,, (2.17¢)
Bﬂc(l) = Aww,e ’ /By(l) = A%,e ) /Bz(l) = sz,e ' (217d)

Ausgehend von den Annahmen (2.16) kénnen die zugehorigen Verzerrungen und somit
die Verzerrungsenergie des Balkens berechnet werden. Durch geeignete Wahl von Ansatz-
funktionen (auch Interpolationsfunktionen genannt) fiir u,, u, und . sowie 3, 8, und
Bz, lasst sich mit der Variationsrechnung die Matrix K/ (z) berechnen. Da die Herleitung
relativ umfangreich ist, sei auf Anhang A verwiesen.

Mit einer Steifigkeitsmatrix nach (2.15) konnen unter anderem die Abhéngigkeit des
Flachentridgheitsmoments und des Querschnitts in xz-Richtung beriicksichtigt werden.
Somit ist auch die Beschreibung der trapezformigen Balken G; bzw. Go moglich.
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Fiir weitere Betrachtungen wird noch die Verzerrungsenergie Il des Balkens e benotigt
Ly T
I, = §Aqe K.Aq. . (2.18)

Allgemeine elastische Elemente (z. B. die Bodennachgiebigkeit) werden ebenfalls mittels ei-
ner Steifigkeitsmatrix oder einer nichtlinearen Beziehung zwischen Kraft und Verschiebung
7.(Aq,) beschrieben.

2.2.3 Das Variationsprinzip

Angewandt auf ein System von Starrkorpern und elastischen Elementen besagt das Variati-
onsprinzip [10, 11], dass die Variation® der gesamten kinetischen und potenziellen Energie
gleich der Variation der externen Arbeit sein muss. Aus oben genannten Griinden entféllt
im betrachteten System die kinetische Energie. Mathematisch kann das folgendermaflen
formuliert werden

OV = 0Wey (2.19)

wobei V' die gesamte potenzielle Energie und Wey die gesamte externe Arbeit ist. Die
potenzielle Energie V' setzt sich hier aus der Verzerrungsenergie der elastischen Elemente
IT und der potenziellen Energie zufolge der Erdbeschleunigung V;;, zusammen

V=V, +1I. (2.20)

Biegung, Torsion etc. von elastischen Elementen werden durch die Verzerrungsenergie
IT wiedergegeben. Energie, welche aufgebracht werden muss bzw. gewonnen wird, weil
sich das Fahrzeug entgegen bzw. mit der Erdanziehung bewegt, werden in V, bilanziert.
Die externe Arbeit Wey beschreibt die Wirkung von Kréiften und Momenten, welche von
auBen? einwirken. Ein Beispiel ist der Mast, der durch Pumpvorginge ins Schwingen gerit
und somit externe Arbeit am Drehschemel verrichtet.

Die elastischen Elemente werden im Weiteren als masselos betrachtet. Die potenzielle
Energie V, héngt also nur von der Masse der Starrkorper ab. Diese Massen werden so
gewdhlt, dass das Fahrzeuggewicht und die Achslasten korrekt wiedergegeben werden.

Die potenzielle Energie zufolge der Gravitation lasst sich kompakt anschreiben als

Vo= magroy (2.21)
kelgy

Dabei ist Igy die Menge aller Starrkérperindizes, my bzw. r,, die Masse bzw. die z-
Koordinate des Starrkorpers k und g die Erdbeschleunigung. Es wurde dabei angenommen,
dass die Schwerkraft in negative z-Richtung wirkt. Die Variation von Vj lautet

0Vy = Z mrgor, i, - (2.22)
kelgy

% Die Variation einer GroBe W wird mit §W gekennzeichnet.
“Hier ist alles gemeint, was nicht zum mechanischen Aufbau des Fahrzeugs gehort. Zuséatzlich wird auch
der Mast durch eine externe Kraft und ein externes Moment modelliert.
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Die Verzerrungsenergie lasst sich durch eine Summe iiber alle elastischen Elemente be-
schreiben
m=> / T(Aq)dAq (2.23)
ecly
mit Iy als der Menge, welche die Indizes aller elastischen Elemente enthélt. Man beachte,
dass sich durch die Formulierung in (2.23) sowohl lineare als auch nichtlineare Beziehungen
zwischen Kraft und Verschiebung verwenden lassen. Fiir lineare Beziehungen wird

7.(Aq.) = KcAq, (2.24)
verwendet. Die Variation von (2.23) lautet

o= Y 71(Aq.)dAq, . (2.25)

eclg

Im Folgenden werden zwei Annahmen getroffen: Alle elastischen Elemente sind fest mit
den Starrkorpern verbunden und jeder Rand eines elastischen Elements ist mit genau
einem Starrkoérper verbunden. Es gibt also keine Balken mit freien Rdndern. Durch diese
Annahmen lésst sich die verallgemeinerte Verschiebung Aq, eines elastischen Elements
e € Iy durch die Starrkérperkoordinaten q;, , k € Ig; ausdriicken, d. h. es gilt

Aq, = Aq, (qk,,,e, qkn,e) : (2.26)

Hierbei ist kj, . bzw. kj . der Index des Korpers am positiven bzw. negativen Rand des
Elements e. Abgeleitet von dieser Beziehung lésst sich 0II als Variation von dq,, ,k € Ig;
formulieren. Mit der Eigenschaft

OA
iAq, = Y s, (2.27)
kelg, 99k
erhilt man durch Einsetzen in (2.25)
0Aq,
=YY" > 7.(Aq) 99 ——<0qy, - (2.28)
k

ke€lgy e€lg

Man beachte, dass die Jacobimatrix %Aq% nach (2.26) fiir sehr viele Kombinationen

von e und k identisch der Nullmatrix Ogxg ist. Es ist deshalb sinnvoll die Indexmenge
I, einzufiihren. Sie beinhaltet die Indizes jener Balken, welche mit dem Starrkérper &
verbunden sind. Somit l4sst sich (2.28) als

6H—Z Z Aq

kelgy EEHEk

Aqe

5qk (2.29)

e

schreiben. Die Jacobimatrizen 88A
k

mit k € Ig; und e € Iy, sind im Allgemeinen alle
ungleich der Nullmatrix Ogxg-
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Um Gleichung (2.19) vollstéandig formulieren zu koénnen, fehlt noch die Variation der
externen Arbeit. Es wird angenommen, dass jegliche Krafteinwirkung von aufien tiber die
Starrkorper stattfindet und Balken nur iiber ihre Rédnder belastet werden. Damit lasst
sich die externe Arbeit durch

9y
Wo= 3 [ " rF(a)da (2.30)
k€lgy 0

ausdriicken. Die Variation lautet dann

Wex = > Thoqy . (2.31)
kelgy

Einsetzen von (2.22), (2.29) und (2.31) in (2.19) liefert nach Umsortieren der Terme

0A
= Y g = Y Y Tl (Aa) e+ Y rlda=0. (232)

kel kelg, e€ly, k kelge

Der Fundamentalsatz der Variationsrechnung liefert nach einer Transposition von (2.32)
fiir jeden Starrkorper k

0Aq,\ "
— Mpges, — Z (aqe> T, + T, = Ogx1 - (2.33)
EEHEk qk
Dabei wurde T
e:=10 0 10 0 0 (2.34)

benutzt.

2.2.4 Benennung von wichtigen Elementen und Punkten des Fahrzeugs

Im Folgenden werden wichtige Elemente des Fahrzeugs benannt. Zur Unterscheidung
werden die Stiitzen, Réder, Federn etc. nummeriert. Fiir relevante Punkte und fiir die
Steifigkeitsmatrizen werden Indizes vergeben. In Abbildung 2.3 sind die Positions- und
Orientierungsvektoren eingetragen. Starrkérper und Knoten sind rot dargestellt, die Refe-
renzpunkte der Starrkoérper sind blau markiert. Es sei angemerkt, dass es sich bei Fjo bis
Fso um Knoten handelt, welche keine geometrische Ausdehnung besitzen. Wie weiter oben
bereits angemerkt, dienen sie dazu das Chassis (mathematisch) in Teilbalken aufzuspalten.
Die Vektoren mit einem B (Boden) als Subskript dienen dazu den Geldndeverlauf abzu-
bilden. Sie sind somit Eingangsgrofien des Systems. Das Referenzkoordinatensystem wird,
wie in der Abbildung gezeigt, am Boden der Stiitze 1 befestigt. Somit gilt r 5, = 03x1. Die
Starrkorperkoordinatensysteme befinden sich an den blau markierten Punkten. Sie sind
dabei identisch zum Referenzkoordinatensystem orientiert, sofern alle Balken unbelasteten
sind.

Abbildung 2.4 zeigt wichtige Punkte des Fahrzeugs. Es handelt sich hierbei immer um
Balkenrdnder oder Federenden (Federn oder andere elastische Elemente). Man bemerke,

dass hier r,, , und ry,,, im Gegensatz zu r,, bis r, ,, zu finden sind. Die Punkte r,,
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und r,, stellen keine Knoten (und somit auch keine unabhéngigen GroéBen) dar, sondern
werden aus der Position und der Orientierung des Drehschemels berechnet.

Abbildung 2.5 zeigt die elastischen Elemente und ihre dazugehorigen Steifigkeitsmatrizen.
Da die Fahrzeugfedern im Wesentlichen nur Kréfte in z-Richtung aufnehmen kénnen,
wird die Steifigkeit der Federn durch die Skalare ky,, 7 = 1,...,6 reprasentiert. Der
Bodenkontakt wird durch eine nichtlineare Beziehung zwischen Kraft und Verschiebung
charakterisiert, welche im néchsten Abschnitt behandelt wird.



15

2.2 Herleitung der Systemgleichungen

2 Mathematische Modellierung

w%Q@ wmh

OZINIG I G PUN USJIOY INJ Y OO I H “IOPY I o [OWOYISYdI( I (7 ‘Uopog
IMJ g ‘OSYOY INJ |/ :JOPUOMIDA SOZIPU] 9PULS[0] UopIom sy “I19dIONIIR)G IoP USIOINOASSUIISIIUSLI() PUN -SUOIYISOJ €' Sunpqqy

mmm.ﬂ

mmm.~

wmm.u

mfﬂs mf.ﬂ

S.,Nm.H

c@k%\ owm.ﬂ owh%\ ofh

cmm%\ cmhh

N.wn\@ N.m,.H

“}ayolgig usipy NL Te uud ul sjgejrene si sisayl SIUl Jo UoisiaA [eulblio panoidde ayl

S
nh A
(AN

A
Yoy

qny a8pajmoud| JNoA

TegBnyuaA Yayloljgig usipn N1 Jap ue 1si agrewoldiq Jasalp uoisiaAjeulBlO aponipal susiqoidde aig Av_ﬂ—._u.o__ﬂ_m



16

2.2 Herleitung der Systemgleichungen

2 Mathematische Modellierung

"SULIOA INJ 4 PUN USJUN INJ N ‘9ZINIG INJ § ULJSY INJ Y
‘Woqo INJ 0 ‘SUNSRIYSNY INJ 3 ULUIY INJ ¢ ‘UWSWIRIPUNIY) I98RI], INJ £) ‘Topoq INJ J ‘SISsey) InJ ) ‘Uspoyg Inj
g 1OPUOMIDA SOZIPU] OPUIS[O] UOPIOM SF "UOPIOM )SIJ0UD( UDIOIIOAN WII OUO[OM ‘SSNOZIYR SOp 99und 9SIIUDIA F'g SUnprqqy

:Hm.ﬂ

neg

e

N
A
v
v

n
VY

14
§M_.M

'

o -\

omm.H R

“}ayolgig usipy NL Te uud ul sjgejrene si sisayl SIUl Jo UoisiaA [eulblio panoidde ayl < any 28pajmou| nox
TegBnyuaA Yayloljgig usipn N1 Jap ue 1si agrewoldiq Jasalp uoisiaAjeulBlO aponipal susiqoidde aig v_ﬂ—._“—.o__ﬂ_m



17

2.2 Herleitung der Systemgleichungen

2 Mathematische Modellierung

9ZINIG INJ ¢ PUN USJIOY INJ Y ‘Sungelysny Inj 37 ‘USWRIPUILIY)
Io8Rl], I H) ‘I0poq InJ J ‘SISSey)) INj ) ‘Uopog INJ g :1OPUOMIOA SOZIPU[ dPUSS[0] UoPIoM SH “JIST{IRUL NR[q
Ul 9AI1RFOU ‘98URIO UL PUIS JOPURIUON[RY OAINSOJ USZLIJRUWISIIONSYIO1S OFLIOUOSNZ PUN dJUSWS[H OYISIISR[H :G'g Sunprqqy

ﬁmmﬁm

o] N

N
.

AN R

[RAVAVY

'

vy ey

A

NmmM

NVNVH

“}ayolgig usipy NL Te uud ul sjgejrene si sisayl SIUl Jo UoisiaA [eulblio panoidde ayl < any 28pajmou| nox
TegBnyuaA Yayloljgig usipn N1 Jap ue 1si agrewoldiq Jasalp uoisiaAjeulBlO aponipal susiqoidde aig v_ﬂ—._“—.o__ﬂ_m



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

2 Mathematische Modellierung 2.2 Herleitung der Systemgleichungen 18

2.2.5 Modellierung des Bodenkontakts

Der Vektor kg, ist wie folgt definiert

T
klez{kx,le k?y,le kz,le kwm,le kwy,le sz,le} (2-35)

und wird zur Charakterisierung des Bodens unter der Stiitze 1 verwendet. Hierbei bestimmt
kz ps,, ky s, bzw. k; ps, die Nachgiebigkeit des Bodens in -, y- bzw. z-Richtung (des
Referenzkoordinatensystems) und ky, ps,, ky, 55, bzw. ky, ps, die Féhigkeit des Bodens
bzw. des Stutzfufles ein Moment um die z-, y- bzw. z-Achse (des Referenzkoordinaten-
systems) aufzunehmen. Die restlichen Vektoren kgs, bis kpg, sowie kpp, bis kgg, sind
auf analoge Weise definiert, allerdings besitzen die Vektoren kgz, bis kzr, nur die ersten
drei Komponenten k; gr;, ky sr;, und k. g, mit ¢ = 1,...,6. Dies ist gerechtfertigt, da die
Reifen kaum Momente um die z- und y-Achse aufnehmen kénnen. Das Moment um die
z-Achse, welches z. B. durch Reibung beim Lenken entsteht, wird vernachlissigt. Fiir die
Modellierung des Bodenkontakts wurde, wie bereits erwéhnt, eine nichtlineare Beziehung
zwischen Kraft und Verschiebung gewéhlt, da bei abgehobener Stiitze (Ar, 54, > 0) keine
Kraftwirkung vorhanden ist. Die Beziehung soll am Beispiel der Stiitze 1 erklirt werden.
Die Kraft in z-Richtung (des Referenzkoordinatensystems) hat folgende Form

F, 56, (AT, 5s,) = k255, 8(AT, 5g,) (2.36a)
mit
0 , 0 < A7, gg
s(Ar, pe) =4 ~ & (ATQ’S‘”) —Arg < Ar, 4, <0 (2.36b)

A 2
AIT-U(ATZ,leATO + ( \/%0) ) ATZ7351 < —Ar

wobei Ar eine positive Konstante ist. Man beachte, dass Ar, ¢ bei belasteter Stiitze
negativ ist (vgl. Abbildung 2.5). Der Kraftverlauf F, ¢ ist in Abbildung 2.6 dargestellt.
Die Kraft F, 54 (Ar, gs,) hat fir —Ary < Ar, ;o < 0 einen quadratischen und fiir
Ar, zs, < —Arg einen linearen Verlauf. Man beachte, dass dieser stetig differenzierbar
ist. Das ist von Vorteil, da (wie spéter gezeigt) zur Losung der Systemgleichungen ein
Gradientenverfahren verwendet wird, bei dem die Ableitung von F, ¢ berechnet werden
muss. Es ist bekannt, dass unstetige Gradienten zu Konvergenzproblemen fithren kénnen.
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B 4
B R S S S 4
T A R R R R R R R R
-14 -12 -1 -08 —-06 —-04 —-02 O 02 04
Ar, zg, in mm

Abbildung 2.6: Modellierung des Bodens: Darstellung der Beziehung zwischen Kraft und
Verschiebung fiir k, g5, = 10 MN/m und Ary = 1 mm.

Die restlichen Kraft- bzw. Momentenkomponenten haben folgende Form

S(ATZ,le )

F, 55, = ka,psi ATy ps, T Ary (2.36¢)
Ey ps) = ky,leAry,les(Aijsl) (2.36d)
M, ps, = Ky 55 A%z s, S(Ai‘;’fsl) (2.36¢)
My 5s, = Ky, 551 A%y ps, S(AZ;;‘SI) (2.36f)
M, ps, = k’¢Z7BS1A¢z,les(Agj:jsl) . (2.36g)

Hierbei wurde der Quotient s(Ar, .4 )/Ar, verwendet, welcher in der GroBenordnung
S(Ar, ps, )/ Arg = Ar, 4o /ATy & 1 — 10 liegt. Eine Alternative zur Modellierung der
Kréfte und Momente (2.36¢) bis (2.36g) wére die Verwendung einer Tangens hyperbolicus
Funktion zur Skalierung der Bodensteifigkeit. Die Kraft F), . koénnte z. B. wie folgt
definiert werden

tanh 2755y
Ar,
Fx,le =keps, |1 — — 5 Arx,le . (2.37)

Da die Krafte und Momente (2.36¢) bis (2.36g) im Vergleich zu (2.36a) fir die Abstiit-
zung von geringer Bedeutung sind, hat ihr Verlauf kaum Einfluss auf die Losung der
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Systemgleichungen. Allerdings kénnen die Kréfte (2.36¢) und (2.36d) nicht vernachléssigt
werden, da die x- und y-Position des Fahrzeugs sonst nicht eindeutig definiert ist.

Die Modellierung des Bodenkontakts der iibrigen Stiitzen und Reifen erfolgt auf analoge
Weise. Dabei wurde angenommen, dass die Reifen keine Momente aufnehmen koénnen.
Deshalb werden in diesem Fall die rechten Seiten von (2.36¢e) bis (2.36g) durch 0 ersetzt.

Durch die Wahl der Vektoren konnen verschiedene Untergriinde simuliert werden,
z. B. Asphaltboden oder Schotteruntergrund. Die betrachtete Autobetonpumpe besitzt
Kugelgelenke in den Stiitzfiifen (welche unter Idealannahme keine Momente iibertragen).
Dies kann im Modell abgebildet werden, indem ky,_ zs,, k¢y7 ps; und ky_ s, zu 0 gesetzt
werden.

2.2.6 Stiitze 1

Die Stiitze 1 ist mit der Auskragung 1 verbunden und liegt auf dem Boden auf (falls sie
belastet ist). Die Summe in (2.33) enthélt somit zwei Terme. Setzt man mit Bezug auf
die Stiitze in (2.33) ein, so erhilt man

T T

0Aq 0Aq

— M3, 9€62 — <8qK1> Try — <8qBﬁ> Tps, = 06x1 5 (2.38)
S1 S1

wobei mg, die Masse der Stiitze 1 ist. AuBerdem wurde 7,4, aus (2.36) und

Tig, — KK1 (lKl)Aqu (qD7 qsl) (2'39)

verwendet. Man beachte, dass Ky, nach (2.15) von der Lénge der Auskragung l,, abhéngt,
welche eine Eingangsgrofle bildet.

Die genaue Gestalt der Jacobimatrizen 0Aq,., /0qg, und 0Aq,, /0q, wurde bisher
nicht beschrieben. Deshalb soll nun zunéchst die generalisierte Verschiebung Aq,, her-
geleitet werden. Die Teilvektoren Ar, und A, werden dabei getrennt betrachtet.
Abbildung 2.7 zeigt schematisch den Drehschemel, die Stiitze und die verformte Auskra-
gung. Der Verschiebungsvektor in Referenzkoordinaten léasst sich, wie folgt berechnen

Ar? ) (2.40)

K1 = rslo S10

Hierbei entspricht I'ss dem Punkt, den rg , einnimmt, wenn die Auskragung 1 nicht
verformt ist. Die Linie tiber dem Subskript soll den nicht verformten Balken kennzeichnen.
Die Vektoren r, , und r lassen sich folgendermafien berechnen

Tg0="Tg t+ Rgl(d’sl)rgio (2.41)

und
rz; =T, + Ré’(lpD)r%(lKl) . (2.42)
Dabei ist rE}O ein konstanter Vektor, der nur von der Geometrie der Maschine abhingt®.

Einsetzen von (2.41) und (2.42) in (2.40) und transformieren ins Balkenkoordinatensystem
K ergibt die gesuchte Balkenverschiebung

Aty = RE,RY(v,) (R§ (s, )18, = RE (Wp)rhs(ly) + 15, —1p) - (243)

*Der Vektor rgio héngt nicht von der Lange der Stiitze ls, ab. Die Lange der Stiitze wird durch den
Vektor rﬁ}u beschrieben.
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AZk,

Zp D I'sto

Si10
Yk, Ty
Yp ArKl
Tp
rK1 y
Auskragung / Zs,
rslo
Drehschemel s1 >
rS1O
,”’,,——)’
Stiitze 1
ySl - .'Esl

Abbildung 2.7: Skizze zur Berechnung der verallgemeinerten Balkenverschiebung. In Oran-
ge markiert ist der positive Balkenrand der Auskragung.

Dabei ist Ry, eine konstante Rotationsmatrix, die nur von der Geometrie des Fahrzeugs
abhéngt.

Um die Winkelkomponente A, der generalisierten Balkenverschiebung zu berech-
nen, wird ein zweites Balkenkoordinatensystem eingefiihrt, welches am positiven Rand
der Auskragung festgemacht ist. Dieses wird mit dem Skript K/ gekennzeichnet. Para-
metriert man eine Rotationsmatrix R mit dem Vektor A, —so entspricht diese der
Transformationsmatrix vom positiven Rand K| zum negativen Rand K1, welche sich zu

R(AY,,) =Ry = RZ R (¢,)RS (v, )Rs,! (2.44)

ergibt. Da die Matrizen R?ll und R7, konstant sind, hingt A, nur von v, und

g, ab. Der Vektor A, muss also aus der Matrix R?}, durch das Lésen des inversen
Problems, berechnet werden. Dies macht weitere Ableitungen sehr aufwendig und ist
auflerdem nicht noétig, da die Relativwinkel zwischen den Starrkoérpern, und somit die
Komponenten von A, , beim betrachteten Problem stets klein sind. Deshalb kann eine
Kleinwinkelndherung verwendet werden. Es wird folgende Approximation gemacht [9]

Atpy, = R, (Y5, —bp) (2.45)

mit )

R2 =Rg! . (2.46)
Dabei gilt letztere Gleichung, da die Koérperkoordinatensysteme bei unbelasteter Maschine
am Referenzkoordinatensystem ausgerichtet sind. Der generalisierte Verschiebungsvektor

Aqy, ist somit bekannt und die gesuchten Jacobimatrizen konnen berechnet werden.
Zunéchst wird 0Aq,, /0qg, hergeleitet. Alle weiteren fiir die Systemgleichungen benétigten
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Jacobimatrizen lassen sich auf analoge Weise berechnen. Durch Ableiten ergibt sich

0A
8:’“ ~R2 R, (2.47a)
S1
0A
8¢K1 = 03x3 , (2.47b)
rS1
0AY |
— =L =RP . 2.4
a¢31 K1 ( 7C)

Die Berechnung von OAr,. /0vg, ist weniger trivial, da die Rotationsmatrizen abgeleitet
werden miissen. Es werden folgende Operatoren definiert

IR (¢)r
A = — " 2.48
o) = =50 (2.49)
und T( )
OR " (¢Y)r
A = — " 2.49
Damit lasst sich Folgendes anschreiben
OAr
) L= RID<'1R%A(¢517 rgio) ) (2.50)
’lpSl
wobei Ry = R (v, 1) verwendet wurde. Die gesuchte Jacobimatrix lautet somit
BArKl OAr .
0Aqy, _ | org  Fs | _ |RRZR) RZRYA(Yy,, 1) (251)
aqSI OApg  ODY 0343 R}lzl '
61'51 81!)31

Der Gradient 0Aqyg, /0qg, ldsst sich dhnlich berechnen. Wie bereits angemerkt, hingt
rot, (vgl. Abbildung 2.4) von s, ab. Der Vektor wird wie folgt definiert

T
i, =0 0 —ls] . (2.52)
Die Stiitzldnge lg, entspricht somit (wenn man Verformungen vernachlissigt) der z-Position
der Stiitze 1°.

Damit ist die Stiitze 1 vollstdandig charakterisiert. Die Gleichungen fiir die restlichen
Stiitzen 2 bis 4 lassen sich durch Anpassen der Indizes in (2.38) gewinnen.

5Die Starrkérperkoordinatensysteme wurden dabei so gelegt, dass das Drehschemelkoordinatensystem
und die Koordinatensysteme der Stiitzen (ohne Belastung) auf selber Hohe (z-Position) liegen. In
Abbildung 2.7 ist dies aus zeichnerischen Griinden vernachlassigt.
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2.2.7 Achse 2

Die Herleitung der folgenden Gleichungen weicht etwas von dem vorherigen Schema ab.
Dies liegt daran, dass die Achse 2 nur die Freiheitsgrade r, ,, und v, ,, besitzt. Die
Komponenten r,, ,,, r, ,, und ¢, ,, werden aus dem Mittelwert der Knoten F3o und Fyo

berechnet. D. h. )

Ty,ay = 5 (Tz,Fgo + ra:,F4o) ) (2.53&)
1

Ty,Az = 5 (ry,Fgo =+ ry,F4o) ) (253b)
1

wz,Az - §(wz,F30 + ¢z,F4o) . (2530)

Der Winkel ¢ wird zu Null gesetzt

Y,A2

Yyoay =0 (2.53d)

Da die Achse 2 mit der Feder 3 und dem Reifen 3 sowie der Feder 4 und dem Reifen
4 verbunden ist, werden folgend die Komponenten Ar, .., Ar, o, Ar, g, und Ar, ;..
hergeleitet. Die Verschiebung der Feder in z-Richtung ergibt sich zu (vgl. Abbildung 2.4)

ATz,Fg = 7az,Fgo - 70z,F3u - lF3 ) (254)

mit
TZ,F:’,’LL = TZ,AQ + Sin(,(lb.r,Ag)T;,QFgu : (255)

Dabei ist [, die nominale Lénge der Feder 3 und ry%., die (konstante) y-Komponente des

Vektors r,.,, im Koordinatensystem der Achse 2. Es wurde vereinfachend angenommen,
dass alle Komponenten von rﬁgu aufer der y-Komponente gleich Null sind. Fiir die Berech-
nung von (2.54) wurde auerdem angenommen, dass die Vektoren r, und r,., dieselbe
2- und y-Komponente aufweisen. Dies ist durch die Gleichungen (2.53) gerechtfertigt. Hier
wurde bewusst auf eine Kleinwinkelnédherung verzichtet, da es sich bei ¢, ,, nicht um
einen Relativwinkel zwischen zwei Starrkérpern handelt.

Fiir die Verschiebung des Reifens 3 (inklusive Boden) in z-Richtung ergibt sich folgende
Beziehung (vgl. Abbildung 2.4)

1
ATz,BRs =T2rs ~Tz,Brs — §dR3 (2.56)
mit
ey = ey S, )1 (257)

und dem nominalen Durchmesser des Reifens 3 dpg,. Hier sind alle Komponenten von rp?
auBer 7%, aus rein konstruktiven Griinden gleich Null. Die Verschiebungen Ar, p, und
Ar, pp, konnen durch Anpassen der Indizes in (2.54) bis (2.57) erhalten werden.
Mit
A, = [TZ’AQ] (2.58)

x,A2



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

2 Mathematische Modellierung 2.2 Herleitung der Systemgleichungen 24

ergibt sich fiir die Achse 2 durch Anpassen von (2.33)

T [OA T DA T
—mA29[1 0i| — < TZ’F?)) Fz,F3 - ( TZ7F4> Fz,F4

8(1142 ang 2 59
T T (2.59)
8A7‘Z’BR3 8ATZ7BR4 B
I - Fz,BRg "\ . Fz,BR4 = O2x1 -
8(lAQ 8C.I.AQ
Dabei wurde
FZ,FZ. = kFiArZ7Fi, 1=3,4 (2.60)

und die Masse der Achse 2 m,, verwendet. Die Krifte F, ., i = 1,2 wurden wie in
Abschnitt 2.2.5 beschrieben, hergeleitet und auflerdem wurde angenommen, dass keine
externe Kraft auf die Achse wirkt.

In (2.59) fehlen die Skalare kg pr, und ky pr,, welche die Nachgiebigkeit der Reifen
bzw. des Bodens in der zy-Ebene (des Referenzkoordinatensystems) widerspiegeln. Nach
Gleichungen (2.53) ist die wy-Position der Achse vollstdndig durch r, und r,, definiert.
Deshalb wird der Einfluss dieser Kréfte nicht durch die Gleichung der Achse abgedeckt
und erst im néchsten Abschnitt behandelt.

Um die Gleichung fiir die Achse 3 zu erhalten, miissen blof die Indizes angepasst werden.
Die Achse 1 unterscheidet sich, da die Punkte r,, , r0 keine Knoten darstellen. Nach
Anpassen der Indizes werden die Gleichungen (2.53) (in diesem Fall) mit

und r

rp.o=r,+Ryry,, i=1,2 (2.61a)

erginzt, bzw. (2.53c) durch
Q;Z)z,Al = %,D (261b)

D

rios L = 1,2 konstant sind und nur von der

ersetzt. Es sei angemerkt, dass die Vektoren r
Geometrie der Maschine abhangen.

2.2.8 Behandlung der Knoten im Fahrzeugchassis

Um die Krafteinwirkung der Fahrwerksfedern auf das Fahrzeugchassis zu modellieren, wird
das Chassis aufgetrennt. An den Trennstellen werden die Knoten Fjo, i = 3,. .., 6 eingefiigt
(vgl. Abbildung 2.3). Im Folgenden wird die Gleichung fiir den Knoten F30 hergeleitet.
Dieser Knoten ist mit den Chassisteilen 1 und 3, sowie mit der Feder 3 verbunden (vgl.
Abbildung 2.5). Auflerdem besteht nach (2.53) eine virtuelle Verbindung mit dem Geldnde.
Dar,, ,, nach (2.53) von r,, abhéingt, beeinflusst r,, sowohl Ar,, .. alsauch Ar,, .. .
Durch Vergleichen mit Abbildung 2.3 bis Abbildung 2.5 ergibt sich &hnlich wie bei der
Achse 2

Arzy,BRs = TYyyr3s ~ Yzy,BR3 > (2.62a)
mit
0
I':Ey7R3 - rajy,AQ + [COS(¢I7A2)T;7%{3‘| (262b)
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aus (2.53a) und (2.53b). Hierbei bildet die z- und y-Position des Bodens unter
eine Eingangsgrofie. Der Vektor Ar lasst sich auf analoge Weise

und r,, 4,

dem Reifen 3 r

berechnen.
Somit ergibt sich durch Anpassen von (2.33) fiir den Knoten Fjo

T T T
B R e e P (e VTR
achg,O “ aqF3O s 6q-F30 B

Ty,BR3 TY,BR4

(2.63)
T T
(7AN JU- OAT, 1y B
- T a. fa: BR4 “a. FZF _06X1 .
8(11:30 Y,BR4 8(11:30 ,F3
Dabei wurde von (2.60) und (2.54) sowie
7o, =Ko Aqe,, i =1,3, (2.64a)
T .
£y mm, = [FLBRi FvaRJ ,i=3,4 (2.64b)
Gebrauch gemacht. Die Vektoren £, ;. ,i = 3,4 wurden wieder, wie in Abschnitt 2.2.5

beschrieben, hergeleitet. Der Knoten Fj0 besitzt keine Masse und es wirken auch keine
externen Kréfte auf ihn. Deshalb entfallen die entsprechenden Terme in (2.63). Da sich die
Herleitung von Aq,, und Aq,, analog, wie in Abschnitt 2.2.6 verhélt, wird nicht noch
einmal darauf eingegangen. Die Gleichungen der restlichen Knoten kénnen auf dhnliche
Weise hergeleitet werden.

2.2.9 Gelande
Die z-Komponenten der Vektoren r ,...,rys, (rps, = 03x1, Ursprung des Referenz-
koordinatensystems) und ry ,...,r5,, werden, falls nicht anders angegeben zu Null

gesetzt. Die librigen Komponenten erhalten ihre Werte aus den Projektionen der korre-
spondierenden Starrkorper auf die zy-Ebene des Referenzkoordinatensystems. Dabei wird
angenommen, dass die Winkel der Starrkérper um die z- und y-Achse Null sind. D. h. die
x- und y-Koordinaten von r,, werden z. B. aus der Projektion von rg  auf die ry-Ebene
(Referenzkoordinatensystem) ermittelt.

2.2.10 Mast

Der Mast wird als Starrkérper modelliert. Er erhélt ein eigenes Koordinatensystem,
dessen x-Achse in die Langsrichtung des ersten Mastelements weist. Die y-Achse wird so
ausgerichtet, dass sie (bei Transportstellung des Masts) mit der y-Achse des Drehschemels
zusammenfallt. Der Mast ist durch zwei Freiheitsgrade charakterisiert, ndmlich 1), ,, und
1. - Dies sind die Winkel zwischen dem Mast- und dem Drehschemelkoordinatensystem.
Wie bereits angedeutet, wirkt der Mast auf das Modell in Form einer externen Kraft bzw.
eines Moments. Der Kraftvektor ist wie folgt definiert

T
f,=10 0 —muyg| . (2.65)



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

2 Mathematische Modellierung 2.3 Systemgleichungen 26

Der Momentenvektor lautet
mpy = (R(?(rﬁ + R(’(plw)r%SP)) X fD . (2'66)

Dabei ist m,, die Masse des Masts, rt, die Position des Mastkoordinatensystems, dargestellt
im Drehschemelkoordinatensystem, rit,, der Schwerpunkt des Masts im Mastkoordina-

tensystem und x entspricht dem Kreuzprodukt. Aulerdem wurde

Il)M:|:0 ¢y,M wz,M:|T (2.67)

verwendet. Im Weiteren werden zwei Mastschwerpunkte bendtigt, ndmlich rjj,, ; und
I'sp.q Welche dem Schwerpunkt des Masts in der Transportstellung und dem Schwerpunkt
bei vollstdndig ausgefahrenem Mast entsprechen.

Fiir nachfolgende Betrachtungen wird noch die Gesamtmasse des Fahrzeugs

Mpz = Mp + My + Mgy, + Mgy + Mgy + Mgy +May, +May +May +my (2.68)

definiert. Dabei ist my die Masse des Hecks.

2.3 Systemgleichungen

Die Schritte zur Herleitung der Systemgleichungen wurden in den letzten Abschnitten
skizziert. Nun sollen die Systemgleichungen présentiert werden. Die nachfolgenden Formeln
(2.69) zeigen die Gleichungen der Starrkorper und die dazugehérigen Jacobimatrizen ((2.70)
bis (2.82)). Damit die generalisierten Balkenkréfte berechnet werden koénnen, finden sich
im Folgenden auch die generalisierten Balkenverschiebungen ((2.83) bis (2.88)).

Drehschemel
- <3AqG1>TT B <8AqG2>TT B (3A%1)TT - <3chg>TT
da, “ dq, 2 da, . da, o
T T
- <8AqK1)TT B <8AqK2>TT (OBraynn ) (OBraynn )
an K1 an K2 an TY,BR1 an TY,BR2
T T
8A7“27F 8A7"Z7F
— <8qD1> I:V’Z’F1 — <6ch2> FZ,FQ — Mpge€ez +TD = 06><1 . (269&)
Heck
- <3AqG1>TT B (aAqGQ)TT B <8ch5)TT - <8AqCG>TT
0q,, G1 0q,, G2 0q, Cs 0q,, Cs
OAq,.. \ T IAq,. \ T
- ( aq: ) Trs ( aq: ) Tiy — Muges: + Ty = Opx1 - (2.69b)
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Stiitze 1
T T
_ aAqu T _ 8Aq351 T
8q51 K1 aqSI BS1

Knoten F30

T T
_(9Rac,\ _ (9Bdg )
a(1F30 . a(1F30 @

T T
([ OBTaymn | g _(927ars
8qF30 S 8qF30

Knoten Fjyo

 (0Aq, TT  (0Aq, TT -
a(1F40 2 aqF40 ca

T T
B 8Arwy’BR4 ¢ B 8ArzyF4 7
aq.F4O wn B aq.F4O

Knoten F5o0

aq.F50 s aq.F50 @

T T
B 8Army,BR6 ¢ B 8ATZ7F5 P
a(:1F50 o Be a(:1F50

Knoten Fgo

T T
[ 0Aqg, . 0Aq,, .
aqFGO c aqFGO co

T T
_ (9B Taymns | ¢ _(9B7ar
aCIF(;O B aCIF(;O

TBSg -

BSy -

RS
o)
o)

ms,g€6. = Opx1 -

Mmgyg€6. = Opx1 -

mg;g€6; = Opx1 -

mg,g€6. = Ogx1 -

T
8Army,BR3 ¢
xY,BR3

Bngo

FZ7F3 = 06><1 .

OAr

T
*Y,BR3 f
*Y,BR3

8c.lF40

2,F4 = 06><1 .

T
8ArzyyBR5 ¢
04y, xy,BR5

Z,F5 - 06><1 .

T
8Army,BR5 ¢
8q.FGO B

FZ,FG = 06)(1 .

(2.69¢)

(2.69d)

(2.69¢)

(2.69f)

(2.69g)

(2.69h)

(2.69i)

(2.69j)
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Achse 1
T T T
B 8A7‘Z7F1 B 8A7‘27F2 B OAT,
8qA1 zZ,F1 8(1A1 Z,F'2 anl Z,BR1
T
OAT, or T
- ((%;12> F,pny —mag[l 0] =001 . (2.69k)
Achse 2
T T T
- AT, o P OAr, ., P OAT, sy 7
8qA2 z,F3 8(31,42 Z,Fyg an2 Z,BR3
T
OAT, sn T
- (({)(1:24> Flopn, —masg|l 0] =051 (2.691)
Achse 3
T T T
- AT, o P OAT, 1 P OAT, s, r
8qA3 z,F5 an3 Z,Fg anS Z,BR5
T
OAT, sn T
- (({mgﬁ Flopny —magg|l 0] =021 (2.69m)

2.3.1 Jacobimatrizen

Drehschemel

9day, _ [-RERY REA7(v,, Réfré’er—rD)] (2.700)
dq, | Osxs3 _Rgl

0Aqe, _ [-RE,R) RS Ar (%, Ryt G + 1y ﬂ‘n)] (2.70D)
oq,, | O3x3 _Rgz

08qc, _ |-Rg, R}, RE Ar(¢p, 1y, — 1) (2.70¢)
0q, | O3x3 —-Re, 7

0Ado, _ [-RERY RZ,AT($y, rpy, — 1)) (2.70d)
dq, | O3x3 -Rg¢, 7

0Ady, _ [-RRR) R Ar(,, RG'ril, +ry — 1) (2.70¢)
oq,, i 03x3 _Rflgl 7

OAdx, _ [-RR,R) R, Ar(,, RG*ri, +rg, — 1) (2.70f)
d0q, | 033 -Ry, ’

0T sy _ 10 0 Mi(¥,, (02, +12,,)/2) (2.70g)
da, 0 1 0 Aa(¢hy, (7, +717,,)/2) ]
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8Ar$y7m2 8Arxy7BR1

oq,, dq, ’

OAT, 1,

e :[0 0 1 As(ep, r
8A1"Z7F2 b
e =00 1 Ny, rR)] -

Dabei ist A;(v, r) die i-te Zeile von A(1p, r).

0Aq,, [-RERY REAT(,, RETE, +ry —

Heck
0Aas, _ [RZRY RERIA(,, rl,)
aqH L O3x3
0Aag, _ [RE,RY REROA(,, rl,)
0qy | O3x3
9Aq, _ [RERY, RER
dqy | 0343
0Aqq, _ [RECRY,, RES
aQH L 03><3
8qH - i 03><3
0Aqy, _ [-RERY RE Ar(y,, R
8qH i 03x3
Stiitze 1

Jag, 033

dqg, 033

Dabei ist Egx3 die Einheitsmatrix der Dimension 3 x 3.

Stiitze 2

dag, 033

dqs, 033

A (¢H7 rgg,h)

A (¢H7 rggh)

0 Tsqo T Tg, —

0Aqy, _ [ngle R2 ROA (g, r5l,)

8Aq351 _ [E3X3 A(’l,bsl, rg}u)

0Aqy, _ [RQQR% R2 ROA (g, r52,)

8Aq352 _ [E3X3 A(T.bsQa rgiu)

(2.70h)
(2.70i)

(2.705)

(2.71a)

(2.71b)

(2.71c)

(2.71d)

(2.71e)

(2.71f)

(2.72a)

(2.72b)

(2.73a)

(2.73b)
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Stiitze 3
aAqKB — RilggR(I—)I R§3R9{A(’¢)537r§§0>
09, 033 RY,
aAqBSg _ E3><3 A(¢s37r§§u)
0qs, 03x3 E3xs
Stiitze 4
aAC1K4 — R1134R(I-)I RE4R21A(¢S47I'§20)
095, 03x3 RE,
aAqBS4 _ E3><3 A(¢s47r§iu)
dqs, 03x3 E3y3 )
Knoten F30
achl _ _RglROD O3x3
6qF30 i 03x3 Ré’l 7
8Aq03 _ _RggoRggo RggoAT('l»ngm Trso
Mpyo | O3x3 -R¢&Y°
AT,y pry [0 0 0 0 0
o 0 3 000 0"
8Army7BR4 _ 8Arxy’BR3
a(1F30 8(]Fgo ’
OAT
”3:[0 0100 0].
8(1F30
Knoten Fjo
aAch _ -Ré’QROD O3x3
8qF4O i 03x3 R& ’
OAQC4 — _R520R240 RgiOAT(’l)bF4O7 I.FGO
8qF4O i O3x3 _Rgio
ATy 5r,  [2 0 00 0 0
0qp, [0 3 00 0 0

|

)

—T

—Tr

F30)

F40)

i

)

(2.74a)

(2.74D)

(2.75a)

(2.75b)

(2.76a)

(2.76b)

(2.76¢)
(2.764)

(2.76¢e)

(2.77a)

(2.77b)

(2.77¢)
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OAI‘M,BR3 B <9Ar$y,BR4

6qF4o 8qF40 ’
OAr

Z’“:[O 0100 0].
8qF4O

Knoten Fso
0Aq., 'RE;’;"R% 03x3
Odpyo | O3x3 R
0hac,  [-RERY,, REAT(v0 RITE, 41, -1,
ol T 033 -RZ2°
ATy prs |3 0 0 0 0 0
0, [0 3 00 0 07
8Army’BR6 _ 8Arxy7BR5
8q.F5O aq.F5O ’
OAT
=5 o001 0 0 0}.
aq.FsO
Knoten Fgo
(9ch4 B _RgioR% 033
0o | Osxs  RE)
BAqC6 — _RggoRg‘ﬁo RggOAT <¢F607 ROHrgﬁh +rH _rFﬁo)
Mpgo | O3x3 -R&S°
OAT,y by [3 0 0 0 0 0
g0 0 3 000 0’
8ArxyyBR5 _ BAI'I%BRG
a(]F60 8qF‘60 ’
OAr
=f — o0 1 0 0 0}.
8(lFGO
Achse 1

OAr, r a
6q,41 - |:_1 - Cos(wx,A1)ry,F1u:| 9

OAr, Fo a
anl - |:_1 - Cos(wx,Al)ry,qu] 9

|

|

(2.77d)

(2.77e)

(2.78a)

(2.78b)

(2.78¢)
(2.78d)

(2.78¢)

(2.79a)

(2.79b)

(2.79¢)
(2.79d)

(2.79)

(2.80a)

(2.80b)
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aArszRl

anl
8ATZ7BR2

da,,

Achse 2

Achse 3
3A7°z’ s

8(1A3
O0AT, OAT, py

an3

GATLBRE)

ang

8ATZ7BR6

6qA3

Alle nicht genannten Jacobimatrizen entsprechen der Nullmatrix.

=1 cos(Wn)riin] -

— {1 cos(%,m)r;lﬁf?] :

1 —cos(¢, Az)ry,FW] ,

-

{ 1 —cos( J3‘42)1"31’&”],
{1 cos(Y,. 4, ry’RB] ,
|

1 cos( xA2 ry’R4] .

= __1 _COS<wI,A3)r£/4,3}:'5u] 9
- As
[ ool

= _1 COS(wm,Ag)r;,?}%sjl 9

= _1 cos(szAg)rﬁf;%] .

2.3.2 Generalisierte Verschiebungen

(2.80c¢)

(2.80d)

(2.81a)
(2.81D)
(2.81c)

(2.81d)

(2.82a)
(2.82b)
(2.82¢)

(2.82d)

Damit die generalisierten Balkenkréafte berechnet werden kénnen, sollen hier noch die
Vektoren Ar und At angegeben werden.

Grundrahmen

Arg, = RZRY(R{rl,, — Rfr2

A".bcl = RD ("J’H —,),

Ar,, =RZ R} (RO i, — Ryre—+

chg - Rgg (IlpH - 1/’1:)) :

+rH—rD),

rH_rD) )
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Chassis
Ar,, = RCDlR% (—Rgr%o +rp, — rD) ,
Atpo, =RE (Yryo — Y1)
Are, = RERY(-REr2 41, —1p)
Atpe, =R, ($ry0 = ¥1)
Are, = RERY, (~RETES 41,0 — 10y, )
Atpey =R (Y0 = Yrgo)
Ar,, = R530R240(—Rg PO Ly — rm) ,
Ao, =R (Yrgo = Yrs0) 5
Are, = REPRY, (RYxl, — REPE o, 1,y
Avpo, =RE(Yy — Pry,)
Arc(; = RggoRgﬁo (Rgrgah - ngr% +try— rFeo) )
Apog = Re” (Yu — Prgo) -
Auskragungen
Ar, = RglROD (Rglrgio — R(’)Dr%—i— rg, — rD) ,

A/ltbK']_ = RID(l (’l)bSl - "pD) )
Ar, =RERS(RSr3, - RET 41y, —1,) |
A"nbkg = R}?g (’lpSQ - "»Z’D) s
Ar,, = RggR% (Rg%ggo — Ré’r% +rg, — rH) ,
A’l)ng = Rflgg(/d;S;g - ’lpH) 9
Ar, =RERS (RGrs, - Rixl 1y, — 1)
Ay, =Ry, (Ys, —by) -

Boden unter den Stiitzen

_ S15.51 _
Arle =Ry Tow T Ts —Tpg s

A¢le = 'lpsl y

(2.86a)
(2.86b)
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Feder 1

mit

Feder 2

mit

Feder 3

mit

_ S2..52 _
ArBSz =Ry Toou T Tgy —Tpg,

AwBSQ = "anQ )

_ RS3,53
AI.BS3 - RO rS3u + I‘53 - I‘BS3 )
A’l?bBSg = ¢53 )

_ S S4 o
A BS4 R S4”LL + I‘5‘4 I.BS4 ?
A11035‘4 - 111)54 ‘

Arz,Fl = Tz,Flo - TZ,F1U - lFl )
I'rio=Tp + R Flo )
Tz,Flu = + Sm(¢m Al) Y, F1u .
A,rz,Fg = Tz,Fgo - rz,FQ'u - lF2 )
Tpo=Tp+ R{r FQO ,

. A
TZ,FQ’LL = 7/‘Z,Al + Sln(wz,Al) ylFQ’LL .

ATZ,F:), = Tzr30 ~ Tz, F3u — lF3 )

TZ,Fgu = + Sln(wm A2) y,Fgu :

(2.87b)
(2.87¢)

(2.87d)

(2.87¢)
(2.87f)

(2.87g)

(2.87h)

Hier und bei den nachfolgenden Glelchungen (der Federn) fehlen die Positionen der oberen

Federenden (r

der Systemgleichungen ermittelt werden.

Feder 4

mit

Feder 5

mit

Feder 6

mit

A"nz,F4 = Tz,F4o - Tz,F4u - lF4 )

A2

TZ,F4’U, = TZ,AQ + Sin(,(zbz,Ag) Y, Fau *

ATZ,F5 =Tz r50 ~ Tz, F5u — lFs )
T2 Fsu — 5 T Sln(%« Ag) y,F5u .
AT‘Z,FG = Tz,Fao - rz,Fgu - lFG )
T2 Feu — + Sln(d’x A3) Y, Feu *

-y Tpeo), da diese unabhéngige Grofien darstellen, welche durch Losen

(2.87i)

(2.87))

(2.87K)

(2.871)

(2.87m)

(2.87n)
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Boden unter dem Reifen 1

T
1
ArBRl = [T@Rl —TzBri Tyri ~ Ty,Bri Tz, — Tz,BrR1 — ide} ) (2.88a)
mit -
rRl = rAl + |:O COS(Qpﬁ,Al)T;IRl Sin(/lJZ)I,Al)rl?,lRl} ) (288b)
T
rA1 = |:% (rx,Flo + 74:E,F20) %(Ty,F1o + ry,FQO) 7,Z,A1:| Y (288C)
rFlO:rD+R€r£IO , (2.88d)
r.,,=r,+Rgry, . (2.88e)
Boden unter dem Reifen 2
1 T
ArBRQ = |:r$,R2 ~TzBre Tyre ~ Ty,BrRs T2,y ~ Tz,BrRy — EdRz] ) (2.88f)
mit -
ng = rAl + |:O COS(wm,Al)r;,IRQ Sin(wz,Al)rﬁ,lRQ} 9 (288g)
Boden unter dem Reifen 3
1 T
ArBRg = [Tac,Rg —TzBrs Tyrs ~ Ty,Brs T2,Rrs ~ Tz,Br3 — §dR3] ) (2.88h)
mit -
rR3 = rAQ + |:O Cos(wm,AQ)T{;QRB Sin(/llz)m,Ag)T;yQRB} ’ <2881)
T
rAQ = |:% (Tx,Fgo + TI,F4O) %(ry,Fgo + ry,F40) TZ,A2:| . (288-])
Boden unter dem Reifen 4
1 T
ArBR4 = {Tx,m - rx,BR4 Ty,R4 - Ty,BR4 TZ,R4 - TZ,BR4 - EdRJ ) (2'88k)
mit -
ry, =r,, + [() cos(1, 4, )Ty sin(wvaQ)r;?RJ . (2.881)
Boden unter dem Reifen 5
ArBR5 = |:rx,R5 - ra:,BR5 Ty,R5 - Ty,BR5 TZ,R5 - TZ,BR5 - %dRs} ) (2'88m)
mit -
Tp =T, + [0 cos(1h, 4y )Tk Sin(wx,A;;)T;j,%%s} , (2.88n)
T
rA3 = |:% (TOJ,F5O + Tx,Feo) %(Ty,F5o + Ty,FeO) TZ,A3:| * (2880)
Boden unter dem Reifen 6
1 T
ArBRG = [Tm,RS —Tx.Bre Ty,re ~ Ty,Br¢ Tz,R¢ — "2,BrRg §d36] , (2.88p)
mit -
Fpe =T, + [O coS(Vy a3 )T s sin(szAg)rﬁfRG} . (2.88q)
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2 Mathematische Modellierung 2.4 Lésung der Systemgleichungen 36

2.4 Losung der Systemgleichungen

Die Systemgleichungen (2.69) stellen ein mehrdimensionales nichtlineares Gleichungssystem
dar, welches in die Form
g(x,u) = Ogpx1 (2.89)

gebracht werden kann. Dabei wurde

T
x=|d, Ay Ao v e, Grge o Gege Dy 0 ) (2.90)
und

u:[ls lK d}%M wZ,M rJ\A;IISP I'psy *°° Tpgy Tpry ¢ rBR6:| ) (2'91)

mit .
lS - |:l51 l52 ls3 l54:| ; (292)

und .
lK - |:ZK1 lK2 lKS ZK4] . (293)

verwendet. Der Vektor x wird als Systemzustand und u als der Vektor der Eingangsgréfien
bezeichnet. Auflerdem wird lg bzw. 1, als Vektor der Stiitzlangen bzw. als Vektor der
Auskragungslidngen bezeichnet. Das System hat eine Dimension von 66 (6 x 10 + 2 x 3,
vgl. (2.90)). Die Funktion g(x,u) hingt von verschiedenen Parametern, wie z.B. der
Nachgiebigkeit des Bodens ab. Aufgrund der groflen Anzahl von Parametern wird darauf
verzichtet diese explizit in der Notation festzuhalten. Die verwendeten Parameter werden
deshalb fiir jede Simulationen beschrieben.

Die generalisierten Koordinaten der Starrkérper bzw. der Vektor x stellen die Unbe-
kannten dar. Eine Losung von (2.89) wird mit

Xy =g ' (u) (2.94)

bezeichnet.

Die Funktion g~!(u) kann auf analytische Weise nur schwer bzw. gar nicht ermittelt
werden. Deswegen werden im Weiteren nummerische Methoden verwendet. Die Gleichung
(2.89) kann z.B. mit der MATLAB Funktion fsolve gelost werden. Fiir die folgenden
Simulationen wurde, falls nicht anders angegeben, der trust-region-dogleg-Algorithmus
verwendet, welcher ein Gradientenverfahren darstellt. StandardméBig wird der Gradient
nummerisch berechnet. Um die Rechenzeit zu verkiirzen, wurde der Gradient analytisch mit-
hilfe des Softwarepakets CasADi berechnet und dem trust-region-dogleg-Algorithmus
bereitgestellt. CasADi generiert dabei C-Code, welcher mit dem MATLAB Befehl mex in
eine MATLAB kompatible MEX-Datei umgewandelt werden muss.

Fiir weitere Betrachtungen wird noch der Vektor der Stiitzzylindergeschwindigkeiten

dls

— 2.95
= (2.95)

T
Vg = |Vs; Usy Usg ’US4:| =

mit den Zylindergeschwindigkeiten der Stiitzen 1 bis 4 vg,, ..., vs, bendtigt.
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2 Mathematische Modellierung 2.5 Simulationen 37

2.4.1 Vom Systemzustand abgeleitete GroBen

Im Weiteren sind auch vom Systemzustand ableitbare Gréflien von Interesse. Darunter
fallen z. B. die Verzerrungsenergie des Grundrahmens oder die Stiitzkréfte. Die Verzer-
rungsenergie des Grundrahmens Il; = Il (xy) = Ilg, (Xu) + g, (Xu) erhélt man durch
Berechnen der generalisierten Verschiebung des Grundrahmens (2.83) und Einsetzen in
die Formel fiir die Verzerrungsenergie eines Balkens (2.18).

Die Stiitzkréfte werden zu einem Vektor

T T
fs = Fs1 FSQ F53 FSJ = {_Fz,le _Fz,352 _Fz,BSg, _FZ,BS4:| (2‘96)

zusammengefasst. Das negative Vorzeichen wurde dabei gewdhlt, damit Fs,,...,Fs, >0
gilt. Ahnlich wie bei der Verzerrungsenergie lassen sich die Komponenten von fs durch
Berechnen der generalisierten Verschiebung (2.86) und des in Abschnitt 2.2.5 (vgl. (2.36))
erlduterten Vorgangs berechnen. Die Reaktionskrifte in den Reifen lassen sich auf analoge
Weise ermitteln.

2.5 Simulationen

Am Anfang dieses Kapitels wurden verschiedene Forderungen an das Modell gestellt,
darunter z. B. die Darstellung des gesamten Abstiitzvorgangs von der Park- zur Arbeits-
position und die Wiedergabe der Torsion des Grundrahmens. Diese Szenarien sollen nun
betrachtet werden. Aufgrund einer Vertraulichkeitsvereinbarung wurden die Stiitzkréfte
im Weiteren mit einer Kraft F, normiert.

Fiir die Simulation des Abstiitzvorgangs werden folgende Parameter verwendet: Die
Maschinen wird auf ebenem, harten Boden (siehe (B.1b), Stiitzen sinken ca. 1 mm ein) in
der Vollabstiitzung (vgl. Abbildung 2.8) abgestiitzt. Der Mast befindet sich dabei stets in
seiner Transportstellung (Schwerpunkt rjj¢, ;). Abbildung 2.9 zeigt die Ergebnisse der
Simulation. Alle Stiitzen wurden gleich ausgefahren, deshalb geniigt die Angabe einer
einzigen Stiitzlinge [5. Da manche Reaktionskrifte fast denselben Verlauf aufweisen (z. B.
Fy, und Fs,) wurde deren Summe dargestellt. AuBerdem ist auch die Gewichtskraft mp.g

/

(a) Vollabstiitzung. (b) Rechtsabstiitzung. (¢) Frontabstiitzung.

Abbildung 2.8: Schematische Darstellung verschiedener Abstiitzkonfigurationen. Links
befindet sich die Front, rechts das Heck. Es gilt: 1, = [2.3 2.3 1.6 1.6]Tm
bei Vollabstiitzung, 1, = [0.3 2.3 0.3 1.6/Tm bei Rechtsabstiitzung und
I, = [2.3 2.3 0.3 0.3]"m bei Frontabstiitzung.
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_(Fsl+F52)/Fn_(FS3+FS4)/Fn
o (FR1+FR2)/Fn___ (FR3++FR6)/FTL
- meag/Fy

Abbildung 2.9: Simulation der Vollabstiitzung: Reaktionskréifte in den Reifen und Stiit-
zen (obere Abbildung) sowie Verschiebungen der Auskragungen (untere
Abbildung).

eingetragen. Da Auskragung 1 und 2 bzw. 3 und 4 annéhernd dieselben Verschiebungen
aufweisen, ist jeweils nur eine dargestellt. Man beachte, dass die Verschiebungen in das
Referenzkoordinatensystem transformiert wurden. Es ist zu erkennen, dass anfanglich nur
die Reifen belastet sind. Ein grofler Teil des Fahrzeuggewichts wird von der mittleren
und hinteren Achse getragen. Die vordere Achse tragt etwas weniger als ein Drittel der
Last. Sobald die Stiitzen den Boden erreichen, beginnt der Kraftwechsel zwischen Reifen
und Stiitzen (Knicke in den Kraftverlaufen). Am Ende des Vorgangs tragen die Stiitzen
das volle Gewicht. Die Summe aller Reaktionskréifte (Reifen und Stiitzen) entspricht
wéahrend des gesamten Verlaufs der Gewichtskraft mpr,g. In der unteren Grafik sind
die Verschiebungen der Auskragungen 1 und 3 zu sehen. Am Anfang, bei fehlender
Belastung der Stiitzen, hingen diese aufgrund des Eigengewichts leicht nach unten durch
(negatives Vorzeichen). Mit zunehmender Krafteinwirkung wandern die positiven Rander
(vgl. Abbildung 2.5) nach oben, bis ein Maximum erreicht wird. Man beachte, dass die
Verformung der Auskragung 1 bzw. 2 héher als jene der Auskragung 3 bzw. 4 ist, obwohl
die korrespondierende Stiitzkraft geringer ist. Dies liegt daran, dass die Auskragung 1 bzw.
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2 Mathematische Modellierung 2.5 Simulationen 39

2 deutlich langer ist (Ix, = 2.3m > lx, = 1.8 m). Diese Simulation zeigt somit, dass das
Modell sowohl die Reaktionskréfte in den Reifen und Stiitzen, als auch die Verformungen
der Auskragungen wahrend eines Abstiitzvorgangs sinnvoll wiedergibt.

Weiters wird die Torsion des Grundrahmens betrachtet. Die Rahmenbedingungen sind
dieselben wie bei der vorhergehenden Simulation. Der Unterschied besteht darin, dass
das Fahrzeug schon vollsténdig abgehoben hat und ein Zeitverlauf des Stiitzlingenvektors
15 (t) eingepragt wird, der zu einer Torsion des Grundrahmens fiihrt. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 2.10 dargestellt. Damit I, und fg fs miteinander verglichen werden kénnen,

_Fsl/Fn_FSQ/Fn _lsl_lSQ
T lSs B lS4
T T T T
L8k
z N
k= : TP :
— 1.75 5,: —
1.7 a I I 1 I R
0 2 4 6 8 10
tins
_HG/Hn_fSTfS/FﬁJ
2 T T T
1 S PR
e\ ]
05 \wT
0 | | 1 |

0 2 4 6 8 10
tins tins

Abbildung 2.10: Torsion des Grundrahmens: Dargestellt sind (zeilenweise von links nach
rechts) die Stiitzkréfte, die Stiitzldngen, der Winkel des Drehschemels (um
die z-Achse und y-Achse), des Hecks (um die z-Achse) und die Differenz
Aty =Yy p — Yz u sowie die Verzerrungsenergie des Grundrahmens Il
und die quadratische Summe der Stiitzkréifte f2 fs.
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wurde Il mit II,, = 0.5kJ normiert. Dieser Wert wurde so gewahlt, dass die normierte
GroBe (auch bei nachfolgenden Simulationen) in der Gréfienordnung von 1 liegt. Die
hinteren Stiitzen werden in der Simulation so manipuliert, dass sich das Heck mit einer
positiven Rate um die z-Achse (des Referenzkoordinatensystems) dreht. Man sieht, dass
sich der Differenzwinkel A, (zwischen Drehschemel und Heck) im Bereich, in dem alle
Stiitzen belastet werden, linear &ndert. Er erreicht einen minimalen Betrag bei ¢t = 5s. Zu
diesem Zeitpunkt hat der Vektor der Stiitzlingen etwa den Wert 1g = 1.75[1 1 1 1]Tm.
Erwartungsgemaf tritt hier die minimale Verzerrungsenergie auf. Wie bereits in der
Einleitung vermutet, tritt das Minimum von flfs an derselben Stelle auf. Generell
weisen die beiden Grofien II, und f;f fs sehr ahnliche Verldufe auf. Ob dies fir weitere
Szenarien, wie z. B. andere Abstiitzkonfigurationen, weicherer Boden oder verschiedene
Mastkonfigurationen ebenfalls gegeben ist, zeigt diese Simulation nicht. Demnach ist auch
noch unklar, ob Il oder f1fs die geeigneten Gréfien sind um optimale Stiitzlingen zu
bestimmen. Diese Fragestellung soll im nédchsten Kapitel beantwortet werden.
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3 Optimale Stiitzlange

In diesem Kapitel werden optimale Stiitzldngen fiir verschiedene Szenarien ermittelt. In
der Einleitung dieser Arbeit wurde ein manueller Abstiitzvorgang beschrieben. Es wurde
erwahnt, dass der Bediener fiir die Maschine eine gewisse Abstiitzhéhe und eine gewisse
Orientierung des Fahrzeugs (Roll- und Nickwinkel meist 0°, maximal 4-3°) einstellt.

Aus Abstiitzhohe und Orientierung des Fahrzeugs (drei Freiheitsgrade) lésst sich auf-
grund von kinematischen Uberlegungen ein lineares Gleichungssystem ableiten, das bei der
Bestimmung der Stiitzkréifte einen Freiheitsgrad lasst (vier Stiitzlingen — insgesamt vier
Freiheitsgrade). Dieser Freiheitsgrad soll beniitzt werden, um die Verzerrungsenergie im
Grundrahmen I bzw. die quadratische Summe der Stiitzkrifte 1 fs zu minimieren. Wie
bereits in der Einleitung erwiihnt, fiihrt eine Minimierung von f2 fs zu einem Ausgleich der
Stiitzkrifte. Diese Methode tendiert also dazu unbelastete Stiitzen zu vermeiden. Ahnlich
wie bei einem wackeligen Tische, unter dessen Bein man ein Stiick gefaltetes Papier
legt, soll dies die Standfestigkeit verbessern. Wie gezeigt wurde, besteht zwischen Il
und fIfs (vgl. Abbildung 2.10) eine gewisse Korrelation. Deshalb scheint als alternative
Formulierung auch die Minimierung der Verzerrungsenergie 11, sinnvoll.

Diese Problemstellung ldsst sich mathematisch durch eine Optimierungsaufgabe [14]
formulieren. Es handelt sich dabei um ein nichtlineares Problem mit Gleichungs- und Un-
gleichungsbeschrinkungen. Die gewiinschte Abstiitzhdhe und Orientierung des Fahrzeugs
werden dabei als Gleichungsbeschrankung formuliert. Die Kostenfunktion wird durch die
Verzerrungsenergie des Grundrahmens Il bzw. die quadratische Summe der Stiitzkréafte
f;r fs gebildet. Im Weiteren wird die Kostenfunktion Il bzw. fST fs mit P bzw. Py be-
zeichnet. Man beachte, dass sich die Kostenfunktionen P; und Py nach Abschnitt 2.4.1
durch den Vektor der Stiitzlingen 15 parametrieren lassen.

Bei der Losung des Optimierungsproblems hat sich gezeigt, dass vor allem die Model-
lierung des Bodenkontakts groflen Einfluss auf die Konvergenz hat. Man betrachte ein
Szenario, indem der optimale Stiitzlingenvektor 1g dazu fiihrt, dass F, o, ~ 0. Dies kann
z. B. passieren, wenn der Mast vollstdandig ausgefahren wird. In diesem Szenario kann es
wéhrend des Iterationsvorgangs der Optimierung (wegen einer zu grofien Schrittgrofien-
wahl) dazu kommen, dass die Stiitze 1 abhebt (Ar, ;¢ > 0). Nach (2.36) gilt fiir diesen
Bereich dF. JdAr, g, =0, was bei der Verwendung eines Gradientenverfahrens zur

z,BS1

Folge hat, dass der Losungsalgorithmus die Lange der Stiitze 1 nicht mehr dndert. Es hat

41
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sich deshalb bewéhrt fiir die Optimierung s(Ar ) aus (2.36) durch

z,BS1

Aro\ 2
ALTO <Arz,leAr0 - (T;) > Arg > ATz,le

0< AT‘Z’le < Ar

$(Ar, ps,) = (3.1)

2
Ar
1 z,BS
A < 1) —Ar, < Arz,le <0

zu ersetzen. Man beachte, dass § eine ungerade Funktion ist, welche fir Ar, 5 < 0 mit
s iibereinstimmt. Die Ableitung von § nach Ar, ;¢ ist fiir Ar, ;o € R\ 0 ungleich Null.

Da alle Stiitzen am Boden bleiben sollen, wird auflerdem f5 > 0441 gefordert. Damit
lasst sich die Optimierungsaufgabe wie folgt anschreiben

II;IGI% P(ls) (3.2a)
uwB.v. pey(ls) =0, (3.2b)
pneq(ls) S 0 ) (3.2C)
mit
B = {ls € R*: Is min < ls, < lsmax; b =1,...,4}, (3.2d)
Tz(ls) —Tz2d
Peq(ls) = [Ve(ls) = Yod| , (3.2¢)
¢y(ls) - ¢y,d
und
pneq(ls) = —f5 (ls) . (3.2f)

Dabei wird fiir die Kostenfunktion P(ls) entweder Py(ls) oder Pf(ls) verwendet. Die
GroBen 7, 1, und ¢y (bzw. r; 4, ¥y 4 und 1y, q) entsprechen der (gewiinschten) Abstiitz-
hohe, dem (gewiinschten) Roll- und dem (gewiinschten) Nickwinkel des Fahrzeugs, d. h.
des Drehschemels. Dies ist sinnvoll, da fiir Pumpvorgénge vor allem die Position und die
Orientierung des Masts von Interesse sind. Natiirlich 1dsst sich durch eine Koordinaten-
transformation auch jeder andere Punkt (z.B. das Heck) des Fahrzeugs auf gewiinschte
Werte bringen, ohne dass am Formalismus etwas gedndert werden muss. Im Weiteren
werden Groflen die mit P = P ermittelt wurden mit einem Index II versehen, wahrend
Groflen die mit P = Py ermittelt wurden mit f gekennzeichnet werden. Falls dies nicht
moglich ist, oder zu Verwirrung fithren kénnte, wird | Pu bzw. | P; verwendet. Zur Losung

von (3.2) wurde die MATLAB Funktion fmincon unter Verwendung des sqp-Algorithmus
eingesetzt.

Im néchsten Abschnitt soll nun ermittelt werden, ob die Minimierung von Py bzw. Py
zur selben Losung fithrt und ob die Grofien generell dazu geeignet sind, um eine méglichst
standfeste Abstiitzung zu finden.
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3.1 Simulationen

Eine moglichst standfeste Abstiitzung ist gerade wéahrend des Pumpvorgangs wiinschens-
wert. Deshalb wird zunéchst folgendes Szenario betrachtet: Der Mast befindet sich in
vollstindig ausgefahrener Konfiguration (Schwerpunkt ryjg, ,). Auflerdem ist by, , = 0°
und v, », wird zwischen 0° und 180° in 2° Schritten variiert!. Zunéchst wird die Vollab-
stiitzung und harter, ebener Boden betrachtet. Zudem wird im Weiteren r, 4 = 1.75m,
z.q = 0° und 1), g = 0° verwendet. Das Optimierungsproblem (3.2) wurde bei folgender
Simulation fiir jeden der 91 Winkelschritte gelost. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.1 zu
sehen. Um Py und Py in die gleiche Gréflenordnung zu bringen, wurden sie normiert. Bei
den Stiitzkraften ist unabhéngig von Py oder Py folgender Trend zu erkennen: Fiir ¢ »,
nahe 0° liegt das meiste Gewicht auf den hinteren Stiitzen. Mit steigendem Winkel verla-
gert sich das Gewicht langsam auf die rechten Stiitzen, bis es schlieflich bei 1, ,, = 180°
zum Grofiteil auf den vorderen Stiitzen zu liegen kommt. Dies lasst sich durch statische
Uberlegungen begriinden.

Betrachtet man das Ergebnis der Optimierung (zweite Abbildung), so sieht man, dass die
Losungen lg ; und lg i bei den Winkeln v, ,, = 0° und . 5, = 180° zusammenfallen. Dies
korrespondiert mit den Ergebnissen im vorhergehenden Kapitel (siehe Abbildung 2.10).
Wie in der unteren Abbildung zu sehen ist, liefern die beiden Optimierungen beziiglich Py
iiber einen groflen Bereich sehr dhnlich Ergebnisse. Unterschiede treten bei starker Torsion
des Grundrahmens auf. Die Minimierung der Verzerrungsenergie fithrt dazu, dass der
Differenzwinkel ¢, ,, — 1, , minimiert wird. Dies ist zu erkennen, da in weiten Bereichen
lssm = lsyn gilt. Somit ist ¥, , ~ ¢, , = 0, wobei ¥, , = 0 wegen (3.2e) gilt. Das
Angleichen von ¢, ,, an ¢, , gelingt allerdings nur, wenn alle vier Stiitzen belastet werden.
Die Optimierung von P verhalt sich anders. Sie neigt dazu den Grundrahmen starker zu
tordieren, um moglichst alle Stiitzen zu belasten.

Qualitativ &ndern sich die Ergebnisse bei weichem Untergrund mit den Parametern aus
(B.1a) kaum, wie die Abbildung 3.2 zeigt. Die Stiitzkréifte und die Verzerrung bleiben
nahezu identisch. Lediglich die Stiitzlangen erhéhen sich, was durch das tiefere Einsinken
in den Boden hervorgerufen wird.

!Man beachte, dass ¢, = 180° in der realen Anwendung nicht méglich ist, da der vollstindig ausgefah-
rene Mast bereits bei einem kleineren Winkel in die Fahrerkabine eindringen wiirde. Fiir die Simulation
ist der hohere Wertebereich dennoch interessant.
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Abbildung 3.1: Losung der Optimierungsaufgabe fiir die Vollabstiitzung bei hartem Boden:

Stiitzkrifte, optimale Stiitzlingen sowie Kostenfunktionen Py und .
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Abbildung 3.2: Lésung der Optimierungsaufgabe fiir die Vollabstiitzung bei weichem
Boden: Stiitzkréfte, optimale Stiitzlingen sowie Kostenfunktionen Py und

PH-
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Die Simulationsergebnisse fiir die Rechtsabstiitzung sind in Abbildung 3.3 dargestellt.
Der Mast wurde in dieser Simulation nur bis 9, 5, = 130° geschwenkt, da gréfiere Winkel
nicht mehr im Stabilitdtsbereich dieser Abstiitzkonfiguration liegen. Hier zeigt sich bereits
bei 9., = 0 ein Unterschied zwischen 15 ; und lg ;. Dies liegt daran, dass die Kraftauftei-
lung zwischen linken und rechten Stiitzen bereits bei kleinem Winkel v, ,, unsymmetrisch
ist. Da die rechten Stiitzen weiter von der Langsachse des Fahrzeugs entfernt sind, miissen
die korrespondierenden Reaktionskrifte kleiner als jene der linken sein. Dies bringt die
linken Stiitzen dazu, tiefer in den Boden zu sinken.

Der Vollstandigkeit halber wurde auch die Frontabstiitzung simuliert (siche Abbil-
dung 3.4). Der Mast wurde in dieser Simulation nur zwischen 1, 5, = 130° und ), ,, = 180°
geschwenkt, da Winkel aulerhalb nicht im Stabilitdtsbereich dieser Abstiitzkonfiguration
liegen. Hier zeigt sich, dass die Minimierung von Il dazu fithrt, dass alle Stiitzen stets
belastet sind. Die Verzerrung des Grundrahmens ist sehr niedrig, was daran liegt, dass
seine Biegesteifigkeit hoher als die Torsionssteifigkeit ist.
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Abbildung 3.3: Losung der Optimierungsaufgabe fiir die Rechtsabstiitzung bei hartem

Boden: Stiitzkréfte, optimale Stiitzlingen sowie Kostenfunktionen Py und
PH-
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Abbildung 3.4: Lésung der Optimierungsaufgabe fiir die Frontabstiitzung bei hartem

Boden: Stiitzkréfte, optimale Stiitzlingen sowie Kostenfunktionen Py und
PH-
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Aus den gezeigten Abbildungen dieses Kapitels ist ersichtlich, dass die Minimierung von
P; zu einer besseren Aufteilung des Gewichts auf die Stiitzen fiihrt. Da die Reduzierung
der Verzerrung keinen Vorteil hat und nur untersucht wurde, ob eine Minimierung von
Py auch zu minimalem (oder zumindest kleinem) Py fithrt, wird von nun an nur noch
die Kraftbalancierung weiter verfolgt. Es stellt sich die Frage, um wie viel besser die
optimierte Abstiitzung z. B. im Vergleich zur trivialen Abstiitzung des vorhergehenden
Kapitels (vgl. Abbildung 2.9) ist. Dazu soll der Ausfahrvorgang des Masts simuliert
werden. Das Fahrzeug befindet sich dabei in Vollabstiitzung und der Mast anfangs in
seiner Transportstellung. Folgend wird der Mast vollstdndig ausgefahren. Dies wird durch
eine Variation des Mastschwerpunkts rj;., in der Form

t t
) + r%s’P,at ) (3.3)
end

M M
rysp(t) = Tarsppt (1 - .
en

mit der Zeit ¢t und tenq = 120's simuliert. Dabei ist ryjg,, der Schwerpunkt des Masts in
der Transportstellung und rjj., , der Schwerpunkt des Masts im ausgefahrenen Zustand.
Der Mastwinkel wird aulerdem entsprechend

t

tcnd

Yz (t) = 90° (3.4)
variiert. Der Vorgang wird in 1s Schritten diskretisiert und Py fiir jeden Zeitschritt
minimiert. Der so erhaltene Verlauf von lg ;(t) wird zusétzlich zu rj,,(t) und v (1)
auf das Modell (aus Kapitel 2) aufgebracht und mit der trivialen Abstiitzung (15(t) =

1.75m {1 11 1}T) verglichen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.5 dargestellt. Gréen
der triviale Abstiitzung wurden mit dem Index ¢ gekennzeichnet. Es ist zu erkennen, dass
sich das Gewicht mit fortschreitender Zeit zunehmend auf die rechten Stiitzen verlagert.
Der optimierte Vorgang bewirkt dabei, dass alle Stiitzen belastet bleiben. Dies hat eine
(wenn auch geringe) Auswirkung auf die Standfestigkeit der Maschine. Wie in der mittleren
Abbildung zu sehen ist, treten bei der trivialen Abstiitzung Abweichungen zur gewiinschten
Orientierung auf. In der unteren Abbildung, wie auch bei den vorherigen Simulationen,
zeigt sich die Tendenz, dass die Minimierung von Py eine Erhohung der Verzerrung bewirkt.
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Abbildung 3.5: Losung der Optimierungsaufgabe wahrend des Ausfahrvorgangs des Masts:
Stiitzkrafte, Roll- und Nickwinkel des Fahrzeugs sowie Kostenfunktionen
P; und Py. Die Abweichungen von 1, y und v, y zu ihren gewiinschten
Werten ist Null, deshalb liegen die entsprechenden Kurven {ibereinander.
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3 Optimale Stiitzldnge 3.1 Simulationen 51

Der Vorteil der Optimierung zeigt sich insbesondere erst bei der letzten Simulation
dieses Kapitels. Der Ausgangspunkt ist das Ende (¢ = 120s) der vorhergehenden Simulati-
on. Untersucht wird nun, wie dieser Arbeitspunkt durch eine Stérung beeinflusst wird.
Storungen konnen z. B. durch das Betonpumpen hervorgerufen werden, welche den Mast
in eine Auf- und Abschwingung versetzen. Fiir das Stormoment dieser Schwingung wird
folgender Ansatz verwendet

A

M, () = My g sin(wt) . (3.5)

xT

A

Dabei ist M, (t) das Stormoment um die z-Achse des Drehschemels, M, s = 100 kN m
die Amplitude des Moments und w = 27/3rad/s die Kreisfrequenz der Schwingung [15].
Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung 3.6 dargestellt. Die Minimierung von Py
bewirkt wieder eine gute Kraftaufteilung, was zur Folge hat, dass die Maschine im Vergleich
zur trivialen Abstiitzung sehr standfest steht (mittlere Abbildung). Die Winkel v, r und
Yy, r dndern sich im Gegensatz zu v, ; und 1), ; kaum. Zwar sind die Abweichungen,
welche bei der trivialen Abstiitzung auftreten unkritisch, dennoch besteht zwischen beiden
Methoden ein mafigeblicher Unterschied. Weitere Simulationen haben gezeigt, dass sich die
Stabilitidt der trivialen Abstiitzung auf weichem Untergrund erhoht. Dies liegt daran, dass
die Stiitze 1, welche auf hartem Boden kaum belastet wird, durch das tiefere Einsinken
der Maschine mehr Gewicht aufnehmen kann. Dennoch ist die optimierte Abstiitzung
auch in diesem Fall besser.
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Abbildung 3.6: Auswirkung des schwingenden Masts auf die Stabilitdt der Maschine:

Stiitzkrafte, Roll- und Nickwinkel des Fahrzeugs sowie Stérmoment.
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3.2 Schlussfolgerung

Mit den Simulationen dieses Kapitels wurde gezeigt, dass die Minimierung von P;; nicht
zu minimalem Py fiihrt. Unterschiede zeigen sich bei unsymmetrischer Abstiitzung und
dann, wenn der Schwerpunkt der Maschine weit von der Léngsachse entfernt ist. Der
Maschinenschwerpunkt wird dabei vor allem von der Konfiguration und der Orientierung
des Masts beeinflusst.

Da die Optimierungsaufgabe sehr viel Rechenleistung bendétigt, ist eine praktische
Realisierung des Vorgangs wie in Abbildung 3.5, d. h. eine Optimierung wihrend des
Ausfahrens, nicht sinnvoll und zudem auch nicht erlaubt?. Wie Abbildung 3.6 zeigt, ist es
besonders von Vorteil Py zu minimieren, wenn der Mast bereits ausgefahren wurde. Ein
Ansatz wire deshalb Py nur fiir bestimmte Arbeitspunkte zu optimieren.

Generell besteht bei der Optimierung von Py das Problem, dass in der Praxis eine ganze
Reihe von Parametern nicht bekannt sind. Dazu gehéren z. B. der Geldndeverlauf und die
Nachgiebigkeit des Bodens. Auch der Schwerpunkt des Fahrzeugs diirfte im Allgemeinen
nicht exakt bekannt sein. Deshalb wird eine robuste Methode bendtigt, welche nicht auf
diese Parameter angewiesen ist. Grofien, welche sehr genau ermittelt werden kénnen, sind
z.B. die Langen der Auskragungen und der Stiitzen. Im ndchsten Kapitel soll deshalb auf
Basis dieser Grofien ein Regler entwickelt werden.

2Nach aktuell giiltiger Norm ist die gleichzeitige Regelung von Mast und Stiitzen verboten.
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4 Regelungskonzept

In diesem Kapitel wird ein Regelungskonzept fiir die Abstiitzung der betrachteten Autobe-
tonpumpe vorgestellt. Zu Beginn sollen die einzelnen Komponenten des Regelkreises erklart
werden. Anschliefflend folgen Simulationsergebnisse zur Analyse des Systemverhaltens.

Das Regelungskonzept ist darauf ausgelegt, dass der Regler ausschlielich die Zylinder in
den Stiitzen regelt, d.h. das horizontale Manipulieren der Stiitzbeine (vgl. Abbildung 2.1)
iibernimmt der Bediener. Um die horizontale Konfiguration auch automatisiert vorgeben
zu konnen wére viel mehr Information tiber die Umgebung (z. B. Hindernisse) notig, was
den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten wiirde. Aufierdem bestehen rechtliche Einschran-
kungen, wie in der Einleitung bereits angedeutet wurde. Als Rahmenbedingung wird
deshalb angenommen, dass der Regler erst dann aktiviert wird, sobald die Stiitzbeine
horizontal ausgefahren wurden und die Stiitzen mit einer Mindestkraft von ca. 5 kN bzw.
~(0.5t belastet sind.

Es wurde eine Zwei-Freiheitsgrade-Struktur bestehend aus Fehlerregelung, Vorsteuerung
und Trajektoriengenerator gewéhlt. Diese hat den Vorteil, dass das Fithrungsverhalten
unabhéingig vom Storverhalten eingestellt werden kann. Der Regler soll die z-Position r,,
die Orientierung 1, und 1, des Fahrzeugs sowie die quadratische Summe der Stiitzkréfte
Py regeln. Dabei bilden die Stiitzzylindergeschwindigkeiten vg,, ..., vs, die Stellgréfien des
Reglers. Im Weiteren wird angenommen, dass der Autobetonlaster einen Regelkreis besitzt,
der die Volumenstrome der Stiitzzylinder so regelt, dass sich die Zylindergeschwindigkeiten
entsprechend vg,, ..., vs, einstellen.

Fiir die Regelung wird der Zusammenhang zwischen der zeitlichen Anderungsrate der
z-Position, der Orientierung sowie der quadratischen Summe der Stitzkréifte und den
Stiitzzylindergeschwindigkeiten bendtigt. Da die Verformung der Tréagerelemente des Fahr-
zeugs im Vergleich zu den Fahrzeugabmessungen klein ist, wird dazu ein Starrképermodell
hergeleitet.

4.1 Starrkorpermodell

Die Abbildung 4.1 zeigt das Starrkérpermodell in schematischer Darstellung. Der Grundrah-
men, die Auskragungen und die Stiitzbeine werden als ein einziger Starrkérper modelliert.
Der Bodenkontakt und die Steifigkeit der Auskragungen werden durch lineare Federn
der Steifigkeit ¢ abgebildet. Da angenommen wurde, dass die Stiitzen bei Zuschalten des
Reglers bereits belastet sind, treten keine negativen Stiitzkrifte auf. Dies rechtfertigt die
Verwendung von linearen Federn. Das Fahrwerk und die Reifen werden in diesem Modell
vernachlissigt, da dafiir genaue Kenntnis des Geléndes (7, 5., -, 7, zr,) n0tig wére. Fiir
den Reglerentwurf werden alle z-Positionen des Bodens auf Null gesetzt. Vernachlassigt
man das Findringen der Stiitzen in den Boden, so miissen fiir das Fahrzeug folgende

54
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4 Regelungskonzept 4.1 Starrkérpermodell 55

Fs,
Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Starrkérpermodells. Starrkérper sind in

Schwarz dargestellt, elastische Elemente in Rot. Wichtige Punkte sind in
Blau markiert.

Gleichungen erfiillt sein

Uays) = YyTes, —lsi +7, = (4.1a)
VaTysy = YyTas, —lss +75 = (4.1b)
UuTy sy = VyTisy —lss +7.=0 (4.1c)

Tyss — YyTosy —lsa+7.=0. (4.1d)

Dabei beschreibt rp g bzw. )¢, mit i = 1,...,4 die 2- bzw. y-Position der Stiitze i im

Koordinatensystem des Drehschemels. Die Skalare ry ;. bzw. ;). konnen auch negativ
sein und héngen von der Geometrie des Fahrzeugs (Abstiitzkonfiguration) ab. Zahlenwerte
sind im Abschnitt B.2.1 zu finden. In (4.1) wurde die Kleinwinkelndherung sin(v¢) ~ 1
verwendet. Durch zeitliches Ableiten der Gleichungen (4.1) lésst sich der Vektor der
Stiitzzylindergeschwindigkeiten durch

VS = H]uI (42&)
ausdriicken. Dabei ist
1 TyD,Sl _T£S1
1 D _..D
H, — T%SQ T$D752 (4.2b)
1 Tyss  “Tass
1 7’5,54 —7'5,54
und
d T
u; = E U 1/}:1: wy} . (420)
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4 Regelungskonzept 4.1 Starrkérpermodell 56

Die Matrix H; (I steht fiir Image) bildet also die z-Geschwindigkeit sowie die Roll- und
die Nickrate des Fahrzeugs auf die Stiitzzylindergeschwindigkeiten ab.

Um eine moglichst gute Aufteilung der Stiitzkréfte zu erhalten, soll ein Regler eingesetzt
werden, der Py auf sein Minimum Py 4 regelt. Wie durch Vergleichen von Abbildung 3.1 und
Abbildung 3.2 zu erkennen ist, hingt Py 4 nicht von der Nachgiebigkeit des Untergrunds
ab, womit fiir die Kraftregelung keine Kenntnis des Untergrunds notwendig ist. Das
Minimum, héngt vor allem von der Abstiitzkonfiguration und der Gewichtsverteilung
(besonders durch Mastkonfiguration und -position beeinflusst) ab. Um Py 4 moglichst
recheneffizient zu ermitteln, wird die Methode aus [3] verwendet. Die Kernidee besteht
darin, dass aufgrund der statischen Unbestimmtheit der Abstiitzung unendliche viele
Vektoren fy existieren, die die Krafte- und Momentenbilanz erfiillen. Man wahlt nun
jenen Vektor fg aus, welcher minimale 2-Norm aufweist. Fiir das Starrkérpermodell in
Abbildung 4.1 ldsst sich folgende Kréfte- und Momentenbilanz ableiten

TZ?,SlFSl+T£SZFSQ+T5,53F53+r?iS4FS4+MZE:0 (43&)
_T.’iSlFSI —T£S2F52 _r.’?,SgFSZS _TmD754F54+My:0 (43b)
_F51_F52_F53_FS4+mFZg:0' (43C)

Dabei ist M, das Moment um die 2-Achse und M, das Moment um y-Achse des Fahrzeugs.
Die Momente lassen sich aus der Massenverteilung des Fahrzeugs berechnen, wobei die
Masse des Drehschemels, des Hecks, der Stiitzen, der Achsen und des Masts beriicksichtigt
wird. Die Gewichtskraft zufolge der Fahrzeugmasse ist mp.g. Aulerdem wurde wieder
eine Kleinwinkelndherung verwendet. Die Gleichungen (4.3) lassen sich auch durch

st — TFZ (44&)

mit
“Tysi “Tyss “Tyss Tysa
B = ""5,31 7"11?752 7“5753 r554 (4.4b)
1 1 1 1
und
T
Trz = {Mm M, mp.g (4.4c)

angeben. Das Gleichungssystem (4.4) ist unterbestimmt und somit nicht eindeutig 16sbar.
Es wird nun jener Vektor fs 4 gesucht, der das Gleichungssystem erfiillt und minimale
2-Norm besitzt. Das Problem ldsst sich mithilfe einer Optimierungsaufgabe wie folgt
definieren

fs g = arg min||fs |3 (4.5a)
uwBv. Bfs=71,.. (4.5b)

Die Losung léasst sich in der Form

£y 4= BT(BBT)*ITFZ (4.6)
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4 Regelungskonzept 4.2 Fehlerregelung 57

-1
angeben. Dabei ist die Matrix BT BBT) die linke pseudoinverse Matrix von B. Das
Minimum von Py lasst sich durch

Ppg= f;{ afs.d (4.7)

berechnen.

4.2 Fehlerregelung

Diese Position und die Orientierung sowie die quadratische Summe der Stiitzkréfte werden
zu einem Vektor

T
y = [qu Pf} , (4.8a)
mit dem Vektor der generalisierten Fahrzeugkoordinaten

Arz = [Tz (o ¢y}T (4.8b)

zusammengefasst. Aulerdem wird im Folgenden die dazugehorige Trajektorie

Ya= [qu,d Pf,d}T : (4.92)

mit der Trajektorie der Fahrzeugkoordinaten

sz,d:[Tz,d VYe,d %,d}T (4.9b)

benétigt. Py 4 ist dabei unabhéngig von der Zeit und wird nach (4.7) berechnet.
Im Weiteren werden zeitlich diskretisierte Grofilen mit [k], k € IN gekennzeichnet. Am
Beispiel des Vektors u; nimmt dies folgende Form an

u,(kT,) = u,k] , (4.10)

wobei T, = 50ms die Abtastzeit des Reglers ist.
Die generalisierten Fahrzeugkoordinaten werden mit einem PI-Regler der Form

geregelt, wobei der Regelfehler e[k] und der integrale Fehler e,[k] wie folgt definiert sind
elk] = qr:[k] — qr:.alk] (4.11Db)

e[kl =e;lk — 1]+ (ar:[k — 1] — Qp.alk — 1])T, = e;[k — 1]+ e[k —1]T, . (4.11c)

Dabei sind Ap und A; positiv definite Diagonalmatrizen, welche den Proportional- und
Integralteil des Fehlerreglers definieren. Der Vektor u,[k] kann als virtuelle Stellgrofe
verstanden werden, welche durch die Beziehung

v [k] = Hyu, [k] (4.12)
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4 Regelungskonzept 4.2 Fehlerregelung 58

auf die Stiitzzylindergeschwindigkeit des Positions- und Orientierungsreglers v; abgebildet
wird.

Der Ausgang des Reglers (Fehlerregelung und Vorsteuerung) unterliegt einer Stellgro-
Benbeschrankung. Da die Fehlerregelung einen Integralteil besitzt, muss deshalb eine
Anti-Windup Mafinahme getroffen werden. Diese ist notwendig, falls die Stellgroflen des
Reglers vg,, ..., vs, in die Beschrankung kommen und der Integralteil bewirken wiirde,
dass die Stellgrolen noch weiter in die Beschrinkung getrieben werden. Mit der minimalen
bzw. maximalen Zylindergeschwindigkeit vpin bzZw. vmax ist eine Anti-Windup Mafinahme
deshalb notwendig, falls

Vs, [k] < Umin A [HiAeg[k]], >0,i=1,...,4 (4.13a)

oder
Usi [k] > VUmax /\ [H[A]el[k]],i < O, 'l - ]., ce. ,4 . (413b>

Dabei ist [H; A e,[k]]; die i-te Zeile des Vektors H; A e;[k]. Falls die Bedingung (4.13)
erfiillt ist, wird die Integration gestoppt, d.h. Gleichung (4.11c) durch

e/ [k] = e[k —1] (4.14)

ersetzt.

Als Néchstes soll der Kraftregler vorgestellt werden. Dazu betrachte man die Matrix
H,, welche drei Spaltenvektoren besitzt. Diese Spaltenvektoren sind linear unabhéngig.
Es gibt immer einen Vektor h,, der orthogonal zum Spaltenraum von H; steht, und die
Bedingungen

H h, = 03 (4.15a)

und
[holl, =1 (4.15D)

erfiillt. Die zweite Bedingung (4.15b) wird gefordert, um die Lange des Vektors eindeutig
zu definieren. Fiir die Vollabstiitzung ergeben sich

1.000 —3.124  1.477
1.000  3.124  1.477
Hi=11000 —2.840 —5.662 (4.16a)

1.000  2.840 —5.472

und -
h, =10.469 —-0.483 —0.516 0.530] (4.16b)

Man beachte die leichte Asymmetrie der Maschine, welche eine Asymmetrie in h, ver-
ursacht. Um die Komponenten von h, zu deuten, wird eine abgestiitzte Betonpumpe
betrachtet, bei der die Stiitzkrifte fs so eingestellt worden sind, dass fdfs = Py 4 gilt.
Prigt man nun eine Zylindergeschwindigkeit proportional zu h, ein,

T
vs = 0469 ~0.483 —0.516 0.530] wo, vo € R, (4.17)
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so wird sich die z-Position und die Orientierung des Fahrzeugs kaum éndern. Der Wert Py
hingegen steigt, da er sich zu Beginn in seinem Minimum befand und die Stiitzen 2 und 3
entlastet werden, wiahrend Stiitze 1 und 4 belastet werden. Das fithrt zu einer Umverteilung
der Stiitzkrifte. Selbes Ergebnis wiirde erzielt, wenn man vg durch —vg ersetzt. Dies
wirft die Frage auf, wie man einen Vektor vg wéhlen muss, wenn Py # Py, gilt und
man P verkleinern méchte. Im Weiteren wird deshalb die virtuelle Stellgrofie u, gesucht,
welche mit nachfolgender Beziehung auf die Zylindergeschwindigkeit des Kraftreglers v,
abgebildet wird

Volk| = houo[k] . (4.18)

Die virtuelle Stellgrofie u, soll so gewdhlt werden, dass sich Py verkleinert. Dazu wird die
Zeitableitung Py betrachtet. Es gilt
B dfrfs
T

, f
:2§g=2§gf%.
S

(4.19)

Bleiben die Position und Orientierung des Fahrzeugs unverdndert, was durch die Orthogo-
nalitdtsbedingung (4.15a) impliziert wird, so gilt

s
— =cE 4.2
als c ) ( O)

mit der Nachgiebigkeit des Bodens ¢ (vgl. Abbildung 4.1) und der Einheitsmatrix E. Somit
erhalt man
Py =2cflvs . (4.21)

Wihlt man Py = —\;(Pf[k] — Pf4) und ersetzt v durch den Ausgang der Fehlerregelung
velk] = vi[k] + volk] , (4.22)
so erhalt man

—Ap(Prlk] = Ppa) = 2¢f5 [K]ve[k] = 2¢£5 [K](vi[k] + vo[K])
= 2cf X [K](H u, k] + hou,[k]) - (4.23)

Dabei ist Ay der Proportionalteil des Kraftreglers. Aus (4.23) lésst sich die virtuelle
Stellgrofle zu

1

wolkl = 3 T Tim,

(—2£5 [k Hw (k] = Ap(Py[K] = Pra)) (4.24)
berechnen. In Simulationen hat sich gezeigt, dass es giinstig ist den Term —2cfJ [k]Hu,[k]
mit einer Zahl A € (0, 1) zu skalieren. Insbesondere hat sich gezeigt, dass die Wahl A =0
bereits zu guten Ergebnissen fiihrt, weswegen nun

P¢lk| - P
-\ f[] f,d

ok:
ol I 2T [k,

(4.25)

verwendet wird. Beim Kraftregler ist ein Integralteil nicht sinnvoll, da immer P; > Py 4
gilt und somit der Integralteil nur wachsen aber nicht abnehmen kann.
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Damit die virtuelle Stellgrofie u,[k] beschrénkt bleibt, muss sichergestellt werden, dass

der Term
dylk) = £ [k, (4.26)

ungleich Null ist. Um df genau zu betrachten wird zunéchst das Gleichungssystem (4.4)
verwendet. Jede Losung des Gleichungssystems lasst sich in der Form

fo =foq+ofy (4.27)

mit a € R und fj als einem Vektor aus dem Nullraum von B, d.h. Bfy = 0341, angeben.
Am Beispiel der Rechtsabstiitzung soll nun gezeigt werden, welche Werte dy fiir die
Stiitzkréfte aus (4.27) annimmt. Dazu wird der Vektor fy so gewéhlt, dass ||fol, = [|fs,all;
gilt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass dy die

x10%
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Abbildung 4.2: Analyse von d; fiir die Rechtsabstiitzung.

Nulllinie bei o = 0 kreuzt. Bei diesem Punkt tritt auch der minimale P;-Wert Py 4 auf.
Wenn Py, wegen eines Datenfehlers (z.B. falsche Fahrzeugmasse) zu klein geschétzt
wird, erreicht Py — Py 4 niemals Null. Die virtuelle Stellgroe u, nimmt dann fir dy = 0
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einen unendlichen Wert an. Das Regelgesetz (4.25) muss deshalb angepasst werden, um
dies zu vermeiden. Vorher soll allerdings noch untersucht werden was passiert, wenn das
Minimum von Py und dy = 0 nicht an derselben Stelle liegen. Dies kann aufgrund von
Parameterabweichungen auftreten. Im Weiteren wird angenommen, dass dy = 0 bei o <0
auftritt und das Minimum von P; an der Stelle a = 0 bleibt. Befindet sich das System
anfangs im Punkt o = —1, wird der Kraftregler dafiir sorgen, dass sich der Wert von Py
reduziert und « steigt. Sobald o iiberschritten wird, wechselt ds sein Vorzeichen und v,
somit seine Richtung. Da an diesem Punkt Py — Py g # 0 gilt, ist die virtuelle Stellgrofie
u, ebenfalls ungleich Null und Py beginnt wieder zu steigen. Die Grofie dy wird darauf
folgend wieder das Vorzeichen wechseln, woraus sich eine Oszillation um o’ bildet.

Um derartige Oszillationen klein zuhalten und die virtuelle Stellgroe u, fiir dy = 0 zu
beschranken wird der maximale Betrag von u, durch

Sldg[k]| |dsK]] < a2

(4.28)
(a3} sonst

uo,max[k] = {

mit a; = 2-1072 und ap = 2-10* festgelegt. Dabei wurden die Zahlenwerte in Simulationen
ermittelt. Die virtuelle Stellgréfie u, wird also umso stirker beschrénkt, je kleiner der
Betrag von dy wird. Es ist sinnvoll den Betrag von u, mit a7 nach oben zu beschrénken,
da die Komponenten von v,[k| = hou,[k] dann bei passender Wahl von «; niemals die
Stellgroflenbeschréinkung erreichen. In den Simulationen hat sich némlich gezeigt, dass
sich P; nicht reduziert, wenn v, eine Stellgréflenbeschrédnkung auslost. Dies liegt daran,
dass die Vektoren v, und h, dann nicht mehr kollinear zueinander sind.

Eine Alternative zur Beschrinkung von u, wére eine Skalierung von Ay in Abhéngigkeit
von dy. Es hat sich allerdings gezeigt, dass dies bei grofien Differenzen von Py — Py g zu
starken Oszillationen fiihrt.

Es sei noch angemerkt, dass die Beziehung

fi4h, =0 (4.29)

immer gilt, da f5 4 orthogonal zum Nullraum von B, und somit auch orthogonal zu h, ist.

Da der Wert Py g nur erreicht werden kann, wenn alle Reifen den Bodenkontakt verloren
haben, ist es nicht sinnvoll den Kraftregler von Anfang an laufen zu lassen. Er wird erst
aktiviert, sobald die z-Position und die Orientierung des Fahrzeugs in einem gewissen
Toleranzband liegen und alle Reifen abgehoben haben. Mit der z-Position r; o, dem Roll-
winkel 1 o und dem Nickwinkel v, o, welches das Fahrzeug im vollstéindig abgestiitzten
Zustand einnehmen soll, lasst sich diese Forderung wie folgt formulieren

72 = T200] < Ttol (4.30a)
[V — Yz 00l < Prol (4.30b)
W}y - Q/)y,oo| < @btol (4.30C)
|Fs, + Fs, + Fsy + Fs;, —mp.g| < frol - (4.30d)

Dabei entsprechen die positiven Konstanten 7.1, Yo und fio) der z-Toleranz, der Win-
keltoleranz und der Krafttoleranz. Die Positions- und Orientierungsregelung lduft weiter,
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nachdem der Kraftregler aktiviert wurde. Der Kraftregler wird ausgeschaltet, sobald
(Pf — Py,q)/ Pyq die Toleranz P;o unterschritten hat, dy mehr als dreimal sein Vorzeichen
gewechselt hat, oder der Kraftregler linger als die Zeit ¢ 7 1, lauft. Sobald der Kraftregler
wegen einem der genannten Griinde ausgeschaltet wurde, wird er nicht noch einmal
aktiviert.

4.3 Vorsteuerung und Trajektoriengenerator

Um ein besseres Fithrungsverhalten zu erreichen, wird neben dem Fehlerregler auch eine
Vorsteuerung eingesetzt. Die Vorsteuerung ergibt sich aus der diskreten Ableitung der
Trajektorie qp. 4[k] in der Form

sz,d[k] - sz,d[k - 1]

vyst[k] = H; T (4.31)
Wie bereits erwéhnt unterliegt der Reglerausgang
Vs lk] = Velk] + Vst [K] (4.32)

einer Stellgréf8enbeschrankung. Die Komponenten des beschrankten Reglerausgangs

T
Voolk] = [vsi.clk] vspelk] vsgelk] vsyclk] (4.33)
(c fiir clipped), welche auf die Strecke aufgebracht werde, haben dabei die Form

Umin Us; [k] < Umin
1)51.7c[k] = { Umax Vs, [k] > Umaxs = 1,...,4. (4.34)

vg,[k]  sonst

Hierbei gilt fiir die minimale bzw. maximale Stiitzzylindergeschwindigkeit vy < 0 bzw.
Umax > 0.
Die Trajektorie qp . 4[k] verlduft rampenférmig von q.[0] bis

T
QFz,oo:[rz,oo Yz,00 @/Jy,oo} (4.35)

und bleibt nach dem Erreichen auf diesem Wert. Die Steigung der Rampe wird zu

qz,k:_qz,k:_l VUys

festgelegt. Fiir die Vorsteuerungsgeschwindigkeit vygt gilt hierbei 0 < vygt < Upax- Au-
Berdem ist Alyax > 0 der Stiitzlingenunterschied mit dem gréfiten Betrag, der zwischen
den beiden Fahrzeugkoordinaten qz.[0] und gz, herrscht. Die Stiitzlingenunterschiede
lassen sich anhand des Starrkérpermodells (4.1) wie folgt berechnen

T
[Alsl Al52 Al53 AZSJ - H[(sz,oo - sz[O]) ’ (437)
wobei Alg,,...,Alg, die Stiitzldingenunterschiede der Stiitzen 1 bis 4 sind. Weiters gilt
Almax = max(|Alg, |, ..., |Alg,|) . (4.38)
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4.4 Rauschen und Signalkonditionierung

Die gemessene, nicht verrauschte Position 7, und die Orientierung v, ﬂy des Fahrzeugs
sowie die gemessenen, nicht verrauschten Stiitzkriifte f5 werden zu einem Vektor

_ — _ 7 T
Ted(t) = [7a(8) Dalt) () T2 (1) (4.39)
zusammengefasst. Das Messrauschen wird, durch
ired(t) = ired(t) + d(t) ) (440)

mit dem Vektor d(¢) des Messrauschens in der Form

A(t) = [d (1) dy, () dy,(t) drg (1) .. dpg,(B)] (4.41)

charakterisiert. Im Weiteren werden die (zeitunabhingigen) Standardabweichungen von
drz (t), dwz (t) dwy (t), sowie dFSI (t) bis dFS4 (t) mit Ory Oy = Odpy Oypy = 04 sowie Ufsi =
of,i=1,...,4 bezeichnet. Aulerdem wird angenommen, dass der Erwartungswert aller
Rauschterme Null ist. Das Rauschen dient vor allem dazu, die Robustheit des Reglers zu
testen. Messabweichungen, die einen Erwartungswert ungleich Null hervorrufen wiirden,
wie z. B. Ungenauigkeiten der Kraftmessung zufolge von Reibung, werden vernachléssigt.

Um hoherfrequentes Messrauschen besser zu unterdriicken wird die Abtastzeit des Filters
Ty = 10ms kleiner als jene des Reglers gewéhlt. Zur Filterung wird ein Savitzky-Golay
Filter [16] eingesetzt, welches gute Filtereigenschaften bei sehr geringer Phasenverschiebung
bietet. Die Kernidee des Filters besteht darin, den quadratischen Abstand zwischen einem
Polynom der Ordnung N und M Messwerten zu minimieren. Die Zahl der Messungen M
ist dabei ungerade. Die N + 1 Koeflizienten des Polynoms werden mit der Least-Squares
Methode bestimmt. Sind die Koeffizienten des Polynoms bekannt, so kann die Messgrofie
fir jeden beliebigen Zeitpunkt, der innerhalb der M Messungen liegt, durch Auswerten
des Polynoms bestimmt werden. Die Filterordnung N und die Zahl der Messwerte M
bestimmen die Qualitit des Filters. Im Weiteren wird N = 3 und M = 21 gewéhlt. Die
gefilterten Messwerte werden zum Vektor

Xod K] = [rlk] alk] wulk] Folk] ... FolK] (4.42)

zusammengefasst. Der weiter oben verwendete Vektor y|[k] besteht aus den Positions- und
Orientierungskomponenten sowie dem Py-Wert berechnet aus den Kraftkomponenten von

Xred [k] .

4.5 Blockschaltbild

Zur Veranschaulichung ist der weiter oben beschriebene Regelkreis in Abbildung 4.3 als
Blockschaltbild dargestellt. In der Grafik wird farblich zwischen kontinuierlichen und
diskreten Signalen unterschieden. Schwarze Linien kennzeichnen kontinuierliche Signalpfa-
de, rot bzw. blau hingegen Signalpfade, welche diskrete Signale einer Abtastzeit von Ty,
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Abbildung 4.3: Blockschaltbild des Regelkreises.

bzw. T fiihren. Die Verbindung zwischen dem Beschrénkungsblock und dem Fehlerregler
symbolisiert, dass eine Anti-Windup Mafinahme ergriffen werden muss, sobald die Stell-
groBenbeschrankung aktiviert wird. Zuséatzlich benétigt der Fehlerregler zur Berechnung
von ds[k] den Vektor fs[k], auch dies ist im Blockschaltbild vermerkt. Der Block nach
dem Savitzky-Golay Filter stellt die Berechnung von y[k] aus x,eq[k] dar.

4.6 Simulationen

In diesem Abschnitt wird der vorgestellte Regler mithilfe von Simulationen getestet.
Die verwendeten Parameter sind in Abschnitt B.2 zu finden oder werden im Weiteren
angegeben. Die Strecke wird fiir die Simulationen durch das Modell aus Kapitel 2 ersetzt.
Die Daten am Ausgang des Modells haben eine Abtastzeit von T, und werden durch
lineare Extrapolation auf eine Abtastzeit von T gebracht.

Nachfolgend wird der Regelkreis unter verschiedenen Bedingungen getestet. Es sollen
zunéchst verschiedene Untergriinde und Abstiitzkonfigurationen untersucht werden. Dabei
wird das Messrauschen vorerst vernachléssigt. Begonnen wird mit der Vollabstiitzung auf
hartem Untergrund (Bodennachgiebigkeit nach (B.1b)). Die Maschine befindet sich auf
einer schiefen Ebene, welche zum Zeitpunkt ¢ = 0s einen Roll- bzw. einen Nickwinkel
des Fahrzeugs von v, ~ 4° bzw. ¢, ~ —4° verursacht!. Da es iiblich ist Holz- oder
Kunststoffplatten unter die Stiitzen zu legen um die Standsicherheit zu verbessern, liegen

!Die maximal zugelassene Hangneigung liegt bei 3°. Da die in der Simulation auftretende Neigung groBer
ist kann davon ausgegangen werden, dass der Regler auch auf flacherem Geldnde funktioniert.
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die z-Positionen rgg,,...,75s, 20cm iiber der schiefen Ebene. Der Regelungsvorgang
startet bei horizontal ausgefahrenen Stiitzbeinen und leicht belasteten Stiitzen. In der
Simulation wurde 7, o grofler gewahlt, als die maximale Ausfahrposition der Zylinder
zulésst. Dies ist notwendig, damit die Reifen in allen Simulationen vollstdndig abheben
kénnen. Dieses Szenario soll vor allem den Regelkreis testen und ist nicht unbedingt
praktisch relevant. Die Zylindergeschwindigkeiten werden mit vy, = —10cm/s und
Umax = Dcm/s begrenzt. Damit die Fehlerregelung Abweichungen ausgleichen kann, wird
die Vorsteuerungsgeschwindigkeit vysy = 4.3 cm/s gewéhlt. Die genannten Parameter und
Eingangsgroflen werden, falls nicht anders angegeben, auch fiir nachfolgende Szenarien
verwendet. Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung 4.4 dargestellt. Rechts oben
sind die Komponenten von vg .[k] und in der Mitte links die dazugehorigen Stiitzlingen
15 [k], welche sich durch Integration von v .[k] ergeben, abgebildet. Unten links sind die
normierten Stutzkréfte fs[k] dargestellt. Die z-Position r.[k]| sowie der Rollwinkel v, k]
und der Nickwinkel (k] sind in den Abbildungen rechts oben und in der Mitte rechts
dargestellt. Die z-Position und die zugehorige Trajektorie sind fast identisch. Gleiches gilt
fiir den Roll- und den Nickwinkel. Rechts unten ist die relative Abweichung von Py[k] zum
gewiinschten Wert Py g dargestellt. Auf die Angabe des Subskripts ¢ (clipped) bzw. des
Zeitindex [k] wurde, in der Abbildung aus Platzgriinden verzichtet. Aus demselben Grund
wurden auch die Quotienten Fg /F,,i = 1,...,4 durch Fy ersetzt. Die Abbildungen
mit der z-Position und der Orientierung zeigen, dass das Fahrzeug der gewiinschten
Trajektorie sehr gut folgt, was vor allem an der Vorsteuerung liegt. Da die Trajektorie
zunachst konstante Steigung aufweist, liefert die Vorsteuerung fiir ¢ < 27s auch konstante
Zylindergeschwindigkeiten. Man sieht, dass der Fehlerregler im Wesentlichen nur bei
t = 0s und t = 27s einen Beitrag leistet. Das Starrkérpermodell stellt also eine gute
Néaherung dar. Auch zu sehen ist, dass die verfiigbare Zylindergeschwindigkeit vpax gut
ausgeniitzt wird. Die Zylindergeschwindigkeit vg, liegt nahe am Limit von 5cm/s. Die
anderen Zylindergeschwindigkeiten fallen kleiner aus, da das Fahrzeug gedreht werden
muss. In den Zeitverldufen der Stiitzkréifte sind Knicke zu erkennen. Diese werden durch
das Entlasten der Achsen verursacht. In der Abbildung rechts unten ist zu sehen, dass die
Kombination aus Fehlerregelung und Vorsteuerung bereits zu einem sehr guten Pp-Wert
fithrt. Bei t =~ 27 s erreichen die Position und Orientierung das Toleranzband. Die relative
Abweichung (Py — Py,q)/Pyq ist hier bereits kleiner als Pig = 0.1 %. Deswegen wird der
Kraftregler in diesem Fall nicht aktiviert. Zeitbereiche, in denen der Kraftregler aktiv ist,
werden blau schattiert.
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Abbildung 4.4: Verhalten des Regelkreises bei Vollabstiitzung und hartem Untergrund.
Hier gilt 7, o = 2.4m, ¥y 00 = 0°, ¥y 00 = 0° und Py g = 19.403 GN2.
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In Abbildung 4.5 und Abbildung 4.6 sind die Ergebnisse fiir die Rechts- und die
Frontabstiitzung auf hartem Untergrund dargestellt. Die Ergebnisse sind qualitativ sehr
dhnlich zur Vollabstiitzung. Bei der Rechtsabstiitzung wird allerdings bei ¢ ~ 27s der
Kraftregler kurz aktiviert. Es ist zu erkennen, dass der Kraftregler die Stiitzkrafte zwischen
den linken (1 und 3) und rechten (2 und 4) Stitzen ausgleicht, was zu einer leichten
Reduktion von Py fithrt. Die Stiitzkrifte dndern sich dabei um einige Prozent. Die
Stiitzlingen hingegen bleiben nahezu unverindert. Dies zeigt, dass sehr kleine Anderungen
der Zylinderpositionen zu merklichen Anderungen der Stiitzkréifte fithren. Man beachte,
dass die negativen Zylindergeschwindigkeiten bei t > 27 s iiberwiegend vom Positionsregler
verursacht werden, welcher ein leichtes Uberschwingen von 7, ausgleicht. Dies kann man
daran erkennen, dass alle Zylindergeschwindigkeiten etwa dieselbe Auslenkung von der
Nulllinie aufweisen.
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Abbildung 4.5: Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und hartem Untergrund.
Hier gilt 7. oo = 2.4m, ¥y 00 = 0°, ¥y00 = 0° und Py q = 19.556 GN2.
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Abbildung 4.6: Verhalten des Regelkreises bei Frontabstiitzung und hartem Untergrund.
Hier gilt 7, oo = 2.4m, ¥y 00 = 0°, ¥y 00 = 0° und Py g = 19.402 GN2.
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Da die Rechtsabstiitzung am unsymmetrischsten ist und die Kraftregelung bisher
ausschliellich bei dieser Konfiguration aktiviert wurde, bildet die Regelung der Rechtsab-
stiitzung die grofite Herausforderung. Es werden deshalb einige weitere Simulationen in
dieser Konfiguration durchgefiihrt. Die Ergebnisse fiir die Rechtsabstiitzung auf weichem
Boden sind Abbildung 4.7 zu sehen. Grundsétzliche unterscheiden sich die Ergebnisse der
Positions- und Orientierungsregelung kaum von den vorhergehenden Simulationen. Einzig
bei der Kraftregelung treten Abweichungen zum bisher gesehenen auf. Py kann in diesem
Fall das Toleranzband nicht erreichen. Der Kraftregler wird deshalb nach der Laufzeit
tfmax = s deaktiviert. Bei der Vollabstiitzung auf weichem Boden zeigen sich dhnliche
Ergebnisse, nur bei der Frontabstiitzung auf weichem Boden wurde der Kraftregler erneut
nicht aktiviert. Diese beiden Simulationen sind hier nicht dargestellt, da sie kaum Neues
zeigen.

Bisher hat sich gezeigt, dass die Kombination aus Fehlerregelung und Vorsteuerung
zu ausgeglichenen Stiitzkraften fithrt, weswegen der Kraftregler kaum oder gar nicht
aktiv war. Wie sich in Abbildung 3.5 gezeigt hat, besteht eine Korrelation zwischen
P; und der Konfiguration bzw. der Position des Masts. Deshalb wird nun folgendes
Szenario betrachtet: Die Maschine befindet sich im Endzustand der letzten Simulation
(t = 35s). Nun wird der Regelkreis deaktiviert und der Mast (manuell) vollstdndig
ausgefahren und v, ,, = 90° eingestellt. Dabei bleibt v, ), unverdndert bei v, ,, =
0°. Dieser Zustand bildet den Ausgangspunkt der néchsten Simulation. Der Regelkreis
wird bei t = 0s aktiviert, d.h. zuerst operiert der Positions- und Orientierungsregler
(Fehlerregelung und Vorsteuerung). Sind die entsprechenden Toleranzen erfiillt, wird
schliefllich auch der Kraftregler zugeschaltet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.8 zu
sehen. Man erkennt, dass das Ausfahren des Masts vor allem die Orientierung des Fahrzeugs
verdndert hat. Der Regelkreis bringt diese innerhalb des Toleranzbandes. Darauf folgend
wird der Kraftregler aktiv. Die Zylindergeschwindigkeiten zwischen ¢ =~ 0.5s und ¢ ~ 0.8s
werden grofiteils vom Kraftregler verursacht. Wegen v,[k] = hyu,[k], ist dies durch
Vergleichen der Zylindergeschwindigkeiten mit dem Vektor h, aus (B.8f) zu erkennen.
Der Kraftregler bringt die relative Abweichung (P — Py4)/Prq von anfinglich ca. 3.5 %
in das Toleranzband von 0.1%. Die Gréfle Py sinkt weiter, nachdem der Kraftregler
deaktiviert wurde. Dies ist zuféllig und wird durch den Orientierungsregler hervorgerufen.
Die Positions- und Orientierungsregelung ist somit nicht vollstdndig von der Kraftregelung
entkoppelt, allerdings ist die gegenseitige Beeinflussung sehr gering. Aus den Abbildungen
ist auch zu erkennen, dass der Positions- und Orientierungsregler in der Lage ist die
gewiinschten Werte ohne Abweichung einzustellen. Der Orientierungsregler ist dabei
langsamer dimensioniert als der Positionsregler. Es hat sich in Simulationen gezeigt, dass
das Rauschen der Positionsmessung weniger storend als das Rauschen der Winkelmessung
ist.
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Abbildung 4.7: Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und weichem Untergrund.
Hier gilt 7. oo = 2.4m, ¥y 00 = 0°, ¥y00 = 0° und Py q = 19.556 GN2.
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Abbildung 4.8: Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung, weichem Untergrund
und ausgefahrenem Mast. Hier gilt 7, o = 2.4m, ¥ o = 0°, Yy 0 = 0°

und Py g = 24.059 GN2,
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Aus den letzten Simulation geht noch nicht hervor wie der Regler auf grofie Abweichun-
gen zwischen Py und Py 4 reagiert. Dazu wird Py g4 in den zwei folgenden Simulationen
durch 0.5Pf 4 und 1.5P; 4 ersetzt. Abweichungen von Py 4 zum tatséchlichen Minimum
von Py konnen z. B. durch eine falsch geschitzte Fahrzeugmasse bzw. Massenverteilung
auftreten. Diese Abweichungen liegen allerdings im Bereich von +10 %, womit die folgen-
den Simulationen Extremfille darstellen. Da ein gréfieres Py 4 als das Minimum von Py
erreicht werden kann (dies entspricht einer schlechten Aufteilung der Stiitzkrifte), bildet
vor allem ein kleineres Py g4 ein Problem, welches zu Oszillationen fithren konnte. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 4.9 und Abbildung 4.10 dargestellt. Wie in Abbildung 4.9
zu sehen ist, liefert ein kleineres Py 4 qualitativ dieselben Ergebnisse wie nominales Py g
(vgl. Abbildung 4.7). Dies liegt daran, dass u, in der Nahe von d; = 0 stérker beschrinkt
wird. Bei einer grofien Differenz Py — Py 4 geht u, in Beschrankung und verursacht damit
nur geringe Oszillationen. Ein gréferes Py g (Abbildung 4.10) hingegen liefert, wie zu
erwarten, eine schlechtere Aufteilung der Stiitzkrafte. Hier ist nochmals deutlicher zu
sehen, dass selbst sehr grofe Anderungen der Stiitzkriften mit sehr geringen Anderungen
der Zylinderpositionen korrespondieren. Aus den beiden Simulationen kann geschlossen
werden, dass es giinstiger ist das tatsdchliche Minimum von P zu unterschatzen.
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Abbildung 4.9: Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und weichem Untergrund,
mit 50 % des nominalen Py 4-Werts. Hier gilt 7, o = 2.4m, 9, o = 0°,
Yy,00 = 0° und Pp g = 9.778 GN2
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Abbildung 4.10: Verhalten des Regelkreises bei Rechtsabstiitzung und weichem Unter-
grund, mit 150 % des nominalen Py gq-Werts. Hier gilt 7, o = 2.4m,
Vr00 = 0° Pyoo = 0° und Py q = 29.334 GN2,
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Die bisherigen Simulationen zeigen, dass die Kombination von Vorsteuerung und Feh-
lerregelung auch ohne den Kraftregler (zumindest bei eingefahrenem Mast) zu sehr
ausgeglichenen Stutzkréften fithrt. Im Folgenden wird ein Szenario gezeigt, in dem das
nicht zutrifft. Wird die Maschine wie in Abbildung 4.5 (Rechtsabstiitzung, harter Boden,
schiefe Ebene) abgestiitzt, der Boden unter der hinteren rechten Stiitze allerdings weicher
gemacht, dndern sich die Ergebnisse leicht. Die Simulation ist in Abbildung 4.11 darge-
stellt. Zu sehen ist eine anfianglich gréfere Spreizung der Stiitzkrifte als in Abbildung 4.5.
Zum Zeitpunkt, an dem die Position und die Orientierung das Toleranzband erreichen,
weist Py eine relative Abweichung von etwa 3 % auf, welche der Kraftregler nachfolgend
erfolgreich reduziert. Die Kraftregelung wird gestoppt, sobald dy zum dritten mal sein
Vorzeigen wechselt. Damit ist gezeigt, dass es auch Szenarien gibt in denen die Positions-
und Orientierungsregelung alleine nicht zu einem Fehler in Py im Promillebereich fiihrt.

Dass sich eine schlechte Aufteilung der Stiitzkréfte durch nicht optimale Regelung der
Zylindergeschwindigkeiten einstellt, zeigt folgende Simulation. Die Maschine befindet sich
hier wieder in der Rechtsabstiitzung auf weichem Untergrund und schiefer Ebene. Allerdings
wurde hier die Vorsteuerungsgeschwindigkeit vy = 4.8 cm/s (Erhéhung um 0.5 cm/s)
verwendet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.12 dargestellt. Die Zylindergeschwindigkeit
vg, bleibt deutlich ldnger in der StellgroBenbeschrinkung, was dazu fiihrt, dass die Stiitze
2 sehr lange schwach belastet bleibt. Dies hat zur Folge, dass zum Zeitpunkt an dem
die Position und die Orientierung das Toleranzband erreichen, eine relative Abweichung
zwischen Py und Py g4 von etwa 15 % auftritt. Die Zeit, die in Summe benétigt wird, um
alle Groflen in ihre Toleranzbénder zu bringen, hat sich allerdings verkleinert. Wird die
Vorsteuerungsgeschwindigkeit noch weiter erhéht, kann es passieren, dass einzelne Stiitzen
wahrend des Regelungsvorgangs den Bodenkontakt verlieren, was unerwiinscht ist.
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Abbildung 4.11: Verhalten des Regelkreises bei Gelénde mit unterschiedlicher Nachgiebig-
keit. Hier gilt 7, oo = 2.4m, ¥y 00 = 0° ¥y 00 = 0° und Py 4 = 19.556 GN2.
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In der letzten Simulation wird das Messrauschen beriicksichtigt. Das Geldnde ist nun
uneben und leicht geneigt. Weiters ist der Untergrund weich, da sich hier gréflere Heraus-
forderungen bei der Kraftregelung gezeigt haben. Der gewiinschte Pp-Wert wird auf 95 %
des nominalen Werts gesetzt und die Auskragungslingen werden unsymmetrisch gewahlt.
Die verwendeten Zahlenwerte der z-Positionen des Geldndes und der Auskragungsléngen
sind in Tabelle 4.1 zu finden. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.13 dargestellt. Es ist

T'2,Bs, 72,859 T2,Bs3 T, BSa T2.BR1 T2, BRo T2 ,BR3 T 2,BRa

0.00m 030m —-020m —-030m 0.00m —-030m —-030m 0.05m

rz,BR5 rz,BRg lK1 lKQ ZK3 lK4

0.10m —-0.40m 0.4m 2.3m 1.6m 0.5m

Tabelle 4.1: Geldnde und Auskragungsldngen zu Abbildung 4.13.

zu sehen, dass besonders die Winkelmessungen maflgeblich verrauscht sind. Das spiegelt
sich in den Zylindergeschwindigkeiten wider. Durch die Integration der Zylindergeschwin-
digkeiten breitet sich das Rauschen allerdings kaum auf die Stiitzldngen aus. Auch die
Kraftmessung ist aufgrund der relativ kleinen Standardabweichung oy wenig verrauscht,
was den Kraftregler kaum beeinflusst. Der Regelkreis ist somit auch robust in Bezug auf
Messrauschen.

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass nach dem Abschluss der obigen Simulationen
ein weiteres Kraftregelgesetz getestet wurde. Es hat sich gezeigt, dass das etwas einfachere
Kraftregelgesetz u, (k] = —Asds[k], \f = 5- 1077 zu &hnlichen Ergebnissen fiihrt. Bei der
Verwendung dieses Gesetzes wird d selbst zu Null geregelt. Dies ist sinnvoll, da dy = 0
und Py = Py g nach (4.29) gemeinsam auftreten.
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Abbildung 4.13: Verhalten des Regelkreises unter dem Einfluss von Messrauschen. Hier

gilt 7200 = 2.4, 1y 00 = 0° Yy 00 = 0° und Py g4 = 18.578 GN2.
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4.7 Schlussfolgerung

Die im letzten Abschnitt préasentierten Ergebnisse zeigen, dass der Regler die zu Beginn
gestellten Anforderungen erfiillt. Verlangt wurde die Automatisierung des Abstiitzvorgangs
mit dem Hauptaugenmerk auf Zeiteflizienz und Standfestigkeit. Es hat sich gezeigt, dass
die Kombination aus Fehlerregelung und Vorsteuerung dazu fiithrt, dass sich die Stiitzkréfte
in sehr vielen Féllen gut auf die Stiitzen aufteilen. Meist ist die Abweichung von Py zum
Minimum kleiner als ein Prozent. Es wurden sogar Félle gezeigt, in denen die Abweichung
unter einem Promille lagen und der Kraftregler somit gar nicht aktiviert wurde. Steht je-
doch das Fahrzeug auf einer schiefen Ebene mit unterschiedlich nachgiebigem Untergrund,
so kann es zu Abweichungen von einigen Prozent kommen. Wird die Vorsteuerungsge-
schwindigkeit erhoht, treten sogar Abweichungen von bis zu 15 % auf. Dies legt nahe
den Kraftregler einzusetzen. Wie Abbildung 3.6 zeigt, ist eine Minimierung von Py bei
ausgefahrenem Mast besonders sinnvoll. Wenn der Kraftregler erst aktiviert wiirde, sobald
der Mast in seiner Arbeitskonfiguration ist, konnte Zeit wahrend des Abstiitzvorgangs
eingespart werden.

Bei der Wahl von Py 4 hat sich gezeigt, dass Werte grofier als das Minimum von Py zu
einer schlechteren Aufteilung der Stiitzkréfte fithren. Kleinere Werte haben hingegen keine
negativen Effekte. Es empfiehlt sich deshalb bei ungenau bekannten Parametern kleinere
Werte fiir Py 4 zu wéhlen.

Insgesamt liefert der Regelkreis gute Ergebnisse. Besonders die Regelung von Position
und Orientierung bedeutet im Vergleich zum manuellen Abstiitzvorgang eine deutliche
Zeitersparnis.
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Regelungskonzept zur optimalen Abstiitzung einer Autobeton-
pumpe entwickelt. Das Hauptaugenmerk lag darauf eine moglichst zeiteffizente und stabile
Abstiitzung zu realisieren. Um dieses Ziel zu erreichen wurde zunéchst ein elastisches
Modell des Fahrzeugs entwickelt. Dabei wurden steife Teile der Maschine durch Starrkoérper
und nachgiebige Teile als Euler-Bernoulli Balken modelliert. Diese Methode wurde gewéhlt,
um ein niedrig-dimensionales und somit recheneffizientes Modell zu erhalten. Anschlielend
wurde gezeigt, dass das erarbeitete Modell die fiir diese Arbeit wichtigen Szenarien sinnvoll
abbilden kann. Von Interesse sind vor allem der Abstiitzvorgang von der Parkposition zur
abgestiitzten Arbeitsposition und Torsionen innerhalb des Fahrzeugrahmens, sowie die
Simulation verschiedener Abstiitzkonfigurationen und Gelédndebeschaffenheiten.

Auf Basis des Modells wurde mithilfe von Simulationen untersucht, wie die Standfestig-
keit des Fahrzeugs beeinflusst werden kann. Hier hat sich herausgestellt, dass das Fahrzeug
wie auch schon in [3] vorgeschlagen besonders stabil steht, wenn die Stiitzkréfte balanciert
werden. Der grofite Effekt hat sich hierbei bei ausgefahrenem Mast gezeigt.

Auf Basis dieser Analysen wurde ein Regelungskonzept entwickelt, welches den Abstiitz-
vorgang zeiteffizient durchfithrt und dabei eine Balancierung der Stiitzkréfte erreicht. Die
Grundlage fiir den Reglerentwurf war ein einfaches Starrkérpermodell. Durch Simulationen
wurde gezeigt, dass der Regler eine sehr gute Performance und Robustheit gegeniiber
Messrauschen aufweist. Auflerdem konnte gezeigt werden, dass waagerechtes Abstiitzen
der Maschine wie es manuell durch einen Bediener gemacht wird nicht notwendigerweise
zu balancierten Stiitzkréften und somit hinreichender Standfestigkeit fithrt. Es hat sich
herausgestellt, dass kleine Anderungen in den Stiitzzylinderpositionen aufgrund der hohen
Fahrzeugsteifigkeit zu groBen Anderungen der Stiitzkréifte fiihren kénnen. Es wurde anhand
von zwei Abstiitzszenarien gezeigt, dass mit dem vorgeschlagen Kraftregler die gewiinschte
Balancierung der Stiitzkréfte auch in schwierigen Abstiitzkonfigurationen erreicht werden
kann.

82
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A Steifigkeitsmatrix fiir ein Euler-Bernoulli
Balkenelement mit sechs Freiheitsgraden

Es wird angenommen, dass die Verschiebungen entlang der Balkenachse x folgende Form
annehmen [7]

'az:ua:‘i‘zﬁy_yﬁz )
Uy = Uy — 25 , (A.1)
Uy = Uy + yﬁx

Dabei sind i, = Uy (x,y, 2), Uy = Uy(z,y, 2) und U, = ,(x,y, z) die Verschiebungen in -,
y- und z-Richtung. Die Gréfien u,, uy und u, entsprechen translatorischen Verschiebungen
in z-, y- und z-Richtung. Die Terme 24, yf3., 23, und yf3, sind Verschiebungen zufolge
einer Drehung des Balkenquerschnitts, mit den Drehwinkeln 3,, 8, und 8, um die -,
y- und z-Achse. Des Weiteren wir bei der Euler-Bernoulli Theorie angenommen, dass
folgende Zusammenhénge gelten [13]

U

NS e

= Bz (A.Qa)
)

u, = —fy. (A.2b

Dabei bezeichnet v’ die Ableitung der Groéfle u nach der Ortskoordinate z, d. h. v/ = 315(;).
Die Annahmen (A.2) sind besonders gut fiir schlanke Balken oder bei geringen Verzerrungen
erfiillt.

Die Komponenten des infinitesimalen Verzerrungstensors [11] lassen sich wie folgt

berechnen

1 <812a oy,
ob da

fab = 3 + > , mit a,b € {z,y, 2} (A.3)

Daraus ergibt sich

o =t + 28—y, (Ata)
| 8,

Exy = Eyz = §(u; — B, —2) = — 5 (A.4Db)
1 /

oe = 2 = L0l + By ) = L (Ade)

Eyy = €2z =Eyz =€y =0. (A.4d)

Mit dem Elastizitatsmodul £ und dem Schubmodul G folgt aus dem Hookschen Gesetz
7]

Ope = Fegs (A.ba)

83
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Opy = Oyz = 2Geyy, (A.5Db)
Ops = Opyp = 2GEy, (A.5¢)
Oyy = 022 = Oy = 04y = 0. (A.5d)

Unter Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention lasst sich die Verzerrungsener-

gie wie folgt anschreiben
1
II = */ Eabo'abdv- (Aﬁ)
2 Jy

Die Variation der Verzerrungsenergie lautet dann
5TT = /V apdcapdV. (A7)
Einsetzten von (A.4) und (A.5) liefert
5T = /V (Taw0Ens + 200y0¢0y + 205:0¢52)dV
_ /V (0 (@0, + 258 — y3BL) — 2y (208,) + 02 (y55,) ) AV (A.8)
_ /0 l (Noul, + Myo8 + M.oB, + M58, ) da.
mit
N= /A Opad A = /A B(u, + 28— yBL)dA = E(Au, + Ay 5 — A3f)) (A.92)
M, = /A 204,dA = /AEz(u'x + 28, — yﬁg)d.A = E(Ayyuy, + Iy B, + 1,28,)  (A.9b)

M, =— / YO zrd A = —/ Ey(u; + zﬁ; — yﬁ;)d/l = —E(A,ul, — Iyzﬁé —L..5)
A A

(A.9c)
M, —/Ayam — 205yd A = /A(G(y2 + z2)ﬂ;)dA = G(I.. + I,,)5, (A.9d)
und
A= / dA (A.10a)
A
Asz = /Ayd«‘l (A.10b)
Ay = /AZdA (A.10¢)
L= [ vaa (A.10d)
Iy = AZ2dA (A.10¢)
I,=1IL,=—[ yzdA. (A.10f)
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Dabei bezeichnet N die Normalkraft (z-Richtung), M, das Torsionsmoment um die z-
Achse, M, das Biegemoment um die y- und M, das Biegemoment um die z-Achse. Die
Grofle A entspricht der Querschnittfliche des Balkens, Ay, bzw. A, . ist das Flichenmoment
erster Ordnung um die y-Achse bzw. z-Achse, I, bzw. I, ist das Flichentragheitsmo-
ment zweiter Ordnung um die y-Achse bzw. z-Achse und I,. bzw. I., ist das biaxiale
Flachentragheitsmoment [13].

Im Weiteren wird angenommen, dass die Flichenmomente erster Ordnung und das
biaxiale Flachentrigheitsmoment verschwinden. Dies ist fiir symmetrische Querschnitte
gerechtfertigt [7]. Einsetzen der Normalkraft N und der Momente M,, M, und M, in
(A.8) resultiert in

l
5T = /0 (B(Au,du, + 1,y B,58, + LoBLOBL) + G(Lz + 1,,)8,68, ) da
(A.11)
l

:/0 (E(Au'méu; + Lyyulou] + Iouyouy) + G(IL- + Iyy)ﬁgéﬁé)dx.

Mit den Kraftbeldgen F),, F'y und I, in 2-, y, und 2-Richtung, sowie den Momentenbelégen
M, M; und M’, um die x-, y, und z-Achse ldsst sich die Variation der externen Arbeit,
wie folgt anschreiben [7]

l
Wy — / (FLus + Fyuy + FLou, + ML6B, + M5B, + ML6. ) do (A.12)
0

Damit ergibt sich die Variation der Gesamtenergie zu
OW =611 — 0Weyx = 0. (A.13)

Nach partieller Integration von (A.13) und Anwendung des Fundamentalsatzes der Varia-
tionsrechnung erhélt man die Gleichungen des Euler-Bernoulli-Balkens [13]

(EAY.) = —F,

(G(Lz + Iyy)B,) = =M,
(ELl)" = M, + M/ (A.14c
(Blyull)" = M, — M. (A.14d

Gleichung (A.13) bildet den Ausgangspunkt zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix. Dazu
miissen vorerst Ansatz- oder sogenannte Interpolationsfunktionen (engl. Shape Functions)
definiert werden.

Als Interpolationsfunktionen werden Polynome gewéhlt

ugy(z) = 1 + o, (A.15a)
Bu(z) = c3 + ca (A.15D)
uy(x) = c5 + ez + crx® + g | (A.15c¢)
uy(x) = cg + cror + cnz? + crpad. (A.15d)
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Die Wahl der Polynome ist darin begriindet, dass sie die homogenen Euler-Bernoulli
Balkengleichungen (A.14) fiir von x unabhéngige Hilfsgroen (A.10) erfiillen. Mit den

Randbedingungen
uz(0) = ug o (A.16a)
Uz (1) = ugy (A.16b)
B2(0) = Bz o (A.16¢)
Bx(l) = ﬂx,l (AlGd)
uy(0) = uy o (A.16e)
Uy (1) =y, (A.16f)
u;(O) =B.0 (A.16g)
u;(l) =B, (A.16h)
u(0) = us (A.161)
us(l) = sy (A.16j)
u,(0) = =By, (A.16k)
uL(l) = =By, (A.161)
lassen sich die Koeffizienten ¢;,i = 1,...,12 berechnen. Die Verschiebungen lassen sich in
Vektornotation darstellen
ug(x) = Ny, uy (A.17a)
Pe(r) = Np, B, (A.17b)
uy(x) = Ny, uy (A.17¢)
uy(z) = Ny u, (A.17d)
mit
N, =Ng, =[1-% 9] (A.18)
Ny, =[1-3% +2% z-22 +5 35 2% 2] (A.18D)
Nu, = [1-3% 425 —x+27 -5 35 9 z| (A.18¢)
und
- T
U, =|Ug0 Ux,l] (A.19a)
- T
Bz =|Br0 ﬁz,z] (A.19Db)
- T
Uy = _Uy,O /BZ,O Uyl Bzd (A.lQC)
- T
u, = »Uz,O By,() Uy, By,l} . (A'lgd)
Mit ug(2z) = Ny, (z)u, gelten folgende Beziehungen
Uy = (Ny,u,)" = Ny, u, (A.20)
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und
O(ua)" = 6(Ny,u,)" = Ny, dug. (A.21)

Setzt man (A.17) in (A.13) unter Zuhilfenahme von (A.20) und (A.21) ein, so erhilt man
SW — /0 l (EAuE(N;z)TN;z su, + EL.ul (N, )"NJ, su,
+ BL (NN G, + GUL + 1, B (NG, )TN, 08, ) o
~ /O l (F;CNUZ Su, + FIN,,, duy, + FIN,,_ou,

+ M;Np, 08, + MyN;, duy, + M;N;zduz>dx

. l T
:5ﬁT< /0 K'adz + ON[F; F, F. M, M, M| dx)

= oa” (Ka - 7) = (A.22)
mit
A T
0= [ux,() Uyo Uz0 B0 Byo Bz0 Uei Uys Uz Baeg Byi @,l} (A.23a)
. VSN SN
K:/ K’(:c)d:[::/ K'dx (A.23b)
0 0
!

T
+= /O N[F, Fy F. M, M, M| dz. (A.23c)

Der Vektor # wird in der Literatur als dquivalente Knotenkraft bezeichnet, da er die
Kraft- und Momentenbeldge approximiert und sich gleich verhélt, wie Kréfte welche an
den Réndern wirken [8].

Die Elemente der Matrix K’ ergeben sich zu (nicht angefithrte Elemente sind Null)

A/1,1 = ff,?,? = —7%/7,1 = —’Af/1,7 = (A(CU)/Z)2 (A.24a)
ftho = kg = B(x)L.(2)hi(z) (A.24b)
lhg = kb o = E(x)L.(2)h (2)ha(z) (A.24c)
lhg = kb oy = —E(z)L.(2)h1(z)ha(x) (A.24d)
k310 = kiop = E(2) L. (x)h(2)hs(x) (A.24e)
K5 = E(x)Iyy()hi(z) (A.24f)
ky 5 = k53 = —E(2) 1y (x)h1(2)ha(x) (A.24g)
kg = kb y = —E(2)Lyy(x)hi(z) (A.24h)
Ry = ki1 g = —E(2) Ly (2)h (2)hs(x) (A.240)
%4 = k010 = —Kki10 = —A110,4 = G(2) (I (z) + Ly (x)) /1 (A.243)
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K5 = ()L, (x)h3(x) (A.24K)
Fho = ko5 = B(@) Ly (x)h (x)ha(x) (A.241)
Aé,n = AI11,5 = E()Iyy(x)ha(2)hs(x) (A.24m)
k6 = B(2) Lz (x)h3(x) (A.24n)
Fs = kg = —E(x) La(2)h1 (2)ha(2) (A.240)
k1o = k19 = B(2) Lz (2)ha(2)hs(x) (A.24p)
k10 = Ko g = —E(x) Lz (2)h1 (2)hs(x) (A.24q)
koo = E(2)Lyy(2)hi(2) (A.241)
k911 = ke = E(@)lyy (@) (2)hs(x) (A.24s)
Ail,n = E(x)Iyy(x)h3(2) (A.24t)
Klo,10 = B(2)L2(x)h3 () (A.24u)
mit 6 N

hi(x) = 2 + 121*3 (A.25a)

ho(z) = —? + 6% (A.25D)

ha(z) = =2 + 6 (A.25¢)

l 12
Im Hauptteil der Arbeit wurde angenommen, dass die Verschiebungen am negativen
Rand (z = 0) des Balkens verschwinden, d.h. u;(0) = 0, uy(0) = 0, u.(0) =0, 5,(0) =0
By(0) = 0, B.(0) = 0. Durch diese Annahmen lésst sich die Steifigkeitsmatrix K’ auf
die Dimension 6 x 6 reduzieren. Man erhélt somit die Steifigkeitsmatrix K/, welche im
Rest der Arbeit verwendet wird indem man nur das untere rechte Viertel von K’ , d.h.
IA§§+6J~+6, i,j €{1,...,6} verwendet.
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B Simulationsparameter

B.1 Modell

B.1.1 Steifigkeitsmatrizen

Boden weich:

T
Kpsy, - Kps, = 109[1.000 1.000 5.000 0.000 0.000 0.000]

Boden hart:

T
kBSl,...,kBs4=1o6[1.ooo 1.000 100.000 0.000 0.000 0.000]

T
Koy, - Keng = 1090.010 0.010 0.654]

B.1.2 Rotationsmatrizen

D _ Db __
R;, =R,

Ry,
R,
R, =R,
R¥

K3

RH

Ky

F3o0 __ Fgq0 __
R/ = RI10 =

[1.000
0.000
0.026

[—0.574
0.819
| 0.000

[—0.574
—0.819
0.000

[1.000
0.000
0.000

[0.000
1.000
0.000

[ 0.000
~1.000
0.000

[1.000
0.000

0.000

0.000 —0.026
1.000  0.000
0.000  1.000

—0.819 0.000]
—0.574 0.000
0.000 1.000

0.819 0.000]
—0.574 0.000
0.000 1.000

0.000 0.000
1.000 0.000
0.000 1.000

—1.000 0.000]
0.000 0.000
0.000 1.000

1.000  0.000]
0.000 0.000
0.000 1.000

0.000 0.000
1.000 0.000
0.000 1.000

89

(B.1a)

(B.1b)

(B.1¢)

(B.2a)

(B.2b)

(B.2¢)

(B.2d)

(B.2e)

(B.2f)
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1.000 0.000 0.000

RZ2° = RE6° =(0.000 1.000 0.000

B.1.3 MaBe der Maschine

0.000 0.000 1.000

Alle Angaben erfolgen in Meter.

H
rK4h
S1
rslo
S2
rSQO
S3

I.5'30

S4
I'.5'40

r T
—[3.200 —0.409 —0.410}
- T
—[3.200 0.409 —0.410}
- T
—[-1.100 —0.422 —0.410}

_ T
—[=1.100 0.422 —0.410}

_ T
o _[5374 —0.520 0.245}

_ T
—[5.374 0.520 0.245}
_ T
—[—0.158 —1.240 0.523}
_ T
—[—0.158 1.240 0.184]

r T
—[0.000 0.000 2.330}

r T
5.562  0.000 0.245}

\

|
e
—
o0
o's

T
~0.520 0.000}

_ T
—[-0.188 0.520 0.000}

[

:[—0.188 —0.409 —0.655}T
[—0.188 0.409 —0.655}T
[

T
—[0.100 —1.240 —0.090}

_ T
—[—0.090 1.240 —0.090]

- 1T
=10.000 0.000 0.523

- 1T
=(0.000 0.000 0.184

- 1T
=(0.000 0.000 0.152

—[0.000 0.000 0.152]

(B.2h)

(B.2i)
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- 1T
rst, =[0.000 0.000 —is, (B.3u)
- 1T
rs2, =[0.000 0.000 —Is, (B.3v)
- 1T
r$, =[0.000 0.000 —Is, (B.3w)
- 1T
rét, =[0.000 0.000 —is, (B.3x)
r30 _ pFao 1370 0.000 0000}T (B.3y)
Fs0 Fgo L : : : '
F50 __ . .Fgo T
£0 — rfe0 =[0.804 0.000 0.000] (B.32)
Ty Tyme  Tyhe Tyhe Tyhs Ty Ty Tyleau
1014 1.014 -0919 0919  -0.919 0.919 0422 0.422
r;?F:;u 7';’21:4“ 7';;7?}:5” r;,:}?su lFl == ng lF37 e 7lF5 dR17 .. 7dR6
0409  0.409 -0.409 0.409  0.650 0.700 1.141
Tabelle B.1: Mafie der Achsen, Federn und Reifen.
Vollabstiitzung
T
I =[2.300 2.300 1.600 1.600] (B.4a)
- 1T
2o =|—1477 —3.124 0.523 (B.4b)
r T
rl=[-1477 3.124 0.184] (B.4c)
- 1T
rf=[0.100 —2.840 —0.090 (B.4d)
- 1T
5 =[-0.090 2.840 —0.090) (B.4e)
Rechtsabstiitzung
r T
L =[0.300 2.300 0.300 1.600] (B.5a)
r T
rl;=[-0.330 —1.486 0.523] (B.5b)
r T
rl=[-1477 3.124 0.184] (B.5¢)
r T
45=[0.100 ~1.540 —0.090] (B.5d)
r T
45 =[-0.090 2.840 —0.090] (B.5¢)
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Frontabstiitzung

B.2 Regelung

_ T
—[2.300 2.300 0.300 0.300}
_ T
—[—1.477 —3.124 0.523]

i T
—[-1.477 3.124 0.184}

r T
7 _[0.100 —1.540 —0.090]

_ T
—[—0.090 1.540 —0.090]

B.2.1 MaBe des Starrkorpermodells

Vollabstiitzung

Rechtsabstiitzung

D
rS1

D
1'52

D
1'53

D
I‘S4

H,

h,

I‘S1
1'52
I‘S3

I'S4

H,

[—1.477 ~3.124 o.ooo}T
[—1.477 3.124 0.000}T
:5.662 ~92.840 0.000}T

r T
5472 2.840 o.ooo}

[1.000 —3.124  1.477
1.000 3.124  1.477
1.000 —2.840 —5.662
11.000  2.840 —5.472

[0.469 —0.483 —0.516 0.530}T

[—0.330 —1.486 0.000}T
[—1.477 3.124 0.000}T
[5.662 —1.540 0.000}T

[5.472 2.840 0.000} B

1.000 —1.486  0.330
1.000  3.124  1.477
1.000 —1.540 —5.662
1.000  2.840 —5.472

(B.6a)
(B.6b)
(B.6¢)
(B.6d)

(B.6e)

(B.8a)
(B.8b)
(B.8c)

(B.8d)

(B.8e)
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T
h, = [0.523 —0.451 —0.546 0.474] (B.8f)
Frontabstiitzung
T
o [—1.477 —3.124 0.000} (B.9a)
T
r = [—1.477 3.124 0.000} (B.9b)
T
r2, = [5.662 ~1.540 0.000| (B.9c)
T
r?, = [5.472 1540 0.000) (B.9d)
1.000 —3.124  1.477
1.000 3.124 1.477
H, = B.
"7 1000 —1.540 —5.662 (B.9e)
1.000  1.540 —5.472
T
h, = [0.304 —0.321 —0.626 0.643] (B.9f)
B.2.2 Reglerparameter
Parameter =~ Wert  Einheit Beschreibung
c 10 MN/m  Bodensteifigkeit (Starrkérpermodell)
Pia 0.1 % relative Toleranz des K-Werts (beziiglich Ky)
Ttol 5 mm z-Toleranz
Ytol 01 ° Winkeltoleranz
frol 10 kN Krafttoleranz
o 1 mm Standardabweichung d,,
oy 0.05 ° Standardabweichung dy, und dy,,
oy 0.5 kN Standardabweichung d Fgyre dFS4
Umin —10 cm/s minimale Zylindergeschwindigkeit
Umax ) cm/s maximale Zylindergeschwindigkeit
Uyst 4.3 cm/s Vorsteuerungsgeschwindigkeit
T, 50 ms Abtastzeit des Reglers
Ty 10 ms Abtastzeit des Filters
tf max 5 ms maximale Laufzeit des Kraftreglers
M 21 Filterldnge
N 3 Filterordnung
Af 20 Proportionalteil des Kraftreglers
Tabelle B.2: Reglerparameter.

Apzdiag<[2 1 1}T> (B.10a)



94

B.2 Regelung

(B.10b)

)

Alzdiag([o.s 0.4 0.4]

“}ayolgig usipy NL Te uud ul sjgejrene si sisayl SIUl Jo UoisiaA [eulblio panoidde ayl
TegBnyuaA Yayloljgig usipn N1 Jap ue 1si agrewoldiq Jasalp uoisiaAjeulBlO aponipal susiqoidde aig

qny aSpajmoud| INoA

Slayronqie
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