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Abstract

This diploma thesis deals with active-side modeling methods using the Economic Sce-
nario Generator (ESG) at Osterreichische Beamtenversicherung VVaG (OBV) as a con-
crete example. The first part gives a well-founded overview of different stochastic models
that can be used to model interest rate structures or stock prices. The mathematical
definition of these models is given by stochastic differential equations, in the formulation
of which the concept of Brownian motion plays an important role. For the modeling
of interest rate structures, we compare theoretical short rate models and the LIBOR
market model which is based on actual prices on the financial market. In addition, for
modeling stock prices, we discuss extensions of the popular Black Scholes model, which
lead to the jump-diffusion model with stochastic volatility.

In the second part of the thesis, we present an application of the mentioned models
by giving a detailed description of the ESG at OBV. The aim of these simulations is to
obtain risk-neutral scenarios. In other words, each investment must generate on average
the return of the average development of the risk-free EIOPA yield curve. In order to

verify the results, we then validate them ourselves using the martingale test.
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Kurzfassung

Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit aktivseitigen Modellierungsmaoglich-
keiten am konkreten Beispiel des Economic Scenario Generators (ESG) in der Oster-
reichischen Beamtenversicherung VVaG (OBV). Der erste Teil gibt einen fundierten
Uberblick iiber verschiedene stochastische Modelle, die verwendet werden kénnen, um
Zinsstrukturen oder Aktienkurse abzubilden. Die mathematische Definition dieser Mo-
delle erfolgt iiber Stochastische Differentialgleichungen, bei deren Formulierung der Be-
griff der Brown’schen Bewegung eine bedeutende Rolle spielt. Fiir die Modellierung von
Zinsstrukturen vergleichen wir theoretische Short-Rate Modelle und das LIBOR-Modell,
das sich an tatsdchlichen Preisen am Finanzmarkt orientiert. Daneben diskutieren wir
zur Abbildung von Aktienkursen Erweiterungen des weit verbreiteten Black Scholes—
Modells, welche zum Sprung-Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitét fithren.

Im zweiten Teil der Arbeit préasentieren wir eine Anwendung der behandelten Modelle
anhand einer detailreichen Beschreibung des ESG in der OBV. Das Ziel dieser Simula-
tionen ist es, risikoneutrale Szenarien zu erhalten. Das heifit, dass jedes Investment im
Schnitt den Ertrag der durchschnittlichen Entwicklung der risikolosen EIOPA-Zinskurve
erzielen muss. Um dies zu iiberpriifen, validieren wir die Ergebnisse mithilfe des Martin-

galtests im Anschluss noch selbststéndig.

i
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit widmet sich der aktivseitigen, risikoneutralen Modellierung in ei-
nem Versicherungsunternehmen. Genauer gesagt, geht es um Modelle, die in der Osterrei-
chischen Beamtenversicherung, Versicherungsverein auf Gegenseitigkeit (OBV), verwen-
det werden, um die Wertentwicklung von gehaltenen Aktien, Anleihen und Immobilien
abzubilden. Ein Versicherungsunternehmen verwaltet &hnlich wie Banken grofie Geld-
summen,' die durch Primien eingenommen werden, um zukiinftige Zahlungsverpflich-
tungen erfiillen zu kénnen. Nachdem diese Zahlungen besonders bei Lebensversicherun-
gen erst Jahre spéter stattfinden, werden diese Kapitalanlagen vom Versicherungsun-
ternehmen verwaltet und in Wertpapiere, Anleihen und Grundstiicke investiert. Obwohl
die Entwicklung einzelner Anlageklassen dem Zufall unterliegt, hat der Anleger bzw. die
Anlegerin trotzdem grofies Interesse an Vorhersagen und moglichen Entwicklungen. In
dieser Arbeit wollen wir eine Antwort auf die Frage geben, wie mogliche Entwicklungen
modelliert werden konnen und wie wir die erhaltenen Resultate interpretieren kénnen.

Zuerst widmen wir uns in Kapitel 2 mathematischen Grundlagen, die wir benétigen,
um Modelle mathematisch sinnvoll formulieren zu kénnen. Zentral ist dabei die Defi-
nition der Brown’schen Bewegung W, (Definition 2.3), die das Standardwerkzeug
der stochastischen Modellierung ist. Anschliefflend fithren wir den Begriff der Stochas-
tischen Differentialgleichung (Satz 2.15) ein, mit welchem wir stochastische Modelle
formulieren kénnen. Fiir die Grundlagen der Stochastischen Analysis stiitzen wir uns in
erster Linie auf [33, 36].

In Kapitel 3 definieren wir den wichtigsten Begriff in Zusammenhang mit Zinsstruk-
turmodellierung: Nullkuponanleihe (Definition 3.1). Sobald wir uns Gedanken iiber
den Preis P(t,T) einer Nullkuponanleihe machen, fithrt uns dies zu den Definitionen der

Forward-, Spot-, und Short-Rate. AnschlieBend kénnen wir die ersten Modelle formu-

Der Geschiftsbericht der OBV fiir das Jahr 2020 weist in der Lebensversicherung Kapitalanlagen von
1.84 Mrd. Euro auf.
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1 FEinleitung

lieren. Unter anderem fiithren wir das Cox-Ingersoll-Ross-Modell (Modell 3.7) ein, das
in erweiterter Form in Kapitel 5 wieder vorkommt und zur Modellierung von Mietein-
nahmen und Dividenden verwendet wird. Wéhrend diese Modelle theoretischer Natur
sind, die eine stetige Short-Rate mit festen (davor geschétzten und fix angenommenen)
Parametern voraussetzen, widmen wir uns in Kapitel 3.2 dem LIBOR-Modell (Mo-
dell 3.13), das auf tatsdchlich auf dem Finanzmarkt beobachtbaren (diskreten) Preisen
beruht. Dieses Modell wird in der OBV auch zur Modellierung verwendet. Fiir dieses
Kapitel ist [20] als Hauptliteratur zu nennen.

In Kapitel 4 beschéiftigen wir uns mit der Modellierung von Aktien (und Immobili-
en). Am bekanntesten ist dabei sicherlich das Modell von Black und Scholes, das Black
Scholes—Modell (Modell 4.3). Das Ziel des Kapitels ist es, das Modell um stochas-
tische Volatilitdt und um Spriinge zu erweitern. Dadurch erhalten wir das Sprung-
Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitiat (Modell 4.18), das spéter in Ka-
pitel 5 auftaucht und dort verwendet wird, um Aktienindizes und Immobilienpreise zu
modellieren. Das Modell selbst liegt in der Form einer Stochastischen Differentialglei-
chung (mit eindeutiger Losung) vor. Kapitel 4 stiitzt sich auf [12, 35]. Dazu dienen
die Priméarquellen, in denen die Modelle zum ersten Mal eingefithrt werden, rund um
2, 7, 24, 30] als Quelle.

Kapitel 5 dient dazu, die davor behandelten theoretischen mathematischen Modelle
in der Praxis vorzustellen. Dabei beschreiben wir die Assetmodellierung in der OBV
zum 31.12.2020. Die Modellierung selbst wird nicht von der OBV durchgefiihrt, sondern
an das Unternehmen B&W Deloitte GmbH ausgelagert. In dem Kapitel beschreiben wir
die Annahmen und Parameter, die gewéhlt werden miissen, um diese Modelle iiberhaupt
implementieren zu kénnen. Die Modellierung und das Modell werden als Economic Sce-
nario Generator? (ESG) bezeichnet, auf welche in diesem Kapitel ebenfalls kurz einge-
gangen wird. Das Ziel des ESG ist es, Investments riskoneutral zu modellieren. Das heif3t,
dass alle Renditen im Schnitt der Rendite der riskolosen EIOPA-Zinskurve entsprechen.

Anschlieflend fithren wir eine selbststéndige Validierungen durch, um zu iiberpriifen, ob

2Die beschriebenen Modelle hingen selbstverstiandlich stark von den verwendeten Parametern ab. Bei
der Modellierung eines Aktienindex beispielsweise muss darauf geachtet werden, dass angenommene
Rendite und Volatilitit den Anforderungen entsprechen und zielfithrend sind. Beim ESG handelt es
sich um eine risikoneutrale — und keine realitéitsnahe — Abbildung. Dies muss bei der Wahl der
Parameter beriicksichtigt werden. Die Struktur des Modells bleibt von der Performanceannahme
natiirlich unbetroffen.
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1 FEinleitung

die Modelle die zu erwartenden Ergebnisse liefern und damit korrekt funktionieren. Als
Test wenden wir den sogenannten Martingaltest an. Dieser {iberpriift, ob ein zu t = T
investierter Euro auch am Ende der Laufzeit zu ¢ = T,, diskontiert noch immer einen
Euro wert ist. Dann ist namlich keine Investmentstrategie besser als eine andere und
die geforderte Risikoneutralitidt ist gegeben. In Kapitel 5 behandeln wir die explizite
Modellierung von Deloitte fiir die OBV, weshalb die meisten Informationen auf unter-
nehmensinternen Dokumenten beruhen oder nur eine Anwendung der vorherigen Kapitel

sind. Aus diesem Grund verweisen wir hier nur auf [13].
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2 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten mathematischen Definitionen und Sétze wie-
dergegeben, die zur Formulierung der Modelle der nachfolgenden Kapitel mafigeblich
sind. Am wichtigsten ist dabei die Definition der Brown’schen Bewegung (engl. Brow-
nian Motion, Definition 2.3), ohne welche die Modellierung stochastischer Prozesse in
der Finanzwelt nicht auskommt. Damit lassen sich Stochastische Differentialgleichungen
(Satz 2.15) formulieren, die in den nachfolgenden Abschnitten die verschiedenen Modelle
beschreiben. Das Kapitel stiitzt sich auf [1, 8, 28, 33, 36].

Neben der Wiederholung der mathematischen Grundlagen der Stochastischen Analysis
dient dieses Kapitel auch der Einfiihrung einer einheitlichen Notation. Die Buchstaben
W und V sind fir die Brown’sche Bewegung (auch Wiener Prozess) reserviert. Die hier
gegebenen Definitionen und Séatze beschréanken sich auf den eindimensionalen Fall, da
dies fiir diese Arbeit ausreichend ist. Sie lassen sich aber unkompliziert komponentenwei-
se auf den d-dimensionalen Fall {ibertragen und verallgemeinern. Dafiir sei aber auf die
angegebene Literatur verwiesen. Alle Zufallsvariablen fassen wir praxisnahe reellwertig
auf. Des weiteren nehmen wir an, dass alle verwendeten Filtrationen unsere natiirlichen
Annahmen erfiillen (alle Nullmengen sind bereits in Fy enthalten und F ist rechtsstetig).

In diesem Kapitel werden ausschlieSlich Anséitze wiedergegeben, die fiir diese Arbeit
gebraucht werden und wichtig sind. Es finden sich keine genauen mathematischen Her-
leitungen und Beweise oder damit verwandte Themen ((Semi-) Martingaltheorie, Herlei-
tung des Stochastischen Integrals, ...). Fiir ein genaueres Studium von mafitheoretischen
Grundlagen oder Resultaten aus der Stochastischen Analysis sei auf [29, 36] verwiesen.

Den Anfang macht die Definition der logarithmischen Normalverteilung. Bei den meis-
ten Ansitzen wird das modellierte Asset logarithmisch normalverteilt modelliert. Dazu
gehoren zum Beispiel das Black Scholes-Modell 4.3 und das Sprung-Diffusionsmodell

4.14 nach Merton.! Auf dieser Verteilung beruhen die Herleitungen der Optionsformeln

!'Das Sprung-Diffusionsmodell ist nur dann logarithmisch normalverteilt, wenn die Spriinge eben-
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2 Mathematische Grundlagen

in [7, 30]. Wir verzichten auch darauf, den (filtrierten) Wahrscheinlichkeitsraum in den

Definitionen und Sétzen explizit anzugeben und setzen die Existenz sinngeméfl voraus.

Definition 2.1 (Logarithmische Normalverteilung). Fine Zufallsvariable Y heifit loga-
rithmisch normalverteilt (cf. [253, S. 13}]), wenn sie sich als Y = exp(X) schreiben
lisst und X selbst normalverteilt ist mit Mittelwert p € R und Varianz o* € R*. Wir

verwenden dann die Notation Y ~ LogN (u,0?). Fiir X verwenden wir die Notation
X ~N(p, o).

Bemerkung 2.2. Fine Zufallsvariable Y mit Y ~ LogN (u,0?) besitzt den Erwartungs-

wert
E[Y] = et 7.

Beweis. Bemerkung 2.2 folgt direkt aus der Darstellung der Momenterzeugenden Funk-

tion einer Normalverteilung. O]

Als Néchstes geben wir die Definition einer Brown’schen Bewegung an.

Definition 2.3 (Brown’sche Bewegung). Ein Prozess W, mit t > 0, definiert auf ei-
nem filtriertem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,F,P), heifst (Standard-) Brown’sche

Bewegung,” wenn fiir den Prozess W, die nachfolgenden Eigenschaften erfiillt sind.
e Der Prozess startet in null P—fast sicher, also P[W, = 0] = 1.
e Der Prozess W, ist Fi-adaptiert fir alle t > 0.

e Zukiinftige Inkremente sind unabhdngig vom bisherigen Verlauf der Brown’schen

Bewegung, also (W — W) ist unabhingig von Fs fir 0 < s <t.

e Die Inkremente von Wy sind stationdr und normalverteilt, also L(W, — W) =

LWi_g) =N(0,t —s) fiir 0 <s<t.

falls logarithmisch normalverteilt modelliert werden. Theoretisch l&sst sich fiir die Verteilung der
Sprunghohe jede positive (stetige) Verteilung verwenden. Dann ist das gesamte Modell jedoch
nicht mehr logarithmisch normalverteilt und die Formeln fiir die Optionspreise in [30] verlieren
ihre Giiltigkeit.

2Der Name der Brown’schen Bewegung geht auf den Botaniker Robert Brown zuriick, der damit die
zufillige und ruckartige (Wérme-) Bewegung von kleinen Teilchen in Fliissigkeiten bereits 1827 in
[9] beschreibt. Die mathematische Formulierung erfolgt erst etwa 100 Jahre spéter.
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2 Mathematische Grundlagen

e Der Prozess hat stetige Pfade, also fir alle w € Q ist die Abbildung t — Wy(w)
stetig.’

In Beispiel 5.2 und in Abbildung 5.3 finden sich 50 verschiedene Realisationen einer
Standard-Brown’schen Bewegung.

Der Startwert W, einer Brown’schen Bewegung kann auch anders gewihlt werden. Fiir
W, lassen sich jede Zahl ¢ € R und jede integrierbare Zufallsvariable X € L'(Q, F,F,P)
wiahlen. Ist dies aber nicht nédher spezifiziert und ersichtlich, gehen wir immer davon aus,
dass P[Wy = 0] = 1 gilt.

Bemerkung 2.4. Aus Definition 2.3 folgt sofort, dass eine Standard-Brown’sche Bewe-

gung Wy normalverteilt ist mit Mittelwert null und Varianz t, da
LW,) = LW, = Wo) =N(0,1), t>0

qgilt.

Als Néchstes definieren wir einen weiteren zentralen Begriff der Stochastischen Ana-

lysis, den des Martingals.

Definition 2.5 (Martingal). Ein Prozess (Mt)teRg auf einem filtrierten Wahrschein-

lichkeitsraum heifst Martingal, wenn
o E[|M,|] < oo fiir alle t € Ry .
o M, ist Fi-adaptiert.
o die Martingalbedingung E[M|Fs| = My ist fir alle 0 < s <t erfillt.

Wiéhrend die ersten beiden Bedingungen in erster Linie technische Voraussetzungen sind,
stellt die Martingalbedingung sicher, dass es sich um einen , fairen“ Prozess handelt.
Stellt M; jetzt den Gewinn eines Gliicksspiels oder eines Investments dar und ist die
Martingalbedingung erfiillt, bedeutet das, dass man mit diesem Gliicksspiel oder diesem

Investment im Schnitt weder Gewinn noch Verlust macht. Natiirlich bedeutet dies nicht,

3Die Existenz einer stetigen Modifikation eines Prozesses, der die geforderten Verteilungsannahmen
besitzt, ist der schwierigste und komplexeste Teil beim Beweis der Existenz einer Brown’schen Be-
wegung und findet sich zum Beispiel in [36, Kap. 2.3].
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2 Mathematische Grundlagen

dass der Prozess konstant ist. Lediglich der erwartete zukiinftige Gewinn bzw. Verlust
der néchsten Runden bzw. der néchsten Zeitintervalle ist null und vom bisherigen Verlauf

unabhéngig.

Beispiel 2.6 (Martingal). Die Brown’sche Bewegung mit der natiirlichen Filtration
Firi=0(Ws:s<t)

st nach Definition 2.3 ein Martingal.

Beweis. Dafiir miissen wir die drei Punkte aus Definition 2.5 iiberpriifen. Nachdem
W; ~ N(0,1) gilt, existiert der Erwartungswert E[|W|] fiir alle t € R .
Der Prozess W, ist selbstversténdlich beziiglich der natiirlichen Filtration adaptiert.
Die Martingalbedingung ist erfiillt, da zukiinftige Inkremente unabhéngig von vergan-

genen sind und daher

E[Wt’FS] = E[Wt - WSIfS] + E[WSI-FS]
- E[Wt - Ws] "‘ Ws
fiir 0 < s <t gilt. O]
Fiir die Vollstandigkeit geben wir auch die Definition eines Semimartingals.

Definition 2.7 (Semimartingal). Ein stochastischer Prozess (Xt)teRg heifst Semimar-

tingal, wenn er sich als Summe zweier Prozesse M; und F;
Xt = Mt + Ft, O S t
mit nachfolgenden Figenschaften schreiben ldsst:

e M, ist ein Lokales Martingal.*

e F, ist ein adaptierter Prozess von beschrdnkter Variation und Fy = 0.

4Ein adaptierter, cadlag (cf. Definition 2.12) Prozess (Mt)teRgf heifit Lokales Martingal, falls eine

nichtfallende Folge von Stoppzeiten (7,) ,* oo existiert, sodass der gestoppte Prozess M;™ = M-,
fiir alle n € N ein Martingal ist.
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2 Mathematische Grundlagen

Definition 2.8 (Brown’sche Bewegung mit Drift). Fin Prozess V; heifst Brown’sche
Bewegung mit Drift, falls W; eine Standard-Brown’sche Bewegung ist und

Vi=ut+oW,, t>0,ucR,0cR"

gilt.

Bemerkung 2.9. Aufgrund von Symmetriegrinden der Normalverteilung ist die Fin-
schrinkung auf positive o in der Definition der Brown’schen Bewegung mit Drift keine

wirkliche Einschrinkung.

Nachfolgend geben wir ein Beispiel fiir mogliche Realisationen einer Brown’schen Bewe-

gung mit Drift.

Beispiel 2.10 (Brown’sche Bewegung mit Drift). Wir sehen in der nachfolgenden Ab-
bildung finf Realisationen einer Brown’schen Bewegung mit Drift (u = —1,0 = 0.5)

tiber das Einheitsintervall mit 1000 dquidistant verteilten Zwischenpunkten.

Realisation einer Brownschen Bewegung mit Drift
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Abbildung 2.1: Realisationen einer Brown’schen Bewegung mit Drift
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2 Mathematische Grundlagen

In Abbildung 2.1 ist der negative Trend (u = —1) sehr gut ersichtlich. Im Gegensatz zur
Standard-Brown’sche Bewegung, die Erwartungswert null hat und ein Martingal ist, hat
die hier abgebildete Brown’schen Bewegung mit Drift Erwartungswert pt.

Unser eigentliches Ziel ist es, Zins- und Aktienmodelle definieren zu kénnen (cf. Kapi-
tel 3 und Kapitel 4). Die hier vorgestellte Brown’sche Bewegung eignet sich aufgrund der
negativen Werte schlecht fiir ein realistisches Modell. Um positive Werte zu garantieren,
konnten wir X; := exp(W;) mit einer Standard-Brown’schen Bewegung W; verwenden.

Fiir den Erwartungswert des Prozesses X; gilt dann
E[X,] = E[exp(W})] = 3",

Dieser Prozess hat keinen konstanten Erwartungswert und ist damit insbesondere kein
Martingal. Beides sind aber Dinge, die fiir eine risikoneutrale Modellierung wiinschens-

wert sind. Dies fiihrt uns zur Definition des Stochastischen Exponentials.

Definition 2.11 (Stochastisches Exponential). Fir ein stetiges Semimartingal® X ist
das Stochastische Exponential £(X); durch

1
£(X), = exp (Xt — X, — 5[X]Q, t>0

gegeben. Dabei bezeichnet [.] den bedingten quadratischen Variationsprozess.

Fiir die Brown’sche Bewegung vereinfacht sich das Stochastische Expontial zu

1
S(W)t = exp (Wt — §t> .
Zusétzlich ist £(W),; ein echtes Martingal mit Erwartungswert eins.
Spéter mochten wir auch Spriinge in den Modellen zulassen und unstetige Modelle

definieren. Dazu brauchen wir den Begriff der cadlag—Stetigkeit.

Definition 2.12 (cadlag). Ein Prozess X; heifst cadlag®, wenn seine Pfade rechtsstetig

mit linksseitig existierenden Grenzwerten X;- = limgo X;_4 sind.

SFiir den unstetigen Fall sei hier auf die Stochastische Differentialgleichung in Beispiel 2.16 verwiesen.
6Das Wort cadlag ist ein franzosisches Akronym und steht fiir continue a droite et limite a gauche.
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2 Mathematische Grundlagen

Um die explizite Losung vieler Modelle zeigen zu koénnen, benotigt man formal den
Begriff des Ito-Prozesses und Ito’s Formel, die das Verhalten stochastischer Prozesse

unter einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion angibt.

Definition 2.13 (Ito—Prozess). Ein Prozess X; heifit Ito—Prozess, falls er sich in der

Form
t t
X=X+ [ alXus)dst [ GlsX)dW, t20
0 0

schreiben ldsst. Dabei bezeichne Wy eine Brown’sche Bewegung und o Xy, t) und 5(t, X;)

seien so beschaffen, dass die auftretenden Integrale existieren.

Obiger Ito—Prozess liasst sich verkiirzt auch in Differentialschreibweise und der Form

schreiben. Die wichtigste Anwendung folgt in den néchsten beiden Sétzen.

Satz 2.14 (Ito). Sei X; ein Semimartingal und die Funktion f : R x R — R sei
einmal stetig im ersten und zweimal stetig im zweiten Argument differenzierbar. Dann

ist f(t, Xy) wieder ein Semimartingal und es gilt

f(t7 Xt) - f<O’X0) +/(; ft(S’XS) ds +/0 fx(saXsf)dXs +%/0 fxm<3>X3> d[X]g
+ Z (f(S’XS) a f(S’XS—) - fx<3aXs—)AX5>’ t>0

0<s<t

mit [ ] = [X]; = Ygosci(AX,)?. Dabei bezeichnet [ ., wieder den quadratischen Kova-

r1ationsprozess.

Beweis. Ein Beweis des Satzes findet sich in [33, S. 78 : Th. 32]. O

Fiir ein stetiges Semimartingal X; und der Verwendung der Differentialschreibweise

vereinfacht sich die Formel zu

df(t, Xy) = fi(t, Xy) dt + fa(s, Xs)dX; + %fm(t,Xt) d[X];, t>0.

10
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2 Mathematische Grundlagen

Lasst sich X; als Ito-Prozess der Form dX; = H; dt + K; dW; schreiben, vereinfacht sich

die Formel nochmals zu
1
df(t7 Xt) - (ft(ta Xt) + fl‘(t7 Xt)Ht + éf;nt(ta Xt)KE) dt + fac(87 XS)Kt dVVt; t Z 0

Durch diese Schreibweise und Gleichung (2.1) motiviert, kommen wir direkt zum Be-

griff der Stochastischen Differentialgleichung.

Satz 2.15 (Stochastische Differentialgleichung). Fine Stochastische Differential-
gleichung hat die Form

dXt = Oé(t,Xt) dt + /B(t,Xt) th, t Z 0
Xo = XS

fir einen unbekannten Prozess X; und bekannte progressiv-messbare Funktionen o . ,.)
und B(.,.). Zusdtzlich sei Wy eine (F,P)-Brown’sche Bewegung. Ein F-adaptierter Pro-
zess X, heifit eine starke Lisung der Stochastischen Differentialgleichung,” falls die bei-
den Integrale fga(s,Xs) ds und f(f B(s, Xs) AWy existieren, X eine integrierbare An-
fangsbedingung ist und

Xe=X; + /Otoz(t,Xs) ds + /Otﬁ(s,Xs)dWs
gilt. Erfillen die Funktionen o(.,.) und §(.,.) auflerdem die Lipschitzbedingung
la(t, z) —alt,y) | + |5t 2) = Bt y)ll < Kz —yll, ¢=0,VereR,VyeR
und die Wachstumsbedingung
lat, 2)|* + 18t 2)° < K*(1+ [|z]*), ¢>0,¥z €R

existiert eine eindeutige starke Losung der Stochastischen Differentialgleichung.

"Die starke Losung X, ist notwendigerweise F-adaptiert und daher existiert eine Funktion F, die
X = F(t,(Ws : s < t)) erfiillt. Im Gegensatz dazu 16st eine schwache Losung X; zwar auch die
Differentialgleichung, die (F,P)-Brown’sche Bewegung ist dann aber ebenfalls Teil der Lésung und
es existiert keine Funktion F mit der Eigenschaft X; = F(t, (W, : s < t)).

11
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2 Mathematische Grundlagen

Beweis. Ein Beweis findet sich in [27, S. 289 : Th. 2.9]. O

In [33, 35] wird das Stochastische Exponential direkt iiber die eindeutige Losung einer

Stochastischen Differentialgleichung definiert.

Beispiel 2.16 (Stochastische Differentialgleichung). Die Lisung der (natiirlichen®) Sto-
chastischen Differentialgleichung

dZt - th dXt7 t Z 0

mit der Anfangsbedingung Zy = 1 (dquivalent zur Gleichung Z, = 1 + fg Zy- dXy) fir
t > 0 wird mit dem Stochastischen Exponential Z, = £(X); bezeichnet.

Nachdem die beiden Motivationen fiir das Stochastische Exponential (Definition 2.11
und Beispiel 2.16) konsistent sind, erfiillt der Prozess £(X); aus Definition 2.11 natiirlich
die Stochastische Differentialgleichung aus Beispiel 2.16, sofern es stich bei X um ein
stetiges Semimartingal handelt.

Manchmal verwenden wir die Bezeichnung, ein zu modellierendes Asset folge einer
Stochastischen Differentialgleichung. Darunter verstehen wir, dass der Prozess, der die
Preisentwicklung des Assets darstellt, die eindeutige starke Losung der Differentialglei-

chung ist.

$Damit ist das Stochastische Exponential das Aquivalent zur (deterministischen) Exponentialfunktion
f(z) = exp(x), welche die Differentialgleichung f,(z) = f(x) mit der Anfangsbedingung f(0) = 1
16st.

12
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3 Zinsstrukturmodellierung

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber gingige mathematische Modelle zur Modellie-
rung von Zinsstrukturen.

Nach den mathematischen Grundlagen formulieren wir Short-Rate Modelle. In
diesen Modellen wird die Short-Rate (cf. Definition 3.4) direkt durch eine Stochasti-
sche Differentialgleichung beschrieben und modelliert. Bei der Wahl des Modells muss
ein realitdtsnahes Modell gewdhlt werden. Besonders die Frage ,,Sind negative Zinsraten
realisitisch?* ist hier von zentraler Bedeutung. Wahrend vor zwanzig Jahren negative
Zinsen noch undenkbar waren, sind sie heute (Oktober 2021) Realitét. Soll die model-
lierte Zinsstruktur allerdings keinen Zins, sondern beispielsweise eine Dividendenzahlung
darstellen, sind negative Werte natiirlich unrealistisch, da bei einer Aktie in diesem Sinne
keine mogliche Nachschusspflicht besteht.

Danach betrachten wir das LIBOR-Modell (Modell 3.13). In diesem Modell orien-
tiert man sich an den wirklichen Preisen am Markt und verwendet diese als Grundlage
der Modellierung. Diese Preise sind natiirlich nur fiir eine endliche Menge an (Handels-)
Zeitpunkten beobachtbar.! Anstelle der Short-Rate wird in diesem Modell direkt die
Dynamik der Preise (LIBOR-Raten) modelliert.

Bei einer Modellierung miissen neben dem Modell auch die verwendeten Parameter
festgelegt werden. Darauf gehen wir in dieser Arbeit aber nicht ein. Fiir das Schétzen
der Parameter sei an dieser Stelle auf [20, Kap. 3| verwiesen.

Fiir detaillierte mathematische Hintergriinde hinter den angefiihrten Modellen und
Bezeichnungen (Health-Jarrow-Morton-Modell, Forward-MaB, ...) oder verwandte Defi-

nitionen (Swaption, Option, ...) verweisen wir ebenfalls nur auf [20].

1Zum Beispiel l4sst sich eine 30-jihrige Staatsanleihe kaufen, aber vermutlich wird es keine Staatsan-
leihe mit einer Laufzeit von 32 Jahren, 7 Monaten und 3 Tagen am Markt geben.

13
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3 Zinsstrukturmodellierung

3.1 Short-Rate Modelle

Das Kapitel gibt zuerst ein paar allgemeine Definitionen zum Thema Zinsstrukturmo-
dellierung. Anschlieend werden wir Modelle zur theoretischen direkten Modellierung
der Short-Rate vorstellen. In der Anwendung muss man sich immer der Stérken und
Schwichen des verwendeten Modells bewusst sein. In diesem Fall geht es um die Frage,
ob negative Werte zugelassen oder ausgeschlossen werden sollen. Das Kapitel stiitzt sich
auf [12, 20, 25].

Definition 3.1 (Nullkuponanleihe (NKA)). Fine Nullkuponanleihe (engl. Zero-Cou-
pon Bond (ZCB)) mit dem Preis P(t,T) zum Zeitpunkt t und Falligkeit T (mit t <
T') ist eine Schuldverschreibung, bei der der Kdufer bzw. die Kduferin der Anleihe am

Laufzeitende zum Zeitpunkt T' eine Geldeinheit bekommit.
In Unterkapitel 3.1 fordern wir, dass folgende Annahmen erfiillt sind:
e kein Ausfallsrisiko (P(7,7T) = 1)
e alle Filligkeiten sind handelbar (P(t,T') existiert fiir alle T > )
o T+ P(t,T) ist differenzierbar (Pr(t,T) existiert)?
Damit definieren wir den Begriff der Forward-Rate, der Spot-Rate und der Short-Rate.

Definition 3.2 (Forward-Rate und Forward-Kurve). Die diskrete oder einfache For-
ward-Rate F(t,T,S) zum Zeitpunkt t fir das Intervall [T, S| ist definiert als

1 P(t,S)—P(t1T)
S—-T P(t,S) ’

Ft,T,S) = — t<T<S8.

Die stetige Forward-Rate zum Zeitpunkt t fiir das Intervall [T, S] ist definiert als

_log P(t,5) —log P(1,T)
S—-T ’

R(t,T,S) = t<T<S8.

2Wihrend T + P(t,T) deterministisch und zum Zeitpunkt ¢ bekannt ist, ist ¢ — P(t,T) stochas-
tisch. Aufgrund dieser stochastischen Komponente, kann mit Anleihenhandel dhnlich zum besser
bekannten Aktienhandel ebenfalls ein Gewinn am Finanzmarkt erzielt werden.

14
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3 Zinsstrukturmodellierung

Die momentane Forward-Rate ist durch

0
log P(t,T), t<T

f@&T) = lm R T, 5) = — o

gegeben.® Die Forward-Kurve zum Zeitpunkt t ist durch T — f(t,T) gegeben.

Definition 3.3 (Spot-Rate). Die diskrete oder einfache Spot-Rate F(t,T) zum
Zeitpunkt t fir das Intervall [t,T| ist definiert als

1 PtT)-1
T—-t PtT) "’

F(t,T) == F(t,t,T) = — t<T.

Die stetige Spot-Rate R(t,T) zum Zeitpunkt t fir das Intervall [t,T] ist definiert als

log P(t,T)

R(t,T) i= R(t#,T) = ——5—22,

t<T.

Definition 3.4 (Short-Rate). Die Short-Rate r(t) zum Zeitpunkt t ist definiert als
r(t) = f(t.1).

Oft verwenden wir auch die Bezeichnung r; fiir r(¢). Ein risikoloses Bankkonto folgt

daher der Differentialgleichung

dBt = TtBt dt, t Z 0
By =B}

mit einem positiven Startwert Bj. Fir Bj = 1 gilt By = exp ( f(f Ts ds).

Das Ziel ist es nun, diese Short-Rate zu modellieren.* Dazu wollen wir hier gar nicht zu
tief in die Materie eintauchen und keine Arbitragetheorie behandeln. Ein Mafiwechsel sei
bereits beriicksichtigt. Wir geben direkt Modelle zur Modellierung an. Das erste Modell
ist das Vasicek—Modell.

Modell 3.5 (Vasicek-Modell). Im Vasicek—Modell folgt die Short-Rate der Differen-

3 Aquivalent dazu ist P(t,T) = eXp(— ftT f(t,u) du).
4Eine Modellierung der Forward-Rate findet sich nicht in dieser Arbeit. Dazu méchten wir zum Beispiel
auf [20, Kap. 6] verweisen, wo sich eine genaue Beschreibung des HIM—-Modells findet.

15
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3 Zinsstrukturmodellierung

tialgleichung

th:(b+,37“t)dt+Uth, t20

ro =Ty

Der Startwert r§ sei ebenso bekannt wie die Modellparameter 3 € R,o € RT und b € Ry .
Die explizite Losung des Modells ist durch

b t
e =rgelt + B(eﬁt 1)+ Ueﬁt/ e AW, t>0
0

gegeben.

Fiir das Vasicek-Modell geben wir nachfolgend einen genauen Beweis fiir die Form,
Existenz und Eindeutigkeit der expliziten Losung. Bei allen nachfolgenden Modellen
kann man auf diese Art und Weise vorgehen, wenn man die Gestalt und Eindeutigkeit

beweisen mochte.

Beweis. Zuerst wollen wir nachrechnen, dass die explizite Losung tatsédchlich die Sto-
chastische Differentialgleichung in Modell 3.5 erfiillt. Offensichtlich gilt ry = r{, womit
die Anfangsbedingung erfiillt ist.

Als Néchstes definieren wir
Xt = e_Btrt

b t
=rg+—(1—e?)+ 0/ e 75 AW,

p 0

t t
=ry+ b/ e P ds + a/ e P A,

0 0

In Differentialform ist das dquivalent zu

dX, = be Pt At + ge Pt dW,.

16
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3 Zinsstrukturmodellierung

Auflerdem gilt mit Ito’s Formel 2.14 und mit f(¢,z) = x exp(/t)

drt = df(ta Xt)
1
= filt, Xo) At + fu(t, Xi) A X + §f$x(ta Xp) d[X]:
— B’ X, dt + e dX, + 0
= Brydt + e (be 7" dt + ge™ ' AW,
= (b4 Br)dt +odW,, t>0.

Damit ist gezeigt, dass die angegebene Losung auch tatséchlich die Stochastische Diffe-
rentialgleichung 16st.
Als néchstes iiberpriifen wir die Lipschitz- und Wachstumsbedingung aus Satz 2.15.

Im Vasicek-Modell gilt unter Verwendung der Notation aus Satz 2.15

a(t,x) =b+ Bz
B(t,x) = o.

Als stetige Funktionen sind «(.,.) und (., .) progressiv-messbar. Es gilt

16+ Ba) = (0 + By)ll + llo = oll = [|8(z = y)
= [Blllz =y

und

16+ Bz||* + llo||* = b* + 26z + B*2” + o
b? 2bBx [2x? o? )
p— 1
(1+x2 * 1+x2+ 1+:zc2+ 1+x2>( +z)
< (0 + [b] + 52 + 0?) (1 + 2%).

Mit der Wahl K := max{|b|, b*> + |b3] + 3% + 02} folgt die Eindeutigkeit (und Existenz)
damit aus Satz 2.15.
0

17
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3 Zinsstrukturmodellierung

Bemerkung 3.6. Das Vasicek—Modell 3.5 ist normalverteilt® (cf. [45]) mit
ry~ N r*eﬂt+9(eﬁt—1) 0—2(62’&—1)
t 0 ﬁ 9 2/8 .

Aufgrund der Normalverteilung lédsst das Vasicek—Modell 3.5 somit auch eine negative
Short-Rate zu.

Alternativ dazu lasst das nachfolgende Cox-Ingersoll-Ross—Modell 3.7 nur nichtnega-
tive Werte fiir die Short-Rate zu.

Modell 3.7 (Cox-Ingersoll-Ross (CIR)). Im Coz-Ingersoll-Ross—Modell folgt die
Short-Rate der Differentialgleichung

dry = (b+ pry) dt + o/redW,, >0

ro =Tp-

Der nichtnegative Startwert v € Ry sei ebenso bekannt wie die weiteren Modellparame-
ter B € R,0 € RT und b € Ry . Die explizite Losung des Modells ist durch

b t
re=rgel + B(eﬂt —1)+ Ue/ﬁ/ e dW,, >0
0

gegeben.

Beweis. Um zu zeigen, dass die gegebene Losung die Stochastische Differentialgleichung
erfiillt, gehen wir analog zum Beweis vom Vasicek—-Modell 3.5 vor. Abermals definieren

wir

X, :=e Py,

SFiir 8 < 0 konvergiert diese Normalverteilung fiir ¢ — oo natiirlich gegen A (b/|8],0%/(2|8])).

18
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3 Zinsstrukturmodellierung

Aquivalent dazu kénnen wir auch
dX; = be Pt dt + oe P\ /i AW,
schreiben. Mit Ito’s Formel 2.14 und f(t,z) = xzexp(5t) gilt abermals

d/’nt = df(ta Xt)
1
= filt, Xy) dt + fo(t, X3) dX; + §fm(t’ X)) d[X],
= B’ X, dt + e d X, + 0
= Brydt + e (be Pt dt + oe ™'\ /ry AW,)
:(b+5rt)dt+a\/7“_tth, tZO

Fiir die Eindeutigkeit mochten wir wieder die Lipschitz- (und Wachstums-) Bedingung
aus Satz 2.15 {iberpriifen. Hier bekommen wir ein Problem mit der Wurzelfunktion,
weshalb wir fiir den Beweis der Eindeutigkeit nach [27, S. 291 : Prop. 2.13] vorgehen.

Diese Wachstumsbedingungen sind klarerweise erfiillt, womit die Eindeutigkeit folgt. [J

Gilt in diesem Modell 2b > o2, ist die Wahrscheinlichkeit fiir 7, > 0 gleich eins. Ist die

Ungleichung nicht erfiillt, kann es vorkommen, dass der Short-Rate Prozess r; null wird.

Bemerkung 3.8. Das Coz-Ingersoll-Ross—Modell 3.7 ist ein raumlich und zeitlich trans-

formierter Besselprozess® (cf. [10]) mit

Elr] = —% + Pt <r§ + %)
Vry = —ré%eﬁt@ — eﬁt> + %(1 — eﬁt>2.

Damit eine Visualisierung der Theorie leichter fillt, wollen wir zu ausgewihlten Mo-
dellen verschiedene mogliche Realisationen als Beispiel anfithren. Eine Anleitung zur
Simulation und Implementierung von stochastischen Prozessen und den vorgestellten

Modellen findet sich beispielsweise in [21].

SFiir 8 < 0 konvergiert diese Verteilung fiir t — oo gegen einen Besselprozess mit Erwartungswert
b/|B| und Varianz bo?/(25%).

19
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3 Zinsstrukturmodellierung

Beispiel 3.9 (Cox-Ingersoll-Ross). Nachfolgend sind finf Realisationen im Cox-Inger-
soll-Ross—Modell 3.7 mit den Parameter rj; = 1.8,b = 0.5, = —0.3 und 0 = 0.6 zu
sehen. Auf der x-Achse ist t € [0,5] mit 1000 dquidistant verteilten Zwischenpunkten
abgebildet.

Realisationen im CIR-Modell

18

17

Abbildung 3.1: Realisationen im Cox-Ingersoll-Ross—Modell 3.7

Bemerkung 3.10. Fir die beiden beschriebenen Modelle (Vasicek—Modell 3.5 und Cox-
Ingersell-Ross—Modell 3.7) gilt: Ist der Parameter < 0, hat das Modell einen Mean-
Reversing-Effekt.” Der Term (b + Bry) lisst sich dann mit B=-8>0zu é(b/ﬁ~ )
umformen. Dabei ist das Gleichgewichtsniveau durch b/ﬂ~ gegeben und 3 gibt die Mean-

Reversing—Geschwindigkeit an.

In Abbildung 3.1 sehen wir, wie die Short-Rate gegen den Gleichgewichtswert b/|3| = 5/3
strebt.

Eine Erweiterung bilden die Hull-White—Modelle. In diesen Modellen folgt die
Short-Rate der Stochastischen Differentialgleichung aus dem Vasicek—Modell 3.5 bzw.
dem Cox-Ingersoll-Ross—Modell 3.7 mit der Erweiterung, dass die Paramter b, 8 und

"Das Vasicek-Modell 3.5 ist fiir 8 < 0 ein Ornstein-Uhlenbeck—Prozess (cf. [44]).

20
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3 Zinsstrukturmodellierung

o ebenfalls zeitabhéngig sein diirfen. Die Parameter werden also durch die Funktionen
b(t), B(t) und o(t) ersetzt. Das verleiht den Modellen mehr Flexibilitdt auf der einen Sei-
te und fordert allerdings gleichzeitig das Schétzen ganzer Parameterfunktionen anstelle

einzelner Parameter auf der anderen Seite.

3.2 LIBOR-Modell

In diesem Unterkapitel widmen wir uns dem LIBOR—Modell.® Das LIBOR-Modell ver-
wendet zur Modellierung keine theoretische Short-Rate r(t), sondern verwendet direkt
am Markt beobachtbare Preise von Nullkuponanleihen P(¢,T'). Die konnen in der Rea-
litdt allerdings im Gegensatz zu unserer Annahme nicht zu jeder Zeit fiir alle Félligkeiten
T gehandelt werden. Ausgehend von diesen zum Zeitpunkt ¢ bekannten Preisen P(t,T;)
fiir zukiinftige Falligkeiten 7; mit ¢ € {0, ...,n} modellieren wir jetzt die Preise direkt.

Unter dem LIBOR versteht man den durchschnittlichen Zinssatz, zu dem sich in-
ternationale Groflbanken gegenseitig Kredite gewédhren. Er ist auch Grundlage und ein
wichtiger Referenzzinssatz fiir alle weiteren ermittelten Kreditzinsséitze am Markt.

Als Referenz fiir dieses Kapitel dienen [12, 20, 25].

Definition 3.11 (Forward-LIBOR-Rate). Der Wert der Forward-LIBOR-Rate zum
Zeitpunkt t < T,y < T; fir das Zeitintervall [T;_q,T;] ist durch (cf. Definition 3.2)

Li = F(taﬂ—hﬂ)
1 P(t,Ti) — P(t,T;)
By P(t,T;)

mit &; = T; — T, fiiri € {1,...,n} gegeben.

Bemerkung 3.12 (Vorzeichen der LIBOR-Rate). Wihrend dltere Literatur die LIBOR-
Rate noch als strikt positiv ansieht, missen wir uns mittlerweile auch tiber mdgliche

negative LIBOR-Raten Gedanken machen. Dies ist genau dann der Fall, wenn

P(t,T;) > P(t,T;—1)

8Das Wort LIBOR ist eine englische Abkiirzung und steht fiir London Interbank Offered Rate.
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3 Zinsstrukturmodellierung

gilt. Ubersetzt heifit das, dass eine Nullkuponanleihe mit kiirzerer Laufzeit ginstiger ist

als eine Nullkuponanleihe mit lingerer Laufzeit.?

Es ist nicht von Vorteil, die Short-Rate logarithmisch normalverteilt zu modellieren,
da dies eine Explosion des Bankkontos zur Folge héitte. Bei der Forward-LIBOR-Rate
ist diese Gefahr nicht gegeben, weshalb eine logarithmisch normalverteilte Modellierung
naheliegend ist, sofern man von rein positiven Forward-LIBOR-Raten ausgeht. Dies fiihrt

zum folgenden Modell.

Modell 3.13 (LIBOR-Modell). Im LIBOR-Modell wird die Forward-LIBOR-Rate

mit der nachfolgenden Differentialgleichung modelliert

dLi = LIXLdW].
Dabei bezeichne W wieder eine Brown’sche Bewegung'® und N, eine beschrinkte und
deterministische Funktion.

Beweis. Die eindeutige Existenz einer Losung folgt mit Satz 2.15, wobei fiir i = {1,...,n}

a(t,z) =0
B(t,z) = Nz

und nach Voraussetzung [|Aj]|, < oo gilt. Damit ist das Modell mathematisch sauber

formuliert. O

Definition 3.14 (Caplet und Cap). Fin Caplet zum Niveau v € R ist ein Vertrag, der
dem Kdufer zum Zeitpunkt Tj« die Zahlung

max{ (T — T1) (F(T1, Ti) — 1), 0}

9Eine Antwort auf die Frage, wieso negative Raten méglich und von der Zentralbank gewollt sind,
findet sich in [39)].

9Hier bezeichnet W} eine Brown’sche Bewegung unter dem entsprechendem Forward-Maf8 Q¢ mit
Numéraire P(t,T;). Eine genaue Theorie der entsprechenden Mafwechsel ist allerdings nicht Gegen-
stand dieser Arbeit und wird beispielsweise in [20, Kap. 7] allgemein und in [20, Kap. 11.2] fir das
LIBOR~Modell im Speziellen behandelt.
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3 Zinsstrukturmodellierung

garantiert. Ein Cap zum Niveau v € R ist eine Zusammenfassung mehrerer Caplets zu

einem Vertrag und liefert dem Kdiufer zu jedem Zeitpunkt T;,i € {1,...,n}, die Zahlung
max{(T, — T_1)(F(Ti_1,T) — v), 0}.

Der Kdufer bzw. die Kduferin kann sich damit gegen einen Zinsanstieg schiitzen.

Mit der Black-76-Formel (cf. [6]) ldsst sich ein fairer Preis fiir ein Cap zum Niveau
v € R* im LIBOR-Modell 3.13 angeben.!!

Implizit geben die Forward-LIBOR-Raten auch die Dynamik des Bankkontos vor. Fiir
dieses gilt mit diesem Modell

Bp, =1
By, =[J(1+6kLy, ), i€{l,...n}.
k=1
Zusatzlich lassen sich die Preise von Nullkuponanleihen auch explizit mit der Forward-
LIBOR-Rate angeben. Umgeformt gilt ndmlich in Abhéngigkeit der Forward-LIBOR-
Raten Li

k
1 .
P(Tk—j7Tk) = H H_TJ ke {17 "'7”}7] < {]-7 7k}
i=k—j+1 T
k
P(T(),Tk> = T s ke {]., ,n}
5,

Beweis. Fiir die vollstdndige Induktion verweisen wir auf [12, S. 209 : Prop. 2.76]. [

Um die Modellierung und Entwicklung der LIBOR-Raten
dL! = LIX: AW}

in der Praxis (cf. Kapitel 5.2) auch tatséchlich durchfithren zu kénnen, bendtigen wir

die Zusammenhinge zwischen den verschiedenen Brown’schen Bewegungen WY, die im

1Die Bewertung ist aufgrund der additiven Eigenschaft von Caplets trotz der verschiedenen zugrunde
liegenden Wahrscheinlichkeitsmafle recht einfach gegeben.
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3 Zinsstrukturmodellierung

Allgemeinen nicht unabhéngig sind.

Satz 3.15. Fir den Zusammenhang der Brown’schen Bewegungen im LIBOR-Modell
qgilt

m m S, Lk .
dW™ = > il ﬁ:;—kth)‘ijk dt, j<m
awi = awpm, j=m (3.1)

m j S LY .
AW + 3 et T p AP At > m

fir 1 < j,m <mn und (bekannte) Korrelationen pjj.

Vorschlige zum Bestimmen dieser Korrelationen pj;, finden sich beispielsweise in [37,
Kap. 2].

Beweis. Wir mochten eine Beweisskizze fiir Gleichung (3.1) geben. Die mathematischen
Hintergriinde und Details finden sich in [12, S. 211 : Prop. 2.78], [20, S. 201 : Lemma
11.1] und [32]. Gilt m = n kénnen wir das Forward-Mafl Q7 als Ausgangspunkt nehmen
und betrachten nachfolgende (postulierte) Entwicklung des Modells

dL; = Li(p(t, L) dt + (\) T dW}), ¢ >0,

wobei Al und W/ hier k-dimensional aufgefasst werden miissen. Es gilt, den Drift u zu

bestimmen. Fiir den MaBwechsel gilt mit Z5"" =1

il ._ dQTi— _ P(t,T;_1)P(0,T;)
0 dQ”T |, P(t,T)P(0, i)
=——1 Lt
P(O,Tifl)( o t)
————

=:c;

und damit

Az = ¢6; AL
= ;0 LI(A) T AW
5;L

_ Zi,ifl ' )\z Td i_
t 1—|—(51L%< t) Wt
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3 Zinsstrukturmodellierung

Aus der Girsanovtransformation (cf. [33, S. 133 : Th. 26]) folgt schlieBlich der Zusam-

menhang

5.Li
14 0;L

dw} = Mdt +dW
Die endgiiltige Aussage von Satz 3.15 folgt per Induktion und fiir den Fall m = n ist die
Funktion g durch

~ 0Ly Ty
ult L) == Y ()TN
k=i+1 1+ oLy

gegeben.!? O

Mit Stand heute (Oktober 2021) sind negative Forward-LIBOR-Raten alltéglich ge-
worden. Aus diesem Grund muss Bemerkung 3.12 beriicksichtigt werden, da die Stochas-
tische Differentialgleichung des LIBOR-Modells 3.13 nur mit (positiven) logarithmisch
normalverteilten Raten funktioniert. Um dieses Problem zu umgehen, definieren wir zu-
erst eine vorher festgelegte Zinsuntergrenze s' fiir die Forward-Rate (cf. [34, Kap. 11]).
Diese Zinsuntergrenze wird vom Benutzer bzw. von der Benutzerin vorgegeben und hat

die allgemeine Form

) T _

= s,

= (AT, + B) exp(—CT;) + D.

Die Parameter A, B, C' und D sind konstant und werden vorgegeben.'® Nun wandeln wir
das LIBOR-Modell 3.13 zu einem LIBOR-Modell mit Shift ab (cf. [17, 46]).

Modell 3.16 (LIBOR-Modell mit Shift). Das LIBOR—-Modell mit Shift ist eine
Weiterentwicklung des LIBOR-Modells 3.13. Dabei folgt die Forward-LIBOR-Rate der
Stochastischen Differentialgleichung

dLi = (L + o)X dW;,

12 Aus dieser expliziten Darstellung folgt auch die Existenz des mehrdimensionalen Ansatzes.
13Die festen Parameter A, B, C und D miissen ebenfalls wieder aus historischen Daten geschitzt werden.
Eine Anleitung dazu findet sich in [34].
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3 Zinsstrukturmodellierung

Der Shift o sorgt hier dafiir, die mdégliche negative LIBOR-Rate auszugleichen.

Als naheliegende Wahl verwenden wir o' = —s;.

Alternativ kann der Shift o’ auch kleiner als Null sein, wenn das Modell einen positi-
ven Mindestzins besitzt, der ausgeglichen werden soll. Der Leser bzw. die Leserin denke
an folgendes Beispiel: Unsere Rate E beschreibe jetzt nicht die LIBOR-Rate, sondern
tatsdchliche Mietrenditen, die wir modellieren wollen. Alle gesammelten und beobach-
teten Daten ergeben eine Rendite von mindestens 5%. Hier kann es sinnvoll sein, nicht

Li zu modellieren, sondern
dLj = (Lj + al) X\, dW;

mit negativem o zu verwenden. Dieses Beispiel ist nur als mégliche Anwendung zu
sehen. Es soll eine einfache Begriindung liefern, weshalb negative Shifts genauso ihre
Berechtigung haben.

Wir verwenden in Kapitel 5 allerdings fiir Mieten und Dividenden ein Cox-Ingersoll-
Ross-Hull-White-Modell (cf. (5.2)) und kein LIBOR-Modell mit Shift.
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4 Aktienmodellierung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit den unterschiedlichen Moglichkeiten, die verwendet
werden konnen, um den Wert eines Vermogenswerts zu modellieren und das Ziel des
Kapitels ist es, einen strukturierten Uberblick iiber diese Modelle zu geben. Der Ba-
siswert, der von Interesse ist, kann der Wert eines Grundstiicks, eines Rohstoffs (Gold,
Silber, Kaffee, ...) oder einer Aktie sein. Der im Volksmund prominenteste Vertreter ist
sicherlich der Aktienpreis, auf den wir uns auch in dieser Arbeit primér konzentrieren.
Trotzdem soll im Hinterkopf behalten werden, dass nicht nur Aktienkurse mit den be-
handelten Modellen abgebildet werden (kénnen). Der Kurs einer Aktie, eines Index oder
einer Immobilie zum Zeitpunkt ¢ wird in dieser Arbeit einheitlich mit S; bezeichnet.
Ohne néher darauf einzugehen, verlangen wir implizit die realitdtsnahe Annahme, dass
der Preis nie negativ wird.! Es finden sich nachfolgend also nur Modelle, die S; > 0
garantieren.

Das Kapitel soll den Anwendern einen Uberblick iiber verschiedene Modelle, de-
ren Unterschiede und deren Komplexitdt geben. Es behandelt keine mathematischen
Herleitungen und auch keine Mafiwechsel und damit verwandte Themen (Arbitrage,
(dquivalentes) Martingalmaf}, Fundamental Theorem of Asset Pricing, Vollstandigkeit,
Optionen, Optionspreisformeln, ...). Fiir eine genauere Theorie hinter den Modellen sei
auf [12, 27, 35, 40] verwiesen. Das Kapitel liefert auch keine Anleitung fiirs Schétzen der
verwendeten Parameter. Hierfiir sei auf [5, 11| verwiesen.

Den Anfang bilden stetige Modelle. Als Erstes behandeln wir das Black Scholes—
Modell (BSM) 4.3. In diesem Modell folgt der Aktienpreis einer Geometrischen Brown’-
schen Bewegung (engl. Geometric Brownian Motion (GBM)). Im Black Scholes-Modell

ist die Volatilitéat des Basiswerts {iber die Zeit konstant. Eine natiirliche Erweiterung sind

!Teilweise tritt in der Praxis das Phinomen auf, dass Rohstoffpreise negativ werden kénnen (cf. [38]).
Dieses Phénomen werden wir hier ignorieren, da das eigentliche Interesse der Arbeit dem Aktien-
und Immobilienmarkt gilt. Bei diesen Werten ist dieses Phénomen nicht realistisch.
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4 Aktienmodellierung

Modelle, bei denen die Volatilitidt — &hnlich zur realen Welt — nicht konstant verlduft,
sondern sich ebenfalls verdndert. Die Erweiterungen des Black Scholes—Modell in die-
se Richtung sind Stochastische Volatilititsmodelle 4.7 (engl. Stochastic Volatility—
Models (SVM)). Hier ist das Heston-Modell 4.8 als prominenter Vertreter zu nennen.
Eine andere Abwandlung des Black Scholes—Modells fiihrt zu Modellen, die auch Spriinge
des Kurses zulassen. Ein Sprung-Diffusionsmodell 4.14 (engl. Jump-Diffusion—Model
(JDM)) ist natiirlich nicht mehr stetig. Im allgemeinen Konsens wird gefordert, dass
diese Modelle zumindest cadlag Pfade besitzen. Das letzte und komplexeste Modell
enthélt beide Erweiterungen. Das Stochastische Volatilititsmodell mit Spriingen
4.18 (engl. Stochastic Valatility and Jump-Diffusion-Model (SVJID)) kommt der Rea-
litdt am néchsten. Die Volatilitéit des Prozesses ist zeitabhéngig und die einzelnen Pfade

diirfen Spriinge beinhalten.

4.1 Black Scholes—Modell

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem prominentesten und grundlegendsten
stochastischen Modell fiir Aktienkurse, das sich in der Literatur und in der Lehre findet.
Der Preis wird mit einer Geometrischen Brown’schen Bewegung modelliert. Auch in der
mit dem Nobelpreis ausgezeichneten Black Scholes—Formel (cf. [7]) folgt der Basiswert
einer Geometrischen Brown’schen Bewegung. Die wiedergegebene Theorie findet sich in
28, 35, 41, 42].

Definition 4.1 (Geometrische Brown’sche Bewegung (GBM)). Durch das Stochasti-
sche FExponential einer Brown’schen Bewegqung mit Drift V; wird eine Geometrische

Brown’sche Bewegung definiert.

Xt = ng(V)t = Xg 5(mt + SW)t
2

:Xgexp<(m—%>t+swt), t>0,meR,scR"

Sie erfillt die Stochastische Differentialgleichung

dXt = th dt + SXt th, t Z 0
Xo = X
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4 Aktienmodellierung

Beweis. Obige Stochastische Differentialgleichung erfiillt mit

at,r) =mzx

B(t,z) = sz

die Lipschitz- und die Wachstumsbedingung aus Satz 2.15. Damit sind Existenz und
Eindeutigkeit garantiert.
Als néchstes wenden wir Ito’s Formel 2.14 auf f(¢, X;) = log(X};) an. Dadurch erhalten

wir

1 1
t
1 |
-5 <th dt + sX, th) e $2X2dt

2
- (m—%)dt+det, > 0.

Damit ist gezeigt, dass die formulierte Behauptung, wonach die oben definierte Geome-

trische Brown’sche Bewegung die Stochastische Differentialgleichung 16st, stimmt.
O

Bemerkung 4.2. Eine Geometrische Brown’sche Bewegung ist stetig, da eine Brown’-

sche Bewegung stetig ist und die Fxponentialfunktion ebenfalls stetig ist.
Damit ldsst sich sofort das erste Aktienmodell definieren.

Modell 4.3 (Black Scholes-Model). Im Black Scholes—Modell folgt der Aktienpreis
einer Geometrischen Brown’schen Bewegung und damait der Stochastischen Differential-

gleichung

So = S;.

Dabei bezeichne W eine Standard—Brown’sche Bewegung. Die Konstante p € R wird
Drift und die Konstante o € R™ wird Volatilitdat genannt. Die explizite eindeutige
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4 Aktienmodellierung

Losung der Stochastischen Differentialgleichung ist gegeben durch

2

StISSGXp<(M—%)t+O'Wt), t>0

fiir einen positiven Startwert S;.

Alternativ folgt die Losung der Stochastischen Differentialgleichung direkt mithilfe der
Theorie Stochastischer Differentialgleichungen und Beispiel 2.16. Die Losung ist dann

wieder einfach durch das Stochastische Exponential gegeben.

Bemerkung 4.4. Fiir p = 0 ist der Prozess Sy ein Martingal. Ist der Drift positiv,
hat die Aktie einen steigenden Trend. Wenn der Drift negativ ist, tendiert die Aktie im

Erwartungswert zu fallen.

Bemerkung 4.5. Das Black Scholes—Modell 4.3 ist logarithmisch normalverteilt mat

% ~ Log/\/((u — %Q)t, azt)

0

und fiir alleto =0 < t; < ... <t, sind

Su Su S
Sto7 St1 T Stn—l

unabhdngig.

Beweis. Die Verteilungseigenschaft in Bemerkung 4.5 folgt aus Definition 2.1 und Be-
merkung 2.2. Die Unabhéngigkeitseigenschaft folgt aus Definition 2.3. O

Die Eigenschaften in Bemerkung 4.5 sind in zweierlei Hinsicht angenehm und niitzlich,
offenbaren aber gerade in der ersten Eigenschaft auch eine Schwiche (cf. [43]). Die Vertei-
lungsannahme ist praktisch, da sich damit relativ einfach Optionspreisformeln herleiten
lassen (cf. [7], [30]). Auf der anderen Seite sind die logarithmischen Returns von Aktien
am Finanzmarkt nicht normalverteilt. Die Rénder sind bei den beobachtbaren Daten
deutlich dicker und haben mehr Masse als bei einer Normalverteilung. Das heifit, dass
starke Anstiege und Abfille der Kurse systematisch unterschéitzt werden. Aufgrund der
einfachen Handhabung sind Black Scholes-Modelle und ihre Formeln aber trotzdem noch

weit verbreitet.
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Die Unabhéngigkeitseigenschaft ist wiinschenswert, da sich damit einerseits bedingte
Verteilungen leichter ausrechnen lassen und Kursentwicklungen durchaus unabhéngig
von der Vergangenheit sein sollen. Trends sollten im Parameter ;1 enthalten sein.

Um dieses Modell in der Praxis zu verwenden, muss man die Parameter p und o
schitzen. Hier offenbart das Modell aber auch eine weitere Schwiche. Eine zeitkonstante

Volatilitat ist in beobachteten Finanzdaten ebenfalls nicht realistisch.

Beispiel 4.6 (Black Scholes-Modell). Nachstehend finden sich fiinf verschiedene Rea-
lisationen einer Geometrischen Brown’schen Bewegung (So = 1,u = 1, 0® = 0.6) iiber

das Einheitsintervall mit 1000 dquidistant verteilten Zwischenpunkten.

Realisationen im Black Scholes-Modell

Sy

T T T T 1
0 0.25 05 0.75 1

Abbildung 4.1: Realisationen im Black Scholes—Modell 4.3

In Abbildung 4.1 sehen wir fiinf verschiedene Pfade einer Geometrischen Brown’schen

Bewegung, die méglichen Kursverldufen im Black Scholes—Modell entsprechen koénnen.
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4 Aktienmodellierung

4.2 Stochastische Volatilitatsmodelle

Dieser Abschnitt verallgemeinert das Black Scholes—Modell 4.3 aus dem vorherigen Un-
terkapitel. Die Volatilitdt o ist nicht mehr konstant iiber die Zeit, sondern selbst eben-
falls zeit- und w-abhéngig, also stochastisch. Die Volatilitdt wird dabei ebenfalls durch
eine Stochastische Differentialgleichung beschrieben. Die beschriebene Theorie und alle
angefithrten Resultate finden sich in [12, 25, 26, 35].

Modell 4.7 (Stochastisches Volatilitdtsmodell). Allgemein nennen wir ein Modell fir
den Kurs eines Underlyings Stochastisches Volatilitdtsmodell, wenn folgendes Sys-

tem von Stochastischen Differentialgleichungen fiir positive Startwerte S; und X erfiillt

15t
dSt:St (Mdt+\/2tth); tZO
d¥; = a(S, X, t)dt + np(S, X, t)v 2, dV; t >0
So =55
S = 3.
An die beiden progressiv-messbaren Funktionen o(.,.,.) und p(.,.,.) stellen wir die

Anforderung, dass sie derart beschaffen seien, dass sie eine starke (nichtnegative) Losung
der Stochastischen Differentialgleichung fiir ¥y garantieren. Zusdtzlich seien V; und W,
zwei Brown’sche Bewegungen mit Korrelation p mit |p| < 1. Der Parameter p sei eine

reelle Konstante und n eine nichtnegative Konstante aus den reellen Zahlen.

Im Allgemeinen lésst sich fiir ein Stochastisches Volatilitdtsmodell keine explizite Losung
fiir den Preisprozess S; angeben. Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit interessiert uns

lediglich ein spezieller Fall, das Heston—Modell 4.8. Das Heston—Modell ist ein Stochas-

tisches Volatilitatsmodell mit

a(S,3,t) = (o — %)

B(S, X, t) = 1.

Auch fiir dieses Modell gibt es Formeln zur Berechnung von Optionspreisen analog zu
den Black Scholes-Formeln (cf. [24]).

32



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

4 Aktienmodellierung

Modell 4.8 (Heston—Modell). In diesem Modell folgt der Kurs einem System von Sto-
chastischen Differentialgleichungen mit zwei verschiedenen Brown’schen Bewegungen V;
und Wy mit konstanter Korrelation p mit |p| < 1 und positiven Startwerten S§ und X,

die zum Zeitpunkt t = 0 bekannt seien

dS, = Sy (udt + /S dW;), >0
A%, = (o — ) dt + /S dV,, £>0
So = S

Sy = .

Dieses Modell heift fiir p € R, € RY, 8 € RT und n € R™ Heston—Modell.

Die Differentialgleichung fiir den Volatilitdtsprozess kennen wir bereits aus dem vorhe-

rigen Kapitel.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit fiir die Losung der Stochastischen Differential-
gleichung fiir ¥; folgt aus dem vorherigen Kapitel (Modell 3.7). Die eindeutige Losungs-
existenz (fiir S;) wird in [12, S. 65 ff.] diskutiert. Zusitzlich sei auf [24] verwiesen.? [

Bemerkung 4.9. Die Stochastische Differentialgleichung fiir die Volatilitit wird durch
ein Coz-Ingersoll-Ross—Modell (cf. Modell 3.7) beschrieben.

Wir konnen Bemerkung 3.10 auf das Heston—-Modell 4.8 {ibertragen. Wir sehen, dass
aufgrund der Anforderung an [, das Heston—Modell 4.8 einen Mean-Reversing-Effekt
besitzt. Das Gleichgewichtsniveau ist durch o/ gegeben.

Fiir eine Anwendung dieses Modells miissen schon deutlich mehr Parameter im Voraus
geschitzt werden. Zusétzlich braucht eine Modellierung mehr Zeit und Rechenaufwand

verglichen mit dem (einfacheren) Black Scholes-Modell.

Beispiel 4.10 (Heston-Modell). Nachstehend finden sich fiinf verschiedene Realisatio-
nen 1m Heston—Modell mit Parametern Sy = 1,u=1,3y =0.8,aa =0.8,3=1,7=0.2
und p = 0.5 dber das Einheitsintervall mit 1000 dquidistant verteilten Zwischenpunkten.
Die Modellierung erfolgt mit dem Euler-Maruyama—Verfahren (cf. [21]).

2Das noch allgemeinere Double-Heston-Modell wird in [19] inklusive Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung diskutiert.
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Realisationen eines Heston-Diffusionsmodells

Abbildung 4.2: Realisationen im Heston—Modell 4.8

In Abbildung 4.2 erkennen wir auf den ersten Blick, dass die Ausschlige des Kurses
deutlich extremer sind als in Abbildung 4.1. Ein stochastisches Volatilitatsmodell ldsst
hohere Ausschlige zu als das klassische Black Scholes-Modell, obwohl v/%; und o un-
gefiahr dieselbe Groflenordnung haben. Auch wenn beide Abbildungen fiir fiinf spezifische
w;s erstellt wurden, sind die abgebildeten Trajektorien typisch fiir diese Erweiterung. Da-
mit kann man versuchen, die sonst unterschétzten Rénder der Verteilung auszugleichen

(cf. [31]).

4.3 Sprung-Diffusionsmodell

In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, das Black Scholes-Modell auf an-
dere Art und Weise zu erweitern. Dazu diirfen Modelle auch Spriinge im Kursverlauf
aufweisen. Sprungprozesse sind immer cadlag Prozesse. Dieses Unterkapitel stiitzt sich
auf [4, 12, 25].

Definition 4.11 (Poissonprozess). Fin stochastischer Prozess Ny mit Startwert Ny = 0,
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4 Aktienmodellierung

fiir den alle linksseitigen Grenzwerte existieren, heifit inhomogener Poissonprozess,

falls die Inkremente poissonverteilt sind mit
Ny — N, ~ P(A®D) 0<s <t A®D e RT,

Sind die Inkremente fir alle s und t mit s < t mit dem Parameter \(t — s) verteilt,

spricht man von einem (homogenen) Poissonprozess mit Poissonparameter A > 0.

Bemerkung 4.12. Der Poissonparameter \ gibt die Anzahl der erwarteten Spriinge im
FEinheitsintervall an, da E[N;] = X\t gilt.

Definition 4.13 (Zusammengesetzer Poissonprozess). Es sei Ny ein Poissonprozess mit
Poissonparameter A > 0 und Y; unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen. Alle Y;

seien zusdtzlich auch von N unabhdngig. Dann heifst der Prozess

Ny
X, = Z Y,
=1

Zusammengesetzter Poissonprozess.

Damit lasst sich ein Sprungmodell definieren. Zusétzlich zu einer Geometrischen Brown’-

schen Bewegung kommt der sprunghafte Einfluss eines Poissonprozesses dazu.

Modell 4.14 (Sprung-Diffusionsmodell (Merton)). In diesem Modell folgt der Referenz-
wert einer Geometrischen Brown’schen Bewegung mit Spriingen und der Stochastischen

Differentialgleichung

dS; = Si- (p — Ar)dt + o dW, + (Y; — 1) dNy)
= S (dt+odW, + (Y —1)dN,), ¢>0
So =5

mit positivem Startwert Sj. Dieses Modell heifit Sprung-Diffusionsmodell. W, be-
zeichne wieder eine Standard-Brown’sche Bewegung und pn € R und o € R™ wieder Drift

und Volatilitit. Ny sei ein Poissonprozess mit Poissonparameter X € RT. Die prozentu-
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4 Aktienmodellierung

ellen Sprunghdhen (Y; — 1) seien logarithmisch normalverteilt, sodass
E[Y)] =1+ #

gilt und die Héhe des Sprungs sei unabhdngig vom Poissonprozess Ny und der Brown’-
schen Bewegung Wy. Zusdtzlich sei v := (u — Ak) definiert. Die Losung des Modells ist

explizit durch

5= sy (o= 5+ ) I

gegeben. Dabei gelte 371 =Y, und )N/l bezeichne den Wert des Sprungprozesses Y; beim
i-ten Sprungzeitpunkt, falls der Wert zu den Zeitpunkten t; springt.

Beweis. Dieses Ergebnis iibernehmen wir direkt von Merton, der das Modell in [30]
behandelt. Die Losung ldsst sich ansonsten wieder mit Ito’s Formel iiberpriifen. Ein
zielfithrender Ansatz dafiir findet sich unter Verwendung von [12, S. 94 : Th. 1.85] ebenda.

[

Natiirlich ldsst sich fiir die Verteilung der Sprunghoéhen jede positive (stetige) Vertei-
lung verwenden. In [47] werden logarithmisch gleichverteilte Spriinge auf einem Intervall
(a,b) vorgeschlagen. Wir folgen aber Merton, der in [30] logarithmisch normalverteil-
te Spriinge vorschlédgt, mit denen er dann in einem Modell mit konstanter Volatilitét
Formeln fiir Optionspreise dhnlich zu den Black Scholes—Formeln berechnet. Eine lo-
garithmische Normalverteilung hat ndmlich zur Folge, dass das Asset S; selbst wieder
logarithmisch normalverteilt ist (cf. Modell 4.3 und [7]).

Bemerkung 4.15. In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf logarithmisch normalver-

teilte Spriinge.

Das Sprung-Diffusionsmodell 4.14 findet in der Praxis allerdings wenig Verwendung,
da stochastische Volatilitaten deutlich realitdsnéher sind als vereinzelte Spriinge. Trotz-

dem geben wir ein abschlieBendes Beispiel.

Beispiel 4.16 (Sprung-Diffusionsmodell). Nachstehend finden sich finf verschiedene

Realisationen eines Sprung-Diffusionsmodells mit folgenden Parametern: So =1, =1,
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4 Aktienmodellierung

02 = 0.6, Y; ~ LogN (—0.25,0.5) und X\ = 2), berechnet iiber das Einheitsintervall mit

1000 dquidistant verteilten Zwischenpunkten.

Realisationen eines Sprung-Diffusionsmodells

Y . . ¥ " 1 f
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Abbildung 4.3: Realisationen im Sprung-Diffusionsmodell 4.14

In Abbildung 4.3 lassen sich in allen Kursverldaufen sehr gut die Spriinge identifizieren.
Da wir fiir die Simulation A = 2 gewéhlt haben, erwarten wir in etwa zwei Spriinge
innerhalb des Intervalls [0, 1].

Bevor wir im néchsten Kapitel beide Erweiterungen zu einem komplexen Modell kom-
binieren, soll nachfolgendes Beispiel 4.17 die Unterschiede der bisherigen Modelle illus-
trieren. Allen drei Modellen liegt dieselbe Brown’sche Bewegung W, (w*) zugrunde, damit

man die Unterschiede der einzelnen Modelle mit freiem Auge besser erkennen kann.

Beispiel 4.17 (Verschiedene Modelle). Nachstehend findet sich eine Realisiation des
Black Scholes—Modells 4.3, des Heston—Modells 4.8 und des eben behandelten Sprung-
Diffusionsmodells 4.14. Allen drei normierten (So = 1) Pfaden liegen dieselbe Brown’sche

Bewegung Wi(w*) und dieselben Annahmen zugrunde (u = 1,0% = 0.6 sowie Xy = a =
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4 Aktienmodellierung

0.6,8=1,17=0.2 und p = 0.5). Auferdem gilt Y; ~ LogN (0,0.5) und X\ = 2. Abgebildet

1st das Finheitsintervall mat 1000 dquidistant verteilten Zwischenpunkten.

Realisationen in den verschiedenen Modellen
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Abbildung 4.4: Realisationen verschiedener Modelle

In Abbildung 4.4 erkennt man sehr gut, dass das Black Scholes—Modell 4.3 (schwarz) und
das Sprung-Diffusionsmodell 4.14 (griin) bis zum ersten Sprung annéhernd gleich verlau-
fen. Erst nach dem ersten Sprung um ¢ &~ 0.6 unterscheiden sich die beiden Kursverldufe
wesentlich. Das Heston-Modell 4.8 (rot) verlduft von Anfang an unterschiedlich, was
aufgrund der stochastischen Volatilitdt aber auch nicht iiberrascht. Grofle Ausschlige
des Heston—Modells gibt es aber nicht, da das Gleichgewichtsniveau o/ mit ¥y und
o? iibereinstimmt und 7 klein gewiihlt ist. Dementsprechend ist der Kursverlauf des

Heston—Modells nicht viel volatiler als der des Black Scholes—Modells.
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4 Aktienmodellierung

4.4 Sprung-Diffusionsmodell mit Stochastischer
Volatilitat

Dieser Abschnitt behandelt die letzte Erweiterung des Black Scholes—Modells 4.3. Das
Stochastische Exponential, das die Bewegung des Aktienkurses wiedergeben soll, wird
um Spriinge aus dem Sprung-Diffusionsmodell 4.14 und zeitabhéngige und stochasti-
sche Volatilitat aus dem Heston—Modell 4.8 erweitert. Damit wird versucht, die Realitét
bestmdglich zu modellieren. Die présentierten Ergebnisse und Resultate stiitzen sich auf
2, 47].

Modell 4.18 (Sprung-Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitét (Bates)). Folgt ein

Prozess den Stochastischen Differentialgleichungen

dS; = Sy (( — k) dt + /T dW; + (Y = 1)dN,), >0
A%, = (a — B%) dt +1y/SedV,, >0

Sp = S

Sy = X

nennen wir das Modell Sprung-Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitdt.
Weiters seien i € R, € Ry, 8 € RT undn € RT bekannte Konstanten. Ny sei ein Pois-
sonprozess mit Poissonparameter X € RY. Zwischen den beiden Brown’schen Bewegun-
gen Wy und V; gebe es eine konstante Korrelation p mit |p| < 1. Die beiden Brown’schen
Bewegungen Wy und V; seien unabhdngig vom Prozess Ny. Zusdtzlich seien die prozen-
tuellen Sprunghdhe (Y; — 1) selbst unabhdingig von den anderen Prozessen. Mit k werde

wieder die erwartete prozentuelle Verdnderung durch den Sprung bezeichnet, also
E[Y:] =1+ k.

Die Sprunghdéhen Y; seien logarithmisch normalverteilt.

Beweis. Hier fiihren wir die Arbeit von Bates® an, der das Modell in [2] erstmals formu-
liert. O

3In [2] finden sich neben der Wahrscheinlichkeitsdichte des Prozesses log(St/So) auch Optionspreis-
formeln. Daneben mochten wir auf [3] verweisen, wo stochastische Volatilitéitsmodelle mit Spriingen
im Allgemeinen behandelt werden.
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Fiir die Anwendung dieses Modells muss man allerdings wieder zahlreiche Parameter
schitzen und festlegen. Um eine Idee eines Pfades zu bekommen, geben wir wieder ein

Beispiel fiir festgelegte Parameter und ein zufélliges w* € 2.

Beispiel 4.19 (Sprung-Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitéit). Nachfolgend
findet sich eine Realisation im Sprung-Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitdt
4.18 diber das Finheitsintervall mit 10000 Zwischenpunkten und nachfolgenden Parame-
tern: Sop = 1L,u = 1,39 = 0.6,p = 0.35,a = 0.5,8 = 1 und n = 0.4. Daneben gelte
A =10 und Y; ~ LogN (—0.05,0.1).

Realisation im SVJD-Modell mit den zugrundeliegenden Prozessen
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Abbildung 4.5: Realisation im Sprung-Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitét

In Abbildung 4.5 sehen wir den Kurs des Basiswerts S; in schwarz. Dieser weist ge-
nau elf Spriinge auf, die wir in dieser GréBenordnung auch erwarten (A = 10) und die

mit lila Punkten eingezeichnet sind. Auflerdem lésst sich sehr gut erkennen, wie die
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Brown’sche Bewegung W, (blau) die Entwicklung des Basiswerts S; beeinflusst. Die Vo-
latilitdt schwankt nicht besonders stark und hat keine Tendenz nach oben oder unten.
Das ist nicht weiter iiberraschend, da der Startwert nahe beim erwarteten Grenzwert

der Volatilitéat (Gleichgewichtsniveau) liegt und 7 nicht {iberméfig grof ist.
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5 ESG—-Moaodellierung in der Praxis

In diesem Kapitel widmen wir uns der Zinsstruktur- und Aktienmodellierung in der Pra-
xis. Der Kern des Kapitels ist die Beschreibung eines Economic Scenario Generators
(cf. Kapitel 5.1). Die mathematische Basis fiir die praktische Umsetzung findet sich in
Kapitel 2 (mathematische Theorie), in Kapitel 3 (Zinsstrukturmodellierung) und in Ka-
pitel 4 (Indexmodellierung). Nachfolgend untersuchen und beschreiben wir den Modellie-
rungsprozess in der OBV.! Dieser Modellierungsprozess wird von der OBV nicht selbst
durchgefiihrt, sondern an das Unternehmen Deloitte ausgelagert.? Die Ergebnisse der
Berechnungen werden anschlieBend zur Weiterverarbeitung an die OBV zuriickgeliefert.
Deloitte berechnet fiir die OBV 1000 verschiedene Entwicklungen von Zinskurven, Indi-
zes, Immobilienwerten, Dividendenhthen und Mieteinnahmen. Die Inflation wird nicht
beriicksichtigt und nicht abgebildet. Fiir die Modellierung werden die in den vorherigen
Kapiteln beschriebenen Methoden verwendet und die Stochastischen Differentialglei-
chungen mit Monte-Carlo Simulationen modelliert (cf. [21]). Diese Kalibrierung passiert
einmal im Quartal. Einzelne Teile der Kalibrierung kénnen nicht detailgenau beschrieben
werden, da sie Unternehmensgeheimnisse beinhalten und daher unter Verschluss bleiben
miissen. Dazu gehoren insbesondere die Schitzungen der einzelnen Modellparameter.
Das sind beispielsweise die Korrelationen pj;, der einzelnen Brown’schen Bewegungen
und die deterministischen Volatilitdtsfunktionen A: im LIBOR-Modell (cf. Gleichung
(3.1)). Daneben gibt es keine néheren Details zur Spezifizierung der Sprunghthe und
Sprunghaufigkeit im SVJD-Modell (cf. Modell 4.18).

Wihrend das erste Unterkapitel einen allgemeinen Uberblick iiber den Modellierungs-

prozess gibt, widmen wir uns im zweiten Unterkapitel der tatsédchlichen Modellierung

1Die Osterreichische Beamtenversicherung, Versicherungsverein auf Gegenseitigkeit (Firmenbuchnum-
mer: FN 86811p) sitzt in der Grillparzerstrafie 11, 1016 Wien. Dipl.-Ing. B. Steiger ist die erste
Ansprechpartnerin in der OBV betreffend dieses Modellierungsprozesses.

2Die B&W Deloitte GmbH (eingetragen unter: HRB 83442) sitzt am Rosenheimer Platz 4, 81669
Miinchen. Dr. E. Fink ist die fiir diesen Prozess zustdndige Person bei Deloitte.
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

von Zinskurven. Das darauf folgende Unterkapitel widmet sich der Aktien- und An-
leihenindexmodellierung. Immobilienwerte konnen im Prinzip analog zu Aktien- und
Anleihenindizes modelliert werden. Dividenden und Mieteinnahmen lassen sich wie Zins-
raten modellieren. Deloitte verwendet dafiir ein CIR-Hull-White-Modell (cf. Gleichung
(5.2)), da dies nur positive Renditen zuldsst und negative Zinsen (hier: Dividenden bzw.
Mieteinnahmen) daher unrealistisch sind. Das Modell fiir diesen Modellierungsprozess
und das Ergebnis selbst werden als Economic Scenario Generator (ESG) bezeich-
net. Hintergrundinformationen zum ESG finden sich in [13, 15]. Der Grofiteil in diesem
Kapitel entstammt allerdings einem echten Modellierungsprozess und beruht auf unter-
nehmensinternen Unterlagen und Daten, die nicht verdffentlicht sind und sich auch nicht
im Anhang befinden diirfen.

Das Ziel von diesem Kapitel ist es, die von Deloitte durchgefithrten Modellierungs-
prozesse kritisch zu analysieren und dem Leser bzw. der Leserin praxisnahe anhand
eines Beispiels zu erkldren und nédherzubringen. Dazu beschreiben und beziehen wir uns
nachfolgend auf die Kalibrierung vom 31.12. des Jahres 2020.

5.1 Allgemein

Ein Economic Scenario Generator (cf. [13]) hat als Hauptziel, verschiedene mogliche
Kapitalmarktentwicklungen aufzuzeigen und daraus eine Verteilung abzuleiten. Die un-
terschiedlichen Risikofaktoren und Assetklassen sollen dabei alle erfasst und abgebildet
werden. Diese unterscheiden sich natiirlich von Versicherungsunternehmen zu Versiche-
rungsunternehmen. Zusétzlich miissen auch die Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen
Assetklassen abgebildet werden. Der Zeithorizont ist ebenfalls unternehmensspezifisch
und héngt vom versicherten Portfolio des Unternehmens ab. Hat ein Versicherungsunter-
nehmen beispielsweise ausschlieflich Vertrége, die in den néchsten 15 Jahren ablaufen,
macht es keinen Sinn Anleihen mit einer ldngeren Laufzeit zu kaufen oder {iberhaupt
langere Laufzeiten zu simulieren, da nach 15 Jahren (ohne Beriicksichtigung eines even-
tuellen Neugeschiifts) keine verpflichtenden Leistungen mehr fillig sein werden.

Ein weiteres Ziel des ESG ist es, risikoneutral zu modellieren (cf. Kapitel 5.5). Das
heifit, dass kein Asset (keine Immobilie, keine Aktie und keine Anleihe) im Schnitt einen

hoheren Ertrag erzielen darf als die (modellierte) risikolose Zinskurve (siehe unten).
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

Dadurch ergeben sich (verstdarkt durch den derzeitigen Negativzins) fiir den Praktiker

,unrealistische“ Situationen.

Definition 5.1 (Totalreturn). Der Totalreturn bezeichnet die komplette prozentuelle
Wertsteigerung eines Basiswerts. Er setzt sich zusammen aus maglichen (positiven) Zah-
lungsstromen (Mieteinnahmen, Dividenden) und der Wertsteigerung des Underlyings.
Fiir ein Asset A mit bekannten Preisen Ay fir t € {To,...,T,,} und Zahlungsstromen
Dy, im Intervall (T;, T;11] ldsst sich der Totalreturn fir das Intervall (T;, Ti1] durch
TRy, == Aty — jTi + Driy

T

7

definieren und berechnen.

Moéchte man beispielsweise einen Aktienindex modellieren, muss der Totalreturn des
Basiswerts der risikolosen EIOPA-Verzinsung entsprechen. Nimmt man zum Beispiel eine
mittlere Dividenenzahlung von 3 % an, muss die Aktie bei risikoneutraler Bewertung und
einer Gesamtverzinsung von —1 % im Schnitt 4 % Wertverlust aufweisen. Dasselbe gilt
fiir Immobilienwerte und Annahmen zu Mieteinnahmen (anstelle der Dividenden). Diese
risikoneutrale Anforderung miissen wir im Hinterkopf behalten und diirfen deswegen den
tatsidchlichen Resultaten und deren Werten nicht zu viel Realitéitsndhe zusprechen.

Die verwendeten Modelle fiir die Kursentwicklung (Modell 3.13 und Modell 4.18)
werden durch Stochastische Differentialgleichungen beschrieben und héngen daher fiir
jedes w; € Q vom spezifischen Pfad der entsprechenden Brown’schen Bewegungen W, (w;)
und V;(w;) ab. Um zufriedenstellende Ergebnisse zu erzielen, werden verschiedene Pfade
der Brown’schen Bewegung simuliert und Deloitte mittelt dann iiber die erhaltenen 1 000
verschiedene Szenarien der Monte-Carlo Simulation.

Die Risikoneutralitédt wird von der Européischen Union (EU) gefordert und wird
zur risikoneutralen Berechnung der Optionen und Garantien der Versicherungsnehmer
und -innen herangezogen. Diese Optionen und Garantien verursachen dem Versiche-
rungsunternehmen zukiinftige Kosten, die im Best Estimate in der Solvency II-Bilanz3
beriicksichtigt werden miissen. Optionen und Garantien der Versicherungsnehmer und

-innen sind beispielsweise

3Details zur Bilanzierung von Versicherungsunternehmen finden sich in [18].
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

e Optionen: Riickkauf-, Zuzahlungs- und Verrentungsoption
e Garantien: Sterbetafel- und Zinsgarantie.

Die Zinsgarantie verursacht als einzige eine nennenswerte Groflie in der Solvency II-
Marktwertbilanz. Infolgedessen wird der stochastische Lauf mit 1000 unterschiedlichen
Szenarien am Kapitalmarkt herangezogen, um diese Position zu ermitteln. Der Wert
der Optionen und Garantien ergibt sich aus der Differenz zwischen dem gewichteten
Mittelwert des Best Estimates der 1000 Szearien und dem Best Estimate der Certainty-
Equivalent-Kurve (cf. [14, Kap. 2]).

5.2 Zinsstrukturmodellierung

Deloitte — und damit die OBV — verwendet zur Zinsstrukturmodellierung ein erwei-
tertes LIBOR-Modell mit Shift (cf. LIBOR-Modell 3.16) und die Stochastische Diffe-

rentialgleichung
dLi = 2(Li — sYALdW/, ¢ > 0. (5.1)

Die Funktion 2z : R — R} werden wir noch unten spezifizieren.

Die Startzinskurve kommt von der European Insurance and Occupational Pensions
Authority (EIOPA, cf. [15]). Auf der Website der EIOPA? werden zumindest® monat-
lich die Spot-Rates fiir Nullkuponanleihen mit Jahresfalligkeiten versffentlicht. Die Da-
ten werden fiir die entsprechenden Lénder jeweils mit und ohne Volatilitdtsanpassung
verdffentlicht. Daneben gibt es noch jeweils zwei Schockszenarien: einen Zinsschock nach
oben und einen nach unten. Als Hintergrund zu den Berechnungen der EIOPA sei auf [16]
verwiesen. Mit den bekannten Definitionen aus Kapitel 3.1 lassen sich die LIBOR-Raten

L: aus Definition 3.11 definieren.

1 P(tT.,)-P{T)
T T-T., Pt

L,

4Unter www.elopa.europa.eu/tools-and-data/risk-free-interest-rate-term-structures_en
konnen die Daten abgerufen werden (Stand 08. Juni 2021).

°Bei besonderen Anléssen (z.B.: wihrend der COVID-19-Pandemie) gibt es hiufigere Verdffentlich-
ungen.
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

Dies geschieht fiir das Szenario mit Volatilitdtsanpassung fiir das Basisszenario und die
Schockszenarien, da eine Modellierung fiir diese drei Optionen erfolgt. Fiir die Modellie-
rung der LIBOR-Raten verwenden wir den Zusammenhang aus Gleichung (3.1). Um die
Korrelationen pj; zu bestimmen, verwendet Deloitte ein eigenes Verfahren, das vertrau-
lich behandelt wird und daher nicht offengelegt werden kann. Abermals mochten wir auf
(37, Kap. 2] verweisen, wo sich Vorschlédge zum Bestimmen dieser Korrelationen finden.

Fiir die Zinsuntergrenze fiir den Jahresabschluss des Jahres 2020 legt das Risikoma-
nagement der OBV

s' = —0.02 exp(—0.27}) — 0.025.

fest (cf. Abbildung 5.1).

Zinsuntergrenze fiir den 31.12.2020

-0.035 -0.030 -0.025
1 1

Zinsuntergrenze

-0.040
1

-0.045
I

Abbildung 5.1: Zinsuntergrenze fiir den 31.12.2020

Es gilt noch, die Funktion z(.) aus Gleichung (5.1) zu spezifizieren. Fiir z(.) verwen-
den wir eine stiickweise lineare, deterministische Funktion, die vom Benutzer bzw. von
der Benutzerin vorgegeben wird. Das nachfolgende Modell beruht auf [22, 34] und einer
internen Weiterentwicklung von Deloitte. Die Funktion z(.) hat dabei die Gestalt (cf.
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

[22])

T%—Si, ri—8i<R
2(rf—s') =S R+by(ri — s — R), R<ri—si<R+d
R+ (by —ba)d+ba(rj —s'— R), R+d<r;—s"
Dadurch soll das Modell noch mehr Nahe zur Praxis bekommen.

Wir merken an, dass die Funktion z(.) eigentlich von deutlich mehr Parametern
abhiingt und implizit 2 : R x RT x Rf x Rf x Rf — Ry

Z('T> = Z(I‘, RJ d7 b17 b2)
gilt.
Die Parameter R,d,b; und by werden wieder fest vorgegeben. Fiir die Kalibrierung

vom 31.12.2020 werden die Werte by = 0,5, = 0.25, R = 0.01 und d = 0.06 von Deloitte
angefiithrt (cf. Abbildung 5.2).

Multiplikator mit der Standardkalibrierung

0.015
1

0.010
1

Multiplikator

0.005

0.000
L

T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Unterscheid 1, - s

Abbildung 5.2: Multiplikator fiir die Volétilitdt im LIBOR-Modell 3.13

Die Zins-Volatilitit of = A selbst wird anhand von at-the-Money—Swaptions® von

Deloitte kalibriert. Mithilfe von Monte-Carlo Simulationen werden Szenarien modelliert

5Eine at-the-Money—Swaption bezeichnet eine Swaption, bei der die Forward-Rate und der Strike-
Preis der Option gleich sind. Ansonsten spricht man von in-the-Money bzw. out-of-the-Money. Eine
Swaption selbst bezeichnet eine Option, bei welcher ein fixer Zinssatz gegen einen variablen Zinssatz
getauscht wird (cf. [20]).
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

und wir erhalten Swaption—Preise. Das Vorgehen erfolgt analog zu [17]. Dort findet sich
auch eine Rechtfertigung fiir das approximative Vorgehen.”
Insgesamt erhalten wir damit auch fiir die Entwicklung der Zinsstruktur 1000 ver-

schiedene Szenarien und Verldufe, die wir in Kapitel 5.5 zum Diskontieren verwenden.

5.3 Index- und Immobilienmodellierung

Die Modellierung verschiedener Indizes erfolgt ebenfalls durch Deloitte mittels eines
Sprung-Diffusionsmodells mit stochastischer Volatilitédt (cf. Modell 4.18) und den Sto-

chastischen Differentialgleichungen

dSt:St7<([L—AKJ)dt+ \V thWt‘{‘(n—l)dNt), tZO
d¥; = (o — pE) dt + /2, dV;, t>0.

Modelliert werden die nachfolgenden sechs Indizes separat:

e MSEM (Aktien Emerging Market)

Effas (Staatsanleihen Europa)

Effas1-3 (Staatsanleihen Europa (ein bis drei Jahre))

SXXP (Aktien Eurozone)

ATX (Aktien Osterreich)

e MSW (Aktien weltweit)

Die aktuellen (Input-) Werte dafiir kommen von Bloomberg. Die kurzfristige Volatilitét
wird aus den Stichtagsdaten und die langfristige Volatilitdat aus den historischen Zeitrei-
hen abgeleitet. Die Gewichtung der Indizes erfolgt nach der Gewichtung der Indizes im
aktuellen Portfolio der OBV, um den ESG méglichst genau den Anforderungen der OBV
anzupassen und die Modellierung damit so aussagekriftig wie moglich werden zu lassen.

Die Abhéngigkeiten zwischen den Indizes finden sich weiter unten in Tabelle 5.1.

"Nachdem wir uns in dieser Arbeit nicht mit Optionspreisformeln beschiiftigen, verweisen wir hier nur
der Vollstandigkeit halber auf weiterfithrende Literatur.
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

Fiir die Modellierung der Sprunghéufigkeit wird von Deloitte ein Poissonprozess ver-
wendet. Die Sprunghdhe wird mittels einer logarithmischen Normalverteilung modelliert.
Die Parameter sind dabei an historische Daten angelehnt.

Fiir die Dividenden wird ein CIR-Hull-White-Modell verwendet. Dies hat die Form

dry = (by + fyry) dt + op/re AW, >0 (5.2)

ro=r146>0

mit b; > 0 fiir alle ¢ > 0 und deterministischen und bekannten Funktionen [; und o;.

Die Startzinskurve der Dividendenrendite entspricht dem Maximum der risikolosen
Zinskurve und null. Die Parameter werden von Deloitte in der Kalibrierung mittels
Simulated Annealing ermittelt.

Um Risikoneutralitdt gewéhren zu kénnen, muss die mittlere Entwicklung der Indizes
nach der obigen Wahl der Dividenden der Entwicklung der risikolosen EIOPA-Zinskurve
abziiglich der Dividendenrendite entsprechen. Dann stimmt der erwartete Totalreturn
des Index ndmlich mit der risikolosen Zinskurve iiberein. Fiir die Wahl der Dividenden-
rendite gibt es keine allgemeine Vorgabe der Aufsicht. Manche Versicherungsunterneh-
men modellieren die Dividende gar nicht, andere mit der Realitéit entsprechenden 3 %.
Je nach Wahl der Dividendenhéhe muss die Performance des Basiswerts dementspre-
chend reduziert werden, um insgesamt Risikoneutralitit zu erreichen. Wir erinnern uns,
dass der mittlere Totalreturn nicht hoher (und auch nicht niedriger) als eine risikolose
Verzinsung mit der entwickelten EIOPA-Zinskurve sein darf.

Immobilen werden analog zu Aktien- und Anleihenindizes modelliert. Wieder verwen-
den wir ein SVJD-Modell (cf. Modell 4.18). Im Gegensatz zu den Indizes werden fiir
die Immobilien interne Vorgaben der OBV verwendet, da die gehaltenen Immobilien
der OBV zu spezifisch sind, um einen reprisentativen Immobilienindex am Markt als
Referenzwert zu finden. Die Marktwerte der Immobilien im Besitz der OBV werden zu-
mindest alle zwei Jahre von einem externen Gutachter neu bewertet. Der Marktwert
aus dem Gutachten wird als Referenzwert herangezogen. Die Volatilitat wird von der
OBV fest (beispielsweise mit 8 %) vorgegeben und die Mieteinnahmen werden eben-
falls mit einem CIR-Hull-White-Modell modelliert, wobei wieder die bei null Prozent
abgeschnittene risikolose EIOPA-Zinskurve als Startvorgabe herangenommen wird. Fiir

die Immobilienwertentwicklung bedeutet das wieder, dass die durchschnittliche Wert-
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5 ESG—-Modellierung in der Praxis

steigerung der risikolosen Zinskurve abziiglich Mieteinnahmen entsprechen muss, um

Risikoneutralitdat zu gewéhrleisten.

5.4 Weitere Informationen

Die Korrelationen zwischen den einzelnen Indizes werden von der OBV vorgegeben und
finden sich nachfolgend in Tabelle 5.1.

Zins Immobilien MSEM SXXP ATX MSW
Zins 1.00 0.00 0.20 0.20  0.20 0.20
Immobilien | 0.00 1.00 0.75 0.75 0.75 0.75
MSEM 0.20 0.75 1.00 0.75 0.75 0.75
SXXP 0.20 0.75 0.75 1.00  0.75  0.75
ATX 0.20 0.75 0.75 0.75 1.00 0.75
MSW 0.20 0.75 0.75 0.75 0.75 1.00

Tabelle 5.1: Korrelationen zwischen den Modulen

Diese Korrelationen werden nicht jedes Mal erneut aus historischen Daten geschétzt,
sondern zwischen den Indizes konstant mit 0.75 und zwischen Aktienindex und Zins
konstant mit 0.2 angenommen. Die Korrelation zwischen Immobilien und Zins wird mit
null angenommen.

Die Inflation wird nicht abgebildet und auch nicht beriicksichtigt.

5.5 Validierung

Jeder Modellierungsprozess muss laufend validiert werden. In unserem Fall erfolgt die
Validierung direkt durch Deloitte und wird dokumentiert auch an die OBV mitgeliefert,
was eine selbststiandige Validierung und Uberpriifung ermdglicht. Im vorliegenden Fall
kénnen und miissen zwei Voraussetzungen iiberpriift werden.

Zuerst miissen die Ergebnisse konsistent mit den ,Inputdaten® sein. Im Speziellen
heifit das,

e die Startdaten des Modells sollen den Marktdaten zum Stichtag entsprechen.
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e die impliziten Volatilititen des Modells (Aktien, Swaptions) sollen den impliziten

Volatilitdten der Marktdaten entsprechen.

e die implizite durchschnittliche Rendite der Diskontfaktoren zum Zeitpunkt 7; soll
der T;-jahrigen Spot-Rate entsprechen.

e die diskontierte Aktienrendite des Modells soll der vorgegebene Aktienrendite ent-

sprechen.

Zusatzlich iiberpriifen wir die Arbitragefreiheit mit Martingaltests. Dazu testen wir,
ob

e die diskontierte Rendite einer Constant Maturity—Handelsstrategie® ein Martingal

ist.

e der diskontierte Totalreturn der Aktien, Anleihen und Immobilien ein Martingal

ist.

Im Folgenden wollen wir uns der zweiten Uberpriifung niher widmen und auf den Martin-
galtest eingehen. Der Martingaltest iiberpriift, ob die vorliegende, modellierte Zeitreihe
ein Martingal ist.

In unserem Fall erwarten wir, dass es sich beim diskontierten Totalreturn unserer
sechs Indizes (MSEM, Effas, Effas1-3, SXXP, ATX, Immobilien) um Martingale handelt.
Das heifit, dass ein investierter Euro zum Zeitpunkt 7y am Laufzeitende T,, diskontiert
durchschnittlich noch immer einem Euro entspricht. (Auch zu allen anderen Zeitpunk-
ten T soll der investierte Euro diskontiert im Mittel einem FEuro entsprechen.) Natiirlich
wird keine modellierte Trajektorie einer konstanten Eins—Linie entsprechen. Deswegen
betrachten wir die 1000 berechneten Szenarien von Deloitte und berechnen den diskon-
tierten Mittelwert. Hier erwarten wir aber schon, dass die gemittelte Linie nicht viel von

Eins abweicht. Hierzu betrachten wir das Beispiel einer Brown’schen Bewegung.

Beispiel 5.2 (Gesetz der Grofien Zahlen). Nachfolgend finden sich 50 Realisationen

einer Brown’schen Bewegung. Auch wenn fir den Erwartungswert einer Brown’schen

8Bei einer Constant Maturity-Handelsstrategie kauft der Investor zum Zeitpunkt ¢t = 0 eine Nullku-
ponanleihe mit Laufzeit T. Nach jedem Jahr wird die Nullkuponanleihe (Restlaufzeit: T — 1 Jahre)
verkauft und der Investor bzw. die Investorin kauft eine neue Nullkuponanleihe mit Laufzeit T
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5 ESG-Modellierung in der Praxis

Bewegung
EW,] =0, Vvt>0

gilt, ist aufgrund der Normalverteilung (W ~ N(0,t)) die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Pfad Wy(w*) einer Brown’schen Bewegung konstant null ist, null. Allerdings erkennen
wir sogar mit bloffem Auge, dass der Mittelwert dieser 50 Realisationen in etwa null

entspricht. Mathematisch gesehen, spricht man hier vom Gesetz der Grofien Zah-

Realisationen von 50 Brown'schen Bewegungen

W,

Zeit

Abbildung 5.3: 50 Realisationen einer Brown’schen Bewegungen

len,” das wir uns zu Nutze machen. Im Risikomanagement und im Versicherungswesen

9Man spricht von einem Gesetz der Grof3en Zahlen, falls eine Folge unabhiingig und identisch ver-
teilter Zufallsvariablen (X,,),ecn im Mittel gegen den Erwartungswert konvergieren. Es gibt mehrere
Formulierungen des Satzes mit unterschiedlichen Voraussetzungen und Behauptungen. Die erhalte-
ne Konvergenz gilt je nach Formulierung in Wahrscheinlichkeit (schwach) oder P—f.s. (stark). Wir
geben eine Formulierung an: Ist die Folge (X, )nen € L(Q, F,P) unabhiingig und identisch verteilt,
dann gilt (cf. [29, Kap. 15.3])

n

1
HILH;OE;Xi—]E[Xl] P—fs.
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spricht man auch vom Ausgleich im Kollektiv.

Deloitte liefert den monatlichen Totalreturn fiir alle 1 000 Szenarien. Damit l&sst sich
fiir jedes Szenario der genaue Pfad des Assets berechnen. Die Entwicklung bis zum i-ten

Zeitpunkt T fiir das j-te Szenario ist durch

i

A =[] +TR},)

k=1

gegeben, wenn wir mit TR% den monatlichen Totalreturn fiir das Zeitintervall (7;_1, T;]
fiir Szenario 7 mit 1 < j < 1000 bezeichnen.

Zum Diskontieren verwenden wir die entsprechenden aneinandergereihten Forward-
Raten. Diese entwickeln sich auch pfadabhingig und gehen aus den Spot-Rates der
EIOPA fiir Mehr-Jahreslaufzeiten von Dezember 2020 hervor. Diese Daten finden sich
auf der Website der EIOPA (cf. Kapitel 5.2). Alle unterjahrigen Deflatoren werden von
Deloitte ebenfalls fiir jedes Szenario 1 < 5 < 1000 mitgeliefert. Der Deflator D, der zum
Diskotieren verwendet wird, hat zum Zeitpunkt 7; im Pfad j die Gestalt

Dy, =[]+ F(0, Teer, T).

k=1
Im néchsten Schritt kénnen wir die Performence der Aktien mit den entsprechenden
Deflatoren diskontieren bevor wir im letzten Schritt schliefllich den Mittelwert iiber alle

Szenarien bilden (cf. Abbildung 5.4). Dann erhalten wir fiir den ,, Wert* des Martingal-
tests zum Zeitpunkt T;

1000
1

MTy, =——Y DI A
tT000 & R

In Abbildung 5.4 sehen wir den expliziten Martingaltest MT7, fiir das Zins-Basis-

szenario mit Volatilititsanpassung fiir alle Indizes.”

OWir erinneren uns, dass die EIOPA Spot-Rates fiir ein Basisszenarion mit und ohne Volati-
litdtsanpassung verdffentlicht. Daneben gibt es jeweils noch zwei weitere Schockszenarien: einen
Zinsschock nach oben und einen nach unten. Deloitte rechnet fiir die OBV die drei Szenarien mit
Volatilitdtsanpassung durch.
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Abbildung 5.4: Ergebnis des Martingaltests

Als Erstes fillt auf, dass die Indizes fiir die Staatsanleihen (Effas und Effasl-3) so-
wie fiir die Immobilien deutlich weniger Fluktuation aufweisen. Dies ist nicht wirklich
iiberraschend, da diese Investments im Allgemeinen weniger Volatilitdt aufweisen als
Aktienindizes. Diese weisen deutlich mehr Schwankungen auf. Wahrend der MSW und
der SXXP um eins fluktuieren und die Abweichungen in etwa 1% nicht iiberschreiten,
schligt der MSEM und der ATX deutlich (fast 5 % bzw. 3 %) nach unten bzw. oben aus.

Diese Abweichungen liegen innerhalb des akzeptablen Bereichs. Es ist anzunehmen,
(da wir von einer korrekten Implementierung ausgehen,) dass bei einer Erhohung der
Szenarien (beispielsweise auf 10000), der Martingaltest ndher bei eins verlduft. Dies
wiirde aber deutlich mehr Rechenzeit kosten, weshalb wir mit dem Ergebnis zufrieden

sind und eine Abweichung in dieser Grolenordnung tolerieren und akzeptieren.
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6 Zusammenfassung und Fazit

In Kapitel 2 werden mit der Brown’schen Bewegung (Definition 2.3) und der Stochas-
tischen Differentialgleichung (Satz 2.15) die zentralen Werkzeuge eingefiihrt, die zum
Modellieren von stochastischen Prozessen benotigt werden. Damit konnen wir verschie-
dene Modelle mathematisch sinnvoll definieren. Herausgreifen méchten wir hier zuerst
das Vasicek—Modell 3.5 und das CIR-Modell 3.7. Beide Modelle werden in Kapitel 3
behandelt und kurz verglichen. Beide Modelle sind fiir sich gesehen mathematisch sinn-
voll, explizit eindeutig losbar und folgen (gut) bekannten und untersuchten Verteilun-
gen. Trotzdem lésst sich keine absolute Aussage treffen, ob dieses oder jenes Modell
,besser® ist. Hier ist der Mathematiker bzw. die Mathematikerin auf externe Experten
und Expertinnen angewiesen, die angesichts der Eigenschaften der formulierten Modelle
mitentscheiden, welches Modell gewéhlt werden soll und welches Modell der expliziten
Modellanforderung eher entspricht. In der OBV hat man sich beispielsweise gemeinsam
mit Deloitte entschieden, ein LIBOR-Modell mit Shift (Modell 3.16) zur Zinsstruktur-
modellierung zu wahlen.

Das Black Scholes—Modell 4.3 bietet die Grundlage der Aktienmodellierung. Die loga-
rithmisch normalverteilte Modellierung bringt viele Vorteile beziiglich der mathemati-
schen Behandlung mit sich. So kénnen Optionspreise und Verteilungen einfach berechnet
und addiert werden.! Aber auch hier haben Experten und Expertinnen Schwiichen des
BSMs identifiziert. So sind die Réander der Verteilung verglichen mit dem echten Finanz-
markt nicht schwer genug und eine zeitkonstante Volatilitdt ist unrealistisch. Aus diesem
Grund gibt es diverse Erweiterungen des BSMs. Wir stellen am Ende von Kapitel 4 das
Sprung-Diffusionsmodell mit stochastischer Volatilitéit 4.18 vor, das von der OBV und

Deloitte auch tatséichlich zur Abbildung des Kapitalmarkts verwendet wird. Fiir eine

'Diesen Vorteil macht man sich auch beim LIBOR-Modell 3.13 zu Nutze. Bei der Berechnung von
Swaptions konnen einzelne Caplet—Preise aufgrund der logarithmisch normalverteilten LIBOR-
Raten einfach zum Preis eines Caps aufsummiert werden (cf. [20]).
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6 Zusammenfassung und Fazit

Modellierungsanleitung verweisen wir an dieser Stelle nochmals auf [21].

In Kapitel 5 geben wir ein abschlieBendes Beispiel, wie die mathematische Theorie in
der Praxis angewandt wird und welche Schritte es dazu bedarf. Zusétzlich erinnern wir
uns daran, dass Simulationen und Modelle auch laufend iiberpriift und validiert werden
miissen, egal wie genau und prézise die mathematische Formulierung ist. Aus diesem
Grund fithren wir einen Martingaltest auch noch selbststindig durch (cf. Kapitel 5.5).

Als Mathematiker bzw. Mathematikerin kénnen wir zwar die Modellanforderung va-
lidieren und bewerten, fiir die Plausibilitdt im Bezug auf die Wirklichkeit ist es aber
unabdingbar, das Gespréch mit anderen, erfahrenen Experten und Expertinnen zu su-
chen. Wir diirfen nie vergessen, laufend die ZweckméafBigkeit implementierter Modelle zu
bewerten. Hierfiir ist das Black Scholes-Modell das beste Beispiel: bei seiner Einfiithrung
ist dieser Ansatz revolutionar und nobelpreiswiirdig. Es liefert nie zuvor gesehene Bewer-
tungsmoglichkeiten fiir Optionen. Heute (Oktober 2021) sprechen wir schon iiber seine
Schwéchen bei der Abbildung des realen Finanzmarkts und iiber daraus resultierende
notwendige Erweiterungen. Zum Abschluss wollen wir dem Leser bzw. der Leserin mit-
geben, jedes implementierte, mathematische Modell auch mit einem Blick von auflen zu
betrachten und zu evaluieren. Auch wenn der Stichprobenmittelwert einer Monte-Carlo
Simulation mit dem Erwartungswert des Modells iibereinstimmt, sollten wir uns kurz
fragen, ob dieser Erwartungswert auch mit dem Ziel des Modells (in unserem Fall ist das
die von der EU geforderte ,, Risikoneutralitat®, um Optionen und Garantien bestimmen
zu konnen) iibereinstimmt, wie das Ziel iiberhaupt definiert ist und ob dieses Ziel noch

immer aktuell ist.
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