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Kurzfassung

In dieser Arbeit betrachten wir das sogennante Stackelberg-Duopol. Dieses ist in unserem
Kontext ein gewisses Spiel zwischen einem Riickversicherer und einem Erstversicherer. Wir
finden explizite Losungen zu zwei verschiedenen Stackelberg-Duopol Spielen. Dabei lassen
wir bei dem ersten Spiel nicht nur zu, dass die beiden Spieler verschiedene Verteilungsan-
nahmen {iber den Schaden haben, sondern sogar dass der Riickversicherer die genaue Vertei-
lungsannahme des Erstversicherers nicht kennt. Stattdessen weifs der Riickversicherer nur,
dass die Verteilung des Erstversicherers aus einem Kontinuum von Verteilungen stammt.
Auf diesem Kontinuum erkléart der Riickversicherer eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beim zweiten Spiel kennt der Riickversicherer die Schadensverteilung des Erstversicherers,
die jedoch dennoch von seiner eigenen verschieden sein darf.

Fiir jedes der beiden Spiele betrachten wir Beispiele mit spezifischen Verteilungsannah-
men.
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Abstract

In this thesis, we consider the so-called Stackelberg-Duopoly. In our context, this is a special
class of game with a reinsurer and an insurer as players. We find explicit solutions to
two different Stackelberg-Duopoly games. For the first game, we allow not only that the
players have differing assumptions about the distribution of the claim size, but also that
the reinsurer does not know the exact assumptions of the insurer. The reinsurer only knows
that the claim distribution that the insurer uses comes from a continuum of distributions.
The reinsurer can define a probability distribution on this continuum.

For the second game, the players know each other’s assumptions about the claim distri-
bution. However, these assumptions may not coincide.

For each game we illustrate the obtained results by examples, where we make explicit
assumptions about the claim distributions.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Danksagung

Zu Beginn mochte ich mich bei meiner Betreuerin, Associate Prof. Dr.in rer.nat. Julia
Eisenberg fiir ihre vielen hilfreichen Vorschldge und ihre Zeit bedanken.

Meiner lieben Schwester Viktoria und meinem Bruder Julian danke ich fiir ihre uner-
miidliche Motivationsarbeit. Bei meinen Eltern Georg und Petra bedanke ich mich fiir alles
mogliche; Hier vor allem fiir ihre Unterstiitzung auch, aber nicht nur, finanzieller Natur.
Meiner Freundin Yasmin danke ich unter anderem fiir ihr Verstdndnis fiir meine phasen-
weise Wortkargheit. Zuletzt méchte ich mich bei meiner Groffmutter Hanna, die mich von
klein auf versucht hat fiir Mathematik zu begeistern, bedanken.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

Eidesstattliche Erklarung

Ich erkldre an Eides statt, dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbststdndig und ohne
fremde Hilfe verfasst, andere als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel nicht benutzt
bzw. die wortlich oder sinngeméfs entnommenen Stellen als solche kenntlich gemacht habe.

Wien, am 8.5.2023

Nikolas Zykan



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

M 3ibliothek,
Your knowledge hub

Inhaltsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis
Tabellenverzeichnis
1 Einleitung

2 Grundlagen

2.1  Wahrscheinlichkeitstheorie . . . . . . . . . . ... o oo
2.2 Spieltheorie . . . . . . . . .
2.3 Versicherungsmathematik . . . . . . ... ... 00 oL
2.3.1 Allgemeines . . . . . ...
2.3.2  Pramienkalkulation . . . . . .. ... o oo
2.3.3 Riickversicherung . . . . . . .. .. L oL
3 Das Stackelberg-Spiel zwischen Erstversicherer und Riickversicherer
3.1 Aufbaudes Spiels . . . . . . ..o
3.2 Hilfsresultate . . . . . . . . .
3.3  Optimierung fiir den Erstversicherer . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.4 Optimierung fiir den Riickversicherer . . . . . . . . . ... .. .. ... ...
3.5 Ein Spiel mit vollstandiger Information . . . . . . . . ... ... ... .. ..
3.6 Beispiele . . . . .. L
3.6.1 Exp- Exp-{Exp}-beliebig .. ... ... ... ... ... ..
3.6.2 Weibull- Exp . . . .. ..
3.6.3 Pareto-Pareto . . . .. ...
3.64 R-Code . .. .. . . .

4 Schlussfolgerung

Literatur

O O O Ut Ww W



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

m 3ibliothek,
Your knowledge hub

Abbildungsverzeichnis

3.1
3.2
3.3
3.4

Optimalitatsfunktionen fiir Exp-Exp und Weibull-Dichten . . . . . . .. .. 31
Optimalitatsfunktionen fir Weibull-Exp a). . . . . .. .. ... ... . ... 34
Optimalitatsfunktionen fiir Weibull-Exp b) . . . .. ... ... ... .. 36
Uberlebensfunktionen fiir Weibull-Exp . . . . . .. ... ... ... ..... 37

i



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

m 3ibliothek,
Your knowledge hub

Tabellenverzeichnis

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

Optimale Pramienparameter fiir Exp-Exp mit Weibull-Struktur 1 . . . . . . 29
Optimale Pramienparameter fiir Exp-FExp mit Weibull-Struktur 2 . . . . . . 29
Optimale Pramienparameter fiir Exp-Exp mit Weibull-Struktur 3 . . . . . . 29
Optimale Pramienparameter fiir Exp-FExp mit Weibull-Struktur 4 . . . . . . 30
Optimale Pramienparameter fir Weibull-Exp 1 . . . . . .. ... ... ... 33
Optimale Pramienparameter fir Weibull-Exp 2 . . . . ... ... .. .. .. 35

il



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

1 Einleitung

Versicherungen sind ein wichtiges Werkzeug im Umgang mit Risiken, sowohl fiir Einzelper-
sonen als auch fiir Unternehmen. Auch Versicherungsunternehmen nehmen aus vielfaltigen
Griinden Versicherungsschutz fiir ihr Versicherungsportfolio in Anspruch. In diesem Fall
spricht man von Riickversicherung.

In der Literatur wird meistens das Pramienkalkulationsprinzip des Riickversicherers als
gegeben angenommen. Basierend darauf wird dann eine nach einem geeignetem Kriteri-
um optimale Riickversicherungsform fiir den Erstversicherer bestimmt. Um beide Parteien,
den Riickversicherer und dem Erstversicherer, als gleichberechtigt ansehen zu kénnen, liegt
es nahe den Prozess des Riickversicherns als Spiel mit zwei Spielern zu betrachten. Der
Riickversicherer bestimmt das fiir ihn optimale Pramienkalkulationsprinzip, und der Erst-
versicherer bestimmt die fiir ihn optimale Riickversicherungsform. Hierbei ist der Begriff
der Optimalitét noch festzulegen. Der sich so ergebende Riickversicherungsvertrag ist also,
in noch zu spezifizierendem Sinne, optimal fiir beide Vertragsparteien.

Eine Klasse von Spielen, die sich fiir die Modellierung dieser Situation eignet, ist die der
Stackelberg-Spiele. Hier gibt es einen sogenannten Leader, und einen Follower. Der Leader
kann zuerst seine Strategie wahlen, der Follower muss diese als gegeben hinnehmen, und
muss unter diesen Vorraussetzungen seine eigene optimale Strategie bestimmen. In diesem
Kontext ist der Riickversicherer immer der Leader. Das wird dadurch gerechtfertigt, dass
es weltweit ca. 200 Riickversicherer gibt, wohingegen alleine in Deutschland ein vielfaches
an Versicherungen operieren. Daher haben Riickversicherungen eine gewisse Macht bei der
Preisfestlegung.

Wir merken an, dass in der relevanten Literatur die Begriffe der Stackelberg-Losung und
der Bowley-Losung synonym verwendet werden.

In [Chan und Gerber 1985] wird eine Losung des Stackelberg-Spiels zwischen Riickversi-
cherer und Erstversicherer gefunden, unter den Annahmen dass beide Spieler ihren erwarte-
ten Nutzen maximieren wollen. Die Préamie wird als 7(X) = E(PX), wobei X der zufillige
Schaden und P eine sogenannte ,Pricing-Density* ist, berechnet. Der Riickversicherer be-
stimmt P. In [Cheung, Yam und Zhang 2019] wird eine Losung des Stackelberg-Spiel unter
den Annahmen, dass der Erstversicherer ein Risikomaf seines Verlusts minimieren will,
gefunden. Der Riickversicherer optimiert in diesem Paper sein erwartetes Vermogen. Die
Pramie wird nach einem allgemeinen Verzerrungsprinzip, siche Teilabschnitt 2.3.2, berech-
net. Der Riickversicherer bestimmt die Verzerrungsfunktion h.

Allen obigen Papers ist gemein, dass der Riickversicherer und der Erstversicherer die glei-
che Schadensverteilung verwenden. In [Boonen und Zhang 2022| wird das Stackelberg-Spiel
unter den Annahmen wie in [Cheung, Yam und Zhang 2019] betrachtet. Es wird jedoch
bereits zugelassen, dass der Riickversicherer eine andere Schadensverteilung verwendet als
der Erstversicherer. Die gewonnene Losung wird dann auf Beispiele mit exponentialver-
teilten Schidden angewandt. Den Aufbau des Spiels aus diesem Paper beschreiben wir in
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1 Einleitung

Bemerkung 3.2 detaillierter.

In unserer Arbeit lassen wir nun ein Kontinuum an Schadensverteilungen fiir den Erst-
versicherer zu, auf dem der Riickversicherer eine Wahrscheinlichkeitsverteilung erklirt. Bei-
de Spieler wollen ihr erwartetes Vermogen maximieren, und die Préamie wird mit einem
Proportional-Hazard Prinzip, siehe Teilabschnitt 2.3.2, berechnet. Wir finden eine allgemei-
ne Losung des Spiels, und betrachten ein Beispiel, welches wir numerisch mit R I6sen.

Wir 16sen auch ein zweites Spiel, jedoch mit vollstdndiger Information. Fiir dieses betrach-
ten wir Beispiele mit vielfdltigeren Schadensverteilungen, wie etwa einer Weibullverteilung.
Wir werden fiir dieses Spiel als optimale Versicherungsform unter anderem auch die klassi-
sche Excess-of-Loss Riickversicherung I(t) = (¢t — ¢)4 erhalten, siehe Teilabschnitt 3.6.2.

Die allgemeinen Losungen des Erstversicherer-Problems die wir erhalten &hneln den Lo-
sungen in [Cheung, Yam und Zhang 2019] und [Boonen und Zhang 2022|. Das liegt daran,
dass unser Optimalitétskriterium fiir den Erstversicherer ein Spezialfall des Optimalitéts-
kriteriums in diesen Papers ist.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel fithren wir grundlegende Definitionen und Ergebnisse an, die wir im
néachsten Kapitel verwenden. Fiir einige Begriffe geben wir auch Beispiele. Das Kapitel ist
nach Themengebieten unterteilt.

2.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir arbeiten mit Zufallsvariablen und ihren Verteilungen. Der spezifische Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P) auf dem unsere Zufallsvariablen definiert sind, ist fiir unsere Arbeit
nicht wichtig. Wir interessieren uns nur fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Werte-
bereiche unserer Zufallsvariablen. In diesem Abschnitt folgen wir hauptséchlich der Darstel-
lung im Lehrbuch [Schilling 2017], aber auch der Darstellung im Lehrbuch [Klenke 2012].

Definition 2.1. Ein Messraum ist ein Tupel (2, F), wobei Q eine Menge ist, und F eine
Sigma-Algebra auf Q. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) ist ein Messraum, auf dem
ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P definiert ist.

Definition 2.2. Eine Abbildung f zwischen zwei Messraumen (Qq, F1) und (Qo, Fa) heifit
messbar, wenn fir alle Elemente von Fo ihr Urbild unter f ein Element von Fi ist. Also
AeF, = f_l(A) € Fi.

Definition 2.3. Fine Abbildung X : (1,F1, P) — (Q2,F2) von einem Wahrscheinlich-

keitsraum in einen Messraum heifit Zufallsvariable, wenn sie messbar ist.

Definition 2.4. Sei X : (Q,F1,P) — (Q2,F2) eine Zufallsvariable. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilung Px von X ist als Px(A) := P(X € A) := P(X~1(A)) definiert, wobei
A € Fy. Man schreibt das als X ~ Px, und sagt dass X nach Px verteilt ist. Es ist weiters
(Q9, Fa, Px) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Wir betrachten in dieser Arbeit ausschlieRlich reelle Zufallsvariablen.

Definition 2.5. FEine reelle Zufallsvariable ist eine Zufallsvariable
X : (N, F1,P)— (R,B), wobei B die Borelsche o-Algebra auf den reellen Zahlen ist.

Definition 2.6. Der Erwartungswert einer reellen Zufallsvariable X : (Qq, F1, P) — (R, B)
ist B(X) = [, X dP.

Proposition 2.7. Der Erwartungswert einer reellen Zufallsvariable X existiert genau dann,
wenn X integrierbar ist, also fQ | X | dP < oo.

Beweis. Siehe [Schilling 2015, S.48]. O

Noch spezifischer verwenden wir nur Zufallsvariablen mit einer Dichte.
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2 Grundlagen

Definition 2.8. Die reelle Zufallsvariable X hat eine Wahrscheinlichkeitsdichte fx, wenn
fdr die messbare Funktion fx : (R,B) — ([0,00), By ooy) mit [~ fx(x)dz = 1 gilt, dass
fA fx (x)dz fir alle A € B. Man schreibt diesen Zusammenhang als X ~ fx (x)dx

Fiir solche Zufallsvariablen erhélt man eine handlichere Formel fiir den Erwartungswert.

Proposition 2.9. Die reelle Zufallsvariable X habe die Dichte fx. Es sei g : (R,B) —
(R, B) eine messbare Funktion. Dann ist g(X) als K omposition messba'rer Funktionen wie-

der eine Zufallsvariable. Fir den Erwartungswert gzlt E(g fo x)dx. Insbe-
sondere gilt, mit g = idg, dass E(X fo xfx(x
Beweis. Siehe |Schilling 2017, S.5]. O

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen ist auch durch eine Verteilugns-
funktion charakterisierbar.

Definition 2.10. FEine Funktion F : R — [0,1] ist eine Verteilungsfunktion, wenn sie die
folgenden drei Eigenschaften hat.

e [ ist monoton wachsend.
e [ ist rechtsseitig stetig.

Proposition 2.11. Sei der Wahrscheinlichkeitsraum (R, B, P) gegeben. Dann ist F(t) =
P((—o0,t]) eine Verteilungsfunktion.

Beweis. Siehe [Schilling 2017, S.55]. O

Definition 2.12. Sei X : (Q, F, P) — (R, B) eine reelle Zufallsvariable. Dann ist (R, B, Px)
ein. Wahrscheinlichkeitsraum. Die Verteilungsfunktion von X st definiert als Fx(t) :=
Px((—o0,t]) = P(X <t).

Jede reelle Zufallsvariable besitzt eine Verteilungsfunktion. Umgekehrt existiert zu jeder
Verteilungsfunktion F' eine reelle Zufallsvariable mit F' als Verteilungsfunktion, also F' =
Fx, siehe [Schilling 2017, S.56].

Eine weitere wichtige von der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen abge-
geleitete Funktion ist die Uberlebensfunktion.

Definition 2.13. Die Uberlebensfunktion Sx einer reellen Zufallsvariable X ist definiert
als Sx(t) :=1— Fx(t).

Die Uberlebensfunktion liefert uns eine weitere Moglichkeit zur Berechnung des Erwar-
tungswertes, wie wir im néchsten Kapitel in Abschnitt 3.2 zeigen.

In Abschnitt 2.3 werden wir spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschreiben und
spezifischere Begriffe, die fiir die Versicherungsmathematik wichtig sind, einfiihren.
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2.2 Spieltheorie

In diesem Abschnitt fithren wir die spieltheoretischen Begriffe ein, die wir bendtigen. Wir
folgen hauptséchlich dem Lehrbuch [Kanzow und Schwartz 2018|. Fiir den Begriff des
Stackelberg-Spiels folgen wir der Monographie [Fudenberg und Tirole 1991].

Wir definieren allgemein den Begriff eines Spiels.

Definition 2.14. Ein N-Personen-Spiel, geschrieben als {X;,v;},=1.. N, besteht aus den
folgenden Daten:

e Es gibt eine Menge {1, ..., N} von Spielern,
e Jeder Spieler i € {1,..., N} hat eine Strategiemenge X;, i =1,..., N,

e Jeder Spieler i € {1,..., N} hat eine Auszahlungsfunktion bzw. Nutzenfunktion
vi: Xaix.xXy—-R, i=1,...,N.

Bemerkung 2.15. Man beachte, dass in dieser allgemeinen Definition nicht spezifiziert
wird, was das Ziel der Spieler ist, und ob die Spieler eine Strategiemenge oder eine Auszah-
lungsfunktion eines anderen Spielers kennen. Weiters konnen die Strategiemengen Teilmen-
gen der reellen Zahlen sein, miissen es aber nicht. Es kann auch eine Strategiemenge eine
Menge von Funktionen sein.

Eine Moglichkeit, Spiele zu klassifizieren, ist es, sie in simultane und sequentielle Spiele
einzuteilen. Bei simultanen Spielen wéhlen alle Spieler ihre Strategien z; € X; gleichzeitig
aus. Dabei kennt kein Spieler die Strategie eines anderen Spielers. Bei sequentiellen Spielen
gibt es eine zeitliche Reihenfolge der Spielziige. Bei 2-Personen-Spielen kann man die Spieler
als Leader und Follower klassifizeren.

Ein Beispiel fiir ein simultanes Spiel ist das Schere-Stein-Papier Spiel, welches wir [Kanzow
und Schwartz 2018| entnehmen.

Beispiel 2.16. Das typische Schere-Stein-Papier-Spiel besteht aus zwei Spielern, 1 und 2.
Die Strategiemengen sind X; = Xy = {Schere, Stein, Papier}. Die Auszahlungsfunktionen

sind zum Beispiel als v1 ({Schere, Stein}) = —1 = —v»({Schere, Stein}), v1 ({Papier, Schere}) =

1 = —wy({Papier, Schere}), v;({Papier, Papier}) = 0 = vy({Papier, Papier}) etc. definier-
bar. Fiir jeden Sieg bekommt der Gewinner also 1 Mafeinheit, etwa eine Miinze, vom Ver-
lierer, und bei Unentschieden bekommt kein Spieler etwas. Das Ziel jedes der beiden Spieler
ist die Maximierung seiner Auszahlungsfunktion. Es gibt keine Strategie, die garantiert zum
Sieg fiihrt.

Ein Beispiel fiir ein sequentielles Spiel ist das Stackelberg-Spiel, mit welchem wir uns in
dieser Arbeit beschéftigen. Es ist sogar ein Leader-Follower-Spiel.

Definition 2.17. Ein Stackelberg-Spiel, oder Stackelberg-Duopol besteht aus
e Zwei Spielern, die wir L und F nennen,

e Zwei Strategiemengen X und Xp,
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2 Grundlagen

o Zwei Nutzenfunktionen vy, vp @ X1, X Xp — R, und das Ziel beider Spieler ist die
Mazimierung ihrer jeweiligen Nutzenfunktion.

Der Spieler L wdhlt zuerst seine Strategie xy, € X, der Spieler F' beobachtet diese, und
wdahlt basierend darauf seine Strategie a(xp) € Xp. Hier ist o : X — Xp eine Abbildung.

Als néchstes legen wir fest, was wir unter einer Losung eines solchen Spiels verstehen.

Definition 2.18. Die Stackelberg-Lisung oder das Stackelberg-Gleichgewicht eines Stackel-
berg -Spiels wird bezeichnet als (x7,a(x7)). Hierbei bestimmt der Spieler L zundchst das
Funktional o derart, dass fir jede Wahl von zp, die Strategie o(xp) optimal fiir den Spieler
F ist, also (xp,a(zr)) die Nutzenfunktion vy mazimiert. Dann wdhlt der Spieler L eine
Strategie x; € X, derart, dass (7], a(x})) seine Nutzenfunktion vy, maximiert. Der Spieler
F beobachtet die Strategie x7, und wdhit basierend auf dieser die fiir ihn optimale Strategie

x5 = o).

Bemerkung 2.19. Fiir die Bestimmung der Losung eines Stackelberg-Spiels ist es notwen-
dig, dass der Spieler L ausreichende Information hat, um das Funktional a zu bestimmen.
Es muss also sowohl die Strategiemenge X als auch die Nutzenfunktion vr dem Spieler L
bekannt sein. Der Spieler F' muss hingegen gar nichts iiber den Spieler L wissen. Er muss
nur die Wahl der Strategie xy, beobachten kénnen.

2.3 Versicherungsmathematik

2.3.1 Allgemeines

Versicherungen existieren wegen der Nachfrage nach Schutz vor unvorhersehbaren potentiell
finanziell ruinésen Ereignissen. Der Versicherer verpflichtet sich, im Austausch gegen eine
einmalige Pramienzahlung, oder laufende Pramienzahlungen, dem Versicherten bei Eintritt
eines im vertraglich bestimmten Ereignisses eine Entschadigungsleistung zu zahlen.

Wir konzentrieren uns auf die Sachversicherung. Diese umfasst alle Schadensereignisse,
die nicht auf Lebensrisiken wie Leben und Tod, oder biometrischen Risiken wie Krankheit
basieren. Sowohl der Zeitpunkt eines Schadens, als auch die Hohe sind zufillig. Hinge-
gen ist in der Lebensversicherung zwar der Zeitpunkt des Schadens zufillig, die Hohe der
Versicherungssumme jedoch meistens im Vorhinein festgelegt. Schadenshéhen in der Sach-
versicherung werden durch positive reelle Zufallsvariablen modelliert.

Wir fiihren Beispiele fiir Verteilungen an, die als Schadenshéhenverteilung verwendet wer-
den konnen. Eigenschaften wie den Erwartungswert und die Verteilungsfunktion entnehmen
wir dem Lehrbuch [Schmidli 2017] und formulieren diese als Propositionen. In der anschlie-
Kenden Betrachtung des Verhaltens des rechten Verteilungsrandes folgen wir dem Lehrbuch
|Foss, Korshunov und Zachary 2013].

Definition 2.20. Eine positive reelle Zufallsvariable X heisst exponentialverteilt, wenn X
die Wahrscheinlichkeitsdichte fx(x) = pe ", x > 0, mit p € (0,00) hat. Man schreibt in
diesem Fall auch X ~ Exp(u).

Proposition 2.21. Es ist X ~ Exp(u) genau dann, wenn die Verteilungsfunktion
Fx(t)=1—e " x>0 ist. Fiir den Erwartungswert gilt dann E(X) = 1/p.
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2 Grundlagen

Als eine Verallgemeinerung der Exponentialverteilung kann man die Weibullverteilung
betrachten.

Definition 2.22. FEine positive reelle Zufallsvariable X heifit weibullverteilt, wenn X die
Wahrscheinlichkeitsdichte fx(z) = kl(lz)* e 2 > 0, hat, wobei k,1 € (0,00). Man
schreibt in diesem Fall X ~ Weibull(l, k).

Bemerkung 2.23. Fiir k = 1 ist die Weibull(l, 1)-Verteilung eine Exp(l)-Verteilung, wie
man durch Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten sieht.

Proposition 2.24. FEs ist X ~ Weibull(l, k) genau dann, wenn die Verteilungsfunktion
Fx(t)=1- e 2 >0 ist.

Die dritte Verteilung die wir vorstellen ist die Paretoverteilung.

Definition 2.25. Fine positive reelle Zufallsvariable X heifst Paretoverteilt, wenn X die
Wahrscheinlichkeitsdichte fx(x) = (a/m) - (x/m)~*L x> m, hat, wobei a,m € (0,0).
Man schreibt in diesem Fall X ~ Pareto(m, ).

Proposition 2.26. Es ist X ~ Pareto(m,«) genau dann, wenn die Verteilungsfunktion
Fx(t)=1—(t/m)~%, x >m, ist.

Bemerkung 2.27. Esist in der Versicherungsmathematik auch iiblich, die sogenannte ver-
schobene Paretoverteilung zu betrachten. Eine solche entsteht, wenn man eine Pareto(1, «)
Paretoverteilung aus der obigen Definition verschiebt, damit der Tréger ihrer Verteilungs-
funktion nicht [1,00), sondern (0, 00) ist. Die Uberlebensfunktion einer verschoben- Pare-
toverteilten Zufallsvariable X ist dann Sx(t) = (1 +1¢)~“, ¢t > 0.

Das Verhalten am rechten Verteilungsrand einer Zufallsvariable X, also der Menge
{X > M} fiir eine fixe (grofe) Zahl M € RT, ist wichtig fiir die Sachversicherung. Es
kommt mitunter zu sehr grofsen Schéaden, etwa wegen Erdbeben oder Hurricanes, und fiir
diese ist es besonders wichtig, die Wahrscheinlichkeit gut einzuschétzen, um entsprechende
finanzielle Vorkehrungen zu treffen. Dazu gehort etwa auch, Riickversicherungsschutz zu
beanspruchen.

Beispiel 2.28. Sei X ~ Exp(0.5) und Y ~ Pareto(1,2). Dann ist E(X) = 2 = E(Y).
Allerdings ist P(X > 15) = Sx(15) = 0.0005, aber P(Y > 15) = Sy (15) = 0.0044. Es
ist die Wahrscheinlichkeit fiir Schaden, die grofser als 15 sind also fast 9-mal so hoch, wenn
man eine Paretoverteilung mit selbem Erwartungswert statt einer Exponentialverteilung
betrachtet. In diesem Sinne ist ein Schaden, der nach einer Paretoverteilung verteilt ist, viel
riskanter.

Wir fiithren die folgenden drei Mdoglichkeiten zur Kategorisierung von Randverhalten an.
Dabei verwenden wir die gangigen englischsprachigen Benennungen.

Definition 2.29. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable X heifst heavy-
tailed, wenn E(eM) = oo fiir alle X > 0. Sie heifit light-tailed, wenn es ein X > 0 gibt,
s0 dass E(eM) < oo
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Das ist dquivalent dazu, dass die Uberlebensfunktion Sx (t) fiir t+ — oo langsamer gegen
0 konvergiert als jede Exponentialfunktion e* gegen oo konvergiert.

Proposition 2.30. Die Verteilung von X ist heavy-tailed genau dann, wenn
limy o0 X Sx () — o0, fiir alle X > 0.

Beweis. Siehe |Foss, Korshunov und Zachary 2013, S.§]. O

Der néchste Begriff ist der der long-tailed Verteilung.

Definition 2.31. Die Verteilung der Zufallsvariable X heif$t long-tailed, wenn Sx(t) > 0
fiir alle t € R und fir jedes fivze s > 0 gilt, dass lim;_,o0 Sx(t +s)/Sx(t) = 1.

Das ist dquivalent dazu, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable, falls sie
einen hohen Wert {iberschreitet, einen beliebigen noch héheren Wert iiberschreitet, gegen 1
konvergiert.

Proposition 2.32. Die Verteilung von X ist long-tailed genau dann, wenn fir jedes fixe
s> 0 gilt, dass limy_,oo P(X >t +s | X >t) = 1.

Beweis. Siehe |Foss, Korshunov und Zachary 2013, S.21]. O

Der letzte Begriff ist der der subexponentiellen Verteilung.

Definition 2.33. Die Verteilung der positiven reellen Zufallsvariable X heifst subezponen-
tiell, wenn mit X, einer unabhdngigen Kopie von X, gilt:
limy oo P(X + X > t)/P(max(X,X) >t) = 1.

Die Interpretation dieser Definition ist, dass die Summe X + X einen hohen Wert ¢
tendenziell nur dann iiberschreitet, wenn bereits einer der beiden Summanden den Wert ¢

iiberschreitet.
Es besteht folgender Zusammenhang zwischen den gerade eingefiithrten Begriffen.

Proposition 2.34. FEs gelten die folgenden Implikationen fiir eine positive reelle Zufalls-
variable: X subexponentiell —> X long-tailed, und X long-tailed — X heavy-tailed.
Die Umkehrungen gelten jedoch nicht. Die Menge der subexponentiellen Verteilungen ist
etne echte Teilmenge der long-tailed Verteilungen. Die Menge der long-tailed Verteilungen
ist eine echte Teilmenge der heavy-tailed Verteilungen.

Beweis. Siehe [Foss, Korshunov und Zachary 2013, S.19], [Foss, Korshunov und Zachary
2013, S.44] und [Foss, Korshunov und Zachary 2013, S.62]. O

Wir ordnen noch die drei oben vorgestellten Verteilungen ihrer Kategorie zu.

Proposition 2.35. Sei X ~ Exp(u). Dann ist X light-tailed. Insbesondere ist X auch
weder long-tailed noch subexponentiell.
Sei X ~ Weibull(l, k). Dann ist X subexponentiell genau dann, wenn k < 1. Insbeson-
dere ist X dann auch long-tailed und heavy-tailed. Fir k > 1 ist X hingegen light-tailed.
Sei X ~ Pareto(m,«). Dann ist X subexponentiell, und folglich auch long-tailed sowie
heavy-tailed.

Beweis. Fiir X ~ Exp(p) ist lim;_oo Sx (t)e#t = 1, und daher ist X nicht heavy-tailed. Fiir
die Behauptungen zu X ~ Weibull(/, k) und X ~ Pareto(m, «a) siche [Foss, Korshunov
und Zachary 2013, Abschnitt 3.5]. O
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2.3.2 Pramienkalkulation

In diesem Teilabschnitt stellen wir einige Pramienkalkulationsprinzipien vor, und beschrei-
ben wiinschenswerte Eigenschaften. Wir folgen dem Lehrbuch [Denuit, Dhaene, Goovaerts
und Kaas 2009], den Lecture Notes [Wiithrich 2023], und fiir das Proportional-Hazard Prin-
zip dem Paper [Wang 1995]

Die Pramie ist der Betrag, den der Versicherte der Versicherung zahlen muss, damit diese
ein bestimmtes Risiko versichert. In der Sachversicherung ist die Préamie, im Gegensatz zur
Lebensversicherung, wo periodische Pramienzahlungen iiblich sind, héaufig als Einmalzah-
lung zu leisten. Die Pramie ist ein Funktional der Schadensverteilung, welche die Versiche-
rung dem Risiko unterstellt. Sei X die Schadenshéhe, dann wird die Pramie als 7 = 7(X)
geschrieben. Der Wertebereich ist [0, 00).

Es sollte die Préamie mindestens so grofs wie der erwartete Schaden sein, m(X) > E(X).
Umgekehrt sollte sie nicht allzu grof sein, es sollte m(X) < inf{z : Fx(z) = 1} gelten.
Wir bemerken jedoch, dass diese Forderung sehr grofziigig ist, und diese obere Grenze so
gut wie nie ausgereizt wird. Wenn der Schaden um einen fixen Betrag ¢ vergrofiert wird,
sollte die Pramie das widerspiegeln, also m(X + ¢) = m(X) + ¢. Praktisch ist es auch, wenn
Préamien fiir zwei Schiaden subadditiv sind, also 7(X)+7(Y) > 7(X +Y). Andernfalls gébe
einen Anreiz fiir den Versicherten, sein Risiko in zwei Risiken zu teilen und jeweils separat
versichern zu lassen.

e Das einfachste Prinzip ist das Nettopramienprinzip. Dieses ist 7(X) = E(X). Dieses
ignoriert aber wichtige Eigenschaften der Schadensverteilung, etwa die Varianz oder
den rechten Verteilungsrand.

e Das FErwartungswertprinzip hat &hnliche Probleme, aber es liefert immerhin eine ho-
here Pramie als das Nettopramienprinzip. Es lautet 7(X) = (1 + «)E(X) mit einem
a>0.

e Das Varianzprinzip beriicksichtigt die Varianz der Verteilung. Es ist definiert als
m(X) = E(X) + aVar(X) mit einem o > 0.

e Ein Prinzip, welches den rechten Verteilungsrand des Schadens miteinbezieht ist das
Esscherprinzip. Dieses ist m(X) = E(XeX)/E(e"X) fiir ein h > 0. Die Esscherpri-
mie kann als Nettoprimie des transformierten Schadens Y = XeX /E(e"X) gesehen
werden. Durch diese Transformation werden die grofen Werte von X vergrofert, und
die kleinen Werte verkleinert. Es gilt, falls die Esscherpriamie existiert und endlich ist,
dass TEsscher (X) > E(X). Diese Préamie existiert jedoch nur fiir light-tailed Schiaden.

e Eine Klasse von Prinzipien, welche auch Verteilungseigenschaften beriicksichtigt, aber
im Gegensatz zum Esscherprinzip auch fiir viele heavy-tailed Verteilungen eine endli-
che Primie liefern, sind die Verzerrungsprinzipien. Es wird die Uberlebensfunktion Sx
mit einer Verzerrungsfunktion h verzerrt. Eine Verzerrungsfunktion ist eine konkave,
stetige, monoton wachsende Funktion A : [0,1] — [0, 1] mit ~(0) = 0 und A(1) = 1.
Wegen der Konkavitat gilt h(t) > ¢ fir 0 < t < 1. Es gilt sogar bereits die strikte
Ungleichung fiir alle 0 <t < 1, falls es ein 0 < ¢ty < 1 gibt, fiir das die Ungleichung
strikt ist. Eine Verzerrungsprimie ist definiert als 7(X) = [;~ h(Sx(t))dt. Es gilt
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7m(X) > E(X). Eine grofere Risikoaversion des Versicherers kommt durch die Wahl
eines groferen h zum Ausdruck.

Die einzigen der bisher vorgestellten Pramienprinzipien, die alle unsere vorher einge-
fiihrten wiinschenswerten Eigenschaften besitzen, sind das Nettoprdmienprinzip und das
Esscherprinzip.

Ein Pramienprinzip aus der Klasse der Verzerrungsprinzipien ist das Proportional-Hazard
Prinzip. Hierfiir wird h(t) = t? mit einem 0 < 6 < 1 gewiihlt. Es ist also
(X)) = [°8 x(t)? dt. Das Proportional-Hazard Prinzip erfiillt alle obigen wiinschenswerten
Eigenschaften. Wir werden im néchsten Kapitel dieses Prinzip verwenden.

2.3.3 Riickversicherung

Wir folgen in diesem Teilabschnitt hauptséchlich dem Lehrbuch [Deelstra und Plantin 2014].
Ein Riickversicherungsvertrag ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien, in dem sich eine
Partei (der Riickversicherer) verpflichtet, die zweite Partei (den Erstversicherer) fiir spezifi-
zierte Teile des fiir sie entstandenen Schadens zu entschédigen. Als Gegenleistung zahlt der
Erstversicherer dem Riickversicherer eine Riickversicherungspriamie. Riickversicherungsver-
trage in der Sachversicherung laufen iiblicherweise ein Jahr lang. Die Inanspruchnahme von
Riickversicherung kann das Risikoprofil von Versicherungen verbessern, oder ihre Geschéfts-
ergebnisse stabilisieren, da sie eine zufillige Zahlung gegen eine fixe Zahlung austauschen.
Wir fiihren die folgende Notation ein:

Notation 2.36. Wir verwenden die aus dem Englischen stammende Notation fiir die
Entschédigungsfunktion, und bezeichnen diese als I(-), fiir ,Indemnity*“. Der Schaden,
der dem FErstversicherer bleibt wird durch die Selbstbehaltfunktion gezeigt. Diese nen-
nen wir R(-), wie ,Retention‘.

Diese Bezeichnungen entsprechen den Bezeichnungen in der Literatur zu Stackelberg-
Spielen mit Riickversicherern und Erstversicherern. Mit dem Schaden X ist dann der Zu-
sammenhang X = R(X) + I(X). Wir werden im néchsten Kapitel auf wiinschenswerte
Eigenschaften von Selbstbehalt- und Entschiadigungsfunktionen eingehen.

Wir stellen zwei Riickversicherungsformen vor.

e Die proportionale Riickversicherung ist gegeben als R(X) = aX, mit einem positiven
a < 1.

e Die Excess-of-Loss Riickversicherung ist definiert als R(X) = min(X,¢), mit einem
fixen positiven c. Der Erstversicherer muss also nur bis zu einer festen Grenze den

Schaden des Risikos selber tragen, den Rest I(X) = (X — ¢)4 tibernimmt der Riick-
versicherer.

In der Praxis {ibernimmt ein Riickversicherer nicht einen unbeschriankt hohen Anteil des
Schadens, sondern legt einen maximalen Betrag fest, den er dem Erstversicherer entsché-
digt. Den diesen Betrag iibersteigenden Schaden muss der Erstversicherer wieder selbst
tragen, oder er hat einen weiteren Vertrag mit einem anderen Riickversicherer, der diesen

10
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Schadenshéhenbereich abdeckt. Man sagt auch, der Riickversicherer iibernimmt nur einen
Layer des Schadens.

Wir fiihren ein Resultat tiber eine bestimmte Optimalitit der Excess-of-Loss Riickversi-
cherung unter bestimmten Vorraussetzungen an.

Proposition 2.37. Fir jede Entschddigungsfunktion I mit 0 < I(x) < x fir alle x > 0
qgilt: E(I(X)) =E(X —¢)4+) = Var(X — (X —¢)4) < Var(X — I(X)).

Beweis. Siehe [Denuit, Dhaene, Goovaerts und Kaas 2009, S.11]. O

Die Excess-of-Loss Riickversicherung minimiert also die Varianz der Selbstbehaltfunktion
iiber alle Entschadigungsfunktionen mit der selben Nettopramie.

11
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Erstversicherer und Riickversicherer

In diesem Kapitel beschreiben wir die Vorraussetzungen unseres Stackelberg-Spiels, moti-
vieren es, und finden eine allgemeine Losung. Wie iiblich ist zuerst die Losung aus Sicht des
Erstversicherers dran, und basierend auf dieser danach die Losung aus Sicht des Riickver-
sicherers. Nachdem wir eine allgemeine Losung erhalten haben, betrachten wir ein weiteres
Stackelberg-Spiel, mit einfacheren zugrundeliegenden Annahmen. Dort setzen wir vollstén-
dige Information voraus. Anschliefend illustrieren wir die beiden Modelle durch Beispiele
mit expliziten Verteilungsannahmen.

3.1 Aufbau des Spiels

Zuerst beschreiben wir das Spiel jeweils vom Standpunkt des Erst- und des Riickversi-
cherers. Wir legen fest, was die jeweiligen Ziele sind, und beschreiben die vorkommenden
Berechnungsmethoden. Weiters motivieren wir die Wahl unseres Modells. Zuletzt listen wir
im Detail auf, was der Erstversicherer iiber den Riickversicherer, und was der Riickversiche-
rer iiber den Erstversicherer weifs. Im Folgenden bezeichnet ,EV* den Erstversicherer, und
»RV* den Riickversicherer.

e Das Ziel des EV ist es, sein erwartetes Vermogen E(W;) (i wie ,insurer”) am Ende
eines bestimmten Zeitraums zu maximieren. Das Vermogen ist

VVZ‘:wi—R—ﬂ'(R),

wobei w; das konstante Anfangskapital und R die Selbstbehaltfunktion des EV ist.
Das Anfangskapital setzen wir oBdA! als w; = 0 fest. Dabei darf R eine Funktion aus
der Menge der zuldssigen Selbstbehaltfunktionen

A={g:[0,00) = [0,00)] g(0) = 0,0 < g(z) —g(y) <z —yVy <z eRT} (3.1

die wir unten in Bemerkung 3.1 erldutern, sein. Den Schaden modelliert der EV durch
die stetige Zufallsvariable X mit der Verteilungsdichte fx. Wir setzen voraus, dass X
integrierbar ist.

Der RV informiert den EV iiber sein Pramienkalkulationsprinzip 7 und seine eigene
Verteilungsannahme zum zu versichernden Schaden, den der RV durch die stetige Zu-
fallsvariable Y modelliert. Auch Y setzen wir als integrierbar voraus. Der EV kennt
also die Verteilungsdichte fy, und kann zu jeder beliebigen Selbstbehaltfunktion R die

'Fiir ein Anfangskapital w; lautet das Maximierungsproblem maxgE(w; — R — 7(R)) = maxg E(w;) +
E(—R — w(R)) = w; + maxg E(—R — 7(R)), und man sieht, dass w; fiir die Optimierung irrelevant ist.

12
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er wihlen konnte den zugehorigen Preis m( R) selbststandig bestimmen. Da in diesem
Spiel das Optimalitatskriterium des RV keine Rolle fiir den EV spielt, treffen wir iiber
die Kenntnis oder Unkenntnis desselbigen keine Annahme.

Das Ziel des RV ist es, sein erwartetes Vermogen E(W,.) (,r* wie ,reinsurer) zu ma-
ximieren. Dieses ist am Ende des festgelegten Zeitraums gleich

W, =n(R)—1I.

Auch hier ist das Anfangskapital analog zu oben auf 0 gesetzt.
Es bezeichnet I die Entschéddigungsfunktion, also formal

I:RT - RT, I(t) =t — R(t).

Wir nehmen vereinfachend an, dass I keine Obergrenze hat, und schlieffen somit
Layer aus. Der RV verlangt dafiir, dass er dem EV im Schadensfall die Auszahlung
der Entschédigungsfunktion I verspricht, die Pramie w(R) vom EV. Das verwendete
Pramienkalkulationsprinzip ist

w(R) = [ S (®Pde = [0~ Py 0)at

mit der Uberlebensfunktion S I(v), der Verteilungsfunktion Fyyy und dem Parameter
6 € (0,1]. Das ist das Proportional-Hazard Prinzip, wie wir es in Teilabschnitt 2.3.2
vorgestellt haben. Um sein erwartetes Vermogen zu maximieren kann der RV den Pa-
rameter 6 wahlen.

Im Gegensatz zum EV kennt er die dem Schaden zugrunde liegende Verteilungsan-
nahme der Gegenpartei jedoch nicht. Er hat also fx nicht zur Verfiigung. Er weifs
iiber die Annahmen des EV nur, dass die Verteilung des Schadens X aus
der Sicht des EV aus einer bestimmten Verteilungsfamilie stetiger Vertei-
lungen £ stammt. Diese Verteilungsfamilie habe weiters die Eigenschaft,
dass sie parametrisch ist. Alle enthaltenen Verteilungen sind also eindeu-
tig durch einen positiven reellen Parameter n € R bestimmt. Zum Beispiel
konnte £ also die Klasse der Exponentialverteilungen, der Paretoverteilungen mit fi-
xem Skalenparameter, oder der Weibullverteilungen mit fixem Skalenparameter sein.
Der genaue Verteilungsparameter 7 ist dem RV nicht bekannt. Stattdessen modelliert
der RV diesen durch die Zufallsvariable 7. Wir nehmen an, dass 7] eine stetige Zu-
fallsvariable mit positivem reellen Wertebereich ist, die Wahrscheinlichkeitsdichte f3
hat. Die so zustandekommende Zufallsvariable, die die Schadensverteilungsannahme
des EV aus Sicht des RV modelliert, bezeichnen wir mit X. Es ist also X ~ L£(7).
Das ist gleichbedeutend dazu, dass die die auf 7] bedingte Verteilung von X dem RV
bekannt ist: X|(7 = ¢) ~ £(c). Das Optimalitiitskriterium, nach dem der EV seine
Selbstbehaltfunktion R wahlt, ist dem RV bekannt.

Wir heben noch einmal den Unterschied zwischen X und X hervor:

— X ist die Zufallsvariable, mit der der EV den Schaden tatséchlich modelliert.

13
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— X ist die Zufallsvariable, von der der RV annimmt, dass der EV diese zur Mo-
dellierung des Schadens verwendet

Bemerkung 3.1. Hier gehen wir auf die Wahl der Definition der Menge der zuléssigen
Selbstbehaltfunktionen A aus (3.1) ein und motivieren sie. Mit der Definition folgen wir
unter anderem [Boonen und Zhang 2022] und [Cheung, Yam und Zhang 2019)].

Sei g € A beliebig. Dann ist

e ¢(0) = 0, weil falls kein Schaden entsteht, dann auch keine Versicherungsleistung.

e Weiters ist ¢ monoton wachsend, da fir x > y folgt, dass g(z) > g(y). Ein groRerer
Schaden soll auch eine grofere Versicherungsleistung zur Folge haben.

e Ausserdem ist auch die Entschédigungsfunktion x — g(z) monoton wachsend. Mit
y = 0 sieht man jedoch, dass immer g(z) < x, denn eine hohere Versicherungsleistung
als der Schaden selber soll ausgeschlossen werden.

e Es gilt auch, dass der Anstieg der zugehorigen Versicherungsleistung niemals den
Anstieg des Schadens iibertrifft. Andernfalls gdbe es eventuell eine Motivation fiir den
Erstversicherer, einen hoheren Schaden als er tatséchlich war zu melden. Durch diese
Definition wird das moralische Risiko engeschrankt.

o Weiters ist g Lipschitz stetig mit Lipschitz- Konstante 1. Daher sind R, und somit
auch I = t— R Borel-messbar, weshalb fiir eine reelle Zufallsvariable Z auch I(Z) eine
Zufallsvariable ist. Wir koénnen also die Uberlebensfunktion S 1(z) betrachten, wie wir
es oben fiir die Prdmienberechnung bendtigen.

Wir werden im néchsten Abschnitt 3.2 schlieffen, dass ein Analogon zum Fundamental-
satz der Analysis fiir Funktionen aus A gilt. Zuletzt bemerken wir, dass die proportio-
nale Riickversicherung g(z) = az, 0 < o < 1 und die Excess-of-Loss Riickversicherung
g(x) = min(zx,¢), ¢ > 0 in A enthalten sind.

Bemerkung 3.2. Optimales Riickversicherungsdesign unter asymmetrischen Verteilungs-
annahmen, und mit einem anderen Optimalitétskriterium als unserem wird im Paper [Boo-
nen 2016] behandelt. Dort minimiert der Erstversicherer sein Risiko, gemessen durch ein
allgemeines Verzerrungs-Risikomaf. Es besteht jedoch vollstindige gegenseitige Kenntnis
der Verteilungsannahmen. Im Paper [Boonen und Zhang 2022] wird ein Leader-Follower
Spiel mit asymmetrischen Verteilungsannahmen und Risikominimierung als Optimalitats-
kriterium gelost. Der Riickversicherer kennt dort weder die Risikoaversion, gegeben durch
die Wahl der Verzerrungsfunktion, noch die Verteilungsannahme des Erstversicherers. Der
Riickversicherer weift jedoch immerhin, dass nur zwei Paare aus Verzerrungsfunktion und
Verteilungsannahme moglich sind, und ordnet beiden Paaren die Wahrscheinlichkeiten p be-
ziehungsweise 1 —p zu. In [Boonen 2016| werden die unterschiedlichen Verteilungsannahmen
durch eventuelle Informationsasymmetrie gerechtfertigt. So konnte etwa der Erstversicherer
seine Annahmen auf Beobachtungen einer bestimmten Population stiitzen, und der Riick-
versicherer auf eine andere, beziehungsweise grofere Population, da Riickversicherer haufig
global agieren.

14
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Unsere Arbeit kann als Erweiterung dieser Papers gesehen werden, wobei wir ein ein-
facheres Optimalitdtskriterium fiir den Erstversicherer verwenden. Unsere Annahme, dass
der Riickversicherer nur weift, dass die Verteilungsannahme des Erstversicherers aus einem
Kontinuum von Verteilungen stammt, und er auf dieser eine stetige Wahrscheinlichkeitsver-
teilung hat, konnen wir wie folgt motivieren. Es besteht Informationsasymmetrie, aber es
ist nicht eindeutig, zu welchem Grad. Weiters konnte der Riickversicherer vermuten, dass
der Erstversicherer seinen Kalkulationen vorsichtigshalber eine riskantere Schadensvertei-
lung zugrunde legt, als der Erstversicherer sie tatséchlich einschitzt. Das Analogon dazu in
der Lebensversicherung sind die Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung. Damit kénnen wir unser
Spiel auch so interpretieren, dass der Riickversicherer die Risikoaversion des Erstversicherers
einschétzen muss.

15
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Insgesamt fassen wir zusammen, dass der Erstversicherer folgendes Problem 16sen muss:

max E(W;), wobei
RecA

W; = —R(X) — n(R), mit
X ~ fx(x)dx, und
A={g: [0,00) = [0,00)] 9(0) = 0,0 < g(x) — gly) <z —y ¥ y <z € R*}.

Dabei weifs der Erstversicherer folgendes iiber den Riickversicherer:

/ SI th mit

Y ~ fy(x)dx

Das Problem, das der Riickversicherer zu 16sen hat lautet hingegen:

max E(W;), wobei
0e(0,1]

W, = 7(R) — (Y — R(Y)), mit

/ Sty dt und

Y ~ fy(x)dx

Der Kenntnisstand des Riickversicherers iiber das Optimalitdtskriterium und die
Schadensverteilungsannahme des Erstversicherers ist dabei:

R maximiert E(W;),

und
X ~ L(7), wobei

7] eine positive Zufallsvariable ist, mit

N~ fa(x)ds

Wir 16sen dieses Stackelberg Spiel mit Riickwéarts-Induktion. Zuerst finden wir fiir je-
des 6 € (0,1] die fiir den Erstversicherer optimale Riickversicherungsfunktion Rj. Danach
finden wir, unter Kenntnis von R} jenes %, welches die fiir den Riickversicherer optimale
einzufordernde Pramie liefert. Die Losung dieses Spiels ist dann das Tupel

(Rg«,0") € Ax (0,1] mit R* = arng%XIE(W/Z-) und 0* = arg maaxE(Wr).
Bemerkung 3.3. Wir wollen auch explizit den Bogen zu Abschnitt 2.2 spannen, und unser

Spiel im Kontext der dort eingefiihrten Bezeichnungen beschreiben. Die beiden Spieler sind
der Erstversicherer EV und der Riickversicherer RV. Die Strategiemengen sind Xgy = A

16
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und Xpzy = (0, 1]. Die Auszahlungsfunktion des Erstversicherers ist vgy : Xgy X Xpy — R,
(9,0) — E(—g(X) — m(g)), wobei X der Schaden aus Sicht des Erstversicherers ist. Die
Auszahlungsfunktion des Riickversicherers ist

vry : Xpv X Xgy = R, (g,0) = E(n(g) — (Y —g(Y))),

wobei Y der Schaden aus Sicht des Riickversicherers ist. Das Ziel jedes Spielers ist die
Maximierung seiner Auszahlungsfunktion. Der Riickversicherer wéihlt zuerst seine Strategie
0* = 2%, € Xgy. Der Erstversicherer beobachtet die Wahl des Riickversicherers, und wahlt
daraufhin seine Strategie Rj. = 27, € Xpy, um vey (g, £%y,) zu maximieren. Es handelt
sich also tatséchlich um ein Stackelberg-Spiel nach der Definition aus dem Abschnitt 2.2
und wir suchen eine Stackelberg-Losung nach der Definition aus dem selben Abschnitt. Die
Abbildung « : Xgy — Xgv, die der Riickversicherer bestimmen muss, um seine optimale
Strategie zu finden ist in diesem Kapitel a(0) = Ry.

Bemerkung 3.4. Die Selbstbehaltfunktion R héngt vom Pramienparameter 6 ab, also
eigentlich ist R = Ry. Wir verzichten aber zur besseren Lesbarkeit darauf, diesen Zusam-
menhang konsequent so zu schreiben.

3.2 Hilfsresultate

Wir bendétigen einige Hilfsresultate fiir die Losungen der Optimierungsprobleme. Zuerst
definieren wir den Begriff einer absolutstetigen Funktion.

Definition 3.5. Fine Funktion f : I — R auf einem beschrinkten rellen Intervall I heifst
Absolutstetig, wenn:

Ve>036>0: VneNV {(x,v) | (zi,y:) C I, paarweise disjunkt}i—1, . n gilt
Yy —wi) <6 = 3L [f(yi) — flzi)| <e

Absolutstetigkeit folgt aus Lipschitzstetigkeit.

Lemma 3.6. Jede Lipschitz-stetige Funktion f : [0,00) — [0,00) ist absolutstetig auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall von [0, 00).

Beweis. Sei f : [0,00) — [0,00) M-Lipschitz, also fiir alle z,y im Definitionsbereich gilt
|f(z)—f(y)| < M -]z —y|. Wéhle 6 = ¢/M. Dann ist fiir jedes n € N und fiir jede Menge an
paarweise disjunkten Teilintervallen {(z;, y;) }i=1,...» mit summierter Lange Y ;" | |z; —yi| <

0:

n

Do) = fly)l < M=) |z —yil < e

i=1 =1
O

Das néchste Resultat stammt aus Nielsens Monograph [Nielsen 1997| und kann als Version
des Fundamentalsatzes der Analysis fiir fast tiberall diferenzierbare Funktionen gesehen
werden.

17
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Lemma 3.7. Sei f : [a,b] — R absolutstetig. Dann ist [ fast iberall differenzierbar. Weiters
gibt es eine integrierbare reellwertige Funktion g : [a,b] — R mit

fir x € (a,b).
Beweis. siehe |Nielsen 1997, Abschnitt 20.5]. O
Wir gehen jetzt zu den zuléssigen Selbstbehaltfunktionen iiber.

Lemma 3.8. Sei R € A eine zuldssige Selbsbehaltfunktion. Dann ist R absolutstetig, fast
tberall differenzierbar, und es gibt ein integrierbares reellwertiges h mit 0 < h < 1 fast
tiberall, so dass

mit g(s) =1 — h(s).

Beweis. Aus der Definition der Menge A folgt direkt, dass alle ihre Elemente 1-Lipschitz
stetig sind. Wegen Lemma 3.6 folgt die Absolutstetigkeit. Die Differenzierbarkeit fast tiberall
und die Existenz von h, und als Folge davon g, folgt aus Lemma 3.7. Die Integraldarstel-
lungen von R und I folgen aus R(0) = 1(0) = 0. O

Wir benétigen noch Formeln, um Erwartungswerte zu berechnen.

Lemma 3.9. Sei Z eine positive reelle Zufallsvariable mit E(Z) < oo und R € A. Seien
weiters h, g wie in Lemma 3.8. Dann gelten die Gleichungen

E(R(Z)) = /0 S h(0)S4(1) dt,

w(B) = [ Sae)ds= [ a(982(" s

Insbesondere liefert uns die erste Gleichung eine weitere Art, den Erwartungswert einer
positiven reellen Zufallsvariable zu berechnen, man wdhle R(z) = z. Dann ergibt sich

E(Z) = [~ Sz(t)dt

Beweis. Wir formen um:

18
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Die erste Gleichheit folgt aus der Anwendung von Lemma 3.8, die Gleichheit zwischen
der dritten und der vierten Zeile folgt aus dem Satz von Fubini, die Gleichheit zwischen der
vierten und der fiinften Zeile folgt aus der allgemeinen Identitét E(14) = P(A), die Gleich-
heit zwischen der fiinften und der sechsten Zeile folgt, weil Z eine stetige Zufallsvariable
ist. Fiir einen Beweis von m(R) = [© 9(5)Sz(s)? ds siche Lemma 2.1. des Papers [Zhuang,
Weng, Tan und Assa 2010] O

Wir verwenden ab jetzt die folgende Notation:

Notation 3.10. Wir notieren die Funktionen h und g aus Lemma 3.8 ab jetzt als
h(t) = R'(t) und g(t) = I'(t).

Das letzte Lemma, das wir benétigen, behandelt die Berechnung des Erwartungswertes
einer Funktion zweier Zufallsvariablen. Wir entnehmen es im Wesentlichen dem Lehrbuch
[Schilling 2017], passen aber Details an unsere Bediirfnisse an.

Lemma 3.11. Es seien X,Y unabhdngige, positive reelle Zufallsvariable mit Verteilungs-
dichten fx, fy, und u : R x R = R messbar. Wenn u > 0, dann gilt

B(x. V) =B( [ @)@ de) =B( [ (X)) di).

Beweis. Siehe Korollar 5.9. in [Schilling 2017, Abschnitt 5] O
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3.3 Optimierung fiir den Erstversicherer

Nun koénnen wir die Optimierungsaufgabe 16sen. Wir miissen R dermafsen bestimmen, dass
E(W;) maximal wird. Es ist fir R € A

Hier ist fo Sy (t)?dt eine Konstante, und damit fiir die Maximierung irrelevant. Wir igno-
rieren diesen Term im Folgenden, und miissen daher [ R'(t)Sy (¢ )odt — JoS R (t)Sx (t)dt
maximieren. Es ist

/Oo R'(t)Sy (t)%dt — /OO R'(t)Sx (t)dt
0

0

= /OO R'(t)Sy (t)? — R'(t)Sx (t)dt
0

- /ooo R/(6)(Sy (8)" = Sx(t))dt. (3:2)

Wir haben dabei angenommen, dass alle vorkommenden Integrale existieren und endlich
sind. Fiir die Gleichheiten haben wir das Lemma 3.9, und den Zusammenhang I'(t) =
1 — R/(t) verwendet. Mithilfe des Terms (3.2) erhalten wir fiir die Ableitung, dhnlich zu
Theorem 3.1 in [Cheung, Yam und Zhang 2019]:

Satz 3.12. Die optimale Selbsbehaltfunktion R* des Erstversicherers erfillt

1, Sy (t)? — Sx(t) > 0,

0, Sy(t)e — Sx(t) <0. (3:3)

(R)'(t) = {
Fiir Sy (t)? — Sx(t) = 0 gilt (R*)'(t) = k(t), wobei r: RT — [0,1] eine beliebige Funktion
sein kann.

Beweis. Weil R* laut Vorraussetzung ein Element aus der Menge der zuléssigen Selbstbe-
haltfunktionen A ist, muss 0 < (R*)'(¢) < 1 fiir alle positiven reellen Zahlen ¢ gelten. Den
Integranden in (3.2) kann man maximieren, indem man

e (R*)'(t) iiberall dort, wo das Produkt (R*)'(t) - (Sy (t)? — Sx ()

positiv 1st maximal

)
RT)(t) =

withlt. Also fiir alle ¢t € RT mit Sy (¢)? — Sx(¢) > 0 setzt man (
e (R*)'(t) iiberall dort, wo das Produkt (R*)'(t) - (Sy (t)? — Sx(t)) n egatlv ist, minimal
withlt. Daher ist (R*)(t) = 0 zu setzen fiir alle t € RT mit Sy (¢)? — Sx(t) < 0.
20
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e (R*)'(t) iiberall dort, wo das Produkt (R*)'(t)-(Sy (t)? —Sx (t)) gleich Null ist, beliebig
aus dem Intervall [0, 1] wihlt. Daher kann man (R*)'(t) = x(t) wihlen fiir alle t € R
mit Sy (t)? — Sx(t) = 0, wobei & entsprechend der obigen Beschreibung gewiihlt sei.

Mit dem auf diese Weise konstruierten (R*)'(¢) wird der Integrand in (3.2) maximiert,
und somit auch das entsprechende Integral. Da die Maximierung dieses Integrals dquivalent
zur Maximierung des erwarteten Vermogens ist, haben wir den Satz bewiesen.

O

Daraus konnen wir jetzt leicht auch die eigentliche optimale Selbstbehaltfunktion R*
folgern.

Korollar 3.13. Die optimale Selbstbehaltfunktion fiir unser Problem des Erstversicherers
15t

R*:RT - R*
t
t— / (R*)(s)ds,
0

mit (R*) wie in Satz 5.12. Mit k wie in Satz 3.12 gilt weiters, dass

R*(t) = A({s € [0,1] : Sy(s)” > Sx(s)}) +/O R(8)1 sy (s)0=5x ()} 455 (3.4)

wobei X das Lebesgue-Maf$ auf R ist.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus Abschnitt 3.2 und Satz 3.12. Fiir den Beweis
der zweiten Behauptung evaluieren wir das Integral. O

Bemerkung 3.14. Fiir § = 1 ergibt sich die folgende Interpretation.

Sy (t) — Sx(t) > 0 bedeutet, dass der Riickversicherer dem Ereignis, dass der Schaden
den Wert ¢ iiberschreitet, {Schaden > t}, eine grofsere Wahrscheinlichkeit zuschreibt als
der Erstversicherer. Satz 3.12 besagt also, dass der Erstversicherer iiberall dort, wo der
Riickversicherer eine schwerere rechte Verteilungsflanke erwartet, keine Riickversicherung
dazukauft, also dort den vollen Schaden selbst tibernimmt. Fiir diese Bereiche ist die Pra-
mie dem Erstversicherer zu teuer, da sie basierend auf einer riskanteren Schadenverteilung
als seiner eigenen kalkuliert ist. Umgekehrt kauft der Erstversicherer iiberall, wo er eine
schwerere rechte Verteilungsflanke erwartet den grofstmoglichen Riickversicherungsschutz
dazu. Fiir diese Bereiche ist die Prdmie aus Sicht des Erstversicherers giinstig, weil sie ba-
sierend auf einer weniger riskanten Schadenverteilung als seiner Eigenen kalkuliert ist. Es
ist insbesondere moglich, dass gar kein Riickversicherungsvertrag zustande kommt, womit
wir meinen, dass der Erstversicherer keinen Schutz kauft.

3.4 Optimierung fiir den Riickversicherer

Es ist zu beachten, dass die optimale Selbsbehaltfunktion R aus der Sicht des Riickversiche-
rers nicht nur von der Schadenshéhe ¢ und dem Pramienkalkulationsparameter 6 abhéngt,
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sondern auch von 7. Der Riickversicherer kennt den tatséchlichen Verteilungsparameter des
Erstversicherers ja nicht. Es ist also eigentlich R = Ry(t,77(w)). Hierbei ist 7, wie oben be-
schrieben eine Zufallsvariable, deren Realisation 7j(w) € Rt den Parameter der Verteilung
von X festlegt. X ist hier die Zufallsvariable mit der der Riickversicherer den Schaden aus
Sicht des Erstversicherers modelliert, und somit ist formal X|(7 = ¢) ~ £(c). Dabei kann £
etwa die Menge der Exponentialverteilungen sein. Wir unterdriicken das Funktionsargument
0 von R, wie oben auch.

Es ist erwidhnenswert, dass wir im Folgenden an keiner Stelle an der unbedingten Vertei-
lung von X interessiert sind. Wir benétigen nur die durch die Wahl von £ bestimmte Formel
fiir die Verteilungsfunktion von X, die Abhéngigkeit dieser Formel von dem Verteilungspa-
rameter 77, und die Wahrscheinlichkeitsverteilung von 7. Insgesamt sehen wir, dass die Hohe
und Wahl des Erstversicherers von R im Kontext der Optimierungsaufgabe des Riickversi-
cherers eine Funktion von zwei Zufallsvariablen ist. Diese sind einerseits der Schaden aus
Sicht des Riickversicherers Y, und anderseits 7.

Fiir die Berechnung der Préamie 7 ist 17 ebenfalls relevant. Denn verschiedene Realisationen
von 7] bewirken verschiedene optimale Selbstbehaltfunktionen R, und dadurch verschiedene
zu berechnende Pramien. Diese Abhéngigkeit lasst sich durch die Schreibweise m = 7(R(7))
zum Ausdruck bringen. Um jedoch Konsistenz in der Notation herbeizufiihren, schreiben wir
m = 7(R(Y,n)). Hierbei ist 7 konstant in der Variablen Y, da die tatsichliche Schadenshdhe
fiir die Pramienberechnung irrelevant ist. Dadurch wird auch deutlich, dass die Pramie 7
in diesem Kontext selber eine Zufallsvariable ist, und wir sie deswegen unten nicht einfach
aus dem Erwartungswert herausziehen koénnen.

Wir notieren in diesem Abschnitt die Funktionen h und g aus Lemma 3.8 als h(t) =
OcR(t, ) und g(t) = 0 I(t,-).

Um nun das Optimierungsproblem zu losen miissen wir ein 6 € (0, 1] bestimmen, fiir das
E(W,) maximal wird. Dafiir betrachten wir zunéchst E(R(Y,7)).

B(R(Y.7) = E( [ or(e Sy (o))
= /000 /000 O R(t,u)Sy (t) dt f5(u) du,

und dieser Ausdruck ist weiter gleich

/Ooo /O°°(1 — O I(t,u))Sy (t) dt fi(u) du. (3.5)

Die Gleichheiten folgen aus der Anwendung von Lemma 3.9, Lemma 3.11 und aus R =
t — I. Damit gehen wir jetzt zu E(W;) = E(n(R(Y, 7)) =Y + R(Y,7)).
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Es ist
E(r(R(Y,7) =Y + R(Y, 7)) = E(r(R(Y, 7)) + R(Y, 7)) — E(Y).

DaY fix ist, und der Riickversicherer den Erwartungswert seiner eigenen Schadensverteilung
kennt, ist E(Y") fiir die Maximierung nicht relevant. Daher kénnen wir E(Y') aus den weiteren
Betrachtungen weglassen. Wir wollen also E(w(R(Y,7)) + R(Y, 7)) maximieren.

Es ist

E(r(R(Y, 7)) + R(Y,7)) = E(x(R(Y, 7)) + E(R(Y, 7))

E( / DI (1, 7)Sy (1)? dt) + B(R(Y, 7))

I(t ) Sy (1) dt f(u du—i—/ / (1= 0T (t, w))Sy (1) dt (1) du

224 (t
O I(t,u)Sy (t)? dt fa(u du—l—/ / Sy (t I(t,u)Sy(t)dt fz(u)du
(

Ll

L

//at (t,u)Sy (1) dt fi(u du+/ / Sy (t) dt f5(u) du
_ /0 /O DI (t,w) Sy (1) dt f(u) du

Hierbei ist [, [;° Sy (t) eine konstante Zahl, und zwar einfach der Erwartungswert von
Y, und fiir die Optimierung daher nicht relevant. Daher ignorieren wir diesen Term, und
betrachten nur mehr

/ b / 00t w)Sy (1)1 dt f(u) du — / - / 00t u)Sy (8) dt f(u) du
0 0 0 0

Diesen Ausdruck formen wir um:
/0 /0 DI (t,u)Sy ()0 dt fr(u) du — /0 /0 Ol (t,uw)Sy (t) dt f5(u) du
_ /0 ( /0 OI(t,u)Sy (1) dt — /O OLI(t,u) Sy (1) di ) F() du

B /ooo /OOO Ol () (Sy (£)" = Sy (1)) di f(w) du. (3.6)

Wir haben dabei angenommen, dass alle vorkommenden Integrale existieren und endlich
sind. Die Gleichheiten folgen hierbei durch Einsetzen der Definition von 7, der Gleichung
n (3.5), der Tatsache dass 7 eine Dichte hat und der Linearitdt des (Doppel)Integrals.
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Bemerkung 3.15. Wir sehen, dass die Optimierungsaufgabe des Riickversicherers dquiva-
lent dazu ist, den Ausdruck in (3.6) nach 6 zu maximieren. Dabei weift der Riickversicherer
noch zusétzlich, dass ;R von der Form 1. 1y0_g_(1)>0} ist, siche Satz 3.12. Da X aus einer
parametrischen Verteilungsfamilie £ stammt, und die Verteilung daher eindeutig durch den
Parameter, in unserem Fall oben in (3.6) ist das u, festgelegt ist, konnen wir die Notation
folgendermafen anpassen: Es ist 0y R von der Form 1;g 0_g,(1)>0y- Da O =1 — iR ist,

kann man schliefsen, dass 9;1 von der Form 1{Sy(t)9_su(t)>0}[) ist, wobei AL das mengentheo-

retische Komplement einer Menge A ist. Da {Sy (t)? — S, (t) > 0}¢ = {Sy(¢)? — S, (¢) < 0}
ist, kann man zusammenfassen, dass

O (t,u) = (g, (105, (t)<0} (3.7)
ist.

Bemerkung 3.16. Wenn man zusétzlich eine spezielle Annahme {iber die Verteilungsfa-
milie £ macht, z.B. dass £ = {Fx | X ist exponentialverteilt}, dann kann man

{Sy (t)? — S,(t) < 0} in gewissen Fillen so umformen, dass in der Ungleichung ¢ gar nicht
mehr vorkommt. Die Ungleichung hingt dann nur mehr von 6 und u ab. Es ist in weiterer
Folge moglich, 9,1 aus dem inneren Integral in (3.6) herauszuziehen, und stattdessen die
damit assoziierte Ungleichung direkt in den Integrationsbereich des &ufseren Integrals ein-
zubauen. Dadurch kann man den Ausdruck in (3.6) dann auch bequem explizit berechnen,
und einfacher beziiglich # maximieren.

Wir kénnen zusammenfassen: Mit [* = ¢t — R* ist die Losung unseres Leader- Follower
Spiels mit assymetrischen Verteilungsannahmen

0e(0,1

t ] o0
</0 Lisy (0" —sx (t)>0}dts arg max]/o /0 O I (t,u)(Sy (1) — Sy (t)) dt f5(u) du). (3.8)

R (1) o+

3.5 Ein Spiel mit vollstandiger Information

In diesem Kapitel wollen wir ein Spiel mit ein wenig anderen Bedingungen beschreiben und
seine Losung angeben. Innerhalb dieses Spiels werden wir weiter unten in den Beispielen die
Einschriankung, dass der Riickversicherer und der Erstversicherer eine Verteilung aus der
selben Verteilungsfamilie fiir den Schaden verwenden, aufheben kénnen.

Es soll keine Unsicherheit mehr bestehen, der Riickversicherer kennt also die Verteilung
von X, und es kommt kein 77 mehr vor. Alles andere bleibt unverédndert, und daher ist das
Spiel beschrieben durch:

e Beide Spieler haben das Ziel, ihr erwartetes Vermogen zu maximieren.
e Zugelassen sind Selbstbehaltfunktionen aus der Menge A, gegeben in (3.1).

e Die Pramie m wird mit dem Proportional-Hazard Prinzip berechnet, gegeben in Teil-
abschnitt 2.3.2.
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e Der Erstversicherer glaubt, der Schaden hat die Verteilungsdichte fx, und der Riick-
versicherer kennt fx. Der Riickversicherer glaubt, der Schaden hat die Verteilungs-
dichte fy, und der Erstversicherer kennt fy .

Wenn man die Argumentation in Abschnitt 3.3 bei der Herleitung der optimalen Selbst-
behaltfunktion noch einmal durchgeht, siecht man, dass 7 in die Losung des Erstversicherer-
Problems nicht eingeflossen ist. An der Losung R* dndert sich durch unsere Vereinfachung
in diesem Abschnitt also nichts.

Fiir das Riickversicherer- Problem betrachten wir E(W,.) = E(7(R)+R(Y)). Man beachte,
dass hier, im Gegensatz zu Abschnitt 3.4 die Pramie 7 keine Zufallsvariable ist, und wir sie
deshalb aus dem Erwartungswert herausziehen kénnen.

Es ist

E(n(R) + R(Y)) = =(R) + E(R(Y))

/OOOI’ dt—l—/oooSy(t)dt—/Ooo[’(t)gy(t)dt.

Die reelle Zahl fo Sy (t) dt konnen wir fiir die Optimierungsaufgabe ignorieren, und rech-
nen weiter

/ T WSy (1) di — / T WSy (1) dt

0 0

8

_ /0 TSy (1) — Sy (1)) dt. (3.9)

Die Gleichheiten kann man analog den Gleichheiten oben, die zum Ausdruck in (3.6) hin-
gefiithrt haben, begriinden. Man beachte die Ahnlichkeit des hier erhaltenen Ausdrucks zu
jenem in (3.6). Der Unterschied ist, dass hier nicht mehr zusétzlich iiber die Verteilung von
7 gemittelt werden muss. Dies erleichtert die explizite Berechnung von Losungen, wenn X
und Y nicht aus der gleichen Verteilungsfamilie stammen, erheblich. Im néchsten Abschnitt
werden wir diesen Vorteil nutzen. Fiir das vereinfachte Spiel dieses Abschnitts konnen wir,
mit [*(t) =t — R*, die Losung angeben:

(/0 Lisy (1) —sx(p)>0ydl; arg max /M(I*)/(t)(SY(t)e — Sy (1)) dt)- (3.10)

0<(0,1] Jo

Ry (1) 0*
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3 Das Stackelberg-Spiel zwischen Erstversicherer und Riickversicherer

3.6 Beispiele

In diesem Abschnitt treffen wir spezifische Verteilungsannahmen iiber X, Y, und im ersten
Teilabschnitt auch iiber X |7 und 7. Unter diesen Annahmen suchen wir explizite Losun-
gen des Spiels. Wir wiederholen: X ist die tatséchliche Schadenverteilung aus Sicht des
Erstversicherers, Y ist die Schadenverteilung aus Sicht des Riickversicherers, X |n ist die
die Verteilung, mit der der Riickversicherer die Schadenmodellierung des Erstversicherers
modelliert, und 7 ist der zufillige Strukturparameter.

Im ersten Teilabschnitt behandeln wir das erste Spiel, mit der Losung (3.8), in den wei-
teren Teilabschnitten das zweite Spiel, mit der Losung (3.10). Wir werden sehen, dass die
Form der Riickversicherung davon abhingt, ob die Uberlebensfunktionen der beiden Partei-
en sich schneiden, oder nicht. Falls sie sich nicht schneiden, bedeutet das, dass eine Partei
den Schaden durchwegs als riskanter bewertet als die zweite Partei. Falls sie sich doch
schneiden, wechselt die Risikoeinschéatzung ab einer gewissen Hohe.

3.6.1 Exp - Exp - {Exp} - beliebig

Es ist in diesem Beispiel
X ~ Exp(}\),

Y ~ Exp(p),
X|(7 = ¢) ~ Exp(c),
0~ fq()d.

Hierbei sind A, p positive reelle Zahlen und f5 eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit Tréger in
den positiven reellen Zahlen.

Wir fiihren fiir diesen Abschnitt die folgende Notation ein, wobei das O von ,optimal®
kommt, und nichts mit dem Landau-Symbol zu tun hat.

Notation 3.17. Wir notieren den nach # zu maximierenden Ausdruck in (3.6) als

0().

Wir werden sehen, dass die optimale Selbstbehaltfunktion R*(t) = fot 1ns 94y dt ist. Falls
der Erstversicherer also einen Riickversicherungsschutz kauft, dann die volle Riickversiche-
rung I(t) = t.

Wir bestimmen zuerst den optimalen Pramienkalkulationsparameter #*. Die Uberlebens-
funktion einer exponentialverteilten Zufallsvariable Z ~ Exp(a) ist Sz(t) = e~ . Wir
bemerken, dass alle in (3.6) vorkommenden Integrale existieren und endlich sind, denn es
ist

[ee] o0 [e.e] 1
/ Sy (t)? :/ e Mt dt = / Sw(t)dt =E(W)=— €R.
0 0 0 b

Hierbei ist W eine beliebige Exp(uf)-verteilte Zufallsvariable.
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3 Das Stackelberg-Spiel zwischen Erstversicherer und Riickversicherer

Wir betrachten zunéchst die Ableitung der Entschadigungsfunktion, 9:I(¢,u). Diese ist,
wie oben fiir (3.7) begriindet, von der Form 1¢g (yo_g, 1)<0y- Es ist jetzt

Sy()? = Su(t) <0 = e Ml <™ — ut < pft = u < uh.

Es ist also 0;I(t,u) = 1y,<,gy. Dieser Ausdruck héngt nicht mehr von ¢ ab. Wir kénnen
nun das in (3.8) vorkommende Doppelintegral auswerten.
Es ist

(WQZAWAWQHWM&ﬁW—&ﬁ»ﬁﬁWMu
= /000 /000 Liu<uy (Sy (8)7 = Sy (t)) dt f;(u) du
= [ sy [ (S0 = Sy (0) d fytu) du

0 0
0 0
_ /” / (Sy (1) — Sy (8)) dt fi () du
0 0

%) uo
= [sv@ - sy [ fiw du
0 0
Dies lésst sich durch Auswertung des Integrals und mithilfe der Definition einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte weiter vereinfachen zu:

1 1
— — ) P> < pb). (3.11)
(06~
Die Gleichheiten folgen aus der Linearitat des Integrals. Man beachte, dass wir so vorge-
hen konnten, wie in Bemerkung 3.16 beschrieben.

Bemerkung 3.18. Der erste Faktor in (3.11) wird immer grofer, je kleiner 6 wird, und
geht gegen oo fiir § — 0. Der zweite Faktor wird immer kleiner, je kleiner § wird, und geht
gegen 0 fiir 6 — oo.

Den ersten Faktor kann man als den Profit, den der Riickversicherer macht, falls ein
Riickversicherungsvertrag zustande kommt, interpretieren. Den zweiten Faktor kann man
als die Wahrscheinlichkeit, dass iiberhaupt ein Riickversicherungsvertrag zustande kommt,
interpretieren. Denn, wir erinnern an Satz 3.12, der Erstversicherer nimmt nur dann eine
Riickversicherung, die nicht identisch 0 ist, wenn Sy (t)? < Sx(t) gilt. Dies ist dquivalent
dazu, dass A < u#. Da der Riickversicherer das ihm unbekannte A mittels 7 modelliert,
entspricht diese Bedingung genau P(77 < pf). Hierbei verwenden wir die Ausdrucksweise,
dass ein Riickversicherungsvertrag zustande kommt, falls der Erstversicherer einen Riick-
versicherungsschutz kauft, der nicht identisch 0 ist.

Der Riickversicherer muss also die einander gegenldufigen Faktoren ,Profit aus Vertrag"
und ,Wahrscheinlichkeit des Vertragsabschlusses” ausbalancieren.
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3 Das Stackelberg-Spiel zwischen Erstversicherer und Riickversicherer

Um das optimale 6* zu finden, miissen wir also den Ausdruck in (3.11) nach § maximie-
ren. Bis jetzt hatten wir uns noch auf keine Verteilung fiir 7 festgelegt. Wir wahlen hierfiir
eine Weibull-Verteilung. Die Verteilungsklasse der Weibullverteilungen umfasst auch Ver-
teilungen, die der Normalverteilung &hnlich sehen, mit dem Vorteil, dass ihr Trager nur die
positiven reellen Zahlen sind. Fiir Z ~ Weibull(/, k) ist

_ o (2)F >
P(Z<2)=Fy(z) =4 ¢ 220,
0 z < 0.

Der Ausdruck in (3.11) wird dann zu

RIS AR )L
00) = (=) (1= "),

Wenn man diesen aber nach 6 ableitet, und die Ableitung gleich Null setzt, um eine
Extremstelle zu finden, fiihrt das auf eine transzendente Gleichung der Form f(e9(%), 9) =
0, mit Polynomen f und g¢. Eine geschlossene, explizite Losung ist daher also nicht zu
erwarten. Wir werden fiir verschiedene p, [ und k- Werte Naherungslosungen fiir * mittels
der Software R bestimmen.

Wir diskutieren nun, wie der Riickversicherer die Verteilung von 7, also k und [ wahlen
kénnte. Eine naheliegende Erwartung an 7) ist, dass seine Realisierungen eher in der Néhe
von, und eher symmetrisch um den Parameter p des Riickversicherers liegen. Das spiegelt die
Erwartung, dass sich A nicht stark von p unterscheidet, wieder. Man kann das zum Beispiel
bewerkstelligen, indem man [ in der Nihe von p~!, und & hoch wéhlt. Wir wollen uns im
Folgenden auf k = 1.5, 3, 5, 7 konzentrieren. Fiir £ = 3 hat die zugehorige Verteilunggsdichte
schon eine frei erkennbare relativ gute Symmetrie, wie in Abbildung 3.1 erkennbar ist.

Wir einigen uns darauf, [, jeweils so zu wéhlen, dass Fiyyeipui(z = p, Ui, k) =~ 0.5, wobei
Fweibun (-, Ui, k) die Verteilungsfunktion einer Weibull(ly, k)-verteilten Zufallsvariable sei.
Es soll also etwa gleichwahrscheinlich sein, dass der wahre Parameter A des Erstversicherers
grofser ist als der der Parameter u des Riickversicherers und dass er kleiner ist.

Es wird also im Folgenden jeweils zunéchst ein p gewahlt, und mit diesem werden mehrere
Werte von k tabelliert. Fiir jeden Wert von k listen wir i, den optimalen Pramienkalkulati-
onsparameter 6%, das mit diesem 6* erwartete Vermdégen, und die Wahrscheinlichkeit, dass
der Vertrag zustande kommt auf. In Abbildung 3.1 unten veranschaulichen wir 8*, O(#) und
die entsprechenden Weibull- Verteilungsdichten. Dort ist zu erkennen, dass die Funktionen
O(0) allesamt globale Maxima haben, und es deshalb eindeutige Losungen 6* gibt.
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3 Das Stackelberg-Spiel zwischen Erstversicherer und Riickversicherer

e 1 = 3. Wir betrachten 77 ~ Weibull(ly, k), und erhalten, auf vier Nachkommastellen

gerundet
k| b | 00 | O0) | PG < o)
1.5 1 0.26 | 0.2915 | 0.0924 0.1141
3 | 0.3 ]0.6275 | 0.0388 0.1963
5 1 03 |0.7755 | 0.0197 0.2044
7 10.32 ] 0.8320 | 0.0182 0.2716

Tabelle 3.1: Optimale Pramienparameter fiir Exp-Exp mit Weibull-Strukturverteilungen
und p =3

Wir beobachten in der ersten Spalte, dass mit wachsendem k in der Tat [ gegen
p~! tendiert. In der zweiten Spalte sehen wir, dass mit wachsendem & (und l;) das
optimale 0* wéchst. In der dritten Spalte sehen wir, dass das erwartete Vermogen mit
wachsendem k immer kleiner wird. In der vierten Spalte sehen wir, dass hingegen die
Wahrscheinlichkeit auf Vertragsabschluss mit k& wachst.

e 1= 1. Wir betrachten 7 ~ Weibull(ly, k). Dann ergibt sich

k| b | 00 | O0) | PG < o)
1.5 0.8 0.294 | 0.2588 0.1078
3 0.9 | 0.6335 | 0.0978 0.1691
5 1094 | 0.7775 | 0.0538 0.1882
7 1096 | 0.84 | 0.0378 0.1988

Tabelle 3.2: Optimale Pramienparameter fiir Exp-Exp mit Weibull-Strukturverteilungen
und =1

e 1 =0.5. Wir betrachten wieder 7 ~ Weibull(lx, k). Es ergibt sich

k| b | 00 | O0) | PG < o)
1.5 | 1.58 | 0.2945 | 0.5085 0.1061
3 | 1.78 | 0.6345 | 0.1898 0.1647
5 | 1.88 | 0.7775 | 0.1077 0.1882
7 1 1.92 0.84 | 0.0757 0.1988

Tabelle 3.3: Optimale Pramienparameter fiir Exp-Exp mit Weibull-Strukturverteilungen

und p = 0.5
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3 Das Stackelberg-Spiel zwischen Erstversicherer und Riickversicherer

e 1= 0.25. Wir betrachten 7 ~ Weibull(lx, k), und erhalten

B | 6 | 06" | P < o)
15[ 3.16 | 0.2045 | 1.0171 |  0.1061
3 | 3.56 | 0.6345 | 0.3797 | 0.1647

5 [ 3.74 ] 0778 | 0.2103 0.1842
7 | 3.82 ] 0.8405 | 0.1466 0.1931

Tabelle 3.4: Optimale Pramienparameter fiir Exp-Exp mit Weibull-Strukturverteilungen
und p = 0.25

Die Beobachtungen, die wir fiir 4 = 3 hatten, konnen auch auf die anderen p- Werte
iibertragen werden. Die Tabellen haben gemeinsam, dass die Wahrscheinlichkeit auf Ver-
tragsabschluss immer recht niedrig ist, im besten Fall namlich 0.2716.

Wir wenden uns jetzt noch der optimalen Selbstbehaltfunktion R* des Erstversicherers
zu. Diese ist fiir alle u, 6%, fiir die pf* > X gilt identisch 0. Wenn diese Bedingung erfiillt
ist, so kauft der Erstversicherer die Entschiddigungsfunktion I*(¢) = ¢ vom Riickversicherer.
Zum Beispiel fiir 4 = 0.5 und k£ = 5 entnehmen wir der entsprechenden obigen Tabelle,
dass 6* = 0.7775. Falls jetzt A < 0.5-0.7775 = 0.3887 ist, so gilt fiir alle positiven reellen t¢:
I*(t) = t. Ansonsten kauft er keine Riickversicherung fiir dieses Schadensrisiko.
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Abbildung 3.1: In der oberen Zeile ;1 = 3, in der unteren Zeile u = 0.5. Links jeweils die

Funktion O(0) und rechts die

entsprechenden Weibull(ly, k)-Dichten.

In Abbildung 3.1 erkennen wir, dass die Funktionen O(f) eindeutige globale Maxima
haben. Weiters erkennen wir, dass mit wachsendem £ die Dichtefunktion der Weibull(ly, k)-

Verteilung symmetrischer um x = p wird.
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3.6.2 Weibull - Exp

Wir legen unseren Berechnungen nun das einfachere Spiel aus Abschnitt 3.5 zugrunde. Die
Zufallsvariable 7 entféllt also, und es wird auch die Losung vielfdltigerer Schadensvertei-
lungsannahmen - Kombinationen moglich. In diesem Teilabschnitt legen wir fest:

X ~ Weibull(l, k) und

Y ~ Exp().

Dann sind die Uberlebensfunktionen gegeben durch Sx (t) = e~" und Sy (¢) = e #. Fiir
diesen und den néchsten Teilabschnitt belegen wir O(€) neu.

Notation 3.19. Wir notieren den zu maximierenden Ausdruck in (3.9) als O(0)

Wir werden drei Falle unterscheiden, namlich £ < 1, k > 1 und k& = 1. Fiir k£ < 1 ist die
Weibull- Verteilung Heavy-Tailed. Fiir & = 1 degeneriert sie zur Exp(()-Verteilung. Wir
werden sehen, dass fiir £ < 1 die optimale Riickversicherung eine klassische Excess-of-Loss
Riickversicherung ist.

Wir beginnen mit dem Fall £ > 1: Um 6* zu finden ist es laut der Losung (3.10) notwendig
O(9) = [;°I'(t)(Sy (t)? — Sy (t)) dt zu maximieren. Dabei ist I'(t) = 1is, (1)0<sx (1)} Wir

formen dquivalent um:
Sy (1) < Sx(t) e e < e " s (1)} < pbt = "1 < o

— k1 glz—f — t< (l;—:?)ﬁ = f(6).

Die zweite Aquivalenz folgt aus der Monotonie der Exponentialfunktion, die dritte aus der
Nichtnegativitidt von ¢, und die erhaltene Schranke fiir ¢ nennen wir f(#). Wir folgern dass
I'(t) = 1y< )y, und O(0) wird zu [ 1{t§f(6’)}(SY(t)0 — Sy (t)) dt. Wir rechnen weiter

() = /0 T L o (S (8) — Sy () dt

1)

= [ v = sy a

= / - Sy (t)? dt — / 1 Sy (t) dt
0 0

1) Q)
:/ e_“etdt—/ e M dt
0 0

(O ()
po b poop

Die Gleichheiten folgen durch Einbau der Indikatorfunktion in die Integrationsgrenze, der
Linearitéit des Integrals, und der Endlichkeit und Existenz desselben. In dieser Form kénnen
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wir die Funktion O(#) mit R grafisch darstellen und numerisch einen Naherungswert fiir ihr
Maximum bestimmen.

Bevor wir das machen, 16sen wir aber noch das Erstversicherer-Problem. Wir nehmen an,
dass es eine eindeutige Losung 6* des Riickversicherer-Problems gibt. Gemé&f der Losung
(3.10) ist die optimale Selbstbehaltfunktion gegeben durch R*(t) = fg Lig, (s)7" >Sx (s)} 45
Analog zu oben konnen wir sehen, dass die Ungleichung Sy (s)?" > Sx(s) dquivalent zur
Ungleichung s > f(0*) ist. Wir erhalten also

. B t - 0 t < f(a*)v
R*(t) —/0 Lis> (o)) ds = {t_f(e*) t> f(6%).

Kompakter geschrieben haben wir R*(t) = (t— f(0*))+. Daraus folgt direkt auch die opti-
male Entschidigungsfunktion I*(¢) = min(¢, f(6*)). Dies ist genau die Umkehrung der klas-
sischen Excess-of-Loss Riickversicherung, fiir die Rx(t) = min(¢, ¢) und Ixp(t) = (t —¢)+
mit einer positiven Konstante c¢ ist. In unserem Spiel mit £ > 1 mochte der Erstversicherer
also lieber den linken Verteilungsrand des Schadensrisikos riickversichern. Das kann man so
interpretieren, dass der Erstversicherer eher kleinere Schiden erwartet, und fiir kleine Sché-
den der Preis fiir Riickversicherungsschutz akzeptabel ist. Fiir grofere Schiden hingegen
passt der Glaube an ihren Eintritt mit dem Preis fiir Riickversicherungsschutz nicht mehr
zusammen. In diesem Zusammenhang erinnern wir daran, dass Weibull(l, k)-Verteilungen
fiir £ > 1 Light-Tailed sind, und sogar leichteren rechten Verteilungsrand als Exponential-
verteilungen haben.

Wir geben fiir einige Werte von k, [, p mit der Programmiersprache R ermittelte Néhe-
rungswerte fiir 0%, f(6*) und die sich ergebenden optimalen Selbstbehaltfunktionen an.

k=-l=p=- \ o* \ f(07) \ R*(t)
15,05, 05 |0.7625 | 1.1628 | (¢t — 1.1628)
2,05, 05 061 | 1.22 | (t—1.22),
2,1, 0.25 0.6625 | 0.1656 | (£ — 0.1656)
12,2, 1 0.91 | 0.0097 | (t—0.0097)

Tabelle 3.5: Optimale Pramienparameter und Selbstbehaltfunktionen fiir Weibull-Exp im
light-tail Fall.

Wir zeigen die Funktionsgraphen von O(6) in Abbildung 3.2.
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Abbildung 3.2: Funktionsgraphen von O(f), mit Parametern
(k,l,p) = (1.5,0.5,0.5),(2,0.5,0.5), (2,1,0.25),(1.2,2,1) in der Reihenfolge
von links nach rechts.

In Abbildung 3.2 erkennen wir, dass die Optimalitdtsfunktionen jeweils genau ein globales
Maximum haben. Daher war unsere Vorgehensweise bei der Bestimmung der optimalen
Selbstbehaltfunktion gerechtfertigt.

Wir gehen zum Fall £ < 1 iiber, die Weibullverteilung ist nun also heavy-tailed. Wir
formen wieder die Ungleichung Sy (¢)? < Sx(t) um

Sy (t)? < Sx(t) < e M < e — 1)k < ot

k1
7)1—19 <t
uo

Die Aquivalenzen lassen sich analog zum Fall & > 1 rechtfertigen. Wir folgern, dass
I'(t) = 1g4(9)<¢y ist, und berechnen weiter O(6)

= P <ottt —= g(0) = (
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() = /0 T Ly (S () — Sy (1)) di
— [ (s - svio a
9(0)
:/ Sy (t)? dt — Sy (t) dt
9(0) 9(0)

:/ e 1ot dt—/ e M dt
g(0) 9(0)

1 e—H09(0) _ le—ug(e)

po 2

Die Gleichheiten lassen sich analog zum Fall £ > 1 rechtfertigen. Bevor wir einige Zah-
lenwerte einsetzen, 16sen wir wieder das Erstversicherer-Problem. Die optimale Selbsbehalt-
funktion ist R*(t) = fg Lisy (5)0" >S5 (s)} 5. Die Ungleichung Sy (5)?" > Sx(s) ist dquivalent
zu g(0*) > t. Wir erhalten also

t t t<g(67),
( ) /0 {g(0%)>s} QS {g(e*) > g(e*)

Kompakter ldsst sich das schreiben als R*(¢) = min(¢, g(6*)). Die entsprechende Ent-
schadigungsfunktion ist I* = (¢t — g(0*)),. Fiir k& < 1 erhalten wir also, dass die optimale
Riickversicherung eine Excess-of-Loss Riickversicherung ist. Wir geben wieder fiir einige
Werte von k, [, mit R ermittelte Naherungswerte fiir 6%, g(6*) und die sich ergebenden
optimalen Selbstbehaltfunktionen an.

0.5, 0.5, 0.5 0.55 | 2.4151 | min(t, 2.4151)
0.5, 1.5,0.3 | 0.8675 | 20.1263 | min(t, 20.1263)

0.8, 2,2 0.845 | 0.8012 | min(¢,0.8012)
0.25, 2.5, 3 0.031 | 0.3557 | min(t,0.3557)

Tabelle 3.6: Optimale Pramienparameter und Selbstbehaltfunktionen fiir Weibull-Exp im
heavy-tail Fall.

In Abbildung 3.3 erkennen wir wieder, dass die Optimalitétsfunktionen O(#) jeweils ein
globales Maximum haben.
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Abbildung 3.3: Funktionsgraphen von O(f), mit Parametern
(k,1, 1) = (0.5,0.5,0.5), (0.5,1.5,0.3), (0.8,2,2), (0.25,2.5,3) in der Reihen-
folge von links nach rechts.

Wir visualisieren als néichstes auch die Uberlebensfunktionen von X und Y, fiir den Fall
k < 1, und deren gegenseitige Lage, fiir die k, [, u wie in der obigen Tabelle. Die Verteilung
von X ist in diesem Fall heavy-tailed.
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Abbildung 3.4: Uberlebensfunktionen Sy, Sy mit Parametern
(k,1, 1) = (0.5,0.5,0.5), (0.5,1.5,0.3), (0.8, 2,2), (0.25,2.5,3) in der Reihen-
folge von links nach rechts.
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3 Das Stackelberg-Spiel zwischen Erstversicherer und Riickversicherer

Der Abbildung 3.4 ist zu entnehmen, dass die Uberlebensfunktionen sich nur einmal
schneiden, wie wir oben bereits algebraisch gezeigt haben. Da die dargestellten Weibull-
verteilungen alle heavy-tailed sind, ist ab dem Schnittpunkt die Uberlebensfunktion von X
grofser als jene von Y. Die x— Koordinaten der Schnittpunkte liegen weiters in der Gro-
fenordnung von f(6*), welches in unserem Fall k£ < 1 den Selbstbehalt des Erstversicherers
darstellt. In den Selbstbehalt flieft modellbedingt nicht nur die jeweilige Einschétzung des
Schadensrisikos ein, sondern auch der Preis fiir den Riickversicherungsschutz. Daraus resul-
tiert die Abweichung des Selbsbehaltes vom Schnittpunkt der Uberlebensfunktionen.

Wir werden jetzt noch den Spezialfall, dass k = 1, und damit beide Parteien eine Expo-
nentialverteilungsannahme haben, betrachten. Die optimale Selbstbehaltfunktion R* ist in
diesem Fall entweder identisch der volle Schaden, oder identisch 0. Wir formen um

Sy(t)g* > Sx(t) — e HTt > ol
> > pb”

l
= — >0

7]

und erhalten damit

t
R*(t) :/0 1{9*<ﬁ} ds.

Um das optimale 6* zu finden, nutzen wir zunichst, dass I’ = 1 — R’, und erhalten
Ir't)=1 {6>1y- Damit ist die zu maximierende Funktion gegeben durch
=

0(0) = / Loty - (e — ) dt.
0 — K

Da e " — e=Ht fallend in @ ist, ist es optimal 6 mdoglichst klein zu wihlen, aber § > 1 /1
immer noch erfiillt ist. Insbesondere muss 1 > [/u sein, damit es eine Losung 6* geben
kann. Diese ist dann 60* = [/u. Es ergibt sich, dass R*(t) = 0 ist, der Erstversicherer also die
volle Riickversicherung, gegeben durch I*(¢) = t erwirbt. Dies passt zu der Beobachtung,
dass [ < p bedeutet, dass X mehr Risiko birgt als Y, in dem Sinne, dass Sx(t) < Sy (t)
fiir alle ¢. Der Erstversicherer rechnet also mit wahrscheinlicheren grofieren Schiden als der
Riickversicherer, und sieht die Prémie fiir vollen Riickversicherungsschutz daher als giinstig
an. Falls umgekehrt [ > g ist, ist [/u > 1, und es gibt keine eindeutige Losung 6* des
Maximierungsproblems des Riickversicherers. Es ergibt sich aber ohnehin aus der Formel
fir R*, dass R*(t) =t fiir alle ¢ ist, also gar keine Riickversicherung gekauft wird.
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3.6.3 Pareto - Pareto

In diesem Teilabschnitt betrachten wir wieder das Spiel aus Abschnitt 3.5. Es haben sowohl
der Erstversicherer als auch der Riickversicherer eine Pareto-Verteilung als Schadensvertei-

lung. Wir legen fest, dass
X ~ Pareto(1, k) und

Y ~ Pareto(1,[), mit [ > 1.

Damit sind die Uberlebensfunktionen auf dem Intervall [1, 00) gegeben durch Sx (¢) = (1/t)*
und Sy (t) = (1/t)!. Die durch die Definition der Pareto-Verteilung bedingte Beschrinkung
auf [1,00) kann man in unserem Kontext etwa dadurch erkléren, dass der Erstversicherer
erst eine Versicherungsleistung erbringen muss, wenn der Schaden grofer als 1 ist, also der
eigentliche Versicherte einen Selbstbehalt hat. Wenn man méochte, dass die Verteilung auf der
gesamten positiven reellen Halbgeraden erklart ist, kann man stattdessen die verschobene
Paretoverteilung mit Uberlebensfunktion S(t) = (1/t + 1) betrachten.
Zunéichst bestimmen wir wieder 0*, geméf Losung (3.10). Wir formen dquivalent um

Sy(t)? < Sx(t) (%)’9 < (%)’f et e 1 < R

«— 1<t AN0<ZIO—-k.
Die Aquivalenzen folgen unter anderem daraus, dass 0 > 16 — k auf ¢ < 1 fithren wiirde,
wir aber ¢ aus [0, 1) ausschliefen. Wir folgern, dass I'(t) = 1{;< - 1k gy ist, und die zu
< k <
optimierende Funktion O(f) wird zu [~ 1< - 1{5<9}(Sy(t)6 — Sy (t)) dt. Wir berechnen
< k<
O(0) als

00) = [~ Lac Lo (Sr(0) - S(t) e
=iz /100(5Y(t)9 — Sy (1)) dt

RVENTEE Y
= 1{’;39}'/1 (1) = () dt
1 1
“lgen g1 1)

Die hier vorkommenden Integrale sind genau dann endlich und existieren, wenn sowohl [
als auch [0 grofser als 1 sind. Es ist also 6 bereits auf das Teilintervall (%, 1] beschréankt.
Wir bemerken, dass es fiir £/l > 1 auf keinen Fall ein eindeutiges optimales 6* gibt, da
dann die Optimalitatsfunktion O(#) identisch gleich 0 ist. Wir schliefsen daher ab jetzt aus,
dass k/l > 1, fordern also dass | > k ist. Da 1/(10 — 1) — 1/(l — 1) fiir wachsendes 6 fallt,
ist es optimal, 6 moglichst klein zu wéhlen, sodass immer noch 6 > 1/1 und 6 > k/I gilt.
Es ldsst sich daher explizit angeben, dass §* = max((l/l) + €, k:/l), wobei € eine ,kleine*
positive Zahl sein soll, die die Schérfe der Ungleichung 6 > 1/l garantiert.

Wir bestimmen jetzt die optimale Selbstbehaltfunktion R*. Hierfiir formen wir die Un-
gleichung Sy (t)?" > Sx(t) dquivalent um, wobei wir diesmal von Beginn an nur ¢ > 1
betrachten.

. " k
Sy ()" > Sx(t) = t" >t —= k>0 = 7>
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Wir erhalten, geméfs Losung (3.10), dass R*(t) = ff Lk g dt. Dieser Ausdruck ist aber
1

identisch gleich 0, da 0* = max((1/l)+€,k/l) < k/l. Der Erstversicherer kauft also die durch
I*(t) =t — 1 gegebene volle Riickversicherung, unabhéngig von 6*, beziehungsweise davon,
wie hoch die zu zahlende Pramie genau ist. Wir beobachten, dass man [ > k so interpretieren
kann, dass der Erstversicherer allen moglichen Schidden eine grofere Wahrscheinlichkeit
zuordnet als der Riickversicherer. Es ist namlich (1/t)¥ = Sx(t) > Sy (t) = (1/t)! fiir alle
t € RT. Dementsprechend ist die Primie aus Sicht des Erstversicherers giinstig.

Wiére umgekehrt [ < k, also der Riickversicherer mit einer vorsichtigeren Schadensein-
schitzung, dann hitte die Maximierungsaufgabe von O(6) keine eindeutige Losung 6*. Aus
der Formel fiir R* folgern wir aber, dass dann ohnehin R*(t) = ¢t —1 gilt. Der Erstversicherer
kauft keine Riickversicherung.

3.6.4 R - Code

In diesem Teilabschnitt sammeln wir den R-Code, mit dem wir die Beispiele dieses Ab-
schnitts numerisch behandelt haben.

Fiir das Beispiel im Teilabschnitt 3.6.1 haben wir zuerst die Verteilungsfunktion einer
Weibull Verteilung auf dem Intervall ,xran2¢ definiert.

F<—function (x,lam k){
1—exp(—(lamx*x) " k)

}

Als néchstes bestimmen fiir jeden unserer k-Werte den entsprechenden I-Wert, und plotten
die Optimalitatsfunktionen. Wir legen dafiir einen zuléssigen Bereich ,xran3* fiir [ fest, und
finden jenes x € xran3, sodass der Abstand von Fyyeipui(pt, , k) zu 1/2 minimal wird. Diese
x benennen wir ,,/ 1,1 2“  etc. Dann definieren wir die Optimalitatsfunktion O(-) mit
den erhaltenen Werten, wobei wir diese im Code ,,f 1“ etc. nennen.

stpsze=0.0005

thRang<—seq (0.0005,1 ,by=stpsze)

my<—3

xran3<—seq (0,7 ,by=0.02)

k 1<—1.5

deltawertel<—abs(F(my,xran3 ,k 1)—0.5)
woistminl<—which(deltawertel=—min(deltawertel))
1 1<—0.02*woistminl

fl<—function (th){
(1/(myxth)—1/my)*(l—exp(—(thsmyxl 1)°k 1))

}

k 2<3
deltawerte2<—abs(F (my,xran3 ,k 2)—0.5)
woistmin2<—which(deltawerte2=—min(deltawerte2))
1 2<-0.02*woistmin2
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f2<—function (th){
;1/(my*th)1/my) *(1—exp(—(thsmyxl 2)°k 2))

k 3<5

deltawerte3<—abs(F(my,xran3 ,k 3)—0.5)
woistmin3<—which(deltawerte3=—min(deltawerte3))
1 3<-0.02*woistmin3

f3<—function (th){
(1/(myxth)—1/my)*(1-exp(—(thsmyxl 3)"k 3))

}

k 4<—T7

deltawerted4<—abs (F(my, xran3 ,k 4)—0.5)
woistmin4<—which(deltawerte4=—min(deltawerted))
1 4<—0.02*woistmin4

fd<—function (th){
(1/(mysth)—1/my)*(1-—exp(—(thsmyxl 4)°k 4))

}

al<—f1
a2<—f2
a3<—f3
ad<—f4

thRang)
thRang)
thRang)
thRang)

A~~~ S~

plot (thRang, al, type="1",ylim=c(0,0.1),xlab="theta"
, ylab="O(theta)", col="red" )

lines (thRang,a2,col="steelblue")

lines (thRang,a3,col="orange")

lines (thRang,a4 ,col="green")

legend ("topright",c("k=1.5" , "k=3" , "k=p" "k=7")
fill= c("red","steelblue" ,"orange" ,"green"))

)

Dann finden wir jene 6 € thRang, die die Optimalitdtsfunktionen maximieren. Hier ist
z.B. ,,lsg 1“ das optimale 0 fiir den Fall £k = 1.5 und das entsprechend bestimmte .

cl<—which (al=—max(al))
Isg l<—clxstpsze

c2<—which (a2=—max(a2))
Isg 2<—c2x*stpsze

c¢3<—which (a3=—max(a3))
Isg 3<—c3*stpsze

c4<—which (a4=—max(a4))
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Isg 4<—cdx*stpsze

Fiir das Beispiel in Teilabschnitt 3.6.2, mit & > 1 definieren wir direkt die Optimali-
tatsfunktion, im Code ,f“, und bestimmen jenen Wert aus ,thRang“ fiir den sie maximal
wird.

m—1

k<—1.2

l<—2

thRang<—seq(0.0025,1 ,by=0.0025)

f<—function (th){
1/(mu % th) — (1/(muxth))s*exp(—muxths* (((muxth)/(1°k))"(1/(k—1)))) —
1/mu + (1 /mu)*exp(—mu* (((muxth)/(1°k))"(1/(k—1))))

a<—f (thRang)
c<—which (a=—max(a))
lsg<—cx0.0025

Fiir den Fall k£ < 1 aus dem selben Teilabschnitt 3.6.2 ist der Code analog.
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4 Schlussfolgerung

Wir haben in der vorliegenden Arbeit zwei in verschiedenem Ausmafl asymmetrische Sta-
ckelberg - Spiele betrachtet. Diese Spiele modellieren das Verhéltnis zwischen einem Erstver-
sicherer und einem Riickversicherer. Dabei hatten wir als Ziel jeweils die Maximierung der
erwarteten Vermdgen und als Pramienkalkulationsprinzip das Proportional-Hazard Prinzip.
Wir haben fiir beide Spiele allgemeine Losungen gefunden.

In weiterer Folge haben wir spezifische Verteilungsannahmen getroffen, und die gewon-
nenen allgemeinen Losungen auf diese Situationen angewandt. So haben wir etwa, als Bei-
spiel fiir das zweite Spiel angenommen, dass der Erstversicherer eine Weibullverteilung fiir
den Schaden hat, und der Riickversicherer eine Exponentialverteilung. Fiir den Fall, dass
die Weibullverteilung heavy-tailed ist, haben wir als optimale Riickversicherungsform die
Excess-of-Loss Riickversicherung erhalten. Der Selbstbehalt war dort in der Gréfenordnung
des Ortes auf der x-Achse, wo sich die Uberlebensfunktionen der beiden Schadensverteilun-
gen kreuzen. Wir haben in den Beispielen die Lésungen numerisch mit R berechnet. Der
entsprechende R-Code liegt in einem eigenen Teilabschnitt bei.
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