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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Metamodelle und deren Anwendungen erlautert.

Im ersten Teil wird auf die Theorie der Metamodelle eingegangen. Es wird im Speziellen die
Herleitung von linearen Regressionsmodellen erldutert. Im Anschluss werden Arten vorgestellt, um
Antwortflichen zu beschreiben. Unter den vorgestellten Methoden sind polynomiale Regression,
Weighted-Interpolation, Moving-Least-Square-Regression, Radiale-Basis-Funktion-Interpolation,
Kriging, Gauf3-Prozess-Regression und kiinstliche neuronale Netzwerke. Im Folgenden wird auf
die Validierung von Metamodellen eingegangen. Hierbei werden Fehlermafle, der Determinations-
koeffizient, Split-Sampling, Kreuzvalidierung und der Prognosekoeffizient ndher behandelt. Als
Néchstes werden Methoden zur statistischen Versuchsplanung beschrieben. Es werden Verfahren
wie die vollfaktoriellen Versuchspléne, Central-Composite-Design und teilfaktorielle Versuchspléne
erklart. Zuletzt werden das Monte-Carlo- und Latin-Hypercube-Sampling vorgestellt.

Im néchsten Kapitel werden Anwendungsméglichkeiten von Metamodellen in der Struktur-
mechanik erldutert. Hierbei wird auf die Sensitivitdtsanalyse, Berechnung der Versagenswahr-
scheinlichkeit und Optimierung eingegangen. Zusétzlich wird der Aufbau von Metamodellen fiir
Feldgrofen erldutert.

Im néchsten Kapitel wird mithilfe der vorgestellten Methoden die Heiflgaswand eines Rake-
tentriebwerks untersucht. Hierbei wird zuerst durch eine Sensitivitdtsanalyse die wichtigsten
Parameter ermittelt. Danach wird ein Feld-Metamodell fiir die plastischen Verzerrungen fiir
acht Zyklen aufgebaut, um von diesen die Anzahl von Lastzyklen, bei dem ein Versagen der
Heiflgaswand auftritt, zu berechnen. Mit diesem Modell wird im Anschluss ein Histogramm der
Zyklen bis zum Versagen erstellt.

Im letzten Kapitel wird generell iiber die Anwendbarkeit von Metamodell diskutiert.
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Abstract

In this master thesis, metamodels and their applications are explained.

The first part deals with the theory of metamodels. In particular, the derivation of linear
regression models is explained. Subsequently, types of describing response surfaces are presented.
These include polynomial regression, weighted interpolation, moving least square regression,
radial basis function interpolation, kriging, Gaussian process regression and artificial neural
networks. In the following, the validation of metamodels is discussed. Here, error measures,
the coefficient of determination, split sampling, cross-validation and the prediction coefficient
are discussed in more detail. Next, methods for statistical experimental design are described.
Methods such as full factorial experimental designs, central composite design and partial factorial
experimental designs are explained. Finally, Monte Carlo and Latin hypercube sampling are
introduced.

In the next chapter, possible applications of metamodels in structural mechanics are explained.
Sensitivity analysis, calculation of failure probability and optimisation are discussed. In addition,
the structure of metamodels for field variables is explained.

In the next chapter, the hot gas wall of a rocket engine is examined using the methods presented.
First, the most important parameters are determined by a sensitivity analysis. Afterwards, a
field metamodel for the plastic strain is built for 8 cycles in order to calculate the number of
load cycles at which a failure of the hot gas wall occurs. This model is then used to create a
histogram of the cycles to failure.

In the last chapter, the applicability of metamodels is discussed in general.
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Kapitel 1
Einleitung

Durch die Steigerung der Leistungsfiahigkeit von Computern in den letzten Jahrzehnten und die
damit einhergehende Entwicklung von numerischen Methoden in den Ingenieurwissenschaften,
kénnen Strukturen im Ingenieurbereich genauer untersucht werden. Einerseits kénnen Modelle
feiner modelliert und in derselben Zeit berechnet werden wie grobere Modelle vor einigen Jahren.
Andererseits konnen nichtlineare und/oder zeitabhéangige Probleme beriicksichtigt werden. Es
haben sich daher auch flexible Methoden wie die Finite-Elemente-Methode (FEM) durchgesetzt.
Mit ihnen koénnen reale Strukturen genauer approximiert und nichtlineares u. dynamisches
Verhalten untersucht werden.

Jedoch wird durch nichtlineare und dynamische Probleme der Rechenaufwand erheblich erhoht,
da das Rechenmodell oft ausgewertet werden muss, wie es z. B. bei Optimierungsproblemen oder
Zuverléssigkeitsanalysen der Fall ist. Um den Zeitaufwand zu verringern, konnen Metamodelle
verwendet werden. Hierbei wird das Modell an ausgewéhlten Stiitzstellen im Raum (Eingangsva-
riablen des Modells) berechnet und mithilfe von Regressions- oder Interpolationsverfahren ein
Metamodell erstellt. Metamodelle sind mathematisch einfach aufgebaut und kénnen daher schnel-
ler ausgewertet werden. Durch die einfache Gestalt kénnen auch mathematische Operationen wie
z. B. Ableitungen leichter durchgefiihrt werden.

In Abbildung 1.1 ist der Ablauf bei der Metamodellierung vereinfacht dargestellt. Zuerst miissen
fiir ein Set an Inputparametern x; i = 1,...,n die Ergebnisse des Modells z; = M(x;) berechnet
werden. Mit den Eingabe- und Ausgabewerten (x;, z;) wird im Anschluss ein Metamodell erstellt
und verwendet um mit anderen Werten der Inputvariablen x die dazugehorigen Ausgabewerte
g zu ermitteln. Man muss sich jedoch im Klaren sein, dass es sich bei § nicht um das wahre
Ergebnis des realen Modells y = M (z) handelt, sondern lediglich um eine Approximation.

(x1,91) \

(x2,92) Metamodell
. generierung

(Xna yn) j

Input/Output-
Daten des Modells

X —— Metamodell — ¥

Abb. 1.1: Metamodellierung
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8 1 Einleitung

In Kapitel 2 dieser Arbeit wird auf die Grundlagen der Metamodelle eingegangen. Es werden
Ansétze fiir Regression- und Interpolationsfunktionen erldutert und beschrieben wie mit den
vorhandenen Daten diese aufgebaut werden konnen. Da es sich bei Metamodellen um eine
Approximation der realen Funktion handelt, muss getestet werden, ob das Metamodell die Werte
der realen Funktion korrekt wiedergeben kann. Verfahren zur Validierung der Genauigkeit der
Approximation werden im anschlieenden erlautert. Zuletzt wird auf das Erzeugen von Stiitzstellen
eingegangen. An diesen Stellen muss das reale Modell ausgewertet werden, wobei mit diesen
Werten das Metamodell erzeugt wird. Auf diese Verfahren ist ein besonderes Augenmerk zu legen,
da durch die Wahl der Stiitzstellen auch die Giite des Metamodells beeinflusst wird. In Kapitel 3
wird auf Anwendungen von Metamodellen eingegangen, im Speziellen fiir Ingenieurprobleme. In
Kapitel 4 werden Metamodelle verwendet, um die Lebensdauervorhersage der Heilgaswand einer
Brennkammer zu bestimmen.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

Kapitel 2

Metamodelle

2.1 Metamodellierung
2.1.1 Grundlagen

Metamodelle oder auch Antwortflichenmodelle genannt (engl. Response-Surface-Models) sind
einfache mathematische Modelle, um Ergebnisse von (numerischen) Experimenten eines komple-
xeren Modells zu beschreiben. Die Antwortflichenmodelle sind Funktionen von verdnderlichen
Eigenschaften des komplexen Modells, z. B. konnen diese fiir mechanische Probleme, geometrische
Eigenschaften, materielle Eigenschaften oder Art und Gréfie von Belastungen sein. Es soll jenes
Modell gewahlt werden, das die Daten der Experimente am besten beschreiben kann. Es werden
im Grunde zwei Arten von Response-Surface-Models unterschieden, sieche Abbildung 2.1:

o Regressionsmodelle

o Interpolation Modelle

10 4
5 1
> >
0 s
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x
(a) Regressions Modell (b) Interpolation fiir lineare Modell

Abb. 2.1: Arten von Response-Surface-Modellen

Nimmt man an, dass ein Modell n Variablen besitzt z;; ¢ = 1,..,n, die zum Vektor x =
[z1 ... 2,]7 zusammengefasst werden kénnen und die Antwort mit z(x) gegeben ist. Die exakte
Funktion soll durch eine mathematisch einfachere 7(x) ersetzt werden, die jedoch den Zusammen-
hang zwischen den Ergebnissen z und Variablen x abbilden kann. Um Ungenauigkeiten zwischen
z(x) und n(x) auszugleichen, wird ein zufélliger Fehlerterm e in Rechnung gestellt, der einen
Erwartungswert von null besitzt. Der Zusammenhang kann wie folgt angeschrieben werden:

Z(X) = 77(171, cey Pus L1, 71"”) +e= U(P,X) +e (21)

mit den Parametern p;; j = 1,...,v der Approximationsfunktionen 7(.). Als Nachstes wird der
Erwartungswertoperator E [.] auf z(x) angewandt:

n(p;x) = E[z(x)] (2.2)
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10 2 Metamodelle

daraus folgt, dass der Erwartungswert von z die Funktion 7 ist. Diese wird Antwortflache
(Response-Surface) genannt [3]. Die Parameter p von n miissen so gewéhlt werden, damit die
Gleichung (2.2) erfiillt ist. In Abbildung 2.2 ist eine Antwortfléche fiir zwei Variablen (z1,72)
dargestellt.

\)
-©
o

o
Lo - 1 o e NS
0

-------0
L g

——-----0

Abb. 2.2: Response-Surface und Datenpunkte

2.1.2 Regressionsmodelle

Wie im Abschnitt 2.1.1 angefiihrt werden zwei Arten von Modellierung beschrieben: Regression
und Interpolation. Bei Regressionsmodellen werden die Parameter p durch Minimierung der
Kleinsten-Fehlerquadratsumme bestimmt:

N
S =3 [s—n(xx;p)° — min (2.3)
k=1

wobei N die Anzahl der Zufallsexperimente ist und der aufsummierte Term den Fehler zwischen
der realen Funktion z und der Antwortfliche n bei Experiment k£ angibt. Es werden meist lineare
Regressionsmodelle verwendet, bei denen die Funktion 7 linear von p abhéngig ist. Die Eingangs-
variablen x kénnen auch nichtlinear vorhanden sein. Daher kann die Antwortflachenfunktion wie
folgt geschrieben werden:

n(x;p) =Y fi(x)p; =" (x)p (2.4)
=1

wobei fj(x) Funktionen sind, die im Allgemeinen von allen Eingangsvariablen x;; ¢ = 1,...,n
abhangen. Im zweiten Teil von Gleichung (2.4) ist die Vektorschreibweise angefiihrt. Durch
Einfiigen von Gleichung (2.4) in (2.3) erhdlt man die linear von p abhéngige Fehlerquadratsumme:

k=1

N v 2
S=3 [% -y fj(xk)pj] = [z —Fp]" [z — Fp| (2.5)
=1
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2.1 Metamodellierung 11

wobei z = [21 ... zy]" der Vektor mit den Ergebnissen der Zufallsexperimente und F eine Matrix
mit den Funktionsauswertungen Fj; = f;j(x}) ist. Durch Ableiten von Gleichung (2.5) nach p
und null setzen erhélt man die Bestimmungsgleichung fiir p:

oS
7p = (2~ Fp)' (z-Fp)=0

—2Fz + 2FFTp =0 (2.6)
Den Ausdruck fiir den Parametervektor erhélt man durch Auflésen nach p:

p= (FTF)_1 Fz (2.7)

Bei Gleichung (2.7) handelt es sich um ein spezielles p*, weil durch die Wahl anderer Experimente
(Eingangsvariablen x und Ergebnisse z) sich die Matrix F und der Ergebnisvektor z dndern [3].
Durch Anwendung des Erwartungswertoperators auf p* erhélt man den Erwartungswert p:

E[pl=p (2.8)
Durch Annahme, dass sich die Kovarianz der Ergebnisse wie folgt berechnet:
Co. =E|[(z—E[2]) (2 E[2)"| = oI (2.9)

wobei 02 die Varianz des Fehlers ¢ ist, kann auch die Kovarianz des Parameters p angegeben
werden [5]:
* * T 2 T -1
Cpp = E [(p -p)(P*—p) ] =0 (F F) (2.10)
Mit der Kovarianzmatrix Cpp kann die Varianzfunktion der Antwortfliche 7 wie folgt beschrieben
werden:

02(x) = E [[n(x;p) — n(x; p")]*| = £ (x)Cppf (x) (2.11)

Die Varianz des zu schitzenden Wertes z kann durch die Beriicksichtigung des Fehlerwertes ¢
angegeben werden:

1

o2x) = B[[z ~ B[] = o [1 +£7(x) (FTF) f(x)] (2.12)

Mit der Varianzfunktion kénnen Konfidenzintervalle fiir die zu schiatzenden Werte z angegeben
werden.

2.1.3 Polynomiale Regression

Bei der polynomialen Regression werden die Funktionen f;(x) in Gleichung 2.4 durch Polynome
der Eingangsvariable x und deren Grad definiert. Eine Polynomfunktion vom Grad zwei und mit
Eingangsvariablen z;; i = 1, ...,n lasst sich wie folgt darstellen [3]:

F@) = Bo+ 3 Biwi+ D> Bz (2.13)

Y
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2 Metamodelle

Gleichung (2.13) kann so umgeformt werden, dass sie der Gleichung (2.4) entspricht. Fiir
eine Polynomfunktion vom Grad zwei und mit x = [z122]7 wiirde sich der Vektor f(x) aus
Gleichung (2.4) wie folgt darstellen lassen:

und der Parametervektor hétte sechs Eintrage p = [p1 ... ps

fT(x):{l T Ty TiT2 TF CL‘%}

I

(2.14)

Bei der Polynomialregression muss erwiahnt werden, dass mit zunehmendem Grad die Funktion
genauer an die Ergebnisse angepasst werden kann. Jedoch kann es hierbei zu einer Uberanpassung
der Daten kommen. Dabei werden die Ergebnisse zi, die zum Erstellen der Regressionsfunktion
verwendet wurden, genau von der Antwortfliche wiedergegeben. Werte an anderen Stellen der
Funktion sagen nichts iiber die zu approximierende Funktion aus, siehe Abbildung 2.3.

. L1 .
1 | [ x2 4 1 1 - - - x2 ,/
© Daten O Daten ‘
— Regression — Regression
= 0.5 > 0.5
0 - —=—= 0-t1-
0 02 04 06 0.8 1 0 1
T T
(a) Regressionspolynom vom Grad zwei (b) Regressionspolynom vom Grad sechs (Uberanpas-
sung)

Abb. 2.3: Uberanpassung von 2 + & mit ¢ ~ A(0,0.04)

Fiir die Antwortflichenmethode werden oft Polynome vom Grad eins (Gleichung (??)) oder
zwei (Gleichung (2.13)) verwendet.
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f(x) = Bo+ Zﬁzfcz

(2.15)

Es werden auch Funktionen vom Grad eins verwendet, bei denen zusétzlich die gemischten

quadratischen Terme vorkommen:

f(x) 250-#251'%’—#

Z Z /Bijxixj

i j<i

(2.16)

Polynomfunktionen werden auch in Kombination mit anderen Funktionstypen verwendet. Hierbei
bildet die Polynomfunktion den Trend/Mittelwert der zu approximierenden Funktion ab und
eine dariibergelegte Funktion beschreibt lokale Phénomene [3].
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2.1 Metamodellierung 13

2.1.4 Weighted-Interpolation

Die zweite Art um Antwortflichen aufzubauen ist mithilfe von Interpolationsmodellen. Eine géangi-
ge Methode ist die Weighted-Interpolation. Hierbei wird die Antwortflache tiber die Multiplikation
von Gewichten w; und den Ergebnissen an Stiitzstellen z; gebildet:

N .
Lj} Wizi (2.17)
Z¢:1 Wy

wobei die Summe der Gewichtungen im Nenner zur Normierung verwendet wird. Die Gewichtungen
sind selbst Funktionen, die von x abhéngen [3] [22].

Eine géngige Funktion fiir w; wére die inverse Distanzfunktion. Dabei wird die Distanz zwischen
zwei Punkten x; und x;, iber den euklidischen Abstand ermittelt [22]:

n(x) =

d(xj,%k) = [|xj — x| (2.18)
Die Gewichtungsfunktion ergibt sich aus der Inversen des Abstands zu:
w(d) =1/(d+¢€)® (2.19)

wobei € eine kleine positive Nummer zur Regularisierung ist und a ein positiver Exponent, der
oft mit 2 gewahlt wird [3]. Daraus ergibt sich die Interpolationsfunktion zu:

x) — Z{c\[:lw(HXi_XH)Zi
"0 = (e — ) (220)

Weighted-Interpolationsfunktionen kénnen ohne grofien Rechenaufwand (keine Matrixmultipli-
kationen oder -invertierungen) mit zusétzlichen Punkten erweitert werden. Somit lasst sich die
Antwortflache leicht verfeinern [5]. In Abbildung~2.4 wird mittels Weighted-Interpolation eine
Versagenskurve approximiert.

1.25

1¢

0.75

Z2

0.5

0.25

|
0 025 0.

|
0 5 0.75 1 1.25

T

Abb. 2.4: Approximation einer Versagenskurve mittels Weighted interpolation
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14 2 Metamodelle

2.1.5 Moving-Least-Square Regression

Das Moving-Least-Square-Verfahren ist dhnlich zu der polynomialen Regression. Die Funktion ist
wie in Gleichung (2.4) aufgebaut. Der Unterschied besteht darin, dass nicht die Fehlerquadrat-
summe (Gleichung (2.5)) zu minimieren ist, sondern eine gewichtete Fehlerquadratsumme [22]:

N v 2
S(x) =Y wi(x,xy) {Zk - fj(xk)pj] = [z — Fp]" W(x) [z - Fp] (2.21)
k=1 i=1

wobei die Matrix W (x) eine Diagonalmatrix ist. Aus der Gleichung (2.21) ist ersichtlich, dass
die Minimierung fiir jeden zu untersuchenden Punkt x durchzufiihren ist. Durch Ableiten von
Gleichung (2.21) nach p, Null setzen und Auflésen nach p erhélt man eine Bestimmungsgleichung
fir den Parametervektor [22]:

95 _ 0[z - Fp]” W(x) [z - Fp]

— = =0

op op
—2FTW (x)z + 2FT W (x)Fp = 0 (2.22)
p= [FTW(X)FT1 FTW(x)z (2.23)

Wie man in Gleichung (2.23) sieht, ist der Parametervektor p von dem Eingangsvektor x abhéngig,
damit muss p fiir jedes zu untersuchende x neu berechnet werden. Die Antwortflache ergibt sich
somit zu: )

n(x) = £7(x) [FTW(x)F|  FT'W(x)z (2.24)

Da in Gleichung (2.24) fiir jeden Punkt die Matrix FT' W (x)F invertiert werden muss ist der
Grad der Polynomfunktion von entscheidender Bedeutung, da er und die Anzahl der Eingangsva-
riablen die Grofie der Matrix bestimmten [22].

Fiir die Wichtungsfunktion gibt es verschieden Formen, es wird lediglich gefordert, dass die
Wichtungsfunktionen monoton fallend sind [22]. Wie auch bei der Weighted-Interpolation wird der
Abstand zwischen dem untersuchten Punkt x und einem Referenzpunkt x; als Argument fiir die
Wichtungsfunktion gewahlt. Es konnen zusatzliche Parameter in den Funktionen enthalten sein.
Die Gaufische Glockenfunktion wére eine oft verwendete Wahl fiir die Wichtungsfunktion [22]:

w(d) = e 3(5)° (2.25)

Eine weitere Formulierung ware:
1

w(d) = 1+ adb

In Abbildung 2.5 sind Abhéngigkeiten der Wichtungsfunktionen nach Gleichung (2.25) und (2.26)
von ihren Parametern dargestellt. In Abbildung 2.6 und 2.7 wird die Funktion z(z) = z sin(z)
mittels Moving-Least-Square-Regression approximiert und der Einfluss des Polynomgrads sowie
des Einflussradius dargestellt.

Um numerische Probleme bei der Inversion zu vermeiden, kénnen wie bei der Weighted-
Interpolation die Wichtungen regularisiert werden [22]:

(2.26)

w(d;)

wids) = ol (dy)

(2.27)
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(a) Wichtung nach Gleichung (2.25)
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Abb. 2.5: Grafische Darstellung von Wichtungsfunktionen
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Abb. 2.6: Approximation von z(z) = xsin(z) mit Moving-Least-Square-Regression, mit Grad 1
u . Wichtungsfunktion aus Gleichung (2.25)
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Abb. 2.7: Approximation von z(z) = xsin(z) mit Moving-Least-Square-Regression, mit Grad 2
u. Wichtungsfunktion aus Gleichung (2.25)

Wie in [14] beschrieben kann Gleichung (2.24) auch wie folgt geschrieben werden:
n(x) = ®ME5 (x)z (2.28)

wobei man ®(x) als Interpolationsvektor interpretieren kann. Um ein Interpolationsverfahren zu
erhalten, muss der Interpolationsvektor ®%5 folgende Eigenschaft besitzen:

OMES (x;) ~ 6y (2.29)

Daraus ergibt sich, dass man mit geeigneter Wahl der Wichtungsfunktion eine starke Anpassung
an die Ergebnisse z erzielen kann. Glattungen, wie sie bei der Regression iiblich sind, treten
keine mehr auf~[22]. Fiir die Wichtungsfunktion wird in~[14] folgende Funktion angegeben:

(frte)—(1+0)72

e2— (1462 (2:30)

w(d) =

wobei D der Einflussradius und € ein Regularisierungsparameter ist, der in [14] mit dem Wert
10~° angegeben ist. Es ist anzumerken, dass die Antwortfliche durch diese Wichtungsfunktion
nahezu unabhéngig vom Einflussradius ist.

2.1.6 Radiale-Basis-Funktionen-Interpolation

Radiale-Basis-Funktionen-Interpolation ist eine Interpolationsmethode, bei der die Antwortflache
wie folgt aufgebaut ist [5]:

N
n(x) =Y ¢illlx —x;|)p; = ¢" (x)p (2.31)
j=1

wobei ¢;(.) die namensgebenden Radialen-Basis-Funktionen sind, die als Argument den eukli-
dischen Abstand von den Punkten x und x; iibernehmen. Die Punkte x; sind Stiitzpunkte an
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Abb. 2.8: Approximation von z(z) = xsin(x) mit Radial-Basis-Funktion-Interpolation, mit der
Radialen-Basis-Funktion aus Gleichung (2.34)

denen die Ergebnisse z; bekannt sind. Die Radialen-Basis-Funktionen sind einfache Funktionen,
die lediglich vom Abstand zweier Punkte abhéngen. Im Folgenden sind einige angefiihrt [6].

e Lineare:
p(r) =cr (2.32)
e "thin plate spline":
o(r) = crlog(r) (2.33)
¢ Gauflische Funktionen: ,
p(r)=e (2.34)

Da es sich um eine Interpolationsmethode handelt, muss es genau soviel Parameter wie
Stiitzstellen geben. Um die Koeffizienten bestimmen zu koénnen, wird Gleichung (2.31) mit den
Ergebnissen gleichgesetzt [3]:

N
2z = 2(Xp) = Z o;(lIxx —x;l)pj ; k=1,.,N (2.35)
j=1
und in Matrix-Vektor-Schreibweise:

z = Pp (2.36)
wobei die Matrix @ die Auswertungen der Radialen-Basis-Funktionen ®5; = ¢;(x) — x;) enthélt.
Auflésen von Gleichung (2.36) nach p liefert eine Gleichung fiir die Koeffizienten [26] [3]:

p=0&lz (2.37)

In Abbildung~2.8 wird die Funktion z(x) = wxsin(z) durch die Radiale-Basis-Funktionen-
Interpolation approximiert. Als Funktion wurde die gauflische Funktion gewéhlt und fiir unter-
schiedliche Hyperparameter ¢ ausgewertet.
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18 2 Metamodelle

Ein wichtiger Nachteil bei Radialen-Basis-Funktionen ist, dass sie nicht in der Lage sind einfache
Funktionen wie konstante oder lineare darzustellen. Eine Moglichkeit dem entgegenzuwirken, ist
es, sie mit der linearen Regression zu kombinieren [3]:

20 =g+ 32+ 3 o(Ix®) = xD ) (2.38)
=1 j=1

und in Matrix-Vektor-Schreibweise:
z =Fp' + ®p (2.39)

Es kann zuerst das Regressionsmodell und im Anschluss das Radiale-Basis-Funktionen-Modell
aus der Differenz der Daten und des Regressionsmodells ermittelt werden [3]. Eine weitere
Variante ist in [1] beschrieben. Es wird gefordert, dass F7p = 0 erfiillt ist, woraus sich folgendes
Gleichungssystem fiir die Parameter p’ und p ergibt [1]:
® F Z
s £l [ o

p
p’

2.1.7 Kriging-Verfahren

Kriging ist eine Gruppe von Verfahren, die den Wert an einem Punkt, an dem kein Ergebnis
vorhanden ist, durch Interpolation von rdumlich nahen Punkten, an denen Ergebnisse vorhanden
sind, vorhersagen. Kriging zdhlt zu den linearen Schéatzverfahren, da der zu schidtzende Wert
durch eine Linearkombination von bekannten Werten ermittelt wird. Ein Krigingmodell sieht im
Allgemeinen wie folgt aus [7] [22]:

n(x) =px)+Y(x)+e (2.41)

wobei p(x) eine Mittelwertfunktion und Y (x) ein stochastischer GauBlscher Prozess ist. Je nach
Verfahren werden Annahmen fiir die Mittelwertfunktion getroffen. Der zu schitzende Wert wird
durch Linearkombination der bekannten Werte ermittelt [20] [22]:

N
n(x) = Z Niz(x;) = Az (2.42)
i=1
wobei z = [2(X)1, ..., 2(x)n]T] bekannte Werte an den Stellen x; i = 1,...,n sind und X =

[N, ..., An]T die zu bestimmenden Gewichtungen. Die Gewichtungsfaktoren sind vom Punkt x
abhingig an dem der Wert zu schétzen ist. Eine Annahme des Kriging-Schétzers ist, dass er
erwartungstreu ist [20] [22]:

E[n(x)] = E[2(x)] (2.43)

wobei z(x) der wahre Wert an der Stelle x ist. Die Wichtungen werden durch die Minimierung
der Fehlervarianz zwischen dem wahren und geschétzten Wert ermittelt [20]:

E {(z(x) - )\Tz) 2} —  min (2.44)

Fiir das Kriging-Verfahren wird auch eine Annahme iiber die Kovarianz benétigt. Diese wird
meist tiber das Variogramm 7 beschrieben [22] [7]:

29(x;,%;) = Var ((2(x;) - 2(x;)) (2.45)
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2.1 Metamodellierung 19

wobei Var (.) die Varianz ist. Durch Annahme, dass es sich bei der gesuchten Funktion um einen
stationdren Prozess (E [z(x)] = m und Cov (2(x;), 2(x;)) = Cov (h)) handelt, kann auch das
Variogramm lediglich durch den Abstand h der Punkte x; und x; angeschrieben werden:

2y(h) = Var (z2(x; + h) — 2(x;)) (2.46)
Das empirische Variogramm wird tiber folgende Gleichung berechnet [22] [7]:

1) = g 2 (:60) = 2(x) (247

N(h)

Dazu werden die Abstdnde der Datenpunkt x; zueinander und die Differenz ihrer Ergebnisse
z(x;) bestimmt. Im Anschluss werden die Abstédnde in Gruppen unterteilt und fiir jede Gruppe
der Variogrammwert (Gleichung 2.47)) berechnet. Die so berechneten Punkte werden an einem
zu wihlenden Variogrammansatz angepasst. Die meisten Ansétze werden iiber drei Parameter
definiert, Nugget, Still und Range. Das Nugget ¢y beschreibt die Varianz am Punkt der Beob-
achtung. In Anwendungen ohne Rauschen muss das Nugget den Wert null haben, damit die
Gleichung (2.46) erfullt ist. Still ¢ ist der Schwellwert den das Variogramm maximal erreichen
kann. Range r gibt den Einflussbereich des Variogramms an [22] [24]. Die gebrauchlichsten
Ansétze sind in der folgenden Aufzéhlung angegeben [22]:

e Lineares Modell

co+E2Lh fur 0<h<r
h) = r 2.48
(k) {c fir r<h ( )
e Sphérisches Modell
_ 3h _ b
~(h) = co + (c co)(% 2T3) fir 0<h<r (2.49)
c fir »r<h
o Exponentielles Modell
h
v(h) =co+ (c— o) (1 - e‘?) (2.50)

e Gaufisches Modell ,
v(h) = co + (¢ — co) (1 —e () ) (2.51)

In Abbildung 2.9 sind die aufgezédhlten Variogramansétze grafisch dargestellt.
Das Variogramm kann auch in Verbindung mit der Kovarianz gebracht werden, dazu wird
Gleichung 2.45 aufgelost [7]:

2y(xi, x5) = Var (2(x;) — 2(x;)) =
=E[((s— ) — (E[z] - E[5))?] =
=E[((z —E[a)) - (z - E[5)?] =
=E[(z — B[2])* - 2(z - E[5])(5 — Blz)) + (3 — E[))?] =
= Var (z, z;) — 2Cov (z;, z;) + Var (zj, z;) (2.52)
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Abb. 2.9: Anséitze fiir das Variogram ohne Nugget-Effekt

Wenn noch beriicksichtigt wird, dass es sich bei z(x) um einen stationéren Prozess handelt, bei
dem die Kovarianz nur durch den Abstand h der betrachteten Punkte bestimmt ist, ergibt sich
der Zusammenhang zu:

2v(h) = 2[Cov (0) — Cov (h)] (2.53)

Im Folgenden wird auf das Simple- und das Ordinary-Kriging ndher eingegangen. In der Lite-
ratur finden sich noch weitere Kriging-Verfahren, die vor allem in der Geostatistik Anwendungen
finden [7].

Simple-Kriging: Beim Simple-Kriging wird angenommen, dass eine Mittelwertfunktion p(x)
vorhanden und bekannt ist [7]. Sie kann z.B. durch ein Regressionsmodell (siche Abschnitt 2.1.2)
ermittelt werden. Mithilfe der Mittelwertfunktion kann die Differenz y(x) = z(x) — pu(x) an
jedem Punkt bestimmt werden. Beim Simple-Kriging wird nun die Differenz y(x) approximiert:

y(x) = [2(x) — p(x)] = Z i [2(xi) = p(xi)] = Ay (2.54)
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2.1 Metamodellierung 21

Das Simple-Kriging kann auch so interpretiert werden, dass der Mittelwert gleich null ist, das
kann durch Anwenden von Gleichung (2.43) auf (2.54) erkannt werden. Durch Einsetzen von
Gleichung (2.54) in (2.44) erhélt man die Bestimmungsgleichung fiir die Gewichtungen \;:

E [(y(X) ~ATy)"

= B [y(x)? - 22 yy(x) + ATyy"A| =

= Var (y(x)) — 22" Cov (y,y(x)) + AT Cov (y,y) A =
=02 —2Xcy, + ATCy A (2.55)

wobei Var (y(x)) die Varianz am Punkt x, der Vektor Cov (y, y(x)) (mit ¢; = Cov (y(x;),y(x)))
die Kovarianz zwischen den bekannten Ergebnissen y und den unbekannten Wert y(x) ist. Die
Matrix Cov (y,y) (mit C;; = Cov (y(x;),y(x;))) ist die Kovarianz zwischen den bekannten
Ergebnissen. Durch Ableiten von Gleichung (2.55) nach AT und Umformen erhilt man die
Gleichung fiir den Vektor der Gewichtungen A:

A=Cjcyy (2.56)
Durch Einsetzen in Gleichung (2.54) erhélt man die Antwortflache:

v =l ol la— u (2.57)

und durch Einsetzen in Gleichung (2.55) erhélt man die Varianz:

0% (x) = 0% — C}T,yyC;;,cyﬂ (2.58)
Ordinary-Kriging: Beim Ordinary-Kriging wird die Mittelwertfunktion als konstant pu(x) =
g und unbekannt angenommen [7]|. Die angesetzte Funktion hat die gleiche Gestalt wie in
Gleichung (2.42). Der Erwartungswert der realen Funktion z(x) und der Antwortfliche n(x) muss
gleich dem Mittelwert p sein, daraus ergibt sich:

p=E[(x)]=E lz Aiz(X)] =2 AB[x)] = i =p (2.59)

Aus Gleichung (2.59) wird ersichtlich, dass die Summe der Gewichtungen gleich 1 ergeben muss [7]:

N
=1 (2.60)
=1

Durch Berechnung der Varianz des Fehlers zwischen z(x) und 7(x) kann die Bestimmungsglei-
chung fiir AT gefunden werden:

Var ((x) — n(x)) = B

= 2§:A,z +ZZ“Z>‘% X;) (2.61)

i=1 i=1j=1
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Durch die Addition mit null:

N ) N ZQ (Xz) N N N ZQ(X]')
0= ;/\iz (XZ) —Z)\i 9 Z)\j—ZAZ‘ZAJ‘ 9 (2.62)

i=1 j=1 i=1  j=1

=1 =1

und der Definition des Variogramms (Gleichung (2.45)) wird Gleichung (2.61) zu [7]:

E 2§:Ai(2(xi)_2z(x))2 _ iimj (2(xi) —22(Xj))2 _
i=1

1=1 1=1

2(x;) — 2(x))? N 2(x;) — 2(x4))?
E [(=( )2 ()”—ZZAWE[(( )2 (x5))°]

i=1 1=1 1=1

N N N
D> Aiv(z(xi), 2(x) = D> Midy(z(xi), 2(x;)) =

=1 1= 1=1

=22y - ATTA (2.63)

Il
b

Um A ermitteln zu kénnen, muss folgendes Minimierungsproblem gel6st werden:
min 22y — ATTA
A (2.64)
st. Af1-1=0

wobei 1 ein Vektor mit nur Einsen ist. Das Minimierungsproblem wird mithilfe der Lagrange-
Multiplikator-Methode gelost. Hierzu wird die Lagrange-Funktion ¢(A, w) aufgestellt:

p(Aw) = 2xy = NTTA + 20 (AT1 - 1) (2.65)

wobei w der Lagrange-Multiplikator ist. Anschlieend wird nach A und w abgeleitet und man
erhélt ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten:

&pg\, “) _ 9y~ 2TA+ 201 = 0
- i‘ ) (2.66)
TANY) _1Tx—1=0
ow
Durch Auflésen des Gleichungssystems (2.66) erhélt man Ausdriicke fiir A und w [7]:
1-1TT" 1y
A=D1t |{~y+r1— -7 2.67
1—1T7"1y
e 2.68
R ES et (2.68)
Durch Einsetzen von Gleichung (2.67) in (2.41) ergibt sich die Antwortflache zu:
1-170 4\
n(x) = <7 1 ) 'z (2.69)
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2.1 Metamodellierung 23

und durch Einsetzen in (2.63) erhilt man die Kriging-Varianz:

(1—17T~)?

e (2.70)

ook =7 Ty —

2.1.8 GauB-Prozess-Regression

Die GauB-Prozess-Regression ist im Grunde dieselbe Methode wie Kriging, jedoch mit einer
anderen Herangehensweise. Ein Gauf-Prozess ist eine Verallgemeinerung einer gaufiverteilten
Zufallsvariable auf Funktionen. Ein GauB-Prozess ist durch eine Erwartungswertfunktion s(x)
und eine Kovarianzfunktion C(x;,x;) definiert [9].

Da bei realen Aufgaben endliche Stiitzstellen einer Funktion betrachtet werden, kann ein Gauf-
Prozess in diesem Fall auch als mehrdimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor
= [u(x1), ..., 1(x,)]" und Kovarianzmatrix C,, angegeben werden:

z:;ex —lz— T'c Yz - 2.71
$8) = b ({2 - 707 - ) 271)

wobei d die Dimension der Normalverteilung angibt.

Nimmt man an die gesammelten Informationen aus Experimenten (x;, z;) folgt der Verteilung
aus Gleichung (2.71) und man will fiir einen Punkt x seinen Funktionswert z(x) vorhersagen,
dann kann man die Verteilung fiir zy.1 = [2(x),z4]7 mit Gleichung (2.71) beschreiben, wobei

zZn = |21, 2n)7 ist. Die Kovarianzmatrix wird zu:

0% Cuy
o (7 ) o

zZ

wobei 02 die Varianz am Punkt x und c., der Kovarianzvektor (c¢; = Cov (z(x), 2(x;))) zwischen
dem neuen Punkt x und den Stiitzstellen x; ¢ = 1,...,n ist. Die Inverse der Kovarianzmatrix
kann laut [9] wie folgt angeschrieben werden:

-1 KR m.,,
oo (o) -

Durch die Identitit CC~! =1 kénnen &, m,, und M, , wie folgt angegeben werden:

-1

K= (02 - cZTZCZ_ZICZZ) (2.74)
-1
mgz; = sz Cez (275)

—1
02 —cl,Cuicyy
—1 T —1
sz cZZszsz

1
02 —cl,Cpic.y

M., = C,, + (2.76)

Um die Wahrscheinlichkeit fiir den Wert z(x) ermitteln zu kénnen, ben6tigt man die bedingte
Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z(x)|z) zufolge der Informationen aus Experimenten (x;, z;). Die
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung kann wie folgt ermittelt werden:

P(x).2) -

p(2(x)|z) = (@)
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24 2 Metamodelle

Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von p(z(x)|z) zu [9] [24]:

ZN+1

1

exp | 5¥h 1 Cihyves - ¥R Gty (2.78)

p(2(x)|z)
wobei yn 41 eine Abkiirzung fur (zy41 — pyyq) und yn eine fiir (zy — py) ist. Zy und Znq

sind ebenfalls Abkiirzungen fiir die Terme vor der Exponentialfunktion exp(.) in Gleichung (2.71).
Gleichung (2.78) kann in folgende Gestalt gebracht werden:

2(x) — z(x))?
p(z(x)]z) = %exp <—((2)02(X()))> (2.79)

wobei z(x) der Erwartungswert an der Stelle x und 0?(x) die Varianz ist. Diese Werte ergeben

sich zu:
2(x) = u(x) + <L, Cl 2 — ) (2.80)
o%(x) = 0% — ¢L,CpsCys (2.81)

Z(x) ist im Falle der GauB-Prozess-Regression die Antwortflache 7(x). Durch Vergleichen mit
Gleichung (2.57) und (2.58) erkennt man, dass Simple-Kriging und GauB-Prozess-Regression
formal zu denselben Ergebnissen kommen [9] [24].

Wie bei den Kriging-Methoden miissen auch bei der Gauf}-Prozess-Regression die Hyperpara-
meter der Kovarianzfunktion an die Daten angepasst werden. Hierzu wird die Log-Likelihood-
Methode angewandt. Die Likelihood-Funktion L,(0) der Daten (x;, z;) ist formal identisch zur
Mehrdimensionalen-Normalverteilung:

1 1 _
L(0) = o gerey (-3y"culy) (2.82)

wobei @ die Parameter der Kovarianzfunktion sind und y als Abkiirzung fiir z — u verwendet
wurde. Die Log-Likelihood-Funktion ergibt sich zu:

1 1 N
L= 3 log(det(C,z)) — §yTC;zly -5 log(2m) (2.83)

wobei N die Anzahl der Daten (x;,z;) ist. Ableiten der Log-Likelihood-Funktion nach dem
Parameter 0 ergibt:

Coy (2.84)

0L 1. (i 10Cwm\ 1 g\ 10Cy
aa_ztr< 7z 59 >+2y Caz =59

Die optimalen Kovarianzparameter miissen im Anschluss durch ein Optimierungsverfahren
ermittelt werden. In diesem Zusammenhang muss noch erwéhnt werden, dass die Log-Likelehood-
Funktion im Allgemeinen mehrere lokale Maxima besitzt und mache dieser zu unbrauchbaren
Regressionskurven fithren [9].

In Abbildung 2.10 wird die Funktion z(z) = z sin(z) mit Gauf-Prozess-Regression approximiert.
Es ist der geschitzte Funktionsverlauf sowie der Bereich der Standardabweichung dargestellt.

2.1.9 Kiinstliche neuronale Netzwerke (Artificial Neural Newtworks ANN)

Kiinstliche neuronale Netzwerke sind durch Knoten und Verbindungen zwischen diesen aufgebaut.
Die Verbindungen werden mit Wichtungen assoziiert, sie sind jene Parameter, die trainiert werden
missen, damit das Netzwerk eine Funktion approximieren kann [5]. Eine der einfachsten Forenm
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Abb. 2.10: Approximation von z(z) = zsin(z) mit GauB-Prozess-Regression

eines kiinstlichen neuronalen Netzwerkes ist in Abbildung 2.11 dargestellt. Hierbei handel es sich

Abb. 2.11: Kiinstliches Neuron mit den Inputs z;, den Wichtungen w;, der Summenfunktion
>, der Aktivierungsfunktion ¢ und dem Output y

um ein einziges Neuron mit n Inputs. Die Inputs werden durch die Verbindungen zum Neuron
geleitet und mit den Wichtungen versehen. Im Neuron selbst werden die einzelnen gewichteten
Inputs iiber die Summenfunktion summiert, wobei hier noch ein Bias addiert werden kann, und
im Anschluss durch die Aktivitdtsfunktion geleitet. Der Output des Neurons wird durch die
Aktivitatsfunktion bestimmt. Diese konnen linear und nichtlinear sein, wobei durch nichtlineare
Aktivitdtsfunktionen die kiinstlichen neuronalen Netzwerke ihre Méchtigkeit erhalten [2].

Es konnen auch mehrere Neuronen verwendet werden, die ihrerseits wieder den Input fir
die néchsten Neuronen liefern und somit ein Netzwerk erzeugen, wie in Abbildung 2.12 darge-
stellt [10] [2].

Mathematisch wird die Ausgabe eines kiinstlichen Neurons wie folgt beschrieben:

N;
yi=¢ Z wj;xT; + bj (2.85)
i=1
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Input- Hidden- Output-
Layer Layer Layer

Abb. 2.12: Kiinstliches neuronales Netzwerk mit drei Layer, Input-, Hidden- und Output-Layer

wobei y; der Output des Knotens j in einem Layer, w;; die Wichtung zwischen Input 7 und
Output j, b; ein Bias im Knoten und V; die Anzahl der Inputvariablen ist. Bei mehreren Layern
ist y; wiederum die Inputvariable fiir den néchsten Layer:

Nj
7j=1

Dieses Schema kann sich iiber mehrere Layer erstrecken. In der Literatur wird bei Netzwerken
mit vielen Zwischenlayern auch von tiefen Netzwerken (Deep Networks) oder tiefen Lernen (Deep
Learning) gesprochen [10] [2].

In der Literatur konnen haufig benutzte Aktivierungsfunktionen gefunden werden [10] [2]. Im
Folgenden sind einige Aktivierungsfunktionen angefiihrt und in Abbildung 2.13 dargestellt:

e Linear
o(r) == (2.87)
o Logistische
1
= 2.88
o) = e (289)
o Rectifier
¢(x) = max(0, z) (2.89)

Damit ein kiinstliches neuronales Netzwerk Funktionen approximieren kann, muss es trainiert
werden. Dies wird in vielen Féllen mit dem Backpropagation-Verfahren durchgefiihrt [10] [2]. Das
Backpropagation-Verfahren optimiert die Wichtungen w damit eine Fehlerfunktion minimal wird.
Die Fehlerfunktion lautet wie folgt:

S = % (zz - z;-ANN)Q (2.90)
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Abb. 2.13: Aktivitatsfunktionen

wobei zlAN N das Ergebnis des Netzwerks mit den Inputs x; ist. Ein neuronales Netzwerk kann
im Allgemeinen auch mehrere Outputs haben, die zu einem Vektor zusammengefasst werden
konnen. In diesem Fall nimmt die Fehlerfunktion die Form der Fehlerquadratsumme an:

S— %(zi g ANNYT (5, g ANN (2.91)

Die Wichtungen w sollen nun so gewéhlt werden, damit die Fehlerfunktion S ein Minimum ein-
nimmt. Die Bestimmung der Wichtungen wird mithilfe des stochochastischen-Gradientenverfahren
(engl. Stochastic-Gradient-Descent-Methode) vorgenommen [2]. Hierbei wird zufillig ein Da-
tenpunkt (x;, z;) gewdhlt und mit diesem das Ergebnis des neuronalen Netzwerks zAVN und
die Fehlerfunktion S ermittelt. Im Anschluss werden die Wichtungen nach folgendem Schema

aktualisiert:
k+1 k a8

Wy = Wiij — Oéiawlkij (2.92)

wobei der Index [ die Layernummer, der Index 25 die Verbindung von Input j zu Neuron i, der
Superskript k die Iterationsnummer und « die Lernrate angibt. Der Gradient der Fehlerfunktion
S kann sehr leicht iiber die Kettenregel ermittelt werden [10] [2]. Daraus wurde ein rekursives
Verfahren entwickelt, um den Gradienten zu berechnen [24]:

oS
8’11)1,1']'

mit

J O On; ’ dgo(nc?;j .. . (294)
Yj On (> wjior) an, falls j ein verdecktes Neuron ist

dS dy; {(zj — ZANN)M falls j ein Output Neuron ist

wobei n; der Input fir die Aktivitdtstunktion > ; wj;y; ist.

Die Herausforderung bei kiinstlichen neuronalen Netzwerken liegt darin, die richtige Anzahl
an Zwischenlayern (Hidden-Layer) und Neuronen zu finden, um weder eine Unteranpassung
(Underfitting) noch Uberanpassung (Overfitting) zu erhalten. Wie bei der linearen Regression kann
dies durch Validierung verschiedener Architekturen von neuronalen Netzwerken geschehen [24].
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2.2 Validierung

Die Einsetzbarkeit von Metamodellen hangt davon ab, wie gut das Modell die wahren Werte
approximieren kann. Um die Einsetzbarkeit gewéhrleisten zu kénnen, muss das Metamodell
validiert werden. Dazu gibt es etliche Verfahren. Im folgenden Abschnitt werden einige Verfahren
vorgestellt.

2.2.1 FehlermaBe

Fehlermafle dienen dazu, den Fehler zwischen Werten des wahren Modells und dem Metamodell
zu bestimmen. Der Fehler an einem Punkt x; wird durch die Differenz zwischen dem realen und
approximierten Modellwert definiert:

e(x) = z(x) — 2*(x) (2.95)
Der Fehler wird oft quadriert, dadurch fallen grofiere Fehler starker ins Gewicht als kleinere.
e(x) = 3(x) = (2(x;) — z:"“(xi))2 (2.96)

Zum Aufbau von Metamodellen wird oft der quadrierte Fehler herangezogen, wie z. B. im
Abschnitt 2.1.2. Es werden noch weitere Verlustfunktionen fiir die Validierung verwendet [22]~[18]:

o Laplace:
e(x) = | (2.97)
e Huber: 2
_JeE®) fir |e(x)| < e
0= {2I6(X)|e — e fir |e(x)] > e (2.98)

e ¢-sensitiv::

e(x) = 0 fir |e(x)] <e
> {|5(X)| —e fir |e(x)]>e¢ (2.99)

Bei der Laplace-Verlustfunktion werden alle Fehler linear gewichtet. Durch die Huber-Verlustfunktion
wird in einem Bereich von € der Fehler quadratisch und auflerhalb linear gewichtet. Die e-sensitiv-
Funktion lasst Fehler in einem Bereich von € zu und jene, die dariiberliegen, werden linear
gewichtet.

Die oben genannten Fehlermafle beschreiben den Fehler lediglich lokal an einem Punkt x, man
ist jedoch auch an globalen Maflen interessiert. Eine einfache Moglichkeit ist es den maximalen
Fehler des Modells heranzuziehen [22]:

max (e(x)) (2.100)

Eine weitere Moglichkeit wére es, den Fehler gewichtet zu integrieren [22]:

/e(x)w(x)dx (2.101)
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wobei w(x) eine Wichtungsfunktion ist. Da diese Integration in vielen Fillen einfach nicht
moglich ist, wird stattdessen die Summe iiber N Punkte, an denen Ergebnisse des wahren
Modells vorhanden ist, gebildet [22]:

N

> e(xi)w(x;) (2.102)

7

2.2.1.1 Determinationskoeffizient R2

Der Determinationskoeffizient oder auch Bestimmtheitsmafl ist eine weitere Moglichkeit, die
Genauigkeit eines Metamodells zu bestimmen. Er ist ein statistisches Maf}, welches die Korrelation
zwischen dem realen Modellwert und dem approximierten Werten angibt. Der Determinationsko-
effizient ist wie folgt definiert [3] [4]:

oo (s (eI,

O70 ,* (oAU A

wobei Z, Z*, 07 und oz« die Mittelwerte und die Standardabweichungen der beobachteten
und approximierten Modellwerte sind. Bei Metamodellen mit einer hohen Genauigkeit ist der
Determinationskoeffizient nahe an eins.

Im Falle von Regressionsmodellen und im Speziellen der polynomialen Regression, geht das
Bestimmtheitsmafl gegen eins, wenn die Anzahl der Parameter nahe der Anzahl der beobachteten
Werte ist, weil es durch die héhere Anzahl an Parametern zu einer Uberanpassung kommt. Aus
diesem Grund wurde das adjustierte Bestimmtheitsmaf} eingefiihrt:

R, =R*— H(l — R?) (2.104)
wobei k die Anzahl der Parameter und N die Anzahl beobachteter Werte ist. Wenn nun der Para-
meter k nahe an die Anzahl der Beobachtung kommt, bewertet das adjustierte Bestimmtheitsmaf
das Metamodell schlechter [3].

Fiir Interpolationsmodelle kann der Determinationskoeffizient in der oben dargestellten Form
nicht angewandt werden, da das Modell die beobachteten Daten perfekt approximiert. Fiir
diese Modelle miissen andere Verfahren zur Validierung angewandt werden. In den folgenden
Abschnitten werden Verfahren vorgestellt, die auch fiir Interpolationsmodelle angewendet werden
konnen [18].

2.2.2 Split-Sampling

Beim Split-Sampling werden die beobachteten Werte in eine Trainings- und Testmenge unterteilt.
Mit der Trainingsmenge wird das Metamodell aufgebaut und mit der Testmenge wird die
Validierung durchgefiihrt. Interpolationsmodelle kénnen somit auch mit den oben erwdhnten
Fehlermassen analysiert werden. Der Fehler eines Trainingspunkts ¢ wird iiber die Differenz des
wahren Werts z; und des vorhergesagten Werts an dieser Stelle 2z definiert [18]:

€ =2 — 2; (2.105)

Dem Prozess des Teilens der Menge kommt eine grofie Bedeutung zu, da es einen grofien Einfluss
auf das Ergebnis habt [22].



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

30 2 Metamodelle

2.2.3 Kreuzvalidierung

Bei der Kreuzvalidierung wird die Menge der beobachteten Werte in k& Untermengen geteilt,
die alle ungefahr gleich viele Datenpunkte enthalten sollen. Im néchsten Schritt wird eine
Untermenge entfernt und aus den iibrigen £ — 1 Mengen das Metamodell gebildet. An den
Punkten der entfernten Menge werden die Fehler berechnet. Dieses Prozedere wird nun fiir jede
Teilmenge durchgefiihrt, damit jede Untermenge k — 1-mal fiir den Modellaufbau und einmal fiir
die Validierung verwendet wird [24].

FEin spezieller Fall ist die Leave-One-Out-Kreuzvalidierung bei der k gleich der Anzahl der
Punkte in der Menge ist. Es wird hier nur ein Element aus der Menge entfernt, mit den restlichen
wird das Metamodell aufgebaut und mit den entfernten Elementen der Fehler bestimmt [24].

2.2.3.1 Prognosekoeffizient

In [15] wird der Prognosekoeffizient (engl. Coefficient of Prognosis CoP) als Maf}, welches
unabhéngig vom gewéahlten Modell ist, vorgeschlagen. Er ist wie folgt definiert:

_ _ 2
E (ZES _ZES )(Z*es _Z*es)
C’oP:( (Zres = Zrcw) Zio — Zio)| (2.106)

0Zest 077, ,
wobei Zj.q; die beobachteten Werte aus einer Testmenge und Z},,, deren Schatzwerte zufolge des
Metamodells sind. Der Prognosekoeffizient ist eine Verallgemeinerung des Determinationskoeffizi-
enten aus Abschnitt 2.2.1.1. Er nimmt Werte von 0 bis 1 an, wobei 0 ein schlechtes Modell und 1
ein gutes beschreibt. Der Prognosekoeffizient wird oft mithilfe der Leave-one-out-Kreuzvalidierung
berechnet. Ebenso kann er als Optimierungsziel fiir die Ermittlung von Hyperparametern, wie
sie in Abschnitt 2.1.6 oder 2.1.8 vorkommen, verwendet werden.

In [15] und [16] wird der Prognosekoeffizient dazu benutzt, um ein Metamodell mit der besten
Prognosefiahigkeit (engl. Metamodel of Optimal Prognosis MOP) zu erstellen. Hierbei wird der
CoP fir verschiedene Metamodelle mit unterschiedlicher Anzahl an Eingangsvariabeln verglichen
und jenes gewahlt, welches den besten CoP besitzt.

2.3 Statistiche Versuchsplanung (Design of Experiments)

Um ein Metamodell aufbauen zu kénnen, werden Informationen tiber die wahre Funktion benttigt.
Um diese zu erhalten, wird zuerst ein Plan aufgestellt, an welchen Punkten eine Systemantwort
zu ermitteln ist. Es wird angestrebt, aus so wenig Punkten wie moglich die héchstmogliche
Information zu ziehen. Es ist daher wichtig, dass die gewéhlten Stiitzpunkte die wichtigsten
Zusammenhénge darstellen konnen. In vielen Féllen wird die statistische Versuchsplanung (engl.
desgin of experiments (DOE)) angewendet. Die Anfinge nahm das DOE in der Landwirtschaft
und hat sich durch seine Vorziige in andere Disziplinen ausgebreitet [8].

Es wird empfohlen die Versuche in einem dimensionslosen Raum zu planen. Der Versuch
wird um einen zentralen Punkt, der von Interesse sein konnte, z. B. dem Mittelwert eines
zu untersuchenden Bereichs oder dem Mittelwert einer Zufallsvariablen, bestimmt. In welcher
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Distanz die Versuchspunkte liegen, ausgehend vom zentralen Punkt, wird iiber eine Variable
gesteuert [3]. Ein Versuchspunkt ergibt sich damit zu:

l’gk) c1+ §§k)81
(k) (k)
) — |2 o[ .52 %2 (2.107)
x’gzk) Cn + 57(1k)5n

In Abhéngigkeit von der Anzahl an erzeugten Punkten N und der Anzahl an Koeffizienten
des Metamodells v, spricht man von iiberséttigten (N > v), geséttigten (/N = v) oder untersat-
tigten (N < v) Versuchsplédnen. Fiir den Aufbau von Metamodellen wird ein geséttigter oder
iiberséttigter Versuchsplan bendtigt. Geséttigte kommen zur Anwendung, wenn mittels linearer
Regression lineare oder quadratische Modelle erzeugt werden sollen oder bei Interpolationsver-
fahren. Ubersittigte kommen bei verrauschten Daten zum Einsatz, dadurch werden die Daten
geglattet [22].

2.3.1 Vollfaktorieller Versuchsplan

Eine der einfachsten Methoden ist es ein Gitternetz aus Punkten aufzuspannen. Hierfiir wird jede
Raumrichtung in eine feste Anzahl an Punkten unterteilt und jede Kombination aus diesen ist ein
Versuch. Dieses Vorgehen wird als vollfaktorieller Versuchsplan bezeichnet. Die Inputvariablen
x1, ..., T, werden als Faktoren bezeichnet und die Anzahl der zu untersuchenden Punkte sind
die Stufen. In Abbildung 2.14 sind die Versuchspunkte bei einer 2-stufigen 2-Faktoren bzw. 3-
Faktoren Versuchsplan dargestellt. Bei 2-Stufen sitzen die Stiitzstellen in den Eckpunkten des zu
untersuchenden Bereichs. In Abbildung 2.15 sind hingegen die Versuchspunkte bei einem 3-Stufen
2-Faktoren bzw. 3-Faktoren Versuchsplan dargestellt. Hier sind zusétzlich noch Zwischenpunkte
vorhanden. Im Allgemeinen ergibt sich die Anzahl der Versuchspunkte zu:

T T
e Q
g 0f -
: ! o
1 : 8
—1| Ommmmmmme e o
| |
-1 0
T
(a) 2-Faktoren, 2-Level (b) 3-Faktoren, 2-Level

Abb. 2.14: Vollfaktorieller Versuchsplan mit 2-Levels

N=1I" (2.108)
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T T T
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(a) 2-Faktoren, 3-Level (b) 3-Faktoren, 3-Level

Abb. 2.15: Vollfaktorieller Versuchsplan mit 3-Levels

wobei [ die Stufenanzahl und n die Faktorenanzahl ist. Fiir 2- bzw. 3-Stufen ergibt sich:
N=2" N=3" (2.109)

Die 2- und 3-Stufen Designs sind auch die am meist genutzten, da mit ihnen lineare bzw.
quadratische Zusammenhénge abgebildet werden kénnen. Wie man erkennen kann, beeinflusst
die Anzahl der Inputvariablen die Anzahl an benétigten Versuchspunkten sehr stark. Daher
sollte diese Methode eher fiir Systeme mit einer kleinen Anzahl an Inputparametern gewahlt
werden [22].

2.3.2 Central Composite Designs

Das Central-Composite-Design setzt sich aus einem Zwei-Stufen Versuchsplan, einem Axialen-
Design und dem Zentralpunkt zusammen. Bei einem Axialen-Design werden lediglich 2 Versuchs-
punkte in jede Achsrichtung aufgestellt. In Abbildung 2.16 sind Central Composite Designs fiir
zwei und drei Variablen dargestellt. Die Anzahl der generierten Versuche in Abhéngigkeit der
Variablenanzahl ist [22]:

N=2"+2n+1 (2.110)

2.3.3 Teilfaktorieller Versuchsplan

Da bei vollfaktoriellen Versuchsplanen die Anzahl der Versuche bei Zunahme der Faktoren stark
ansteigt, werden stattdessen teilfaktorielle Versuchsplédne benutzt. Hierbei wird die Versuchsanzahl
durch eine Verringerung der Faktoren p bestimmt:

N =[P (2.111)

Fiir einen 2-Stufen-Versuch mit 3 Faktoren wiirde man eine Anzahl von 237! = 4 erhalten.
Moégliche Versuchspunkte sind in Abbildung 2.17 dargestellt. In der Literatur sind verschiedene
Schemata angefithrt, um die Versuchspunkte zu konstruieren [24].
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(b) Design fiir zwei Variablen

Abb. 2.16: Central Composite Designs: Zentraler Punkt (blau), Axiales Design (rot), Zwei Level
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Der Grundgedanke einer teilfaktoriellen Versuchsplanung liegt darin, Terme hoherer Ordnung zu
vernachlissigen, z. B. kann man bei einem 23 vollfaktoriellen Versuchsplan ein Regressionsmodell
mit acht Koeffizienten erzeugen, wobei ein Koeffizient die Konstante, drei Koeffizienten die
Haupteffekte, drei Koeffizienten die zweifache Wechselwirkung und ein Koeffizient die dreifache
Wechselwirkung beschreibt. Mit einem teilfaktoriellen Versuchsplan von 237! kann ein Modell
mit 4 Koeffizienten beschrieben werden, wobei hier lediglich der konstante Effekt und die drei
Haupteffekte beschrieben werden kénnen [24].

2.3.4 Monte-Carlo-Methode

Die Monte-Carlo-Methode ist eine oft genutzte Methode. Bei ihr werden durch einen Zufalls-
generator N Stichproben fiir die Inputvariablen generiert. Fiir deterministische Variablen wird
eine Gleichverteilung mit einem unteren und oberen Grenzwert angenommen. Ebenso kann fiir
stochastische Variablen eine Verteilungsfunktion fiir die Generierung mit den entsprechenden
stochastischen Parametern herangezogen werden. Der Vorteil der Methode ist ihre Einfachheit,
das leichte Hinzufligen von neuen Punkten und die leichte Programmierbarkeit. Der grofite
Nachteil liegt darin, dass fiir aussagekréftige Ergebnisse oft sehr viele Stiitzstellen benotigt
werden. Ein weiterer Punkt ist, dass der Variablenraum unzureichend abgedeckt ist oder es
zu Korrelationen zwischen den erzeugten Inputvariablen kommt [22] [24]. In Abbildung 2.18
ist ein Beispiel fiir die Generierung von Datenpunkten im 2-dimensionalen Raum mithilfe der
Monte-Carlo-Methode dargestellt.

1 T T T T o
?
© © o
0.8 © .
1) @)
0.6 |- © *
g
04 [ (@) O -
@)
@)
0.2 f
@)
(@) e (@)
O | | | L Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

71
Abb. 2.18: 2D Monte-Carlo-Sampling mit 20 Punkten im Bereich [0, 1] x [0, 1]

Um die Probleme der Monte-Carlo-Methode zu kompensieren, sind Quasi-Monte-Carlo-
Methoden entwickelt worden. Hierbei wird versucht eine bessere Abdeckung im Variablenraum
und eine geringere Anzahl an Stiitzstellen zu erhalten. Bei diesen Methoden werden die Stiitz-
stellenpunkte jedoch nicht mehr durch einen Zufallsgenerator, sondern durch deterministische
Methoden ermittelt. Einige der zur Generierung angewandten Algorithmen werden in [24]
beschrieben.

2.3.5 Latin-Hypercube-Sampling

Ein weiteres Verfahren, welches versucht, die Nachteile der Monte-Carlo-Methode auszugleichen,
ist das Latin-Hypercube-Sampling. Bei dieser Methode werden N Stichproben fiir n Variablen
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ermittelt. Dazu wird zuerst der Bereich der Variablen in N Abschnitte mit gleicher Grofle
unterteilt. Danach wird in jedem Intervall ein Wert gewéhlt. Im Anschluss miissen die Werte
der Variablen kombiniert werden, um die Stiitzstellen zu erhalten. Es kénnen dadurch N™
Kombinationen erzeugt werden, wobei einige schlechte und andere gute Eigenschaften besitzen.
Ein Kriterium zur Optimierung des Stiitzstellensets ist, dass sie anndhernd unkorreliert sein sollen.
Andere Optimierungsziele konnen die Maximierung der minimalen Distanz oder das Minimieren
der maximalen Distanz sein [22]. In Abbildung 2.19 ist ein Beispiel fiir die Generierung von
Datenpunkten im 2-dimenionalen Raum mittels Latin-Hypercube-Sampling dargestellt.

1
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Abb. 2.19: 2D Latin-Hypercube-Sampling mit 20 Punkten im Bereich [0, 1] x [0, 1]
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Kapitel 3

Anwendungen

3.1 Sensitivitatsanalyse

Bei der Sensitivitdtsanalyse wird der Einfluss der Inputvariablen auf die Outputvariablen be-
stimmt. Dieser kann benutzt werden, um wichtige Eingangsvariablen zu erkennen, die im Anschluss
niaher untersucht werden. Auf weniger wichtige Parameter wird im Anschluss ein geringerer Wert
gelegt. Im Bezug auf die Metamodellierung kénnen so Parameter, die die Systemantwort nur wenig
beeinflussen, als konstant betrachtet werden und kénnen als Inputvariable aus dem Metamodell
entfernt werden. Dies kann auch zu einer Erhohung der Approximationsgenauigkeit fithren, da
unwichtige Variablen einen Uberanpassungseffekt erzeugen [4]. In den folgenden Abschnitten
werden Verfahren zur Sensitivitdtsanalyse vorgestellt, bei denen Metamodelle genutzt werden.

3.1.1 Bedeutungskoeffizient

Eine Moglichkeit, die Sensitivitdt von Inputvariablen zu bestimmen, ist {iber den Determinations-
oder Prognosekoeffizienten, wie sie in Abschnitt 2.2.1.1 und 2.2.3.1 beschrieben wurden. In [3]
wird mithilfe des Determinationskoeffizienten ein Maf fiir die Bedeutung der Variablen ermittelt.
Hierbei wird zuerst fiir das volle Modell der Determinationskoeffizient berechnet. Im Anschluss
wird immer eine Variable aus dem Modell entfernt und erneut der Determinationskoeffizient, des
verringerten Modells, R? berechnet. Der Unterschied zwischen diesen beiden Koeffizienten fiihrt

zur folgenden Differenz:
A. = R* - R? (3.1)

Diese Differenz wird fiir jede Eingangsvariable berechnet. Als Néchstes werden die Differenzen
mit dem Determinationskoeffizienten des vollen Modells normalisiert:

A

Ie:ﬁ

(3.2)
wobei I, ein MaB fiir die Bedeutung (engl. Importance) der entfernten Variable ist. In [4] wird
ein dhnliches Verfahren fiir das Bedeutungsmaf erldutert. Hierbei wird der Qualitdtskoeffizent
(CoQ) herangezogen, der wie der Prognosekoeffizient aus 2.2.3.1 berechnet wird. Die Differenz
A, wird auf die gleiche Art und Weise berechnet wie beim Bestimmtheitsmaf:

A, = CoQ — CoQe (3.3)

wobei der Index e wieder fiir ein reduziertes Modell steht. Das Maf fiir die Bedeutung wird wie
folgt berechnet:

I, = Z?Ze CoQ (3.4)

Hierbei wird durch die Summe der Differenzen normalisiert und zusétzlich mit dem Qualitéts-
koeffizienten multipliziert. Wie man aus Gleichung 3.4 ableiten kann, muss die Summe der
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3.1 Sensitivitdtsanalyse 37

Bedeutungsmafe gleich dem Qualitéitskoeffizienten sein ), I, = C'o(). Dies gilt jedoch nicht fiir
jene aus Gleichung 3.2. Ein sehr kleines oder auch negatives Bedeutungsmaf ist ein Zeichen
dafiir, dass die Variable aus der Modellbildung entfernt werden soll [4].

3.1.2 Varianzbasierte Sensitivitdtsanalyse

Bei dieser Methode wird die Sensitivitdt von Variablen durch die Varianz der realen Funktion
ermittelt. Es wird eine Funktion in der Form Y = f(X;, X9, Xo,..., X};) angenommen. Des
Weiteren wird vorausgesetzt, dass die Variablen X; in einem Bereich von [0, 1] gleichverteilt sind.
Die Funktion f kann wie folgt zerlegt werden [27] [21]:

f= fo+Zfz+ZZfU+ At [k (3.5)

i J>0

wobei fi = fi(X;), fij = fij(Xi, X;) und so weiter, fiir 28-Terme, ist. Wie in [21] ausgefiihrt,
kann die Varianz der Funktionswerte Y in dhnlicher Weise geschrieben werden:

ZV+ZZVU+ A Vig g (3.6)

i J>1

Durch Division durch V(Y') erhélt man:
ZS +3 ) S+t Sk =1 (3.7)

i J>0

wobei S; der Sensitivitatskoeffizient erster Ordnung (engl. first order sensitivity coefficient) ist
und als MaB fiir die Sensitivitdt genutzt wird. Dieser ist wie folgt definiert [21]:
Vx, (Bx., (Y]Xi))

V()

S; = (3.8)

wobei Vx,(.) die Varianz tiber X; und Ex_,(.) der Erwartungswert tiber alle Variablen aufler X;
ist. Er beschreibt Effekte erster Ordnung der Variable X; auf die Funktionswerte Y. Interaktionen
hoherer Ordnung werden nicht berticksichtigt.

Ein weites beliebtes varianzbasiertes Maf ist der Totaler-Effekt-Index [21]:
EXNi(VXi(Y|XNi)) _ VXNi(EXi(Y|XNi))

V(Y) (S

Sri = (3.9)

Er beschreibt alle Effekte der Variable X; auf die Funktionswerte Y, erster und héherer Ordnung,
In [21] sind einige Formeln fiir die numerische Berechnung von S; und Sp; angegeben. Im
Folgenden sind jene angeschrieben die in [21] vorgestellt wurden:

N
Vy, (Ex_,(Y|X) Z ( f(AY ) | —f(A)j> (3.10)

N

= (Vx, (Y[X)) = Z( (Ag?)j)Q (3.11)

wobei A und B Stichprobenmatrizen sind. Die Zeilen reprasentieren die Stichproben und die
Spalten die Variablen. Die Matrix Ag) ist ident zu A mit dem Unterschied, dass die Spalte @
durch jene von B ersetzt wurde. Der Index j gibt an, welche Stichprobe (Zeile) ausgewertet



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

38 3 Anwendungen

wurde. Die Auswertung von Gleichung (3.10) und (3.11) geschieht iiber die Monte-Carlo-Methode.
Fiir rechenintensive Funktionen f ist dies mit hohem Zeitaufwand verbunden daher kann in
diesen Féllen die Funktion f durch ein Metamodell approximiert werden, wodurch sich der
Rechenaufwand verringert.

In [16] wird der Totale-Effekt-Index Sp; zusammen mit dem Prognosekoeffizienten CoP (Ab-
schnitt 2.2.3.1) verwendet, um auf der Basis eines Metamodells mit der besten Prognosefihigkeit
(MOP) die Wichtigkeit der Variablen zu quantifizieren. Der Anteil der Varianz einer Eingangsva-
riable wird aus dem Produkt des Prognosekoeffizienten und Totalen-Effekt-Index errechnet

CoP(X;) = CoP - SMOP(Xx;) (3.12)

wobei SHOP(X,;) der Totale-Effekt-Index der Variable X; ist, der mithilfe des Metamodells mit
der besten Prognosefahigkeit (MOP) ermittelt wurde.

3.2 Versagenswahrscheinlichkeit

Strukturen sollen so bemessen werden, dass sie sicher und nicht eine Gefahr fiir Personen
darstellen. Daher miissen sie auf die Wahrscheinlichkeit ihres Versagens iiberpriift werden. Die
Versagenswahrscheinlichkeit sollte sehr klein sein. Zur Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeit
miissen numerische Integrationen durchgefithrt werden, mit klassischen Integrationsverfahren
kann dies jedoch nicht effizient durchgefithrt werden. Daher kommen hierfiir andere Methoden
zum Einsatz [3]. Auch hier missen komplexe Modelle mechanischer Strukturen ausgewertet
werden, die durch Metamodelle ersetzt werden kénnen.

Im Allgemeinen wird das Versagen iiber eine Grenzzustandsfunktion g(.) (engl. limit state
function) definiert, wobei Versagen eintritt, wenn diese fiir einen gegebenen Input X kleiner
gleich null ist F = X : g(X) < 0. Der Wert der Grenzzustandsfunktion Z = ¢(X) wird als der
Sicherheitsabstand bezeichnet. Bei mechanischen Problemen ist die Grenzzustandsfunktion z. B.
durch maximale Verschiebungen oder Spannungen definiert. Wenn die Verschiebungen oder Span-
nungen grofler als die vorgegebenen Werte sind wird sie negativ. Die Versagenswahrscheinlichkeit
wird tiber die Auftrittswahrscheinlichkeit des Fehlers definiert [3]:

pr = Prob [{X : g(X) < 0}] (3.13)

Eine Moglichkeit, die Versagenswahrscheinlichkeit zu berechnen, ist iiber ein multi-dimensionales-
Integral:

pr = Prob (X g(X) <0} = [ [ fux (3.14)

9(X)<0

wobei fx eine multi-dimensionale-Wahrscheinlichkeitsverteilung der Variablen X ist. Aus Glei-
chung (3.14) ist ersichtlich, dass das Hauptproblem die Auswertung der Grenzzustandsfunktion
ist. Es ist wichtig zu erwdhnen, dass die Grenzzustandsfunktion lediglich dazu dient, die Gren-
zen des Integrals zu bestimmen. Es kann grafisch gezeigt werden, dass nur ein kleiner Bereich
um den Bemessungspunkt (engl. Design-Point) einen Beitrag zum Wert des Integrals leistet.
Diese Sachverhalte machten es schwierig, Gleichung (3.14) mit herkdmmlichen numerischen
Integrationsverfahren zu ermitteln [3].

3.2.1 Response-Surface-Method (RSM)

Die Grenzzustandsfunktion ist in vielen Féllen nur implizit bekannt oder sehr intensiv an Re-
chenzeit, daher wird sie bei der Response-Surface-Method durch eine Antwortflache approximiert.
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3.2 Versagenswahrscheinlichkeit 39

Es gibt einige Vorschldge, wie die Antwortfliche aufgebaut werden soll, in den meisten Féllen
wird sie als eine polynomiale Funktion von Grad zwei ohne Kreuzterme angesetzt [28] [13]:

n n
Ix)=a+) b+ cxy (3.15)
i=1 i=1

Zur genauen Bestimmung der Koeffizienten a, b; u. ¢; werden 2n 4+ 1 Auswertungen der rea-
len Grenzzustandsfunktion ben6tigt. Als Versuchsplan wird héufig ein axiales Design benutzt
(Abbildung 3.1) [13].

T T T T T
1r @) s
0.5 =
) o o o
—0.5 |- s
—1F O |

| | | | |

-1 =05 0 0.5 1

T

Abb. 3.1: Axiales Design

Die Antwortflaiche wird genutzt, um den Bemessungspunkt zu ermittelt. An diesem wird
nun der reale Funktionswert ermittelt. Im Anschluss wird {iber eine lineare Interpolation ein
neuer Zentralpunkt fiir eine erneute Iteration bestimmt. Die Interpolation fiir den néchsten
Zentralpunkt ngﬂ) in der k-ten Iteration wird wie folgt angeschrieben:

(1) o) () iy 90K
X, =%+ (xXp — X)) 0 0 (3.16)

g(XD ) - g(xm )

wobei ng) der Zentralpunkt und xg) der ermittelte Bemessungspunkt in der aktuellen Iteration

sind und g(x%)) u. g(xg)) deren Funktionswert [28] [13].

In der ersten Iteration wird fiir den Zentralpunkt oft der Mittelwert der Inputvariable verwendet.
Die Abstande vom zentralen Punkt zu den Axialpunkten wird iiber die Standardabweichung
der Inputvariablen und einem Skalierfaktor definiert. In den folgenden Iterationen kann der
Skalierfaktor sukzessive verkleinert werden. In der Literatur sind auch erweiterte Verfahren zu
finden, die eine genauere Anpassung an die Grenzzustandsfunktion ermdglichen [28] [13].

Fiir die Definition des Bemessungspunktes werden alle Inputvariablen in den unkorrelierten
Standardgaufiraum transformiert. In diesen Raum ist der Bemessungspunkt jener, der den kiir-
zesten Abstand vom Ursprung zur Grenzzustandsfliche hat (siehe Abbildung 3.2) [3]. Einerseits
kann die Versagenswahrscheinlichkeit wie in der First-Order-Reliability-Methode [3] iiber die
Léange des Vektors |[u*|| = § bestimmt werden [3]. Die minimale Distanz 8 wird auch als Zuverlés-
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y U2

Abb. 3.2: Bemessungspunkt u* im unkorrelierten Standardgaufiraum

sigkeitsindex (engl. reliability index) bezeichnet. Mit diesen wird die Versagenswahrscheinlichkeit
wie folgt berechnet:

pr=®(—5) (3.17)

wobei ®(.) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Es kann jedoch auch eine Monte-Carlo-Simulation mit der approximierten Grenzzustandsfunk-
tion durchgefithrt werden. Hierbei werden mithilfe der Monte-Carlo-Methode N Stichproben der
n Inputvariablen im Standardgaufiraum erzeugt, in den originalen Raum zuriicktransformiert und
fir jede Stichprobe die approximierte Grenzzustandsfunktion ausgewertet. Im Anschluss wird
tiberpriift, ob die Bedingung fiir Versagen g(x) < 0 erfiillt ist [3]. Die Versagenswahrscheinlichkeit
wird tiber folgende Formel bestimmt:

- — E (k)
Dy N 1, (X ) (3.18)
wobei die Funktion I,(x) wie folgt definiert ist:

Ig(x) =

{1 fiir g(x) <0 (3.19)

0 sonst

3.2.2 Directional-Sampling

Eine weitere Moglichkeit, die Versagenswahrscheinlichkeit zu berechnen, ist iiber das Directional-
Sampling. Das Directional-Sampling setzt voraus, dass alle Inputvariabeln unabhéngig vonein-
ander und standardnormalverteilt sind oder z.B. durch die Nataf-Transformation transformiert
werden konnen [3]. Jeder Punkt u im StandardgauBiraum kann durch Polarkoordinaten ausge-
driickt werden:

u=ra (3.20)

wobei r der Radius und a der Einheitsrichtungsvektor ist, siche Abbildung 3.3. Die Dichtefunktion
von der standardnormalverteilten Zufallsvariable U ist:

fu(u) = (;W)p exp <—;uTu> (3.21)
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und durch Einsetzen von Gleichung (3.20) fiir u erhélt man fiir den Exponenten:

u'u = (ra)’(ra) = r’a’a = r? (3.22)

Daraus ergibt sich, dass die Dichtefunktion fy(u) rotationssymmetrisch und unabhéngig von A
ist. Zusétzlich sind R und A voneinander unabhéngig, daraus folgt:

fu(u) = fra(r,a) = fra(rla)fa(a) = fr(r)fa(a) (3.23)

wobei R und A Zufallsvariablen des Radius und Einheitsrichtungsvektors sind. Die Dichtefunktion
fir fr(r) ergibt sich durch Integration der gemeinsamen Dichtefunktion (3.21) iiber die Oberflache
S, einer n-dimensionalen Kugel mit Radius r zu:

e 1 r2
fr(r) = Sprmt L exp (—2> (3.24)

Es wird vorausgesetzt, dass es in jede Richtung a nur einen Punkt r*(a) gibt, der Folgendes
ergibt: g(r*(a)) = 0. Somit kann die Versagenswahrscheinlichkeit wie folgt angeschrieben werden:

pr/"'/fU(u)duz
9(X)<0

:/”'/7fRA(7°|a)fA(a)drda:
S

= E[psla]

Die bedingte Versagenswahrscheinlichkeit wird wie folgt berechnet:

(3.25)

pfla=Prob[R > r*(a)] =

(3.26)

wobei x2(.) die Chi-Quadrat-Verteilung mit Freiheitsgrad n ist. Ein Schitzwert fiir die Versa-
genswahrscheinlichkeit ps aus Gleichung (3.25) ergibt sich zu [19]:

N
Py~ 5 D1 () (3.27)

Der aufwendigste Teil an Gleichung (3.27) liegt in der Berechnung des Radius vom Ursprung
zur Grenzzustandsfunktion 7*(a). Hierbei muss die Grenzzustandsfunktion g(.) mehrere Male
berechnet werden, was bei komplexen Modellen rechenzeitintensiv sein kann. Hier kénnen
Metamodelle verwendet werden um die Funktion r*(a) zu approximieren. Die Inputvariablen
sind in diesem Fall die Richtungsvektoren a und die Funktionswerte sind die Radien. In Féllen
in denen die Grenzzustandsfunktion nicht geschlossen ist kann es sinnvoll sein als Ausgabewert
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prla

Abb. 3.3: Directional-Sampling

statt den Radius desen Kehrwert % zu benutzen [3]. Um die Versagenswahrscheinlichkeit ps

(Gleichung (3.27)) zu berechnen kann die Monte-Carlo-Methode herangezogen werden.

3.3 Optimierungsprobleme

Ein wichtiger Teil im Bemessungsprozess von mechanischen Strukturen ist deren Optimierung.
Es miissen oft kostentreibende Faktoren wie das Volumen des eingesetzten Materials verringert
werden und zugleich muss die Struktur in der Lage sein, den Belastungen standzuhalten. Im
Allgemeinen ist ein Optimierungsproblem wie folgt definiert:

min f(x)

(3.28)
st. gi(x)<0;i=1,..m

wobei f(x) die Zielfunktion und g;(x) die Nebenbedingungen sind. Die Nebenbedingungen sind
bei mechanischen Strukturen oft Anforderungen an die Verschiebungen oder inneren Kréfte.
Fiir rechenzeitintensive Modelle kénnen hier fiir die Zielfunktion und die Nebenbedingungen
Metamodelle zum Einsatz kommen.

Es ist oft nicht klar, wo sich das Optimum im Raum befindet und daher muss ein grofler Teil
des Raumes mithilfe eines Versuchsplans abgedeckt werden. Jedoch ist es dem Metamodell hierbei
oft nicht moglich, die reale Funktion genau zu beschreiben und das korrekte Optimum zu finden.
Daher kann ein iterativer Prozess angewandt werden, indem man zuerst einen Versuchsplan in
einem grofien Bereich aufstellt und ein Metamodell damit aufbaut. Mit diesem wird ein Optimum
bestimmt. Dann wird um das gefundene Optimum ein neuer Versuchsplan erstellt und der zu
untersuchende Bereich verkleinert. Dieses Prozedere kann einige Male wiederholt werden, um sich
an das wahre Optimum heranzutasten [4]. In Abbildung 3.4 ist das Schema grafisch dargestellt.

Eine weitere Moglichkeit, Optimierung mithilfe von Metamodellen durchzufithren, wird in [11]
beschrieben. Hierbei wird davon ausgegangen, dass jeder Punkt des Metamodells einen Mittelwert
und eine Standardabweichung besitzt, diese konnen bei Kriging-Mehoden oder Gauf-Prozess-
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Abb. 3.4: Adaptive Antwortflachen Methode

Regression einfach angeben werden. Es wird ein Funktionswert z,,;, bendtigt, der als aktuelles
Optimum bekannt ist. Eine Verbesserung an einem Punkt x wird durch folgende Funktion
angegeben:

I(x) = max (zmin — 2" (x),0) (3.29)

wobei z*(x) der Metamodellwert an der Stelle x ist. Der Funktionswert z*(x) ist jedoch eine
Zufallsvariable Z* und daher muss der Erwartungswertoperator bei Gleichung (3.29) angewandt
werden:

B [[(x)] = E [max (2min — Z*,0)] = (2min — 2*) @ (””m";z> + 56 (Wj) (3.30)

wobei ®(.) und ¢(.) die Standardnormalverteilungsfunktion und Standardnormaledichtefunktion
sind. Mithilfe von Gleichung (3.30) konnen Stellen im Inputvariablenraum ermittelt werden, die
womoglich das globale Optimum sind. Bei dieser Methode muss zu Beginn ein Versuchsplan
ausgewertet werden, um das Metamodell und dessen Standardabweichung zu erhalten. Im
Anschluss kénnen mogliche Optimumstellen durch Gleichung (3.30) gefunden und ausgewertet
werden. Diese Punkte miissen dem Metamodell hinzugefiigt werden, um eine stetige Verbesserung
zu erreichen.

Eine Kategorie von Optimierungsproblemen, in denen die Anwendung von Metamodellen be-
liebt ist, sind zuverlédssigkeitsbasierte Optimierungen (engl. Reliability-Based Design Optimization
(RBDO)) in der Strukturmechanik. Hierbei sind stochastische Variablen (z.B. Steifigkeiten und
Belastung) in der Optimierung beteiligt. Ein typisches zuverlédssigkeitsbasiertes Optimierungs-
schema ist in Abbildung 3.5 dargestellt. Die Parameter werden hierbei in deterministische und
stochastische aufgeteilt [22]. Die deterministischen Parameter sind héufig die Designparameter,
die es zu optimieren gilt, und die stochastischen beschreiben die Unsicherheit im Modell. Es
kann auch sein, dass Designparameter stochastische Eigenschaften besitzen, hierbei wird fiir
die Optimierungsschleife (laut Abbildung 3.5) meist der Mittelwert als Wert gebenutzt [22]. An
Abbildung 3.5 kann schon erahnt werden, dass diese Problemstellung fiir rechenzeitintensive
Modelle viele Funktionsauswertungen bendétigt und die Nutzung von Metamodellen hier einen
Vorteil bringt.
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Problem Initialisierung

Wahl eines Designs x;

Berechnung der
Zielfunktion f(x;)

Berechnung der Versa- +——
genswahrscheinlichkeit
pf = Prob[g(x;) < 0] | —

Optimierungs Schleife

Zuverlassigkeits
-schleife

<Konvergenzkriterium\

des Optimizers J nein

ja

Stop

Abb. 3.5: Typisches zuverlissigkeitsbasiertes Optimierungsschema [4]

3.4 Approximation von FeldgroBen mittels Singularwertzerlegung

Metamodelle, die in Kapitel 2 vorgestellt wurden, kénnen nur einen Wert approximieren (bis
auf kiinstliche neuronale Netzwerke). Jedoch kann es hilfreich sein Werte {iber einen gesamten
Bereich zu analysieren, z.B Verschiebungsfelder aus einer Strukturanalyse oder Zeitverldufe aus
dynamischen Berechnungen. Hierbei konnen einerseits kiinstliche neuronale Netzwerke eingesetzt
werden oder mithilfe der Singularwertzerlegung (engl. Singular-Value-Decomposition (SVD))
Feld-Metamodelle genutzt werden.

Fiir die Singuldrwertzerlegung wird eine Datenmatrix in folgender Form betrachtet:

X=|x1 X2 ... Xm (3.31)

wobei xi; k = 1,...,m die Spalten der Matrix X sind. Die Datenmatrix hat n Zeilen und m
Spalten. Die Spalten reprasentieren den Ergebnisverlauf eines Experiments, daraus folgt, dass der
Ergebnisverlauf n Werte besitzt. Die m Spalten représentieren die einzelnen Experimente. Fiir
diese konnen auch Ergebnisse in héheren Dimensionen verwendet werden, diese miissen jedoch in
die Form eines Spaltenvektors gebracht werden.
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Mit der Singuldrwertzerlegung wird die Datenmatrix X in folgender Weise zerlegt:
X =Uxv? (3.32)

wobei U (n xn) und V (m x m) orthogonale Matrizen sind und 3 (n x m) eine Matrix mit nicht
negativen Eintrigen ist [2]. Fiir den Fall, dass n > m ist, sind die meisten nicht null Eintrage in
3 auf der Diagonalen und X kann iiber die Okonomische-SVD reprisentiert werden:

X =UxvT. (3.33)

In Abbildung 3.6 ist die Form der Matrizen bei der Okonomische-SVD dargestellt. Es kann
sinnvoll sein, den Mittelwert iiber die Zeilen X von der Datenmatrix X abzuziehen.

VT

™M

Abb. 3.6: Schema der Matrizen bei der 6konomischen SVD

Eine Moglichkeit, die Matrizen U und ¥ zu interpretieren, ist im Zusammenhang mit der
Kovarianzmatrix. Die Kovarianz des Ergebnisverlaufs x ist wie folgt definiert:

Cij = Cov (:L‘i, l‘j) s (3.34)

wobei x; u. x; diskrete Punkte im Ergebnisverlauf sind. Numerisch ldsst sich die Kovarianzmatirx

folgendermafien berechnen:
1
Cxx = ——XX"©. 3.35
xx = (335)
Wenn man nun statt der Datenmatrix X ihre Singuldrwertzerlegung verwendet, ergibt sich
folgender Ausdruck:

1 T TNT 1 T T 1 2717
Cxx = ﬁUZV (UXVH)' = ﬁUEV VXU = ﬁUE U (3.36)
Gleichung (3.36) beschreibt ein Eigenwertproblem der Kovarianzmatrix Cxx, wobei U die Matrix
der Eigenvektoren und X2 die der Eigenwerte ist [2].
Die Zeile ¢ der Matrix V gibt an, wie die Werte der Zeilen in Matrix U3 kombiniert werden
miissen, um die Ergebnisse des i-ten Experiments zu erhalten. Fiir z. B. einen Zeitverlauf eines
dynamischen Systems wiirde sich das Experiment k iiber folgende Summe wiederherstellen lassen:

N
w(t) = vibid(t) (3.37)
=1

wobei ;(t) die i-te Eigenfunktion, &; die i-te Eigenkreisfrequenz und vy; die Kombinationskoeffi-
zienten fiir das k-te Experiment reprasentieren. Wenn man nun annimmt, dass ein Experiment k
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46 3 Anwendungen

mithilfe von Inputparameter py ermittelt wurde, kann Gleichung (3.37) wie folgt angeschrieben
werden:

(t; pr) Z (Pr)6it(t (3.38)
=1

Um unbekannte Parameterkombinationen p auswerten zu kénnen, ohne das reale Modell zu
evaluieren, konnen die Kombinationskoeffizienten v;(p) mithilfe von Metamodellen approximiert
werden. Die Anzahl der aufzustellenden Metamodelle N ist gleich zu jener der Experimente. Um
diese Anzahl zu verringern, konnen lediglich die wichtigsten Eigenformen und -werte beriicksichtigt
werden. Ein Kriterium hierfiir kann sein, dass so viele Eigenformen N,..4 verwendet werden sollen,
damit 90% der summierten Eigenwerte abgedeckt sind:

S Nred 5,

N
Zi:1 a;

Wie in [25] beschrieben, kann ein Metamodell der besten Prognoseféhigkeit (Abschnitt 2.2.3.1)
fiir die Kombinationskoeffizienten bestimmt werden. Dies fiihrt zu einem Feld-Metamodell der
besten Prognosefihigkeit (F-MOP). Ebenso wird in [25] in Analogie zu Abschnitt 2.2.3.1 erldutert,
dass der Prognosekoeffizient (CoP) gegen z. B. die Zeitachse aufgetragen werden kann um den Feld-
Prognosekoeffizienten (F-CoP) zu erhalten. Dieser kann genutzt werden um Sensitivitatsmafie der
Eingangsvariablen, wie in Abschnitt 3.1.2, iiber z. B. die Zeitachse zu erhalten. Die Modellqualitit
und der Einfluss der Eingangsvariablen kénnen so lokal in Bezug zur Systemantwort gesetzt
werden [25].

~ 0.9 (3.39)
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Kapitel 4

Lebensdauer Vorhersage der HeiBwand einer
Brennkammer

In diesem Kapitel wird die Vorhersage der Lebensdauer einer Heilwand einer Brennkammer
untersucht (siche Abbildung 4.1). Bei derartigen Strukturen will man sicherstellen, dass es

ARIANE 6

| combustion chamber

‘| Chamber wall

Nickel
jacket

led 1y
gﬁi:e; 'TT”
LH,

Abb. 4.1: Heiwand des Triebwerks einer Ariane 6 Rakete [12]

zu keinem Versagen kommt, damit die Fracht der Rakete nicht zerstort wird. Daher ist die
Lebensdauer hier von entscheidender Bedeutung.

Im Zuge dieser Arbeit wurde die Heilgaswand einer Raketenbrennkammer, die aus einer
Kupferlegierung besteht, auf ihr Versagen untersucht. Die Analyse der mechanischen Struktur
wurde mit Ansys Mechanical 2019 R1 durgefithrt. Die Sensitivitdtsanalyse und statischische
Analyse wurden mit Ansys OptiSlang und Ansys Dynardo SoS durchgefithrt. Ebenso wurde
Pyton 3.7 fiir die Auswertung von Daten verwendet.

4.1 Geometrie und Randbedingungen

Da es sich um eine rotationssymmetrische Struktur handelt, wird aus Griinden der Vereinfachung
ein System wie in Abbildung 4.2 betrachtet. Der Mantel besteht aus einer Zinklegierung mit
der Dicke h,; auf welcher sich nach innen hin die Kupferlegierung befindet. In dieser befinden
sich Schlitze zur Kiithlung des Triebwerks mit der Breite w,.. und der Tiefe h... Die Dicke der
HeiBgaswand ist mit hg, bezeichnet. Auf die Heigaswand (Abbidlung 4.2 blaue) wirken der
Druck des heiflen Gases pgqs, die Wandtemperatur 7;,, und der Warmestrom f ein. Im Inneren
der Kiihlkanéle wirkt auf die Struktur der Kiihldruck pge und die Fliissigkeitstemperatur Ty, ein.
Im ersten Schritt des Belastungszyklus wird das System innerhalb von 2s iiber den Kiihlkanal
auf 50 K gekiihlt. Im Anschluss wird das Triebwerk gestartet und nach 3s stellt sich in der
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48 4 Lebensdauer Vorhersage der Heiflwand einer Brennkammer

7 S
Q
€
>
8
>
g

‘ Wee

head flux f
1

coolant pressure ppo

hot gas pressure pgqs
wall temperature Ty,

fluid bulk temperature T,

Abb. 4.2: Geometrie und Randbedingungen

Brennkammer eine Temperatur von 1200 K ein. Das Triebwerk lduft 600s und wird danach
abgeschaltet, nach weiteren 3s wird auch die Kiithlung beendet [12].

4.2 Materialmodell

Im Folgenden wird auf das Materialmodell der Kupferlegierung eingegangen. Es wird jedoch nicht
in allen Einzelheiten erldutert da es nicht Teil der Untersuchung war und ein Programmecode, der
in Ansys Mechanical implementiert werden konnte, zur Verfiigung stand. Weitere Informationen
zum Materialmodell kénnen aus [23] entnommen werden.

Das verwendete Modell beschreibt ein Material mit viskoplastischen Materialverhalten, Alterung
und Schidigung. Es wird kinematische und isotrope Verfestigung beriicksichtigt. Im Folgenden
wird die Funktion der Flielfliche fiir die Beschreibung des plastischen Verhaltens angegeben:

flo, X, R) = |lo = X| = (o) + R) (4.1)

wobei o, die Fliespannung und X u. R Terme zur Beschreibung von kinematischer u. isotroper
Verfestigung sind. Die kinematische Verfestigung wird durch folgende Gleichungen beschreiben:

X(j ) _ gC( e?, — )ij ) (4.2)
X = /4™ me1;2 (4.3)

Die kinematische Verfestigung wird in zwei Teile geteilt X = X1 4+ X®). Die isotopische
Verfestigung wird durch folgende Gleichungen beschrieben:

R=p(Q—PR) , Reo=Q/B (4.4)

wobei X u. Ry die Sattigung der kinematischen und isotropen Verfestigung und + u. 5 die
sogenannten Dynamic revoery Exponenten der kinematischen u. isotropen Verfestigung sind.
Die viskose Spannungserhohung wird durch folgende Gleichung definiert:

Oy = Kpl/”
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4.2 Materialmodell 49

wobei n der Viskositatsexponent und K der sogenannte Drag stress ist. Das Ermiidungsschadi-

gungsmodell ist wie folgt definiert:
Ae

Np = (S)_S (4.5)

wobei S der Duktilitdtserschopfung (Ductility exhaustion) und s der Ermiildungsexponent sind.
In Tabelle 4.1 sind alle Parameter mit dem Variationskoeffizienten (COV) angeben. Sie sind
alle normalverteilt.

Tab. 4.1: Parameter des Heiflgaswandmodells

Beschreibung Parameter Einheit COoVv

Geometrie Parameter:
Wanddicke hgw mm 0.014
Kanalweite Wee mm 0.010

Operative Parameter:

Wiéremstrom dgw mW/mm  0.001
Wandtemperatur Twg K 0.008
Kiihltemperatur Toy K 0.030
Heiflgasdruck Dyas MPa 0.010
Kihldruck DH?2 MPa 0.005

Material Parameter:

Wérmeausdehnung « 1/K 0.006
Wirmeleitfahigkeit A mW K/mm  0.005
Elastizitdtsmodul E MPa 0.0002
Poissonzahl v - 0

Flielspannung fy MPa 0.040
Drag stress K MPa 0.007
Viskositatsexponenten n - 0.017
1st kinematic saturation X&l)) MPa 0.010
1st kinematic exponent ’y(l) - 0.005
1st kin. static recovery A,(Ul) - 0.010
2st kinematic saturation Xé? MPa 0.010
2st kinematic exponent ~2) - 0.040
2st, kin. static recovery Af) - 0.007
1st isotropic saturation R(()? MPa 0.010
1st isotropic exponent 1S - 0.050
1st iso. static recovery AQ) - 0.010
Duktilitatserschopfung S - 0.017
Ermiidungsexponent S - 0.005




Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

50 4 Lebensdauer Vorhersage der Heiflwand einer Brennkammer

4.3 Sensitivitatsanalyse

Fiir die Sensitivitdtsanalyse werden die Elemente in der Mitte der Heiflgaswand und in der
Ecke des Kiihlkanals betrachtet (sieche Abbildung 4.3). Es wird die Schiadigung der einzelnen

middle elements of hot gas wall
Abb. 4.3: Elemente der Heilgaswand die fiir die Sensitivitdtsanalyse betrachtet werden

Elemente ermittelt und falls diese eine Schadigung von iiber 0,9 besitzen wird die Simulation
abgebrochen. Um die Berechnung von zu vielen Zyklen zu vermeiden, wird die Simulation nach
acht Zyklen beendet, siche Abbildung 4.4. Der Lastzyklus des Versagens wird durch Interpolation

0.5 4 2 - -5 -5

0.0+

T
2 P! fi 8 1
Cycles

Abb. 4.4: Maximale Schadigung im Modell in Abhéngigkeit der Belastungszyklen

bzw. Extrapolation der maximalen Schiddigung der beiden letzten Zyklen berechnet, siehe
Abbildung 4.4.

Fiir die Sensitivitdtsanalyse wurden 100 Designs ausgewertet, die mittels Latin-Hypercube-
Sampling erzeugt wurden. Mithilfe dieser wurde in Ansys OptiSlang ein Metamodell erzeugt,
welches genutzt wurde, um die Sensitivitdt der Parameter zu berechnen. In Ansys OptiSlang
wird der CoP Coefficient of Prognosis ausgegeben, siche Abschnitt 2.2.3.1. Die Wichtigkeit eines
Parameters X; wird iiber den CoP(X;) angegeben, sieche Abschnitt 3.1.2.

Die Sensitivitat fiir den Lastzyklus des Versagens ist in Abbildung 4.5 dargestellt. Hier ist zu
erkennen, dass die Temperatur der Heigaswand 7T),, und die Duktilitétserschopfung (Ductility
exhaustion) S den grofiten Einfluss auf die Versagenszyklen haben.
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Abb. 4.5: Sensitivitdt des Lastzyklus des Versagens
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Abb. 4.6: Zyklen bis Versagen Histogramm
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In Abbildung 4.6 ist die lineare Korrelation der Parameter X; dargestellt. Hier kann abgelesen
werden, dass wie auch in Abbildung 4.5 die Temperatur der Heiigaswand T,, und die Duktili-
téatserschopfung (Ductility exhaustion) S den groBten Einfluss besitzen. Durch eine Erhéhung
von S werden die Zyklen bis zum Versagen erhéht und durch Erhéhen von T7,, werden die Zyklen
verringert.

In Abbildung 4.7 ist das Histogramm der Zyklen bis zum Versagen dargestellt, welches aus 100
Latin-Hypecube-Designs resultiert. Der Mittelwert ergibt sich zu 7.945 und Standardabweichung
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zu 0.345.
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OUTPUT : n_crit_cen

1.4

1

Histogram

on T T
2 7.5

8.5 9 9.5 10
QUTPUT : n_crit_cen

Abb. 4.7: Zyklen bis Versagen Histogramm

4.4 Statistische Analyse

Nach der Sensitivitidtsanalyse wurden die Ergebnisse des FE-Modells mithilfe der Software Ansys
Dynardo SoS analysiert. SoS ist die Abkiirzung fiir Statistics of Structure und mithilfe dieser
Software kénnen statische Eigenschaften tiber jedes Element in einem FE-Modell errechnet werden.
Hierzu werden Ergebnisse wie z. B. Schidigung und Verzerrungen der 100 Latin-Hypercube-
Designs aus der Sensitivitdtsanalyse genommen und fiir jedes Element statistische Werte tiber
die Designs ermittelt, sieche Abbildung 4.8. Es kénnen Feld-Metamodelle erzeugt werden, wie in
Abschnitt 3.4 beschrieben.

b statistics

Mean

Standard deviation

Variance

Coeffident of Variation (C.0.V.)
Minimum sample values
Maximum sample values

Range of sample values
Prabability being minimum
Probability being maximum
Quantie

Non-exceedance probability
Mean +k*sigma

Probability of k-sigma interval
Quality capability Cp

Quality capability Cpk

Eroded data fraction

Linear correlation

Coefficent of Determination (C.0.D.)

Compute relative error

Designs

Error of mean
Error of variance

Abb. 4.8: Statistische Eigenschaften {iber alle Designs fiir jedes Element

Zuerst wurde die Schidigung der einzelnen Elemente betrachtet. Hierbei wurde der Mittel-
wert und die Standardabweichung ermittelt, siche Abbildung 4.9 und 4.10. Da die Schidigung
jedoch mit 90% begrenzt ist und sie in den Elementen von Interesse immer 0.9 ist, muss zum
Aufbau eines Feld-Metamodells eine andere Grofle herangezogen werden. Da die Schidigung laut
Gleichung (4.5) von den Verzerrungen abhéngt, wurden die plastischen Verzerrungen herange-
zogen. Aus Abbildung 4.11 und 4.12 kann entnommen werden, dass die maximalen plastischen
Verzerrungen an denselben Elementen auftreten wie die maximale Schiadigung.
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result mean

cregfion time  2020-08-29 11:36:55
data type element
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maximum value 0.899752

L7700

element 302; 0516053

element 337; 0899752

Abb. 4.9: Mittelwert der Element Schiadigung

element 301; 0141278
element 302; 00925603

quantity dammax8

result stcdev

cregtion time  2020-03-29 11:36:56
data type element:

minimum value 0.000665756
maximum value 0.151862

element 337: 000246407

Abb. 4.10: Standardabweichung der Element Schédigung
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Abb. 4.11: Mittelwert der Schadigung
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result mean
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data type element

minimum value 0.00344352
maximum value 0235661

element 301; 017233

element 302: 0.181257

element 337: 0.235661

Abb. 4.12: Mittelwert der plastischen Verzerrungen
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Fiir die plastischen von-Mises-Verzerrungen efle wird in SoS fiir jeden der acht Lastzyklen ein
Feld-Metamodell erstellt. In Abbildung 4.13 sind die Giite der Metamodelle und die Einfliisse der
Parameter angegeben. Wie aus Abbildung 4.13 entnommen werden kann, werden die plastischen
von-Mises-Verzerrungen ebenso durch die Heigastemperatur T',, und die Duktilitétserschépfung
(Ductility exhaustion) S am meisten beeinflusst. Der F-CoP|[Total] in Abbildung 4.14 gibt
die beschreibbare Variation im gesamten Feld an. Bereiche mit kleiner Standardabweichung
sigma[FMOP], sieche Abbildung 4.15, haben typischerweise kleine F-CoP-Werte und jene mit
grofler Standardabweichung haben grofle F-CoP-Werte. Dies resultiert daraus, dass jene Bereich
mit einer hohen Standardabweichung genau beschrieben werden miissen, um die Unsicherheiten
abzudecken.

Um die Anzahl der Zyklen bis zum Versagen mithilfe der plastischen von-Mises-Verzerrungen
ermitteln zu konnen, muss zuséatzlich die plastischen von-Mises-Verzerrungen beim Versagen
bestimmt werden. Hierzu wird die maximale plastische Verzerrung iiber die Zyklen aufgetragen
und im Anschluss jene Verzerrungen ermittelt, die bei den zugehorigen Versagenszyklen liegen,
siehe Abbildung 4.16.

Mithilfe des Feld-Metamodells kann nun die Statistik fiir den Versagenszyklus fiir mehrere
Designs berechnen werden. Der Programmablauf wird wie folgt durchgefiihrt:

1. Generieren eines Designs (Inputvariablen Werte)

2. Berechnen des Feld-Metamodells fiir die plastischen von-Mises-Verzerrungen EﬁlM flir den
Tten und 8ten Zyklus

pl
3. Berechnen des Versagensverzerung e, M. fail

4. Berechnen des Versagenszyklus ny,; durch Interpolation bzw. extrapolation von sﬁlM

Elef i Eleﬁ
vM, faz vM,
Nfail = 6+ pl pl (46)

EoM,7 ~ EuM6

Dieses Schema kann im Anschluss mithilfe einer Monte-Carlo-Simulation fiir eine grofie An-
zahl von Parameterkonfigurationen durchgefithrt werden. Hiermit konnen statistische Werte fiir
den Versagenszyklus ermittelt werden. In Abbildung 4.17 ist das Histogramm der Versagenszy-
klen, die mithilfe des Feld-Metamodells ermittelt wurden, dargestellt. Der Mittelwert und die
Standardabweichung ergeben sich zu 7,939 und 0, 280. Zum Vergleich, der Mittelwert und die
Standardabweichung die mithilfe von Latin-Hypercube-Samplinling und dem realen FE-Modell
ermittelt wurden liegen bei 7,945 und 0, 346.

Feld-Metamodelle haben den Vorteil, dass man nicht vor Beginn der Analyse wissen muss,
an welchen Punkten einer Struktur die interessanten Werte auftreten kénnen. In der folgenden
Analyse konnen somit mehrere Punkte genutzt werden, die jedoch je nach Eingangsvariablen
rdumlich variieren konnen. Mit den in der Software Ansys Dynardo SoS angebotenen Methoden
kénnen ebenso Punkte, die von Interesse sind, gefunden werden.
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4.4 Statistische Analyse
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Abb. 4.14: Feldprognosckoeffizient (F-CoP) fiir das Feldmetamodell der plastischen von-Mises-

Verzerrugen
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Abb. 4.15: Standardabweichung (sigma[FMOP]) fiir das Feldmetamodell der plastischen von-
Mises-Verzerrugen
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4 Lebensdauer Vorhersage der Heiflwand einer Brennkammer
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Kapitel 5
Schlussfolgerungen

Metamodelle sind Analysewerkzeuge, um aufwendige Berechnungsmodelle (lange Berechnungs-
zeiten) von Strukturen (FE-Modelle) in einer effizienten Art und Weise zu untersuchen. Wie
in den vorangegangenen Kapiteln erldutert wurde, ist der mathematische Aufbau einfach und
in den schlimmsten Féllen miissen nur Matrizen invertiert werden. Diese Methode kann fiir
eine Vielzahl von Verfahren verwendet werden, um die Rechenzeit zu verringern. Fiir die me-
chanische Strukturanalyse relevante Bereiche wiren die Sensitivitdtsanalyse, die Berechnung
von Versagenswahrscheinlichkeiten und die Optimierung. Es sind auch Anwendungen in der
maschinellen Herstellung von z.B. Fertigteilen in der Baubranche moglich. In [17] wurde ein
Metamodell verwendet um ein FE-Modell, welches die Durchbiegung von Brettschichtholztrager
berechnet, zu approximiert. Mit diesen wird im Anschluss mittels Optimierungsverfahren, aus
einer gegebenen Anzahl an Holzbrettern, Brettschichtschichtholztrager erzeugt, die ungefahr die
gleichen Verformungseigenschaften besitzen.

Es muss jedoch auch erwédhnt werden, dass Metamodelle keine Wunderwaffe sind, mit denen
im Anschluss alles berechnet werden kann. Sie werden fir ein spezifisches Problem aufgestellt
und sind meist durch die zur Aufstellung des Modells benutzen Daten limitiert und kénnen z. B.
nicht fiir Stellen auerhalb des untersuchten Bereichs sicher eingesetzt werden. Es ist auch immer
die Approximationsgiite genau zu betrachten, da nicht alle Punkte im untersuchten Raum gleich
gut approximiert werden kénnen und dadurch womoglich sehr lokale Effekte nicht abgebildet
werden konnen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die maximalen Lastzyklen bis zum Versagen einer Racketen-
brennkammerheifwand mithilfe von Metamodellen untersucht. Durch die Sensitivitdtsanalyse
wurden jene Parameter erkannt, die den meisten Einfluss auf den maximalen Lastzyklus haben.
Im Anschluss wurde mithilfe eines Feld-Metamodells die Ergebnisse eines ganzen Bereichs ap-
proximiert, um fiir die Bestimmung des maximalen Lastzyklus Feldgrofien zur Verfiigung zu
haben. Um den maximalen Lastzyklus mithilfe des Metamodells berechnen zu kénnen, wurde ein
Metamodell fiir die plastische Verzerrung bei Versagen ermittelt. Durch das Feld-Metamodell
kénnen auch jene Bereiche gefunden werden, die durch eine Anderung der Inputvariablen die
groften Anderungen erfahren. Mit dem ermittelten Feld-Metamodell kann der Aufwand fiir
eine Monte-Carlo-Simulationen wesentlich verringert werden. Die Auswertung des Metamodells
benotigt ca. 30s und die des FE-Modells ca. 1,7h.
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