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Abstract

Particularly in non-life insurance, the collective model is often used for claims modeling of
a cohort of insurance policies. In the collective model, both the number and the amount of
claims are assumed to be random. Consequently, to determine the total claims distribution,
the convolutions of the individual claims’ distribution are required, the calculations of which
can be very complex and computationally expensive. However, under certain conditions for the
distributions of the number of claims and the distribution of individual claims, it is possible to

recursively determine the probability function or density function of the total claims.

Since the well-known Panjer recursion can only be used if the number of claims is poisson,
binomial or negative binomial distributed, it is the goal of this diploma thesis to present, test

and compare further recursions for the determination of the total claim distribution.

The first chapter of this diploma thesis summarizes the most important basics of probabili-
ty theory and combinatorics. The second chapter serves as an introduction to claims modeling.
Subsequently, the third chapter describes the aforementioned Panjer recursion. Chapters 4 and
5 deal with generalized Panjer recursions. While in the fourth chapter three further recursions
for the determination of the total claims distribution are presented, these recursions are com-
pared in chapter 5 regarding their running time and numerical stability. In chapter 6, another
method for the calculation of the total claims distribution is presented. Finally, chapter 7 sum-
marizes the basics of risk and ruin theory and uses one of the recursions presented in chapter

4 to derive a recursive method for calculating ruin probabilities.
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Zusammenfassung

Vor allem in der Schadenversicherung findet bei der Schadenmodellierung einer Kohorte von
Versicherungspolizzen oftmals das kollektive Modell Anwendung. Im kollektiven Modell werden
sowohl die Anzahl als auch die Hohe der Schiaden als zufillig angenommen. Zur Bestimmung
der Gesamtschadenverteilung werden infolgedessen die Faltungen der Einzelschadenverteilung
benotigt, deren Berechnungen sehr komplex und rechenaufwéndig sein konnen. Erfiillen die
Schadenanzahlverteilung sowie die Einzelschadenverteilung bestimmten Voraussetzungen, ist
es allerdings moglich, die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichtefunktion des Gesamtschaden

rekursiv zu bestimmen.

Da die bekannte Panjer Rekursion nur eingesetzt werden kann, wenn die Schadenanzahl poisson-
, binomial- oder negativ binomialverteilt ist, ist es das Ziel dieser Arbeit weitere Rekursionen
zur Bestimmung der Gesamtschadenverteilung vorzustellen, zu testen und miteinander zu ver-

gleichen.

Im ersten Kapitel dieser Diplomarbeit werden die wichtigsten Grundlagen der Wahrschein-
lichkeitstheorie und Kombinatorik zusammengefasst. Das zweite Kapitel dient zur Einfithrung
in die Schadenmodellierung. Anschliefsend wird im dritten Kapitel die bereits erwihnte Panjer
Rekursion beschrieben. Die Kapiteln 4 und 5 beschéftigen sich mit den verallgemeinerten Panjer
Rekursionen. Wahrend im vierten Kapitel zundchst drei weitere Rekursionen zur Bestimmung
der Gesamtschadenverteilung vorgestellt werden, werden diese Rekursionen im Kapitel 5 hin-
sichtlich ihrer Laufzeit und numerischen Stabilitit verglichen. Im Kapitel 6 wird eine weitere
Methode zur Berechnung der Gesamtschadenverteilung vorgestellt. Abschlieffend werden im
Kapitel 7 die Grundlagen der Risiko- und Ruintheorie zusammengefasst und mithilfe einer der
in Kapitel 4 vorgestellten Rekursionen eine rekursive Methode zur Bestimmung der Ruinwahr-

scheinlichkeiten hergeleitet.
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1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie und Kombi-
natorik

In diesem Kapitel werden die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe beziehungsweise Sétze aus
den Gebieten der Wahrscheinlichkeitstheorie und Kombinatorik kurz erldutert. Dieses Kapitel
basiert auf (Gurker 2018) und (Schmidt 2009).

1.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Es sei 2 die Menge aller moglichen Ereignisse.

Definition 1.1.1 (o-Algebra). F sei eine Menge von Teilmengen von €. Wir nennen F eine

o-Algebra auf (), wenn
e e F
e Fe F=F‘eF

e Fiir alle Folgen F, F5, ... von Mengen aus F gilt: |J F; € F.

r=1

Definition 1.1.2 (Wahrscheinlichkeitsmaf). F sei eine o-Algebra auf Q. Eine reellwertige
Funktion P auf F heifft Wahrscheinlichkeitsmafs, wenn:

e VFE e F:P(F)>0
e P(Q))=1

e Fiir alle Folgen Fy, I, ... von Mengen aus F mit F; N F; =0, i # j, gilt:
P (U F) => P(F).
i=1 i=1

Definition 1.1.3 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
nisses A gegeben Ereignis B mit P(B) > 0 ist definiert durch

P(AN B)

Proposition 1.1.1. Es sei By, Bs, ... eine Partition von ). Dann gilt fir alle Ereignisse A
P(A) = ) P(A|B)P(B;).
i=1

Definition 1.1.4 (Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable ist eine reellwertige Funktion auf der
Menge Q, X : Q — R. Fiir eine Zufallsvariable X definieren wir nun die Menge D := {X (w) :

w € 9} und nennen sie den Wertebereich der Zufallsvariablen.

6
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Definition 1.1.5 (Verteilungsfunktion). Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X ist
die Funktion Fy : R — [0, 1] mit
Fx(x) =P(X < z).

Definition 1.1.6 (Diskrete Verteilung). Eine Zufallsvariable X heifit diskret beziehungsweise

hat eine diskrete Verteilung, wenn ihr Wertebereich D entweder endlich oder abzéhlbar ist.

Definition 1.1.7 (Wahrscheinlichkeitsfunktion). Fiir eine diskrete Zufallsvariable X ist die
Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir z € D gegeben durch

Definition 1.1.8 (Stetige Verteilung). Eine Zufallsvariable X hat eine stetige Verteilung, wenn

die Verteilungsfunktion F'y stetig ist. In diesem Fall nennen wir X eine stetige Zufallsvariable.

Bemerkung 1.1.1. Fiir eine stetige Zufallsvariable X gilt, dass
P(X =z) = Fx(z) — Fx(z—) =0 Vx € R.

Existiert fiir die stetige Zufallsvariable X eine Funktion fx, sodass
Fx(x) = / fx(t) dt,

nennen wir X absolutstetig und die Funktion fx die Dichte von X.

Definition 1.1.9 (Erwartungswert). Fiir eine Zufallsvariable X und eine Funktion g ist der

Erwartungswert von Y = g(X) wie folgt definiert:

709($)fx(a7) dr , X stetig

> g(x)px () , X diskret

E[Y] =

Bemerkung 1.1.2. Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y und die Konstanten a und b gilt
ElaX + bY] = a E[X] + b E[Y].
Bemerkung 1.1.3. Der Erwartungswert eines Zufallsvektors X = (X, X5) ist definiert als
E[X] = < E[X] ) .
E[X:]
Definition 1.1.10 (Varianz). Die Varianz einer Zufallsvariablen X mit endlichem Erwartungs-

wert ist definiert als:
V[X] = E[(X - E[X])?],

falls dieser Ausdruck endlich ist.
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Bemerkung 1.1.4. Mithilfe der Linearitit des Erwartungswerts ist es leicht zu sehen, dass
V[X] = E[X?] - (E[X])*.

Definition 1.1.11 (Momentenerzeugende Funktion). Existiert fiir die Zufallsvariable X ein
h > 0, sodass E[e!*] < oo fiir t € (—h,h), ist die momentenerzeugende Funktion von X

gegeben durch
Mx(t) = E[e"*] , t € (—h, h).

Bemerkung 1.1.5. Falls fiir zwei Zufallsvariablen X und Y die momentenerzeugenden Funk-

tionen My beziehungsweise My auf einem offenen Intervall um die 0 existieren, gilt

Bemerkung 1.1.6. Die Existenz der momentenerzeugenden Funktion M (t) auf einem offenen
Intervall um die 0 impliziert, dass Mx(t) an der Stelle t = 0 beliebig oft differenzierbar ist. In
diesem Fall gilt fiir r > 1:

MY (0) = E[X7).

Definition 1.1.12 (Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion). Fiir eine diskrete Zufallsvariable

X mit Werten in Ny wird die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion wie folgt definiert:
mx(t) =E[t*] =) t"px(z) , t €[0,1].
=0

Bemerkung 1.1.7. Fiir ¢t € [—1, 1] gilt:

Z ’tx|pX<$> < pr(&:) =1.

Diese Ungleichung impliziert, dass die Potenzreihe auf dem Intervall [—1, 1] konvergiert. (vgl.
Schmidt 2009: 97)

Bemerkung 1.1.8. Wie der Name schon verrét, konnen mithilfe der wahrscheinlichkeitserzeu-

genden Funktion die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten wie folgt bestimmt werden:

(vgl. Klugman/Panjer/Willmot 2004: 73)

Definition 1.1.13 (Kumulierte Verteilungsfunktion). Die kumulierte Verteilungsfunktion der

Zufallsvariablen X und Y ist gegeben durch

FX,Y(x>y> = ]P)({X < ZL‘} 8 {Y < y})7 (l’,y) € R”.
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Bemerkung 1.1.9. Existiert eine Funktion fxy, sodass fiir alle (z,y) € R? gilt

z Yy
Fyy(z,y) = / / fxy(u,v) du dv

nennen wir fyy die gemeinsame Dichtefunktion von X und Y.

Definition 1.1.14 (Gemeinsame Wahrscheinlichkeitksfunktion). Die gemeinsame Wahrschein-

lichkeitsfunktion von zwei diskreten Zufallsvariablen X und Y ist gegeben durch
pxy(r,y) =P(X =2,V =y).

Definition 1.1.15 (Bedingte Wahrscheinlichkeitksfunktion). X und Y seien zwei diskrete Zu-
fallsvariablen mit den Wahrscheinlichkeitsfunktionen px bzw. py, sowie der gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsfunktion px y. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von X gegeben

Y = y definiert durch

o pX,Y(fL’,y)

Definition 1.1.16 (Bedingte Erwartung). X und Y seien zwei stetige Zufallsvariablen mit
den Dichten fx und fy, sowie der gemeinsamen Dichtefunktion fxy. Dann ist die bedingte

Dichtefunktion von X gegeben Y = y definiert durch

~ fxy(z,y)

Die bedingte Erwartung von X gegeben Y = y ist gegeben durch

[e.9]

EX|Y =y] = / z fxy (zly)de.

Definition 1.1.17 (Bedingte Varianz). Die bedingte Varianz von X gegeben Y = y ist definiert
durch
VXY = y] = E[(X - E[X|Y = y])’|Y = y].
Bemerkung 1.1.10. Es gilt
VIXY =y = E[X?|Y = y] — (E[X]Y =y))".
Proposition 1.1.2 (Gesetz der totalen Erwartung). Fir zwei Zufallsvariablen X und Y gilt:
E[X] = E[E[X|Y]]

Proposition 1.1.3 (Gesetz der totalen Varianz). X und Y seien zwei Zufallsvariablen, sodass
V[X] existiert. Dann gilt:
VIX] = E[VIX|Y]] + VE[X Y]]

Definition 1.1.18 (Unabhéngigkeit). X und Y seien zwei Zufallsvariablen mit den Dichten
fx und fy sowie der gemeinsamen Dichtefunktion fxy im stetigen Fall bzw. mit den Wahr-
scheinlichkeitsfunktionen px und py sowie der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion px y
im diskreten Fall. X und Y heiffen unabhéngig genau dann, wenn fxy(x,y) = fx(x)fy(y) im
stetigen Fall bzw. pxy(z,y) = px(z)py(y) im diskreten Fall gilt.

9
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1.2 Kombinatorik

Definition 1.2.1 (Fakultét). Fir n € Ny definieren wir die n-te Fakultit als

n—1

n! = H(n —1).

i=0
Bemerkung 1.2.1. Die n-te Fakultdt gibt an, wie viele Moglichkeiten es gibt n Objekte

anzuordnen.

Definition 1.2.2 (Binomialkoeffizient). Der Binomialkoeffizient n iiber k fiir n € R k € Ny

k—1 .
<n): n—1
k i:Ok_Z

Bemerkung 1.2.2. Mithilfe des Binomialkoeffizienten kann die Anzahl der Moglichkeiten be-

stimmt werden, k von n Objekten auszuwahlen.

ist gegeben durch

Bemerkung 1.2.3. Fiir n € Ny gilt iir den Binomialkoeffizienten:

(”) it k{01 n)
k 0 , sonst

Bemerkung 1.2.4. Der Binomialkoeffizient hat die folgenden Eigenschaften, wenn wiederum

n € Ny gilt:

N
o 3
~
I
—_

n

(ZE) - @ ' <kil>

Satz 1.2.1 (Binomischer Lehrsatz). Fir a,b € R und n € N gilt die Gleichung

o= 32 (2o

k=0

/N
_ 3
~
I

2 Eine Einfiihrung in die Schadenmodellierung

Dieses Kapitel soll einen Uberblick iiber die Grundlagen der Schadenmodellierung bieten. Hier-
bei wurde der Fokus auf die Schadenversicherung gelegt. Bei einer Schadenversicherung wird
bei Eintritt eines Versicherungsfalles der tatsidchlich entstandene Schaden bezahlt. Die Zahlun-
gen sind dabei aber durch eine vereinbarte Versicherungssumme nach oben beschriankt. (vgl.

SVV) Beispiele fiir Schadenversicherungen wéren unter anderem Haftpflicht-, Feuer-, Unfall-

10
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oder Rechtsschutzversicherungen. (vgl. bpb) Da bei der Modellierung des Gesamtschadens so-
wohl die Hohe als auch die Anzahl der Schiaden stets getrennt voneinander betrachtet werden
(vgl. Tse 2009: 4), beschéftigen wir uns zunéchst mit moglichen Verteilungen der Einzelsché-
den beziehungsweise der Schadenanzahl und fithren diese beiden Zufallsgréfsen anschliefend im

kollektiven Modell zusammen.

2.1 Modellierung der Einzelschaden

Da bei Schadenversicherungen die Versicherungsleistungen keine deterministischen Grofen sind,
ist eine Modellierung der Schidden als Zufallsvariable notwendig. (vgl. Helbig et al 1987: 36)
Im Allgemeinen werden hierfiir nichtnegative stetige Zufallsvariablen betrachtet. Zu den am
haufigsten verwendeten Verteilungen zur Modellierung zéhlen unter anderem die Exponential-,
Gamma-, Weibull- und Paretoverteilungen. (vgl. Tse 2009: 41) In diesem Abschnitt werden nun

die Eigenschaften dieser Verteilungen kurz beschrieben.

2.1.1 Die Gammaverteilung

Eine Zufallsvariable X, deren Dichte gegeben ist durch

m(171 —

———e
fx(z) = Le)s
0 , sonst

B x>0

heifst Gamma-verteilt mit dem Formparameter a@ > 0 und dem Skalenparameter § > 0. Wir

schreiben X ~ Gam(a, 8). Die Gammafunktion ist fiir a > 0 wie folgt als Integral definiert:
[Na) = / e dr.
0
Die momentenerzeugende Funktion von X ~ Gam(«, 3) ist fir ¢ < % gegeben durch
Mx(t) =E[e™] = (1 - Bt)™

Fiir den Erwartungswert und die Varianz von X erhélt man die folgenden Ausdriicke:

(vgl. Gurker 2018: 122 f.)

2.1.2 Die Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist der Spezialfall der Gammaverteilung, wenn der Formparameter
a = 1 ist. Die Dichte von X ~ Exp(f) ist daher gegeben durch

e s ,x>0

fx(z) =

S W=

, sonst.

11
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Fiir die momentenerzeugende Funktion beziehungsweise den Erwartungswert und die Varianz

gilt:
1 1
E[X] =8
V[X] =5

(vgl. Gurker 2018: 124 f.)

2.1.3 Die Weibullverteilung

Die Zufallsvariable X besitzt eine Weibullverteilung mit dem Formparameter o > 0 und dem

Skalenparameter A > 0, wenn ihre Dichte fiir x > 0 gegeben ist durch

)= (5) () e [(-3)]

Es wird die Notation X ~ W(a, \) verwendet. Der Erwartungswert beziehungsweise die Varianz

von X sind
E[X] = AT (1 + é)
V[X] = A°T (1 + 5) - (E[X])*

wobei I'(.) wieder die Gammafunktion bezeichnet.
Ist der Skalenparameter A = 1, spricht man von der Standard-Weibullverteilung. (vgl. Tse 2009:
51)

2.1.4 Die Paretoverteilung

Besitzt die Zufallsvariable X die Dichte

ay®
fx(x) TG z20

so ist X Pareto-verteilt mit den Parametern o« > 0 und v > 0. In diesem Fall notiert man
X ~ P(a,7). Fiir eine Pareto-verteilte Zufallsvariable existieren zwar die k-ten Momente fiir
k < «a, die momentenerzeugende Funktion jedoch nicht. Der Erwartungswert und die Varianz

sind fiir @ > 2 gegeben durch

(vgl. Tse 2009: 51 f.)

12
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2.2 Modellierung der Schadenanzahl

Die Schadenanzahl stellt neben den Schadenhdhen die zweite wichtige Variable bei der Model-
lierung des Gesamtschadens dar und wird mithilfe einer nichtnegativen diskreten Zufallsvariable
modelliert. Beliebte Verteilungen hierfiir sind unter anderem die Binomial-, beziehungsweise ne-
gative Binomialverteilung, die geometrische Verteilung oder aber auch die Poisson-verteilung.
(vegl. Tse 2009: 3-6) Wie auch bei den Einzelschiiden, wird nun im Folgenden ein kurzer Uber-
blick dieser Verteilungen gegeben.

2.2.1 Die Poissonverteilung

Besitzt die Zufallsvariable N die Wahrscheinlichkeitsfunktion
e
pn(n) =P(N =n) = —— firn=012 .
n!
so sagen wir, dass N Poisson-verteilt ist mit dem Parameter A > 0 und schreiben dafiir
N ~ P()). Fiir den Erwartungswert, die Varianz sowie die momentenerzeugende bzw. wahr-

scheinlichkeitserzeugende Funktion gilt:

E[N] =

VIN] = A
My(t) = E[e™] = 2D teR
my(t) = M=)

(vgl. Gurker 2018: 111 f., Schmidt 2009: 97)

Die Poissonverteilung besitzt eine Eigenschaft, die sehr niitzlich bei der Modellierung von Risi-
ken ist. Nimmt man an, dass die Anzahl der Schéden iiber einen bestimmten Zeitraum Poisson-
verteilt ist und dass die Schdden in m Klassen (z.B. mithilfe der Klassifizierung nach der Scha-
denhdhe) unterteilt werden konnen, ist die Anzahl der Schéden tiber einer bestimmten Grenze
wieder Poisson-verteilt, jedoch mit einem neuen Parameter. (vgl. Klugman/Panjer/Willmot
2004: 74)

2.2.2 Die Binomialverteilung

Die Zufallsvariable N heift binomialverteilt mit den Parametern m € N und p € (0,1), in

Kurzschreibweise N ~ B(m, p), wenn sie die folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion besitzt:

pn(n) = (m)pn(l —p)" " firn=0,1,....,m.
n

13
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Fiir die momentenerzeugende sowie wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion, den Erwartungs-

wert und die Varianz erhélt man die folgenden Ausdriicke:

(vgl. Gurker 2018: 102 f., Schmidt 2009: 97)

Da p < 1 ist, ist bei der Binomialverteilung die Varianz stets kleiner als der Erwartungswert.
Daher ist es sinnvoll die Binomialverteilung anstelle der Poissonverteilung fiir die Modellierung
der Schadenanzahl zu verwenden, wenn die beobachtete Stichprobenvarianz kleiner als das
beobachtete arithmetische Mittel ist. (vgl. Klugman/Panjer/Willmot 2004: 79)

2.2.3 Die negative Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer negativ-binomialverteilten Zufallsvariable N mit den Pa-

rametern r > 0 und p € (0, 1), in Kurzschreibweise N ~ N B(r, p), ist gegeben durch

—1
pn(n) = (7“—|—n )pr(l—p)" ,firn=0,1,2,...
n

Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt

My(t) = (ﬁ)r ,t < —=In(1-p)

0= (=i=m) T

(vgl. Bowers et al 1986: 323, Schmidt 2009: 97)
Ubersteigt die Varianz den Erwartungswert ist es ratsam die negative Binomialverteilung an-
stelle der Poissonverteilung zur Modellierung zu verwenden. (vgl. Klugman/Panjer/Willmot

2004: 77)

14
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2.2.4 Die geometrische Verteilung

Die geometrische Verteilung ist ein Spezialfall der negativen Binomialverteilung (r = 1). Somit

erhalt man

pn(n) =p(l—p)" , firn=0,1,2,..

E[N] = %
VN = L
My (t) = 7— (f’_ et (=)

(vgl. Gurker 2018: 107)

2.3 Der Gesamtschaden

Im Folgenden wird eine Kohorte von Versicherungspolizzen iiber einen bestimmten Zeitraum
betrachtet. Das Ziel besteht nun darin, den Gesamtschaden S dieser Kohorte zu modellieren.
Dafiir kann entweder das individuelle oder das kollektive Modell verwendet werden. (vgl. Klug-
man/Panjer/Willmot 2004: 135 f.)

2.3.1 Das individuelle Modell

Beim individuellen Modell wird der Schaden jeder einzelnen Polizze betrachtet. Die Zufallsva-

riable X; beschreibt dabei den Schaden der i-ten Polizze. Bei einer Kohorte von n Polizzen ist

S
=1

gegeben. Es wird vorausgesetzt, dass die Schaden X, fiir« = 1,......,n voneinander unabhéngig

der Gesamtschaden also durch

sind. Falls Xi,..., X, zusitzlich auch identisch verteilt sind, erhdlt man sofort die folgenden
Ausdriicke fiir den Erwartungswert beziehungsweise die Varianz des Gesamtschadens

E[S] = n E[X/]
Wenn eine sehr groffe Anzahl von Polizzen betrachtet wird, kann in diesem Fall die Verteilung
von S mithilfe des Zentralen Grenzwertsatzes approximiert werden und es gilt

—E
P(S<s)~® s — El5) .
V1S]

Um die exakte Verteilung des Gesamtschadens zu bestimmen, wird die Faltung der unabhén-
gigen nichtnegativen stetigen Zufallsvariablen Xj,..., X, betrachtet. Die Faltung der Zufalls-
variablen X; und X, mit den Dichten f; und f5 ist definiert als

1) = frrax(@) = / il — ) faly)dy = / " foe - ) fily)dy.
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Die Dichte des Gesamtschadens kann nun rekursiv berechnet werden:

7M@) = fxiprx, (2) = /Ox F (@ —y) faly)dy = /Ox falz —y) D (y)dy.

(vgl. Tse 2009: 87-94)

2.3.2 Das kollektive Modell

Beim kollektiven Modell werden nur die tatséchlichen Zahlungen beziehungsweise Schiaden be-
trachtet und anschliefend aufsummiert. (vgl. Klugman/Panjer/Willmot 2004: 135) Da sowohl
die Anzahl als auch die Hohe der Schiden nicht deterministisch sind, besitzt der Gesamtschaden
S im kollektiven Modell eine zusammengesetzte Wahrscheinlichkeitsverteilung (vgl. Tse 2009:

87) und ist durch die folgende Zufallssumme gegeben:

N
S=> X
i=1

Hierbei beschreibt die Zufallsvariable N die Schadenanzahl und X; die Hohe des i-ten Schadens.
(vgl. Bowers et al 1986: 317) Falls N = 0 ist, wird S = 0 gesetzt. (vgl. Klugman /Panjer/Willmot
2004: 135)

Die Verteilung von S heift

e zusammengesetzte Poissonverteilung, falls N Poisson-verteilt ist.

e zusammengesetzte (negative) Binomialverteilung, falls N einer (negativen) Binomialver-
teilung folgt. (vgl. Bowers et al 1986: 317 f.)

Beim kollektiven Modell werden grundsétzlich die folgenden Unabhéngigkeitsannahmen getrof-

fen:
e Die Schaden Xi,X5, ... sind unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen.

e Bedingt auf N = n, hingt die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X3, ..., X, nicht

von n ab.

e Die Verteilung der Schadenanzahl N héngt nicht von der Hohe der Schiaden X, X, ...
ab. (vgl. Klugman/Panjer/Willmot 2004: 135)
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Mithilfe dieser Annahmen kénnen nun leicht der Erwartungswert, die Varianz sowie die mo-

mentenerzeugende bzw. wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von S bestimmt werden:

E[S] = E[E[S|N]] = E[N E[X\]] = E[N] E[X]

V[s]

E[V[S|N]] + V[E[S|N]] =
E[N V[Xi]] + V[N E[Xy]] =
E[N] V[X,] + (E[X;])* V[N]

Ms(t) = E[e**] = E[E[e"*|N]) =
= E[Mx, (1)"] = E[e" (M0 0)] =

(vgl. Bowers et al 1986: 319)

Verwendet man fiir die Anzahl der Schiaden die Poissonverteilung, die Binomialverteilung oder

die negative Binomialverteilung, erhélt man damit nun die folgenden Ausdriicke

o N ~ P()):
E[S] = )\ E[X}]
VIS] = A (V[X1] + (E[X1])%)
Mg(t) _ eA(Mxl(t)—l)
ms(t) = Mmxy (0-1)
e N ~ B(m,p):
E[S] = mp E[X/]
V[S] = mp V[X1] +mp(1 — p) (E[X1])* =

[
= mp V[Xy1] +mp(1 — p) (E[X7] - V[X4]) =
=mp ((1—p) E[X7] +p V[X4])
Ms(t) = [(1 —p) +p Mx, (t)]"
ms(t) = [(1 —p) +p mx, ()]
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E[s] = "2 - P) g,

V[S] _ T(lp—p) V[Xl] + T(lp; p) (E[Xl])z _
_d - P [B(x2) - (E[X.)] + “11; P) (g[x,))? =
. 7"(1 - p) 2 7’<1 - p)2 2
- U0 gpey+ L2 (g

n

S
~

SN—

(1 1 —i)Mxl(t)X
ms(t) = (1 —(1 —ljo)mx1 (t)) .

Wir sind nun an der Verteilungsfunktion beziehungsweise der Dichte des Gesamtschadens S

interessiert:
o0

Fy(z) =P(S<z)=)» P(S<z|N=n)PN=n)=

n=0

:iP(quL...—I—Xn <z)P(N=n)=

n=0
= F{(x) PN =n].
n=0
Fir die Dichte von S erhalt man nun durch Ableiten:

fs(@) =Y fii(x) PIN = n].
n=0
(vgl. Bowers et al 1986: 319-323, Klugman/Panjer/Willmot 2004: 140 f., Schmidt 2009: 156)

Da zur Bestimmung der Verteilungsfunktion beziehungsweise der Dichte von S die Faltungen
der Verteilung der Einzelschaden benotigt werden, ist es praktisch eine Verteilung zu verwen-
den, deren Faltungen relativ leicht per Formel oder numerisch bestimmt werden kénnen. (vgl.
Bowers et al 1986: 325) Falls dies jedoch nicht moglich ist, kann die Berechnung sehr komplex
und rechenaufwandig werden. Im néchsten Kapitel werden wir uns deshalb mit der Panjer Re-
kursion beschéftigen. Mit dieser ist es moglich, die Dichte von S zu bestimmen, wenn sowohl
die Schadenanzahl N als auch die Einzelschdden (X;) bestimmte Bedingungen erfiillen. (vgl.
Tse 2009: 97 f.)

3 Die Panjer Rekursion

Im folgenden Kapitel wird zunéchst die (a, b, 0)-Klasse definiert und anschliefend die bekannte

Panjer Rekursion zur Bestimmung der Gesamtschadenverteilung, sowohl im diskreten als auch
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im stetigen Fall vorgestellt. Die Schadenanzahl wird dabei mithilfe der Zufallsvariable N mo-
delliert, wobei fiir den Ausdruck P(N = n) die Notation p,, verwendet wird. Das Kapitel basiert
auf (Dickson 2017), (Panjer 1981) und (Schmidt 2009).

3.1 Die (a,b,0)-Klasse

Definition 3.1.1. Eine diskrete Verteilung befindet sich in der (a, b, 0)-Klasse, wenn reellwer-

tige Konstanten a und b existieren, sodass die Wahrscheinlichkeitsfunktion die Rekursion

Pn=DPn1|a+ —
n

fir n > 1 erfillt.

In der (a,b,0)-Klasse, auch Panjer-Klasse genannt, sind die folgenden Verteilungen enthalten.

3.1.1 Die Poissonverteilung

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poissonverteilung mit Paramter A\ gilt

B Ae~? B A le= A )

Pn = n—1 n’
——

=Pn—1

Mit @ = 0 und b = X erfiillt daher die Poissonverteilung die Rekursion.

3.1.2 Die Binomialverteilung

Fiir N ~ B(m, q) gilt

Pn = (Z) "1 =" " =

- (m—n)!n!qn< —q"" =
m! m—(mn-1) g
_ [m —(n—1)]!(n —1)! o "1 — g )1__q:
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3.1.3 Die negative Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der negativen Binomialverteilung mit den Parametern r und

q erfiillt

r+n—1 , n
Pn = ( >Q(1—CI) =
n

- S e

~(*GY

r+(n—-1)—1 4 r+n—1
= (1 —qg)" — (1 — =
(YT e g
=pn1
r—1
= pn—l( +1)(1—q)=
n

o (1 g0 C DY,

Falls r keine natiirliche Zahl ist, ist die Fakultit als Gammafunktion zu interpretieren.

Verteilung a b
P(X) 0 A
B(m,q) L (s
NB(r,q) 1—¢ (r—1)(1-q)

Quelle: in Anlehnung an Dickson, 2017, S.67

Tabelle 1: Werte von a und b

Satz 3.1.1. Die gerade genannten Verteilungen sind die einzigen nichttrivialen Verteilungen,

die in der Panjer-Klasse enthalten sind.

Beweis: Aufgrund des ersten Schrittes der Rekursion p; = po(a+b) muss a+b > 0 gelten, da
wir ansonsten filir p; einen negativen Wert erhalten wiirden. Des Weiteren muss py > 0 sein, da
ansonsten die Gleichung )"  p, = 1 nicht erfiillt sein kann. Wir betrachten nun die folgenden
Félle:

e 1.Fall: a+b=0
In diesem Fall gilt p,, = 0 fiir n > 1. Daher muss p, gleich 1 sein und wir erhalten die bei

0 degenerierte triviale Verteilung.

e 2. Fall: a=0AbF#0

Die Rekursion lautet in diesem Fall p, = pn_1% fir n > 1. Dies liefert uns einerseits mit
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der selben Argumentation wie oben b > 0 und andererseits

b b bb b
"y po—mpo-

Damit folgt nun

Z:;pn IPOZ;% Ipoeb-

~——

—eb
Da die Gleichung Y 07 p, = 1 erfiillt sein muss, gilt py = e * und wir erhalten die

Poissonverteilung mit Parameter b.

e 3.Fall: a >0Aa# —b

Es gilt

Pn = <a+%> (a+ni1>...(a+g> (a+b)po =

na+b(n—1a-+bd 2a +b
n n—1 2

e )

Mithilfe der Substitution o := 1 + % erhalten wir

n

Pn = m(n—1+a)(n—2+a)...(1+a)ap0:
a+n—1—i .
P n—i
=)

= a Po-
n

Da, wie schon erléutert, py > 0 sein muss und )~ p, = 1 gilt, konnen wir voraussetzen,

dass >~ 7 p, < 1ist. Das Quotientenkriterium liefert uns absolute Konvergenz der Reihe

> Pn, wenn lim ‘ L ‘ < 1 gilt. Da sich die Verteilung in der Panjer-Klasse befindet,

n—oo | Pn—1
erhalten wir

b !
=la+ lim —| =|a| < L.

n—oo N

b
a+ —
n

= lim
n—oo

lim
n—oo

Pn—1
Da wir voraussetzen, dass a > 0 ist, reduziert sich der Fall nun also zu 0 < a < 1.
Wie schon in Kapitel 2.2.3 beschrieben, ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer negativ-

binomialverteilten Zufallsvariablen mit Parametern » und ¢ gegeben durch

r+n-—1Y\ , "
n
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Mithilfe von > 7/ p, = 1 erhalten wir nun die Gleichung

TOO r4+n—1 n ,
qZ( . )(1—(1):1—61

n=1 =po

Es folgt:

I = po+2pn=po+po Z(OH’Z_l)an:
n=1

n=1
N 7
-—

_1-(-a)®
T (1-a)®

Wir erhalten also py = (1 — a)® und damit eine negative Binomialverteilung mit Parame-

tern1—aunda:1+§,wobei0<a<1gilt.

e 4 Fall: a+0>0ANa<0
Klarerweise muss b > 0 sein. Aufgrund der Voraussetzung a < 0 muss es ein hinreichend

. b .
kleines m € N geben, sodass a + 75 = 0 gilt.

Angenommen es existiert kein solches m € N:
Da % fiir n — oo gegen 0 konvergiert, existiert ein N € N, sodass % < —a gilt. Die

getroffene Annahme wiirde nun aber p, < 0 fiir alle n > N implizieren.

Also muss ein solches m € N existieren. Diese Tatsache impliziert nun p,, = 0 fiir n >

m + 1.

Wie bereits beim 3. Fall gesehen, gilt
n b b b b
pn:a—' (n—i——) <n—1+—) (2—1——) <1+—)p0.
n! a a a a
Darauf wenden wir nun m = — (1 —+ S) an und erhalten

(—m4+n—-1)(—-m+n—-=2)...(—m+1)(—=m)py =

n

n
pn:_'
n.

- (-

—(m—n+1)(m—n+2)...(m—1)mp =

Po +p0i (7:) (—a)" = po zmj (’:) (—a)" = 1.

n=1
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Fiir p := %5 gilt 0 < p < 1 und wir konnen die letzte Gleichung wie folgt schreiben:

Po Zm: (Z)p"(l -p) =1

n=1

Mithilfe des Binomischen Lehrsatzes erhalten wir nun py = (1 — p)™ und damit eine

Binomialverteilung mit Parametern m und .

a
a—

3.2 Diskreter Fall

Fiir die Modellierung des Gesamtschadens wird im Folgenden nun stets das kollektive Modell
verwendet und es werden die in Kapitel 2.3.2 bereits erwdahnten Unabhingigkeitsannahmen
getroffen. Des Weiteren seien die Einzelschiden in diesem Abschnitt diskret auf die natiirlichen

Zahlen verteilt und es wird die folgende Notation verwendet

pn i =P(N =n)
fo i =P(X; =n)
gn :=P(S =n).

Satz 3.2.1 (Panjer Rekursion - Diskreter Fall). Befindet sich die Schadenanzahlverteilung in
der Panjer-Klasse, so kann die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Gesamtschadens wie folgt re-

kursiv berechnet werden:
n

1 bk
gn = 77 fo Z (a+ g) In—t fk-

k=1

Falls fo = 0 ist, gilt fiir den Startwert gy = po. Andernfalls ist der Startwert gegeben durch:

(I1—=q+qfoe)™ , N~ B(m,q)
go = { eMob , N ~ P()\)

(m) 5 NNNB(T,Q)

Beweis: Wir beginnen mit der Aussage iiber den Startwert go. Mit der bereits in Abschnitt
2.3.2 gezeigten Gleichung fiir die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion des Gesamtschadens
S gilt

9o = ms(0) = my, (mx(0)) = my (fo) -
Das Einsetzen von fj in die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen der Verteilungen liefert
uns das gewiinschte Ergebnis.
Um die Rekursionsformel herzuleiten, betrachten wir zunéchst die Ableitung der wahrscheinlich-

keitserzeugenden Funktion von N. Da die Verteilung von N sich in der Panjer-Klasse befindet,
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gilt

—
N

—~
Nl

i nt" lp, =

n=1

; nt" p._q (a + %) =

a i ntn_lpn—l +b i tn_lpn—l =
n=1

n=1
————

=mn(t)

a Z nt" 'p,_1 + b my(t)

n=1
a Z(TL — 1)tn_1pn—1 +a Z tn_lpn—l "‘b mN(t) =
n=1 n=1
—_——
=mn(t)
at Z D" 2oy + (a + b)my(t) =

at Z nt" ', +(a + bymy () =
n=1

=miy(?)

at m/y(t) + (a + b)my(t).

Bei (1) wurde die triviale Gleichung n =n — 1+ 1 verwendet, bei (2) ein Index-Shift durchge-

fihrt.

Damit bestimmen wir nun die Ableitung der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion des Ge-

samtschadens. Aus Abschnitt 2.3.2 wissen wir, dass die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

durch

ms(t) = my (mx, (1))

gegeben ist. Mithilfe der Kettenregel folgt

mg(t) = miy (mx, (1) m, (t) =
= [amx, ()mly (mx, (1) + (a + b)my (mx, ()] my, (t) =

= amx, (t) my (mx, (£)) m, () +(a + b) my (mx, () m’x, (t) =

=m/y(t) =ms(t)

= a mx, ()ms(t) + (a+ b)mg(t)m’, (t).

Dabei sind die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen von S beziehungsweise X; gegeben

durch

=Y "t und my, () =D t*fi.
k=0

n=0
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Fiir deren Ableitungen erhalten wir die Ausdriicke
mi(t) = Z nt" 'g, und mYy (t) = Z kt*L
n=0 k=0

Wir setzen diese nun in die oben hergeleitete Gleichung ein und erhalten

Z nt" g, =a (Z tkfk> (Z nt"_lgn) + (a+b) (Z t”gn> (Z ktk_lfk> .

k=0

Das Multiplizieren der Gleichung mit ¢ liefert uns

Z nt"g, = a (Z tkfk) (Z nt"gn> + (a+0) (Z t”gn> (Z ktkfk> .

Um daraus eine Formel fiir die Punktwahrscheinlichkeiten von S zu erhalten, fithren wir nun
einen Koeffizientenvergleich fiir die Potenzen von ¢ durch. Man sieht, dass der Koeffizient von
t™ fiir m > 1 auf der linken Seite der Gleichung mg,, ist. Betrachtet man zunéchst das erste
Produkt auf der rechten Seite, setzt sich der Koeffizient von ¢ als Produkt des Koeffizienten von
t* in der ersten Summe und des Koeffizienten von t™~* in der zweiten Summe fiir £ = 0,1, ...,m

zusammen. Somit erhalten wir fiir den Koeflizienten von ¢™ im ersten Produkt den Ausdruck
m
a Z fk(m - k)gmfk
k=0
In analoger Weise sehen wir, dass der Koeffizient von ¢" im zweiten Produkt auf der rechten

Seite gleich
k=0

ist. Das Gleichsetzen der Koeflizienten von der linken und rechten Seite liefert uns nun die

Gleichung
Mg = @Y fr(m—k)gmi+ (@+0) > kfigmr
k=0 k=0
= afomgm +a Y fulm = k)gmr + (@+0) Y kfigm-r

k=1 k=1

Mithilfe von elementaren Umformungen erhalten wir

m

(1—afo)mgm = > (a(m — k) + (a + b)k) figm

k=1
beziehungsweise dquivalent dazu

1 " bk
9m = 1 _afO Z (a_‘_g) fk‘gm—k-

k=1
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Beispiel 3.2.1. Im Folgenden wird fiir alle Schadenanzahlverteilungen der Panjer-Klasse die
entsprechende Rekursion fiir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion des Gesamtschadens
angegeben. Dabei wird die haufig getroffene Annahme f; = 0 verwendet. Mithilfe der in Ab-

schnitt 3.1 berechneten Werte von a und b fiir die einzelnen Verteilungen erhalten wir fiir
e N~ P(\):
A n
n — k n—
g 0 1;1 In—k S

e N~ B(m,q):

e N~ NB(rq):
In = (1 - Q) <1 + @) In—k Jk
k=1

3.3 Stetiger Fall

In diesem Abschnitt seien die Einzelschdden nun stetig verteilt mit F(z) = P(X; < 0) = 0,
wobei f(z) die Dichtefunktion dieser Verteilung bezeichnet. Im Beweis des nachfolgenden Satzes

werden die folgenden zwei Relationen verwendet:

(i) Bei der ersten Relation handelt es sich um die rekursive Definition der Faltung, die wir
bereits in Abschnitt 2.3.1 gesehen haben:

O () = / @) e —y) dy.

(ii) Bei der zweiten Relation gehen wir von n + 1 unabhéngigen und identisch verteilten
Einzelschaden aus. Sowohl die linke als auch die rechte Seite der nachfolgenden Gleichung
beschreiben den bedingten Erwartungswert eines jeden Einzelschadens, wenn die Summe
dieser n + 1 Einzelschdden x ergibt. Somit erhalten wir

/:yf(y)m dy &

) (z) Ta+l

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Schadenanzahlverteilung verwenden wir dieselbe No-

tation wie auch im vorigen Abschnitt:

Satz 3.3.1 (Panjer Rekursion - Stetiger Fall). Sind die Finzelschiden stetig verteilt mit Werten
in Ry und befindet sich die Schadenanzahlverteilung in der Panjer-Klasse, so erfillt die Dichte
g(x) des Gesamtschadens fiir x > 0 die folgende Integralgleichung:

o) =mf@)+ [ (a+2) rata =) dy
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Beweis: Fiir die Dichte des Gesamtschadens gilt:

Yo o M(x) sz >0
Do , x =0.

g(z) =

Das Einsetzen dieser Gleichung in die rechte Seite liefert uns

piere [ (ot %) stste =) v = ms)+ [ (a+2) 1003 mr o) dy =
= piflx)+ an/ (a + %) f) (e —y) dy =
— nf)+ Zp (a [ 127 =y g+

L)
b [* n
— [ yf)fr—y) dy| =
T Jo
(zz)f*(n+1)(m)T

= nf( +an( 0D () 4 fr (2 )L):

1
= puf()+ an (a + —) fro (@) =
(_)V
=Pn+1

= nf(x +Zp fre (@) =

(2) n(
= pifx +anf =

@ anf*n(x) =
= g(o).

Dabei beziehen sich (i) und (ii) auf die jeweiligen Relationen, die zuvor erlédutert wurden.

Bei (1) wurde die Voraussetzung verwendet, dass sich die Schadenanzahlverteilung in der
Panjer-Klasse befindet. Bei (2) wurde ein Index-Shift durchgefiihrt und (3) beruht auf der
Tatsache f(x) = f*}(z). O

Beispiel 3.3.1. In diesem Beispiel wird fiir alle Schadenanzahlverteilungen der Panjer-Klasse
die entsprechende Rekursion fiir die Dichte des Gesamtschadens angegeben. Dabei verwenden
wir, wie auch bei Beispiel 3.2.1, die in Abschnitt 3.1 berechneten Werte von a und b fiir die

einzelnen Verteilungen. Somit erhalten wir fiir
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e N ~ P()\):

N ~ B(m,q)
g(x) = mq(l—q)" f(z)+ ; ( 4 n;t;)qi) fWg(z —y) dy =
= T( (1—q)"f(x) +/0 ( ) y)g(x—y)dy>
o N~ NB(rq)

oe) = 1 =af@+ [ (1=a+ =00 -0Y) falee—y) dy =

= - (s [ (152 e -0 dy).

4 Eine Erweiterung der Panjer-Klasse

Das nachfolgende Kapitel basiert auf (Willmot/Panjer 1987) und (Hesselager 1994). Im vorigen
Kapitel wurde gezeigt, wie im diskreten Fall die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. im stetigen
Fall die Dichte des Gesamtschadens berechnet werden kann, wenn sich die Schadenanzahlver-
teilung in der Panjer-Klasse befindet. In diesem Kapitel betrachten wir nun Verteilungen fiir
die Schadenanzahl, fiir die ein k£ € N existiert, sodass die Rekursion
k i

o = %{%p (1)
fiir n > 1 erfullt wird.
Im Folgenden werden nun zunéchst die Spezialfille & = 1 und k£ = 2 und anschlieffend der
allgemeine Fall fiir beliebiges k € N betrachtet. Unter der stetigen Annahme, dass die Ein-
zelschiaden diskret verteilt sind, werden fiir all diese Félle entsprechende Rekursionen fiir die
Wahrscheinlichkeitsfunktion des Gesamtschadens S hergeleitet. Dabei sollen die Rekursionen

fiir die Spezialfalle k = 1 und k = 2 stets von der Form
9n = hn + Z ln,jgnfj (2)
j=1

mit entsprechenden Funktionen h,, und [, ; und der Notation g,, = P(S = n) sein. Der Startwert
go ist dabei, wie bereits in Abschnitt 2.3.2 gezeigt, durch go = my/(fo) gegeben. Fiir die Panjer-
Rekursion in Abschnitt 3.2 wiirde man hierfiir beispielsweise die Funktionen

an + bj

hn =0 und ln,j = m

i

erhalten.
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4.1 Der Spezialfall k=1

Vergleicht man die Rekursion (1) fiir den Spezialfall k = 1

ag + an
n — 7 57  Pn—1, 2 1 3
P b0+b1np Lo n (3)
mit der Rekursion
an +b
Pn = n Pn—1, M Z 1

ist ersichtlich, dass es sich hierbei wirklich um eine Erweiterung der Panjer-Klasse handelt.
Dabei kann die Rekursion (3) mithilfe der Konstanten ¢, ¢ und £ wie folgt umgeschrieben

werden:
¢p(n—1)+9

Pn =

Beispiel 4.1.1. Die Rekursion fiir den Spezialfall £ = 1 wird unter anderem von den folgenden

Verteilungen erfiillt:

e Waring-Verteilung:
Die Waring-Verteilung entsteht aus einer gemischten geometrischen Verteilung mit einer
Beta-Mischfunktion. Infolgedessen handelt es sich um eine diskrete Verteilung mit den 2

Parametern o > 0 und S > 0, deren Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir n > 0 durch

_ Bla+n,8+1)
Pn = B(oz,ﬂ)

gegeben ist. B(.,.) beschreibt dabei die sogenannte Betafunktion, die fir > 0 und 5 > 0

als )
B(a, p) = / (1 —2) do
0

definiert ist (vgl. Gurker 2018: 128). Aufgrund der Relation

zwischen der Beta- und Gammafunktion (vgl. Gurker 2018: 128), ldsst sich die Wahr-

scheinlichkeitsfunktion der Waring-Verteilung wie folgt umschreiben:

_ I'la+n)l(a+pr(B+1)
P = Ta+B+n+ )I(@IB)
0 Tla+n)l(a+p)
Dla+B+n+1)(a)
@ a+n—1Ta+n—1)I(a+pB)8
at+f+n [a+ g+ n)(«a)

=Pn-—1

a+n—1

axBralnh
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Bei (i) und (ii) wurde jeweils die Eigenschaft I'(a+1) = aI'(a), a > 0, der Gammafunktion
verwendet. (vgl. Gurker 2018: 121) Mit ap = a— 1, a1 = 1, by = a + [ und by = 1 bzw.

o = O%FB, Vv = O(Lw und £ = QLJDB erfiilllt die Waring-Verteilung also die gewiinschte

Rekursion.

e Logarithmische Verteilung:
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der logarithmischen Verteilung mit Parameter 0 < 6 < 1
ist fiir n > 0 gegeben durch

9n+1

Pr = T D m(—0)

On o

n+1nlin(l—20)
—_———

=Pn-1

On

= n+ 1pn—1-

Also ist die Rekursion fiir den Spezialfall £ = 1 mit ag = 0, a1 = 0, by = 1 und b; = 1
bzw. ¢ =6, ¢ = 6 und £ =1 fiir die logarithmische Verteilung erfiillt.

e Die Verteilungen der Panjer-Klasse:
Da es sich hierbei um eine Verallgemeinerung handelt, erfiillen alle Verteilungen, die
sich in der Panjer-Klasse befinden die gewiinschte Rekursion mit den in Abschnitt 3.1

bestimmten Werten fiir a und b als Werte fiir ag bzw. a; und by = by = 1.

4.1.1 Herleitung einer Rekursion

Im Folgenden wird nun fiir jene Schadenanzahlverteilungen, die die Rekursion (1) erfiillen,
mithilfe der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen eine Rekursion fiir die Wahrschein-
lichkeitsfunktion des Gesamtschadens im Falle von diskret verteilten Schiéden hergeleitet. In

Abschnitt 2.3.2 wurde bereits gezeigt, dass
ms(t) = my(mx, (t) = Y pamx, ()"
n=0

gilt. Die Ableitung der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion my(t) = Y p,t™ ist durch
den Ausdruck

miy(t) = Z nppt" !
n=1

gegeben. Des Weiteren erhélt man mithilfe der Kettenregel einen Ausdruck fiir die Ableitung

der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion des Gesamtschadens:

mig(t) = miy(mx, (t))m’x, (1). (5)
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Wir multiplizieren nun beide Seiten der umgeschriebenen Rekursion (4) mit ({n + 1)mx, (¢)"

und erhalten dadurch fiir n > 1 die Gleichung

(€n + Dpamx, (1) = [¢(n = 1) + Y]ppamx, ()",

Das Summieren der rechten, als auch linken Seite iiber n > 1 liefert uns die Gleichung

52 nppmx, (t)n + anm)ﬁ (t)n = Qb Z(n - 1)pn—1mX1 (t)n + 1/} an—lle (t)n
n=1 n=1 n=1 n=1

Zur Vereinfachung dieser Gleichung bestimmen wir die linke bzw. rechte Seite separat vonein-

ander:
e LHS:
£ npamx, ()" + > pamu, ()" =
n=1 n=1
= ngl (t> Z npn,mx, (t)n_l + anm)ﬁ (t)n =
n=1 n=1
—mly (mx, (1)) —ms(t)—po
= &mx, (t)my(mx, (t)) +ms(t) — po =
(5) mig(t)
= &mx, (t) +ms(t) — po
S mly (1)
e RHS:

¢ (n—D)pp_amx, ()" + ¢ Y poymy, (1) =

D63 mpam, (0 Y pam, (1) =
n=0 n=0

= ¢mX1 (t)z Z npnx, (t)n_l +¢mX1 (t) Z P x, (t)n =
n=0

ZL:O J/
—mly (mx, () —ms(t)

= ¢mx, () miy(mx, (t) + ¥mx, (H)ms(t) =

D gy (0250 (s (t)

My, ()

Bei (x) wurde bei beiden Summen ein Index-Shift durchgefiihrt.

—
=

Fithrt man die beiden Seiten wieder zusammen, bringt py von der linken auf die rechte Seite

und multipliziert anschliefend beide Seiten mit m/ (¢), erhdlt man die Gleichung

Emx, ()ms(t) + ms(t)m'y, (1) = pom'x, (t) + dmux, (8)*mig(t) + ¥mx, (Oms(t)m, (1) (6)
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thl ()

Wir definieren nun die Funktion Q(t) := NG

Unter erneuter Verwendung der Notation fw = P(X; = x) ist laut Definition

mx, (t) = fut".
z=0

Fiir den Zahler von Q(t) erhalten wir damit den Ausdruck

mit der Potenzreihendarstellung » > ¢,t".

o0

tmly, (t) = Y xfot”.

=0

Um die Koeffizienten ¢, der Potenzreihendarstellung von Q(t) zu bestimmen, sei r der kleins-
te Index mit f. > 0. Also gilt, dass f, = 0 fiir x < r. Damit erhalten wir die folgenden

Darstellungen fiir mx, (t) bzw. tm/y (t):

mx, (t) =t Z Jeirt”
=0

tmly, (1) = Y (x+7)frprt”

z=0

Nach Definition von Q(t) gilt
Q(t)ymx, (t) = tm, (1)

bzw. dquivalent dazu

(Z %ctgc) <Z fx-i-rtx) = Z(l‘ + T)fx-i—rtx

=0

Das Vergleichen der Koeffizienten von t* auf beiden Seiten der Geichung liefert uns eine Re-

kursion fiir ¢,, x > 0:

Go = T

Fr i=1 fr

Wir widmen uns nun wieder der Gleichung (6): Multipliziert man die Gleichung mit #m
31

erhdlt man die dquivalente Gleichung

tm/y () _, tm/y, ()

mx, (t> mx, (t)

—— S———
=Q(1) =Q(1)

Etm's(t) + mg(t) +ptmx, (t)ms(t) + ptm'y (t)ms(t).

Unter Verwendung von Q(t) lasst sich die Gleichung nun schreiben als

¢ [tmls()] + ms(H)Q(t) = poQ(t) + dmx, (t) [tm's(t)] + o [tmlx (t)] ms(t).
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Um einen Koeffizientenvergleich durchfithren zu kénnen, schreiben wir nun die Gleichung mit

den entsprechenden Summen der Definitionen auf:
€S ngn + (zgntn) (z qntn) T (z m) (z ngntn)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
+¢) (Z n fnt"> (Z gnt”> :
n=0

n=0

Da hierbei das Ergebnis des Koeffizientenvergleichs nicht klar ersichtlich ist, wird im Folgenden
der Koeffizientenvergleich fiir die ersten 3 Potenzen durchgefiihrt. Dabei ist schon die allgemeine
Formel fiir h,, und [, ; aus (2) erkennbar. Wir betrachten nun die linke bzw. rechte Seite der

Gleichung getrennt voneinander:

e LHS:

E(gt+ 202> +3g5t° + ... ) + (o + it + gt + g3t + ... ) (@ + @it + @’ + qst® +...) =
= goqo + (€91 + goq1 + 9190) t + (2£92 + 9oq2 + 911 + 9240) t?
+ (3¢93 + 90gs + G1G2 + G201 + 93q0) t* + . ..

e RHS

po (q0+ qit + @t” + g5t + ... ) + & (fo + fit + fot® + f3t® +...) (g1t + 29287 + 3gst® +...)
+ (fit +2fot” + 3f5t° +...) (90 + gut + got® + g5t + ...) =

= pogo + (Poqr + ¢ fogr + ¥ frg0) t + (podz + 20 foga + D frg1 + ¥ Frgr + 20 fago)
+ (pogs + 3¢ fogs + 20,192 + G f291 + U frg2 + 20 fags + 3¢ fago) 10+ ..

Wir setzen nun die Koeffizienten zu den jeweiligen Potenzen auf beiden Seiten gleich und formen

die entsprechenden Gleichungen anschlieffend um:

®o {:
§g1 + o1 + 9190 = Doq1 + Z?gl + ¥ f190
Podq1 141
N T I of) e 1€ of) t a0
=h1 =l11
o 1%

!
2892 + 90q2 + 9101 + G200 = Doz + 20 fog2 + ¢ fr91 + U fig1 + 24 fag0

_ Pog2 @O+ hi—a 2 fo — ¢
= PTAEohtm 2Eoh)ta”  2E—of) ta”
—ho e o
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!
3893 + 9oq3 + 9142 + G2qi + G390 = Pogs + 30 fog3 + 20 f192 + O fag1 + U f192 + 29 fagr + 34 f3g0

B Pogs3 20+9) i —q (¢ +2¢) fa — g 3V f3 — q3
= B TRE ofta 3CEof) ta” 3Eof) ta ' 3E—of) t
;}:3 =73r,1 =73r,2 :7;3

Wir erhalten somit den folgenden Satz:

Satz 4.1.1. Die Funktionen h,, und [, ; aus der Rekursion
gn = hn + Z Z’VWgN—j
j=1

sind im Spezialfall k = 1 durch die folgenden allgemeinen Formeln gegeben.:
Poqn

S ey .
L M=ot g
" n(€—ofo) +aq

4.2 Der Spezialfall k=2

Die Rekursion (1) fiir den Spezialfall £ = 2 ist gegeben durch

ap —|—a1n+a2n2
n = 1, n > 1. 7
p bo + bln + anQ Pt ( )

Im Folgenden nehmen wir zusétzlich die Einschrankung by = 0 vor. In diesem Fall kann die

Rekursion (7) umgeschrieben werden als
dn—1)(n—=2)+¢v(n—1)+k
nn—1)+¢&n
Beispiel 4.2.1. Die folgenden Verteilungen erfiillen den Spezialfall £ = 2 mit by = 0:

Pn = Pn-1,1 > 1. (8)

e Generalisierte Waring-Verteilung;:
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der generalisierten Waring-Verteilung mit den Parame-
tern a > 0, f > 0 und § > 0 ist fiir n > 0 gegeben durch
L'(@@+n) T'(a+6) I'(a+n)T (B4 9)
P T T()T(B) TatB+o+tn)
Mit der schon bekannten Eigenschaft der Gammafunktion I' (a +1) = al'(a), a > 0,
erfiillt die Wahrscheinlichkeitsfunktion
0+n—-1TE+n—-1) I'(a+p) (a+n—1T'(a+n—-1)T'(B+0)
o= TO)n(n—1)1 T(IB)(a+Bf+o+n—DI(a+B+6+n—1)
m+ (0 —1)][n+ (a—1)]
nn+ (a+pB+06—1)
Mit ag = (a—1)(0—1), a1y =a+5—2,a0=1,0p =a+F+06—1und by = 1 bzw.
p=1L1v=a+0+1, k=adund £ = a+ [+ ¢ erfiillt die Wahrscheinlichkeitsfunktion

die gewiinschte Rekursion.

n—1-
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e Polya-Eggenberger-Verteilung:
Die Polya-Eggenberger-Verteilung hat fiir n = 1,..., N die Wahrscheinlichkeitsfunktion

(a+n—1) (B+N—n—1)

_ n N—n
Pn = (a+ﬁ+N—1)
N
Es gilt:
at+n—1 N—n—1
I GG
Dn = (a+,B+N—1)
N
(a+n—1)! (B+N—n—1)!
nl(a—1)! (N—-n)/(B-1)!
(Oc-l-ﬁ-f—N—l) -
N
(a+n—1)(a+(n—-1)—1)! (N—n+1)(B+N—(n—1)—1)!
. n(n—1)!(a—1)! (B+N—n)(N—(n—1))!(-1)!
- (a+,3+N—l) -
N
at(n—1)—1\ (B+N—(n—1)—1
(a+n—1)(N—-n+1) ( (n71) )( Nfgnfl)) )
_ a+B+N—-1 -
n(B+ N —n) . (e )
.

_ n+ (a—1)] [n—(N+1)]p
nln— (N +p)] o

Wir erhalten somit fiir ag, aq, as, by und by bzw. ¢, 1,k und £ die folgenden Werte:

-ag=—(a—=1)(N+1),a;=a—N—-2,a,=1

~bi=—(B+N), by=1

-¢o=1LYv=a-N+1,k=—-aN,{=1—-0—N.
e Hypergeometrische Verteilung;:

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Verteilung mit den Parametern
N >0,M < N und m < N ist fiir max{0, M +m— N} <n < min{M,n} gegeben durch

G (o)
2)

m

(vgl. Gurker 2018: 110)
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Es gilt

M\ (N—-M
GG
Dn = W =
. (N—M)!
nl(M—n)! (m—n){(N—M—(m—n))!
()
(M —n+1)M! (m—n+1)(N—M)!
n(n—1)(M—(n—1))! (N—M—(m—n))(m—(n—1))(N—M—(m—(n—1)))

R ()

!

M! (N—M)!
. WM —n+1)(m—n+1) G DOiM (D) (n (DN M (-1 _
n(N — M — (m—n)) (M)

=MD 1) (M) G
nin+ (N—M-—m)] \ (N)

m
-~

—Pn—1

n—(M+1)][n—(m+1)]
nn+ (N —M—m)] Pt

Die hypergeometrische Verteilung erfiillt also mit ag = (M + 1) (m + 1), ay = — (M +m + 2),
aa=1,b=N—-M—-mund by =1bzw. ¢ =1, = —(M+m—1), Kk = Mm und
& =N —M —m+ 1 die gewiinschte Rekursion.

4.2.1 Herleitung einer Rekursion

Um eine Rekursion fiir den Spezialfall k& = 2 mit by = 0 herzuleiten, multiplizieren wir beide
Seiten der umgeschriebenen Rekursion (8) mit [n (n — 1) 4+ &n|mx, (t)" und erhalten fiir n > 1
die Gleichung
n(n —1) pamx, (£)" + Enpamx, ()" = ¢ n(n —1) = 2(n — 1) ppymx, ()"
+'(/1 (n - 1) Pn—1Mx, (t)n + KPn—11M X, (t)n

Summieren der rechten und linken Seite iiber n > 1 liefert uns

D n(n =) pumx, )"+ npamx, ()" = ¢ [n(n—1) = 2(n— 1) po_imx, (t)"
—Hﬂ Z (n - 1)pn*1mX1 (t)n + K anflle (t)n

Wie auch im Spezialfall £ = 1 werden die rechte und linke Seite wieder getrennt voneinander

betrachtet. Dabei werden die folgenden Resultate verwendet:
(1) mi(t) =302y n (n — 1) put"
(i) m(t) = mi (mx, (8)) [, (D] + mly (mx, (5))m, (1)
(iif) g (t) = miy (mx, (t)) m'x, (t)-
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e LHS:

Z n(n—1)pamx, ()" +¢ Z npamy, (t)" =

n=1

= mx (t)Q Z n (n - 1) PnMix, (t)n72 +§mX1 <t> Z npnMx, (t)nil =
n=1

) i (max, ) J =iy (mx, ) 1
= le (t)Qm'](, (le (t)) + Sle( )mﬁv (le (t)) =
(i1 i (1)? mg(t) i 1 oMy (mix, ( )77;,)/(1 (t) + Emu, ()mly (mx, (1)) =
" [my, (t)] " [m'y, (1)] (s 1)
(i) mx, (t o mg(t) _ —my, les(t)m/)/(l:(}t) ¥ Emuy, (t mis(t)
o ™ ) Ot @
e RHS:
63 [l — 1) — 2 — 1] prym, (6 (0~ 1) npuam, (1)
+K anflm)ﬁ <t> -
263 [+ Dn — 2] pm, (4 6D mpam, (6 4 5> pamy, (1) =
n=0 _n(;:fl) n=0 n=0

=m (mx, (1)) —miy (mx, (1)) —ms(t)

= dmx, (1)’my (mx, () + Ymx, (1) mly (mx, (8)) + kmx, (ms(t) =

(i7) 3 m'é(t) 3mlN (le (t>> m/)/(l (t) 2
= ¢mx, (t)’—" — omx, (1 5 + Ymx, (t) my (mx, (¢
" [m'x, (1)] " [m'x, (1)] ) (e 1)
+rmx, (t)ms(t) =
(i) 5 mig(t) s Mg (t)m’x, (1) L)
= gmel t - %5 — ¢mX1 t — 13 + wmxl t — N + KM x, t)ms(t

Bei (%) wurde ein Index-Shift durchgefiihrt.

Fiihrt man die beiden Seiten wieder zusammen und multipliziert anschliefend beide Seiten mit
[y, @]

mx, (t) )

erhélt man nun die Gleichung

m(t)mx, (E)mly, (t) — mls(t)max, (E)m's, () + Ems(t) [mly, (8)]” =
= gmla(t)ymux, (t)2mly, (t) — omis(Hymu, (1) mly, (8) + vmis(t)mx, (t) [mly, (1)) + kms(t) [mly, ()]

Zusitzlich zur Funktion Q(¢) aus Abschnitt 4.1.1 definieren wir nun die Funktion R(t) = %
1

mx

mit der Potenzreihendarstellung » >, 7,t". Um die Koeffizienten r,, zu erhalten, verfahren wir
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dhnlich wie bei der Bestimmung der Koeffizienten der Potenzreihendarstellung von Q(t). Wir
definieren m als den kleinsten Index von tm'y (t) = Y07 x fot® mit mfn, = mP (X, =m) >
0. Fir z < m gilt also zf, = 0. Mithilfe der Definition von m erhélt man die folgenden

Darstellungen fiir tm/y (¢) und m’y (t):

o0

tml, (t) = "> (x4 m)(@+m—1) formt”
=0
lel (t) = ¢! Z ({E + m) Jermt”
=0

Nach Definition von R(t) und den entsprechenden Darstellungen gilt also

(Z rxtx> (Z x + m)fx+mtx> = Z(ZC +m)(x+m —1)formt”.

Vergleicht man nun die Koeffizienten von t* auf beiden Seiten der Gleichung, ergibt sich die

folgende Rekursion fiir r,, x > 0:
ro = m-—1

@t m)@tm =1 form = G M) fim
A M P

Te—j , ¢ > 0.
Jj=1

Das Multiplizieren der oben hergeleiteten Gleichung mit — ) liefert uns nun

2
X1 (t)mxl (t

t2m% (t) t2m’y (1)
2 N / X, / X1
() = mit) SIS i)
S—— —
=tR(t) =tQ(t)
2
t2m’y (t) 2 [mly (1)]
= oPmL(Omx, (t) — dmls(t)m t$ t2mlg(t)m'y kmg(t) ————
P m (1) = omi(t)m, (1) T (O, (1) + woms (1) — s
——
=tR(t) =tm'y (H)Q(t)

Unter Verwendung der Funktionen Q(¢) und R(t) erhalten wir somit also die dquivalente Glei-

chung:

t2mig(t) — [tms(t)] R(t) + & [tm's(t)] Q(t) =
= ¢ [Pmig(t)] mx, (t) — ¢ [tmis()] mx, () R(E) + ¢ [tmig(8)] [tmx, ()] + wms(t) [tm'x, ()] Q(2).

Wir gehen nun analog wie in Abschnitt 4.1.1 vor und schreiben die Gleichung mit den entspre-

chenden Summen der Definitionen auf, um einen Koeffizientenvergleich durchfithren zu kénnen:

i (n— 1)gat" — (Z ngnt"> (i mn) be (,io ngntn> (?ﬁ qnt"> _

= ¢ (i@n(n —1) gnt”Z (Z fnt"> (g ngnt”2 (g f@”)ji rnt”>
+i (Z ngnt”> (Z n f,ﬂ) K (; gnt"> (Z n fnt"> (; qnt"> .

n=0 n=0 n=0
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Um, wie in Abschnitt 4.1.1, die Formeln fiir h,, und [, ; aus dem Koeffizientenvergleich ersicht-
lich zu machen, fithren wir wieder illustrativ den Koeffizientenvergleich fiir die ersten 3 Potenzen

durch. Dafiir betrachten wir die beiden Seiten der Gleichung zunéchst wieder getrennt vonein-

ander:
e LHS:
S = gt — (z gt ) (z t> Lt (z ngntn> (z qm) _
n=0 n=0 n=0 n=0
= (Qggt + 693t3 —I— e ) — (glt —I— 2ggt2 + 3ggt3) (T’O —f- T‘lt + T2t2 + T3t3 —I— e )
+& (gt 4 292" + 395t + ... ) (o + ut + @t + gst® + ... ) =
= (2got® + 6g3t® +...) — [garot + (g1r1 + 29270) t* + (9172 + 2gar1 + 3gsro) t° + ... ]
+¢ [g190t + (9101 + 29200) £ + (9142 + 29201 + 3g3q0) > + ... | =
= (—g1r0 + £q190) t + (292 — G171 — 29270 + g1 + 2£92q0) 1
+ (693 — 172 — 2gar1 — 39370 + £g142 + 269291 + 3Eg3q0) 0 + . ..
e RHS:

(o) (E) o (E) (£ 5

+1) (2 ngnt”> (i n fnt"> +k (; gnt"> (i n fnt") (g qntn> -

n=0 n=0
= ¢ (202> + 695> +...) (fo+ fit + fot? + f3t® +...)
—¢ (g1t + 29287 + 395t + ... ) (fo + fit + fot® + f3t® +...) (ro + it +rat® +rst® +..)
0 (g1t + 290t + 393’ + ... ) (it + 2fot? + 3/t + ..
+5 (90 + g1t + got” +g3t3+...) (f1t+2f2t2+3f3t3+...) (qo+ @t +@t* +gt° +...) =
= ¢ [202f0t” + (292f1 + 6g3f0) t° + ... ] — & [g1 forot + (91for1 + g1.firo + 292 foro)
+ (grfors + grfiry + g1foro + 292 fory + 292 fir0 + 3gs foro) P+ . ]
+U [0 fit? + Qa1 f2 + 292/1) ] + 5 [gofraot + (9o frar + 290 f2q0 + 91.f10) T
+ (90/1q2 + 290 foqr + 390300 + 91frd1 + 291 f2q0 + G2 f1q0) P+ ... ] =
= (—=9g1foro + Kgofi1qo) t
+ (2092fo — dg1forr — ¢g1fire — 2092 foro + Vg1 f1 + Kgofrar + 2690 f2q0 + kg1 f10) £ +
+ (2¢92.f1 + 6693 fo — g1 forz — dg1fir1 — dg1faro — 26g2 for1 — 2692 firo — 3¢g3 foro
+20g1 f2 + 2092 f1 + Kgof1a2 + 2690 f2q1 + 3K9o fado + KgL1q1 + 2691 oo + Kgafiqo) B+ ...

Nachdem die Gleichung wieder zusammengesetzt wurde, kann nun der Koeffizientenvergleich

durchgefiihrt werden:
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!
—g170 +£9190 = —¢g1.foro + Kgof1qo

_ K f1q0
= T En) (- ofo) + €00

=l

o t2:

!
292 — 171 — 292r0 + £G1q1 + 269290 = 2092 fo — g1 forr — @g1[1r0 — 2092 foro + Vg1 f1
+Kg0f1q1 + 2590 f2q0 + K91 f1q0

:92

< kfiq0 — ¢rifo — ¢rofi L rm—=E&q +vf )g
2[(1—70) (1—fo) + €] 2[(1—ro) (1 = ofo) +Eaqo) )

J/

=l2,1

k(g1 fr + 2q0f2)

AT =r0) (1= o) + €00

]go

-

=la2
o 13

693 — 9172 — 29211 — 39370 + 9142 + 289291 + 3§90 = 2092 /1 + 6993 fo — ¢g1for2 — ¢g1f1m1
—dg1faro — 2692 for1 — 2992 firo
—3¢gs foro + 2991 fa + 2¢g2 1 + Kgo 142
+2K90f2q1 + 3690 f390 + Kg1fign
+2K41 f2qo + Kg2f190

= g3

(HQofl—%(TlfoJr?“ofl) n 2[r — &g+ (V¥ + 9) fi] )
3[2=ro) (1 = ofo) +E&a]  3[(2—r0) (1 —dfo) + &qol
—l5
+<’1(Q1f1+2%f2)_¢(7"2f0+7“1f1+7”of2)+ T2 — G2 + 21 fo )g

3[(2 —10) (1= 0fo) + Eaol 3[(2—ro) (1 - ¢ fo) +&a] | "

S/

J/

Vv
=l3,2

k(@2fr +2q1f2 + 3aq0 f3)
312 o) (1 — 6f0) a0

=l3,3

] 9o-

J

Wir erhalten somit den folgenden Satz:

Satz 4.2.1. Die Funktionen h,, und [, ; aus der Rekursion
n
gn = hn + Z ln,jgnfj
j=1
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sind im Spezialfall k = 2 durch die folgenden allgemeinen Formeln gegeben.:

h, = 0
» R gigioifi — ¢ (n—5) Y1 _oriifi L= =8+ Wi+ é(n—j—1)) fj]
" n((n—ro—1)(1—¢fo) + & nl(n—ro—1)(1—¢fo) + &qol

Bemerkung 4.2.1. Es kann das Problem auftreten, dass der Nenner in der Formel zur Be-

stimmung der [, ;’s gleich 0 ist und die Rekursion infolgedessen nicht verwendet werden kann.

Um dies genauer zu untersuchen, betrachten wir die folgenden zwei Falle fiir fy:

e 1.Fall: fy =0
Da in diesem Fall = m und infolgedessen ry = ¢y —1 gilt, ist der Nenner fiir n = r (1 — &)
gleich 0. Zur Bestimmung von g,(1—¢) im fiir uns relevanten Fall r (1 — §) € N fithren wir

eine Fallunterscheidung fiir £ durch:

- 1. Unterfall: £ > 0
Danun r (1 — &) < r gilt, erhalten wir aufgrund der Definition von r, dass g,(1—¢) = 0
ist.

- 2. Unterfall: £ <0

In diesem Fall muss g,(;—¢) mithilfe der bereits bekannten Formel

r(1-¢)
G- = Y Dfiie

s=1

bestimmt werden, wobei hier die Notation
f27 = Ixigeax, (@) =P (X1 + -+ Xy = 2)
verwendet wird. Da fy = 0 gilt, handelt es sich hierbei um eine endliche Summe.

e 2.Fall: f; >0
In diesem Fall gilt » = 0 und der Nenner ist fiir n = m gleich 0. Nach Definition von
m gilt g, = 0 fiir x = 1,...,m — 1. Wie bereits in Abschnitt 3.2 gezeigt, gilt zudem
go = my(fo). Um die Rekursion erst bei n = m + 1 starten zu kénnen, benétigen wir

noch eine Formel fiir g,,. Mithilfe der Definition von m gilt

G =D psfit =D D BXa 4+ Xy =m) = fr > spaf5 7 = fumiy(fo).
s=1 s=1 :ngflfm s=1
=m/y(fo)

4.3 Der allgemeine Fall

Wir erinnern uns noch einmal an die allgemeine Rekursion fiir die Schadenanzahlverteilungen:

k i

;N
pn:—Zmo D1, n>1, keN.

Zf:o binZ
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Um nun eine entsprechende Rekursion fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Gesamtschadens

herzuleiten, definieren wir fiir z € N zunéchst den (k + 1)-dimensionalen Hilfsvektor

wobei es sich hierbei um jenes k aus der Rekursion handelt und die Eintrage des Vektors durch
hig = Z n'pnfir.
n=0

gegeben sind. Damit entspricht g, = P (S = x) dem Eintrag hg,. Aufgrund der Annahme, dass
die Einzelschéden unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt f;™ = f' und dadurch

hio =Y n'pfy ,i=0,... k.
n=0

Wie auch in Abschnitt 4.1 sei r wieder der kleinste Index mit f, = P (X; =r) > 0. Damit gilt
klarerweise h; , = 0 fir x <rund i =0,...,k.
Im Folgenden wird nun eine Rekursion fiir den Vektor h, und somit auch fiir die Wahrschein-

lichkeitsfunktion des Gesamtschadens hergeleitet.

Satz 4.3.1. Erfillt die Schadenanzahlverteiltung die obige Rekursion, so kénnen die Vektoren
h, mithilfe der Startwerte h;o (i =0,...,k) und h;, =0 (x=1,....r —1und i =0,...,k)

wie folgt rekursiv berechnet werden:
he =T ', , 2 > max{r, 1}.

Mit ¢; = S" (Y)a; ist dabei die (k+1)x (k+1)-Matriz T, durch

=i
—r 0
0 [
0 (. 1 -
bo — foco b1 — foc1r ... br—1 — fock—1 br — fock

und die Eintrige des (k+1)-dimensionalen Vektors
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durch

IS r+y y—u L
tig = ﬁ yz:;fmy (Thi—f—lw—y + Thm_y) firi < k (10)
bzw.
T k
o= >, fD cihisy (11)
y=maz{r,1} 1=0
gegeben.

Beweis: Fiir die unabhéngig und identisch verteilten Einzelschéden gilt fiir beliebige n, z € N:

1
E|in+ Xn+1_1‘X1++Xn+1:gj}:O
T

bzw. dquivalent dazu

— (n+1 .
( Yy — 1) fyfxfy =0.
0

T
Y=

(vgl. De Pril 1985: 136)
Das Multiplizieren der erhaltenen Gleichung mit n'p,, i < k, und anschlieRendes Summieren

iber n > 0 liefert uns:

> 1y [% > nitpa i, + (% - 1) S n'p, f;ﬁy] —0.
y=0 n=0 n=0

=hit1,0—y =hiz—y

Nach der Definition von r ist diese Gleichung &quivalent zu:

~ . (y y—a
Z Ty (Ehi—i-l,x—y + Thi,x—y) = 0.
Yy=r

Fiihrt man einen Index-Shift durch, erhélt man

H rt+y r+y—x
Z frty (Thi—f—l,x—r—y + Thi,m—r—y) = 0.

y=0

Wir substituieren z := x — r, ziehen den 0-ten Summanden aus der Summe heraus und multi-

T+,
= -

plizieren die Gleichung mit

r . r+y y—=
fr <Ehi+1,x - hz,cc) + Z f?"—i—y (Thi+1,x—y + T hi,x—y) = 0.

y=1
Das Umformen der Gleichung liefert uns
r 1 & T4y y—
hi g — Ehi—f—l,x = E yz; Jrty (Thiﬂ,x—y + Thi,x—y) .

. i
g

:ti,x
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Fiir © =0, ...,k — 1 erhalten wir also

’
Pig— —hiv1z = tiz.
x

)

Mithilfe des Binomischen Lehrsatzes und der Definition von ¢; gilt

zk:ci (n—1) = zk: [zk: (Z)a]] (n—1y zk:ajzj: (Z) (n—1) = Zk:ajnj,

1=0 =0 Lj=¢

wobei bei (%) die Summen vertauscht wurden.
Da die Schadenanzahlverteilung die genannte Rekursion erfiillt, erhalten wir damit nun fiir

n>1
k k

k
Pn Z bznz = Pn—1 Z az’ni = Pn—1 Z C; (n — 1)i .
=0

i=0 i=0
Das Multiplizieren dieser Gleichung mit f;" = ZZE:O Iy f;(,z_l) und anschliefsendes Summieren
iber n > 1 liefert uns fiir z > 1 die Relation

T k

k k T
Z bihi , = Z Z JyCilig—y = Z (fDCihi,:r: + Z fycihi,x—y> )
=0 y=1

i=0 y=0 i=0
bzw. aufgrund der Definition von r aquivalent dazu

k x k
Z (bi = foci) hiz = Z Iy Z Ciliz—y -

=0 y=mazx{r,1} 1=0

~-
:tk,x

U

Bemerkung 4.3.1. Bei der gerade bewiesenen Rekursion ist es durchaus sinnvoll, die Falle

r =0 und r > 0 getrennt voneinander zu betrachten:

e 1.Fall: r=0

In diesem Fall kann die Gleichung T,.h, = t, analytisch leicht gelost werden und wir
erhalten

1 — y y—T ) .

hir = — “hiy1g—y + ——hipy | firi <k
) fo;fy ( X +lz—y T Yy

und

1 T k k—1

hpo = 7——F— il e i —bi) hig |-
" br. — fock (Zlfygc 7 y+;(f[)c ) )
y= i= i=

Die Startwerte h;o konnen mithilfe der Ableitungen m%)( fo), 7 =0, ..., k, der wahr-

scheinlichkeitserzeugenden Funktion bestimmt werden.
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e 2. Fall: r > 0
In diesem Fall gilt nach Definition von r f; = 0. Somit gilt hgy = po und h;y = 0 fiir

i > 1. Des Weiteren verschwinden in der letzten Zeile der Matrix T}, die Ausdriicke fyc;.

Beispiel 4.3.1. Mithilfe der in den Beispielen 4.1.1 und 4.2.1 berechneten Werte fiir a; konnen
nun auch die Werte fiir ¢; = Zf:l (z)aj aus dem Satz 4.3.1 fiir die einzelnen Schadenanzahlver-

teilungen bestimmt werden:

e Waring-Verteilung mit den Parametern o und f:

Logarithmische Verteilung mit dem Parameter 6:

-cp=ag+a =10

—01:a1:9

Poissonverteilung mit dem Parmeter A:

- 00:a0+a1:)\

—clzalz)\

Binomialverteilung mit den Parmetern m und ¢:

_ _ mgq
-C=0ayt+a = 1—q
(m—+1)q
- Clt =1 =
1 1 1—q

Negative Binomialverteilung mit den Parmetern r und ¢:

-cp=ag+a;=r(l—q)

-ag=a=(r—-1)(1-9q)

Generalisierte Waring-Verteilung mit den Parametern «, § und §:

-cp=ay+ar+ay=ad
- =a+2a=a+9

—02:a2:1

Polya-Eggenberger-Verteilung mit den arametern «, 5 und N:

- co=agp+a +ay=—aN

- 01:a1+2a2:a—N
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- Cy = ag = 1
e Hypergeometrische Verteilung mit den Parametern N, M und m:

-co=ag+a+ay=Mm
- =ay+2a3=—(M+m)

—CQZCLQZJ_.

5 Vergleich der Rekursionen

Wir wollen nun die Rekursion des allgemeinen Falls mit jenen der Spezialfille k = 1 und k£ = 2

beziiglich ihrer Laufzeit und numerischer Stabilitéit vergleichen.

Hierfiir betrachten wir fiir die Schadenanzahlverteilung die Waring-Verteilung (k = 1) sowie
die hypergeometrische Verteilung (£ = 2). Um die Rekursionen anwenden zu konnen, werden
jedoch noch die entsprechenden Startwerte bendtigt. Der Startwert gy der Rekursion fiir die

Spezialfille kann mithilfe der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion bestimmt werden:

e Waring-Verteilung mit den Parameter o und 3:

gosz(fo):af_B o1 (1, a0+ B+ 15 fo)

(vgl. Johnson/Kemp,/Kotz 2005: 291)

e Hypergeometrische Verteilung mit den Parametern N, M und m:
(o) oFy (=m, —M; N — M —m +1; fo)
= m =
Jo =N O = e T, M. N — M —m+1;1)

(vgl. Johnson/Kemp,/Kotz 2005: 251)

Die Gaufsche hypergeometrische Funktion ist dabei wie folgt definiert:

2F1(a,b;c;x):i%%,07&0,—1,—2,...,

=0
wobei (a); = a(a+1)---(a+j— 1) das Pochhammer-Symbol bezeichnet. (vgl. Johnson/Kemp /-
Kotz 2005: 2, 20)
Fiir die Rekursion im allgemeinen Fall benotigen wir die Startwerte h;o (i = 0,...,k). Falls
fo = 0 gilt, sind die Startwerte durch hgy = po und h;o = 0 fiir 7 > 1 gegeben. Ansonsten
konnen die Startwerte, wie bereits in Bemerkung 4.3.1 angemerkt, mithilfe der Ableitungen

mg\j,)( fo), 7 =0, ..., k, der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion bestimmt werden. Da
hi,O = anpnfg)l 1= 07"'72
n=0
gilt, erhalten wir
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L ho,o =mn (fo)
e hig= fomy(fo)
o hao = fomiy (fo) + fomly (fo)-

Fiir die Waring-Verteilung und die hypergeometrische Verteilung sind die benétigten Ableitun-

gen der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion gegeben durch:

e Waring-Verteilung mit den Parameter o und f:

15} Q@
a+pa+pf+1

my (fo) = o1 (2, + L+ B+ 25 fo)

e Hypergeometrische Verteilung mit den Parametern N, M und m:

o (fy) = Mm oFy (—m+1,—-M +1; N — M —m+ 2; fo)
N—-M-m+1 oy (—m, —M;N — M —m+ 1;1)

Mm (=M +1) (—m+1) oFy (—m+2,-M +2;N — M —m+3; fo)

" _
my (fo) = (N-M-m+1)(N-M-m+2)  oF (—m,—M;N—-M—m+1;1)

(vgl. Abramowitz/Stegun 1972: 557)

5.1 Laufzeitvergleich

Zunéchst vergleichen wir die Rekursion des allgemeinen Falls mit jenen der Spezialfille k = 1
bzw. k = 2 hinsichtlich ihrer Laufzeiten.

Bei der Rekursion des allgemeinen Falls sind pro Rekursionsschritt (k£ + 1)-Summen der Form
Z;Zl fyms, mit entsprechenden Funktionen m,, notwendig. Sind gy, ..., g,—1 bekannt, so ist
der Aufwand zur Bestimmung von g, infolgedessen proportional zu x. Die Gesamtanzahl der
Berechnungen, um g, zu bestimmen, ist daher von der Gréfenordnung x?. Wie auch in der Pra-
xis gehen wir im Folgenden jedoch davon aus, dass die Einzelschadenverteilung f, = P (X; = y)
einen endlichen Trager mit der Eigenschaft f, = 0 fiir y > ¥,4, hat. In diesem Fall enthalten
die Summen Ei:l fyMa,y nur maximal y,,q,-viele Summanden, die ungleich Null sind, und die

Gesamtanzahl der Berechnungen fiir g, ist von der Grokenordnung x.

Die Rekursionen fiir die Spezialfille £ = 1 und k = 2 beinhalten zwar auch Summen der Form
Z;:p jedoch lassen sich diese im Falle einer Einzelschadenverteilung mit endlichem Tréger
nicht vereinfachen. Somit bleibt der Aufwand zur Bestimmung von g, von der Gréfsenordnung

z2.

Die nachfolgenden Abbildungen zeigen nun die Laufzeiten der Rekursion des allgemeinen Falls,
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im Folgenden als Rekursion 3 bezeichnet, sowie der Rekursion fir den Spezialfall & = 1 (Re-
kursion 1) bzw. fiir den Spezialfall & = 2 (Rekursion 2) als Funktion von x. Die Félle r > 0
und » = 0 wurden dabei jeweils getrennt behandelt. Fiir den Fall » > 0 wurde die Rekursion
gemél der Formel von Satz 4.3.1 programmiert. Fiir den Fall r = 0 wurde auf die Formel
der Bemerkung 4.3.1 zuriickgegriffen. Als Schadenanzahlverteilung wurde fiir den Fall £ = 1
die Waring-Verteilung und fiir den Fall £ = 2 die hypergeometrische Verteilung gewéhlt. Die

Einzelschédden folgen im Fall » = 0 der Verteilung

L y=0,...,49

flyy=1"
0 , sonst
und im Fall » > 0 der Verteilung
0 ,y=0
fw) =94 ,y=1,...,49
0 , sonst.

Es ist jedoch anzumerken, dass die Laufzeit nicht von der Wahl der Schadenanzahlverteilung
sowie der Wahl der Einzelschadenverteilung, mit Ausnahme von ¥,,q,, abhidngt. Die Wahl von

Ymas hat hingegen grofsen Einfluss. (vgl. Hesselager 1994: 28)

o
v —— Rekursion 1
© —— Rekursion 3 (r = 0)
. o T —— Rekursion 3 (r > 0)
o
n
£ ©
= o ]
(0]
N
5
g5 34
N p—
o

I I I I I I I I I |
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Abbildung 1: Laufzeiten zur Bestimmung von g, fiir den Fall £ = 1 und y,,q, = 49
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Abbildung 2: Laufzeiten zur Bestimmung von g, fiir den Fall £ = 2 und 9,4, = 49

5.2 Numerische Stabilitat

Nach der Laufzeit widmen wir uns nun der numerischen Stabilitdt der Rekursionen und verglei-
chen die Rekursion des allgemeinen Falls mit jener des Spezialfalls £ = 2. Um die Ergebnisse
vergleichen zu konnen, betrachten wir die selben Einzelschadenverteilungen sowie die selben

Parameter der Schadenanzahlverteilung wie in (Hesselager 1994):

e Fall r =0:
1
— Ly=0,...,149
fily) =™
0 , sonst
sy =0,...,20
fa(y) = La=oe
0 , sonst
e Fall r > O:
0 ,y=20
Hly) =93 y=1,...,150
0 , sonst
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0 ,y=20
hy) = st y=1....21

0 , sonst.

Um die numerische Stabilitdt zu untersuchen, betrachten wir nun verschiedene Parameterwerte
fiir die Schadenanzahlverteilungen. Die Berechnungen wurden mit dopppelter Rechengenauig-
keit in R durchgefiihrt. Treten vor dem 99.5%-Fraktil der Gesamtschadenverteilung absurde
Werte, wie etwa negative Wahrscheinlichkeiten auf, sprechen wir im Folgenden von einer nu-
merischen Instabilitdt. In den nachfolgenden Tabellen fiir die Félle £ = 1 und k£ = 2 sind die

numerischen Instabilitdten mit einem * gekennzeichnet.

Scha(i%r;r?zlggelffe(ﬁgﬂung Einzelschadenverteilung f; Einzelschadenverteilung fo
Rekursion Rekursion Rekursion Rekursion
2 3 2 3
N M m r=20 r >0 r=20 r>0
40 10 10
40 10 20
40 10 30
100 25 25 * *
100 25 50 *
100 25 75 *
200 50 50 * *
200 50 100 *
200 50 150 *

Quelle: in Anlehnung an Hesselager, 1994, S.30

Tabelle 2: Numerische Instabilitdten im Fall einer hypergeometrischen Verteilung mit den Pa-
rametern N, M und m als Schadenanzahlverteilung (k = 2) und f; bzw. fs als Finzelschaden-

verteilung

Die Tabelle 2 zeigt, dass fiir die Einzelschadenverteilung f; sowohl bei der Rekursion 2 als
auch bei der Rekursion 3 keine numerischen Instabilitdten gefunden wurden. Fiir die
Einzelschadenverteilung f; ist die Rekursion 2 instabil, wenn der Parameter N der
Schadenanzahlverteilung grofer oder gleich 100 ist. Diese Instabilitdten entstehen durch
Rundungsfehler bei doppelter Rechengenauigkeit. Bei der Rekursion 3 wurden fiir die

Einzelschadenverteilung f; nur im Fall » = 0 Instabilitdten gefunden. Der Grund fiir diese
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Instabilitéten liegt in der Formel zur Bestimmung von Ay, im Fall » = 0 (vgl. Bemerkung
4.3.1). Da die Formel die Subtraktion der Terme b;h;,, i = 0,...,k — 1 beinhaltet, kann es zu
Ausléschungen von grofen positiven und kleinen negativen Werten kommen. Fiir die
hypergeometrische Verteilung gilt by =0, by = N — M — m und b, = 1. Man kann daher im
Allgemeinen annehmen, dass die Rekursion im Fall » = 0 fiir grosse N und kleine M sowie m
Instabilitdten aufweist. (vgl. Hesselager 1994: 30 f.)

6 Eine weitere Methode zur Berechnung der

Gesamtschadenverteilung

Im Folgenden betrachten wir eine weitere Methode, mit der die Gesamtschadenverteilung
rekursiv berechnet werden kann. Wir gehen nun jedoch nicht von einer einzelnen Verteilung
aus, die die Panjer-Rekursion beziehungsweise eine erweiterte Panjer-Rekursion erfiillt.
Stattdessen arbeiten wir mit mehreren Schadenanzahlverteilungen, die in Relation zueinander
stehen. Das Kapitel basiert auf (Gerhold/Schmock/Warnung 2010).

Wie auch im vorherigen Kapitel seien die Einzelschiaden wieder diskret auf die natiirlichen
Zahlen verteilt. Neben dem Gesamtschaden S betrachten wir nun auch firi=1,...,[, l € N,
die Zufallssummen S; = X; + -+ X 5,» wobel N;, wie auch N, nicht von der Hohe der
Schéden abhingt. Es wird die folgende Notation verwendet:

pn = P(N=n)
Pim = P(N;=n)

gn = P(S=n
Gin = P( S, = n).

Satz 6.0.1. Seil € N beliebig und fest. Fxistieren k € N und ay,...,a;,b1,...,b0 € R, sodass
® Dio=-..=Pikri—i—1 =0 firi=1,....min{l,k+1—1} und
o o= Y @+ ) fuas fiirn > k1

qilt, kann die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Gesamtschadens wie folgt rekursiv berechnet

werden:

k;i:lp - pﬂrZZ( Z+_) (Si = J) Gin—j-

=1 7=0
S; st dabei durch S; = X, + ... + X definiert.

Bemerkung 6.0.1. Der Startwert gq ist, wie schon in Abschnitt 3.2 erlautert, durch
go = my (fo) gegeben.
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Beweis: Seien i € {1,...,l} und n € N beliebig und fest. Ftir m € N mit m > i benutzen wir
fir S, die Darstellung Sy,—; + Sim mit Sipm = Xin—iv1 + ... + X,. Falls P (S, = n) > 0 gilt,

erhalten wir

S, D e [ X i Xom it Si;m
1=EK {—\Sm = n} ) E E [—]\Sm = n} @) mE {—|Sm = n} (&) mlE [ =
n p n n

|Sp = n}
in

beziehungsweise dquivalent dazu

1 Sim
—:E{ 2 ]Sm:n]
m in

Bei (i) wurde die Linearitét des bedingten Erwartungswerts und die Definition von .S, bei
(iii) die Definition von S;,, und sowohl bei (ii) als auch (iii) die Tatsache, dass die

Einzelschéden identisch verteilt sind, verwendet. Dies liefert uns wiederum die folgende

Gleichung
b: . b.S.
a; + — = a; + b [Sﬂmwm_n} -F [ai+ Z$Z7m|5m:” =
m in in
n b | (12)
= a; + — | P(Sim =j|Sm =n).
g in

Aufgrund der Voraussetzung, dass die Einzelschiaden unabhéngig und identisch verteilt sind,

gilt fiir m > 1:
e S,,—iund S, sind unabhingig voneinander.
e S, hat die gleiche Verteilung wie S;.
Damit erhalten wir nun fiir die Wahrscheinlichkeit P(S; ,,, = 7, Sim = n)

P(Si,m =7J Sm = n) = P(Si,m =J Sm—i =1 — J) = P(Si,m = j)P(Smfi =n—= J)

(13)
— B(S, = j)B(Spoi =1 — j).

Da S, und N unabhingig voneinander sind, kénnen wir g, wie folgt darstellen:

gn = P(S=n)=> P(Sp=nN=m)=> P(S,=n)P(N=m)=

meN meN \::n_/
k+1—-1 0o
= Z P(Sp = n)pm + Z P(Sim = n)pm -
m=1 m=k+I

An

Mithilfe der Gleichungen (12) und (13) sowie der vorausgesetzten Darstellung von p,, gilt
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dabei fiir A,,:

P(Si,m = j|Sm = n)P(S,, = n)ﬁi,mfi =

N J/

:P(Si,m:jvsm:n>

(Si,m - j> Sm = n)ﬁi,m—i —

B
+
& &
N—— N—— N——
=

P(Sz' = j)P(Sm—i =n— j)ﬁi,m—i =

l
! n b] 00
i j=0

m=k+I

Da der Summenindex ¢ nur bis [ lduft und somit nach Voraussetzung p; ,,,—; = 0 fiir alle

m < k + [ gilt, konnen wir die letzte Summe entsprechend erweitern und erhalten

> PSmoi=n—Pimi = P P(Smi=n— )pimi=
m=k-+1 m=t

= Y P(Sp=n—jP(N;=m) =
m=0

) ZIP’(Sm =n—j, N, =m) =
m=0

=P(5'z‘=n:rj)=§i,n—j
= gi,n—j‘

Bei () wurde ein Index-Shift durchgefiithrt und bei (%) die Unabhéngigkeit von S,, und N;
verwendet.

Das Einsetzen dieses Ausdrucks in die Darstellung von A, liefert uns

l n .
=30 % (a4 20 ) B8 = i

i=1 j=0
Insgesamt gilt nun also
ktl—1 I n bij
= 3 B =pn+ 5 (a0 2 ) B8 =
m=1 i=1 j=0
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7 Anwendung in der Risiko- und Ruintheorie

Nachdem in diesem Kapitel zunéchst die grundlegenden Begriffe und mathematischen
Objekte der Risiko- und Ruintheorie erlautert werden, wird anschliefsend mithilfe des Satzes
4.3.1 eine Methode zur rekursiven Berechnung der Wahrscheinlichkeit des sogenannten Ruins
hergeleitet. Das folgende Kapitel basiert auf (Bowers et al 1986), (Panjer 1986), (Panjer 2014)
und (Hesselager 1994).

7.1 Grundlagen der Risiko- und Ruintheorie

Wir betrachten nun die zeitliche Entwicklung des Gesamtvermdgens ("Uberschuss") einer
Versicherung. Einfachheitshalber werden dabei neben den Schéden jedoch nur die

Versicherungspréamien berticksichtigt. Infolgedessen werden im nachfolgend beschriebenen
Modell unter anderem sémtliche Betriebskosten sowie mogliche Gewinne beziehungsweise
Verluste an den Finanzmarkten vernachlassigt. Des Weiteren wird angenommen, dass die

Pramienrate iber die Zeit konstant bleibt.

Definition 7.1.1 (Uberschussprozess). Der Uberschussprozess {U(t), t > 0} ist gegeben
durch

Ult)=u+ct—S(t), t >0,
wobei mit S(¢) der Gesamtschaden bis zum Zeitpunkt ¢, mit ¢ > 0 die konstante Pramienrate

und mit U(0) = u das Anfangskapital bezeichnet wird.

Bemerkung 7.1.1. Fiir ¢ > 0 beschreibt U(t) also das Vermogen einer Versicherung zum
Zeitpunkt .

Bemerkung 7.1.2. Tritt fiir ein ¢ > 0 das Ereignis U(¢) < 0 ein, sprechen wir von Ruin.

Definition 7.1.2 (Schadenanzahl- und Gesamtschadenprozess). Der Gesamtschadenprozess
{S(t), t > 0} ist gegeben durch

0 , N(t) =0
S(t) = N(t) )
>oo X, sonst

=1
wobei N (t) die Anzahl der Schéden bis zum Zeitpunkt t beschreibt. Der Prozess { N(t),

t > 0} wird Schadenanzahlprozess genannt.

Bemerkung 7.1.3. Wir setzen voraus, dass die Einzelschdden X; einerseits unabhéngig und
identisch verteilt mit der Wahrscheinlichkeisfunktion h, der Verteilungsfunktion H und dem

Erwartungswert E[X;] = p sowie andererseits auch unabhéngig von N(t) sind.

Bemerkung 7.1.4. Oftmals wird die Annahme getroffen, dass es sich beim
Schadenanzahlprozess um einen Poisson-Prozess oder gemischten Poisson-Prozess handelt. In
diesen Fillen bezeichnet man den Gesamtschadenprozess S(t) als zusammengesetzten

(gemischten) Poisson-Prozess.
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Definition 7.1.3 (Poisson-Prozess). Ein Schadenanzahlprozess heifit Poisson-Prozess mit
dem Parameter \, wenn die Schadenanzahl in einem beliebigen Intervall der Linge h > 0

Poisson-verteilt mit dem Parameter Ah ist.
Bemerkung 7.1.5. Ein Poisson-Prozess hat die folgenden zwei Eigenschaften:

e Die Inkremente sind unabhingig: Fiir alle disjunkten Zeitintervalle (¢1,¢; + hy),
(to,to + ha), ..., (ty,t, + hy) mit n € N gilt, dass die Inkremente N (t; + hy) — N(t1),
N(ty+ he) — N(t3), ..., N(t, + h,) — N(t,) unabhéngig voneinander sind.

e Die Inkremente sind stationir: Die Verteilung von N (¢t + h) — N(t) mit h < 0 héngt
nicht von ¢ ab.

Bemerkung 7.1.6. Die soeben aufgefiihrten Eigenschaften des Poisson-Prozesses iibertragen
sich auf den Gesamtschadenprozess. Infolgedessen hat ein zusammengesetzter Poisson-Prozess

unabhéngige und stationére Inkremente.

Definition 7.1.4 (Gemischter Poisson-Prozess). Ein gemischter Poisson-Prozess ist eine
Familie von Poisson-Prozessen mit Erwartungswerten A, wobei A eine nichtnegative
Zufallsvariable ist. (vgl. McFadden 1965: 83)

Bemerkung 7.1.7. Der gemischte Poisson-Prozess, bedingt auf A = ), ist ein

Poisson-Prozess mit Parameter A. (vgl. Ross 2010: 351)
Definition 7.1.5 (Ruinzeitpunkt). Als Ruinzeitpunkt definieren wir
T=min{t>0:U(t) <0},
wobei wir 7' = oo setzen, wenn der Uberschussprozess U (t) fiir alle ¢ > 0 nichtnegativ ist.
Bemerkung 7.1.8. Um zu verhindern, dass mit Sicherheit Ruin eintritt, muss
ct > E[S(1)] = E[N()]E[Xy] = E[N (t)]p
gelten. (vgl. Eisenberg 2020)

Definition 7.1.6 (Ruinwahrscheinlichkeit). Die Ruinwahrscheinlichkeit ist als Funktion des

Anfangskapitals u gegeben durch
P(u) =P(T < o0).

Definition 7.1.7 (Maximaler Verlust). Der maximale Verlust der Versicherung im

beschriebenen Modell wird durch die Zufallsvariable

L =max [S(t) — ct]

t>0

beschrieben.

Bemerkung 7.1.9. Die Ruinwahrscheinlichkeit kann auch mithilfe der soeben definierten

Zufallsvariable ausgedriickt werden:

Y(u) =P(L > u).
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7.2 Direkte Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit

Im folgenden Abschnitt setzen wir voraus, dass es sich beim Gesamtschadenprozess S(¢) um
einen zusammengesetzten gemischten Poisson-Prozess handelt und leiten mithilfe des Satzes

4.3.1 eine rekursive Methode zur Bestimmung der Ruinwahrscheinlichkeiten her.

Dafiir betrachten wir zunichst den zusammengesetzten Poisson-Prozess S(t), wobei der
Schadenanzahlprozess N (t) durch den Poisson-Prozess N(t), bedingt auf A = X, gegeben ist.
Fiir diesen Prozess schauen wir uns nun jene Zeitpunkte an, zu denen S (t) — ct neue, positive
Hochststéande erreicht.

Da die Inkremente des zusammengesetzten Poisson-Prozesses unabhéngig und stationér sind,
gilt: Nach dem Erreichen eines neuen Hochststandes gibt es eine Wahrscheinlichkeit von (0),
dass dieser wieder gebrochen wird. Die Anzahl N der neuen Hochststinde besitzt daher eine

geometrische Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(N =n) = [1 = 4(0)]4(0)".

Die Differenzen zwischen den jeweiligen alten und neuen Héchststdnden werden durch die

unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen L; mit der Dichtefunktion

1—H(y
fly) = 1-H)
1
modelliert, wobei H die Verteilungsfunktion und g den Erwartungswert der Einzelschédden
bezeichnet. Fiir den maximalen Verlust L erhalten wir nun die folgende Darstellung als

Zufallssumme: i
N
i=1

Betrachten wir nun wieder den urspriinglichen Prozess S(t), gilt fiir den maximalen Verlust L

mithilfe des gerade Gezeigtem:

wobei NV in diesem Fall einer gemischten geometrischen Verteilung folgt. Verwenden wir nun
eine Beta-Mischfunktion mit Parametern (a, (3), folgt N der Waring-Verteilung aus Beispiel
4.1.1.

Um mithilfe des Satzes 4.3.1 eine Rekursion fiir die Ruinwahrscheinlichkeit herleiten zu
kénnen, miissen wir nun noch die Verteilung von L; diskretisieren. Dabei gehen wir, wie auch
in den bisherigen Kapiteln, von diskret verteilten Einzelschidden aus. In diesem Fall handelt es
sich bei der Dichtefunktion von L; um eine absteigende Treppenfunktion. Fiir die
Diskretisierung betrachten wir nun die Momente von L;. Die Idee ist es, die Verteilung iiber
Intervalle so zu diskretisieren, dass innerhalb jeden Intervalls eine bestimmte Anzahl von

Momenten iibereinstimmt.
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Wir betrachten nun ein beliebiges Intervall [z, x + 20] mit [ > 0 und ersetzen die totale
Masse des Intervalls durch die Massen mék), mgk) und mgk) an den Punkten zy, x5 + [ und

xr + 21, sodass die folgenden 3 Gleichungen erfiillt sind:

° m(()k) + mgk) - mgk) = fw’“+2l f(z) dx

Tk

o ka(()k) + (ze 4+ D) m + (2 + 2 m = fm'“+2l xf(r) dx

xy,
. xzmék) (e + 1 m 4 (e + 202 ml? = ffkﬁm 2?f(z) dx.

Das jeweilige Moment auf der rechten Seite kann dabei wie folgt bestimmt werden:

Hat die Dichtefunktion von L; in dem Intervall [z, x; + 2I] die Sprungstellen v, ..., y, und

setzt man yy = xy und y,1 = x) + 21, gilt fir das r-te (lokale) Moment von L;

/xk+2l zn: gt =yt
o f(x) de = ) == ———f (i),
- —~ o+ 1

wobei f(y;) gegeben ist durch

f(yz) _ 1— H(yi) _ Z;‘L:iﬂ h(?/j) +1— H(xk + 21).
a j

Insgesamt bekommen wir nach dem Vertauschen der Summen und dem Durchfiithren von

entsprechenden Vereinfachungen den folgenden Ausdruck fiir das r-te Moment:
rr+21 1 n
/ " f(z) de = D Z h(yj)y;f“ +[1— H(zp, +20)] (xg + 20" — [1 — H(zy)] 2}t

Definieren wir xg = 0 und x; 1 = ) + 2[, erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeiten

{]F(if)i.’E:O,l,...}:

o f(0)=m{
o f(1)=m!"
o f(2)=my +mf’
o f(3)=m{"

o J)=ms”+mg”
o ...

Mit der diskretisierten Verteilung kann nun eine Rekursion fiir die Ruinwahrscheinlichkeiten

hergeleitet werden. Fiir u > 0 gilt:

Yu+1) = P(L>u+1)= i P(L=1i)= i P(L=i)-P(L=u+1)=

=9 (u)
— YW —P(L=u+1).
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Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten P (L = u 4 1) kénnen dabei mit der Rekursion des
Satzes 4.3.1 bestimmt werden. Der Startwert ¢ (0) ist dabei wie folgt gegeben:

¥ (0)=1-my (f(0).

Der entsprechende R-Code ist im Anhang zu finden.
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8 Conclusio

Zur Modellierung des Gesamtschadens einer Kohorte von Versicherungspolizzen iiber einen
bestimmten Zeitraum kann entweder das individuelle oder kollektive Modell verwendet
werden. Da beim kollektiven Modell, im Gegensatz zum individuellen Modell, nicht der
Schaden jeder einzelnen Polizze sondern nur die tatsdchlichen Schaden betrachtet werden,
wird hier auch die Anzahl der Schiden durch eine Zufallsvariable beschrieben. Dies fiihrt
dazu, dass zur Bestimmung der Gesamtschadenverteilung im Allgemeinen die Faltungen der
Einzelschaden benotigt werden. Um der oftmals sehr komplexen und aufwéndigen Berechnung
dieser Faltungen zu entgehen, ist man daran interessiert die Gesamtschadenverteilung rekursiv
zu bestimmen. Falls die Schadenanzahl poisson-, binomial- oder negativ binomialverteilt ist,
gelingt dies mithilfe der Panjer Rekursion. Die in dieser Diplomarbeit beschriebenen,
verallgemeinerten Panjer Rekursionen ermoglichen es auch im Falle anderer

Schadenanzahlverteilungen die Gesamtschadenverteilung rekursiv zu berechnen.

Die numerischen Experimente zum Vergleich der verallgemeinerten Rekursionen aus Kapitel 4
zeigen, dass die Rekursion des allgemeinen Falls, auch als Rekursion 3 bezeichnet, deutlich
effizienter ist als die Rekursionen der Spezialfille. Damit ist gemeint, dass die Rekursion 3
einerseits einen deutlich geringeren Rechenaufwand bendtigt und andererseits auch zu
wenigeren numerischen Instabilitdten bei den betrachteten Beispielen fiihrt.
Versicherungsunternehmen sollten daher auf jeden Fall die Rekursion 3 den Rekursionen der

Spezialfille vorziehen.

Die verallgemeinerten Panjer Rekursionen finden zudem auch in der Risiko- und Ruintheorie
Anwendung. Im Falle eines zusammengesetzten gemischten Prozesses konnen nach einer
entsprechenden Diskretisierung die Ruinwahrscheinlichkeiten mithilfe der Rekursion 3

rekursiv bestimmt werden.
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Anhang

Implementierung der Rekursionen

library (gamlss.dist) # fuer waring verteilung

library (hypergeo) #fuer hypergeometrische Funktion

#pmf hypergeometrische Verteilung
pmf _hyp <- function(N,M,m,t){

pmf_value <- (choose(M,t)*choose(N-M,m-t))/choose(N,m)
return (pmf_value)

#pmf Waring Verteilung

pmf_war <- function(alpha,beta,t){
pmf _value <- beta(alpha+t,beta+1)/beta(alpha,beta)

return (pmf_value)
#pgf hypergeometrische Verteilung
pgf_hyp <- function(N,M,m,t){

pgf_value <- Re(hypergeo(-m,-M,N-M-m+1,t, tol = 0, maxiter=2000))/
Re (hypergeo(-m,-M,N-M-m+1,1, tol = 0, maxiter=2000))

return (pgf_value)

#pgf Waring Verteilung
pgf_war <- function(alpha,beta,t){

pgf_value <- (beta/(alpha+beta))*Re(hypergeo(1l,alpha,alpha+beta+l,t,
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tol = 0, maxiter=2000))

return (pgf_value)

#Ableitung pgf hypergeometrische Verteilung

pgf_derivative_hyp <- function(N,M,m,t){

pgf_derivative_value <- (((M*m)/(N-M-m+1))x*
Re (hypergeo(-m+1,-M+1 ,N-M-m+2,t, tol = O,

maxiter=2000)))/

Re (hypergeo(-m,-M,N-M-m+1,1, tol = 0, maxiter=2000))

return(pgf_derivative_value)

#Ableitung pgf Waring Verteilung

pgf_derivative_war <- function(alpha,beta,t){

pgf_derivative_value <- (beta/(alpha+beta))*(alpha/(alpha+beta+1))x*
Re (hypergeo(2,alpha*1l,alpha+beta+2,t, tol = 0, maxiter=2000))

return(pgf_derivative_value)
#2. Ableitung pgf hypergeometrische Verteilung
pgf_2_derivative_hyp <- function(N,M,m,t){
pgf_2_derivative_value <- (((M*m*(M-1)*(m-1))/((N-M-m+1)*(N-M-m+2)))*
Re (hypergeo (-m+2,-M+2 ,N-M-m+3,t,tol = O,
maxiter=2000)))/

Re (hypergeo(-m,-M,N-M-m+1,1, tol = 0, maxiter=2000))

return(pgf_2_derivative_value)

helper_rm <- function(f_y){

# funktion berechnet die skalare r (kleinster wert, sodass f_r > 0) und m
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# (kleinster wert, sodass m*xf_m > 0)

r <- which(f_y > 0)[1] - 1
m <- which(f_y[-1] > 0)[1]

return(c(r, m))

helper_q_vec <- function(m, f_y){

# berechne den vektor q_0,..., q_n

# berechne r:

r <- helper_rm(f_y = f_y)[1]

# initialisiere vector q mit laenge n+1
qg_vec <- rep(NA, n+1)

g_vec[1] <- r

# beruecksichtige y_max:
y_max <- length(f_y)-1

Xx_max <- y_max - T

#berechne q rekursiv nach Formel mithilfe von Skalarprodukt
for(x in 1:n){
if(x <= x_max){
temp_q <- rev(q_vec[1:x])
g_vec[x+1] = (x+r)*f_ylx+r+1]/f_yl[r+1] - crossprod(f_y[(2+r):(x+r+1)]/
f_yl[r+1],temp_q)
} else {
temp_q <- rev(q_vec[(x-x_max+1):x])

g_vec[x+1] = - crossprod(f_y[(2+r):(y_max+1)]1/f_yl[r+1],temp_q)
}

return(q_vec)

helper_r_vec <- function(m, f_y){
# berechne m:

m <- helper_rm(f_y = f_y)[2]

r_vec <- rep(NA, n+1)
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r_vec[1l] <- m-1

# beruecksichtige y_max:
y_max <- length(f_y)-1

Xx_max <- y_max - m

# hilfsvariable
temp_y <- (1l:x_max)+m

temp_f <- (temp_y*f_y[(2+m):(y_max+1)])/(m*f_y[m+1])

for(x in 1:n){
if (x <= x_max){
temp_r <- rev(r_vec[1l:x])
r_vec[x+1] <- (x+m)*(x+m-1)*f_y[x+m+1]/(m*xf_y[m+1]) -
crossprod(temp_f[1:x], temp_r)
} else {
temp_r <- rev(r_vec[(x-x_max+1):x])

r_vec[x+1] = - crossprod(temp_f,temp_r)

}

return(r_vec)

#1_{n,j} fuer Spezialfall k=1

helper_1_1 <- function(n, f_y, kappa, phi, xi, psi, q_vec){
# erzeuge Matrix fuer 1_{mn,j}
1l_mat <- matrix(NA, nrow = n, ncol = n)

y_max <- length(f_y)-1

#befuelle Matrix 1l_mat
for(rr in 1:n){
for(cc in 1:mn){
if (cc<=y_max){
1 _mat[rr,cc] <- (((rr-cc)*phi+cc*psi)*f_yl[cc+1]l-q_vec[cc+1])/
(rr*(xi-phi*f_y[1])+q_vec[1])
} elseq{
1_mat[rr,cc] <- (-q_veclcc+1])/(rr*(xi-phi*f_y[1])+q_vec[1l])

}

return(l_mat)
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helper_h <- function(n, f_y, kappa, phi, xi, psi,p0O, q_vec){
#terzeuge Vektor fuer h_n
h_vec <- rep(NA, n)
for(rr in 1:n){
h_vec[rr] <- (pOxq_vecl[rr+1])/(rr*(xi-phi*f_y[1])+q_vec[1])
}

return (h_vec)

#1_{n,j} fuer Spezialfall k=2

helper_1_2 <- function(n, f_y, kappa, phi, xi, psi){
# erzeuge Matrix fuer 1_{mn,k}
1_mat <- matrix(NA, nrow = n, ncol = n)

y_max <- length(f_y)-1
# berechne r und q mit Hilfsfunktionen
r_vec <- helper_r_vec(n, f_y)

g_vec <- helper_q_vec(n, f_y)

# erzeuge 2 Hilfsvektoren zur Bestimmung der beiden Summen in der Formel

suml <- rep(NA, length n)

sum2 <- rep(NA, length n)
# definiere Hilfsvektor mit Eintraegen yx*f(y)
temp_f <- (O:y_max)*f_y

rev_q <- rev(q_vec)

rev_r <- rev(r_vec)

# berechne suml und sum2
for(k in 1:n){
if(k <= y_max){
temp_q <- rev_ql(n+1-k):(n+1)]
temp_r <- rev_r[(n+1-k):(n+1)]
suml [k] <- crossprod(temp_q,temp_f[1:(k+1)])
sum?2 [k] <- crossprod(temp_r, f_y[1:(k+1)])
} else {
temp_q <- rev_ql[(n+1-k):(n+1+y_max-k)]

temp_r <- rev_r[(n+1-k):(n+1l+y_max-k)]
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suml [k] <- crossprod(temp_q, temp_f)
sum?2 [k] <- crossprod(temp_r, f_y)

b
suml <- sumlx*xkappa

sum2 <- sum2*phi

#befuelle Matrix 1_mat
for(rr in 1:n){
for(cc in 1:n){
if (cc <= y_max){

1 _mat[rr,cc] <- (sumilfccl-(rr-cc)*sum2fcc]l)/
(rr*((rr-r_vec[1] - 1)*(1-phixf_y[1]) + xixq_vec[1])) +
((rr-cc)*(r_vec[cc+1]-xixq_vec[cc+1]+(psixcc +

phi*x(rr-cc-1))*f_ylcc+11))/
(rrx((rr-r_vec[1]-1)*(1-phixf_y[1])+xixq_vec[1]))
} else {

l_mat[rr,cc] <- (sumlfcc]l-(rr-cc)*sum2[cc]l)/
(rr*((rr-r_vec[1] - 1)*(1l-phixf_y[1]) + xixq_vec[1])) +
((rr-cc)*(r_vec[cc+1]l-xi*q_vec[cc+1]1))/

(rr*((rr-r_vec[1]-1)*(1-phi*f_y[1])+xixq_vec[1]))

}

return (l_mat)

rekursion_panjer <- function(gO, n, f_y, kappa=0, phi, xi, psi, parl,
par2=0, par3=0,k){
# intialisiere g
g <- rep(NA, n+1)
gl1]l <- go

# erzeuge h, 1 und m

if (k == 1){
# berechne q mit Hilfsfunktion
g_vec <- helper_q_vec(n, f_y)

1 <- helper_1_1(n, f_y, kappa, phi, xi, psi, q_vec)
h <- helper_h(n, f_y, kappa, phi, xi, psi, pmf_war(parl, par2,0), g_vec)
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} else{

1 <- helper_1_2(n, f_y, kappa, phi, xi, psi)
}
m <- helper_rm(f_y)[2]

# berechne g_1,...,g_m
if(m > 1){
gl2:m] <- rep(0,m-1)
}
if(k == 2 && f_y[11>0){
glm+1] <- f_y[m+1]l*pgf_derivative_hyp(parl,par2,par3,f_y[1])
# berechne g_(m+1), ..., g_n:
for(j in (m+1):n){
temp_1 <- 1[j,1:j]
temp_g <- rev(gl[l1:j])
glj+1] <- crossprod(temp_1l, temp_g)
}
} elsed{
# berechne g_m, ..., g_n:
for(j in m:n){
temp_1 <- 1[j,1:j]
temp_g <- rev(gl[1:j])

if (k==1){
glj+1] <- h[jl+crossprod(temp_1l, temp_g)
} elseq
glj+1] <- crossprod(temp_1l, temp_g)
}
}
}
return (g)
}
#### ---- REKURSION FUER ALLGEMEINEN FALL ---- ####

rekursion2 <- function(hO, n, f_y, b, c, k){
# berechne skalare r und y_max:
r <- helper_rm(f_y)[1]
y_max <- length(f_y) - 1

# initialisiere h

h <- matrix(NA, nrow=k+1, ncol = n+1)

66



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

h{,1] <- hoO

if(r > 1)
h[(,2:r] <- 0

# beginne rekursion
if(r > 0){
t_vec <- rep(NA, k+1)
bigT <- diag(k+1)
bigT [k+1,] <- b

for(cc in r:n){
for(rr in 0:k){
if(rr < k){
if (cc <= y_max-1){
temp_h <- (r+l:cc)/cc*rev(h[rr+2,1:ccl)+(1l:cc-cc)/
ccxrev(h[rr+1,1:cc])
t_vec[rr+1] <- 1/f_ylr+1]l*crossprod(f_y[(r+2):(r+cc+1)], temp_h)
} else {
temp_h <- ((r+1):y_max)/cc*rev(h[rr+2,(cc-y_max+r+1):ccl) +
(1:(y_max-r)-cc)/cc*rev(h[rr+1,(cc-y_max+r+1):cc]l)
t_vec[rr+1] <- 1/f_yl[r+1]l*crossprod(f_y[(r+2):(y_max+1)], temp_h)
}
} else {
if (cc <= y_max){
temp_ch <- rev(crossprod(h([,1:(cc-r+1)],c))
t_vec[rr+1] <- crossprod(temp_ch,f_y[(r+1):(cc+1)])
} else {
temp_ch <- rev(crossprod(h([,(cc-y_max+1):(cc-r+1)],c))

t_vec[rr+1] <- crossprod(temp_ch,f_y[(r+1):(y_max+1)])

}
}
}
bigT [outer (1:(k+1), 1:(k+1), function(i,j) i == j-1)] <- -r/cc
h[,cc+1] <- solve(bigT)%*%t_vec
}
} else {

# hilfsvariable fuer loop:
auxl <- f_y[1]l*c[1:k]l-b[1:k]
aux2 <- 1/(b[k+1]-f_y[1]lxc[k+1])
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}
return(h[1,])

for(cc in 1:mn){
for(rr in 0:k){
if(rr < k)A{
if (cc <= y_max){

temp_h <- (1l:cc)/cc*rev(h[rr+2,1:cc]) + (l:cc-cc)/

ccxrev(h[rr+1,1:ccl)

hlrr+1,cc+1] <- 1/f_y[1]l*crossprod(f_y[2:(cc+1)],

} else {

temp_h)

temp_h <- (1:y_max)/cc*xrev(h[rr+2,(cc-y_max+1):ccl) +

(1:y_max-cc)/cc*rev(h[rr+1,(cc-y_max+1):ccl)

h[rr+1,cc+1] <- 1/f_y[1]l*crossprod(f_y[2:(y_max+1)], temp_h)

}
} else {

if (cc <= y_max){

temp_ch <- rev(crossprod(h[,1:ccl,c))

suml <- crossprod(temp_ch,f_y[2:(cc+1)])

} else {

temp_ch <- rev(crossprod(h[,(cc-y_max+1):ccl,c))

suml <- crossprod(temp_ch,f_y[2:(y_max+1)])

}

sum2 <- crossprod(auxl, h[1l:k,cc+1])

hlrr+1,cc+1] <- aux2*(suml+sum2)

Testing der Rekursionen

H#HH
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<
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---- Test Laufzeit ---- ####

---- hypergeometrische Verteilung

40
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c(0,N-M-0,1)
c(M*o, -(M+o0), 1)
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phi <- 1

psi <- -(M+o-1)
kappa <- Mxo

xi <- N-M-o+1

k <- 2

#Bsp mit r=0
f_y <- c(rep(1/50,50))

g0 <- pgf_hyp(N,M,o,f_yl[1])
laufzeit_panjer_hyp <- rep(NA, 10)

h00 <- pgf_hyp(N,M,o,f_y[1])

h01 <- f_y[1]l*pgf_derivative_hyp(N,M,o,f_y[1])

h02 <- (f_y[1]1)~(2)*pgf_2_derivative_hyp(N,M,o,f_y[1])+
f_y[1l*pgf_derivative_hyp(N,M,o,f_y[1])

hO <- ¢(h00,h01,h02)

laufzeit_hesselager _rO_hyp <- rep(NA, 10)

for (x in 1:10) {
start <- Sys.time ()
bsp_panjer <- rekursion_panjer (g0 = g0, n = 200*x, f_y = f_y,
kappa = kappa,
phi = phi, xi = xi, psi = psi,
parl = N, par2 = M, par3 = o, k=2)
laufzeit_panjer_hyp[x] <- Sys.time() - start

for (x in 1:10) {
start <- Sys.time ()
rekursion2(h0,200*x,f_y,b,c,2)
laufzeit_hesselager _rO_hyp[x] <- Sys.time() - start

#Bsp mit r>0
f_y <- c(0,rep(1/49,49))
p0 <- pmf_hyp(N,M,0,0)

hO <- c(pO0,rep(0,k))
laufzeit_hesselager_r_hyp <- rep(NA, 10)
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for (x in 1:10) {
start <- Sys.time ()
rekursion2(h0,200*x,f_y,b,c,2)
laufzeit_hesselager _r_hyp[x] <- Sys.time() - start

#Abbildung

X_axis <- 200%c(1:10)

plot(x_axis, laufzeit_panjer_hypl[x_axis/200],type="1", axes = FALSE,
xlab= "x",
ylab="Laufzeit in_ Sek.",col="red")
points(x_axis, laufzeit_hesselager _rO_hypl[x_axis/200], type= "1",
col= "blue")
points (x_axis, laufzeit_hesselager_r_hyp[x_axis/200], type= "1",
col= "green")
axis (1, at=seq(0,2000, by=200))
axis (2, at=seq(0,2.5, by=0.5))

legend (200,2.5, legend=c("Rekursion, 2", "Rekursion, 3, ,(r,=,0)",
"Rekursion 3,(ry>,0)"),
col=c("red", "blue", "green"), lwd=1)
#### ---- Waring Verteilung ---- ####
alpha <- 5
beta <- 5

b <- c(alpha+beta,l)

¢ <- c(alpha, 1)

phi <- 1/(alpha+beta)

psi <- alpha/(alpha+beta)
xi <- 1/(alpha+beta)

k<-1

#Bsp mit r=0
f_y <- c(rep(1/50,50))

g0 <- pgf_war(alpha, beta,f_y[1])

laufzeit_panjer_war <- rep(NA, 10)

h00 <- pgf_war(alpha,beta,f_y[1])
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h01 <- f_y[1]l*pgf_derivative_war (alpha,beta,f_y[1])
hO <- ¢(h00,h01)

laufzeit_hesselager_rO_war<- rep(NA, 10)

for (x in 1:10) {
start <- Sys.time ()

rekursion_panjer (g0
xi = xi, psi = psi,
parl = alpha, par2 = beta, par3 = 0, k=1)

laufzeit_panjer_war[x] <- Sys.time() - start

for (x in 1:10) {
start <- Sys.time ()
rekursion2(h0,200*x,f_y,b,c,1)

laufzeit_hesselager_rO_war[x] <- Sys.time() - start

#Bsp mit r>0
f_y <- c(0,rep(1/49,49))

pO0 <- pmf_war (alpha,beta,0)
hO <- c(pO,rep(0,k))

laufzeit_hesselager_r_war <- rep(NA, 10)

for (x im 1:10) {
start <- Sys.time ()
rekursion2(h0,200*x,f_y,b,c,1)

laufzeit_hesselager _r_war[x] <- Sys.time() - start

#Abbildung

x_axis <- 200%c(1:10)

plot(x_axis, laufzeit_panjer_war[x_axis/200],axes = FALSE, type="1",

xlab= "x",

ylab="Laufzeit in_, Sek.",col="red")

points(x_axis, laufzeit_hesselager_rO_war[x_axis/200], type= "1",
col= "blue")
points(x_axis, laufzeit_hesselager_r_war[x_axis/200], type= "1",
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col= "green")
axis (1, at=seq(0,2000, by=200))
axis (2, at=seq(0,1.2, by=0.2))
legend (200, 1, legend=c("Rekursion, 1", "Rekursion 3,(r, =,0)",
"Rekursion 3, (r,>,0)"),

col=c("red", "blue", "green"), lwd=1:1)

#### ---- Test Numerische Stabilitaet ---- ####

#Bsp 1
f_y <- rep(1/150,150)

#Bsp 2
f_y <- ¢c(0,rep(1/150,150))

#Bsp 3
f<- exp(-3%(0:20))
s<-sum(f)

f_y<-f/s

#Bsp 4
f<-c(0,exp(-3%(0:20)))
s<-sum(f)

f_y<-f/s

#### ---- hypergeometrische Verteilung ---- ####

<- 200

<- 50

<- 150

b <- ¢(0,N-M-0,1)

c <- c(M*o, -(M+o0), 1)
phi <- 1

= =

e}

psi <- -(M+o-1)
kappa <- Mxo
xi <- N-M-o+1

k <- 2
g0 <- pgf_hyp(N,M,o,f_yl[1])

panjer_k2 <- rekursion_panjer (g0 = g0, n = 5000, f_y = f_y,
kappa = kappa, phi = phi,
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xi = xi, psi = psi,

parl = N, par2 = M, par3 = o, k=2)

#Fall r>0
pO <- pmf_hyp(N,M,0,0)
hO <- c(pO0,rep(0,k))

#Fall r = O

h00 <- pgf_hyp(N,M,o,f_y[1])

h0o1 <- f_y[1]l*pgf_derivative_hyp(N,M,o,f_y[1])

h02 <- (f_y[1])~(2)*xpgf_2_derivative_hyp(N,M,o,f_y[1])+
f_y[1l*pgf_derivative_hyp(N,M,o0,f_y[1])

hO <- ¢(h00,h01,h02)

hesselager_k2 <- rekursion2(h0,5000,f_y,b,c,2)

#### ---- Waring Verteilung ---- ####

alpha <- 5

beta <- 10

b <- c(alpha+beta,l)

¢ <- c(alpha, 1)

phi <- 1/(alpha+beta)

psi <- alpha/(alpha+beta)
xi <- 1/(alpha+beta)

k<-1

g0 <- pgf_war(alpha, beta,f_y[1])

panjer_kl <- rekursion_panjer(g0 = g0, n = 1000, f_y = f_y,
kappa = 0, phi = phi,
xi = xi, psi = psi,

parl = alpha, par2 = beta, par3 = 0, k=1)

#Fall r>0
pO <- pmf_war (alpha,beta,0)
hOo <- c(p0O,rep(0,k))

#Fall r = O

h00 <- pgf_war(alpha,beta,f_y[1])

h01 <- f_y[1]l*pgf_derivative_war (alpha,beta,f_y[1])
hO <- ¢ (h00,h01)
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hesselager_k1 <- rekursion2(h0,1000,f_y,b,c,1)

Implementierung der Rekursion zur direkten Berechnung der

Ruinwahrscheinlichkeit

#### ---- Ruinwahrscheinlichkeit direkte Berechnung ---- ####
ruin_prob <- function(f_y, n, alpha, beta, 1=1){
# annahme: f_y(x) = 0, wenn x \notin \N

#lege Vektor fuer Ruinwahrscheinlichkeiten an

psi <- rep(NA, n+1)
#bestimme f_tilde

# berechne y_max und anzahl der intervalle
y_max <- length(f_y)-1

n_interval <- ceiling(y_max/(2*1))

# berechne verteilungsfunktion fuer pmf f_y

F_y <- cumsum(f_y)

# berechne erwartungswert der einzelschaeden

mu <- weighted.mean(0:y_max, f_y)

# intialisiere matrix fuer massen m_i~(k), i = 1,2,3

m_mat <- matrix(NA, nrow = 3, ncol = n_interval)

for(k in 1:n_interval){

index_all <- (1+((k-1)*2%1)):(1+k*2%1)

index_end <- index_all[length(index_all)]

index_start <- index_all[1]

# index ohne start und ende:

index_rest <- index_all[2:(length(index_all)-1)]

# start- und endwert + sprungstelle:

index_relevant <- c(index_start,
index_rest[which(f_y[index_rest] > 0)],

index_end)
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n_relevant <- length(index_relevant)

f_relevant <- (1-F_yl[index_relevant])/mu

# hilfsvektor fuer momente und X-matrix
moments <- rep(NA,3)
X <- matrix(NA, 3, 3)

for(r in 0:2){
aux <- (index_relevant[2:n_relevant]-1)~(r+1) -
(index_relevant[1:(n_relevant-1)]-1)"(r+1)
moments [r+1] <- crossprod(f_relevant[l:(n_relevant-1)],aux)/(r+1)

X[r+1,] <- c(index_start-1,index_start+1-1 ,index_end-1)"r

# loese fuer massen m_i~(k):

m_mat[,k] <- solve(X,moments)

# initialisiere f_tilde vektor

f_tilde <- rep(NA, 2*(n_interval-1)+3)

# f_tilde (0)

f_tilde[1] <- m_mat[1,1]

# f_tilde(1), f_tilde(3),

f_tilde[2x(1:((length(f_tilde)-1)/2))] <- m_mat[2,]

# f_tilde(2), f_tilde(4),

f_tilde[2*(1:((length(f_tilde)-2)/2))+1] <- m_mat[3,1:(n_interval-1)] +

m_mat[1,2:n_intervall

if (y_max%%2 == 0){
f_tilde[length(f_tilde)] = m_mat[3,n_intervall]
} else{

f_tilde = f_tilde[1:(length(f_tilde)-1)]

#starte Rekursion zur Bestimmung der Gesamtschadenverteilung
b <- c(alpha+beta,l)
¢ <- c(alpha, 1)
r <- which(f_y > 0)[1] - 1
if(r > 0){
p0 <- pmf_war (alpha,beta,0)
hOo <- c¢(p0,rep(0,k))
} elseq
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h00 <- pgf_war (alpha,beta,f_y[1])
h01 <- f_y[1]l*pgf_derivative_war (alpha,beta,f_y[1])
hO <- ¢(h00,h01)

}

rekursion <- rekursion2(hO,n,f_tilde,b,c,1)
#berechne Ruin-WS rekursiv
psil1] <- 1- pgf_war(alpha, beta,f_tilde[1])

for(i in 2:(n+1)) {

psili] <- psili-1]- rekursion[i]

return(psi)
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