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Kurzfassung

Die Populationsdynamik untersucht die Veranderungen der Gréfle und Zusammensetzung
von Populationen iiber die Zeit. Dabei sind gewohnliche Differentialgleichungen sowohl
zur Modellierung der Veranderung einer Spezies als auch von mehreren Spezies gut ge-
eignet. Die vorliegende Arbeit gibt einen Uberblick der bekanntesten mathematischen
Populationsmodelle. Es wird mit den einfachsten eindimensionalen Modellen begonnen
und zundchst in zweidimensionale Systeme tibergegangen. Die grundlegenden Arten der
biologischen Wechselwirkungen werden analysiert: Rauber-Beute, Konkurrenz und Mu-
tualismus.

Jedes Modell wird durch eine mathematische Analyse erginzt, wodurch das Verhalten
beziehungsweise das Langzeitverhalten der Losungen erklart sowie in Grafiken visuali-
siert und biologische Interpretationen gegeben werden.

Abschlielend geht die Arbeit auf Modelle mit n verschiedenen Populationen ein und gibt
einen Ausblick auf allgemeinere Modelle.
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1 Einleitung

Die Populationsokologie ist ein Teilgebiet der Biologie, das sich mit den Wechselwirkun-
gen der Population einer Art mit anderen Populationen derselben oder einer anderen Art
beschéftigt, aber auch die Wechselwirkung einer Population mit ihrer Umwelt untersucht.
Ublicherweise wird sie in die statische Populationsbeschreibung und in die Populationsdy-
namik unterteilt. In der Populationsbeschreibung wird die Struktur von Populationen er-
fasst und unter Berticksichtigung verschiedenen Faktoren zu einem dynamischen System -
einem mathematischen Modell eines zeitabhéngigen Prozesses, welches durch gewohnliche
Differentialgleichungen beschrieben wird - modelliert. Man unterscheidet zwischen dich-
teabhdngigen und dichteunanhdngigen Faktoren, die Dichte einer Population ist in diesem
Zusammenhang ein Synonym fiir die Anzahl der Individuen einer Spezies in einem be-
trachteten Lebensraum.

Beispiele fiir dichteunabhéngige Faktoren sind:

o Wetter und Witterung: Temperatur, Niederschlagsmenge, Wind, Sonneneinstrah-
lung etc.

o Umweltkatastrophen: Vulkanausbriiche, verheerende Unwetter, Uberschwemmungen
e Der Einsatz von Pestiziden

Diese Einfliisse sind nicht von der Anzahl der Individuen der Population anhéngig.
Beispiele fiir dichteabhédngige Faktoren sind:

e intraspezifische Konkurrenz, die Konkurrenz zwischen Individuen einer Population
um Ressourcen wie Nahrung, Lebensraum etc.

e Rauber-Beute Verhalten

Die Stérke dieser Einfliisse hdangt von der momentanen Anzahl der Individuen ab.

Die Populationsdynamik untersucht die Verdnderung der Gréfle und Zusammensetzung
von Populationen iiber die Zeit oder anders ausgedriickt das Langzeitverhalten dieser
dynamischen Systeme.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dynamischen Modellen, in denen ausschlief3-
lich dichteabhangige Faktoren berticksichtigt werden.

Im 2. Kapitel werden zunachst die wichtigsten mathematischen Methoden zum Losen dy-
namischer Modelle vorgestellt - Begriffe wie Linearisierung, Ljapunovfunktion, w-Limes
werden definiert und wichtige Resultate, zum Beispiel der Satz von Poincaré - Bendixon
oder das Ljapunov Theorem werden angefiihrt.

Das 3. Kapitel beginnt mit dem einfachsten eindimensionalen Modell, dem
Exponentialmodell von Thomas Malthus und wird mit dem Theta-Logistischen Wachs-
tumsmodell abgeschlossen. Dieses ist eine Erweiterung des klassischen logistischen Mo-
dells, welches als erste Verbesserung des Exponentialmodells 1836 vom Mathematiker
Pierre F. Verhulst entwickelt wurde, und fithrt einen Term ein, der eine zusatzliche Fle-
xibilitdt des Pro-Kopf-Wachstums ermdoglicht.
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Kapitel 4 ist das Herzstiick der Arbeit und beschreibt Modelle, die verschiedene Interak-
tionen zweier Populationen modellieren. Es ist in die Unterkapitel Rauber-Beute Modelle,
Wettbewerbsmodelle und Mutualismus unterteilt. Der wahrscheinlich bekannteste Inter-
aktionstyp ist das Rauber-Beute Verhalten bedingt durch das bekannte Lotka-Volterra
Modell.

Durch die Eigenschaft des unbeschrankten Wachstums der Beute in Abwesenheit der
Réauber des Lotka-Volterra Modells, wurde dieses auf verschiedene Weisen modifiziert,
um es realistischer zu gestalten. Ein erster Versuch gelingt durch Ersetzen des exponen-
tiellen Wachstums durch ein logistisches Wachstum.

Weitere Verbesserungsmoglichkeiten fithren auf Pradationsterme, indem fiir die Pro-Kopf-
Wachstumsraten Funktionen abhéngig von R&uber - und Beutepopulation betrachtet
werden. Diese werden unterschieden in Pradationstermen vom Typ I, IT und III.
Modelle, die mithilfe von Typ II Pradationstermen beschrieben werden, sind zum Beispiel
das Holling-Tanner Modell oder das Rosenzweig-MacArthur Modell. Letztgenanntes Mo-
dell ist aufwendig in der Analyse und weist im Gegensatz zum Lotka-Volterra Modell kein
eindeutiges Verhalten auf. Abhédngig von der Wahl der Modellparameter fithren Ausster-
ben, Oszillationen oder ein stabiler Grenzzyklus alle zu einem anderen Langzeitverhalten.

Wettbewerbe zwischen Populationen wirken sich, im Gegensatz zu Rauber-Beute-Verhalten,
negativ auf beide Spezies aus, denn beide Populationen konkurrieren um dieselbe Resour-
ce. Fir die Analyse des Wettbewerbsmodell von Volterra ist eine Fallunterscheidung notig,
in der wir sehen, dass nur unter speziellen Abhéngigkeiten der Parameter eine Koexistenz
moglich ist. In vier von fiinf Fallen kommt es jedoch zur Ausrottung einer Spezies.
Mutualismus beschreibt das Gegenteil zum Wettbewerb - das heifit beide Spezies profi-
tieren voneinander. Es wird zwischen einem Fall unterschieden, in dem beide Spezies auf-
einander angewiesen sind, sodass sie in Abwesenheit voneinander nicht iiberleben kénnen
und der abgeschwichteren Form, dass sie voneinander profitieren, jedoch auch ohne des
jeweils anderen iiberleben kénnen. Beide Félle fithren zu unterschiedlichen Ergebnissen.

Kapitel 5 widmet sich zum Abschluss Modellen mit n Populationen. Das Lotka-Volterra
Modell wird zunéchst auf ein n-dimensionales System verallgemeinert, bevor die zwei
Hauptresultate iiber die Existenz und Eigenschaften von Gleichgewichtspunkten bewie-
sen werden.

Eine spezielle Verallgemeinerung von Wettbewerbsmodellen sind Nahrungsketten. Dabei
ist die erste Spezies Beute fiir die zweite und diese wiederum ist Beute fiir Spezies drei.
Setzt man dieses Muster bist zur n-ten Spezies durch, findet der Wettbewerb nicht zwi-
schen allen n Spezies statt, sondern hat eine kettenartige Form.

Da fiir n-dimensionale Modelle eine Analyse i.A. aufwendig ist, wird die Berechnung fiir
n = 3 durchgefiihrt.

Das letzte Modell, das wir intensiv analysieren, ist ein weiterer Spezialfall fiir Wettbe-
werbsverhalten und wird zyklischer Wettbewerb genannt. Fiir dieses Modell zeigen wir
die Existenz eines heteroklinen Zyklus.
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Um dem/der Leser/in die Arbeit angenehm zu gestalten, sind die einzelnen Unterkapitel
jeweils gleich aufgebaut. Nach einer kurzem Motivation werden jeweils die Modellglei-
chungen vorgestellt und die einzelnen Paramter erkldirt. Anschlieffend wird die Modell-
analyse durchgefiihrt, das heifit Gleichgewichtspunkte werden berechnet und anschlieffend
klassifiziert, um Aussagen tiber das Langzeitverhalten treffen zu kénnen. Die Ergebnisse
werden in Grafiken visualisiert, die alle in MATLAB erstellt wurden. Befindet sich eine
dhnliche Grafik in der zitierten Literatur, so wird dies in der Abbildungsunterschrift mit
einem “vgl. [Nummer der entsprechenden Literatur]” vermerkt.

Abschlieflend werden alle Beobachtungen im Punkt Interpretation des Ergebnisses
zusammengefasst und diskutiert.
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2 Grundlegende Methoden zur Analyse dynamischer
Modelle

Bevor wir verschiedene Populationsmodelle diskutieren und diese auf Langzeitverhalten
und Stabilitdt untersuchen, legen wir in den néchsten Abschnitten zuerst mithilfe von
[1] und [2] das passende Werkzeug zurecht und fassen Methoden zum Losen dynamischer
Modelle zusammen.

2.1 Geometrische Analyse fiir eindimensionale Modelle

Die geometrische Analyse von Differentialgleichungen liefert eine visuelle Darstellung der
Dynamik des Systems, die es ermoglicht, einen allgemeinen Einblick in das Langzeitver-
halten des Systems zu erhalten, ohne es explizit zu lésen oder die Losung zu berechnen.
Die Bestimmung der Stabilitit eines eindimensionalen Systems ist ein wichtiger und leicht
zu realisierender Prozess.

Wir betrachten eine allgemeine eindimensionale Differentialgleichung folgender Form:

dN
o= FV) (1

wobei f eine stetig differenzierbare (meist nichtlineare) Funktion von Ry nach R ist.

Definition 2.1 Trajektorie Eine Trajektorie ist eine Losungskurve einer Differenti-
algleichung mit vorgegebener Anfangsbedingung.

Definition 2.2 Gleichgewichtspunkt Fiir ein kontinuierliches dynamisches System
(1), nennt man einen Punkt N(t) = N* einen Gleichgewichtspunkt (oder auch kritischen
Punkt, stationdrer Punkt oder Ruhepunkt), wenn gilt f(N*) = 0 - an diesem Punkt ist
die zeitliche Ableitung ‘% |N=n+= 0.

Ein Gleichgewichtszustand ist eine zeitunabhéngige Losung der gewohnlichen Differen-
tialgleichung beziehungsweise eine Nullstelle der Funktion f. Bei einem System treten
im Gleichgewicht keine Verédnderungen in der Zeit auf. Ein System kann natiirlich auch
mehrere Werte N* besitzen, die f(N*) = 0 erfillen, wir nehmen allerdings an, dass die
Gleichgewichtspunkte isoliert sind - das bedeutet, dass es fiir ein Gleichgewicht N* ein
kleines, offenes Intervall gibt, welches N* enthélt, sonst aber keine weiteren Gleichge-
wichte.

Zwischen den Gleichgewichten wichst die Funktion f(N), wenn f/'(N) > 0 ist und fallt,
wenn f'(N) < 0.

Definition 2.3 Stabilitdt im Sinne von Ljapunov [2] Ein Gleichgewichtspunkt
N* heifit stabil (im Sinne von Ljapunov), falls es fiir » € R eine Umgebung U, = {N :

| N—N*|| <r}von N* gibt, sodass jede Losung, die einmal in U, ist, auch dort bleibt,
also y(to) € U, impliziert y(t) € U,, fir t > t,.

Ein Gleichgewichtspunkt heifit instabil, wenn er nicht stabil ist.
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In Abbildungen wird die Stabilitdt oftmals mithilfe von Pfeilen angedeutet - als Beispiel
dafir dient Abbildung 1. Es zeigt ein spezielles Modell (1) mit vier Gleichgewichten,
wobei das triviale Gleichgewicht und N5 die instabilen und N; und N3 die stabilen
Gleichgewichte sind. Befindet man sich in den instabilen Gleichgewichten und stort das
System, wird, hier mit den Pfeilen angedeutet, in einen der stabilen stationdren Punkte
iibergegangen.

instabil

) =f(V)

3=

(

stabil stabil

Abbi[l(}ung 1: Ein allgemeines Modell 47 = f(N) mit mehreren Gleichgewichtspunkten
vgl. [1

2.1.1 Linearisierung fiir eindimensionale Modelle

Ein weiteres Werkzeug zur Untersuchung einer nichtlinearen Differentialgleichung ist das
Linearisieren. Dabei wird die nichtlineare Differentialgleichung durch eine lineare Differen-
tialgleichung angenéhert, da lineare Differentialgleichungen einfacher analysiert werden
konnen. Auch diese Methode kann zur Untersuchung der Stabilitat von Gleichgewichts-
punkten herangezogen werden. Ausgehend von Gleichung (1)

dN

SN AN
sei N* wieder ein Gleichgewichtspunkt. Die Taylorreihenentwicklung von f(N) um N*
sieht wie folgt aus:

1 d*f
2 dN?
Wenn wir in einer Umgebung von N* alle Terme héherer Ordnung vernachléssigen, er-
halten wir

df

f(N) = N |v=n (N —N7)

Schreiben wir n(t) = N(t) — N* und f/(N*) = 4L |y_y-, so erhalten wir

f(N) = f(N") + zzfv Iven+ (N — N*) + Ivene (N = N2 4 -

JN) m nf (N*) = (N = N*) = F(N)(N = N = /(1) = ['(N*)n(t)
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Es gilt:

e Ist f/(N*) > 0, so gibt es eine exponentielle Abweichung vom Gleichgewichtspunkt,
wodurch N* unstabil ist.

e Ist f/(N*) <0, so gibt es eine exponentielle Konvergenz zum Gleichgewichtspunkt,
wodurch N* stabil ist.

Graphisch kann die Stabilitédt von Gleichgewichtspunkten mithilfe der Steigung der Tan-
gente an f(N) an der Stelle N* bestimmt werden. Ist f/(N*) < 0, so dndert der Graph
f(N) seine Werte von positiv auf negativ und das Gleichgewicht ist stabil.

Ist f/(N*) > 0, so ist das Gleichgewicht instabil, siehe dazu Abbildung 1.

2.2 Geometrische Analyse fiir zweidimensionale Modelle

In diesem Unterkapitel werden die Uberlegungen aus Abschnitt 2.1 und 2.1.1 auf zweidi-
mensionale Systeme iibertragen.
Wir betrachten wieder ein allgemeines System von zwei Differentialgleichungen:

dN
— = (NN
N, (2)
—= = g(Ny, N.
di 9(Ny, Na)

Die Funktionen f und g sind stetig differenzierbar und Ny, N, € R7.

Die Phasenebene ist der zweidimensionale Phasenraum, auf dem die Trajektorien des
Systems abgebildet werden, so dass bestimmte Verhaltensweisen geometrisch visualisiert
werden konnen, wie auch schon bei den eindimensionalen Systemen, ohne dass eine analy-
tische Losung erforderlich ist. Fiir ein zweidimensionales Phasenportrait siche Abbildug 6.

Das Vektorfeld wird aufgetragen, indem ein beliebiger Punkt (N7, NY) in der Ebene
gewihlt wird und fiir diesen Punkt in f(NY, NY) eingesetzt wird, um die Steigung an die-
sem Punkt zu erhalten. Jede Steigung wird dabei als ein Liniensegment gezeichnet, um
eine ungefihre Ansicht davon zu erhalten, wo die integralen Kurven des Systems liegen.

Eine Isokline tritt auf, wenn Liniensegmente im Vektorfeld alle die gleiche Steigung ha-
ben - Nullisokline beziehungsweise Nulllinien sind ein Spezialfall der Isokline, bei der
die Steigung gleich Null ist. Das Auffinden der Nulllinien des Systems liefert zuséatzliche
Informationen tiber die Dynamik des Systems. Die N;-Nulllinie wird gefunden, indem
f(N1, Ny) = 0 und die No-Nulllinie, indem ¢(/N7, N3) = 0. Der Schnittpunkt der Isokli-
nen, falls es einen gibt, markiert den Gleichgewichtspunkt - siche dazu Abbildung 8.

2.2.1 Klassifikation von Gleichgewichtspunkten

Die Stabilitdt des Gleichgewichtspunkts F, wie in Abschnitt 2.1, kann man fir zweidi-
mensionale Systeme auch mittels Linearisierung, also mithilfe der Eigenwerte und der
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Eigenvektoren der Jacobi-Matrix von (2), diskutieren - diese Uberlegungen tibernehmen

wir aus [2]:
o b\ _ (s o
JINLNo) = (g =B ‘o (3)
N1 0N,
erreichen.

Die Eigenwerte von J, die wir mit A; und Ay benennen, berechnen sich wie folgt:

a+d:|: (a — d)? + 4bc
2 2

a b ]. 0 N2 2 _ _
det<[c d]—)\[o 1])-)\ —(a—d) *+ad—bc=0= A5 =

Die Eigenwerte einer Matrix hdngen in folgender Weise mit ihrer Determinante und Spur
zusaminen:

det(J) = )\1)\2
sp(J) = A1+ Az

Umgekehrt konnen die Eigenwerte von J mithilfe der Determinante und Spur berechnet
werden:

Mo = sp(J) £ sp(ZJ)2 — 4det(J) n

Es ergeben sich nun je nach Vorzeichen der Eigenwerte oder ihrer Realteile verschiedene
Fille fiir die Stabilitat der Gleichgewichtspunkte (vgl. [2]):

1. Fall Seien A, A\ € R, A\; # Ag und sei E ein Gleichgewichtspunkt vom zweidimensio-
nalen System (2). Ist:

e )\ < A\ < 0, dann gilt zudem det(J) > 0 und sp(J) < 0. = FE ist ein stabiler
Knoten.

e \; <0 < )\, dann gilt zudem det(J) < 0. = E ist ein Sattelpunkt.

e 0 < A\; < Ay, dann gilt zudem det(JJ) > 0 und sp(J) > 0. = E ist ein instabiler
Knoten.

2. Fall Seien A\, A2 € R, A\j = Ay = X\ und sei E ein Gleichgewichtspunkt von (2). Ist:

e )\ < 0 = F ist ein entarteter stabiler Knoten.

e )\ > (0 = F ist ein entarteter instabiler Knoten.

3. Fall Wenn die Determinante von (4) negativ ist, das heifit sp(J)? — 4det(J) < 0, dann
sind die Eigenwerte komplex. Seien A\ = a + ib,\s = a — ib, a,b € R und sei E ein
Gleichgewichtspunkt von (2). Ist:

e a < 0, dann gilt zudem # < 0 = FE ist ein stabiler Strudel.

e o =0, dann gilt zudem sPéJ) =0 = E ist ein Zentrum.

sp(J)

5~ >0 = [ ist ein instabiler Strudel.

e g > 0, dann gilt zudem
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2.2.2 Linearisierung fiir zweidimensionale Modelle

Analog zu Abschnitt 2.1.1 fiir eindimensionale Modelle, folgen nun Aussagen tiber Linea-
risierung fiir zweidimensionale Modelle.

Satz 2.1. [2] Die Differentialgleichung ¢ = J(E)y ist die Linearisierung der Differen-
tialgleichung v’ = f(y) am Gleichgewichtspunkt E.

Ob sich das Stabilitatsverhalten von y = 0 auf das Stabilitdtsverhalten des Gleichgewicht-
punktes F iibertragt oder ob es Félle gibt, in denen das Linearisieren keinen Aufschluss
gibt, zeigt der folgende Satz:

Satz 2.2. [2] Sei v/ = f(y), f € C'(R,R") mit Gleichgewichtspunkt F.

Falls jeder Eigenwert A der Jacobi-Matrix J(F) von f einen negativen Realteil aufweist,
so ist I/ asymptotisch stabil.

Falls Eigenwerte von J(E) mit Re A > 0 existieren, so ist E instabil.

Falls Eigenwerte von J(E) mit Re A = 0 existieren, so kann vom Verhalten der Li-
nearisierung nicht auf das Verhalten einer nichtlinearen Differentialgleichung geschlossen
werden.

Gibt es also Eigenwerte mit Realteil Null, so kann keine Aussage iiber die Stabilitat des
Gleichgewichtspunktes F getéitigt werden. Im néchsten Kapitel wird fiir dieses Problem
Abhilfe geschaffen.

2.2.3 Ljapanovfunktion

Eine weitere Moglichkeit zur Uberpriiffung der Stabilitét eines Gleichgewichtspunkt ist
die Ljapuponvfunktion.

Satz 2.3. [2] Sei F € D C R" ein Gleichgewichtspunkt des Systems y = f(y(t)). Ist
V : D C R®” — R eine differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge D und gilt

o V(E)=0und V(y) >0 firy # E
e V'=4y <0in D\{E}

so ist der Gleichgewichtspunkt F stabil.
Die Funktion V' wird Ljapanovfunktion genannt.

Um eine Ljapanovfunktion zu finden, ist Erfahrung und Geschick gefragt, da es keine
allgemeine Methode gibt, diese zu konstruieren.
Oft funktioniert der Ansatz V(y) = 30, a;y?

2.2.4 w-Limes und a-Limes

Ein mogliches Problem beim Losen von Differentialgleichungen kann sein, dass man weif3,
dass (eindeutige) Losungen existieren, man diese jedoch nicht explizit berechnen kann.
Man kann Trajektorien dann ndherungsweise berechnen oder versuchen, das Langzeitver-
halten oder das qualitative Verhalten zu analysieren und zu verstehen.
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Definition 2.4 w-Limes und a-Limes [2] Fir das autonome System y' = f(y), t >
to, y(to) =y auf einer Teilmenge des R™ sei y ein Punkt im Definitionsbereich, sodass
die fiir alle ¢ € R definierte Bahn y(t) mit y(tg) = y existiert. Der w-Limes von y ist
definiert als:

w(y) = {z € R" : es gibt eine Folge t;, — +oo sodass y(tx) — =}

Der w-Limes ist demnach die Menge aller Haufungspunkte der Losung y des Differenti-
algleichungssystem mit Anfangswert y.
Enstprechend ist der a-Limes definiert als

a(y) = {x € R" : es gibt eine Folge t;, — —oo sodass y(tx) — =}

Diese Mengen sind invariant und als Menge von Héufungspunkten abgeschlossen, man
kann den w-Limes auch - analog zu [3] - als Schnitt von abgeschlossenen Mengen schreiben:

ﬂ{y ts >t}

t>0

Theorem 2.1 Ljapunov’s Theorem [3] Sei ¢/ = f(y) ein autonomes System auf einer
Teilmenge G des R™. Sei V' : G — R stetig differenzierbar. Wenn die Ableitung V"’ der
Abbildung t — V(y(t)) fiir eine Losung y(t) die Ungleichung V' > 0 (oder V' < 0) erfiillt,
so ist w(y) NG (oder a(y) N G) in der Menge {y € G : V'(y) = 0} enthalten.

Der Beweis zu diesem Theorem befindet sich in [3].

2.2.5 Der Jordansche Kurvensatz und der Satz von Poincaré - Bendixon

Eindimensionale Systeme sind in der qualitativen Theorie am einfachsten zu untersuchen,
zweidimensionale Systeme sind vor allem im Vergleich zu Systemen hoherer Ordnung auch
noch relativ gut zu analysieren. Hauptgrund dafiir ist der in der Ebene geltende Jordan-
sche Kurvensatz.

Satz 2.4 Jordanscher Kurvensatz [2] Eine geschlossene, doppelpunktfreie Kurve
teilt die Ebene in zwei zusammenhéngede Teile, ein Inneres und ein AuBeres. Diese Zer-
legung ist derart, dass man zwei Punkte im Inneren oder zwei Punkte im Aufieres immer
durch einen stetigen Weg, der die Kurve nirgends trifft, miteinander verbinden kann.
Ein Punkt im Inneren und ein Punkt im AuBeren kénnen nicht in dieser Art verbunden
werden.

Auf den aufwendigen Beweis verzichten wir hier und verweisen auf die Literatur [4].
Um die Verbindung von doppelpunktfreien Kurven zu zweidimensionalen Systemen zu
erhalten, halten wir fest, dass jede periodische Bahn einen solchen geschlossenen, dop-
pelpunktfreien Kurvenzzug liefert. Der folgende Satz beschreibt das Verhalten von Bahn-
kurven in zweidimensionalen stetigen dynamischen Systemen.
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Satz 2.5 Satz von Poincaré - Bendixon [2] Sei ¢/(t) = f(y(t)) eine autonome Diffe-
rentialgleichung auf einer offenen Menge G C R?. Sei w(y) ein nichtleerer, beschriankter
und abgeschlossener w-Limes. Wenn w(y) keinen Gleichgewichtspunkt enthélt, so ist w(y)
eine geschlossene Bahn (auch periodischer Orbit beziehungsweise periodische Trajektorie
genannt).

Fiir den Beweis, der 1905 vom schwedischen Mathematiker Ivar Bendixon vervollstandigt
wurde, verweisen wir auf die Literatur [5].

Der w(y)-Limes kann leer oder unbeschrénkt sein.

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz von Poincaré - Bendixon ist: Wenn K C G
nichtleer, beschriankt, abgeschlossen und positiv invariant ist, so enthalt K einen Gleich-
gewichtspunkt oder eine periodische Bahn.

2.2.6 Attraktoren und Grenzzyklen

Definition 2.5 Attraktor [2] Ein periodischer Orbit v heifit Attraktor, wenn w(yo) =
fiir alle Anfangsbedingunngen vy, in einer Umgebung von +.

Definition 2.6 Grenzzyklus [2| Ein periodischer Orbit v heiit Grenzzyklus, wenn es
einen nicht auf 7 liegenden Punkt g, gibt, sodass w(yy) = v gilt.
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3 Modelle mit einer Population

Die Dynamik einzelner Populationen wird allgemein als eindimensionale Differentialglei-
chung beschrieben. In diesem Kapitel betrachten wir eindimensionale Populationsmodel-
le, die in den letzten Jahrhunderten entwickelt wurden, um das Wachstum und/oder den
Zerfall einzelner homogener Populationen zu beschreiben. Ziel ist es, die einfachen und
grundlegenden Prinzipien, die in den meisten kontinuierlichen Populationsmodellen am
Werk sind, zu modellieren und zu bestéatigen.

3.1 Das Exponentialmodell von Malthus und logistisches Wachs-
tum

Das wohl einfachste Populationsmodell einer Spezies ist das Exponentialmodell von Tho-
mas Malthus [1]. Sei N(t) eine Population einer Spezies zum Zeitpunkt ¢, dann ist die
Anderungsrate bzw. Pro-Kopf-Wachstumsrate durch

dN

e Geburten — Todesfélle + Migration

gegeben. Fiir das Modell von Malthus nehmen wir an, dass es keine Migration gibt und
dass die Geburten und Todesfalle proportional zu N sind. Damit ergibt sich folgende

Differentialgleichung;:

dN
— =bN —dN )
dt Y ()

wobei b (= Anzahl der Geburten in einer Zeiteinheit) und d (= Anzahl der Todesfélle in
einer Zeiteinheit) positive Konstanten sind. Es bezeichne nun N(0) = N, die Population
zum Zeitpunkt ¢ = 0, dann ist die Losung von (5) gegeben durch:

N(t) = N, =t
Wir unterscheiden zwei Félle, welche in Abbildung 2 graphisch dargestellt sind:
e Ist b > d, so wichst die Population exponentiell. (Siehe blaue Kurve in Abb. (2))

e Ist b < d, so stirbt die Population exponentiell aus. (Siche rote Kurve in Abb. (2))

Abbildung 2: Fallunterscheidung bei Malthus’ Exponentialmodell
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In Malthus® Modell ist die Pro-Kopf-Wachstumsrate konstant und damit nicht von der
Anzahl der Individuen, die schon existieren, abhéngig.

Es ist recht offensichtlich, dass dieses Modell sehr einfach ist und keine, in der Natur
vorkommende Population auf realistische Weise beschreibt. Da fiir ein Lebewesen der Le-
bensraum jedoch beschrankt und die Ressourcen endlich sind, wird exponentielles Wachs-
tum damit verhindert. Die Pro-Kopf-Wachstumrate kann somit nicht konstant sein.

Der Mathematiker Verhulst stellte im Jahre 1836 die logistische Gleichung beziehungs-
weise das logistische Wachstum in einer Population - auf:

nger(pg):f(N)’ (6)

wobei r und K positive Konstanten sind. [1]
Die Konstante K ist die Kapazitat der Umwelt, die in der Regel durch die verfiigharen,
nachhaltigen Ressourcen bestimmt wird. Die Pro-Kopf-Wachstumsrate ist in diesem Mo-
dell 7(1 — N/K) und damit von N abhéngig.

Modellanalyse

Wie im vorigen Abschnitt beschrieben wurde, beschéiftigen wir uns mithilfe von [1] mit
dem (Lang-)Zeitverhalten der verschiedenen Modelle und der Untersuchung der Stabilitét
der Gleichgewichtspunkte des Systems.

Dieses System hat zwei Gleichgewichtspunkte:

AN N
dt:rN<1—K):0<:>rN(K—N):O = B =0 und Ey=K

Um festzustellen, ob wir stabile oder instabile stationdre Punkte haben, wenden wir die
Methode der Linearisierung an:

FN) =N = Z N
df r (7)
f(N) = N 2EN

e Die Lineariserung um N = 0 ergibt: f'(N) = % =7r—25N |n—o=T.
= FE; = 0 ist ein instabiler Gleichgewichtspunkt.
Anschaulich bedeutet dies, dass jede noch so kleine Stérung (in dem Fall eine

Anhebung der Population) ein exponentielles Wachstum zur Folge hétte und ein
Zurtickkehren zum Gleichgewichtspunkt ausschlief3t.

e Die Lineariserung um N = K ergibt f/(N) = % =r—2%N |Nog = —T

= FE5 = K ist ein stabiler Gleichgewichtspunkt.
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Anschaulich bedeutet das, dass kleine Stérungen weggeddmpft werden und wieder
zum Gleichgewichtspunkt zurtickgekehrt wird.

Wie auch bei dem Exponentialmodell von Malthus, suchen wir eine Losung von
Gleichung (6) bei Ausgangspopulation N(0) = Np.
Mittels Seperation der Variablen erhéilt man:

NOKe”

N(t) = K fur t
*) (K + No(et —1)] i

25

20

Population
&

Zeit

Abbildung 3: Einige Losungskurven mit verschiedenen Ausgangspopulationen und festem
K =20 und r =1 vgl. [1]

Wie man in Abbildung 3 sieht, wichst N(¢) monoton gegen K fir Ny < K und fallt
monoton gegen K, wenn Ny > K ist. Dabei gibt die Kapazitit K an, wie grof} die
Gleichgewichtspopulation ist, wihrend die Konstante r beziehungsweise 1/r eine Art
Zeitskala fiir die Resonanz des Modells auf Anderungen der Population ist.

3.2 Das Theta-Logistische Wachstumsmodell

Eine Erweiterung des logistischen Wachstumsmodells ist das theta-logistische Wachs-
tumsmodell, welches einen Term 6 einfithrt, der eine zusitzliche Flexibilitdt der Pro-
Kopf-Wachstumsrate ry in Bezug auf die Populationsdichte N gibt, vgl. [6].

Damit bietet das Modell eine zusitzliche Komplexitit gegeniiber dem klassischen logis-
tischem Modell hinsichtlich der Form seiner Wachstumskurve.

Der neue Pro-Kopf-Wachstumsratenparamater lautet

I [1_ (g)] mit 0> 0 (8)
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e Fir 6 = 0 ist ein Nullwachstum gegeben.

e Fiir § < 0 gibt es zwei Moglichkeiten. Ist der Anfangswert unter K, so stirbt die
Population aus. Ist der Anfangswert tiber K, wiare das Wachstum der Population
unbeschrankt.

e Fiir § > 0 wird die bisher lineare Dichteabhingigkeit entweder konkav oder konvex
- siehe dazu Abbildung 4..

Ersetzt man im logistischem Modell (6) r durch ry, erhédlt man das theta-logistische
Modell .

dN N

— =rN|1—-|—= 9

at l <K> ] ©)
Durch Variieren des Parameters 6 kann die lineare Dichteabhéngigkeit kurvenférmig wer-

den - siehe dazu Abbildung 4. Ob diese dabei konvex oder konkav wird, héingt davon ab,
ob 6 > 1 oder 0 < 1 ist.

0 =0.65

9=2
9=5

05

I I I I I I )
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Population

Abbildung 4: Plot der Pro-Kopf-Wachstumsrate ry als Funktion der Populationsdichte N
fir 6 = 0.65,1,2,5, r =1 und K = 15, vgl. [6]

o Ist 6 < 1, so ist die Kurve konkav und das Wachstum ist am grofiten, wenn die
Population sehr klein ist. Es ist demnach zu erwarten, dass das Modell langsamer
wachst als das logistische Modell.

e Ist = 1, so ist das Modell identisch zu dem klassichen logistischem Wachstums-
modell.

e Ist 6 > 1, so ist die Kurve konvex und das Wachstum ist zu Beginn schneller als im
logistischen Modell, fallt ab einem gewissen Zeitpunkt jedoch auch schneller als im
logistischen Modell.
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Diese Beobachtungen sind in Abbildung 5 dargestellt. Fir § = 0.65 (blaue Linie) haben
wir ein langsameres Wachstum als fiir das klassische logistische Wachstum 6 = 1 (orange
Linie). Fiir @ = 5 (violette Linie) haben wir zu Beginn ein deutlich schnelleres Wachstum
als flir das klassische logistische Wachstum.

0 =0.65
0=1
0=2

— o5

/dt

dN

I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Population

Abbildung 5: Phasenportrait des theta-logistischen Wachstumsmodells fiir § = 0.65,1,2,5
und K = 20, vgl. [6]

Eine Analyse von Zeitreihendaten von etwa 3200 verschiedenen Populationen von Insek-
ten, Vogeln, Sdugetieren und Fischen unter Verwendung der Global Population Dynamics
Database [7], das ist die grofite Sammlung an Tier.- und Pflanzendaten aus aller Welt mit
fast 5000 Zeitreihen - hat fiir jede Population einen Wert fiir  gefunden. Fiir die Mehrzahl
der Falle - etwa 75 % - galt, dass 6 < 1 war.
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4 Modelle mit zwei Populationen

Im folgenden Kapitel werden Modelle diskutiert, die die Interaktion zweier Spezies be-
ziehungsweise Populationen beschreiben. Im Allgemeinen werden Okosysteme von Po-
pulationen gebildet, die mehreren Arten angehoren, und daher werden die Beziehungen
von mehr als zwei Arten in Abschnitt 5 diskutiert. Der engste Fall, in dem die Gemein-
schaftsdynamik modelliert werden kann, umfasst zwei interagierende Spezies. Diese zwei
Arten werden unter der Annahme modelliert, dass alles andere (das heifit, die Umgebung,
andere Arten usw.) konstant gehalten wird. Die beiden Arten existieren isoliert. Wir un-
tersuchen die 6kologischen Auswirkungen konkurrierender Populationen, mutualistischer
Populationen und Réuber-Beute-Interaktionen, die alle nichtlineare Verhaltensweisen auf-
weisen. Okologische Beziehungen werden typischerweise aufgrund ihrer interspezifischen
Wechselwirkungen kategorisiert. Die folgende Tabelle beschreibt diese Kategorien, von
denen die wichtigsten Wettbewerb, Mutualismus, Kommensalismus und Pradation sind.

Interaktionstyp | Effekt auf Spezie 1 | Effekt auf Spezie 2
Wettbewerb negativ negativ
Réauber-Beute positiv negativ
Mutualismus positiv positiv
Kommensalismus positiv neutral
Amensalismus negativ neutral
Indifferenz neutral neutral

Dabei ist die Tabelle wie folgt zu verstehen: Der positive oder beschleunigende Effekt
auf einer Spezies S sollte als Anstieg der Geburtenrate von S oder sonst als Abnahme
der Sterblichkeitsrate von S interpretiert werden. Entsprechendes gilt fiir die negative
Auswirkung auf eine Art S, diese sollte als eine Verringerung der Geburtenrate von S
oder eine Erhohung der Sterblichkeitsrate von S gelesen werden. In dieser Arbeit werden
wir uns auf die drei ersten Beziehungen Wettbewerb, Rauber-Beute Verhalten und Mu-
tualismus konzentrieren.

Kommensalismus [17] ist eine Form der Interaktion, aus der eine Spezies Vorteile zieht,
wéhrend fiir die andere Spezies weder ein Vorteil noch ein Nachteil entsteht.

Ein Beispiel fiir Kommensalismus [18] ist das Verhalten von Aasgeiern, die grofle Land-
nutztiere wihrend ihrer Beutefdngen begleiten. Diese ziehen einen Nutzen aus den Beu-
teresten von beispielsweise Lowen, die Raubtiere nehmen jedoch keinen Schaden.

Einige Fische nutzen groflere Fische und Wale vortibergehend als Transportmittel, sie
saugen sich fest und erweitern dadurch ihre Lebensrdume. Auch in der Botanik gibt es
Kommensalismus, gewisse Pflanzen, wie zum Beispiel Bromelien, Farne und tropische Or-
chideen, wachsen auf Regenwaldbaumen, um sich bessere Lichtverhéltnisse zu schaffen.
Die Tragerbaume werden dadurch nicht beeintrachtigt.
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Amensalismus [16] ist eine Form der Interaktion, bei dem eine Spezies weder Vorteil noch
Nachteil hat, die andere Spezies jedoch, anders als beim Kommensalismus, Schaden da-
vontragt.

Ein Beispiel dafiir sind Sédugetiere, die in der Nédhe von Wasserstellen Pflanzen zertram-
peln und dadurch den Boden verdichten. Dies wirkt sich fiir die Pflanzen negativ aus,
wahrend fiir die Saugetiere weder ein Nutzen noch ein Nachteil aus der Schiadigung der
Pflanzen entstehen.

4.1 Rauber-Beute Modelle
4.1.1 Das Lotka-Volterra Modell

Das Modell von Vito Volterra und Alfred Lotka ist eines der bekanntesten Rauber-Beute
Modelle. Es handelt sich dabei um ein System von zwei nicht-linearen, gekoppelten Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung. Die Uberlegungen in diesem Abschnitt stiitzen sich
auf [1], [3], [11] und [15] . Die Gleichungen lauten:

dN

— = N(a —bP)
z i
— = P(cN —d
g ~ PN —d)
mit
N = N(t) Anzahl der Beutelebewesen zeitabhingig
P =P(t) Anzahl der Rauber zeitabhéngig
a>0 Reproduktionsrate der Beute konstant
b>0 Fressrate der Rauber pro Beutelebewesen konstant
c>0 Reproduktionsrate der Rauber pro Beutelebewesen konstant
d>0 Sterberate der Rauber, wenn keine Beute vorhanden ist konstant

In der Literatur wird oft statt Anzahl der Beutelebewesen oder Anzahl der Rauber auch
die Ausdriicke Beutedichte bezichungsweise Rauberdichte verwendet. Damit ist jeweils
die Anzahl der jeweiligen Lebewesen in ihrem Lebensraum gemeint. Wir werden in dieser
Arbeit beide Begriffe dquivalent verwenden.

Die einzelnen Terme im Modell (10) lassen sich wie folgt interpretieren:

e Die Beute wéchst in Abwesenheit der Rduber exponentiell, das ist eine Konsequenz
aus dem Term Na.

e Der Effekt der Pradation besteht darin, die Wachstumsrate der Beute pro Kopf
proportional zur Beute- und Réduberpopulation zu reduzieren. (Dies wird durch den
Term —bPN beschrieben.)

e Die Rauber sterben aus, wenn die Beute aufgrund fehlender Nahrung nicht vorhan-
den ist. (Dies liefert der Term —dP.)
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Modellanalyse

Wie auch bei eindimensionalen Systemen, interessieren wir uns fiir Gleichgewichte, deren
Stabilitat und das Langzeitverhalten des Systems (10). Analog zur Berechnung der stati-
onédren Punkte im vorigen Kapitel, setzen wir die Gleichungen in (10) Null und erhalten
folgende Gleichgewichtspunkte:

El = (070)7 E2 = (d %)

c’

Um das Stabilitdtsverhalten von EF; und FEs zu untersuchen, stellen wir zunéchst die
allgemeine Jacobi-Matrix der rechten Seite von (10) auf:

a—bP —bN
J(N, P) = < cP cN — d)

Die Jacobi-Matrix wird an den beiden Gleichgewichtspunkten ausgewertet und durch
Berechnen der Eigenwerte dieser Matrix kann man, mithilfe von Linearisierung (siche
Abschnitt 2.2.1), die Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte klassifizieren.

e J(0,0) = (g _Od>

Die charakteristische Gleichung ist:
(a—AN)(=d—=X)=0 (11)
Die Eigenwerte sind \; = a und \y = —d.

Diese Werte fiir die Eigenwerte implizieren, dass der triviale Gleichgewichtspunkt
stabil gegeniiber Storungen in der Rauberdichte, aber instabil gegeniiber Storungen
in der Beutedichte ist.

~~ (0, 0) ist ein Sattelpunkt

a 0 —u
catp=(a )

Die charakteristische Gleichung ist gegeben durch:
N +ad=0 (12)

Anhand der Gleichung stellt man leicht fest, dass die Eigenwerte rein imaginar sind
und die beiden konjugiert komplexen Eigenwerte lauten: A\, o = =Vadi.

A12 sind rein imaginar fir alle Werte, die die Parameter annehmen koénnen. Fir

lineare Systeme sind stationdre Punkte mit rein imaginaren Eigenwerte immer Zen-
tren.
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Das Lotka-Volterra Modell (10) ist aufgrund der Produktterme —b/N P und ¢N P
offensichtlich nichtlinear, wir kénnen aufgrund von Satz 2.2 keine Aussage treffen.
Die nichtlinearen Terme kénnen dazu fithren, dass der Gleichgewichtspunkt Es ein
Strudel ist, von dem sich die Trajektorien wegdrehen wiirden. Tatsédchlich kann man
aber mithilfe einer Ljapunovfunktion zeigen, dass es sich bei dem Gleichgewichts-
punkt um ein Zentrum handelt. Dividiert man die linken und rechten Seiten in (10),
so erhélt man eine separable gewohnliche Differentialgleichung;:

dN  N(a—bP) cN —d a—bP

P~ Plen—a) " —n V=P

P (13)

Integrieren auf beiden Seiten liefert die folgende Ljapunovfunktion V:

V(N,P)=—dIn N+ c¢N —aln P+ bP = const. (14)
bzw.
/ Mo N [ ean = [ ap = [Ty ap (15)
No N v T P Py ’

wenn Ny, Py die Haufigkeiten von Réduber und Beute zum Zeitpunkt 0 und N (¢), P(t)
die Haufigkeiten von Rauber und Beute zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen. Aus der Glei-
chung (15) folgt, dass jede Losungskurve (N (t), F'(t)) folgende Gleichung erfillt:

—dIn N(t) +cN(t) —aln P(t) +bP(t) = —d In Ny +cNo —a In Py +bF, (16)

In der (N, P)-Ebene beschreibt diese Gleichung eine elliptische Kurve durch den
Anfangswert (Ny, Py). Daher ist der Gleichgewichtspunkt kein Spiralpunkt, sondern
ein Zentrum. Alle Losungskurven sind geschlossene Kurven rund um dieses Zentrum
und der Anfangswert (Ny, Py) bestimmt dabei, welcher Kurve gefolgt wird.

Die Tatsache, dass alle Bahnen geschlossene Kurven sind, bedeutet, dass die Réuber -
und die Beutepopulation oszillieren, wobei die Amplitude von den Anfangsbedingungen
abhéngt. Das kann folgendermaflen interpretiert werden:

1.
2.

3
4.

Die Rauber fressen die Beute und reduzieren so ihre Anzahl.

Die Rauber hungern und ihre Zahl nimmt ab.

. Mit weniger Raubern iiberleben die Beutetiere und ihre Population steigt wieder.

Zunehmende Beutepopulation ermoglicht aber eine Zunahme der Rauberpopulation.

Gehe zu 1.
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Rauber

Beute

Abbildung 6: Phasenportrait des Lotka-Volterra Modells fiir die Parameter a = 0.5,b =
1,¢=0.5,d = 0.1 und verschiedenen Anfangswerten.

Nund P

Abbildung 7: Periodisches Langzeitverhalten des Lotka-Volterra Modells fiir die Parame-
tera=2,b=1,c=2,d=1

Wir sehen im Folgenden, dass die zeitlichen Mittelwerte eine besondere Eigenschaft auf-
weisen:

Fiir die periodischen Lésungen von (10) mit Periode 7' > 0 sind

NlTNd dPlTPd
_T/o () dt un _T/o (1) dt

die zeitlichen Mittelwerte von Rauber - und Beutepopulation. Es ist aber wegen
d dN d dP
alnN:W:a—bP und alnP:?:cN—d

und der T-Periodizitét von In N(¢) und In P(t)
T T
/ (a — bP(t)) dt = 0, / (eN(t) — d) dt =0
0 0
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und daher B B
bT'P =aT und cI'N =dT

also

N:g und P =1
c b

Der Gleichgewichtspunkt Es entspricht dem zeitlichen Mittelwert, der um ihn herum lau-
fenden periodischen Losungen.

A. Lotka und V. Volterra haben zudem gezeigt: Wenn sowohl Réauber-, als auch Beu-
tepopulation gleichermaflien in ihrer Populationsgréfie dezimiert werden, so erholt sich
die Beutepopulation stets schneller als die Rauberpopulation.

Sei o > 0 ein Faktor zur Dezimierung der Reproduktionsrate der Sterberate der Beu-
te, also a — a — a und g > 0 ein Faktor zur Dezimierung der Réuber, also d — d + 3, so
sind die Mittelwerte fiir die Losungen der gestorten Lotka-Volterra Gleichungen
d+p . a—«

d P=
c R b

N = (17)

Interpretation des Ergebnisses - Die Lotka-Volterra Regeln fiir (10)
Die, in diesem Kapitel getdtigten, Uberlegungen sind in den, von Vito Volterra und
Alfred J. Lotka im Zeitraum von 1925-1926 beschriebenen, drei Lotka-Volterra-Regeln

zusammengefasst:

e FErste Lotka-Volterra-Regel (Periodische Populationsschwankung) Die Populations-
grofen von Rauber und Beute schwanken periodisch. Dabei folgen die Schwankun-
gen der Rauberpopulation phasenverzogert denen der Beutepopulation. Die Léange
der Perioden héngt von den Anfangsbedingungen und von den Wachstumsraten der
Populationen ab. [15]

o Juweite Lotka-Volterra-Regel (Konstanz der Mittelwerte) Die iiber gentigend lan-
ge Zeitraume gemittelten Grofien (Mittelwert) der Rauber- bzw. Beutepopulati-
on sind konstant. Die Grofle der Mittelwerte hangt nur von den Wachstums- und
Riickgangsraten der Populationen, nicht aber von den Anfangsbedingungen ab. [15]

e Dritte Lotka-Volterra-Regel (Storung der Mittwelwerte) Werden Réuber- und Beu-
tepopulation gleichermaflen proportional zu ihrer Grofle dezimiert, so vergrofert
sich kurzfristig der Mittelwert der Beutepopulation, wahrend der Mittelwert der
Réuberpopulation kurzfristig sinkt. [15]
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4.1.2 Das Riuber-Beute Modell von Gause

Es gibt auch Rauber-Beute Modelle, die zum Beispiel Grenzzyklen aufweisen. Solche
Grenzzylen treten jedoch nicht in linearen Systemen, das heifit bei Systemen mit linea-
rem Pro-Kopf-Wachstum, auf. Wir betrachten im Folgenden das nichtlineare Modell von
Gause, orientieren uns an [3] und [2], ergdnzen jedoch die fehlenden Rechnungen.

Sei N die Anzahl der Beutetiere und P die Anzahl der Rauber.

In Abwesenheit der Réduber, konvergiert die Beutepopulation gegen eine Kapazitatsgrenze
K > 0. Diese Forderung lasst sich darstellen als: dN/dt = Ng(NN) mit folgenden Eigen-
schaften fir die Funktion g(NV):

g(N)>0fir N <K, ¢g(N)<O0fir N>K und g(K)=0 (18)

Das Wachstum der Beutepopulation N wird in Anwesenheit der Rauber P um Pr(N)
reduziert, wobei (V) die Fressrate der Réuber ist, also die Anzahl der konsumierten
Beutetieren pro Réuber pro Zeiteinheit. Es gelten daher die folgenden Eigenschaften fiir
die Funktion r(N):

r(0) =0 und r(N) >0 fir N >0 (19)
Das Wachstum der Rauber P wird mit der von N abhéngigen positiven und monoton
wachsenden Funktion ¢(/N) beschrieben, fir die folgendes gilt:

q(0) =0 und ¢'(N) > 0 fir N >0 (20)
Die Funktionen g,q und r sind stetig differenzierbar angenommen. Die Sterberate der

Réuber wird, wie im Lotka-Volterra Modell mit konstantem d > 0 bezeichnet und zu-
sammengefasst sieht das Modell von Gause wie folgt aus:

L = Ng(N) — Pr(N)
iP (21)
& = P(e(N) -~ a)

Modellanalyse

Betrachten wir die zweite Gleichung in (21), so kann man zwei Félle unterscheiden:
e Aufgrund der Monotonie von ¢ gibt es ein eindeutiges N mit ¢(N) = d.

o Ist ¢(IN) < d fiir alle N > 0, so ist dP/dt < 0 und die Rauberpopulation stirbt
damit aus.
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Wir beschéftigen uns mit dem 1. Fall und berechnen die Nullisoklinen:

AN Ng(N)
Y 0N =0oder P =

dt odet (V)
ap

EzO:P:OoderN:Nmitq(N):d

Die Jacobi-Matrix von (21) ist:

(N)+ Ng'(N)—Pr'(N) —r(N)
TN, P) = (g PeV) 4(N) - d)

e Ist N > K, so ist nach (18) g(N) < 0 und die Isoklinen schneiden sich nicht.

Modell (21) besitzt zwei Gleichgewichtspunkte:

Ey = (070)7 Ey = (K7 0)

J(0,0) = (g(o()) _Od> ~» (0,0) ist ein Sattelpunkt, da g(0) > 0 ist nach (18).

K¢ (K) —r(K)
J(K0) :< 90 Q(K)—d>

(22)

Das

Aufgrund der Eigenschaften von ¢ in (18) ist ¢/(K) < 0. Fiir ¢(K) > d ist (K,0)
ein Sattelpunkt, fir ¢(K) < d ist (K, 0) ein stabiler Knoten. Das bedeutet, dass die
Réauber aussterben, wéahrend die Beute gegen ihre Kapazitiatsgrenze K konvergiert.

Ist N < K, so existiert ein Schnittpunkt der Isoklinen und das Modell (21) besitzt
drei Gleichgewichtspunkte:

B =(0,0), Ey= (K,0), By = (e1, e2) := <N, Ai?;é?)
J(er, e2) = g(N) + Ng/(N) = SEW(N) —r(N)\ _ [ p(N)  —r(I)
o o) /(W) 0 MO ¢(§) 0
wobei
)= () (T s o3

Die Spur sp(J(ey, e3) = u(N), die Determinante det(.J (e, e2) = T(N)]Z?%\;[) ¢(N) =

Ng(N)¢'(N) > 0, wegen (18) - (20).
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Um eine Aussage tiber die Stabilitat des Gleichgewichtspunktes (e, es) treffen zu
kénnen, untersuchen wir das Vorzeichen der Spur. Ruft man sich die Isoklinen aus
(22) in Erinnerung, stellt man fest, dass man das Vorzeichen von p(N) anhand des

Anstiegs der Tangente der Isokline P = o NA)]
Ist der Anstieg positiv, so ist der Gleichgewichtspunkt (e, es) instabil, ist der An-
stieg negativ, so ist der Gleichgewichtspunkt stabil.

An der Stabilitat der Gleichgewichtspunkte (0,0 und (K,0) dndert sich nichts,
beide Gleichgewichtspunke bleiben Sattelpunkte.

Das Verhalten der Losung von (21) hiangt vom Anfangswert ab. Wahlt man den Startwert
auf der N-Achse, so konvergiert die Losung gegen (K, 0). Wahlt man den Startwert auf
der P-Achse, so konvergiert die Losung gegen (0, 0).

Wiéhlt man den Startwert im Inneren von R%, so konvergiert die Trajektorie nicht gegen
(K,0). Wahlt man einen Punkt 7" auf der Losungskurve, so ist sein w-Limes beschrankt
und nicht leer. Es gibt nach dem Satz von Poincaré - Bendixon (Satz 2.5) zwei mogliche
Falle:

e Wenn der w-Limes keinen Gleichgewichtspunkt enthélt, so ist w(T") ein periodischer
Orbit «. Dieser umkreist einen Gleichgewichtspunkt, welcher in dem Fall nur der
Schnittpunkt (e, e5) der beiden Isoklinen sein kann. v ist Grenzzyklus, alle Trajek-
torien, die im Inneren von Ri starten, konvergieren gegen ~.

e Wenn der w-Limes einen Gleichgewichtspunkt enthélt, kommt nur der Gleichge-
wichtspunkt (eq, e2) in Frage. Dieser ist global stabil, das heifit jede Trajektorie im
Inneren von R% konvergiert gegen dieses Gleichgewicht. Dies kann man mithilfe der
Vorzeichen von dN/dt und dP/dt zeigen.

Das Modell von Gause ist allgemein gehalten, es werden nur Bedingungen an g(NV), (V)
und ¢(N) gestellt, ohne ihnen spezielle Funktionen zuzuteilen. Um die Ergebnisse zu
veranschaulichen, kénnen fiir g(N), r(N) und ¢(N) jeweils konkrete Funktionen gewihlt
werden. Mogliche Beispiele sind etwa:

N bN ebN

9(N) =a(l =), r(N) = s (V) =

I (24)

mit a, b, h,e > 0.

Die Funktionen in (24) erfiillen alle Eigenschaften in (18), (19) und (20), es gilt:

1. g(N) > 0 fir N < K, da der Bruch & <1 ist.
g(N )<0furN>K daderBruCh > 1ist.
9

K) = a(l - K)y=0
2. r(0) =
r(N) > O fur N > 0, da alle Konstanten positiv sind.
3. q(0) =7 =
/ —

¢ (N) W > 0 fiir N > 0, da alle Konstanten positiv sind.

35



Setzt man (24) schlieflich in das Ausgangsmodell (21) ein, erhélt man:
dN N bN

TG Uty 0 ey v v

(25)
@ N p gp
dt _€1+th

Das Modell (25) wird Rosenzweig-MacArthur Modell genannt. Eine genaue Analyse be-
findet sich in Abschnitt 4.1.5, siehe auch Abbildung 13.

4.1.3 Ein Modell mit logistischem Wachstum der Beute

In diesem Abschnitt wird eine Modifikation des Lotka-Volterra Modells (10) vorgestellt.
Das exponentielle Wachstum der Beute in Abwesenheit der Rduber wird durch das lo-
gistischem Wachstum ersetzt. In einigen Biichern und Arbeiten, wie zum Beispiel in [9]
oder [11], wird das Modell parametrisiert, um Berechnungen leichter zu gestalten. Wir
orientieren uns an [8] und parametrisieren nicht. Die Modellgleichungen lauten:

dN N

— = N(a(l— =) — bP)
g "k o
— = P(cN —d
pn (c )
mit den Bezeichnungen
N = N(t) Anzahl der Beutelebewesen zeitabhingig
P = P(t) Anzahl der Rauber zeitabhéngig
a>0 Reproduktionsrate der Beute konstant
b>0 Fressrate der Rauber pro Beutelebewesen konstant
c>0 Reproduktionsrate der Rauber pro Beutelebewesen konstant
d>0 Sterberate der Rauber, wenn keine Beute vorhanden ist konstant
K >0 | Kapazititsgrenze der Beute in Abwesenheit der Réuber konstant

Modellanalyse

Die Nullisoklinen, fiir die dN/dt = 0 und dP/dt = 0 gilt, lauten:

AN N
- = O:N:OoderP:a<1—K>

ar
dt

o Qo

= 0:P=0o0der N =

Die Gleichgewichtspunkte sind:
E, =(0,0), By = (K,0), E3= (%’% ( _ i))
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Um das Stabilitdtsverhalten zu untersuchen, linearisieren wir, das heifit wir setzen die
Punkte in die Jacobi-Matrix ein und berechnen die Eigenwerte. Die Jacobi-Matrix fiir
(26) ist:

a—2% _pp  —bHN
J(N’P):< cP cN—d)

e J(0,0) = (8 _Od>

Die Eigenwerte sind A\; = a und \y = —d.

Die Stabilitat des trivialen Gleichgewichtspunktes F; verdndert sich durch das lo-
gistische Wachstum nicht und E; ist ebenfalls stabil gegeniiber Stoérungen in der
Rauberdichte, aber instabil gegeniiber Storungen in der Beutedichte.

~ (0, 0) ist ein Sattelpunkt

0= (i)

Die Eigenwerte sind \y = —a und \y = cK — d

Hier ist nun eine Fallunterscheidung notig:
—Ist K < K, := %, so sind beide Eigenwerte negativ, und Fs ist ein stabiler
Knoten.
— Ist K > K., so ist Ay positiv und FEj ist ein Sattelpunkt.
Die kritische Kapazitéitsgrenze K. entspricht der Beutieranzahl im Gleichgewichts-
punkt Fs.

Fir K < K, ist E3 biologisch uninteressant, da die 2. Komponente negativ ist. Nur
wenn K > K, gilt, ist dieser Gleichgewichtspunkt biologisch relevant.

Sobald sich die Kapazitdtsgrenze K tiber der kritischen Kapazititsgrenze K. befin-
det, ist, wie bereits erwdhnt, Fy ein Sattelpunkt und die Rduber haben wieder die
Moéglichkeit, sich aufzubauen.

Fir K > K. sieht die Jacobi-Matrix ausgewertet an E3 nun wie folgt aus:

c (-3 (s )

b K

Die charakteristische Gleichung ist gegeben durch:

ad d
N == =N +ad|1-—) =
)\( c )\) ad( B ) O

o ad _dy
)\+CK)\+ad<1 cK) = 0
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Die Eigenwerte sind:

lad 1 ad \? d
M="3k 73 QK>‘“dQ‘dJ (27)
lad 1 |(ad\’ d
M=ok T QK>‘“dQ‘dJ (28)
Wir bezeichnen die Diskrimante mit D, D ist positiv, wenn gilt:

2
ad d

—4c2K? — 4cdK + ad > 0 fir a,c,d, K > 0 (29)

oder:

Es gilt K > 0, womit nur eine Losung der quadratischen Gleichung in (29) zuléssig
ist. Wir erhalten:

d /1 1 a
K<K,i=—(=4+=4/1+= 30
< c<2+ +d> (30)

>1

und weil (3 +3,/149) > List, gilt K, < K,.
Fir K < K, sind die beiden Eigenwerte A\jund A, reell. Aus K > K, = %l, folgt

d
1— —
(1- %) >0

Daher sind A\; und Ay negativ und Ej ist fir K. < K < K, ein stabiler Knoten.

Ist K > K, so wird D negativ, womit A\; und Ay zu komplexen Eigenwerten werden.
Da der Realteil negativ ist (siche Gleichungen (27) und (28)), ist Ej5 ein stabiler
Strudel.

Interpretation des Ergebnisses

e Fir K < K, ist die Beutedichte N zu gering, um den Réuber P ein Uberleben
zu ermoglichen. Wir haben gesehen, dass E3 negative Werte annimmt und damit
biologisch uninteressant ist, womit der einzige stabile Knoten FEj5 ist.

e Fir K, < K < K, wird E3 biologisch zuldssig und ist ein stabiler Knoten, Fy ist
in diesem Fall ein Sattelpunkt.

e Fiur K > K, ist E5 ein stabilen Strudel.
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All diese Ergebnisse sind fiir vier verschieden gewéhlte Kapazitatsgrenzen K in Abbil-
dung 8 zu sehen. Das logistische Wachstum stabilisiert den inneren stationdren Zustand,
so dass keine unendlichen Oszillation zu erkennen sind. Selbst fiir sehr grole Werte fiir
K wird der innere stationare Zustand letztendlich erreicht, wenn auch die Konvergenz
langsamer ist. Wir stellen fest, dass je grofler der Wert K ist, desto langsamer ist die
Konvergenz zu Ej.

Im Bild 8a wurde K = 0.15 gewdhlt, dabei ist F3 im negativen Bereich, also ist Fy der
einzige stabile Knoten und die Rauber sterben aus.

Im Bild 8b wurde K = 0.3 gewahlt, E3 ist somit ein stabiler Knoten.

Im Bild 8¢ wurde K = 1 gewéhlt, Fj ist ein stabiler Strudel.

Im Bild 8d wurde K = 3 gewéahlt. Fs ist ein stabiler Strudel.

09 — 09

08 — 08

0.7

06

(a)
1
09
08
0.7 e-
°° \
a 05
04t T
03
02 _+
0.1 1 0.1
0 L 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1
N
(c) (d)

Abbildung 8: Phasenportrait fiir das Lotka-Volterra Modell mit logistischem Beutewachs-
tum und K = 0.15,0.3,1 und 3. Die Isoklinen werden durch die blauen Geraden darge-
stellt und schneiden sich in E3. Die Parameter wurden wie folgt gewéhlt: a = 0.5, b =1,
c=0.5,d=0.1vgl [§]
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In Abbildung 9 ist noch abschlieend das Langzeitverhalten dargestellt, sowohl das Aus-

sterben der Rauber als auch die verschiedenen Auspriagungen der Oszillationen sind zu
sehen.

0.5 T T T T T T T T T 1 0.5 T T T T T T T T T 0.6
Beute Beute
Rauber Rauber
0.4 405
0.3 0.4
o o
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0.1 0.2
0 I I I I I I N T 0 0 I I I I I I I I I
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Zeitt Zeitt
0.6 T T T T T T T T T 0.8 0.5 T T 0.8
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0.4 106
o o
© °
2 2
5 5
z z
02 0.4
0 I I I I I I I I I 02 0 03
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Abbildung 9: Langzeitverhalten fiir das Lotka-Volterra Modell mit logistischem Beute-

wachstum und K = 0.15,0.3,1 und 3. Die Parameter wurden wie auch in Abbildung 8
gewahlt: a =0.5,b=1,¢=0.5,d=0.1
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4.1.4 Priadationsterme

Das Lotka-Volterra Modell (10) geht davon aus, dass die Beute in Abwesenheit der Rauber
exponentiell wéchst. Die Klammerausdriicke auf den rechten Seiten der Modellgleichun-
gen in (10) sind die Pro-Kopf-Wachstumsraten. Wir verallgemeinern dieses Modell unter
Anleitung von [1] und [9]. Damit es realistischer wird, sollten die Wachstumsraten sowohl
von der Beutedichte als auch von der Rauberdichte abhangen.

dN dP

T NF(N,P), i PG(N, P) (31)
wobei die Funktionen F und G von der Anzahl der Spezies, der Interaktion, etc. abhdngen
und stetig differenzierbar sind.
Um ein Gefiihl zu bekommen, wie diese Funktionen gewahlt werden kénnen, geben wir
einige mogliche Beispiele angegeben. Zunéchst schreiben wir F(N, P) als Summe vom
Wachstumsterm der Beute W (N) und einem Prédationsterm R(N).

Zunéchst nehmen wir an, dass die Beute einem logistischem Wachstum unterliegt, das
heifit in Abwesenheit der Réuber, eine maximale Kapazititsgrenze besitzt. F(N, P) ist
dann von der Form

F(NP) =1 (1- g) _PR(N) und Cg;] = (1- g) _NPR(N))  (32)

K ist die konstante Tragfahigkeit fiir die Beute, wenn P = 0.

Der interessantere Term ist der Priadationsterm oder die funktionelle, stetig differenzierba-
re Antwort des Raubers R(NN). Dieser gibt, wie der Name schon sagt, die Pradationsrate
- das bedeutet die Beute, die pro Zeiteinheit von einem Rauber konsumiert wird - als
Funktion der Beutedichte N an. Was das bedeutet und wie verschiedene Priadationsterme
aussehen konnen, erlautern wir im Folgenden:

Der einfachste Pradationsterm ist der im Lotka-Volterra Modell (10) verwendete, lineare
Term. Es wird angenommen, dass ein Rauber in ein bestimmtes Revier kommt und mit
einer bekannten Suchgeschwindigkeit eine bestimmte Zeit auf der Jagd ist. Einige Beute-
tiere kommen dabei in sein Visier, nicht jedes wird jedoch entdeckt, verfolgt oder schlief3-
lich getotet - daher ist die Anzahl R, der tatséchlich entdeckten Beutetiere das Produkt
der Beutedichte N, der fiir die Suche verwendeten Zeit Ty und der Suchgeschwindigkeit
As.
R. = AT,N

Die Anzahl der Beutetiere, die dann jedoch tatséichlich erlegt werden, ist offensichtlich
nur ein bestimmter Bruchteil d € (0,1) und wird mit R, bezeichnet:

R, = dA,T,N (33)
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Um die Pradationsrate zu erhalten, dividieren wir beide Seiten durch die Zeit T, und
erhalten einen sogenannten Typ I Pradationsterm:

R,
R = T = dAsN
Dieser lineare Pradationsterm hat nun den bereits erwihnten Nachteil, dass die Beute-
dichte ins Unendliche wachsen wiirde, da jeder Rauber irgendwann eine Sattigungsgrenze
erreicht hat, an dem sein Hunger fiir eine bestimmte Zeit gestillt ist. Wir teilen die Ge-
samtzeit T in die Suchzeit T, und in die Zeit T}, die benotigt wird um die Beute zu fressen
und zu verdauen:

T:Ts—i-Th mit Th:hRC

wobei h die Zeit ist, die gebraucht wird, um ein Beutetier zu konsumieren. Durch umfor-
men von 7" auf Ty, = T' — hR. und Einsetzen in (33), erhalten wir:

R, = dA,(T — hR.)N,

den wir nach Divideren durch 7" einen Typ II Priadationsterm nennen:

R:& aN

T~ Tranny Mt a=dd,

Dieser Pradationsterm hat den gewiinschten Séattigungseffekt, lasst man namlich N — oo,
so hat R den Grenzwert 1/h, siche Abbildung 10:

N

Abbildung 10: Typ II Pradationsterm fiir h = 2, vgl. [9]

Der Typ II Pradationsterm hat eine lange Geschichte in den Biowissenschaften wie etwa
in der Biologie oder in der Medizin. Dieser Term wird aufgrund der Tatsache, dass ihn C.
Holling im Jahr 1959 zum ersten Mal im Bereich der Rauber-Beute Dynamik angewandt
hat, oft auch Holling Typ II Pridationsterm genannt.

Dieser Term wurde in verschiedene Richtung konkretisiert und verallgemeinert. Ein Bei-
spiel ist den Parameter a durch eine lineare dichteabhéngigen Begegnungsrate a = ag/N
zu ersetzen - dies liefert den Typ III Pradationsterm

Qo N 2

R=-—"2"
1+a0hN2
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Abbildung 11: Typ I, Typ II und Typ III Pradationsterme im Vergleich, vgl. [9]

Andere Erweiterungen des Typ II Pradationsterms basieren auf mehreren Réaubern, grup-
pierten Beutetieren, Interferenzen bei Raubern oder &hnlichen Faktoren. Eine weitere
Moglichkeit der Modifikation sind Umwelteinfliisse, wie etwa die tdglichen Temperatur-
schwankungen, die Tag - oder Nachtaktivitat der verschiedenen Tierarten oder etwa auch
Hoch - und Tiefdruckgebiete. All jene Fakoren kénnen das Jagdverhalten der Rauber
oder die Aktivitat der Beute beeinflussen.

Wir haben in Gleichung (32) das Beutewachstum logistisch gew#hlt und kénnen die Ant-
wort des Raubers bN P im Lotka-Volterra-Modell durch PN R(N) mit einem Prédationsterm
R(N) vom Typ I, IT oder III ersetzen.

Beispiele fiir G' konnten sein

G(N,P) =k <1 - ];5) . G(N,P)=—d+eR(N)

Auch hier bezeichnen k, h, d und e positive Konstanten.
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4.1.5 Rosenzweig-MacArthur Modell

Im Modell (26) in Abschnitt 4.1.3 ist logistisches Wachstum der Beute und ein Typ I
Pradationsterm angenommen. Das Rosenzweig-MacArthur Modell, welches wir bereits in
Abschnitt 4.1.2 erwdhnt haben und nach den zwei Mathematikern, die das Modell im
Detail studierten, benannt wurde, geht weiterhin von einem logistischem Beutewachstum
aus, ersetzt den Typ I aber durch einen Typ Il Pradationsterm. Wieder wird in der
Literatur oft parametrisiert, siche dazu zum Beispiel [1] und [9], analog zu [8] haben wir
uns aber auch hier fiir die direkte, wenn auch aufwendigere, Berechnung entschieden.
Die Modellgleichungen lauten wie folgt:

dN N bN
ar V) e
(34)
W N pgp
dt 1+ bhN
mit den Bezeichnungen
N = N(t) Anzahl der Beutelebewesen zeitabhangig
P = P(t) Anzahl der Rauber zeitabhangig
a>0 Reproduktionsrate der Beute konstant
b>0 Fressrate der Rauber pro Beutelebewesen konstant
e>0 Effizienz der Rauber konsum. Beute in Nachwuchs umzuwandeln konstant
eb >0 Reproduktionsrate der Rauber pro Beutelebewesen konstant
d>0 Sterberate der Rauber, wenn keine Beute vorhanden ist konstant
K >0 Kapazitéitsgrenze der Beute in Abwesenheit der Rauber konstant
h>0 Zeit, die ein Rauber braucht, um Beute zu konsumieren konstant
Modellanalyse

Die Nullisoklinen, fiir die dN/dt = 0 und dP/dt = 0 gilt, lauten:

dN a N

= = O.N—OoderP_b(l—K)(l—l—th)
dP d

& 0:P=0odae N=——2

dt 0 Ooder N = —an)

Fir dN/dt = 0, kénnen wir den nicht-trivialen Fall als Funktion von N wie folgt be-

schreiben:

P=H(N)=7 (1 - I]Z) (1 + bhN)

(35)

Die Funktion H(N) ist eine quadratische Funktion der Beutedichte N. Ist N = 0, so
ist H(N) = a/b und die Isokline hat dann denselben Wert wie fiir das klassische Lotka-
Volterra Modell (10) und fiir das Modell mit logistischem Beutewachstum (26). Der Schei-
telpunkt der Parabel liegt bei:
1 1
Si=_ (K — )
2 bh
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Solange K < 1/bh ist, ist die Funktion H () streng monoton fallend fiir positive Beute-
dichten N.

09

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
N

Abbildung 12: Nullisokline dN/dt = 0 fir verschiedene Kapazitédten K (blaue Linien)
und die Nullisokline dP/dt = 0 (rote Linie), vgl. [§]

Die Gleichgewichtspunkte berechnen sich auf die bereits bekannte Weise und lauten:

By = (O’ 0)’ By = (K7 0)» Es = ((eb—dbdh)a eaégi(e(_e;:)@;;d))

Die Jacobi-Matrix fiir (34) lautet:

aN b bN
J(N, P) = (a — 2% — (1+th)2P _b]1V+th )
carmnmez b ey — @

Wie auch bei der Modellanalyse des Lotka-Volterra Modells (10) wird durch Linearisie-
rung die Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte untersucht:

o J(0,0) = (g _Od>

Die Eigenwerte sind A\; = a und \y = —d.

Die Stabilitdt des trivialen Gleichgewichtspunkt verdndert sich durch das logis-
tische Wachstum sowie den Typ II Pradationsterm nicht und ist ebenfalls stabil
gegeniiber Storungen in der Rauberdichte, aber instabil gegeniiber Stérungen in
der Beutedichte, vgl dazu (10).

~~ (0, 0) ist ein Sattelpunkt

a4 __bE
THoh K
o J(K,0) = y
0 emr —d

Die charakteristische Gleichung ist gegeben durch:

(—a—A) (elfé(hK—d—A) =0 (36)
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Die Eigenwerte sind \; = —a und A\ = —elfgfLK —d
Fallunterscheidung:
— Ist K < K, := —%, so sind beide Eigenwerte negativ, wodurch E, ein

b(e—dh)’
stabiler Knoten ist.

— Ist K > K, so ist Ay positiv und Fj, ist ein Sattelpunkt.

Die kritische Kapazititsgrenze K. entspricht der Beutieranzahl im Gleichgewichts-
punkt Fs.

Fir K < K. hat dies, wie im Modell mit logistischem Beutewachstum (26), zur
Folge, dass F3 biologisch uninteressant wird, da die 2. Komponente negative Werte
annimmt. Nur wenn K > K, gilt, ist der Gleichgewichtspunkt biologisch relevant.
Der Gleichgewichtspunkt Fs ist damit das einzige stabile Gleichgewicht und wird
von allen Anfangsbedingungen angestrebt, er ist global stabil im Inneren.

Sobald sich die Kapazitédtsgrenze K tiber der kritischen Kapazitéitsgrenze K. befin-
det, wird E5 zu einem Sattelpunkt und die Rauber haben die Moglichkeit, sich zu

vermehren.

Fir K > K. ist die Jacobi-Matrix ausgewertet an Fj:

dh d d d
o (2 + 5k — Zomream) %

—a(e — dh — %) 0

d ea(bK (e—dh)—d)\\ __
* ‘](((ethm)7 b2 (c—dh)’K ) =

Die charakteristische Gleichung ist gegeben durch:

dhd d ad d
_ o _9 _ Lle_dh—- 2| =
A (“ ( e T K TbK(e - dh)) A) T (e dh bK)

dh - d d ad d
N—al— —2 A+ Zfe—dh—) = 0
“<e Tk bK(e—dh)) * (e )

Die Eigenwerte sind:

1 (dh d d 1
— (2 2 VD
M 2a<e T aK bK(e—dh)>+2\/_ (37)

1 (dh d d 1
Ay =a = —2 — VD
2 2a<e T aK bK(e—dh)) vD (38)

wobei die Diskriminante D wie folgt definiert ist:

dh  d d > ad d
a2 _ _ 4= _ _
Di=a ( e Tk b (e dh)> b (e dh bK) (39)
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Fir K > K, ist der zweite Klammerausdruck in (39)

d
—dh — —
(6 bK>>O

i )

und daher:

)
e T K “bK(e —dh

D<a2<

Nach diesen Uberlegungen folgt, dass die Stabilitét von Ej; ausschlieflich vom Vor-
zeichen des folgenden Terms abhéngt:

dhd d
‘ (e Tk " YK (e = dh)) (40)

— Ist dieser Ausdruck negativ und die Diskriminante positiv, sind A\; und X\,
aufgrund von

dh d d
v D — —2
<“<e K bK(e—dh))
beide reell, aber negativ.
~» 5 ist ein stabiler Knoten.

— Ist dieser Ausdruck negativ und ist auch die Diskriminante D negativ, sind \;
und )\, ein Paar konjugiert, komplexer Eigenwerte mit negativem Realteil.
~+ K3 ist ein stabiler Strudel.

— Ist der Ausdruck positiv, so ist D negativ (siehe (39)). Die beiden Eigenwerte
A1 und Ay bilden daher wieder ein Paar konjugiert, komplexer Eigenwerte mit
positivem Realteil.
~» K3 ist ein instabiler Strudel.

Der kritische Wert, bei dem der Wert in (40) von negativ auf positiv wechselt, ist

definiert als:

e+ dh 1 d
e L, 4 11
T ahle—dn) ~ bh T (e —dh) (41)

Durch Umformung erhdlt man, dass der Ausdruck sein Vorzeichen dndert, wenn
was der Beutedichte in E3 entspricht, kleiner wird als:

> (= 3) )

Wir erinnern uns, dass durch (42) der Scheitel der nicht-trivialen Isokline H(N)
gegeben ist. Anschaulich bedeutet das, dass der kritische Punkt, an dem FE3 von
einem stabilen zu einem instabilen Strudel wird, gegeben ist, wenn sich die vertikale

[sokline von einem Ort rechts vom Maximum, zu einem Ort links vom Maximum
bewegt - siehe dazu Abbildung 12.

_d
b(e—dh)’
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Interpretation des Ergebnisses

e Fir K < K, ist die Beutedichte zu gering, um den Réuber ein Uberleben zu
ermoglichen. Wir haben gesehen, dass Fs5 negative Werte annimmt und damit bio-
logisch uninteressant ist.

o Fir K, < K < K, wobei K nur um wenig grofler als K, ist, ist Fs5 ein stabiler
Knoten und wird von jeder Anfangsbedingung ohne Oszillationen erreicht.

e Hat K einen grofleren Wert, wobei dennoch K < K gilt, ist E3 ein stabiler Strudel,
der von jeder Anfangsbedingung durch oszillierendes Vehalten erreicht wird.

e Fur K > K, wird E3 von einem stabilen Strudel zu einem instabilen Strudel. In
Abbildung 13d sehen wir, dass wenn man eine Anfangsbedingung nahe des Gleichge-
wichtspunktes wahlt, sich die Trajektorie zunéchst weg vom Gleichgewichtspunkt
dreht und sich schlieflich einem stabilen Grenzzyklus nédhert, der den Gleichge-
wichtspunkt umgibt.

Diese Ergebnisse sind fiir vier verschieden gewéhlten Kapazitatsgrenzen K in Abbildung
13 illustriert.

Im Bild 13a ist K = 0.08, FE ist der einzige stabile Knoten, die Rauber sterben aus.

Im Bild 13b ist K = 0.15, Ej5 ist ein stabiler Knoten.

Im Bild 13c ist K = 0.25, F3 ist ein stabiler Strudel.

Im Bild 13d ist K = 0.3. Ej ist ein instabiler Strudel. Es sind zwei Trajektorien gezeich-
net, eine, die nah am Gleichgewichtspunkt startet und eine, die etwas entfernter beginnt.
Beide erreichen den Grenzzyklus (dieser ist durch die schwarze Linie dargestellt).

Dieser stabile Grenzzyklus tritt auf, wenn der Gleichgewichtspunkt von einem stabilen zu
einem instabilen Strudel wechselt. Er wird fiir alle Anfangsbedingungen von den Trajekto-
rien erreicht - wird die Anfangsbedingung auflerhalb des Grenzzylus gewahlt, so schraubt
sich die Trajektorie von Auflen gegen den Grenzzyklus. Wird die Anfangsbedingung in-
nerhalb des Grenzzyklus gewahlt, so schraubt sich die Trajektorie von Innen gegen den
Grenzzyklus. Wahlt man hingegen die Anfangsbedingung genau auf dem Grenzzyklus,
wird nach einer Ostzillation wieder genau in diesen Zustand iibergegangen. Der Grenzzy-
klus ist invariant.

Es ist moglich, den exakten Wert fiir K mit K, < K < K, fiir den sich der stabile
Strudel in einen instabilen Strudel verédndert, zu bestimmen. Lost man die Gleichung

D=0

nach K auf, erhdlt man diesen Schwellenwert. Dieser Ausdruck ist, wie man schon erahnen
konnte, sehr kompliziert und wird daher hier nicht ausgefiihrt.
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Abbildung 13: Phasenportrait fiir das Rosenzweig-MacArthur Modell. Die Isoklinen wer-
den durch die blauen Geraden dargestellt und schneiden sich in E3. Die Parameter sind:
a=05b=3,e=05,d=0.1und h =3, vgl. [§]
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Abbildung 14: Langzeitverhalten fiir das Rosenzweig-MacArthur Modell. Die Parameter
sind wie in Abbildung 13: a =0.5,b=3,e=0.5,d =0.1 und h = 3.

4.1.6 Weitere Modelle

Es gibt neben Abwandlungen der in den vorigen Abschnitten behandelten Modellen,
auch noch viele weitere Modelle, die mit unterschiedlichen Arten des Beutetierwachs-
tums und verschiedenen Pradationstermen, das Rauber-Beute Verhalten beschreiben. Al-
le moglichen Rauber-Beute Modelle zu analysieren, wiirde natiirlich den Rahmen dieser
Arbeit sprengen. Zum Abschluss des Kapitels werden noch kurz zwei weitere Modelle aus
[10] vorgestellt, fur ihre genauere Analyse verweisen wir auf die Literatur [10].

Die Leslie und Gower Modelle

Leslie und Gower haben 1960 zwei Modelle fiir Rauber-Beute Verhalten entwickelt, die
geddmpfte Oszillationen gegen ein stabiles Gleichgewicht zeigen. Das erste System ist:

dN
— = N(a —bP)
dP P dP)
_ = Cc — J—
dt N
mit den Bezeichnungen
N = N(t) | Anzahl der Beutelebewesen | zeitabhéngig
P = P(t) Anzahl der Réuber zeitabhingig
a,b,c,d >0 Konstanten konstant
Die Modellgleichungen des zweiten Systems sind:
dN
— = N(a—eN —bP)
dpP Pl dP)
at TN

mit den Bezeichnungen
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N = N(t) | Anzahl der Beutelebewesen | zeitabhingig
P = P(t) Anzahl der Réuber zeitabhangig
a,b,c,d,e >0 Konstanten konstant
Modellanalyse

Dieses Model ist dem Lotka-Volterra Modell mit logistischem Beutewachstum (26) dhnlich,
hier wird durch den Quotienten P/N gewéhrleistet, dass es kein exponentielles Wachs-
tum der Wachstum gibt. Je grofler der Quotient, desto weniger Beutetiere gibt es pro
Réauber oder anders ausgedriickt, je grofler IV ist, desto kleiner ist die Sterberate der
Réauber P. Das erste Modell ist eine Einschrankung des zweiten - dieses lasst namlich
keine zusétzliche Beutedichte-Regulierung (in Form des Terms eN) zu. Beide Modelle
haben jedoch ein dhnliches Ergebnis. Die Trajektorien konvergieren spiralférmig gegen
ein Gleichgewicht, dieses ist der Schnittpunkt der beiden Nullisoklinen dN/dt = 0 und
dP/dt = 0. Beide Spezies unterliegen gedampften Oszillation, das Phasenportrait ist Bild
8c ahnlich.

Das Holling-Tanner Modell

Das folgende Modell ist ein wenig aufwendiger beziehungsweise durchdachter als die Mo-
dell von Leslie und Gower (43) und (44). Die Konstante b wird durch eine Funktion von
N ersetzt - die Modellgleichungen des Systems lauten:

d—N—N(a—eN— nb )
d—P—P(c—dB)
dt N

mit den Bezeichnungen

N = N(t) Anzahl der Beutelebewesen | zeitabhéngig
P =P(t) Anzahl der Réuber zeitabhangig
a,c,d,e,n, f>0 Konstanten konstant

Fir die Herleitung verweisen wir auf die Literatur [10].
Modellanalyse

Das Ergebnis dieses Modells ist dem Rosenzweig-MacArthur Modell in Abschnitt 4.1.5
ahnlich, es weist ebenfalls einen stabilen Grenzzyklus auf. Die Funktion, durch die die
Konstante b ersetzt wurde, entspricht einem Typ II Priadationsterm, auch hier gibt es
einen Sattigungseffekt, sowie ein logistisches Beutewachstum. Die Nullisoklinen dN/dt =
0 sind parabelférmig, die Nullisokline dP/dt = 0 ist eine Gerade, ihr Schnittpunkt ist das
Gleichgewicht. Die Trajektorien bewegen sich spiralférmig gegen einen stabilen Grenzzy-
klus, das Phasenportrait ist Bild 13d dhnlich.
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4.2 Wettbewerbsmodelle

Die Konkurrenz der Arten bis hin zum ,survival of the fittest gehort zu den wichtigsten
Gestaltungsprinzipien der Darwin’schen Lehre von der Evolution des Lebens. In diesem
Kapitel stellen wir mathematische Modelle vor, die solche Situationen beschreiben: Zwei
oder mehr Arten konkurrieren um Ressourcen. Wie entwickeln sie sich? Unter welchen
Bedingungen sterben einzelne von ihnen aus? Unter welchen Bedingungen koénnen sie
koexistieren?

4.2.1 Volterra‘s Wettbewerbsmodel fiir zwei Arten

Von Konkurrenz zwischen zwei Arten spricht man immer dann, wenn sie sich wechselseitig
negativ beeinflussen, aus welchen Griinden auch immer. Volterra‘s Wettbewerbsmodell
ist eines der bekanntesten Konkurrenzmodelle, dieser Abschnitt orientiert sich an [1],[6]
und [11].

Formuliert man eine solche Situation als Lotka-Volterra-Modell, in dem jede Art fiir sich
einem logistischen Wachstum folgt, so erhélt man

dd]\t[l = 7’1N1 <1 — ]]\é —blgfj\(/:j)
7 = 19Ny (1 — E — bgle)
mit den Bezeichnungen
Ny = Ny (t) Anzahl der 1. Population zeitabhangig
Ny = No(t) Anzahl der 2. Population zeitabhéngig
ry >0 Geburtenrate der 1. Population konstant
re >0 Geburtenrate der 2. Population konstant
K >0 Kapazitit der 1. Population konstant
Ky >0 Kapazitédt der 2. Population konstant
bis >0 Wettbewerbseffekt von Ny auf NV; konstant
bay >0 Wettbewerbseffekt von N; auf N, konstant

Modellanalyse

Es lasst sich zunéchst leicht feststellen, dass die Isoklinen Geraden sind und sich in den
Gleichgewichtspunkten schneiden:

Die Gerade Gy = {(N1, N2) : N1 + biaNy = K} verbindet (K7, 0) und (0, l%)
Die Gerade Gy = {(N1, N2) : bai N1 + Ny = K>} verbindet (0, K3) und (1%7 0).

Es gilt:

%:O:NQZOOCIGY (N17N2)€G2
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Die Gleichgewichtspunkte lauten:

E; =(0,0), By = (K1,0), E3=(0,K>), Ey= (e1,eq) = (52h2=Fa Fabai =K

bi2b21—1 7 bizba1—1

Um die Stabilitat der Gleichgewichtspunkte und das Langzeitverhalten der Losungen zu
analysieren, wird die Jacobi-Matrix des Systems (46) an den Gleichgewichtspunkten aus-
gewertet:

_ 2r _ ribia _ribia
J(N N)— T1 K1N1 K N2 K Nl
b —raba |y, rg — Z2 N, — b N
Ko 2 2 K> 2 Ko 1

Je nachdem in welcher Beziehung die Parameter s, 091, K7 und Ky zueinander stehen,
gibt es ein unterschiedliches Verhalten.
Fallunterscheidung:

Fall 1: Indifferenz: b, = %, by = %

Fall 1.1 Fur K; = K, gilt G = G7 = Gy und alle Punkte auf G sind Gleichgewichts-
punkte. Alle Losungen streben fiir ¢ — oo gegen einen Gleichgewichtspunkt auf G -
welcher es ist, hangt dabei vom Anfangswert ab.

o8

o6

N1 und N2

o2

10
N1 Zeitt

Abbildung 15: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir Fall 1.1 mit den Parametern
b12:17b21:17K1:27K2:2

Fall 1.2 Fiir K # K5 besitzt das Modell (46) die Gleichgewichtspunkte
Ey =(0,0), By = (K1,0), E3= (0, Ky)
Wir erhalten:

T

. J(0,0)z(o

, ), beide Eigenwerte sind positiv ~» (0, 0) ist ein instabiler Knoten
2
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_ [N —7r1012 . _ K2
[ J J(Kl,()) = ( 0 T2(1_b21§;)> mit det(J(Kl,O)) = 7”17‘2(1 K22)
~ Fir Ky > K, ist die Determinante > 0 und (K7, 0) ist ein stabiler Knoten.
~ Fir Ky < K, ist die Determinante < 0 und (K7, 0) ist ein Sattelpunkt.
_ ri(1 - bu%) 0 . - K2
e J(0,K,) = ( . oy mit det(J(0, K3)) = —rire(1 — K—%)
~ Fir Ky > K, ist die Determinante < 0 und (0, K5) ist ein Sattelpunkt.
~» Fiir K < K3 ist die Determinante > 0 und (0, K3) ist ein stabiler Knoten.

Fir Ky > Ky wird der Gleichgewichtspunkt Fy angestrebt, womit die zweite Spezies
ausstirbt. Fir Ky < Ky wird der Gleichgewichtspunkt E3 angestrebt, womit die erste
Spezies ausstirbt. Zusammenfassend lasst sich sagen, dass sich fiir den Fall 1.2 die Spezies
durchsetzt, die die groflere Kapazitit besitzt, siehe dazu Abbildung 16.

N2

08

06

1 k X 1
N1 N1

Abbildung 16: Phasenportrait fiir Fall 1.2 mit den Parametern bjs = 0.75, by = 4/3,
Kl = 2, K2 = 1.5 fiir das linke Bild und b12 = 15, b21 = 2/3, Kl = 1, K2 = 1.5 fur das
rechte Bild.

Fall 2 Aussterben der zweiten Spezies: b1, < %, bop > %

0.B.d.A wird zuséatzlich angenommen, dass K; > K, ist, das heifit, es wird angenom-
men, dass N; die Population mit der grofleren Kapazitét ist. Das System hat nur die drei
stationaren Punkte:

El - (O, O), E2 - (Kla O), E3 - (0, KQ),
Wir erhalten:

e J(0,0) = m 0 , beide Eigenwerte sind positiv ~ (0, 0) ist ein instabiler Knoten
0 T2

o J(K1,0)= n —7“1512K , beide Eigenwerte sind negativ ~» (K7, 0) ist
0 7"2(1 — b21 K7;)

ein stabiler Knoten.
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7“1(1 —blz%) 0

—7aby; —T2

o J(O,Kg) = < )7 det(J((), Kg)) = —7’17”2(1 — blg%) <0

~ (0, K3) ist daher ein Sattelpunkt..

o
T

N2
N1 und N2

10
N1 Zeitt

Abbildung 17: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir Fall 2 mit den Parametern by =
1,000 =075, K1 =2, Ky =1

Fall 3 Aussterben der ersten Spezies: b1, > %, by < %

In Fall 3 ist sowohl K; > K, als auch Ky > K; moglich, wichtig ist die Wahl der
Wettbewerbsparameter b5 und by .
Das System besitzt die folgenden stationéren Punkte:

Ey = (07 0)7 Ey, = (Kh 0)7 Es = (07 K2)7
Wir erhalten:

e J(0,0) = (“ X

) ~ (0, 0) ist ein instabiler Knoten
0 T2

[T —r1bio
hd J(Kl,O)— < 0 T2(1—6212)>’

die Determinante ist negativ ~ (K3, 0) ist ein Sattelpunkt.
_ Ky
o J(0,K,) = (7“1(1 biog) 0 >
—7rabay -T2

Die Determinante ist det(.J(0, K3)) = —7“17"2(1—b12%) > 0 und die Spur sp(J(0, K5))
= Tl(blg%) — r9 < 0. Beide Eigenwerte sind negativ:

Mo =g (SP + /sp? — Adet) = r1(b1a%2) —ra £ /131 — bia%2)2 +73) <0

~ (0, K3) ist stabiler Knoten.
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Abbildung 18: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir Fall 3 mit den Parametern by, =
075, b21 == 15, Kl - 1, K2 = 2

Fall 4 schwache Koexistenz: b5 < %, by < %

Das System hat folgende stationdre Punkte:
Ey = (0,0), B, = (K3, 0), B3 = (0, K»), By = (€1, e5) = (52hz=fa Fabai—Ka)

b12ba1—1 7 bi2bo1—1

Damit erhalten wir:

(&1 0

e J(0,0) = ~~ (0, 0) ist ein instabiler Knoten
0 T2
. J(K 0) I ! —r1bio
15 o O 7"2(1 — bgl %)

Die Determinante ist negativ, ein Eigenwert negativ, der andere positiv
~ (K, 0) ebenfalls ein Sattelpunkt

J(0, ) = (

Die Determinante ist det = —ryro(1 — blg%) <0.
~ (0, K3) ist daher ein Sattelpunkt

7“1(1 _b12%) 0 >

—71by; —T2

ry — 2L<K2IJ12—K1) _ r1bio (b21K1—K2) __r1ibig Kobia— Ky
1 K1\ bigbo1—1 K, b12ba1—1 K1 bigba1—1
o J(er,e2) =
__raba Kiboa1—Ko r QQ(Kle*Kz) _ r2by <b12K2*K1)
Ko bi2ba1—1 2= Ko \Tbiabor -1 Ko b12b21—1
r1(K1—b12K2) _ r1bia (K1 —b21 K3)
K (bi2b21—1) K (bi2b21—-1)
__rbia(K2—b12K1) ro(Ko—b21 K1)
Ko (b12b21—-1) Ko (bi2b21—1)

Beide Eigenwerte sind negativ, daher ist der Koexistenzpunkt ein stabiler Knoten.
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Abbildung 19: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir Fall 4 mit den Parametern by =
0.4, b21 - 08, K1 - 12, KQ == 1

Fall 5 starke Koexistenz: by, > %, by > %

Das System hat folgende stationdre Punkte:
E1 = (0,0), By = (K3, 0), B3 = (0, K), Ey = (e1,e) = (52—t Fabar—la)

bi2b21—1 7 bizb21—1

Wir erhalten:

e J(0,0) = (78 X

, ) ~ (0, 0) ist ein instabiler Knoten
2

N A —r1bio . .
o J(K;,0)= < 0 ol — b21%)> ~ (K7, 0) ist ebenfalls ein Sattelpunkt.

7“1(1 —blg%) 0

) ~ (0, K3) ist aufgrund der negativen
—T2b2 -T2

o J(0,K) = (

Determinante ein Sattelpunkt.

ry — m(KQbm*Kl) _ T1b12(b21K1*K2) _ 1r1bio Kobio— Ky
— Ky \ biab21—1 K bi2bo1—1 Ky biaba1—1
L4 J<el7 €2> - __12bor K1b21—[%2 Tro — QQ(KllQl—kQ) _ 1r2byy <b12K2_K1
Kz bigbo1—1 2 Ko \ bigba1—1 Kz \ bigbo1—1
r1(K1—b12K>) _ r1b1a(K1—b21 K3)
Ki(bi2b21—1) Ki(bi2b21—1)
_ r2bia(Ka—b12K7) ro(Ko—b21 K1)
Ko (bi2b21—1) Ko (b12b21—1)

~  E4 Sattelpunkt

Die Trajektorien konnen bei gleichen Parameterwerten je nach Startwert zu zwei
moglichen Gleichgewichtspunkte konvergieren. Wenn wir das Phasenportrait in Ab-
bildung 20 betrachten, beobachten wir, dass sich dabei eine Spezies als die "ge-
winnende” Population durchsetzen kann, wéahrend die "verlierende“ Spezies vom
Aussterben bedroht ist. Die Anfangsbedingungen bestimmen, welchem Gleichge-
wichtspunkt sich die Trajektorien annahern.
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Abbildung 20: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir Fall 5 mit den Parametern by, =
1.6, b21 - 2, K1 - 1, KQ = 12

Interpretation der Ergebnisse

Folgende Tabelle fasst die moglichen Félle zusammen:

Werte fur by, und by Qualitative Beobachtungen
Fall 1: b1, = %, by = % Unterschiedliches Langzeitverhalten fiir K; = Ky und K; # Ko
Fall 2: b5 < %, boy > % Wettbewerbsvorteil: Ny setzt sich durch, N, stirbt aus
Fall 3: b1y > %, ba1 < % Wettbewerbsvorteil: Ny setzt sich durch, N; stirbt aus
Fall 4: by, < %, bo1 < % Schwacher Wettbewerb: Koexistenz
Fall 5: by > %, by > % Starker Wettbewerb: Gewinnerspezies hangt von Anfangsbed. ab

Nur Fall 4 ldsst ein Uberleben beider Spezies zu, in den iibrigen stirbt jeweils eine Spezies
aus, wahrend sich die andere durchsetzt. Betrachtet man die Jacobi-Matrix ein weite-
res Mal, so ergibt sich als notwendige Bedingung fir Koexistenz, dass sp(J) < 0 und
det(J) > 0 am inneren Gleichgewichtspunkt

r1(K1—b12K2) _ r1b12(K1—b21K>)
Ki(bi2b21—1) Ki(bi2b21—1)
J(617 62) =
_ rabia(Ka—b12K1) ro(Ko—bo1 K1)
K (biab21—1) Ko (biaba1—1)
Die Spur ist negativ, wenn by < % und by < % ist und die Determinante ist positiv,
Wenn
b12 bgl <1

Setzt man die Kapazitatsgrenzen K; und K, beide jeweils 1, so vereinfacht sich die
Bedingung fiir Fall 4 zu
bio <1 und by <1 (47)
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Da diese Groflen ein Verhéltnis von interspezifischer zu intraspezifischer Konkurrenz sind,
kann man festhalten:

Koexistenz zweier konkurrierender Arten ist nur moglich, wenn die interspezifische
Konkurrenz geringer ist als die intraspezifische.

Wire die interspezifische Konkurrenz stérker ist als die intraspezifische, das heifit wiirde
eine Spezies starker mit der anderen Spezies als mit ihren Artgenossen konkurrieren,
wiirde eine der beiden Spezies mit der Zeit aussterben.

4.2.2 Wettbewerbsmodell mit einer Beute und mehreren Riauber

Fiir das folgende Modell gibt es eine Beuteart mit Dichte N € R{ und n > 2 Réuberarten
mit Dichten Py, ..., P, € R} - zwischen der Beute und jedem einzelenen Réuber besteht
eine Réauber-Beute Beziehung.

Es ergibt sich folgendes Modell, welches in [11] beschrieben wird:

dN N "
@ (1-g) S
; = (48)
b .
pn =P(gN—d;) firi=1,...,n
mit den Bezeichnungen
N = N(t) Anzahl der Beutelebewesen zeitabhéngig
P, = Pi(t) Anzahl der i-ten Rauberpopulation zeitabhangig
a>0 Reproduktionsrate der Beute konstant
b >0 Fressrate des i-ten Rauber pro Beutelebewesen konstant
c; >0 Reproduktionsrate des i-ten Rduber pro Beutelebewesen konstant
d; >0 Sterberate des i-ten Rduber, wenn keine Beute vorhanden ist konstant
K>0 Kapazitéitsgrenze der Beute in Abwesenheit der Rauber konstant

Zwischen den einzelnen Réubern besteht keine direkte Beziehung, sie konkurrieren alle
um dieselbe Beute, die sie zum Uberleben brauchen.

Modellanalyse

In der Modellanalyse begegnen wir dem Phanomen, das Das Exklusionsprinzip von Gause
oder Gauses Ezxklusionsprinzip genannt wird. Es geht auf den russischen Biologen Georgii
Frantsevich Gause [3] bzw. [11] zurtck, der der Erste war, der Konkurrenzexperimente
unter kontrollierten Laborbedingungen durchgefiihrt hat. Er hat folgende Beobachtungen
festgehalten:

Konkurrieren in einem Lebensraum n Arten um m < n Ressourcen, so stirbt mindestens
eine Population aus. Es konnen nicht mehr Populationen als vorhandene Ressourcen
iiber einen léngeren Zeitraum iiberleben.
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Im Modell (48) konkurrieren n Rauber um eine einzige Beute (= Ressource). Es kénnen
daher nicht alle tiberleben. Nun stellt sich die Frage, welche Rduberpopulationenen tiberleben
und welche aussterben werden. Die Antwort darauf gibt das Nullwachstums-Kriterium

Konkurrieren in einem Lebensraum zwei Arten um eine Ressource, so stirbt die Art aus,
die zu ihrem Nullwachstum den gréferen Ressourcenbedarf hat.

Wenn das Exklusionsprinzip gilt, miisste die Rauberpopulation iiberleben, die fiir ihr
Nullwachstum mit der geringsten Beutedichte auskommt.

Nullwachstum liegt natiirlich vor, wenn fiir jedes i = 1, ..., n gilt:
dP; d;
=0& P, =0 oder N=— (49)
dt Ci

Dabei ist (49) so zu verstehen: Fiir P, # 0 ist N = % und fir i = 2,...,n muss P, =0
gelten.

Um Aussagen iiber das Verhalten dieses Modells treffen zu kénnen, setzen zunéchst vor-

aus, dass 0.B.d.A
di d; .. .
P=—<Zfiri=2-- ,nund P, < K (50)
C1 Ci
Es ist also die erste Komponente des Gleichgewichtspunktes kleiner als die anderen und
P liegt unter der Kapazitatsgrenze.
Gilt fiir die Anfangsbedingungen der Beutepopulation N (0) > 0 sowie der ersten Rduberpopulation

P;(0) > 0, so sterben nach dem Exklusionsprinzip alle Rduberpopulationen bis auf Py aus.

Mit den Annahmen aus (50), besitzt unser Modell (48) den folgenden nicht-trivialen
Gleichgewichtspunkt

Mithilfe der Ljapunovfunktion V' kann man zeigen, dass alle Losungen mit positiven An-
fanswerten N(0) > 0 sowie P;(0) > 0 gegen E konvergieren.

d d
VN, Py, Py) = el (N = “Hog N) +by (P = --(1 = —)log Py)+ AePat -+ Ay P,
C1 bl ClK ( )
o1

Die Koeffizienten A; € R{ fiir i = 2,...,n werden noch bestimmt.
V' ist auf der Menge

D={(N,P,---,P,):N>0,PL>0,P,=0 firi=2,--- ,n}

definiert. Unabhéngig von der Wahl der oben-genannten Konstanten, gilt fiir den Gleich-
gewichtspunkt £ = (% 2(1 - -4.) 0,...,0): V(E) = 0.

17 by aK
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Es ist noch zu zeigen, dass V' < 0 ist. Dazu berechnen wir die Ableitung von V:

d1 " dl
g 1—— b(P— 21— )N —d
V= af cJ( > )+11 L- )N - ) +
+D_Aj(e;N — dj) Py
j=2
dl a d1 n
N[ E2& Ny P——l—— 52
a )(K%l =P = 1= =S, ) (52
dy ~ d;
+b1<P1—a(1—017K))01 N—f ZACJ CJ)P]
acq " dj dj
= N =S Y eV = R+ Y A (N = R,
K € j=2 €

Mit der Wahl .
Aj:@ fir j=2,...,n

sind beide Summen in der letzten Zeile von (52) gleich, fallen aufgrund ihrer unterschied-
lichen Vorzeichen weg und V' lasst sich schreiben als

Daher ist V' eine Ljapunovfunktion von (48) und der Gleichgewichtspunkt E ist asym-
ptotisch stabil.

Interpretation des Ergebnisses

Unter der Voraussetzung (50) gilt fir alle Losungen von (48) mit Anfangswerten N(0) >
0, P,(0) > 0, P(0) >0 firi =2,...,n:

a d1

lim N(t) = ﬁ, hm Pi(t)=—(1-

t—o0 c1 by

—L), lim P(t) =0 firi =2, ...,
ClK), Jim Pi(t) ir n

Es tiberlebt also nur die erste Rauberpopulation, wahrend alle anderen aussterben.
Es sei noch angemerkt, dass wir uns hier fiir P, mit dem geringsten Ressourcenbedarf
entschieden und damit gesteuert haben, welche Rauberpopulation iiberleben kann, um

das Modell zu analysieren und einen Einblick zu geben, was grundsétzlich iiber einen
lingeren Zeitraum passiert. Wiirden wir in unserer Voraussetzung (50) verlangen, dass
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P; kleiner ist als alle iibrigen Komponenten im Gleichgewichtspunkt und ware P die
Réuberpopulation mit dem geringesten Ressourcenbedarf, so konnte man analog zu die-
sem Abschnitt zeigen, dass P, die Population ist, die tiberlebt, wéihrend alle iibrigen
aussterben.

4.3 Mutualismus

Mutualismus oder mutualistische Symbiose beschreibt die Situation, dass die Interaktion
zwischen Spezies auch von Vorteil fur alle sein kann.

Fakultativer Mutualismus ist dabei eine Bedingung, in der beide Arten von ihrer gegen-
seitigen Verbindung profitieren und unterscheidet sich vom obligatorischen Mutualismus
insofern, als fakultative Arten in Abwesenheit voneinander iiberleben kénnen und obli-
gate Arten in Abwesenheit voneinander zugrunde gehen.

In der Natur miissen Mutualismen nicht unbedingt symmetrisch sein, es ist auch moglich,
dass die Fitness der Spezies S; vollstiandig von S5 abhéangt, wihrend die Fitness von Sy nur
geringfiigig von S; abhéngt. Diese Beziehung wiirde als obligat-fakultativer Mutualismus
bezeichnet werden. Wir werden in dieser Arbeit mithilfe von [1] und [6] nur symmetrische
Assoziationen - das heifit fakultativ-fakultativ und obligat-obligat - betrachten.

4.3.1 Fakultativer Mutualismus

Zunachst widmen wir uns dem falkultativen Mutualismus. Wir nehmen zunéichst wieder
zwei Populationen N; und N, an, die jeweils logistisch bei Abwesenheit der anderen
Spezies wachsen.

dd]\tfl = mnN (1 — []\é + 512[]\(%)
d Ny Ny N, (53)
T 9Ny (1 %, + 1)21K2>
mit den Bezeichnungen
Ny = Ny (t) Anzahl der 1. Population zeitabhéngig
Ny = Ni(t) Anzahl der 2. Population zeitabhéngig
r1 >0 Geburtenrate der 1. Population konstant
ryg >0 Geburtenrate der 2. Population konstant
Ky >0 Kapazitit der 1. Population konstant
Ky >0 Kapazitit der 2. Population konstant
bia >0 positive Wechselwirkungskonstante konstant
b1 >0 positive Wechselwirkungskonstante konstant

62



Modellanalyse

Es lasst sich leicht feststellen, dass die Isoklinen folgende Geraden sind:

K
Die Gerade G1 = {(Ny, Na) : Ny — b12 Ny = K} verbindet (K7,0) mit (0, —b—l),
K 12 (54)
Die Gerade Gy = {(Ny, N3) : Ny — byy Ny = Ky} (verbindet (0, K3) mit (—6—2,0)
21

Es gilt:

M — (: Ny =0 oder (N1, N,) € Gy

%:OINQZOOdeI' (Nl,NQ)EGQ

und die Gleichgewichtspunkte lauten:
By =(0,0), By = (K1,0), By = (0,K)), By = (e1,e5) = (—p2pe=ta —Kba-ka)

biaba1—1 7 bizbo1—1

Die Gleichgewichte entsprechen bis auf das Vorzeichen von E, den Gleichgewichtspunk-
ten aus dem Wettbewerbsmodell von Volterra in (46).

Die Jacobi-Matrix fiir das System (53) lautet:

2r r1b r1b
TN N, = (1T m N RN N
( 1, 2) - r2b21N ro — 27‘2N + T‘2b21N
Ko 2 2 Ko 2 Ko 1

Fall 1: Schwach fakultativer Mutualismus: bi3by; < 1

Damit erhalten wir:

e J(0,0) = no 0y (0, 0) ist ein instabiler Knoten, da beide Eigenwerte positiv
0 T2

sind
-1 r1b12

o J(K1,0)= < 0 ro(l+ b21§;)> ~ (K7, 0) ist ebenfalls ein Sattelpunkt

7‘1(1"‘()12%) 0

o J(0,K,) = ( ), ~ (0, Ks) ist ein Sattelpunkt

2oy -T2
r1(K1+b12K>) _ r1b1a (K1 +b21 K>2)
Ki(bi2b21—1) Ki(bi2b21—1)
[} J(el, 62) =
_ rabia(Ka+b12K71) ro(Ko—bo1 K1)
Ko (biab21+1) Ko (biab21—1)

Die Spur und die Determinante von J(ey, e2) sind gegeben durch:
(7’1 + T’Q)KlKQ + T1b12K22 + T'nglKlz
K1 Ky(biabor — 1)

—r17r9 (K7 + b1oKo) (Ks + boy K7)
K1 Ks(byabyy — 1)

sp(J(e1,e9)) =

det(J(el, 62))
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Aus Abschnitt 2.2.1 folgt, dass Ej ein stabiler Knoten ist, wenn sp(J(e,es)) < 0
und det(J(eq,e2)) > 0 ist. Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn by by < 1 ist.
Daher ist in Fall 1 Koexistenz garantiert.

N2
&8 o o ~ 5 © s
N1 und N2

L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
N1 Zeitt

Abbildung 21: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir schwach fakultativen Mutualis-
mus mit den Parametern b5 = 0.4, by = 0.75, K1 =1, Ky =2

Fall 2: Stark fakultativer Mutualismus: b13by; > 1

o J(0,0) = (78 X

. ) ~ (0, 0) ist ein instabiler Knoten
2

N A r1b12 . .
o J(K,0)= ( 0 (14 b212)> ~ (K7, 0) ist ebenfalls ein Sattelpunkt

7"1(1 + blg%) 0
T9ba; —T9

e J(0,K5) = (

) ~ (0, K3) ist ein Sattelpunkt

N1 und N2

N1 Zeitt

Abbildung 22: Phasenportrait und Langzeitverhalten fir stark fakultativen Mutualismus
mit den Parametern b12 = 13, b21 = 1, K1 = ]_, K2 =2
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Interpretation des Ergebnisses

Die Dynamik des fakultativen Mutualismus unterscheidet zwischen einem schwachen Fall
und einem starken Fall, wobei nur im schwachen Fall ein Gleichgewichtspunkt im Inneren
exisitert, der ein stabiler Knoten ist.

Im anderen Fall existiert kein innerer Gleichgewichtspunkt, der Schnittpunkt der Iso-
klinen liegt auflerhalb des 1. Quadranten, die Populationen wachsen unbegrenzt.

Dieser Fall eines ungebundenen Wachstums, das von einem positiven Feedback zwischen
den beiden Mutualisten angetrieben wird, ist jedoch kein realistisches Szenario.

4.3.2 Obligatorischer Mutualismus

Fir den obligatorischen Mutualismus konnen wir die Gleichungen (53) verwenden, die
wir fiir den fakultativen Mutualismus modelliert haben, aufler dass sich das Vorzeichen
der Parameter 71,7y, K7 und K5 von positiv zu negativ dndert.

dd]:ffl == 7"1N1 (1 — ][2 + bm?{{j)
dNy No N, (55)
H = T2N2 (]_ — E -+ b21[(2>
mit den Bezeichnungen
N1 = Ny (t) Anzahl der 1. Population zeitabhingig
Ny = Nyo(t) Anzahl der 2. Population zeitabhingig
r; <0 Geburtenrate der 1. Population konstant
r, <0 Geburtenrate der 2. Population konstant
K; <0 Kapazitat der 1. Population konstant
Ky <0 Kapazitdt der 2. Population konstant
bis >0 positive Wechselwirkungskonstante konstant
bay >0 positive Wechselwirkungskonstante konstant

Die gednderten Vorzeichen von den Tragfahigkeiten K7, Ky und Geburtenraten ry, ry be-
deuten, dass keine Spezies in der Abwesenheit der anderen iiberleben kann.

Modellanalyse

Die Modellanlayse ist dhnlich wie beim fakultativen Mutualismus. Die Isoklinen sind
die bereits bekannten aus (54)

K
Die Gerade Gy = {(N1, Ny) : Ny — bisNy = Ky} verbindet (K7, 0) mit (0, _171)’

12

K
Die Gerade Gy = {(Ny, Na) : Ny — byy Ny = K3} (verbindet (0, K5) mit (—6—2,0)

21
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Es gilt:

M —0: N, =0 oder (N, N,) € Gy
dd—t?:():NQ:Ooder (N1, Np) € Gy

Allerdings bedeuten die Verdnderungen, die aufgrund der Negativitdt von K7 und K5 auftreten,
dass beide Arten aufeinander angewiesen sind, um zu iiberleben.

Da die Kapazitdten K; und K, negativ sind, liegen die Gleichgewichtspunkte (K7,0)
und (0, K3) nicht im ersten Quandranten und wir erhalten folgende Gleichgewichtspunk-
te, sowie die Jacobi-Matrix:

El = (Oa 0)7 E2 = (61,62) = (_K2b12_K1 _K1b21—K2)

biaba1—1 7 bi2b21—1
ry — ZL N, 4 mbiz N, ribiz
_ K K K
J(N17 NQ) - 17“2b21 N ! To — 2&]\]1' _'_ r2ba1 N
Ko 2 2 Ko 2 Ko 1

Schlieflich unterscheiden wir folgende Falle:
Fall 1: Schwach obligatorischer Mutualismus: bi505; < 1

In diesem Fall schneiden sich die Nullisoklinen von N; und N, nicht im ersten Qua-
dranten, sodass gilt:

e J(0,0) = (78 0

sind.

. ) ~» (0, 0) ist ein stabiler Knoten, da beide FEigenwerte negativ
2

N2
N1 und N2
~

0 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
N1 Zeitt

Abbildung 23: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir schwach obligatorischen Mutua-
lismus mit den Parametern b1y = 0.3, by = 0.75, K1 = —1, Ky = —2
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Fall 2: Stark obligatorischer Mutualismus: b;5b9; > 1

Damit erhalten wir:

e J(0,0) = no 0 (0, 0) ist ein stabiler Knoten, da beide Eigenwerte negativ
0 T2
sind
r1(K1+b12K>) _ r1b1a (K1 +b21 K2)
Ki(bi2b21—1) Ki(biaba1—1)
o J(ey,en) = , da det(J(e1,e2)) <0
_ rabia(Ka+b12K71) ro(Kao—b21 K1)
Ko (b12b21+1) Ka(b12b21—1)

~ Fy ist ein Sattelpunkt

N1
—N2

N2
-
N1 und N2

—N2

N1 und N2

Zeitt

Abbildung 24: Phasenportrait und Langzeitverhalten fiir stark obligatorischen Mutualis-
mus flir zwei unterschiedliche Anfangsbedingungen mit den Parametern by = 1, by =
1.8, K1 - —1, K2 = —2
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Interpretation des Ergebnisses

Die Dynamik des obligatorischen Mutualismus unterscheidet, wie auch der fakultative
Mutualismus, zwischen einem schwachen Fall und einem starken Fall. Im schwachen Fall
schneiden sich die Isoklinen im ersten Quadranten nicht und der einzige stabile Knoten ist
der Punkt (0,0), was zur Folge hat, dass beide Populationen aussterben (siehe Abbildung
23). Die Wahrscheinlichkeit, dass eine schwach obligatorische Beziehung in der Natur auf-
tritt, ist gering, da die beiden Arten vollstdndig voneinander abhéngig sein miissten.

Im starken Fall ist der Schnittpunkt der beiden Isoklinen ein Sattelpunkt. Liegt die An-
fangsbedingung von (55) unterhalb der Sattelpunktschwelle (das heifit unter den Koor-
dinaten des Sattelpunktes), sterben beide Population aus. Ist die Anfangsbedinung von
(55) ausreichend grof}; gehen die Bahnen gegen co. Diese Ergebnisse zeigen, dass die Ko-
existenz zwischen mutualistischen Spezies in den Lotka-Volterra-Modellen, ob fakultativ-
fakultativ oder obligat-obligat, nur moglich ist, wenn interspezifische Wechselwirkungen
ausreichend schwach sind.
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5 Lotka-Volterra Populationsmodelle fiir n Spezies

Dieses Kapitel gibt zum Abschluss dieser Arbeit einen Einblick in Modelle mit mehr als
zwei Spezies, die im Allgemeinen schwieriger zu analysieren sind. Es gibt eine Vielzahl an
Moéglichkeiten von Interaktionen: Wéhrend zwei Spezies von einander profitieren kénnen,
wie in Kaptiel 4.3 beschrieben, kann eine andere Populationen eine der beiden mutualis-
tischen Spezies als Beute zum Uberleben brauchen, wihrend die andere mit einer vierten
Spezies um eine Resource konkurriert, . . .

Es bedarf einer intensiven Analyse, welche der n Spezies iiber einen ldngeren Zeitraum
iiberleben, welche aussterben und welche beziehungsweise wieviele von ihnen koexistieren
konnen.

Die folgenden drei Unterkapiteln stellen das allgemeine Lotka-Volterra Modell fiir n Spe-

zies, ein Modell mit Rauber-Beute Verhalten, sowie ein Modell mit Wettbewerbsverhalten
vor, siehe [3].

Das allgemeine Lotka-Volterra fiir n Spezies ist von folgender Form:

dN; - ‘
o = N, (ri+2aiij) 1=1,...,n (56)
j=1

mit folgenden Bezeichnungen

N; = N;(t) Anzahl der i-ten Population zeitabhangig
r; € R Wachstumsrate der ¢-ten Population konstant
A Effekt der j-ten auf das Wachstum der ¢-ten Population konstant
a;; >0 Effekt ist postitiv, wenn das Wachstum erhoht wird konstant
a;; <0 Effekt ist negativ, wenn das Wachstum gesenkt wird konstant

Fiir die Populationsdichten gilt N; € R{. Fasst man die Koeffizienten a;; als Matrix
A = (a;;) zusammen, so wird diese als Interaktionsmatriz bezeichnet. Man kann anhand
dieser Matrix sagen, welche Interaktionen zwischen den einzelnen Spezies stattfinden.
Wie oben beschrieben, sind die Konstanten a;; der Effekt, den die j-te Population auf
das Wachstum der ¢-ten Population hat.

e Sind a,; und a;; beide negativ, so konkurrieren die beiden Spezies um eine Ressource,
da beide jeweils negativen Einfluss auf das Wachstum der anderen haben.

e Ist a;; positiv und a;; negativ, so ist Population i Beute fiir Population j.
e Sind a;; und aj; beide positiv, so handelt es sich um Mutualismus.

Mit (56) konnen alle moglichen Interaktionstypen modelliert werden - der Einfluss jeder
Spezies auf die Wachstumsraten ist dabei als linear vorausgesetzt.
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Modellanalyse

Der Zustandsraum ist der nicht-negative Orthant
R? = {(Ny,...,N,) ER": N; >0 firr i = 1,...,n}

Die Randpunkte von R’ liegen in den Koordinantenebenen N; = 0, was bedeutet, dass
die Spezies i abwesend beziehungsweise ausgestorben ist. Eine fehlende Spezies kann sich
nicht mehr wieder erholen und bleibt abwesend.

Wie in der Einleitung erwihnt, ist es schwierig bis teilweise unmoglich Aussagen iiber
allgemeine n-dimensionale Systeme (56) zu treffen.

Numerische Simulationen zeigen, dass schon der Sprung von zwei auf drei Spezies in Cha-
os enden kann. Das asymptotische Verhalten liefert unregelméaflige Osziallationen, die in
einer sehr sensiblen Weise von den Anfangswerten anhédngen. Das Langzeitverhalten ist
in so einem Fall unvorhersehbar, vgl. [3].

Die Gleichgewichtspunkte von (56) im Inneren von R’} (Inneres ist dabei die Menge der
inneren Punkte im topolgoischen Sinn) sind die Losungen folgender Gleichungen:

Ti+2&iij:O 7;:1,...,71 (57)
j=1

Theorem 5.1. [3] Das Innere von R’ enthélt Punkte aus dem a- oder w-Limes genau
dann, wenn das Modell (56) einen inneren Gleichgewichtspunkt hat.

Beweis. Da Gleichgwichtspunkte mit ihren a- und w-Limiten tibereinstimmen, ist die
eine Richtung trivial.

Lasst (57) keine positiven Losungen zu, so konvergiert jede Trajektorie entweder gegen
den Rand oder gegen unendlich. Beinhaltet das Innere von R’} eine periodische Trajek-
torie, so muss es auch einen Gleichgewichtspunkt beinhalten. Um dies zu beweisen, sei
L : N — M definiert durch

M;=ri+> ayN; = L(N) i=1,....n (58)

J=1

Wenn (56) keinen inneren Gleichgewichtspunkt besitzt, ist die Menge K = L(int R%)
disjunkt von 0 = (0, 0, 0).

Ein bekanntes Theorem aus der konvexen Analysis besagt, dass es eine Hyperebene H
durch den Punkt 0 gibt, die disjunkt von K ist. Es existiert daher ein Vektor ¢ =
(¢1,...,¢n) # 0, der orthogonal zu H ist, das heit ¢ - N = 0 VN € H, so dass
c-M >0VM e K. Wir definieren auf dem Inneren von R :
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Ist N(t) eine Losung von (56) im Inneren von R}, gilt fiir die zeitliche Ableitung
t— V(N(1))

le ZTZ+Z al
dt_z AL ( le %) => cMi=c-M>0  (60)

V wiéchst demnach entlang jeder Trajektorie, es wiirde in diesem Fall jedoch kein Punkt
im Inneren von R’ zu seinem w-Limes gehoren. Nach dem Theorem von Ljapunov 2.1
gilt dann dV/dt = 0. Dieser Widerspruch beweist die Aussage, siehe [3]. O

Im Allgemeinen hat (57) hochtens eine Losung im Inneren von R’}. Nur im Fall det A = 0
kann es mehrere Losungen geben - wir konzentrieren uns hier allerdings nur auf den Fall,
dass es einen eindeutigen Gleichgewichtspunkt gibt.

Wenn es einen eindeutigen inneren Gleichgewichtspunkt £ = (Ey,..., E,) gibt und die
Losung N(t) weder an den Rand des Orthanten noch gegen unendlich konvergiert, so
konvergiert ihr Mittelwert gegen F.

Satz 5.1. [3] Existieren positive Konstanten a und A mit a < N;(t) < A Vi und fur
alle t > 0 und ist £/ der eindeutige Gleichgewichtspunkt im Inneren von R, so gilt:

T—oo

1 T
lim 7/ Ny(t) dt = E (61)
0

Beweis. Wir schreiben die Modellgleichungen (56) um in:

(log N;)' = r; + > aiN.

j=1
Integration von 0 nach 7" und anschliefende Division durch T liefert

log N;(T") — log N; L
Og Z( )T Og Z(O) = 4 Z CLZ]ZJ<T) (62)
j=1

1 T

Aufgrund unserer Voraussetzung gilt natiirlich auch a < z;(T") < A Vi und fiir alle T > 0.
Wir betrachten nun eine Folge T}, die nach +o00 konvergiert. Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl besitzt die beschrankte Folge z;(71},) eine konvergente Teilfolge. Setzen wir die
Folge 2z1(T}) in z3 ein, diese Folge dann in z3 und fithren diese Methode bis z, fort, so
erhalten wir eine Teilfolge, welche wir wieder mit T}, bezeichnen, sodass z;(T}) fir jedes
J gegen einen Grenzwert z; konvergiert.

Die Ausdriicke log N;(T}) —log N;(0) sind auch beschrénkt. Nach dem Grenziibergang in
(62) erhalten wir demnach:

mit

0=ri+> a;%(T)
j=1
Der Punkt z = (Z1,..., 2,) ist daher ein Gleichgewichtspunkt und aufgrund der Eigen-
schaft z; > a > 0, liegt er im Inneren von R’ . Er stimmt demnach mit F iiberein und
beweist somit die Aussage (61), vgl. [3]. O

71



5.1 Lotka-Volterra Gleichungen fiir Nahrungsketten

Im Folgenden betrachten wir Nahrungsketten und treffen die Annahme, dass die erste
Population Beute fiir die zweite Population ist. Diese ist wiederum Beute der dritten
Population - dieses Muster setzt sich schlieflich bist zur n-ten Population durch. Die
Modellgleichungen lauten:

dN
7; = N1(7’1 —a Ny — a12N2) =: Nyun
dN; )
— = Ni(=rj + 45N — Ny = a5 Nj) = Njwy j=2,...,m =1 (63)
dN,,
dt - Nn<_rn + an,n—an—l - annNn> = ann

mit folgenden Bezeichnungen

N; = Ny(t) Anzahl der i-ten Population zeitabhangig
r; >0 Wachstumsrate der ¢-ten Population konstant
a;; >0 Effekt der j-ten auf das Wachstum der i-te Population konstant

Modellanalyse
Folgender Satz fasst das Modellverhalten zusammen:

Satz 5.2. [3] Besitzt das Modell (63) einen inneren Gleichgewichtspunkt F = (Fy, ..., E,),
so ist dieser global stabil, was bedeutet, dass alle Trajektorien im Inneren von R’} gegen
E konvergieren.

Beweis. Um die Aussage zu beweisen, schreiben wir zundchst (63) als dN;/dt = Nw;
und untersuchen, ob die folgende Funktion mit geeignet gewihlten ¢; € R eine Ljapunov-

funktion ist:

Die Ableitung von V ist gegeben durch:
av dN; dN; 1
——=V'= i| = —Ei— | = ((Niw; — Ejw;) = (N — Ey)w;
dt ZC(dt dt Ni> 2. alNuwi = B =3 el Jw
Da E ein Gleichgewichtspunkt ist, gilt:
= i1l — By — a0

fir j =2,...,n—11in (63) und analog auch fiir j = 1 und j = n - insgesamt erhilt man

wi = aj51(Nj1 = Ej1) — aj;(N; — Ej) = aj11(Nj1 — Ejia)
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Zur besseren Ubersicht schreiben wir y; = N; — E; und erhalten aus (64)

n n—1
V== ciaiy5 + D gy (—¢a 00 + ¢aajig) (65)
j=1 j=1

Die Konstante ¢; > 0 wahlen wir so, dass gilt:
Gl _ Gt firyg=1,...,n
Cj @j+1,5
(65) vereinfacht sich dann zu
V== ¢ja;;(N; — E;)? <0
Nach dem Theorem von Ljapunov 2.1 enthilt der w-Limes von jeder Trajektorie im

Inneren von R’} den Gleichgewichtspunkt E. [3] O

Wir haben demnach gesehen, dass wenn ein innerer Gleichgewichtspunkt existiert, so ist
er stabil und alle Trajektorien konvergieren gegen ihn.

5.1.1 Lotka-Volterra Nahrungsketten fiir drei Populationen ohne interspezi-
fischen Wettbewerb

Wahlen wir in (63) n = 3 und verzichten auf die Terme a;; N; fir j = 1,. .., 3, die interspe-
zifischen Wettbewerb beschreiben, so erhalten wir eine Nahrungskette fiir drei Populatio-
nen ohne interspezifischen Wettbewerb, was die Berechnung von Gleichgewichtspunkten
und die Untersuchung des Langzeitverhaltes vereinfacht, siche dazu [12].

dN-
ditl = N1(7‘1 - CL12N2)
dN-
T; = No(—72 + ag N1 — assN3) (66)
dN.
T; = N3(—73 + azNo)
mit
N;=N;(t) >0 Anzahl der i-ten Population zeitabhingig
r; >0 Wachstumsrate der ¢-ten Population konstant
a;; >0 Effekt der j-ten auf das Wachstum der i-te Population konstant

Es gilt, wie auch schon in Abschnitt 5.1, dass die erste Population N; Beute fiir Ny ist,
reprasentiert durch den Term —a15/Ns in der ersten Gleichung beziehungsweise +as Ny
in der zweiten Gleichung. Die zweite Population N, ist Beute fiir Ns.

Beispiele fiir solche Nahrungsketten in der Natur sind: Fule - Schlange - Maus oder
Falke - Rotkehlchen - Wurm.
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Modellanalyse

Der Zustandsraum ist
R? = {(Ny,No,N3) eR®: N; > 0 fiiri = 1,...,3}

Setzt man die Gleichungen in (66) Null und lést dieses Gleichungssystem, erhalten wir
die Gleichgewichtspunkte

E, =1(0,0,0), Ey = (=2,-0)

a2’ a1z’

Die Jacobi-Matrix fiir (66) lautet:

r1 — a12Vz —a12 Ny 0
J(Nh Ny, N3) = a21 Ny —1ry + a1 N1 — a3 N3 —a23No
0 a32N3 —73 + aza N
™ 0 0
JE)=[0 —ry 0 |~ (0,0,0) ist ein Sattelpunkt.
0 0 —r3
0 —alga% 0
J(EQ) = azl(:i 0 —aggi
0 0 —7T3 + aggrfl

ai2

Nach ldngerer Rechnung erhélt man schliefilich die Eigenwerte: \; = ™432=rad1z =}, 5 —

ai2
:l:\/Tl’f’gZ.

Fall riazy = rza;o

Fir diesen Fall ist Ay = 0 und A9 3 rein imagindr. In den Abbildungen 25 und 26 se-
hen wir, dass alle drei Spezies iiberleben, die Populationsdichten unterliegen periodischen
Schwankungen. Dabei ist immer Spezies N; zu Beginn einer Periode am grofiten, gefolgt
von Ny und schlielich N3 - dies liegt aufgrund unserer Annahmen in Modell (66) nahe.
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Abbildung 25: Phasenportrait des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
riags = rsa;s mit den Parametern rq = a19 =19 = a91 = as3 =13 =1,a3, = 1.

N1, N2 und N3

Abbildung 26: Langzeitverhalten des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
r1ase = ra;z mit den Parametern ry = a19 = ro = ag; = ag3 = 13 = azy = 1, vgl. [12]

Die Fille riasgs # Isajg
Fiir r1azs < r3ai2 sehen wir in Abbildung 27, dass sich die Losungen in die Ny No-Ebene
drehen und gegen einen Grenzzyklus um den Gleichgewichtspunkt

— (2 T1 1
E, = (%, /%, 0) konvergieren.
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Abbildung 27: Phasenportrait des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
r1ase < rza;s mit den Parametern r; = ajo = ro = a9 = agz =13 = 1,a3, = 0.7, vgl. [12]

Fiir die drei Spezies N7, N und N3 bedeutet das, dass N3 ausstirbt, wihrend N7 und Ns
das periodische Verhalten des klassischen Lotka-Volterra Modells in Abwesenheit von N3
aufweisen.

N1, N2 und N3

Abbildung 28: Langzeitverhalten des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
r1ase < rza;z mit den Parametern r; = ajp = ro = a9 = ag3 =13 = 1,a3, = 0.7, vgl. [12]

Fiir den Fall rjass > r3aqo, konvergieren alle Trajektorien, die im Inneren von ]Ri starten,
nicht gegen die N; No-Ebene, sondern divergieren nach +oo fiir ¢ — oco. Die Spezies N;
und N3 weisen daher exponentielles Wachstum auf, die Population Ny weist im Laufe der
Zeit immer groBere Schwankungen auf. Siehe dazu Abbildungen 29 und 30.
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Abbildung 29: Phasenportrait des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
riags > rsa;s mit den Parametern rq = a19 =19 = @91 = a93 =13 = 1,a3, = 1.5.

120

N1, N2 und N3

Abbildung 30: Langzeitverhalten des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
riase > rajs mit den Parametern r; = ajo = ro = ag = agz = 13 = 1,a3, = 1.5, vgl. [12]

Interpretation des Ergebnisses

Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass die Parameter ri,a12,73 und azs bestimmen,
ob die dritte Population N3 ausstirbt oder iiberleben kann. Ist ryazs < 73012, so stirbt Nj
aus, wiahrend fiir rjaszs > r3ais die Spezies N3 liberlebt und sogar exponentiell wéachst,
falls riasy > r3aqs.

Ruft man sich die Modellgleichungen aus (66) in Erinnerung, so ist dieses Ergebnis intui-
tiv, denn N3 profititert von grofleren Werten fiir r; und aszs, wahrend groflere Werte fiir
rs und a9 das Wachstum von N3 hemmen.

Interessant ist auch, dass - obwohl von einer Nahrungskette ausgegangen wird und man
glauben konnte, dass alle n — 1 Spezies fiir das Uberleben der Spezies n benétigt werden
- die Population Ny und die damit verbundenen Parameter 75, as; und a3 keinen Ein-
fluss auf das Langzeitverhalten von N3 hat. Diese dient als ein Bindeglied zwischen der
Population N; und der Population Nj.
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5.1.2 Lotka-Volterra Nahrungsketten fiir drei Populationen mit interspezi-
fischem Wettbewerb

Wiéhlen wir in (63) n = 3, so erhalten wir Nahrungsketten fiir drei Populationen mit
interspezifischem Wettbewerb.

dN-
7; = N1(7’1 —an Ny — a12N2)
dN-
7; = Ny(—r2 + as Ny — anNy — az3N3) (67)
dN.
7753 = N3(—73 + az2Na — asz3N3)
mit
N; = N;(t) >0 Anzahl der i-ten Population zeitabhangig
r; >0 Wachstumsrate der i-ten Population konstant
a;; >0 Effekt der j-ten auf das Wachstum der i-te Population konstant
Modellanalyse

Die Analyse von Modell (67) gestaltet sich um einiges schwieriger als die Analyse von
Modell (66). Der Zustandsraum ist

R} = {(N, N3, N3) e R*: N; > 0 fir i = 1,..., 3}

Setzt man die Gleichungen in (67) Null und lést dieses Gleichungssystem, erhalten wir
die Gleichgewichtspunkte

El = (07070)7 E2 = (L,O,())

ail

By = (-uzratazn —(anira—azir1) ) =: (-uzratazn 21 )
3 aijiazz+aizaz1’ aiiaze+taizaz; ’ " \aiiazz+aizaz1’ aiiaze+taizag’

und E, = (eq, eg, e3) mit

(1203379 — G120237'3 + A220337T1 + A2303271

€1 =
11023032 + (11022033 + G12021033
1102373 — Q1103372 + A21G337T1
€y =
11023032 + G11G22033 + Q12021033
o — —@1102273 — A1202173 — Q1103272 + A2103271
3=

11023032 + G11G22033 + Q12021033

Z9

a11Q23a32 + G11022033 + G12G21033
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Das Gleichungssystem besitzt noch weitere Losungen, diese sind jedoch aufgrund einer
oder mehreren negativen Koordinaten nicht im Zustandsraum R? .
Die Jacobi-Matrix fiir (67) lautet:

r1 — 2a11 N1 — a12Ny —a12Ny 0
J(Nl, Nz: N3) = az1No —7r9 + a1 N1 — 2a22 Ny — ag3 N3 —ag3Ny
0 asa N3 —13 + aza Ny — 2a33N3

Im Vergleich zu Modell (66) besitzt das Modell (67) unter gewissen Voraussetzungen
einen inneren Gleichgewichtspunkt.
Es ist folgende Fallunterscheidung notwendig:

1. Fall: Fiir 29 > 0 ist E4 biologisch relevant und nach Satz 5.2 global stabil, das heif3t
alle Trajektorien im Inneren von Ri konvergieren gegen F,. Die tibrigen Gleichge-
wichte sind Sattelpunkte.

2. Fall: Fir z9 < 0 ist Ej biologisch nicht relevant, da die dritte Koordinate negatives
Vorzeichen aufweist. Fiir diesen Fall besitzt das Modell (67) die Gleichgewichts-
punkte Eq, E5 und Fs.

(a) Fur die Existenz von E3 muss gelten z; > 0 - &hnlich wie fiir E, ist fir z; <0
die dritte Koordinate von E5 negativ.

Die Eigenwerte von J(E3) lauten A\j5 < 0 und A3 = 2o Wéhrend fiir den
1.Fall z5 > 0 gilt, ist nun 25 < 0.

~» Alle Eigenwerte sind negativ und FEj3 ist fiir zo < 0 und z; > 0 ein sta-
biler Knoten, wahrend E; und Es weiterhin Sattelpunkte sind.

(b) Ist 2y < 0, so existiert weder E4 noch Ej.

Die Eigenwerte von J(Es) Jlauten: Ao < 0 und A3 = 2;. Analog zu dem
Fall 2(a) sorgt auch diese Anderung der Ungleichung fiir eine Anderung im
Verhalten. Es ist A3 < 0 und FEs ist ein stabiler Knoten.

3. Fall: Fiir die Gleichheit 2o, = 0 ist die dritte Komponente von F, Null, was zur Folge
hat, dass die dritte Spezies ausstirbt. F4 und FEj5 fallen zusammen und sind stabile
Knoten, wihrend F; und F5 Sattelpunkte sind.
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Interpretation des Ergebnisses

Wir fassen das Verhalten von Modell (67) zusammen und veranschaulichen es mithil-
fe einiger Abbildungen.

Fir zo > 0 haben wir gesehen, dass Fj ein global stabiler innerer Gleichgewichtspunkt
ist, siche dazu Abbildungen 31 und 32.

N3

Abbildung 31: Phasenportrait des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
2o > 0 mit den Parametern vy = 7 und 79 = 73 = @13 = @9; = G99 = Q93 = A3z = a33 = 1.

55

N1

N3 |

—

N1, N2 und N3
© &
o »~ o
' :
| | |

X
u
1

25} -

4 I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70
Zeit t

Abbildung 32: Langzeitverhalten des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
zo > 0 mit den Parametern vy = 7 und r9 = r3 = @12 = @91 = G99 = Qo3 = a30 = a3z = 1.
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Fiir zg < 0 und z; > 0, bildet E3 einen stabilen Knoten. In den Abbildungen 33 und 34
ist der Spezialfall der Gleichheit von z5 = 0 dargestellt, der Fall zo < 0 und z; > 0 fihrt,
wie oben beschrieben, zu demselben Ergebnis.

Abbildung 33: Phasenportrait des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
2z = 0 mit den Parametern vy = 3 und 79 = 73 = @13 = @91 = G99 = Q93 = A3z = a33 = 1.
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Abbildung 34: Langzeitverhalten des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
2o = 0 mit den Parametern vy = 3 und 79 = 73 = @13 = @9; = G99 = Q93 = A3z = a33 = 1.
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Fiir 29 < 0 und z; < 0 existieren weder F5 noch Ej4. Das Modell strebt gegen den stabilen
Knoten FE,, was zur Folge hat, dass sowohl die zweite als auch die dritte Spezies ausstirbt.

Abbildung 35: Phasenportrait des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
2o < 0 und z; < 0 mit den Parametern r, = 3 und 71 = 73 = a2 = @91 = G99 = Q93 =
a3 = A33 — 1.
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Abbildung 36: Langzeitverhalten des Nahrungsketten-Modells fiir 3 Spezies fiir den Fall
2z < 0 und 2z; < 0 mit den Parametern ro = 3 und r; = r3 = @12 = a91 = A9 = o3 =
aszy = asz = 1.
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5.2 Ein Modell fiir zyklischen Wettbewerb

Bisher haben wir gesehen, dass sobald es einen inneren Gleichgewichtspunkt gibt, ist er
global stabil. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass dies fiir Wettbewerbsmodelle
nicht gilt.

Wir beschéftigen uns mit folgendem dreidimensionalen Modell in [3]:

dN

dTl = Ni(1 = Ny — aNy — bN3)

dN.

71&2 = Ny(1 — bN; — Ny — aNs) (68)
dN

d—t?’ = N3(1 — aN; — bNy — N3)

mit folgenden Bezeichnungen

N; = N;(t) € Ry | Anzahl der i-ten Population | zeitabhingig
O<b<l<a mit a + b > 2 konstant

Hier ist anzumerken, dass diese Voraussetzung sehr spezifisch sind und in der Form kaum
in der Natur vorkommen. Sie erleichtern und ermoglichen allerdings Berechnungen und
Analysen fiir allgemeinere Situationen.

Das Modell (68) beschreibt sogenannte zyklische Interaktionen - ersetzt man Spezies 1
durch Spezies 2, Spezies 2 durch Spezies 3 und Spezies 3 durch Spezies 1, so bleiben die
Gleichungen in (68) unverandert. Durch diese Annahme vereinfacht sich die Analyse, da
die Eigenwerte der entsprechenden Jacobi-Matrix, die zyklisch ist, relativ einfach berech-
net werden koénnen.

Eine allgemeine zyklische n x n Matrix ist definiert als:

Qo ay -+ QGp-1
Ap—1 Q1 -+ QAp-2
A =
al a2 “ . ao

Sie besitzt Eigenwerten der Form

n—1
A=Y ax¢™ i=0,...,n—1mit ¢ ist die n-te Einheitswurzel ( = exp(27i/n) (69)
k=0
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Modellanalyse

Der Zustandsraum ist
R? = {(Ny,No, N3) e R*: N; > 0 fiiri = 1,...,3}

Setzt man die Gleichungen in (68) Null und lést dieses Gleichungssystem, erhalten wir
den eindeutigen inneren Gleichgewichtspunkt

E, = (61762763) = 1

1+a+b
Die Jacobi-Matrix fiir (68) lautet:
1— 2N1 — CLN2 — bN3 —CLNQ —bN3
J(Nl,NQ,Ng) = _bN2 1—bN1 —2N2—CLN3 —CLNg
—CLNg _bN2 1-— U,Nl — bNg — 2N3
Ausgewertet an E; ergibt:
-1 —a -0
J(€1,€2,63> = ﬁ b -1 —a
—a —b -1

Diese Matrix ist zyklisch, ihre Eigenwerte sind wegen (69) A; = —1 und

A=A (=1 + ae®™/3 — petmi/3) (70)

:1+a+b

Der Realteil von (70), der zur Klassifikation des Gleichgewichtspunkts von Bedeutung

ist, ist:
1 a+b
— [ -1 1
1+a+b< + 2 ) (1)

Aufgrund unserer Annahme, dass a+0b > 2 ist, ist der Klammerausdruck positiv, wodurch
der Term in (71) positiv ist.

~ [ ist ein Sattelpunkt.

Das Modell (68) hat noch vier weitere Gleichgewichtspunkte, die am Rand von R? liegen:
E, =(0,0,0), E5=(1,0,0), £, =(0,1,0), E5 = (0,0,1)

—1 0 0 1—a O 0 1-0 0 0
JE;) =10 1-=b 0 |, J(E) = 0o -1 0 |,J(Es) = 0 1—a O
0 0 1—a 0 0 1-90 0 0 —1

Wie man leicht erkennen kann, sind (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) Sattelpunkte.
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Abbildung 37: Phasenportrait des zyklischen Wettbewerbs fiir 3 Spezies mit a = 1.7 und
b= 0.5, vgl. [3]

Die Analyse des Modells (68) zeigt uns ein neues Verhalten eines dynamischen Systems
zeigen, siehe dazu Abbildung 37.

Die Einschrénkung des Modells (68) auf die Ebene N3 = 0 ist ein zweidimensionales
Konkurrenzmodell, in dem sich N, durchsetzt, es gibt einen Orbit oy, der E3 mit Fy
verbindet und fiir den Ej3 ein a-Limes und Fj ein w-Limes ist. Analog geht man nun mit
den Einschrankungen auf die beiden anderen Ebenen N; = 0 und N, = 0 vor:

Fir Ny = 0 gibt es einen Orbit oy, der E, mit E5 verbindet und fiir den Fj, ein a-Limes
und FEs ein w-Limes ist.

Fir Ny = 0 gibt es einen Orbit o3, der E5 mit E3 verbindet und fiir den E5 ein a-Limes
und Fs5 ein w-Limes ist.

Die Orbits 01, 09, 03 bilden ein Dreieck, dessen Eckpunkte die drei Sattelpunkte Fs3, Fy
und FEs sind.

Sei H nun die Menge bestehend aus den drei Sattelpunkten Fj3, F4, E5 und den drei
Orbits 01, 09, 03. Eine solche invariante Menge bestehend aus Gleichgewichtspunkten und
verbindenden Orbits, nennt man einen heteroklinen Zyklus.

Eine Losungskurve von (68) befindet sich jeweils einige Zeit in der Néhe der Sattelpunkte
E3, E,und Ej5, bevor sie sehr rasch entlang der Orbits o1, 09, 03 zum jeweils néchsten Sat-
telpunkt wandert. Da Sattelpunkte nicht die notwendige Stabilitat aufweisen, sodass die
Trajektorie langfristig gegen einen der Sattelpunkte konvergiert, verweilt die Trajektorie
immer ldnger und immer naher am Sattelpunkt, bewegt sich anschlieend sehr schnell
zum nachsten Sattelpunkt und verweilt dort wieder eine gewisse Zeit. Die Perioden be-
ziehungsweise die Zeit, die die Losungskurve bei den jeweiligen Sattelpunkten verweilt,
wird mit der Zeit immer langer.
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Fiir die drei Spezies N1, Ny und N3 bedeutet das, dass es Zeitspannen gibt, in denen es so
aussieht, dass N; den Wettbewerb gewinnt, wahrend die anderen beiden Spezies drohen
auszusterben.

Es kommt jedoch zu einem Zeitpunkt, an dem die Dichte von Ny sehr schnell sinkt, N
sich erholt und schliellich fiir eine gewissen Zeit dominiert. Auch die Dichte von N, fallt
plotzlich und sehr rasch, sodass sich N3 eine Zeit durchsetzen kann, bevor N; wieder
dominiert.

Dieses beschriebene Langzeitverhalten ist in Abbildung 38 zu sehen, die Zeitspannen, in
denen jeweils eine Spezies dominiert, wahrend die anderen beiden beinahe ausgestorben
sind, werden immer langer.

N1, N2 und N3

0 50 100 150 200 250 300 350

Abbildung 38: Langzeitverhalten des zyklischen Wettbewerbs fiir 3 Spezies mit a = 1.7
und b= 0.5

Wir zeigen nun, dass H der w-Limes von allen Orbits im Inneren von R? ist. Dabei gehen
wir analog zu [3] vor und definieren uns folgende Funktionen:

S:N1+N2+N3 P:N1N2N3 (72)
Ableiten ergibt:
S' = Ny + Ny + N3 — [N2 + N2 + N2 + (a + b) (N, Ny + NyN3 + Ny N3)]

und
dN dN. dN.
P = lel NoN3 + N, 7; N3 + NN, thg

Man kann P’ durch P und S darstellen:
P'=PB3—(1+a+b)S)
Wir berechnen die Ableitung der Ljapunovfunktion V' (Ny, Ny, N3) = %:

<P> :S‘4P<1—a;b

38 ) [(N1 — N3 + (Ny — N3)? + (N3 — Np)?] <0, (73)
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Wegen Ljapunov’s Theorem 2.1 konvergieren alle Trajektorien, die nicht auf der Diagona-
le Ny = N, = Nj liegen gegen den Rand von R? , weil dort P = 0. Wir haben allerdings
gesehen, dass dort die einzige Moglichkeit fiir einen w-Limes die Menge H ist.

Es sei noch angemerkt, dass die Anforderungen durch a und b an das Modell (68) sehr
speziell sind, sodass so ein w-Limes in Form eines heteroklinen Zyklus in der Realitét
kaum vorkommen wird, es wird sich nach einiger Zeit eine Spezies durchsetzen, wéhrend
die anderen beiden aussterben werden.

Fir die letzten beiden Abschnitte gilt: Gibt es einen inneren Gleichgewichtspunkt und
konvergieren die Trajektorien weder gegen den Rand von R? noch gegen unendlich, so
konvergieren die zeitlichen Mittelwerte gegen den inneren Gleichgewichtspunkt, siehe Ab-
schnitt 4.1.1.

Fiir das Modell (68) konvergieren die Trajektorien jedoch gegen den Rand von R3 | es ist
also naheliegend, dass die zeitlichen Mittelwerte nicht mehr gegen einen einzelnen Punkt
konvergieren.

In [3] ist detalliert hergeleitet und bewiesen, dass die Menge aller Grenzpunkte des Zeit-
mittels

1 /T
AT) = [ N() dt (74)
T Jo
mit
N(t) = (N1, N2, N3)  und  2(t) = (21, 22, 23)
der Rand des Dreiecks A; Ay Az ist, siehe dazu Abbildung 39.

N3

A E4

Abbildung 39: Der Rand des Dreiecks A; A5 A3 ist die Menge aller Grenzpunkte von (74)
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6 Zusammenfassung

Diese Arbeit bietet neben einigen wichtigen Methoden zum Losen dynamischer Systeme,
eine Ubersicht an mathematischen Modellen zur Beschreibung der Wechselwirkungen fiir
eine, zwei und mehr Populationen.

Sind eindimensionale Modelle verhdltnisméafig einfach in der Analyse, gestaltet sich diese
bei zweidimensionalen Systemen zum Teil schwieriger. Mithilfe von verschiedenen Metho-
den es ist moglich, das Verhalten, welches je nach Modell sehr unterschiedlich sein kann,
zu analysieren.

Fir Rauber-Beute-Modelle sind periodisches Verhalten, Konvergenz gegen ein inneres
Gleichgewicht oder Konvergenz gegen einen stabilen Grenzzyklus moglich - es kann je-
doch auch zur Ausrottung der Rauberpopulation kommen.

In Modellen, die einen Wettbewerb zwischen Spezies modellieren, ist es intuitiv, dass sich
langfristig ein Konkurrent durchsetzt, wihrend der andere ausstirbt. Diese Vermutung
wird in den meisten Fallen bestatigt, unter spezieller Wahl der Parameter ist eine Ko-
existenz beider Spezies moglich und die Losungen konvergieren gegen ein inneres Gleich-
gewicht.

Die Konvergenz gegen ein inneres Gleichgewicht gewahrt fiir Modelle, die Mutualismus
modellieren, dass es moglich ist, Koexistenz zu erhalten. Exponentielles Wachstum bei-
der Population ist genauso wie das Aussterben beider Population ein Verhalten, welches
auftreten kann, wenn beide Populationen voneinander profitieren.

Modelle, die die Interaktion von mehr als zwei Populationen beschreiben, sind im All-
gemeinen deutlich aufwendiger in der Analyse. Im letzten Kapitel werden grundlegende
Eigenschaften fiir n-dimensionale Modelle bewiesen. Als Beispiele werden ein dreidimen-
sionales Nahrungskettenmodell sowie ein Modell fiir zyklischen Wettbewerb fiir drei Spe-
zies analysiert.
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