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1 Inhalt

John von Neumann und Garrett Birkhoff haben durch die Untersuchung der logischen Struk-
tur von quantenmechanischen Systemen, welche sie als die Logik der Quantenmechanik be-
zeichnet haben, den Grundstein fiir ndmliche gelegt und den Anstof§ zur weiteren Analyse
sogenannter Quantenlogiken - als welche man in der axiomatischen Quantenmechanik meist
(0-)orthomodulare (nicht notwendigerweise verbandsgeordnete) posets betrachtet - gegeben.
Handelt es sich bei einer mit einem physikalischen System assoziierten Logik um eine Boolesche
Algebra, dann hat man Grund zur Annahme, dass man es mit einem klassischen System zu tun
hat.

Ist S eine Menge von Zustanden eines physikalischen Systems, dann definieren die Wahrschein-
lichkeiten p(s)El des Eintretens eines Ereignisses, wenn das System in unterschiedlichen Zustéan-
den s € S ist, eine Funktion von S nach [0, 1], welche man S-Wahrscheinlichkeit nennt. Ordnet
man eine Menge P von S-Wahrscheinlichkeiten beztiglich der Ordnung von Funktionen, schlief3t
die konstanten Funktionen 0 und 1 mit ein und definiert p’ := 1 —p fiir jedes p € P, dann erhélt
man ein beschranktes poset von S-Wahrscheinlichkeiten mit einer antitonen Involution.
Gegeben eine solche Menge P C [0, 1]¥ von durch Messungen erhaltenen S-Wahrscheinlichkeiten,
stellt sich die Frage, welche Art von (Quanten-)Logik durch diese induziert wird. Insbesondere
ist von Interesse, zu wissen, ob man mit einer klassischen oder quantenmechanischen Situation
zu tun hat.

Wir zeigen, dass man Antworten darauf finden kann, indem man die relationale und algebrai-
sche Struktur von P studiert. In vielen Féllen handelt es sich bei P um ein orthomodulares
poset, das haufig sogar verbandsgeordnet ist. Besondere Beispiele dafiir sind etwa die aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie bekannte o-Algebra und der sogenannte Hilbert-Verband.

Wir untersuchen Mengen von S-Wahrscheinlichkeiten hinsichtlich ihrer Struktur, klaren Fra-
gen iiber Relationen zwischen unterschiedlichen Klassen von S-Wahrscheinlichkeiten, geben
algebraische Repriasentationen an und charakterisieren auf verschiedene Weisen die fiir die Er-
kennung eines klassischen Systems wesentliche Eigenschaft, dass zwei S-Wahrscheinlichkeiten
miteinander kommutieren.

Im Speziellen identifizieren und studieren wir sogenannte GFEs und Algebren von numerischen
Ereignissen, unter ihnen auch die bekannteren konkreten Logiken.

Dariiber hinaus lernen wir eine Familie von aus Korrelationswahrscheinlichkeiten zusammen-
gesetzten Ungleichungen kennen, deren Erfiillung eine notwendige Bedingung fiir die Klassik
eines Systems darstellt.

(vorangegangene Ausfithrungen orientieren sich an den Arbeiten [12] 4, [25] [26] [19] [29] 32))

!Die Zahl p(s) kann man sich als die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man den Wert einer beobachtbaren
physikalischen Grofie in einer bestimmten Teilmenge der reellen Zahlen vorfindet, wenn sich das System, mit
dem die Grofle assoziiert ist, im Zustand s € S befindet, vorstellen.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

2.1 Der propositionale Kalkiil der klassischen Physik

In der klassischen Physik gibt es fiir jedes physikalische System S einen mit ihm assoziierten
Raum S, welchen man den Phasenraum von S nennt. Die moglichen Zustéindeﬂ des Systems (zu
einem bestimmten Zeitpunkt) stehen in eineindeutiger Korrespondenz mit den Punkten von S.
Observablenﬂ werden durch reellwertige Funktionen auf S reprasentiert. Ist f eine solche Funk-
tion, die mit einer bestimmten Observablen korrespondiert, dann wird der Wert f(s) fir jedes
s € S als der Wert dieser Observablen, wenn das System im Zustand s ist, interpretiert. Dieses
Konzept ist fiir jedes klassische System sinnvoll.

Propositionen sind elementare Aussagen iiber ein System. Sie sind von der Form, ,das System
hat eine bestimmte Eigenschaft”. Aus dem Grund spricht man anstatt von Propositionen auch
oft von Eigenschaften oder (Ja-Nein-)Fragen.

Die allgemeinste Aussage dieser Art ist, ob der Wert einer bestimmten Observablen in einer
bestimmten reellen Zahlenmenge E liegt. Wenn die Observable durch eine Funktion f auf S
reprasentiert wird, dann ist eine solche Proposition dquivalent zu der Aussage, dass der Zustand
des Systems in der Menge f~'(E) des Raumes S ist.

Das bedeutet, die physikalisch bedeutsamen Aussagen, die liber das System gemacht werden
konnen, stehen in Korrespondenz mit Teilmengen von §. Anders ausgedriickt, wird jede Propo-
sition mit den Punkten jener Menge aus der Borel-o-Algebraf’| des Phasenraumes, welche den
Zustanden des physikalischen Systems, in welchen sich bei Messungen die Proposition als wahr
herausstellt, entsprechen, identifiziert. El

Jede solche Teilmenge A des Phasenraumes korrespondiert eineindeutig mit einer charakte-
ristischen Funktion y 4, die auf A den Wert 1 hat und sonst den Wert 0. Der Schnitt zweier
charakteristischer Funktionen ist ihr Produkt und entspricht der charakteristischen Funktion
zum mengentheoretischen Schnitt der assoziierten Teilmengen. Die Vereinigung zweier charak-

'Einen Zustand (sowohl eines klassischen als auch eines quantenmechanischen Systems) kann man als das
Resultat einer Menge von experimentellen Verfahren, die verwendet werden, um das physikalische System
zu isolieren und zu préparieren, auffassen. Der Begriff des Zustands beschreibt dann all jene Attribute des
Systems, die in dem Sinne zuféllig sind, dass sie in verschiedenen Situationen unterschiedlich sein und sich
mit der Zeit verdndern kénnen. Permanente Attribute hingegen fallen unter den Begriff des physikalischen
Systems selbst. Insbesondere sagt man, dass sich zwei Systeme in demselben physikalischen Zustand befinden,
wenn die Erwartungswerte aller diese beiden Systeme betreffenden Observablen iibereinstimmen.

2Observablen sind messbare GroBen wie zum Beispiel Energie, Position und Momentum. Synonym zum Begriff
der Observablen wird auch der Ausdruck physikalische Grifle verwendet.

3Eine o-Algebra ist als ein Mengensystem, das heifit, eine Menge von Teilmengen einer Grundmenge, das
die Grundmenge enthélt und abgeschlossen beziiglich der Bildung von Komplementen und abzidhlbaren
Vereinigungen ist, definiert. Jede o-Algebra ist eine (o-)vollstandige Boolesche Algebra (siehe Definition
S7 das bedeutet, eine Boolesche Algebra, in der zu jeder abzéhlbaren Teilmenge von Elementen das
Supremum existiert. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht.

Eine Borel-o-Algebra ist die von einem aus offenen Mengen bestehenden Mengensystem erzeugte o-Algebra.
Fiir Details sei beispielsweise auf verwiesen.

4Diese Definition impliziert, dass zwei Propositionen, die derselben Teilmenge von S entsprechen, miteinander

identifiziert werden.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

teristischer Funktionen ist ihre Summe abziiglich ihrem Schnitt bzw., dquivalent dazu, das
Komplement des Schnittes der Komplemente. Das bedeutet, sie entspricht der mengentheo-
retischen Vereinigung der zugehorigen Teilmengen des Phasenraumes. Das Komplement der
charakteristischen Funktion einer Menge A entspricht der charakteristischen Funktion des men-
gentheoretische Komplements A¢ = Q\ A.

In der klassischen Mechanik korrespondieren also die logischen Operationen UND, ODER und
Komplementbildung genau mit den mengentheoretischen Operationen im Phasenraum. Daher
erfiilllen diese Vorschriften auch alle Eigenschaften der klassischen Aussagenlogik und der Men-
gentheorie, darunter die Idempotenz, Kommutativitit, Assoziativitit, Distributivitat und das
Absorptionsgesetz.

Dariiber hinaus lasst sich die mengentheoretische Inklusion mit der logischen Implikation iden-
tifizieren. Also sind Propositionen durch die mengentheoretische Inklusion geordnet, P < @) :&
P C (] wodurch P C Q als die logische Implikation P = @ aufgefasst werden kann. Das heifit,
wann immer das physikalische System in einem Zustand ist, in dem die Proposition P sicher
wahr ist, ist auch die Proposition () in diesem Zustand sicher wahr, und die Wahrscheinlichkeit,
dass @) in einem Zustand wahr ist, ist niemals kleiner als jene, dass P in diesem Zustand wahr ist.

Mathematisch ausgedriickt bedeuten die bisherigen Ausfithrungen, dass im Hintergrund des
klassischen Systems eine Boolesche Algebraﬁ von Teilmengen des Phasenraums steht, deren
Elemente Aussagen iiber das physikalische System reprisentieren, also eine Boolesche Algebra
von Propositionen. Diese Boolesche Algebra nennt man den propositionalen Kalkil bzw. die
Logik des Systems.

Aufgrund dessen kann man fiir ein klassisches physikalisches System aus zwei dieses System be-
treffenden Propositionen P, () durch Anwendung der logischen Konnektive neue Propositionen
bilden, die ebenfalls sinnvolle Aussagen iiber das System darstellen. Insbesondere kann durch
Verwendung der Konjunktion die Proposition ,,P und @, durch Verwendung der Disjunktion
die Proposition ,,P oder @“ und durch Verwendung der Negation die Proposition , Nicht-P*
gebildet werden.

Befindet sich beispielsweise eine Miinze in einer Box und kann entweder Kopf oder Zahl zeigen,
dann ist entweder die Miinze in der Box und zeigt Kopf oder die Miinze ist in der Box und
zeigt Zahl.

Wichtig ist auch die Tatsache, dass man auf der Borel-o-Algebra B(S) des Phasenraumes
den Zustandsbegriff verallgemeinern und sogenannte probabilistische Zustidnde mit einschlie-
Ben kann, indem man Zusténde als spezielle Borel-Wahrscheinlichkeitsmafie auf S definiert [ Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Proposition P in einem bestimmten (probabilistischen) Zustand
wahr ist, erhédlt man dann als Bild unter dem entsprechenden Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf.
Im klassischen Fall dient eine Boolesche Algebra namlich nicht nur als propositionaler Kalkiil,
sondern auch als Ereignissystem eines Wahrscheinlichkeitsraumes. Genauer, ist in der klas-
sischen Wahrscheinlichkeitstheorie ein Wahrscheinlichkeitsraum ein Tripel (2, %, u), wobei Q
eine (nichtleere) Menge, welche als Ergebnismenge bezeichnet wird und deren Elemente mit
den moglichen Ergebnissen von Zufallsexperimenten korrespondieren, ¥ eine als Ereignisraum
oder Ereignisalgebra bezeichnete o-Algebra von Teilmengen von €2, also insbesondere eine (o-
vollstiandige) Boolesche Algebra, deren Elemente die (Zufalls-)Ereignisse reprasentieren, und

SWir bezeichnen hier sowohl die Propositionen selbst als auch ihre korrespondierenden Elemente des Phasen-
raumes mit P und Q.

6siehe Deﬁnition S

"Fiir Ausfithrungen dazu sei beispielsweise auf und \@\ verwiesen.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

ein (abzéhlbar additives) Wahrscheinlichkeitsmafff ist, sodass u(A) fir A € ¥ die Wahrschein-
lichkeit des Eintretens des Ereignisses A angibt. (vgl.[106],[103])

Eine Zufallsvariable ist eine messbareﬂ Funktion f : 2 — R. Bezeichnet man die Klasse der
Borelmengen von R mit B(R), dann wird fir B € B(R) und eine Zufallsvariable f das Ereignis,
dass f einen Wert in B hat, durch f~!(B) reprasentiert und p(f~'(B)) ist die Wahrscheinlich-
keit dieses Ereignisses. Die auf B(R) durch pus(B) := p({z € Q|f(z) € B}) definierte Funktion
py wird als Verteilung von f bezeichnet.

(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten , , , , , ,
691,991, [97))

8Ein (abzihlbar additives bzw. o-additives) Wahrscheinlichkeitsma$ ist eine Abbildung p : ¥ — [0,1], die
w(Q) = 1 erfillt und die fur jede abzihlbare Folge paarweise disjunkter Elemente von ¥ additiv ist, das
heiBt, p(U;2, Ai) = > oy A; fiir paarweise disjunkte A; € ¥, i=1,...,n.

‘Dass f:(2,3) — (R, B(R)) messbar ist, bedeutet, dass fiir jedes B € B(R) gilt, f~1(B) € %.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

2.2 Der propositionale Kalkiil fiir nicht-klassische Systeme

Wie wir gesehen haben, ist die Logik der klassischen Mechanik eine Boolesche Algebra, ndmlich
die Boolesche Algebra aller Borelmengen des Phasenraumes. Geniigt ein System S hingegen
nicht den Gesetzen der klassischen Mechanik, dann lasst sich mit ihm im Allgemeinen kein
Phasenraum assoziieren, weil Ort und Impuls, durch welche die klassischen Zustdnde festge-
legt werden, fiir nicht klassische (bzw. Quanten-) Systeme nicht simultan messbar sind. Es ist
dennoch sinnvoll, die Gesamtheit von experimentell verifizierbaren Aussagen, welche iiber das
System gemacht werden konnen, zu betrachten. Auch im nicht-klassischen Fall sollen solche
Propositionen als Teilmengen eines geeigneten Phasenraum-Analogons aufgefasst werden.
Identifiziert man logisch dquivalente Aussagen miteinander, bildet die Menge der dadurch ent-
stehenden Aquivalenzklassen - welche Birkhoff und von Neumann als ,,physikalische Eigenschaf-
ten“ auffassen - und betrachtet eine Ubersetzung der logischen Implikation auf dieser Menge,
so erhilt man ein poset™]

Stellt man sicher, dass dieser Kalkiil auch die trivialen Propositionen beinhaltet, also jene, die
immer wahr ist - etwa, dass das betrachtete physikalische System existiert - und jene, die immer
falsch ist - etwa, dass das zugrundeliegende physikalische System nicht existiert - dann hat man
es mit einem beschrankten posetEl zu tun.

Auf beschrankten posets kann man eine unédre Operation definieren, die mit der Negation von
Propositionen identifiziert wird, ndmlich die der (Ortho—)KomplementbildungEl In Anbetracht
des klassischen Falles scheint es legitim, als Postulat zu fordern, dass der Ubergang von einer
experimentellen Proposition P zu ihrem Komplement P’ eine Orthogonalisierung bildet und P
impliziert, dass P’ absurd ist.

Das entstehende orthokomplementéare poset wird in Analogie zum klassischen Fall meist als die
Logik von S bezeichnet. Die fiir quantenmechanische Systeme wesentliche Annahme ist, dass in
dieser Logik die Distributivgesetze El nicht immer erfiillt sind, ndmlich dann nicht, wenn man
es mit nicht kompatiblen Observablen zu tun hat.

In der Quantenmechanik kann bekanntlich der Akt der Messung einer Observablen A das Sys-
tem in solch einer Weise verdndern, dass eine Messung einer Observablen B, die der Messung
von A unmittelbar folgt, nicht mit einer Messung von B, die einer Messung von A unmittelbar
vorhergeht, iibereinstimmt. Vielmehr, wird die Verdnderung des Resultats der Messung von B
von unvorhersehbarer Natur sein. Observablen, bei denen dies der Fall ist, die also nicht (in
allen Zustanden) gleichzeitig scharf messbar sind, bezeichnet man als miteinander inkompatibel.
Zum Beispiel hat ein Elektron einen Spin, der quantisiert ist und der entlang jeder Richtung, in
der es gemessen wird, immer einen von zwei Werten annimmt, entweder ,spin up“ oder ,spin
down“. Es ist jedoch unmoglich, den Spin eines Elektrons entlang zweier verschiedener raum-
licher Achsen simultan zu spezifizieren, das heifit, wird zum Beispiel der Spin eines Elektrons
entlang der z-Achse gemessenen, ist es nicht moglich, gleichzeitig auch den Wert des Spins
entlang der y-Achse festzustellen, die physikalischen Observablen bzw. Messungen sind also
inkompatibel.

Demnach ist es nicht immer moglich, der Konjunktion zweier Propositionen, die ein quanten-
physikalisches System betreffen, eine Bedeutung, die sich mit der im klassischen Fall deckt,
zuzuschreiben. Dieser Umstand schliefit es beispielsweise aus, dass man fir inkompatible A, B

siehe Definition [3.1] S
Hsiehe Definition [3.10} S
2siehe Definition [3.11} S
3siehe Definition [3.15] S
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2 Die Logik der Quantenmechanik

der Aussage ,A und B haben die Werte a und b zur Zeit t“ einen Sinn zuschreibtlEl Auflerdem
fithrt er zur Nichtgiltigkeit der Distributivgesetze, welche in engem Zusammenhang mit der
Tatsache, dass eine zwei quantenmechanische Aussagen betreffende Disjunktion auch dann wahr
sein kann, wenn keine der beiden involvierten Aussagen wahr ist, steht. Das spiegelt etwa der
Fall wieder, bei dem man es mit Zustanden betreffend ein Spin—%—System zu tun hat, welches
eine Linearkombination der Zusténde up (Spin 3) und down (Spin —3) ist. Es kann sein, dass
beide Propositionen, ,der Zustand (entlang einer bestimmten Achse) ist up“ und ,der Zustand
(entlang einer bestimmten Achse) ist down*, keinen bestimmten Wahrheitswert haben, aber
die Disjunktion der beiden Propositionen, ,der Zustand (entlang einer bestimmten Achse) ist
up oder down®, ist eine Tautologie.

Ist ein Spin—%-System beispielsweise so polarisiert, dass Messungen entlang der z-Achse stets
Spin up liefern, der Spin entlang der y-Achse aber unbestimmt - also mit jeweils gleicher Wahr-
scheinlichkeit entweder up oder down - ist, dann ist die Aussage ,der Spin ist entlang der
x-Achse up und der Spin ist entlang der y-Achse entweder up oder down® wahr. Geht man
nun wie im klassischen Fall von den Konjunktionen ,der Spin entlang der x-Achse ist up und
der Spin entlang der y-Achse ist up “ und ,der Spin entlang der x-Achse ist up und der Spin
entlang der y-Achse ist down® aus und wendet wie im klassischen Fall das Distributivgesetz
darauf an, dann erhalt man, dass entweder die erste oder die zweite der beiden Aussagen wahr
sein muss, was jedoch nicht stimmt, da sich beiden Aussagen kein Wahrheitswert zuschreiben

léisstE| Daher kann das Distributivgesetz fiir quantenphysikalische Aussagen nicht giltig sein.

In der axiomatischen Entwicklung der Logik der Quantenmechanik lassen sich auf relativ einfa-
che Weise plausible Axiome finden, die sicherstellen, dass die Quantenlogik der Propositionen
die Struktur eines orthomodularen posetﬂ hat. Fir die Axiomatisierung gibt es verschiedene
Moglichkeiten. Die historisch erste, welche wir in Abschnitt ein wenig naher betrachten
werden, geht auf George Whitelaw Mackey zuriick. Haufig - und auch bei Mackey - werden wei-
tere Axiome festgelegt, die sicherstellen, dass die Logik isomorph zum Hilbert-Verband, welchen
wir in Abschnitt kennenlernen werden, ist.

(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten , , , , , ,
183} [48} [43} 2, [36; [33, [69])

14 Andererseits schlieBt er nicht die Moglichkeit von sinnvollen Aussagen der Form ,zur Zeit ¢ sind Messungen
von A und B statistisch verteilt mit den Wahrscheinlichkeitsmaflen o und 3 aus, weil eine statistische Ver-
teilung dadurch bestimmt wird, dass man Messungen an einem Sample durchfiihrt, das eine groie Anzahl
von Nachbildungen des Systems enthélt und man fiir die Bestimmung von a und § unterschiedliche Samples
verwenden kann. So hat das sogenannte Heisenbergsche Unschéarfeprinzip etwa Max Born dazu veranlasst,
die Quantentheorie als eine stochastische Theorie zu sehen. Darauf soll an dieser Stelle nicht weiter einge-
gangen werden, das Problem einer geeigneten Interpretation wird jedoch in Abschnitt S[I6 noch einmal

aufgegriffen.
15Die Verletzung der Distributivgesetze durch das Spin—%-System greifen wir in Abschnitt S noch
einmal auf.

16giche Definition

17giehe S
18giche S 9
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2 Die Logik der Quantenmechanik

2.3 Von Neumanns Suche nach dem logischen Kalkiil der
Quantenmechanik

Die Idee der Quantenlogik geht auf John von Neumanns Buch aus dem Jahre 1932 zuriick
und ist von ihm 1936 in Kooperation mit Garrett Birkhoff in der Publikation [12] ndher ausge-
arbeitet worden, mit dem Ziel der Erschaffung eines quantenlogischen propositionalen Kalkiils.
Motiviert durch die klassische Physik, welche der klassischen Aussagenlogik folgt und daher
durch Boolesche Algebren beschrieben werden kann, begannen Birkhoff und von Neumann die
Suche nach einem geeigneten logischen Apparat, der die Beziehungen zwischen quantenphysi-
kalischen Aussagen widerspiegeln sollte. Dabei richteten sie ihre Aufmerksamkeit vor allem auf
Verbandsstrukturen[]

Die zentrale Frage dabei war, ob die im klassischen Fall vorliegende Dualitét zwischen propo-
sitionalen Logiken und assoziierten Booleschen Algebren auch gilt, wenn Boolesche Algebren
durch schwachere algebraische Strukturen, die dem mathematischen Formalismus der Quan-
tenmechanik entspringen, ersetzt werden. Da sich Heisenbergs Matrizenmechanik und die zu
ihr aquivalente Wellenmechanik Schrodingers beide in Raumen abspielen, welche kanonische
Beispiele eines komplexen Hilbertraumes sind, griff von Neumann in auf einen solchen fiir
die Formalisierung der Quantenmechanik zuriick. Aus diesem Grund waren es mit der des Hil-
bertraumes verwandte Strukturen, welche von Neumann fiir seinen Kalkiil untersuchte. Weil
auBerdem eine Boolesche Algebra nicht nur als die propositionale Algebra einer klassischen
Logik, sondern auch als die algebraische Struktur, welche die Zufallsereignisse einer klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie repréisentiert, aufgefasst werden kann, wollte von Neumann, dass
Quantenlogik nicht nur den propositionalen Kalkiil eines quantenmechanischen Systems dar-
stelle, sondern auch als Ereignisstruktur im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie diene. Die
Arbeit von Birkhoff und von Neumann war eine der ersten, die den Vorschlag machte, einen
nicht-Booleschen Verband fiir eine solche Quantenlogik heranzuziehen.

Da von Neumann zunéachst darauf bestand, dass auf dem quantenlogischen Verband eine end-
liche Dimensionsfunktion d(a), existiere, fur die [a > b] = [d(a) > d(b)] und d(a) + d(b) =
d(aAb)+d(aVb) gilt, was die Modularitit?] des Verbands nach sich zieht, widmeten von Neu-
mann und Birkhoff ihre Aufmerksamkeit nicht, wie es naheliegend gewesen wére, der Struktur
des Hilbert-Verbands, welchen wir in Abschnitt betrachten werden, sondern forderten fiir
Quantenlogiken die Giiltigkeit des modularen Gesetzes, welches eine Abschwéichung des Dis-
tributivgesetzes istEl Durch diese Forderung lehnten Birkhoff und von Neumann jedoch den
allgemein anerkannten - und von von Neumann selbst eingefiithrten - Hilbertraum-Formalismus
der Quantenmechanik implizit ab, weil der Verband der abgeschlossenen Teilrdume eines Hil-
bertraumes nur dann modular ist, wenn ihm ein endlichdimensionaler Hilbertraum zugrunde
liegt, man fiir die Beschreibung von Quantensystemen jedoch unendlichdimensionale Hilber-
traume benotigt.

Letztendlich schlugen Birkhoff und von Neumann in |12] vor, dass der propositionale Kalkiil
der Quantenmechanik die gleiche Struktur wie eine abstrakte projektive Geometriﬂ habe,

Vgiehe Deﬁnition S

20Man sagt, ein Verband ist modular bzw. erfiillt das modulare Gesetz, wenn fiir je drei beliebige Elemente
a,b,c aus dem Verband gilt, [a <c] = [aV (bAc) = (aVb) Ac].

2Isiche S

22Fiir Details zur Dimensionsfunktion und der Modularitét sei auf und verwiesen.

23Ist D ein Schiefkérper und V ein Vektorraum von endlicher Dimension n > 2 iiber D, dann nennt man den
durch die Inklusion halbgeordneten (modularen, orthokomplementéren) Verband aller linearen Teilrdume
von V eine projektive Geometrie (auf Englisch: (abstract) projective geometry) von V.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

auch wenn sie selbst nicht géanzlich zufrieden mit diesem Vorschlag waren, sondern sich fiir das
modulare Gesetz eine Interpretation im Sinne einfacherer phénomenologischer Eigenschaften
der Quantenphysik wiinschten. Jedenfalls fithrte Birkhoffs und von Neumanns Arbeit zu einer
eingehenden Analyse projektiver Geometrien, begleitet und gefolgt von der Erforschung soge-
nannter stetiger Geometrien??} von Neumann-Algebren| und anderer bis dahin unerforschter
Objekte.

Wenig spéter statuierte Kodi Husimi jedoch ein Gesetz, das einen Spezialfall des modularen
Gesetzes darstellt und in beliebigen Hilbertraumen gilt, das der Orthomodularitédt. Zudem ver-
abschiedete sich von Neumann von seinem Verlangen nach einer endlichen Dimensionsfunktion.
Dadurch wurde die Annahme der Modularitat durch die der Orthomodularitéit ersetzt. Dennoch
war von Neumann mit den Postulaten, die seiner Theorie der Quantenlogik zugrunde lagen,
nach wie vor nicht géanzlich zufrieden und &duflerte den Ruf nach einer Herleitung des Systems
von einer Menge an intuitiven, plausiblen Axiomen ausgehend. Der Versuch einer solchen wur-
de erst einige Zeit spiater von Mackey gemacht, worauf wir in Abschnitt kurz eingehen
werden.

(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten [69] [48| [15] 76 80} [12] [60, [1]
53, [49, 47, 33, [74])

24Gtetige Geometrien (auf Englisch: continuous geometries) haben die Struktur von vollstindigen modularen
orthokomplementéren Verbédnden.

2°Eine Menge von beschrinkten, selbstadjungierten Operatoren auf einem Hilbertraum, welche beziiglich der
schwachen Operatortopologie abgeschlossen ist, heifit von Neumann-Algebra. Thre Projektionen bilden einen
vollstdndigen orthomodularen Verband.

26g5iche S
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2 Die Logik der Quantenmechanik

2.4 Die Logik des Hilbertraum-Verbandes

Der theoretische Rahmen der heute als Standard anerkannten Form der Quantentheorie, der
sogenannte Hilbertraum-Formalismus der Quantenmechanik, geht auf von Neumanns Abhand-
lung aus dem Jahre 1932 zuriick. Darin wird jedes quantenmechanische System mit einem
(separablen, komplexen, unendlichdimensionalen) Hilbertraum H mit innerem Produkt (-, -)
assoziiert. Die moglichen Systemzustiande korrespondieren mit dessen eindimensionalen Un-
terraumen und werden von in den jeweiligen Unterraumen liegenden Einheitsvektoren ¢ € H
reprisentiert 2’| Jede das System betreffende beobachtbare physikalische Grofie wird durch einen
selbstadjungierten (nicht notwendigerweise beschriankten) Operator A auf H dargestellt, der in
gesetzméBiger Weise auf Vektoren des Hilbertraumes wirkt. Sein Spektrum reprasentiert die
moglichen Messwerte der physikalischen Grofe.

Wenn man es mit einem stm'kten@ Quantensystem zu tun hat, das heifit, mit einem Quanten-
system, das keine klassischen Eigenschaften hat, gilt auch die Umkehrung, dass jeder selbstad-
jungierte Operator auf H eine physikalische Grole darstellt. Das bedeutet jedoch nicht, dass
alle durch selbstadjungierte Operatoren reprasentierte Observablen ,interessant® sind, denn es
sind nur ein paar von ihnen bei der Beschreibung (der Zusténde) eines physikalischen Systems
von Bedeutung, wie etwa die Energie, die Position, das Momentum oder der Spin.

Zwei Observablen sind genau dann simultan mit beliebiger Genauigkeit messbar, wenn die mit
ihnen assoziierten Operatoren A, B kommutieren, das heifit, wenn AB = BA gilt. Man be-
zeichnet solche Observablen auch als komessbar, vertraglich, kompatibel oder kommensurabel.
In endlichdimensionalen Hilbertraumen ist das genau dann der Fall, wenn es einen selbstad-
jungierten Operator U und zwei reellwertige Funktionen f und ¢ gibt, sodass A = f(U) und
B = g(U) ist. Dies lasst sich in naheliegender Weise auf eine beliebige Anzahl von paarweise
kommutierenden Operatoren verallgemeinern.

Laut dem Spektralsatﬂ ist jede Observable A mit einem projektionswertigen Maf Pﬂ assozi-
iert, das jeder reellen Borelmenge E einen Projektionsoperator PA(E)P_Tl auf H zuordnet. Durch
pay(E) = (Pa(E), ) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R) definiert, das die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Observable A einen Wert in £ € B(R) hat, wenn das System in dem mit
dem Einheitsvektor i) korrespondierenden Zustand ist, angibt.

Vielmehr noch, lasst sich P4(E) als die Proposition auffassen, dass eine Messung der mit A
korrespondierenden Observablen einen Wert in E liefert, wenn das System in einem bestimmten
Zustand ist. Eine solche Aussage ist jeweils entweder wahr oder falsch. Allgemeiner, lasst sich
jede Projektion P als zustandsabhingige Eigenschaft (bzw. Eigenschaft eines Zustandes) des
Systems auffassen und die Proposition, ,,das System hat die Eigenschaft P (in einem bestimm-
ten Zustand)“ formulieren.

2TGenauer, reprisentieren Einheitsvektoren die sogenannten reinen Zustinde und als Dichteoperatoren bezeich-
nete Objekte die (nicht notwendigerweise reinen) sogenannten gemischten Zustinde. Fir weitere Details dazu
und fiir die Definition des Dichteoperators (bzw. der Dichtematrix) sei beispielsweise auf verwiesen.

28Unter einem strikten Quantensystem verstehen wir eines, das nicht die Anwendung sogenannter Superselek-
tionsregeln (auf Englisch: superselection rules) erfordert. Fiir weitere Ausfithrungen dazu sei beispielsweise
auf |4] verwiesen.

29Fiir dieses wichtige Resultat sei beispielsweise auf und verwiesen.

30Fiir die genaue Definition des projektionswertigen MaBes (auf Englisch: projector-valued measure) sei auf
verwiesen.

31Die Verwendung der Begriffe des Projektionsoperators (auf Englisch: projection operator), des orthogonalen
Projektionsoperators, der Projektion und der orthogonalen Projektion ist in der Literatur nicht einheitlich.
Wir gebrauchen hier alle vier Ausdriicke synonym und verstehen unter Projektionsoperatoren idempotente
selbstadjungierte Operatoren.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

Das bedeutet, die {0, 1}-wertigen Observablen kénnen als Représentanten von Wahr-Falsch-
Propositionen interpretiert werden. Man kann zeigen, dass alle selbstadjungierten Operatoren
mit einem in {0,1} enthaltenen Spektrum Projektionen sind. Also werden die das System
betreffenden Propositionen durch Projektionsoperatoren auf dem assoziierten Hilbertraum re-
prasentiert. In diesem Sinne kann die Menge aller Projektionen auf H als die Logik des quan-
tenmechanischen Systems aufgefasst werden.

Aus dem Spektralsatz folgt auflerdem eine eineindeutige Korrespondenz zwischen C(H), der
Menge der abgeschlossenen Unterrdume von H und P(H), der Menge der Projektionen auf H,
das bedeutet, ist P eine Projektion, dann ist ihr Wertebereich abgeschlossen, und jeder abge-
schlossene Unterraum ist der Wertebereich einer eindeutig bestimmten Projektion.

Ist ¢ irgendein Einheitsvektor, dann ist nun (P, ) = ||P||* der Erwartungswert der mit P
korrespondierenden Observablen in dem durch v représentierten Zustand. Da diese Observable
{0, 1}-wertig ist, konnen wir diesen erwarteten Wert als die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mes-
sung der Observablen die affirmative Antwort 1 liefert, also die mit P assoziierte Proposition
wahr ist, interpretieren. Insbesondere hat die affirmative Antwort genau dann Wahrscheinlich-
keit 1, wenn Pt = 1 ist, das heifit, wenn ) im Wertebereich von P liegt.

Von Neumann schliefit: ,,Wie man sieht, ermoglicht die Beziehung zwischen den Eigenschaften
eines physikalischen Systems einerseits und den Projektionsoperatoren andererseits eine Art
Logikkalkiil mit diesem. Nur ist dieser, gegeniiber demjenigen der gewohnlichen Logik, durch
die fiir die Quantenmechanik charakteristische Begriffsbildung der , gleichzeitigen Entscheid-
barkeit“ bereichert ‘£

Der Hilbertraum stellt nun das quantentheoretische Analogon zum Phasenraum in der klassi-
schen Teilchenphysik dar. Im klassischen Fall kann man in natiirlicher Weise annehmen, dass die
Ereignisse, die im physikalischen System auftreten konnen, durch Teilmengen des Phasenrau-
mes reprasentierbar sind, was, wie wir in Abschnitt dargelegt haben, zu einer Booleschen
Mengenalgebra fiihrt.

Im Unterschied dazu, sind die bloflen Teilmengen von H keine geeigneten mathematischen Re-
prasentanten fiir Quantenereignisse, sondern man muss die abgeschlossenen Teilmengen dafiir
heranziehen. Grund dafiir ist das sogenannte Superpositionsprinzip, welches einen der wesent-
lichsten Unterschiede zwischen klassischer Physik und Quantenphysik darstellt. Im Gegensatz
zur klassischen Mechanik reprasentiert in der Quantenmechanik namlich jeder Einheitsvektor,
der sich als Linearkombination von reinen Zustédnden darstellen lasst, selbst auch wieder einen
reinen Zustand. Folglich miissen auch die mathematischen Représentanten von Quantenereig-
nissen unter endlichen und unendlichen Linearkombinationen abgeschlossen sein und dies wird
von den abgeschlossenen Unterraumen von H erfiillt. Das bedeutet, jeder abgeschlossene linea-
re Unterraum eines Hilbertraumes - oder dquivalent dazu, jeder Projektionsoperator auf einen
solchen- korrespondiert mit einem Quantenereignis und wird in Folge, im Einklang mit unserer
vorangegangenen Ausfithrung, mit einer Proposition identifiziert.

Geordnet durch die mengentheoretische Inklusion, welche mit der logischen Implikation =
korrespondiert - was bedeutet, dass p = ¢ genau dann gilt, wenn der mit p assoziierte abge-
schlossene Unterraum in dem mit ¢ korrespondierenden enthalten ist -, bildet die Menge C(H)
der abgeschlossenen Teilrdume von H einen Verband, in dem das Infimum zweier Elemente,
welches dem logischen UND entspricht, der mengentheoretische Schnitt und das Supremum,
welches als das logische ODER aufgefasst wird, die abgeschlossene lineare Hiille (und nicht wie
im klassischen Fall die Vereinigung) ist.

32zitiert aus \@\ S. 134
33siehe S
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2 Die Logik der Quantenmechanik

Die logische Negation einer mit einem abgeschlossenen Unterraum M assoziierten quantenme-
chanischen Proposition wird durch den orthogonalen abgeschlossenen Unterraum M+ := {v €
H|Yu € M : (v,u) = 0} représentiert. Dadurch wird C'(H) zu einem orthokomplementaren
Verband. Jedoch ist C'(H), da ein abgeschlossener Unterraum fiir gewdhnlich unendlich viele
komplementére abgeschlossene Unterraume hat, nicht eindeutig komplementiert'g_zl und in Folge
nicht distributiv.

Aquivalent zu C(H), kann man auch P(H), der Menge der orthogonalen Projektionen auf H,
die Struktur eines orthokomplementaren Verbandes auferlegen, indem man die Halbordnung <
durch P < @ :& ran(P) C ran(Q) und die Orthogonalisierung " durch P’ := I — P (sodass
also ran(P’) = (ran(P))* ist) definiert. Offensichtlich hat man P < @, wenn PQ = QP = P
ist. Allgemeiner gilt, dass PQQ = QQ P nach sich zieht, dass PQ) = PAQ ist, wobei A das Infimum
von P und @ in P(H) bezeichnet. In diesem Fall ist das Supremum durch PV Q = P+Q — PQ
gegeben.

Sind P, ) zwei Projektionsoperatoren auf H, dann gilt PQ) = QP genau dann, wenn der Teil-
verband von P(H), der von P,Q, P’ und Q' erzeugt wird, eine Boolesche Algebra bildet, was
wiederum genau dann zutrifft, wenn P und () in einer gemeinsamen Booleschen Teilalgebralﬂ
von P(H) liegen.

Da kommutierende Observablen als simultan messbar aufgefasst werden, sind die Elemente
einer Booleschen Teilalgebra von P(H) simultan testbar. Das bedeutet, fiir kommutierende
Projektionen konnen wir eine klassische logische Interpretation von Schnitt, Vereinigung und
Orthokomplement verfolgen.

Die Struktur (C(H),V,A,%t,0,1) und die dquivalente Struktur (P(H),V,A,,0,1), wobei H
ein separableﬂ komplexer Hilbertraum unendlicher Dimension ist, werden in der Literatur als
Hilbert-Verband, Hilbertlogik, Hilbertraumlogik, Quanten-Propositionaler-Kalkil, Quantenlogik
oder Standard-Quantenlogik bezeichnet.

Ist H ein komplexer (nicht notwendigerweise separabler) Hilbertraum, dann sind aufgrund der
eineindeutigen Korrespondenz zwischen der Menge C'(H) und der Menge P(H) aller Projek-
tionen auf H die jeweils zugehorigen Verbande isomorph und stellen beide Hilbert-Verbénde
dar. Ist L(H) ein solcher Hilbert-Verband, dann ist L(H) ein beschrankter, hinsichtlich seiner
Orthogonalisierung®| orthomodularer, vollstindiger Verband™] der fiir Dimensionen von H > 2
nicht distributiv ist.

Ist H separabel, dann ist auch L(H) separabe]lﬂ und jede maximale Teilmenge von paarweise
kommutierenden Elementen von L(H) bildet eine Boolesche o-Algebra, das bedeutet, die mit
den kommutierenden Elementen korrespondierenden Observablen lassen sich als einem klassi-
schen physikalischen System angehorig interpretieren. Dariiber hinaus ist L(H) dann atomaﬂ,
atomistisch] hat die Abdeckungseigenschaftf™?] und ist irreduzibe[™]

34siehe Definition [3.11} S

33siehe Definition [3.15 S

36Ein Hilbertraum heiflt separabel, wenn jede maximale orthonormale Teilmenge von ihm hochstens gleich-
méchtig zu N ist.

37siehe Definition [3.11} S

38siehe Definition [3.10, S

39Man bezeichnet ein orthokomplementires poset als separabel, wenn jede paarweise disjunkte Teilmenge von
ihm hochstens abzéhlbar ist.

40siehe Definition [3.4} S

Hsiehe Definition 3.7, S

“2Fiir die Definition der Abdeckungseigenschaft (auf Englisch: covering property) sei beispielsweise auf
verwiesen.

43Das heiBt, nur 0 und 1 kommutieren mit jedem Element aus L(H).
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2 Die Logik der Quantenmechanik

Das Tripel (H, L(H), @Z))El bildet das quantentheoretische Gegenstiick zum klassischen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 3, ). Das bedeutet, Projektionsoperatoren (bzw. abgeschlossene Unter-
raume) tibernehmen die Rolle von klassischen Ereignissen und quantentheoretische Observablen
die von Zufallsvariablen. Man kann zeigen, dass die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie ein
Spezialfall der Quantenwahrscheinlichkeitstheorie ist und Letztere somit als Verallgemeinerung
Ersterer angesehen werden kann.

Die Bedeutung dieser von von Neumann begriindeten Quantenwahrscheinlichkeitstheorie liegt
darin, dass sie unterschiedliche Konzepte vereint. Die ihr zugrundeliegenden Axiome haben
aber den Nachteil, dass sie ziemlich willkiirlich und nicht unbedingt physikalisch begriindet
sind. Darum hat man eine allgemeinere Herangehensweise, basierend auf physikalisch motivier-
ten Axiomen, gesucht. Ein Ansatz in diese Richtung ist der quantenlogische Birkhoffs und von
Neumanns, welcher von Mackey und anderen weiterentwickelt worden ist. Wichtig ist, dabei
stets im Hinterkopf zu behalten, dass Quantenlogik wenig mit klassischer Logik zu tun hat,
sondern der Name lediglich von der Ahnlichkeit zwischen der quantenmechanisch entwickel-
ten Struktur und der Booleschen Struktur des propositionalen Kalkiils der klassischen Logik
herriihrt.

(vorangegangene Ausfithrungen orientieren sich an den Arbeiten 18| [15] [76| 52| [50 [70] |44} [34

44Man kénnte 1) auch durch einen gemischten Zustand ersetzen.

12
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2 Die Logik der Quantenmechanik

2.5 Mackeys axiomatische Quantenmechanik

Wie wir gesehen haben, bildet der Hilbert-Verband L(H) die Menge aller ein Quantensystem
betreffenden Ja-Nein-Fragen. Durch ihn werden die orthogonalen Projektionsoperatoren bzw.,
aquivalent dazu, die abgeschlossenen Teilrdume eines Hilbertraumes, direkt mit den Proposi-
tionen verkniipft. Mackey ist dieser Idee in seinem 1963 erschienen Buch gefolgt, jedoch
hat er darin den umgekehrten Weg beschritten und ist von der Menge L aller operationalen
Aussagen, sprich, Aussagen, die als Ja-Nein-Experimente einer physikalischen Einheit getestet
werden konnen, ausgegangen.

Schon in seinem wegweisenden Artikel hat Mackey dargelegt, dass man einerseits den Ap-
parat von von Neumanns Quantenmechanik fast ganzlich ausgehend von der Pramisse, dass die
experimentellen Propositionen einen zu P(H) isomorphen orthokomplementiaren Verband for-
men, rekonstruieren kann, und dass andererseits diese Pramisse selbst ganz unabhangig durch
allgemeine Uberlegungen, wie probabilistische Modelle des physikalischen Systems aussehen sol-
len, und in Folge von einer Menge von - mehr oder weniger plausiblen - Axiomen motiviert wird.

Den Grundbaustein in Mackeys Theorie bildet eine abstrakte Struktur (O, S, p), wobei O als
Menge von reellwertigen Observablen zu verstehen ist und S als die Menge von Zustanden des
physikalischen Systems. In der Praxis wiederholt man ein Experiment viele Male und erhélt
so eine statistische Verteilung der Messwerte einer Observablen A. Dies fithrt zur Abbildung
p: O xS xB(R)— [0,1], wobei B(R) die Menge aller Borelmengen der reellen Achse be-
zeichnet. Sind eine Observable A und ein Zustand s gegeben, so bildet E +— p(A,s, E) eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf B(R). Der Wert p(A, s, E) soll als die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Messung der Observablen A, wenn sich das System im Zustand s befindet, ein Ergeb-
nis in F liefert, interpretiert werden. Es ist dann (A, s) — pa(+|s) := p(A, s, -) eine Abbildung
von O x S auf die Menge von BorelwahrscheinlichkeitsmaBen™ auf der reellen Achse, die die
statistische Verteilung von Werten einer Messung der Observablen A € O, wenn sich das Sys-
tem im Zustand s € S befindet, angibt. Mackeys Axiomatisierung besteht weitestgehend aus
Bedingungen an p.

Wenn zwei Observablen in jedem Zustand des Systems die gleiche Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung haben, dann gibt es keine experimentelle Moglichkeit, sie voneinander zu unterscheiden,
darum werden sie miteinander identifiziert. Das Gleiche gilt fiir zwei verschiedene Zustédnde, die
fiir jede Observable dieselbe Verteilung liefern. Solche Zustédnde werden ebenfalls miteinander
identifiziert.

Man kann das Paar (A, E),A € O, E € B(R), als Reprasentanten der Proposition, dass eine
Messung von A einen Wert in F liefert, wenn das System in einem gegebenen Zustand ist, auf-
fassen. Zwei solche Propositionen werden miteinander identifiziert, wenn sie in jedem Zustand
die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.

Von besonderer Bedeutung sind daher Observablen mit hochstens zwei moglichen Werten, 0
und 1, das heifit, Observablen A, fiir die in jedem Zustand s € S gilt, dass p(A4, s,{0,1}) = 1 ist.
Solche Observablen werden bei Mackey als Fragen bezeichnet. Beispielsweise ist ein Detektor
mit einer Frage mit zwei moglichen Ausgangen, ndmlich 0, wenn nichts detektiert wird, und 1
bei Detektion, assoziiert. Eine Frage hat also entweder die affirmative Antwort (1) oder nicht
(0). Eine Observable A ist genau dann eine Frage, wenn A = yg(A) fiir eine Observable A und
E € B(R) ist, wobei yg die charakteristische Funktion der Menge E bezeichnet. A hat genau

45Ein Borelwahrscheinlichkeitsmafl auf der reellen Achse ist eine Abbildung p : B(R) — [0, 1], sodass u(f) =
0, #(R) =1 und p(U;2, Bi) = > ooy p(B;) fiir alle paarweise disjunkten B; € B(R) ist.
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dann den Wert 1, wenn A einen Wert in £ annimmt und genau dann den Wert 0, wenn der
Wert von A nicht in E liegt. Man kann also mit jeder Observablen A eine Familie von Ereig-
nissen {xg(A) : £ € B(R)} assoziieren und umgekehrt legt eine solche Familie die Observable
vollstandig fest.

Die Menge L aller Fragen bildet Mackeys Quantenlogik. Ist Py g := p(A4, -, E), dann legt die
punktweise Halbordnung von Funktionen eine Halbordnung auf L fest und macht sie zu ei-
nem beschrénkten poset mit Einselement P4 und Nullelement P,g. Definiert man PA’ B =
1 — Pyp = Pag\g, so bildet (L,<,) ein orthokomplementéres poset. Gilt P < Q' fiir zwei
Fragen P, () € L, so nennt man sie orthogonal und schreibt P L Q).

Zwei Fragen P, () € L werden als simultan entscheidbar (auf Englisch: simultaneously ans-
werable) bezeichnet, wenn P = P4 p und ) = P, ¢ fiir eine gemeinsame Observable A und
E,C € B(R) ist. Sind fiir zwei Observablen A, Ay die Fragen Pa, g, Pa, ¢ fir alle beliebigen
Paare E,C € B(R) simultan entscheidbar, dann nennt man sie simultan beobachtbar. Es stellt
sich heraus, dass zwei Observablen Ay, A5 genau dann simultan beobachtbar sind, wenn es eine
Observable A und zwei Borelfunktionenlﬂ f und g gibt, sodass A; = f(A) und Ay = g(A) ist.
Die Bedeutung der simultanen Beobachtbarkeit und die der Kompatibilitat von Observablen
stimmen also tiberein. Folglich stellt der Begriff der simultanen Entscheidbarkeit von Proposi-
tionen eine Verfeinerung des Begriffs der Kompatibilitdt von Observablen dar.

Die ersten sechs der von Mackey konstituierten Axiome sind von sehr allgemeiner Natur und
physikalisch plausibel. Schon sie stellen sicher, dass es sich bei L um ein o-orthomodulares po-
setf" handelt, auf dem sich Wahrscheinlichkeitsmafe als Abbildungen p : L — [0, 1] definieren
lassen, sodass (1) = 1 ist und fiir jede abzahlbare paarweise orthogonale Familie von Elemen-
ten P, € L pu(\V; P;) =X, u(P;) gilt. Gegeben zwei beliebige o-orthomodulare posets L und M,
kann man auch M-wertige Mafle auf L als Abbildungen « : L — M, die a(1;) = 1y, erfiillen
und fir die fiir jede abzéhlbare paarweise orthogonale Familie P, € L a(\; P;) =V, a(FP;) gilt,
definieren.

Fiir L lasst sich feststellen, dass jeder Zustand s € S ein Wahrscheinlichkeitsma8l § : L — [0, 1]
durch §(Pap) := Pagp(s) = pa(E|s) definiert und jede Observable A € O ein L-wertiges
Mafl Py : B(R) — L via P4(E) := Pspg. Mackeys sechstes Axiom stellt sicher, dass auch
die Umkehrung gilt, dass es also fiir jedes L-wertige Mafl P eine Observable A gibt, sodass
PA(E) = P(E)VE € B(R) ist.

Essentiell ist Mackeys Erkenntnis, dass bereits seine ersten sechs Axiome - also jene, die sich
auf aus physikalischer Sicht naheliegende Weise begriinden lassen - implizieren, dass man mit
jedem physikalischen System ein og-orthomodulares poset assoziieren kann, sodass jede Obser-
vable mit einem L-wertigen Mafl auf den reellen Borelmengen korrespondiert und jeder Zustand
mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl auf L@ L stellt also ein quantenmechanisches Substitut fiir
den Phasenraum der klassischen Mechanik dar. Diese Analogie findet vor allem dann ihre Be-
rechtigung, wenn man den klassischen Phasenraum aus Sicht der Booleschen Algebra all seiner
Borelmengen betrachtet.

Mackeys siebtes Axiom, das sogenannte Hilbertraum-Axiom, hingegen mutet ziemlich will-
kiirlich und nicht physikalisch begriindet an. Es postuliert fiir Quantensysteme einen Isormo-
phismus zwischen L und dem Verband C(H) der abgeschlossenen Teilrdume eines komplexen

46Eine Borelfunktion ist eine messbare Funktion von (R, B(R)) nach (R, B(R)).

47giehe Deﬁnition S

48genauer: ,,|...] the notion of a system O, S, p satisfying Axioms I through VI is equivalent to the notion of
an orthocomplemented partially ordered set L together with a full strongly convex familiy of probability
measures on L. [...]| We call L the logic of our system., zitiert aus [57], S. 68
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Hilbertraums. Die Akzeptanz dieses Axioms fiihrt zum gewohnlichen Hilbertraumformalismus
der Quantenmechanik.

Spater sind viele Versuche unternommen worden, auch das Hilbert-Axiom plausibel zu begriin-
den oder die Axiome so zu modifizieren, dass sich die Isomorphie zu L(H) auf natiirliche Weise
ergibt, beispielsweise von Maciej J. Maczynski in und . Erwahnenswert ist in diesem Zu-
sammenhang auch der Artikel Constantin Pirons, auf welchen fiinf Axiome zurtickgehen,
mit denen der Struktur von L(H) auf moglichst natiirliche Weise méglichst nahegekommen
wird. Doch anders als wiinschenswert, sind auch Pirons Axiome nicht ausreichend physikalisch
begrindbar, sondern scheinen eher die Struktur von L(H ) nachzuahmen.

Eine durch Mackeys Arbeit motivierte eingehende Auseinandersetzung mit Strukturen der Form
(L,S), wobei L ein o-orthomodulares poset und S eine (stark) ordnende Menge von Wahr-
scheinlichkeitsmaﬁerﬁ auf L ist, findet man zum Beispiel in . Solche Paare werden in der
Literatur der 1960er- und 1970er-Jahre meist als Quantenlogiken bezeichnet. Die autonome Un-
tersuchung derartiger Strukturen fithrt in nattirlicher Weise zu weiteren Verallgemeinerungen,
beispielsweise Orthoalgebren”| und Effektalgebren]] welche als Abstraktionen orthomodularer
posets aufgefasst werden konnen.

(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten [1, [18, [61} 57| [58] [} [39} [60]

“siehe Deﬁnition S
50Fiir die Definition von Orthoalgebren (auf Englisch: orthoalgebras) sei beispielsweise auf \\ verwiesen.
5IFiir die Definition von Effektalgebren (auf Englisch: effect algebras) sei beispielsweise auf \\ verwiesen.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

2.6 Interpretation der quantenlogischen Strukturen

Einer jener Aspekte der Quantentheorie, die die grofite Aufmerksamkeit erlangt haben, ist die
Neuheit der logischen Anschauung, welche sie bedingt.

Anders als im klassischen Fall, ermoglicht nicht einmal eine vollstdndige mathematische Be-
schreibung eines quantenphysikalischen Systems S die sichere Vorhersage des Resultats eines
Experiments an S. Zwar kommen manchmal auch in der klassischen Physik Zustédnde vor, die
Wahrscheinlichkeiten involvieren, wie etwa die Wahrscheinlichkeitsverteilung in der statisti-
schen Mechanik. Aber das Auftreten verschiedener Moglichkeiten reflektiert in solchen Fallen
nur unsere Unkenntnis tiber die tatsachliche Sachlage. Die statistischen Zusténde korrespondie-
ren nicht mit wirklichen Eigenschaften des Systems, sondern quantifizieren unsere Unkenntnis
iiber jene Eigenschaften. Die davon abweichende Struktur der Quantenmechanik bedingt daher
eine neue Vorstellung von Moglichkeit und Realitat.

Das Konzept von Erwin Schrodingers Wahrscheinlichkeits-Wellenfunktion, welche Tendenzen
beschreibt, ist etwas vollkommen Neues in der theoretischen Physik gewesen. Im Gegensatz
zu klassischen Moglichkeiten, welche sich auf unser unvollstandiges Wissen des tatsachlichen
Sachverhalts zurtickfithren lassen, interagieren Quantenmoglichkeiten miteinander. Insbesonde-
re sind die meisten Paare von S betreffenden physikalischen Gréflen inkompatibel, konnen also
nicht gleichzeitig beobachtet werden.

Als Konsequenz des Artikels Birkhoffs und von Neumanns ist eine ganze Forschungslinie
hervorgegangen, der die Idee zugrunde liegt, dass, auf die gleiche Art wie die allgemeine Rela-
tivitdtstheorie Einsteins nichteuklidische Geometrien in die physikalische Welt eingefiihrt hat,
Quantenmechanik eine nicht-Boolesche Logik einfiihrt.

Wie wir gesehen haben, wird durch den mit einem quantenmechanischen System assoziierten
Hilbert-Verband eine nicht-klassische logische Struktur induziert, die ihren Ursprung in der
theoretischen Physik nimmt. Akzeptiert man die theoretische Physik als eine wahrheitsgetreue
Reprasentation unserer realen Erfahrung, erlangt eine solche Logik ihre Berechtigung durch die
Phanomene selbst.

Jedoch besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen mathematischen Aussagen und physika-
lischen Aussagen in deren Verfiigbarkeit. In der Mathematik geht man davon aus, dass eine
einmal bewiesene Aussage die Eigenschaft der unbeschrankten Verfiigharkeit besitzt, das heifit,
jederzeit Giiltigkeit hat und in anderen Beweisen verwendet werden darf. In der Physik gilt
diese unbeschrankte Verfligbarkeit einer Aussage nicht, weil dort der Wahrheitsgehalt einer
Aussage durch Messungen (anstatt durch einen Beweis) sozusagen belegt wird.

Dieser Umstand fiihrt zu unterschiedlichen, teils gegensétzlichen Ideen, wie diese neue Form
der Logik interpretiert werden soll. Ein Beispiel dafiir ist die Sichtweise in der sogenannten
realistischen Quantenlogik, in der Projektionsoperatoren als Reprasentanten der Eigenschaften
eines physikalischen Systems aufgefasst werden. Die Aussage, dass der Wert einer Observablen
A in der Menge E liegt, wird demnach so gedeutet, dass ,das System eine bestimmte katego-
rische Eigenschaft hat, die damit korrespondiert, dass die Observable A, unabhéngig von jeder
Messung, einen Wert in £ hat®.

Lasst man auch fiir Propositionen, die inkompatible Observablen betreffen, die Konjunktion und
Disjunktion zu, stof3t man auf das Problem, dass es unméglich ist, diesen Quanten-Konnektiven
eine wahrheitsfunktionale Interpretation zu geben. Das hat dazu gefiihrt, dass Autoren wie
David Finkelstein und Hilary Putnam argumentiert haben, dass die Quantenmechanik eine
Revolution unserer Auffassung von Logik an sich erfordere, weil wir in einer nicht-klassischen
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Logik leben wiirden. Fir Putnam reprasentieren die Elemente des Hilbert-Verbandes L(H)
kategorische Eigenschaften, die ein Objekt hat oder eben nicht, unabhangig davon, ob wir
hinschauen oder nicht. Darum miissen wir in dieser Sichtweise akzeptieren, dass die Art, auf
welche physikalische Eigenschaften zusammenhéngen, nicht distributiv ist. Das bedeutet, die
Distributivgesetze sind nicht universell giiltig, weshalb bereits Birkhoff und von Neumann dar-
auf hingewiesen haben, dass die Distributivgesetze als das schwachste Glied der Logik erachtet
werden konnten. Putnam hat diese Meinung sogar vehement vertreten, fiir ihn liegt unsere
klassische Logik schlichtweg falsch.

Im Gegensatz dazu steht die Interpretation der sogenannten operationalen Quantenlogik. Die
Aussage, dass der Wert einer Observablen A in der Menge E' liegt, wird hier so gedeutet, dass
seine Messung der Observablen A einen Wert in der Menge F liefert (bzw. liefern wiirde, liefern
wird oder geliefert hat)“. Akzeptiert man Messungen als primitiven Baustein der physikalischen
Theorie und unterscheidet zwischen testbaren und untestbaren Eigenschaften, dann ist die Tat-
sache, dass der Hilbert-Verband eine nicht-Boolesche Logik darstellt, unbeeindruckend und hat
keinen Aussagegehalt iiber Logik an sich. Vielmehr ist Quantenmechanik in dieser Sichtweise
eine Theorie iiber mogliche statistische Verteilungen von Ergebnissen bestimmter Messungen
und ihre nicht-klassische ,, Logik* reflektiert einfach die Tatsache, dass nicht alle physikalischen
Groflen simultan beobachtet werden kénnen. Daraus resultiert auch, dass die Menge der mog-
lichen statistischen Verteilungen nicht so eingeschréinkt ist wie im klassischen Fall und folglich
beispielsweise die Verletzung der Bellschen Ungleichungenﬂ wenig aufregend ist.

Neben den philosophischen Diskussionen tiber die Interpretation von Quantenlogik sorgt auch
der Begriff selbst haufig fiir Verwirrung. Seit seinem Aufkommen wird er nicht nur fiir viele
verschiedene algebraische Systeme verwendet, sondern auch fiir deduktive Systeme und als Be-
zeichnung unterschiedlicher Forschungslinien. Selbst innerhalb ein und desselben Gebiets erfolgt
seine Verwendung nicht einheitlich. Diese Mehrdeutigkeit der Terminologie macht es mitunter
schwierig, Resultate verschiedener Autoren zu vergleichen.

Werden unter Quantenlogiken (spezielle) orthomodulare posets verstanden, dann hat dies zu-
dem den Nachteil, dass die klassische Logik als Boolesche Algebra einen Spezialfall einer Quan-
tenlogik bildet, meist anders als beabsichtigt. Um diesem Irrtum vorzubeugen, bezeichnet man
manchmal nicht-distributive orthomodulare posets auch als strikte (auf Englisch: strict) Quan-
tenlogiken.

(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten [12] [76, 53| [74] [18| [7] [83] [1,
83, 34, [48])

52giehe Abschnitt S
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2.7 Unterscheidung von klassischen und
quantenmechanischen Systemen anhand ihrer Logiken

Ankniipfend an Mackeys Arbeit, haben unter anderen Stanley P. Gudder sowie Enrico G. Bel-
trametti und Gianni Cassinelli in ihrem Buch [4] eine allgemeinere Herangehensweise, die auf
einer Abstraktion der Hilbertraumstrukturen basiert, verfolgt.

Dieser liegt zugrunde, dass im Allgemeinen jedes physikalische System eine Klasse von Dupeln
(€,5) bestimmt, wobei £ die Ereignisse, die in einem bestimmten System eintreten konnen,
beinhaltet und S die Zustande, die ein durch die Theorie beschriebenes physikalisches System
einnehmen kann. Die dabei grundlegende Fragestellung ist, welche abstrakten Bedingungen
man fiir das Paar (£, 9) legitimerweise verlangen kann. Im Fall der Quantentheorie fiihrt das
Hilbertraummodell zu den Forderungen, dass £ eine moglichst gute Abstraktion des Hilbert-
Verbandes ist und S ein bestmdogliches Analogon der Dichteoperatoren im Hilbertraum, da diese
die moglichen Zusténde des physikalischen Systems reprasentieren. In Folge soll jeder Zustand
ein Wahrscheinlichkeitsmafl bestimmen, das jedem Ereignis aus £ einen Wert im Intervall [0, 1]
zuordnet.

Eine solche Herangehensweise fithrt zu zwei wesentlichen Schwierigkeiten, ndmlich einerseits,
ob es moglich ist, durch abstrakte Forderungen an das Paar (€, S) das Verhalten der konkret
zugrundeliegenden Hilbertraum-Objekte einzufangen, und andererseits, inwieweit das Hilber-
traummodell tiberhaupt zwingend sein soll.

Das erste Problem ist von Solér durch den Beweis eines geeigneten Repréasentationstheorems,
das notwendige und hinreichende Bedingungen an ein Ereignisse-Zustande-Paar (£,S), unter
welchen £ isomorph zu einem Hilbert-Verband ist, beinhaltet, gelost worden.

Die zweite Frage hat zur Untersuchung immer allgemeinerer algebraischer Strukturen gefiihrt.
Im Rahmen dieser ist etwa die Forderung der Verbandsstruktur von Quantenlogiken als nicht
haltbar betrachtet worden, da der Konjunktion zweier Propositionen, die nicht kompatible Gro-
Ben betreffen, keine Bedeutung zugeschrieben werden kann, zumal diese Groflen nicht gleich-
zeitig gemessen werden konnen. Dies hat zur Folge gehabt, dass man die Voraussetzung der
Verbandsordnung aufgegeben und stattdessen o-orthomodulare posets als Quantenlogiken be-
trachtet hat. Besteht ein solches poset nur aus endlich vielen Elementen, reduziert sich die
Bedingung der U—Orthovollsténdigkeiﬂ auf eine in der Definition von orthomodularen posets
ohnehin enthaltene Bedingungﬂ Darum nehmen iiblicherweise orthomodulare posets die Rolle
einer Quantenlogik ein. Diese Haltung verfolgen wir auch in der vorliegenden Arbeit, in der wir
uns fast ausschlieflich mit endlichen Strukturen befassen, weil diese fiir die Praxis von groferer
Relevanz sind als unendliche, auch wenn sich die meisten Resultate in naheliegender Weise auf
unendliche posets verallgemeinern liefen.

Wie wir gesehen haben, wird in den Herangehensweisen an die Grundlagen der Quantenme-
chanik der Begriff des Ereignisses oft als primitive Zutat genommen und die logische Struktur
von Ereignissen ist von vornherein gegeben oder wird axiomatisch angenommen, wie bei der
Definition eines propositionalen quantenlogischen Kalkiils. Es scheint aber der realen Erfahrung
naherzukommen, wenn man die Aufmerksamkeit auf die gemessenen Wahrscheinlichkeiten ge-
gebener Beobachtungen in unterschiedlichen Zustdnden eines physikalischen Systems richtet
und dann erst von diesen Wahrscheinlichkeiten ausgehend die logische Struktur der Ereignisse,
welche in der Beschreibung des physikalischen Systems auftreten, ableitet. Diese Haltung fithrt

53siehe die FuBnote in Punkt (iv) von Definition S
P4siehe Bedingung (iv) in Definition [3.11] S
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zum Problem der Entscheidung, ob empirisch gefundene Wahrscheinlichkeiten klassischer oder
nichtklassischer Natur sind.

Dadurch motiviert, haben Beltrametti und Maczynski 1991 den Begriff der S-Wahrscheinlichkeit
eingefiithrt, mit dem Ziel, einen Zugang zur Quantenmechanik zu ermoglichen, bei welchem es
nicht notwendig ist, iiber die Struktur der Ereignisse eines physikalischen Experiments von
vornherein Bescheid zu wissen.

Ist S eine Menge von Zustédnden eines physikalischen Systems und p(s) die Wahrscheinlich-
keit des Eintretens eines bestimmten Ereignisses, wenn das System im Zustand s € S ist, und
betrachtet man p(s) fur alle s € S, so erhédlt man eine Funktion von S nach [0, 1], welche
S- Wahrscheinlz’chkez’zﬂ genannt wird.

S-Wahrscheinlichkeiten stehen in enger Verbindung mit Mackeys Ansatz der axiomatischen
Quantenmechanik. Wie wir gesehen haben, betrachtet Mackey eine Funktion p: O x S x B —
[0, 1]. Fixiert man ein Paar (A4, F) € O x B, dann erhélt man eine Abbildung p(A4,-, E) : S —
[0, 1], die jedem Zustand s € S die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass der Wert der Ob-
servablen A in F liegt, zuordnet.

Eine Menge solcher S-Wahrscheinlichkeiten kann in natiirlicher Weise durch die Ordnung < von
Funktionen geordnet werden und erweist sich héufig als ein spezielles orthomodulares poset,
némlich als eine sogenannte Algebra von S-WahrscheinlichkeitenP"] Dieser Umstand legt die
Idee nahe, auch Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten als Quantenlogiken zu betrachten. Eine
formelle Rechtfertigung dafiir werden insbesondere Satze und liefern, welche zei-
gen, dass eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten, die eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten
bildet, die Struktur der assoziierten Ereignisse bestimmt. Genauer, kann laut letztgenann-
tem Satz jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten als der Wertebereich eines vollstandigen
Wahrscheinlichkeitsmaﬁeﬂ auf einem Ereignissystemm, aufgefasst werden. Ist Letzteres klas-
sisch, dann lasst sich, wie wir in Satz sehen werden, zeigen, dass die assoziierte Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten eine Boolesche Algebra ist, und umgekehrt, dass Algebren von
S-Wahrscheinlichkeiten, die Boolesche Algebren bilden, die Wertebereiche von klassischen Er-
eignissystemen sind. Darum ist es wesentlich, die Frage zu klaren, unter welchen Bedingungen
eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten eine Boolesche Algebra ist.

Neben den Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten spielen die Klassen der GF Eﬂ und konkreten
Logz'kenﬁ eine besonders wichtige Rolle. Letztere basieren auf S-Wahrscheinlichkeiten, die nur
die Werte 0 und 1 annehmen kénnen und somit mit Propositionen iiber das System, welche in
einem Zustand immer wahr oder immer falsch sind, korrespondieren. Wir charakterisieren sie
unter verschiedenen Annahmen und verallgemeinern dabei gewonnene Resultate, welche eine
Moéglichkeit zur Unterscheidung zwischen klassischen und potentiell quantenmechanischen Si-
tuationen bieten, auf den Fall beliebiger S-Wahrscheinlichkeiten.

Allgemeiner, geben wir Charakterisierungen an, wann S-Wahrscheinlichkeiten speziellen Struk-
turen oder sogar Booleschen Algebren angehéren. Der Schluss, ob es sich um ein klassisches oder

%Ssiehe Definition [4.1} S
“Ssiehe Definition [4.5] S
Tsiche S
58giehe S 80)

59siehe Definition [4.7, S
60siche Definition [4.6, S
6lsiche S

62giehe Definition 4.5] S
63siehe Definition [3.21] S
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nichtklassisches (Quanten-)System handelt, wird dadurch von den beobachteten Wahrschein-
lichkeiten hergeleitet. Zu diesem Zweck studieren wir Mengen von S-Wahrscheinlichkeiten im
Hinblick auf die Addition und den Vergleich von Funktionen der Messdaten und charakterisie-
ren bestimmte Klassen von S-Wahrscheinlichkeiten und setzen sie zueinander in Verbindung.
Jedoch schauen wir uns nicht nur an, welche Strukturen von vorliegenden Messwahrscheinlich-
keiten erzeugt werden, sondern auch, ob vorhandene S-Wahrscheinlichkeiten unter Hinzunahme
weiterer moglicher Messungen eine Boolesche Algebra bilden oder in eine solche eingebettet wer-
den konnen.

Da in der Praxis iiblicherweise nur endlich viele Messdaten vorliegen, konzentrieren wir uns bei
unseren Untersuchungen vorwiegend auf (endliche) orthomodulare posets (anstatt auf o-ortho-
modulare posets) und endliche Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten.

Eine weitere Moglichkeit zur Unterscheidung zwischen klassischen und nicht-klassischen - also
héchstwahrscheinlich quantenmechanischen - Systemen besteht in der Uberpriifung der Verlet-
zung bestimmter Ungleichungen. Diese Vorgehensweise motivieren wir im néchsten Abschnitt
und verallgemeinern wir spater.

Abschliefend wenden wir einige Erkenntnisse auf wohlbekannte Beispiele aus der physikalischen
Praxis an.

(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten , , , |§|, , ,
130} [21} [29} [32, [26, [20} [43])
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2 Die Logik der Quantenmechanik

2.8 Korrelationsunterschiede in der klassischen und der
qguantenmechanischen Physik

,Bell’s Theorem* sowie ,,Bellsche Ungleichung® und ,,CHSH-Ungleichung‘ﬁ sind Sammelnamen
fiir eine Familie von ResultatenEI, die alle wahrscheinlichkeitstheoretische Vorhersagen tiber die
Ergebnisse von (rdumlich getrennten) Experimenten betreffen. Diese Vorhersagen werden unter
der Pramisse getroffen, dass das betrachtete physikalische System den Prinzipien der klassischen
Physik|6_'6| und seine Korrelationen den klassischen Gesetzen der Wahrscheinlichkeitstheorie ge-
nugen.

Jedoch lassen sich Experimente an quantenphysikalischen Systemen so gestalten, dass die her-
geleiteten Vorhersagen sowohl von den zugehorigen entsprechend dem mathematischen For-
malismus der Quantenmechanik berechneten Korrelationen als auch von real durchgefiihrten
quantenphysikalischen Experimenten verletzt werden. Das bedeutet, wird mindestens eine der
vorhergesagten Ungleichungen verletzt, so kann man es nicht mit einem klassischen System
zu tun haben, sondern man kann davon ausgehen, dass den gemessenen Wahrscheinlichkeiten
Quantenphédnomene zugrunde liegen.

Tatsdchlich sind in ahnlicher Weise schon lange vor der Entstehung der Quantenmechanik
Ungleichungen aus Korrelationswahrscheinlichkeiten hergeleitet worden, die fiir die klassische
Wahrscheinlichkeitstheorie, angewandt auf Aussagen, die den Gesetzen der klassischen Logik
gentigen, stets erfillt sind und dazu dienen, fehlerhafte (bzw. nichtklassische) Datensétze von
Wahrscheinlichkeiten zu erkennen. So findet man beispielsweise schon 1862 in der Arbeit
von George Boole die Ungleichungen pas +p13 —p12 < 1, p13 +p1a —pasz < 1, pia+pas —p13 < 1,
wobei die p;;,i,j € {1,2,3},i # j die Korrelationswahrscheinlichkeiten je zweier Ereignisse
A;, A; bezeichnen, als ,,conditions of possible experience in the data“ﬂ

Um eine genauere Vorstellung der den Bell-Ungleichungen zugrunde liegenden Idee und ihrer
praktischen Relevanz zu gewinnen, wird im Folgenden eine auf Eugene Paul Wigner zuriick-
gehenden Variante@ der Herleitung von Bell-Ungleichungen und der Verletzung derer durch
quantenphysikalische Systeme erlautert.

Man betrachtet ein aus Paaren von Teilchen bestehendes System. An jedem der beiden Teilchen
konnen drei verschiedene Messungen M, M, und M, durchgefithrt werden, fiir welche jeweils
zwei entgegengesetzte Ergebnisse, +, und —,, +, und —, bzw. +, und —, moglich sind. Die
Teilchenpaare haben die Eigenschaft, dass man, wenn man an einem Teilchen, zum Beispiel A,
Messung M;, i € {z,y, z} durchfiihrt, sicher sein kann, bei Durchfithrung der Messung M; am
anderen Teilchen, etwa B, das entgegengesetzte Ergebnis zu erhalten.

Nun ist eine Quelle von N(€ N) Paaren solcher Teilchen gegeben und im Einklang mit dem
klassischen Fall wird angenommen, dass deren Art jeweils schon vor der Messung festgelegt ist,

64 Auf die auf J. Clauser, M. Horne, A. Shimony und R. Holt zuriickgehende CHSH-Ungleichung soll in der
vorliegenden Arbeit nicht speziell eingegangen werden; es sei stattdessen auf verwiesen.

55Fiir die Bell-Ungleichung in ihrer urspriinglichen Form sei auf 3] verwiesen. Unter anderem in wird unter
dem Begriff | Bell-Ungleichungen“ jedoch auch ein System von vier Ungleichungen verstanden, das einen
Spezialfall von in der vorliegenden Arbeit als ,verallgemeinerte Bell-Ungleichungen® betitelten Ungleichungen
darstellt.

66Unter den Prinzipien der klassischen Physik sind hier das der Vollstandigkeit, das der Realitit und das der
Lokalitat gemeint.

67Die Originalversion der erwihnten Ungleichungen aus hat dort auf Seite 231 die Form p > g+r—1, ¢ >
r+p—1, r>p+q— 1, wobei p, q, r Korrelationswahrscheinlichkeiten darstellen.

68Die hier angefithrte Darstellung geht auf zuriick und folgt den in , und vorgestellten Versionen.
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2 Die Logik der Quantenmechanik

das heifit, die Quelle produziert Teilchenpaare acht moglicher Gattungen, nadmlich

At

Lot (A ) Bleamy=a)s 200 (Ada = Blewm )
3. (A(+z, y,+z)>B( @y, — z))a 4. (A( z,+y,+z)»B(+z, y,fz)%
5.0 (Al -y Blewtyta)s 601 (A by Bra—yta)s
7ot (Aayta) Blaay—a)s 81 (Acumyima)s Bltarty b))

wobei das erste dieser Paare Ni-Mal, das zweite No-Mal usw. vorkommt und Zle N; = N ist.
Angenommen, man fithrt an einem Paar nun an Teilchen A Messung M, und an Teilchen B
Messung M, durch und erhalt die Ergebnisse +, und +,. Dann kann das gemessene Paar
nur die Form (A, -, +.), B—. +,.—.)) oder (A, —,.—.), B(—.+,.+.)) haben, das bedeutet, die
Wahrscheinlichkeit p(+,,+,), ein Paar zu finden, das bei Messung M, an A das Ergebnis +,
und bei Messung M, an B das Ergebnis +, liefert, betrdgt p(+,,+,) = % Mit derselben
Begriindung erhilt man in analoger Notation p(+,, +.) = 2252 und p(+,, +,) = 28

Da die N;, i = 1,...,8 nichtnegativ sind, gilt zudem die Ungleichung N3 + N5 < (No + N5) +
(N5 + N7), woraus p(+z, +y) < p(+4, +2) + p(+2, +,) folgt. Fir klassische Systeme mit klas-
sischen Korrelationswahrscheinlichkeiten miissen Ungleichungen dieser Art somit stets erfiillt
sein.

Betrachtet man nun jedoch ein geeignetes quantenphysikalisches Szenario, so stellt man fest,
dass diese Ungleichung verletzt werden kann. Nimmt man etwa ein Spin—%—System bestehend aus
zwei Teilchen, die sich im Singulett-Zustand befinden, das heifit, Teilchenpaare, deren einzelne
Teilchen entlang jeder beliebigen Richtung jeweils entweder Spin % oder Spin —% haben, wobei
fir jedes Paar der Gesamtspin 0 ist, man also aus der Messung des Spins % bzw. —% am
einen Teilchen entlang einer bestimmten Achse mit Sicherheit darauf schlieen kann, dass das
andere Teilchen entlang derselben Achse Spin —3 bzw 5 hat und wahlt man als Messungen
M, M,, M, die Spinmessungen entlang dreier Achsen x y, z, so ergibt sich nach den Gesetzen
der Physikﬂ fur die Wahrscheinlichkeit p(+4,,+,), dass die Spinmessung am einen Teilchen
(welches sich nach links bewegt, weshalb wir es ,linkes Teilchen® nennen) entlang der z-Achse
1 liefert und die Messung am anderen Teilchen (welches sich nach rechts bewegt, weshalb wir es

,,rechtes Teilchen“ nennen) entlang der y-Achse ebenfalls Spm 5 zeigt, p(+4,+y) = fsm (92 ),
wobei 0,, die Grofle des Winkels zwischen der z- und der y- Achse ist.

Fir die Wahrscheinlichkeit p(+,,+.) bzw. p(+.,+,), dass die Messung des ersten Teilchens
entlang der x-Achse Spin % und die des zweiten Teilchens entlang der z-Achse Spin % bzw.
die Messung des ersten Teilchen entlang der z-Achse Spin 1 5 und die des zweiten Teilchens
entlang der y-Achse ebenfalls Spln 5 ergibt, erhdlt man p(+,,+.) = fsm 2( 32) bzw. p(+.,+,) =

581112(92 ), wobei 0, bzw. 0, die Groﬁe des Winkels zwischen der x- und der z-Achse bzw. der
z- und der y-Achse ist.

Setzt man diese Wahrscheinlichkeiten in die zuvor hergeleitete Bell-Ungleichung

P(tas +y) < P(ta; +2) + (42, +y)

ein, ergibt sich sinQ(eg”Ty) < sin?(%=) + sinz(egy).
Fiir eine Wahl der drei Achsen xz,y, z, bei der 0,, = 7 und 0. = 0., = 2¢ gilt, lautet die
Ungleichung i < sin?(¢) und wird beispielsweise fiir ¢ = 15 verletzt, woran man erkennt, dass
es sich bei dem zugrundeliegenden physikalischen System um ein nichtklassisches (aber nicht
zwingend quantenphysikalisches) handeln muss.

69F{ir Details zur Berechnungsformel sei beispielsweise auf || verwiesen.
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Diese Idee aufgreifend, werden wir weitere Bell-(artige)-Ungleichungen, das heifit, die Korrela-
tionswahrscheinlichkeiten betreffende Bedingungen fiir die Klassik eines Systems, in Abschnitt

[4.5.30 kennenlernen.

(vorangegangene Ausfithrungen orientieren sich an den Arbeiten [67, 76} [34] 82| [51, [81] [66, [14]
7 7 7 @)

"Ogiehe S

23



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

3 Algebraischer Hintergrund

Dieses Kapitel dient der Prasentation relevanter rein mathematischer Inhalte, die fiir die Theorie
der Quantenlogik und die Charakterisierung von numerischen Ereignissen benotigt werden.

3.1 Grundlegende Begriffe und Zusammenhange

Zunéchst fithren wir wesentliche Definitionen ein, die uns die gesamte Arbeit hindurch begleiten
werden, und veranschaulichen sie anhand einfacher Beispiele. Besonders wichtig sind dabei die
Begriffe des (booleschen) orthomodularen posets und der Booleschen Algebra.

Definition 3.1. ([10],[53]) Eine bindre Relation < auf einer nichtleeren Menge X heifit Halb-
ordnung auf X, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Das geordnete Paar (X, <), oder kiirzer X, nennt man halbgeordnete Menge (auf Englisch: par-
tially ordered set), abgekiirzt posetﬂ

Bildet man eine Teilmenge ¥ C X und schrankt die fiir X definierte Ordnung auf Y ein, so
erhélt man ein sogenanntes Teilposet.

Definition 3.2. ([10],[53])Zwei Elemente z, y einer halbgeordneten Menge X heiien vergleich-
bar, wenn entweder x < y oder y < x gilt. Zwei Elemente, die nicht vergleichbar sind, heiflen
nicht vergleichbar oder unvergleichbar.

Definition 3.3. ([20],[38]) Ist (X, <) eine halbgeordnete Menge mit kleinstem Element 0, dann
ist ein Atom als ein Element a € X, sodass 0 < a ist und [0 < z < a| = = = a gilt, definiert.

Definition 3.4. ([19],[54],[59]) Eine halbgeordnete Menge (X, <) mit einem kleinsten Element
0 heifit atomar (auf Englisch: atomic), wenn es fiir jedes b € X\{0} ein Atom a € X gibt,
sodass a < b ist.

Proposition 3.1. Jedes endliche poset, das mehr als ein Element umfasst und ein kleinstes
Element 0 hat, ist atomar.

Beweis. Sei X ein endliches poset mit kleinstem Element 0. Wir haben zu zeigen, dass dann
jedes von 0 verschiedene Element entweder ein Atom ist oder grofler als ein Atom ist.

Seia € X, a # 0. Ist a ein Atom, so sind wir fertig. Ist a kein Atom, dann muss es, da a > 0 ist,
ein Element ¢; € X geben, das a > ¢; > 0 erfillt. Ist ¢; ein Atom, so sind wir fertig. Ist ¢; kein
Atom, dann muss es, da ¢; > 0 ist, ein Element ¢y € X geben, das a > ¢; > ¢y > 0 erfiillt. Ist
co ein Atom, so sind wir fertig. Ist ¢y kein Atom, so fithrt man die begonnene Argumentation
so lange fort, bis man ein Atom b erreicht, das a > ¢; > ¢o > ... > b > 0 erfiillt. Da X endlich
ist, ist das nach endlich vielen Argumentationsschritten der Fall. O

I'Da wir in der vorliegenden Arbeit hiufig halbgeordnete Mengen diskutieren und dieser Begriff recht langatmig
ist, verwenden wir, um den Lesefluss zu erleichtern und héufige Wortwiederholungen zu vermeiden, auch das
englische Akronym ,poset®.
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3 Algebraischer Hintergrund

Beispiel 3.1. Es gibt unendliche posets mit einem kleinsten Element, die nicht atomar sind. Ein
Beispiel dafiir ist die in der iiblichen Weise geordnete Menge der nichtnegativen reellen Zahlen,
denn diese hat keine Atome.

Definition 3.5. ([92],(38])Eine Menge von paarweise verschiedenen Elementen einer Halb-
ordnung, die alle paarweise vergleichbar sind, bezeichnet man als Kette und eine Menge von
paarweise verschiedenen Elementen einer Halbordung, die alle paarweise unvergleichbar sind,
nennt man Antikette. Die Linge einer endlichen Kette ist als die Anzahl der Elemente in der
Kette minus Eins definiert, das heifit, eine aus n Elementen bestehende Kette hat Lange n — 1.

Definition 3.6. ([10],[25],[30])Fiir eine Teilmenge M einer halbgeordneten Menge X nennt
man ein Element s € X, das m < s Ym € M und [m <t Vm € M| = s < t erfiillt, das
Supremum von M.

Das dual dazu durch m > i Vm € M und [m >t Vm € M| = i >t definierte Element i heifit
Infimum von M.

Existiert das Supremum von ganz X, so nennt man es gréfites Element von X, und existiert
das Infimum von ganz X, so spricht man vom kleinsten Element von X.

Zwei verschiedene Elemente x,y € X, deren Infimum 0 ist, bezeichnet man als disjunkt.

Definition 3.7. ([40],[4],[53]) Eine halbgeordnete Menge (X, <) mit kleinstem Element 0 heift
atomistisch (auf Englisch: atomistic), wenn jedes Element aus X das Supremum der Atome,
welche kleiner oder gleich ihm selbst sind, ist.

Bemerkung 3.1. Aus der Definition von atomistischen posets folgt unmittelbar, dass jedes ato-
mistische poset auch atomar ist.

Definition 3.8. ([10]) Ein Verband (auf Englisch: lattice) ist eine algebraische Struktur (V, V, A)
(abgekiirzt, V'), bestehend aus einer Menge V' und zwei bindren Operationen V und A, sodass
fiir alle u,v,w € V folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Kommutativitit: u Vo =vVu, uAv=vAu
(i) Assoziativitit: (u Vo) Vw =uV (vVw), (uAv) Aw=uA (vAw)
(iii) u A (uVv)=u,uV (uAv)=u

Bemerkung 3.2. ([10])Verbénde lassen sich auch als Ordnungsstrukturen definieren. Insbeson-
dere ist jeder Verband ein poset. Der Zusammenhang ist folgendermafien gegeben:

Die auf einem Verband (V,V,A) durch u < v :< u A v = u definierte bindre Relation ist eine
Halbordnung, die mit den Operationen A,V kompatibel ist, das heift, es gilt [u < v,w < z] =
[uANw <vAz,uVw<vVz|, und (V, <) bildet eine halbgeordnete Menge.

Umgekehrt gilt, dass eine halbgeordnete Menge (V, <) einen Verband (V,V,A) bildet, wenn
fir jedes Paar von Elementen (und somit fiir alle endlichen Teilmengen U C V') Suprema und
Infima existieren.

Die Ldnge eines endlichen Verbandes ist als die Lange der lingsten Kette in diesem Verband
definiert.

Definition 3.9. Zur Darstellung von posets und Verbdnden verwendet man sogenannte Hasse-
Diagramme. Dabei wird fiir jedes Element des posets ein Punkt gezeichnet, wobei ein Punkt b
im Diagramm oberhalb eines Punktes a zu finden ist, wenn im poset a < b gilt. Gibt es fiir ein
solches Paar (a,b) kein Element, das in der Ordnung zwischen a und b liegt, so werden a und
b durch eine Linie verbunden.
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Definition 3.10. ([10]) Hat in einer halbgeordneten Menge V' sogar jede beliebige, also nicht
notwendigerweise endliche, Teilmenge ein Supremum und ein Infimum, dann bezeichnet man
den korrespondierenden Verband V' als vollstindig.

Hat ein Verband (bzw. ein poset) V ein grofites Element 1 := \/,cy V' und ein kleinstes Element
0 := Ayev V, so spricht man von einem beschrankten Verband (bzw. poset) und schreibt dafir

(V,V,A,0,1).

Definition 3.11. ([20],[7.[35],[53].[10 | ) Eine orthokomplementdre halbge-

ordnete Menge, abgekiirzt orthopose X <, ,0 1) bzw kurzer (X, <)) oder X, ist eine be-
schrankte halbgeordnete Menge (X, <) mlt kleinstem Element 0, groﬁtem Element 1 und einer
undren Operation ’, genannt Orthokomplementbzldung (auf Englisch: orthocomplementation)
oder Orthogonalisierung, die fiir alle z,y € X folgende Bedingungen erfiillt:

(i) z<y=y <o
(i) (/) =2

(iii) Das Supremum z V 2’ und das Infimum x A 2’ existieren in X und es gilt 2 V 2/ = 1 und
Az’ =0.

Eine undre Operation ' auf einem poset X, welche die ersten beiden der obigen Bedingungen
erfillt, wird antitone Involution genannt.

Gegeben ein orthoposet (X, <,)), wird 2’ € X als das Orthokomplement (auf Englisch: ortho-
complement) von x € X bezeichnet.

Weiters nennt man fiir jedes € X jedes y € X, firdas o <y, v Ay =0und z vy =1 gilt,
orthogonales Komplememﬂ (auf Englisch: orthogonal complement) von .

Ein orthoposet X heifit eindeutig orthokomplementiert, wenn fiir jedes x € X das Element 2’
sein einziges orthogonales Komplement ist.

Allgemeiner, heifit jedes Element x eines beschrankten posets X, fiir das es ein y € X gibt,
sodass z Ay = 0 und = Vy = 1 ist, komplementiert (auf Englisch: complemented) und man
bezeichnet y als das Komplement von x.

Sind in einem beschriankten poset alle Elemente komplementiert, so spricht man von einem
komplementierten poset.

Hat zudem jedes Element genau ein Komplement, so handelt es sich um ein eindeutig komple-
mentiertes (auf Englisch: uniquely complemented) poset.

Eine unare Operation ¢ auf einem komplementierten poset, die jedes Element auf eines seiner
Komplemente abbildet, nennt man Komplementbildung.

Ist auf einem beschrénkten poset (P, <,0, 1) eine Komplementbildung ¢ definiert, so nennt man
(P, <,°,0,1) komplementar.

Gilt in einem poset mit antitoner Involution (X)) fiir zwei Elemente x,y € X, dass x < v/ ist,
so sagt man, x ist orthogonal zu y, in Zeichen x L y. Drei Elemente x,y, z € X, die paarweise
orthogonal sind, nennt man orthogonales Tripel, orthogonales Dreieck oder nur Dreieck und
schreibt dafiir A(z,y, 2).

2Manche Autoren verstehen unter orthoposets nicht nur orthokomplementire, sondern orthomodulare posets,

beispielsweise in . @" und .

3Die Definition der Begriffe Orthokomplement und orthogonales Komplement sowie (ortho-)komplementéir und
(ortho-)komplementiert ist in der Literatur nicht einheitlich.
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Ein orthoposet, welches ein Verband (V,V, A) ist, nennt man orthokomplementiren Verband,
abgekiirzt Orthoverband, und schreibt fir ihn (V,V, A, 0,1) oder kirzer (V,V,A,”) oder nur
V.

Erfullt ein orthoposet zuséitzlich, dass
(iv) = L y die Existenz des Supremums z V y in X impliziertEl, und dass das
(v) orthomodulare Gesetz: [x <y| = [y =z V (2' Ay)] gilt,

so spricht man von einem orthomodularen poselﬂ

Sind Bedingungen (i) — (iv) erfiillt, aber nicht notwendigerweise (v), so wird X als L-poset
bezeichnet.

Bildet eine orthomodulare halbgeordnete Menge einen Verband, dann nennt man diesen ortho-
modularen Verband.

Bemerkung 3.3. Aus der dritten Bedingung in Definition folgt insbesondere, dass Ortho-
gonalisierungen auf nichttrivialen posets keine Fixpunkte haben kénnen: Angenommen, es gibt
ein Element x € X, sodass ¢ = 2/ ist. Dann muss x = V2’ = 1lund x = z A2’ = 0, also
1 =2 =0 sein.

Daraus folgt in Kombination mit der zweiten Bedingung aus Definition [3.11] speziell auch, dass
jedes nichttriviale endliche orthokomplementére poset stets aus einer geraden Anzahl von Ele-
menten besteht.

Zudem gilt wegen der dritten Bedingung in der Definition, dass in jedem orthokomplementéren
poset fir alle Elemente x € X\{0, 1} stets x und 2’ unvergleichbar sind, weil sonst z A 2’ = 0
und z V 2’ = 1 nicht erfillt sind.

Beisprel 3.2. (Vgl.)Der Verband in Abbildung , welcher aufgrund seiner Form Diamant-
Verband (auf Englisch: diamond lattice) genannt wird, mit der in der Abbildung definierten
unédren Operation ’ ist nicht orthokomplementér, denn ’ ist keine zuléssige Orthogonalisierung,
weil y einen Fixpunkt bildet, was, wie in Bemerkung festgestellt, jedoch nicht moglich
ist. Auf dem Verband lasst sich keine Orthogonalisierung wohldefinieren. Diese Feststellung ist
wichtig, weil man ihn sonst félschlicherweise fiir orthomodular halten kénnte, da die in der
Abbildung definierte Operation  das orthomodulare Gesetz erfiillt.

Beispiel 3.3. Der in Abbildung dargestellte Verband, welcher Pentagon-Verband (auf Eng-
lisch: pentagon lattice) genannt wird, ist nicht eindeutig komplementiert, da sowohl u als auch v
ein Komplement von w darstellen. Wie der Diamant-Verband, lasst sich auch auf dem Pentagon-
Verband keine Orthogonalisierung wohldefinieren. Auch hier ist diese Feststellung wichtig, weil
man ihn mit der durch «' := v,v’ := u,w = w’ definierten antitonen Involution, da diese das
orthomodulare Gesetz erfiillt, falschlicherweise fiir einen orthomodularen Verband halten konn-
te. Es geniigt jedoch die Feststellung, dass der Pentagon-Verband aus einer ungeraden Anzahl
von Elementen besteht, um infolge der Uberlegungen in Bemerkung zu erkennen, dass er
nicht orthokomplementéar und daher auch nicht orthomodular sein kann.

4Existiert in einem orthoposet das Supremum fiir jede abzihlbare Teilmenge paarweise orthogonaler Elemente,
so bezeichnet man das poset als o-orthovollstindig
5Ein o-orthovollstandiges orthomodulares poset bezeichnet man als o-orthomodulares poset.
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Abbildung 3.1: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Die auf dem Verband definierte unare
Operation ’ ist keine zuldssige Orthogonalisierung.

Abbildung 3.2: Hasse-Diagramm zu Beispiel S Die Abbildung zeigt den Pentagon-
Verband, auf welchem sich keine Orthogonalisierung definieren lasst.

Bemerkung 3.4. Per Definition existiert in orthokomplementaren posets zu jedem Element min-
destens ein orthogonales Komplement, ndmlich das Orthokomplement, welches wiederum ein
Komplement darstellt. Darum sind orthokomplementare posets stets komplementér, also auch
komplementiert. Insbesondere existiert in jedem eindeutig komplementierten beschrankten po-
set zu jedem Element hochstens ein orthogonales Komplement, und es gibt genau eine antitone
Involution auf dem poset, die eine Orthogonalisierung auf ihm bildet.

Bemerkung 3.5. Da in Verbanden zu jedem Paar von Elementen, also im Speziellen auch fiir
je zwei orthogonale Elemente, ein Supremum existiert, ist jeder orthokomplementére Verband
immer auch ein |-poset. Allerdings ist nicht jeder orthokomplementéire Verband zwingend
orthomodular.

Definition 3.12. ([39],(54).[55]) Erfiillt eine Teilmenge Y einer orthomodularen halbgeordneten
Menge X, dass fiir alle z,y € X

(i) z€eY =2"€Y und
(ii) [r,yeY,z Lyl =aVyeY

gilt, dann nennt man (Y, <)) ein orthomodulares Teilposet (auf Englisch: orthomodular sub-
poset []).

'Manche Autoren verwenden dafiir den Begriff sub-orthoposet, beispielsweise in und
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Bemerkung 3.6. Die Feststellung, dass aus den beiden Bedingungen in Definition [3.1%| folgt,
dass eine Teilmenge Y eines orthomodularen posets, die jene erfiillt, selbst ein orthomodulares
poset bildet, rechtfertigt die Definition des orthomodularen Teilposets.

Beispiel 3.4. Betrachtet man die Menge {0, a, b, ¢, d, 1} und ordnet sie so, dass das entstehende
poset sich aus den beiden Ketten 0 < a < ¢ < 1und 0 < b < d < 1, welche nur an den Punkten
0 und 1 zusammenhédngen, zusammensetzt, so erhdlt man einen beschrankten Verband mit
der einzig moglichen Orthogonalisierung 0" = 1,d’ = d, V' = ¢, in dem zwar die orthogonalen
Komplemente eindeutig sind, aber nicht die Komplemente, weil mitunter sowohl a’ als auch
b ein Komplement von a darstellt. Der orthokomplementire Verband ist in Abbildung 3.3
abgebildet.

Abbildung 3.3: Hasse-Diagramm zu Beispiel , S Die Abbildung zeigt einen Verband mit

nur einer moglichen Orthogonalisierung, der nicht eindeutig komplementiert ist.

Beispiel 3.5. Das einfachste Beispiel eines posets, das keinen Verband darstellt, ist eine Menge
von zwei unvergleichbaren Elementen.

Ein anderes Beispiel ist das Mengensystem X := {0, {a},{b}}, a # b, geordnet durch die
mengentheoretische Inklusion. Darin haben a und b zwar ein Infimum, namlich (), aber kein
Supremum.

Ein weiteres Beispiel ist das durch das Hasse-Diagramm in Abbildung reprasentierte be-
schrankte poset. Darin haben ¢ und d kein Infimum und a und b kein Supremum. Auflerdem
lasst sich auf dem poset keine Orthogonalisierung definieren. Insbesondere ist keines der Ele-
mente a,b, c und d komplementiert. Ein konkretes Beispiel fiir ein solches poset ist etwa die
Menge {1,2,3,12, 18,216}, geordnet durch die Teilbarkeitsrelation.

Beispiel 3.6. Der in Beispiel betrachtete orthokomplementare Verband ist nicht ortho-
modular, weil beispielsweise a < V', aber b’ # a V (' AV) = aV 0 = a ist, wie man am
Hasse-Diagramm in Abbildung sofort erkennt.

Definition 3.13. ([32],[10]) Den Verband der Léange zwei, der aus kleinstem Element 0 = 1/,
grofitem Element 1 = 0', n > 1 paarweise unvergleichbaren Elementen vq,...,v, und deren
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1 (216)

{12):c d (18)

(2)a b (3)
0(1)

Abbildung 3.4: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Die Abbildung zeigt ein poset, das keinen
Verband bildet.

n sowohl mit ihnen als auch untereinander paarweise unvergleichbaren Orthokomplementen
vy, ..., vl besteht, bezeichnet man mit MO,. Auler 0 und 1 sind alle Elemente von MO,
Atome. Das Hasse-Diagramm zu dem Verband ist in Abbildung zu sehen.

Abbildung 3.5: Hasse-Diagramm zu Definition , S: Die Abbildung zeigt den Verband
MO,, n>1.

Bemerkung 3.7. ([55),[53],[10],[42]) Ist X ein orthoposet und A C X, dann liegt A" := {d’ €
X : a € A} ebenfalls in X und die Gesetze von de Morgan sind giiltig, das heifit, es ist
(VA = NA, (NA) =V A, also existiert \/ A in X genau dann, wenn A A’ existiert.

Aus dem Grund lasst sich das orthomodulare Gesetz auch in der dquivalenten Form [z < y] =
[y =V (xVy')] formulieren und es geniigt, in der dritten Bedingung nur entweder die Existenz
von x V' und z V 2’ = 1 oder die Existenz von x A 2’ und = A 2’ = 0 zu fordern.

Beispiel 3.7. (Vgl., )Das in Abbildung dargestellte poset, welches Janowitz-poset
bzw. Jig genannt wird, ist zwar orthomodular (wie etwa in bewiesen wird), aber kein
Verband, denn a und e haben die drei gemeinsamen oberen Schranken ¢’, ¢’ und 1, aber ¢ und

¢’ sind unvergleichbar, weshalb a und e kein gemeinsames Supremum haben.

siehe S
Bsiehe S
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Abbildung 3.6: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Das Janowitz-poset ist orthomodular,
aber kein Verband.

Proposition 3.2. (vgl.[55])Ist (X, <)) ein L-poset, dann ist die vierte Bedingung in Definition
3.1 87 dquivalent dazu, dass mit jeder endlichen Folge von paarweise orthogonalen Elementen
T1,To, ..., T, auch deren Supremum \/7_, x; in X enthalten ist.

Beweis. (vgl.[55]) Fiir n = 2 gilt die Behauptung per Definition.

Angenommen, fiir jede Folge von n € N paarweise orthogonalen Elementen x1,x,..., 2, € X
liegt auch das Supremum V' ; z; in X. Sei nun x1, x9, ..., 2,1 eine Folge von n 4 1 paarweise
orthogonalen Elementen aus X. Dann haben wir wegen x; 1 xo = dz; V2o € X und 2y, 29 <
i Vi e {3,...,n+1},dass z1Vay < 2 Vi € {3,...,n+1}ist. Also bilden z1 Vg, 23, 24, . . ., Tpy1
eine Folge von n paarweise orthogonalen Elementen aus X und somit existiert auch V?jll T =
(iL‘l V 33'2) V \/7-H_31 ZT; in X. ]

1=

Bemerkung 3.8. (,,)Wie man aus der Definition direkt folgert, ist ein L-poset genau
dann ein orthomodulares poset, wenn gilt, [z <y, 2’ Ay =0] = x =y.

Insbesondere enthélt jedes L-poset mit x,y € X, x <y auch x V (' Ay), denn z <y = x L
y=zVy eX=(@Vvy)=2rANyeXudz<zVy = (2'ANy).

Proposition 3.3. ([25], [65].[54)]) Ein beschrinktes poset X mit einer antitonen Involution '
ist genau dann orthokomplementdr, wenn aus der Orthogonalitit zweier Elemente deren Dis-
junktheit folgt, also, wenn gilt: Vx,y e X : z Ly=xAy=0.

Bewezs. (,) Sei X orthokomplementér und seien x,y,z € X, sodassx Ly, 2 <z, 2 <y
ist. Dann gilt [z <z, 2 <Y ]=y<Zund 2 <y, y<]|=2<Z=>2=2N2<2z2AzZ =
0 = z = 0. Also ist 0 die einzige untere Schranke von z und y.

Gilt umgekehrt, dass Orthogonalitidt Disjunktheit impliziert, dann ist jedes Element x € X
orthokomplementér, weil x <z =z L 2/ = x A2’ = 0 gilt. m

Bemerkung 3.9. Aus Proposition folgt insbesondere die wichtige Tatsache, dass in ortho-
komplementéaren posets zwei orthogonale Elemente stets auch disjunkt sind.

Dass hingegen die Umkehrung x Ay = 0 = x L y nicht in jedem orthokomplementéiren poset
gilt, motiviert folgende Definition.

Ysiehe S
20siehe S
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Definition 3.14. (,,,,,,) Ein poset X mit einer antitonen Involutioﬂ

heifit boolesch, wenn die Disjunktheit zweier Elemente deren Orthogonalitit impliziert, das
heifit, wenn
Ve,ye X 2 ANy=0=x1ly

gilt.
Ebenso nennt man ein Teilposet Y C X, versehen mit der Einschriankung der fiir X definierten
antitonen Involution auf Y boolesch, wenn fiir seine Elemente obige Implikation erfiillt ist.

Bemerkung 3.10. Da in orthokomplementéren posets die Orthogonalitat zweier Elemente stets
auch ihre Disjunktheit nach sich zieht, gilt fiir jedes boolesche orthokomplementéare poset X,
und daher insbesondere auch fiir jedes boolesche orthomodulare poset:

Ve,ye Xz ANy=0< z Ly. (3.1)

Insbesondere sind die Atome boolescher orthoposets aufgrund der aus ihrer Definition folgenden
Disjunktheit stets paarweise orthogonal.

Mit klassischen Systemen werden Boolesche Algebren assoziiert, welche folgendermaflen defi-
niert sind.

Definition 3.15. (,,,) Eine Boolesche Algebra, auch Boolescher Verband genannt,
ist ein komplementérer distributiver Verband (B, V, A%, 0,1), das heifit, ein Verband (B, V, A\)
mit kleinstem Element 0, grofftem Element 1 und einer Komplementbildung GEL in dem alle
Elemente a, b, ¢ die Distributivgesetze

AN(bVe)=(aNnb)V(aAc),

V(bAc)=(aVb)A(aVc)

erfiillen.

Ein orthokomplementéres (Teil-)poset B eines orthokomplementéren posets X wird Boolesche
(Teil-)Algebra genannt, wenn fiir je zwei Elemente a,b € B das Infimum aAb und das Supremum
aVbin X existieren und in B liegen, fiir jedes a € B auch &’ in B liegt und (B, V, A) distributiv
ist, das heifit, wenn B aus Verbandssicht eine Boolesche Algebra bildet.

Die von einer Menge von Elementen aus X erzeugte Boolesche (Teil-)Algebra von X ist als die
kleinste Boolesche Teilalgebra von X, welche diese Elemente umfasst, definiert.

Ist eine endliche Teilmenge eines orthoposets in einer Booleschen Teilalgebra von ihm enthalten,
so bezeichnet man jene Teilmenge als Boolesch.

Bemerkung 3.11. (Vgl.) Jede Teilalgebra einer Booleschen Algebra B, das heifit, jede Teil-
menge von B, die 0, 1 und mit jedem Element x € B auch dessen (eindeutiges)ﬁ Komplement
x¢ € B enthalt und fiir je zwei in ihr liegende Elemente auch deren Infimum und Supremum
umfasst, bildet selbst auch eine Boolesche Algebra.

Ebenso bildet der Schnitt zweier Boolescher Teilalgebren stets auch eine Boolesche Teilalgebra.

21Bei einigen Autoren wird der Begrlff boolesch nur fiir orthokomplementére posets bzw. orthomodulare posets

definiert, zum Beispiel in \. \ 5] und |

22Wie wir in Proposition [3.27] d& 45| sehen Werden stellt die Komplementbildung auf einer Booleschen Algebra
B auch eine Orthogonalisierung auf B dar.

23Komplementire distributive Verbénde sind eindeutig komplementiert. Insbesondere sind folglich die jeweiligen
Komplemente auch die einzig moéglichen Orthokomplemente. (Vgl.)

32



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

3 Algebraischer Hintergrund

Bemerkung 3.12. Wie man an der Definition der Booleschen Teilalgebra B eines orthokom-
plementédren posets X erkennt, entsprechen das Infimum und das Supremum zweier in ihr
enthaltener Elemente dem Infimum und dem Supremum in X und sind somit unabhéngig von
B definiert.

Beispiel 3.8. Der in Abbildung dargestellte Verband MO,,,n > 2 ist ein orthomodula-
rer und trivialerweise atomistischer (nicht eindeutig) orthokomplementéarer Verband, der nicht
distributiv und somit keine Boolesche Algebra ist. Das orthomodulare Gesetz ist trivialerweise
erfiilllt, da die 2n Elemente vy, v}, ..., v,, v, jeweils nur mit 0 und 1 vergleichbar sind. Jedoch
ist zum Beispiel das Tripel vy, v}, v nicht distributiv, denn es ist (v; Av]) V vy = 0V vy = vy,
aber (v; Vug) A (V] Vug) =1V 1=1%#u,.

Dass es sich bei MO,,, n > 2 um keinen distributiven Verband handeln kann, erkennt man mit
der Feststellung in Fufinote auch daran, dass in komplementéaren distributiven Verbanden
die Komplemente eindeutig sind, was in MO,,,n > 2 allerdings nicht der Fall ist, weil jedes
Element 2n — 1 Komplemente hat.

Auflerdem ist MO, nicht boolesch, weil beispielsweise zwar v; A v9 = 0, aber vy [ vy ist.

Fir n =1 stellt MO, jedoch die vierelementige Boolesche Algebra dar.

Beispiel 3.9. Das in Abbildung [3.7F| dargestellte poset bildet mit der darin definierten antitonen
Involution " ein orthoposet. Es handelt sich allerdings nicht um ein L-poset, weil beispielsweise
c und d zwar orthogonal sind, aber kein gemeinsames Supremum haben. Folglich ist das ortho-
poset auch nicht orthomodular und kein Verband.

Zudem ist es, wie in der Abbildung sofort ersichtlich, nicht eindeutig komplementiert und nicht
einmal eindeutig orthokomplementiert (weil beispielsweise sowohl ¢ als auch d orthogonale
Komplemente von a sind), jedoch ist die abgebildete antitone Involution die einzig méogliche
Orthogonalisierung: Bezeichnet man die fiinf Elemente unmittelbar unterhalb 1 von links nach
rechts mit f, g, h,7 und j, so ist h das einzig mogliche Orthokomplement von ¢, weil nur fir h
erfiillt ist, dass h A c =0 und h V ¢ = 1 ist, das heiit, h =: ¢. Fiir a sind f,7 und j aus dem
gleichen Grund die einzigen in Frage kommenden Orthokomplemente. Setzt man nun o’ := f,
dann ist b < o', daher muss zwingend b := ¢ sein, damit auch a < ¥ erfiillt ist. Jedoch ist dann
bAY =bAg=>b+#0, also ist diese Orthogonalisierung nicht moglich. Wahlt man stattdessen
a’ :=1, dann ist d < a/, weshalb g =: d’ sein muss, woraus folgt, dass nur j =: ¢’ sein kann. Da-
durch ergibt sich f =: ¢/, weshalb b < ¢’ ist. Umgekehrt gilt aber nicht e < ¥, darum ist auch
das keine mogliche Orthogonalisierung. Somit kommt als Orthokomplement von a nur mehr
j =: d’ in Frage, was in Folge genau die in Abbildung[3.7 dargestellte Orthokomplementbildung
liefert, welche somit die einzige ist.

Beispiel 3.10. Abbildung zeigt das Hasse-Diagramm eines nicht eindeutig orthokomple-
mentierten und daher auch nicht eindeutig komplementierten L-posets. Drei weitere Darstel-
lungen der Orthogonalisierung sind in Abbildung zu sehen. Die vier verschiedenen Hasse-
Diagramme legen die gleiche Halbordnung der Elemente 0,a,a’,b,b, ¢, ,d,d und 1 fest, sind
also aquivalent.

Das L-poset ist nicht orthomodular, weil beispielsweise zwar a < ¢, aber aV (a’ Ad') =aV 0 =
a # c ist.
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Abbildung 3.7: Hasse-Diagramm zu Beispiel , S Die Abbildung zeigt ein orthoposet,

welches kein L -poset und somit auch nicht orthomodular und kein Verband ist.

1=0

0=1

Abbildung 3.8: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Abgebildet ist ein nicht orthomodulares
L -poset, welches keinen Verband bildet.

Eine besondere Bedeutung wird Satz haben, der besagt, dass bestimmte Mengen von
Messwahrscheinlichkeiten als spezielle orthomodulare posets aufgefasst werden konnen, weil sie
isomorph zueinander sind. Auch die Einbettung von Mengen von gemessenen Wahrscheinlich-
keiten in Boolesche Algebren nimmt eine wesentliche Stellung ein. Darum prézisieren wir, was
wir unter Einbettungen und Isomorphismen verstehen:

Definition 3.16. ([53][10][7][55])Eine Abbildung A von einer halbgeordneten Menge (X, <)
in eine andere halbgeordnete Menge (Y, <) heifit (Ordnungs-)Homomorphismus, wenn sie ord-
nungserhaltend ist, und heifit (Ordnungs-)Einbettung, wenn sie injektiv ist und Vz,y € X :
z <y < h(z) < h(y) gilt.

Eine bijektive Ordnungs-Einbettung wird (Ordnungs-)Isomorphismus genannt.

Ein (Verbands-)Homomorphismus ist eine Abbildung zwischen zwei Verbanden, welche mit den
Suprema und Infima vertraglich ist.

Eine (Verbands-)FEinbettung bzw. ein (Verbands-)Isomorphismus ist ein injektiver bzw. bijekti-
ver Verbands-Homomorphismus.

Fiir beschrénkte posets und Verbénde wird zuséatzlich gefordert, dass ein Homomorphismus das

2siche S
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I 0

0=1 =1 0=1

Abbildung 3.9: Hasse-Diagramme zu Beispiel [3.10] S Die Abbildung zeigt zu der in ,
S34 alternative Darstellungen.

Nullelement auf das Nullelement und das Einselement auf das Einselement abbildet.

Ein (orthoposet-)Homomorphismus, eine (orthoposet- )Einbettung bzw. ein (orthoposet-)Isomor-
phismus ist ein Ordnungs-Homomorphismus, eine Ordnungs-Einbettung bzw. ein Ordnungs-
Isomorphismus von einem orthoposet in ein anderes orthoposet, der, die bzw. der zusétzlich
vertraglich mit der Orthogonalisierung ist.

Analog dazu, ist ein (Orthoverbands- )JHomomorphismus, eine (Orthoverbands- )Einbettung bzw.
ein (Orthoverbands- )Isomorphismus ein Verbands-Homomorphismus, eine Verbands-Einbettung
bzw. ein Verbands-Isomorphismus von einem orthokomplementiaren Verband in einen anderen
orthokomplementaren Verband, der, die bzw. der zusétzlich vertraglich mit der Orthogonalisie-
rung ist.

Bemerkung 3.13. Die Tatsache, dass Ordnungs-Homomorphismen die Suprema und Infima
(wenn diese existieren) nicht erhalten miissen, fithrt dazu, dass beispielsweise nicht jeder Ord-
nungs-Homomorphismus zwischen zwei Verbanden immer auch ein Verbands-Homomorphismus
ist. Hat man es mit Ordnungs-Isomorphismen zu tun, dann ist dies jedoch sehr wohl der Fall.
Auflerdem hat sie zur Folge, dass es bei spezielleren (ortho-)poset-Strukturen oftmals nicht
ausreicht, fir Homomorphismen nur die Ordnungserhaltung (und Vertriglichkeit mit der Or-
thogonalisierung) zu fordern, um der jeweiligen Struktur gerecht zu werden. Darum werden
beispielsweise in Homomorphismen zwischen zwei booleschen orthomodularen posets nicht
einfach als orthoposet-Homomorphismen definiert, sondern es wird zusétzlich gefordert, dass
zudem [z,y € X,z ANy =0]= [3h(z) Vh(y) €Y und h(x Vy) = h(z) V h(y)| gilt.

Wir halten uns mit dieser Unterscheidung aber nicht weiter auf, weil wir es nur mit Resultaten
zu tun haben werden, fiir die beide Definitionen zusammenfallen (da bijektive Homomorphismen
zwischen booleschen orthomodularen posets im Sinne von mit orthoposet-Isomorphismen
im Sinne von Definition iibereinstimmen).

30siche S
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3.2 Kommutierende Elemente

Von grofler Relevanz wird bei der Charakterisierung von numerischen Ereignissen das Kom-
mutieren von Elementen sein, welches einen Hinweis auf deren Klassik liefern kann, wie wir in
Anbetracht der in Abschnitt festgestellten Tatsache, dass simultan messbare Observablen
mit kommutierenden Operatoren assoziiert sind, bereits erahnen kénnenlﬂ In der Literatur
wird der Begriff des Kommutierens nicht einheitlich verwendet, weshalb wir nachfolgend unter-
schiedliche Zugange zu ihm in Einklang bringen.

Definition 3.17. ([5] [10]) Seien u, v zwei Elemente eines orthokomplementéiren Ver-
bandes V. Dann sagt man u kommutiert mit v und schreibt uCv, wenn u = (u A v) V (u A V')
erfiillt wird.

Gehoren zwei Elemente u, v einem orthoposet an, dann fordert man in der Definition von uCv
zusatzlich noch, dass u A v, u Av" und (u A v) V (u Av') iberhaupt existieren.

Bemerkung 3.14. (vgl.[53])Offensichtlich gilt stets zC0 und 1Cz.
Wichtig ist, zu beachten, dass aus xC'y weder yCz noch x = (x V y) A (x V y/) folgt.

Letztere Feststellung wirft die Frage auf, wann die Kommutativitat eine symmetrische Relation
ist. Aufschluss dariiber gibt folgender Satz.

Satz 3.4. (1@/) Fiir jeden orthokomplementdren Verband V' sind folgende Bedingungen dqui-
valent:

(a) V ist orthomodular.
(b) Die Kommutativitit ist eine symmetrische Relation, das heifit, Vu,v € V : uCv < vCu.
(c) uCv = u/'Cv

Beweis. Fiir den Beweis sei auf verwiesen. O

Lemma 3.5. ([59]) In einem orthomodularen Verband V gilt:
[u1Cv, usCv| = [(ug V uz)Co, (ug A ug)Cul.

Allgemeiner gilt fir jede Familie von Elementen {u; € V : i € I # 0}, dass man mit u;CoVi € 1
auch \/jcr u;Cv und Njcyu;Cv hat, wenn die darin vorkommenden Elemente existieren.

Beweis. (Vgl.) Da die zweite Behauptung die erste als Spezialfall umfasst, geniigt es, die
allgemeinere Aussage zu zeigen.

Angenommen, es gilt v;CvVi € I. Wenn V¢ u; existiert, dann gilt wegen der Orthomodularitat
von V fir jedes j € I, dass uj = (u; Av) V (u; AV') < (Vierwi Av) V (Vier ui Av') ist, woraus
wegen Viey i < (Vier i Av) V (Vier ui Av') < Vieru; folgt, Vier u;Cv.

Wenn A;c;u; existiert, gilt Verui = (Njerui)’. Aus w;CoVi € I erhilt man mit Satz
w,Cv¥i € I, und mit gerade Bewiesenem V/;c; u,Cv, also (A;c; u;)'Cv, woraus mit dem letzten
Punkt in Satz [3.4] A;e; w;Cv folgt. O

3lsiche S

32Tst ein orthomodulares poset mit einem physikalischen System assoziiert, dann kommutieren zwei Elemente
des posets genau dann (im Sinne der in diesem Abschnitt eingefiihrten Definitionen), wenn die korrespon-
dierenden physikalischen Groéflen bzw. Ereignisse kompatibel bzw. simultan beobachtbar sind. (vgl.)

33siehe S
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Satz 3.6. @(@[@/)Seien u,v,w drei Elemente eines orthomodularen Verbandes. Wenn
mindestens eines dieser drei Elemente mit den anderen beiden kommutiert, dann erfillen die
drei Elemente die Distributivgesetze, das heifst, (u,v,w) bildet ein sogenanntes distributives
Tripel.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [10] verwiesen. O

Satz 3.7. (1@/) Seien ¢;, 1 = 1,2,...,n Elemente eines orthomodularen Verbandes. Dann ist
der von {c1,ca,...,c,} erzeugte orthokomplementdre Teilverband genau dann eine Boolesche
Algebra, wenn ¢;Cc;V1 <1i,j < n.

Beweis. (Vgl.) »="18ind ¢;, ¢;, 1 <14, j < n Elemente einer Booleschen Algebra, dann folgt
ci=ciN(c;V ;)= (ciANej) V(e Ac)), also ¢;Cej, unter Anwendung des Distributivgesetzes.

. Gilt umgekehrt ¢;Cc; V1 < 4,5 < n, dann erhalt man unter Verwendung von Lemma
B.97| Satz[3.4% und Satz dass je drei beliebige Elemente des von {ci, ..., ¢,} erzeugten
orthokomplementédren Teilverbandes die Distributivgesetze erfiillen und der erzeugte Teilver-
band somit eine Boolesche Algebra bildet. n

Definition 3.18. Im Kontext von orthokomplementéren posets (X, <,”) sagt man, zwei Ele-
mente =,y € X, fiir die ein orthogonales Tripel A(z1, z, 29) existiert, sodass x = 21V z,y = 23V 2
ist, werden durch ein (orthogonales) Dreieck geteiltlﬂ

Folgendes Korollar ist insofern von grofler Bedeutung, als dass es bei der Charakterisierung von
orthomodularen posets als Boolesche Algebren haufig zum Einsatz kommt, beispielsweise in
den Beweisen der Sitze [3.39 und 1.70/°] Dafiir muss man nur zeigen, dass das orthomodulare
poset unter bestimmten Bedingungen verbandsgeordnet ist und das Korollar anwenden.

Korollar 3.8. (z@:z@/) Wenn in einem orthomodularen Verband je zwei beliebige Elemente
durch ein orthogonales Dreieck geteilt werden, dann bildet dieser eine Boolesche Algebra.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz O
Bemerkung 3.15. (vgl.[4]) In Satz ist die Voraussetzung, dass man es mit einem Verband

zu tun hat, essentiell, denn die Aussage gilt nicht fiir orthomodulare posets. Grund dafiir ist,
dass in orthomodularen posets aus xC'y, yC'z, Cz nicht unbedingt (z V y)C'z folgt, anders als
in orthomodularen Verbéanden, wie wir in Lemma gesehen haben.

Wir erhalten aber eine Abschwéichung des Resultats aus Satz fiir orthomodulare posets,
wenn wir es nur mit zwei kommutierenden Elementen zu tun haben, wie aus Kombination der

nachstehenden Sétze und [3. 11" folgt.

34In der Literatur ist Satz S unter dem Namen ,,Foulis-Holland Theorem* bekannt. Das Besondere an
seiner Aussage ist, dass sie nicht voraussetzt, dass alle drei Elemente paarweise kommutieren.

33siehe SI36

36siehe SI36

37siche S3

38Manchmal wird ein durch ein orthogonales Dreieck geteiltes Paar von Elementen eines orthokomplementéren
posets auch kompatibel genannt, zum Beispiel in 7] und .

39siehe S

40siehe S
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Satz 3.9. ([10],[4)]) Ist (X, <)) ein orthomodulares poset und sind x,y € X, dann sind folgende
Bedingungen dquivalent:

(a) zCy

(b) Es gibt ein orthogonales Tripel Az, z,29) € X, sodass x =z, V z und y = z3 V z ist.

(c) yCx
Beweis. Flur den Beweis sei auf verwiesen. ]

Beispiel 3.11. An Satz erkennt man, dass zwei orthogonale Elemente z,y stets kommu-
tieren, weil (z,y,0) ein orthogonales Tripel bildet, welches die zweite Bedingung in Satz
erfiillt.

Satz 3.10. () Sind x,y zwei kommutierende Elemente eines orthomodularen posets, dann ist
das orthogonale Tripel A(z1, z, z3), welches sie teilt, eindeutig als z; = TNy, zo = 2Ny, 2 = T Ay
bestimmt.

Beweis. Flur den Beweis sei auf verwiesen. O]

Satz 3.11. ([4]) In einem orthomodularen poset werden zwei Elemente genau dann durch ein
orthogonales Dreieck geteilt, wenn sie eine Boolesche Teilalgebra erzeugen.

Beweis. Fur den Beweis sei auf verwiesen. O]

Bemerkung 3.16. Aquivalent dazu, dass zwei Elemente eine Boolesche Teilalgebra erzeugen,
ist, dass die beiden Elemente in einer Booleschen Teilalgebra enthalten sind: Erzeugen zwei
Elemente eine Boolesche Teilalgebra, dann sind sie offensichtlich in einer solchen enthalten.
Umgekehrt ist die von zwei Elementen erzeugte Boolesche Algebra definiert als der Schnitt
aller diese Elemente enthaltenden Teilalgebren und wenn es mindestens eine sie enthaltende
Boolesche Teilalgebra gibt, ist dieser Schnitt jedenfalls nicht leer.

Die Tatsache, dass in einem orthomodularen poset laut Satz zwei Elemente genau dann
miteinander kommutieren (und ihre Kommutativitdt symmetrisch ist), wenn sie durch ein or-
thogonales Dreieck geteilt werden, und das wiederum laut Satz ﬁ genau dann der Fall ist,
wenn sie eine Boolesche Teilalgebra erzeugen, was laut Bemerkung 3.1@?| aquivalent dazu ist,
dass sie in einer Booleschen Teilalgebra enthalten sind, zeigt, dass folgende in der Literatur
fiir orthomodulare posets haufig verwendete Definition der Kommutativitat fiir solche posets

aquivalent zu der in Definition [3.17PY] ist:

Definition 3.19. ([39]) Man sagt, zwei Elemente z,y eines orthomodularen posets X kom-
mutieren und schreibt xC'y (oder dquivalent yC'z), wenn es eine Boolesche Teilalgebra B C X
gibt, in der z und y enthalten sindF_T|

46siehe S
4Tsiehe S
48siche S
“Isiche S
5Osiche S
51Tm Kontext von Quantenlogiken wird das Kommutieren von zwei Elementen eines orthomodularen posets

auch manchmal dariiber, dass die beiden Elemente durch ein orthogonales Dreieck geteilt werden, definiert,

zum Beispiel in . Wie Satz S gezeigt hat, ist diese Definition dquivalent zu der hier angefiihrten.
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3 Algebraischer Hintergrund

Von dieser Form der Kommutativitat wird vor allem bei der Beschéftigung mit Algebren von
numerischen Ereignissen, welche sich als spezielle orthomodulare posets auffassen lassen, héufig
Gebrauch gemacht werden.

Da der Fall, dass zwei Elemente eines orthomodularen posets miteinander kommutieren, von
derart grofler Bedeutung ist, halten wir die als dquivalent erwiesenen Bedingungen noch einmal
extra fest und betrachten wichtige Eigenschaften der Kommutationsrelation in orthomodularen
posets.

Korollar 3.12. Sind X ein orthomodulares poset und x,y € X, dann sind folgende Bedingun-
gen dquivalent:

(a) ANy, x Ny und (x Ny)V (x Ny') existieren in X und x = (z ANy)V (x A y)
(b) yANz, y Nz’ und (y Nx)V (y AN z') existieren in X undy = (y Ax)V (y Az')
(¢) x und y werden durch ein orthogonales Dreieck geteilt

(d) x und y erzeugen eine Boolesche Teilalgebra von X

Ist eine der Bedingungen erfillt, so sagen wir, dass x und y miteinander kommutieren und
schreiben xCy.

Satz 3.13. ([39],[27])Sei (X,<.") ein orthomodulares poset und z,y,z € X. Dann hat die
Relation des Kommutierens folgende Figenschaften:

(a) xCy = yCuz,

(b) zCy = zCYy/,

(c) x <y = aCy,

(d) [xCy,yCz,x NyCz| = xCy A z,
(e) xCy= Faz Ny e X,

(f) [xCy,x Ny=0=x Ly

Diese Figenschaften sind sogar charakteristisch fiir die Relation des Kommutierens, das heifst,
jede bindre Relation R, die man in obigen Eigenschaften an Stelle von C einsetzen kann, ohne
die Giiltigkeit auch nur einer Eigenschaft zu verlieren, erfillt xRy < xCy.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [39] verwiesen. O

Bemerkung 3.17. (Vgl.) Aus Satz folgt unmittelbar, dass, wenn z,y kommutierende
Elemente eines orthomodularen posets X sind, auch xVy,z Ay, 2’ Vy, 2’ Ny, zVy', e ANy, 2"V
und 2/ Ay’ in X existieren. (Alternativ wird die Existenz dieser Elemente auch direkt dadurch
sichergestellt, dass zwei kommutierende Elemente laut Satz eine Boolesche Teilalgebra
von X erzeugen.)

Beispiel 3.12. Zwei vergleichbare Elemente kommutieren stets, wie der dritte Punkt in Satz

3.1 zeigt.

*Zgiehe S
53siehe S
Ssiche S
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Ist das betrachtete orthomodulare poset boolesch, so gilt auch die Umkehrung des vorletzten
Punktes in Satz [3.13F%

Satz 3.14. (,@/} Fiir je zwei Elemente x,y eines booleschen orthomodularen posets X sind
folgende beiden Bedingungen dquivalent:

(a) x2Cy
(b) x ANy ezistiert in X
Beweis. Fur den Beweis sei auf verwiesen. O]

Wie bereits erwahnt, benétigt man starkere Voraussetzungen, um Satz auf nicht verbands-
geordnete orthomodulare posets iibertragen zu konnen. Folgendes Resultat gibt Aufschluss dar-
iiber.

Satz 3.15. ([29]) Ist X ein orthomodulares poset, n > 1 und A C X eine n-elementige Teil-
menge, dann sind folgende beiden Bedingungen dquivalent:

(a) Der von A erzeugte orthokomplementdre Teilverband von X ist eine Boolesche Algebra.
(b)) VB,D C A, |B|=|D|=keN:  (AB)C(AD)

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [22] verwiesen. O

S5siche S
56siche S
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3.3 Orthomodulare posets und Verbande

Da orthomodulare posets und Verbande im Gebiet der Quantenlogik, wie wir in den Abschnitten
R.4F7| [2.3%] und R.F7 bereits gesehen haben, eine besondere Stellung einnehmen, betrachten
wir im Folgenden wichtige sie betreffende Resultate, von denen wir spater Gebrauch machen
werden.

Satz 3.16. ([31]) Sei (X,</,0,1) ein orthomodulares poset. Dann ist X genau dann ein
(orthomodularer) Verband, wenn es fir alle u,v € X ein eindeutiges w € X gibt, sodass
u,v < w und (W Aw) A (v Aw) =0 ist.

Beweis. Fir den Beweis sei auf verwiesen. O]

Proposition 3.17. ([@/)Em orthokomplementdrer Verband ist genau dann orthomodular,
wenn er eindeutig orthokomplementiert ist.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [10] verwiesen. O

Satz 3.18. ([10]) Ein orthokomplementdirer Verband ist genaw dann orthomodular, wenn er
keinen Teilverband, der isomorph zu dem in Abbildung|3.10PY dargestellten Verband ist, enthdilt.

Beweis. Fur den Beweis sei auf verwiesen. O]
1
b a
a b'
0

Abbildung 3.10: Hasse-Diagramm zu Satz S Ein orthokomplementarer Verband ist
genau dann orthomodular, wenn er keinen Teilverband enthéalt, der isomorph zu dem hier
dargestellten ist.

Proposition 3.19. ([59]) Ist V ein orthomodularer Verband und sind u,v € V., dann gilt:
ulveunv=0, uCv

Beweis. (Vgl.) .= u L vimpliziert, da V als orthomodularer Verband orthokomplementar
ist, laut Proposition , dass u A v =0 ist. Wegen u L v < u < v gilt auch u A v’ = u, also
erhélt man mit dem orthomodularen Gesetz v/ = (u A V') V (u' A v'), das heiBt, v'Cu, woraus
mit Satz uC'v folgt.

,<=": Die Behauptung gilt laut dem letzten Punkt in Satz weil V' als orthomodularer
Verband auch ein orthomodulares poset ist. Der Vollsténdigkeit halber beweisen wir hier die
Aussage dennoch: Ist u A v = 0 und gilt uCv, dann folgt u = (u Av) V (uAV') = (uAV) <V,
also u L v. O

57siehe S[9
58siche S|13
59siche S|18
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Satz 3.20. (vgl.[4],[{0]) Jeder atomare orthomodulare Verband ist atomistisch]"|

Beweis. (vgl.[4]) Sei V ein atomarer orthomodularer Verband und a € V, a # 0. Sei B die
Menge aller Atome, die kleiner oder gleich a sind und b :=\/ B. Da V atomar ist, ist B nichtleer
und da V ein Verband ist, existiert b in V. Da ¢ < aVc € B ist, ist a > b. Angenommen, es ist
a # b, also a > b. Dann folgt aus der Orthomodularitit, dass a A b > 0 ist. Da V' atomar ist,
gibt es somit ein Atom d € V, das 0 < d < a AV erfiillt, das bedeutet, es ist d < a, aber d £ b,
im Widerspruch zur Definition von b. Also muss a = b sein. O

Fiir ein endliches orthomodulares poset sind die Forderungen, dass es atomar ist und dass es
sich um einen Verband handelt, nicht notwendig, um sicherzustellen, dass es atomistisch ist:

Satz 3.21. Jedes endliche orthomodulare poset X ist atomistisch.

Beweis. Als orthomodulares poset besitzt X ein Nullelement und ist daher als endliches poset
mit Nullelement laut Proposition atomar.

Angenommen, X ist nicht atomistisch, das heift, es gibt Elemente in X, welche sich nicht als
das Supremum von Atomen darstellen lassen. Sei x € X ein minimales solches Element. Dann
ist x weder 0, weil 0 das Supremum der leeren Menge von Atomen ist, noch ein Atom, also
muss es, da X atomar ist, ein Atom a mit a < x geben. Wegen der Orthomodularitidt von X
ist x =aV(dAuz).

Klarerweise ist ' A z < z. Angenommen, es ist o/ Az = z. Dann ist 0 = (a A d') Nz =
aA(d ANx)=aAz=a,im Widerspruch dazu, dass a > 0 ist. Also muss o’ A x < z sein. Da z
minimal gewahlt war, ist @’ A x somit als Supremum von Atomen darstellbar. Bildet man das
Supremum des Supremums dieser Atome und a, so gleicht dieses z, im Widerspruch dazu, dass
x nicht als Supremum von Atomen darstellbar ist. Also muss X atomistisch sein. O

63Insbesondere werden in der Literatur vereinzelt atomistische orthomodulare Verbinde sogar als atomare
orthomodulare Verbénde definiert.

64siche S
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3.4 Boolesche orthomodulare posets

Die booleschen orthomodularen posets sind den Booleschen Algebren strukturell schon sehr
nahe, weshalb sie bei der Charakterisierung der Klassik von physikalischen Systemen von grofier
Bedeutung sind. Darum stellen wir in diesem Abschnitt einige wichtige sie betreffende Resultate
Vor.

Definition 3.20. (]|30]) Ein orthokomplementéres poset X heifit infimum-getreu (auf Englisch:
infimum faithful), wenn fur alle z,y € X gilt, dass die Existenz von x A y € X impliziert, und
somit dquivalent dazu ist, dass {x,y} eine Boolesche Teilalgebra von X erzeugt .

Korollar 3.22. Jedes orthomodulare poset ist genau dann boolesch, wenn es infimum-getreu

ist. 69

Beweis. ,,=“: Sei X ein boolesches orthomodulares poset. Dann gilt laut Satz , xCy &
Jx Ay in X, also insbesondere 3z Ay in X = xCy. Laut Korollar ist xC'y dquivalent dazu,
dass = und y eine Boolesche Teilalgebra von X erzeugen, das bedeutet, X ist infimum-getreu.
,<=":Ist X ein infimum-getreues orthomodulares poset und existiert x Ay in X, dann gilt xC'y.
Hat man nun = A y = 0, dann folgt wegen xC'y laut dem letzten Punkt in Satz dass x
und y orthogonal sind, also X boolesch ist. O

Satz 3.23. ([55]) Ist (X, <)) ein boolesches orthomodulares poset, dann gilt:
(a) Ve,ye X : z<z,z<y,zAyANZ =0 z=xVy

(b) Sind x,y € X und ezistiert eines der Elemente x Ny, z Ny, 2" Ny, ' Ny, xVy, ' Vy,xV
vy, 2’V in X, so existieren auch alle anderen dieser Elemente.

(¢c) Sind x,y € X und existiert x\ y in X, dann gilt ' \ (x Vy) =2' N y.

(d) Sind x,y,z € X, dann gilt: Wenn (x A 2) V (y A z) und x V y ezistieren, dann existieren
auch (zV y) Az in X und es gilt das Distributivgesetz (x Vy) Nz = (x AN z)V (y A 2).

Beweis. Fiir den Beweis sei auf verwiesen. O]
Bemerkung 3.18. ([55]) Der vierte Punkt in Satz [3.23| lasst sich in naheliegender Weise ver-
allgemeinern: Ist (X, <)) ein boolesches orthomodulares poset, sind zi,...,x,,y € X und

existiert sowohl /I, (z; A y) als auch VI, z; in X, dann existiert auch V", z; A y und es ist
s @i Ny = Vit (T Ay).

Korollar 3.24. ([55]) Sei (X, <) ein boolesches orthomodulares poset und seien z,y € X.
Wenn x V y in X existiert, dann gilt

(a) x=(xANy)V (zAY), das heifit, xCy,

(b)) zVy=(@Ay)V(zAy)V (' Ay).

65Tn der Literatur findet man oft auch andere Definitionen des Begriffs, zum Beispiel in . Fiir orthomodulare
posets, fiir welche wir den Begriff betrachten werden, fallen diese Definitionen jedoch zusammen.

66 Aus dem Grund werden infimum-getreue orthomodulare posets in der Literatur manchmal als orthomodulare
posets, welche boolesch sind, definiert, zum Beispiel in .

7siehe S
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3 Algebraischer Hintergrund

Beweis. (Vgl.) Da z V y existiert, ist nach Satz |32§E {l auch Ay € X. Wegen z Ay Lz Ay
existiert auch (z Ay) V (z Ay') und gleicht laut Satz|3.23|x A (y V') =z A1 =z.

Fiir die zweite Aussage stellen wir fest, dass nach Satz|[3.23[auch x Ay', x Ay und 2’ Ay existieren
und dass sie paarweise orthogonal sind, sodass auch ihr Supremum existiert und nach Satz [3.23]
(@AY )V (@AY V(@' Ay) = (AY)V(zAy)V(eAy) V(' Ay) = (@AY V) V(@@Va)Ay) =
(x A1)V (1 Ay)=xVyist. O

Bemerkung 3.19. Wendet man auf vorangegangenes Korollar Satz [3.23% und die Gesetze von
de Morgan an, so sieht man, dass fiir ein boolesches orthomodulares poset X aus x,y,xVy € X
auchx = (zVy) AlzVy)und z Ay = (xVy)A(xVy) A Vy) folgt.

Von besonderer Bedeutung sind orthomodulare posets, die sich durch Mengen reprasentieren
lassen. Wie folgender Satz zeigt, ist dies fiir jedes boolesche orthomodulare poset der Fall.

Satz 3.25. ([55]) Jedes boolesche orthomodulare poset (X, <) ist isomorph zu einem boole-
schen orthomodularen poset (A, C,¢, 0, M), wobei .4 ein Mengensystem von Teilmengen einer
Menge M ist, das folgende Eigenschaften hat:

(a) O € A,
(b) VAe # : A°= M\A e A,
(c) VAABe M : ANyB=0& ANB =1,
(d) VA,Be #: ANB=0 AUBe . #,
wobei N 4 das Infimum in A bezeichnet.
Beweis. Fir den Beweis sei auf verwiesen. ]

Wegen Satz [3.25 lisst sich insbesondere jedes boolesche orthomodulare poset als konkrete
Quantenlogik, welche in Definition [3.24'% noch eingefiihrt wird, auffassen. Diese Tatsache ver-
deutlicht die Prioritét boolescher orthomodularer posets im Bereich der Quantenlogik.

Nachstehendes Resultat illustriert, wie nahe die Struktur von booleschen orthomodularen posets
der von Booleschen Algebren ist.

Satz 3.26. ([5]]) Jedes endliche boolesche orthomodulare poset ist eine Boolesche Algebra.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [54] verwiesen. O
"siehe S
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3 Algebraischer Hintergrund

Boolesche Algebren

Da die Klassik des Systems naheliegt, wenn sich ein mit einem physikalischen System asso-
ziiertes orthomodulares poset als Boolesche Algebra erweist, ist auch eine Untersuchung der
Struktur von Booleschen Algebren und deren sie von (booleschen) orthomodularen posets und
Verbénden abgrenzenden Eigenschaften von enormem Interesse.

Proposition 3.27. [ Jede Boolesche Algebra (B,<.°,0,1) hat folgende Eigenschaften (wobei

hier ¢

(a)
(b)
(¢)

(d)

(¢)

die Komplementbildung bezeichnet):
Jedes Element hat genau ein Komplement.
Seien a,b € B, dann gilt: a Nb=0 < a < b°.

Die Komplementbildung auf B bildet eine Orthogonalisierung auf B und macht B zu
einem eindeutig orthokomplementierten Verband (B, <,%,0,1).

Die Disjunktheit zweier Elemente ist dquivalent zu deren Orthogonalitit (beziglich der im
vorangegangenen Punkt definierten Orthogonalisierung).

Der (hinsichtlich der im dritten Punkt definierten Orthogonalisierung) orthokomplemen-
tare Verband (B, <,%,0,1) ist orthomodular.

Beweis. (a) Angenommen, a € B hat zwei Komplemente z,y € B, das heifit, aAz = 0 = aAy

und a Vo = 1 = aV y. Dann erhalt man unter Verwendung der Distributivgesetze
r=axN(aVz)=axA(aVy) = (xAa)V(zAy) = (yAa)V(zAy) = (aVz)A\y = (aVy)\y =y,
also r = y.

,<=":Sind a,b € Bund ist a < b0°, dann gilt aAb < D°ANb=0.
,=“Ist anb = 0, dann folgt a = aAl = aA(DVE®) = (aAD)V (aAD?) = OV (aAb) = aAbE,
also a < b°.

Wir missen priifen, dass die Abbildung a +— a¢ alle drei Bedingungen aus Definition

B.11F erfiillt:

Da B laut dem ersten Punkt eindeutig komplementiert ist, gilt
Vbe B: (b)°=0b,bV0=1,bAb=0.
Unter Verwendung des zweiten Punkts erhalten wir

Va,be B: a<bsaANb=00"Na=0x< b <da".

Die Aussage folgt aus Kombination des zweiten und dritten Punktes.

Da B ein Verband ist, existiert natiirlich fiir je zwei orthogonale Elemente deren Supre-
mum. Zu zeigen ist also nur die Giiltigkeit des orthomodularen Gesetzes. Diese folgt unter
Verwendung der Distributivitat von B:

Va,be B,a<b:aV(aANb)=(aVa’)AN(aVbh)=1A(aVb)=h.

"Die ersten beiden der in dieser Proposition prisentierten Resultate gehen auf zuriick.

"6giche S
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Bemerkung 3.20. An Proposition [3.27'"| erkennt man insbesondere, dass Boolesche Algebren
boolesch sind und dass das orthomodulare Gesetz eine Abschwéchung des Distributivgesetzes
darstellt.

Die in Proposition [3.27%| angefiihrten Eigenschaften charakterisieren Boolesche Algebren sogar
unter den orthokomplementéren Verbanden, wie die folgenden beiden Satze zeigen.

Satz 3.28. ([10],[11]) Jeder orthokomplementire (und insbesondere auch jeder orthomodulare)
Verband bildet genau dann eine Boolesche Algebra, wenn er eindeutig komplementiert ist.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [53] verwiesen. O

Satz 3.29. ([78],[55]) Jeder orthokomplementire (und insbesondere auch jeder orthomodulare)
Verband bildet genau dann eine Boolesche Algebra, wenn er boolesch ist.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Richtung <, da wir die Implikation = bereits aus [3.27°| wissen.
Sei also (V,<,,0,1) ein boolescher orthokomplementiarer Verband. Wir zeigen, dass dieser
eindeutig komplementiert ist:

Seien u,v € V, u ein Komplement von v. Dann gilt u A v = 0 und wegen v V v = 1 auch
u' Av' = 0. Da V boolesch ist, folgt daraus, u < " und v’ < v und aus Letzterem v" < u, also
insgesamt u = v’, das heifit, v’ ist das einzige Komplement von v und somit bildet V' nach Satz

eine Boolesche Algebra. O

In Satz [3.29"| ist die Voraussetzung, dass man es mit einem orthokomplementiren Verband
und nicht nur mit einem orthoposet zu tun hat, essentiell. Ein Beispiel eines (unendlichen)
booleschen orthomodularen posets, das keine Boolesche Algebra bildet, ist etwa in [54] zu

finden.

Satz 3.30. ([10].[17]) Ein orthomodularer Verband mit kleinstem Element 0 und gréftem Ele-
ment 1 bildet genau dann eine Boolesche Algebra, wenn er weder einen Teilverband mit 0 und 1,

der isomorph zum Pentagon-Verband aus Abbz’ldung ist, noch einen Verband, der isomorph
zum Diamant-Verband in Abbildung ist, enthdlt.

Beweis. Fir den Beweis sei auf [10] verwiesen. O

Beispiel 3.13. ([75]) Wie man durch Nachpriifen der Boolesche Algebren definierenden Ei-
genschaften leicht sieht, bildet jedes Mengensystem M von Teilmengen einer Menge M, das
folgende Bedingungen erfiillt, wobei U den mengentheoretischen Schnitt und N die mengentheo-
retische Vereinigung bezeichnet, eine Boolesche Algebra:

(i) ABeM=ANBecM
(i) ABEM=AUBeM
(i) Ae M= M\A=A°e M

"Tsiehe S
"8siehe S
siehe S
80giehe S
8lgiehe S
82giehe S
83siehe S
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Dabei entspricht in M das Infimum bzw. das Supremum zweier Elemente ihrem Schnitt bzw.
ihrer Vereinigung.

Da die erste Bedingung mittels der Gesetze von de Morgan, welche fiir die mengentheoreti-
schen Operationen erfiillt sind, zusammen mit der dritten Bedingung aus der zweiten folgt und
umgekehrt die zweite zusammen mit der dritten aus der ersten, gentigt es, nur eine der beiden
ersten Eigenschaften zu fordern.
Beispiel 3.14. Die Potenzmenge 2™ einer beliebigen endlichen Menge M bildet, versehen mit
den mengentheoretischen Operationen, eine Boolesche Algebra mit Nullelement () und Einsele-
ment M. Dies erkennt man sofort daran, dass jene die Bedingungen aus Beispiel erfiillt.
Insbesondere ist jede endliche Boolesche Algebra isomorph zur Potenzmenge einer endlichen
Menge, wie wir im Rahmen von Proposition beweisen werden.

Proposition 3.31. (vgl.[1029]) Fir jede endliche Boolesche Algebra gibt es eine endliche Menge
M, zu deren Potenzmenge 2M | versehen mit den mengentheoretischen Operationen U, N und €,
sie isomorph ist.

Beweis. (vgl.)Dass jede endliche Potenzmenge eine endliche Booleschen Algebra bildet, ist
bereits in Beispiel festgestellt worden.

Sei nun (B, <, ,0,1) eine Boolesche Algebra, A die Menge aller ihrer Atome, und a € B. Wir
zeigen, dass B atomistisch ist, also a = \V/{d € A: d < a} =: cist. Da a fiir jedes Element der
Menge {d € A: d < a} ein Supremum darstellt, muss a > ¢ sein.

Angenommen, es ist a # ¢, also a > ¢. Dann folgt a A ¢ # 0, denn wéare a A ¢ = 0, dann wiirde
ad=dVv0o=dV(and)=(dVa)A(dV)=1A(dV)=dV und daraus a = a Ac, also
a < ¢ folgen, im Widerspruch zur Annahme, dass a > c ist.

Wegen a A ¢ > 0 muss es, da B als endliches poset mit kleinstem Element laut Proposition
atomar ist, ein Atom b geben, welches b < a A ¢, also auch b < ¢/, erfiillt. Andererseits ist
aber auch b < ¢, weil b in der Menge {d € A : d < a} liegt. Daraus folgt b < (¢ A /) = 0, also
b =0, im Widerspruch dazu, dass b ein Atom ist. Deshalb muss a = ¢ sein.

Das bedeutet, B ist atomistisch, sodass jedes Element durch die Menge der Atome welche
kleiner (oder gleich) ihm selbst sind, charakterisiert wird, weshalb durch f : B — 24, f(a) =
{d € A:d < a} eine Bijektion festgelegt wird. Da diese ordnungs- und komplementerhaltend
ist, handelt es sich um einen Isomorphismus zwischen den Booleschen Algebren B und 24. [

Korollar 3.32.

(1) Jede endliche Boolesche Algebra besteht aus 2", n € N FElementen, wobei n genau der
Anzahl der Atome der jeweiligen Booleschen Algebra entspricht.

(2) Jede endliche Boolesche Algebra ist atomistisch.

Beweis. Die Behauptungen folgen aus Propositionund deren Beweis. Die zweite Aussage
folgt alternativ auch aus Satz und der Tatsache, dass jede endliche Boolesche Algebra
als endliches poset mit Nullelement atomar und als distributiver orthokomplementarer Verband
auch ein orthomodularer Verband ist. [

84giehe S|46
85siche Sl4
86giehe Sj4
87giehe S[24
88giehe Sj4
89giehe S[42
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Satz 3.33. ([19]) Eine orthomodulare halbgeordnete Menge (X, <,,0,1) ist genau dann eine
endliche Boolesche Algebra, wenn ihre Atome folgende Bedingungen erfiillen:

(a) X hat endlich viele Atome.
(b) Die Atome von X sind paarweise orthogonal.
(¢c) X ist atomar.

Beweis. (Vgl.) .= Ist X eine endliche Boolesche Algebra, kann diese nur endlich viele
Atome haben. Da zwei verschiedene Atome stets disjunkt sind, folgt aus Proposition [3.27 dass
die Atome einer Booleschen Algebra stets paarweise orthogonal sind. Als endliche halbgeordnete
Menge mit Nullelement ist X zudem atomar.

,<=": Sei umgekehrt X eine orthomodulare halbgeordnete Menge, die die drei Bedingungen
erfiilllt und sei A die Menge aller Atome von X. Laut der ersten Bedingung ist X endlich.
Seien f: X w24 a—{be A:b<a}und g: 2 - X, B~ VB. Dann sind f
und g wohldefiniert und ordnungserhaltend. (Letztgenanntes Supremum existiert stets, da laut
Voraussetzung die Atome paarweise orthogonal sind und wegen der Orthomodularitét von X die
Orthogonalitéat endlich vieler Elemente die Existenz ihres gemeinsamen Supremums impliziert.)
g ist die Umkehrfunktion von f: Sei @ € X, dann ist g(f(a)) = V{b € A : b < a} < a.
Angenommen, es ist g(f(a)) < a. Dann folgt aus der Orthomodularitat von X, dass a =
g(f(a)) VvV ((g(f(a))) Na) ist, also (g(f(a))) Aa > 0 sein muss. Wegen der dritten Bedingung
existiert dann ein Atom ¢ € A, sodass ¢ < (g(f(a)))’ A a ist. Dann ist aber ¢ < (g(f(a)))’
und wegen ¢ < a liegt ¢ in {b € A : b < a}, sodass auch ¢ < g(f(a)) ist, woraus ¢ <
g(f(a)) A (g(f(a))) =0, also ¢ = 0 folgt, im Widerspruch dazu, dass ¢ ein Atom ist. Deshalb
kann nur ¢(f(a)) = a sein.

[ ist die Umkehrfunktion von g: Sei C' € 24. Dann ist f(g(C)) ={b€ A: b < VC} 2 C.
Angenommen, es ist f(g(C)) # C. Dann gibt es ein ¢ € A, sodass ¢ < \/C, aber ¢ ¢ C' ist.
Laut der zweiten Bedingung ist ¢ orthogonal zu allen Elementen aus C' und daher ¢ < A{d’ :
d e C} = (VC), woraus wiederum ¢ < \/C A (VC) = 0 folgt, also ¢ = 0, im Widerspruch
dazu, dass ¢ € A ist. Somit muss f(g(C)) = C gelten.

Dies zeigt, dass f und g zueinander inverse Isomorphismen zwischen (X, <) und (24, C) sind.
Da letztere Struktur eine Boolesche Algebra ist, muss auch erstere eine solche sein. O]

Aus Korollar und Korollar [3.1%%| erhilt man unmittelbar folgende Charakterisierungen
von Booleschen Algebren unter orthomodularen Verbénden:

Korollar 3.34. ([10]) Ein orthomodularer Verband ist genau dann eine Boolesche Algebra,
wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(a) Je zwei beliebige Elemente kommutieren miteinander.
(b) Je zwei beliebige Elemente werden durch ein Dreieck geteilt.
(c) Je zwei beliebige Elemente erzeugen eine Boolesche Teilalgebra.

Zudem hat man fiir nicht zwingend verbandsgeordnete orthomodulare posets nachfolgende cha-
rakteristische Bedingungen, welche sie zu Booleschen Algebren machen.

9siehe S
9giche S
92giehe S
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Satz 3.35. ([31]) Ist (X,</,0,1) ein orthomodulares poset, dann ist X genau dann eine
Boolesche Algebra, wenn es fir alle x,y € X zueinander orthogonale Elemente w,z € X gibt,
sodass v L w,y L z, x Vw=1yV z ist. Die Elemente w,z sind dann eindeutig bestimmd.

Beweis. (Vgl.) =" Ist X eine Boolesche Algebra, sind z,y € X und definiert man w :=
P Ayund z:=zAy,danngilt w Lz, 2 Lw,y L zund zVw =2V (2’ ANy) =xVy=yVr=
yV(zAYy)=yVz

,<": Betrachtet man ',y € X, dann gibt es nach Voraussetzung zueinander orthogonale
Elemente w, z € X, sodass 2’ L w, y L zund 2’ Vw =19y V zist. Seinun v :=z Aw' =y A 2.
Da w L v und z L v ist und in orthomodularen posets per Definition das Supremum zweier
orthogonaler Elemente stets existiert, gibt es auch w V v und z V v sowie in Folge w’ A v' und
ZAvin X.

Wegen des orthomodularen Gesetzes gilt w’' Av' = w'A(x'Vw) = 2’ und 2/’Av' = Z’A(y'Vz) =y
Durch Komplementbildung folgt, dass w, z und v ein orthogonales Tripel bilden, das x und y
teilt. Zudem gilt xtVy = (wVv)V (2Vv) = (wVz) Vo € X, das bedeutet, da x und y beliebig
waren, dass X ein verbandsgeordnetes orthomodulares poset ist, in dem je zwei Elemente durch
ein orthogonales Dreieck geteilt werden. Mit Korollar folgt, dass es sich bei X um eine
Boolesche Algebra handelt.

Nun bleibt noch die behauptete Eindeutigkeit zu zeigen. Sei also X eine Boolesche Algebra
und seien w,z € X, sodass w 1L z, x L w, y L 2z ist und x Vw = y V z gilt. Dann folgt
w=rANw=2ANwNZ =" NaxVw)NZ=2"N(yVz)\Nz =2 ANyAz =2 Ay und analog
dazu erhalt man, dass z eindeutig als z = x A ¢y’ bestimmt ist. [

93siehe S
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3.6 Konkrete Quantenlogiken

Wie wir in Satz [3.25%| gesehen haben, lassen sich boolesche orthomodulare posets durch Men-
gensysteme mit bestimmten Eigenschaften reprasentieren. Sie stellen somit einen Spezialfall
sogenannter konkreter Quantenlogiken dar, welche wir in diesem Abschnitt betrachten wol-
len.

Definition 3.21. ([30],[23],[72],[68]) Ein (orthomodulares) orthoposet, das durch Mengen re-
prasentierbar ist, nennt man konkret bzw. konkrete (Quanten-)Logik (auf Englisch: concrete
logic), genauer:

Ist ein orthoposet isomorph zu einer Menge von durch mengentheoretische Inklusion geordne-
ten Mengen, sodass das Supremum orthogonaler Elemente mit der Vereinigung von disjunkten
Mengen korrespondiert, dann sagt man, es ist konkret.

Oftmals verwendet man aber auch fir die eine konkrete (Quanten-)Logik reprédsentierenden
Mengen selbigen Begriff, der anhand von fiir das durch diese gebildete Mengensystem charak-
teristische Eigenschaften wie folgt definiert wird.

Definition 3.22. ([23,[28]) Als konkrete (Quanten-)Logil™| bezeichnet man ein Paar (2, A),
bestehend aus einer nichtleeren Menge € und einem Mengensystem A C 29, sodass

(i) 0 €A,
(i) A€ A= QA=A €A,
(iii) [A,BEA, ANB=0]=AUBeA

gilt, wobei N bzw. U den mengentheoretischen Schnitt bzw. die mengentheoretische Vereinigung
bezeichnet.

Ein Zustand s auf einer konkreten (Quanten-)Logik (£2,A) ist definiert als eine Abbildung
s: A —[0,1], sodass s(Q) =1 und s(AU B) = s(A) + s(B) fiir alle A, B € A mit ANB =)
ist.

Beispiel 3.15. Das in Satz [3.25°| betrachtete Mengensystem ist offensichtlich eine konkrete
Logik, daher ist jedes boolesche orthomodulare poset konkret.

Bemerkung 3.21. ( ,) Wie oberhalb bereits erwahnt, bildet jede konkrete Logik mit der
mengentheoretischen Halbordnung und dem mengentheoretischen Komplement ein orthomodu-
lares poset (A, C.¢,0,Q).

Insbesondere folgt aus den definierenden Eigenschaften, dass eine konkrete Logik (im Sinne von
Definition genau dann eine Boolesche Algebra ist, wenn sie fiir je zwei beliebige (nicht
notwendigerweise disjunkte) Elemente deren Supremum enthélt, wie man an Beispiel
erkennt.

Bemerkung 3.22. (Vgl.) Die dritte Bedingung impliziert, dass auch die Vereinigung eines
Tripels von paarweise disjunkten Mengen einer konkreten Logik (£2, A) in dieser Logik enthalten
ist, das heifit, VA, B,C e A: [l =ANB=ANC=BNC]=AUBUC € A.

94siche S
%Manchmal wird fiir ein solches Mengensystem der Begriff G-System verwendet, zum Beispiel in [29].

9siehe S
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Auflerdem gilt offensichtlich A, B AUB € A = AUB =AVBund A, B ANB € A =
ANB = AN B, wobei A bzw. V das Infimum bzw. Supremum in (A, C) bezeichnet und C die
mengentheoretische Inklusion.

Bemerkung 3.23. Wie man anhand der Definition sofort sieht, bildet fiir jede nichtleere Menge
M das Paar (M,2M), eine konkrete Logik. Mit Proposition [3.31°| erkennt man daran, dass
endliche Boolesche Algebren konkret sind.

Im Gegensatz zu klassischen Logiken, also Booleschen Algebren, welche stets als konkrete Logi-
ken aufgefasst werden konnen, sind Quantenlogiken nicht immer konkret, deshalb sind entspre-
chende Charakterisierungen, wie etwa jene, die wir in Proposition |4.43"| kennenlernen werden,
niitzlich.

Psiche S
100giehe S
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3.7 Klassische Korrelationsfunktionen und Bell-Wertungen

In Abschnitt haben wir bereits eine Form der Bell-Ungleichungen, welche iiber Linear-
kombinationen von Korrelationswahrscheinlichkeiten Bedingungen fiir die Klassik eines Systems
darstellen, kennengelernt. Bei der Konstruktion allgemeinerer Klassen derartiger Ungleichungen
werden wir die im Folgenden eingefiihrten Begriffe gebrauchen.

Definition 3.23. ([6],[32]) Sei (B,V,A,,0,1) eine endliche Boolesche Algebra und sei p ein
(endlich additives) Wahrscheinlichkeitsma auf B. Sei n : 28nh 5 R (D) := 0. Fiir jede
solche Funktion ist eine sogenannte Korrelationsfunktion p, deﬁnierﬁ:

py: B" = R, pn(Bla---7Bn) = Z U(S)p</\ Bz)
SC{1,...n} ies

Sie wird die von n erzeugte Korrelationsfunktion genannt.
Im Zusammenhang mit Korrelationsfunktionen bezeichnet man eine Ungleichung der Form

ngn(Bla--'aBn>§17 Bl,...,BnEB

als eine (von n erzeugte) Bell-artige Ungleichung (auf Englisch: Bell-type inequality).
Erfillt die Funktion n die Bedingung

VM e 2th-mh o 0 < N p(d) <1,

JCM

so nennt man sie eine Bell-Wertung (auf Englisch: Bell valuation) auf 24},
B,, bezeichne die Menge aller Bell-Wertungen auf 2{1""’".

Wie wir sehen werden, lassen sich Bell-Wertungen aus sogenannten elementaren Bell-Wertungen,
welche folgendermaflen definiert sind, gewinnen:

Definition 3.24. ([32]) Sei n € N, I € 2t} Eine Funktion n; : 217} —

W\ DT
ni(J) == {(() ) 2179
, sonst

heifit elementare Bell-Wertung (auf Englisch: elementary Bell valuation) auf o{bn},

Bemerkung 3.24. ([6]) Die Korrelationsfunktion kann als Linearkombination von Wahrschein-
lichkeiten py,...,p, und gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten p;; := p(A4; A A;), pijk = p(A; A
A;NAL), o p1n =p(AT AL AN A,) von 2, 3, .., n Ereignissen aufgefasst werden.

01giehe S

102Das heifit, p ist eine Abbildung p : B — [0, 1], sodass p(1) = 1 ist und fiir paarweise disjunkte Elemente
By,....,B,, € B: p(\/;zl Bz) = E:il p(Bl) gllt

1031 findet man anstatt p(A,. g Bi) den Ausdruck g p;, welcher im klassischen Fall jedoch mit ersterem
iibereinstimmt.

1041n [32] wird fiir Bell-Wertungen () aus dem Definitionsbereich ausgeschlossen.

1051y |\ wird () aus dem Definitionsbereich ausgenommen und 7y nur fiir I # () definiert.
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4 Mathematische Charakterisierung von
Quantenlogiken auf Grundlage von
numerischen Ereignissen

Wie in Kapitel m erortert, betrachtet man in der axiomatischen Quantenmechanik meist (spe-
zielle) orthomodulare halbgeordnete Mengen als ,Quantenlogiken, die das Verhalten eines
physikalischen Systems bestimmen. Handelt es sich bei einer Quantenlogik um eine Boolesche
Algebra, kann man davon ausgehen, dass das assoziierte System klassisch ist. Analog zum Fall
Boolescher Algebren klassischer Wahrscheinlichkeitsraume, lassen sich auch die Elemente von
Quantenlogiken als Ereignisse auffassen, was zum Begriff der Ereignissysteme fiihrt.

Fiir den Rest der vorliegenden Arbeit bezeichne S stets eine (beliebig grofie) nichtleere Menge,
die die Menge aller physikalischen Zustande eines physikalischen Systems S représentiert.

4.1 Spezielle Mengen von S-Wahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt betrachten wir Strukturen, die mit quantenmechanischen Systemen assozi-
iert werden konnen und in der Literatur haufig als Quantenlogiken dienen, und deren Beziehung
zueinander, wobei den im Folgenden eingefiihrten GFEs und Algebren von numerischen Ereig-
nissen die grofite Bedeutung zukommt.

Definition 4.1. (,7,,,,,[@],,) Eine Funktion p € [0,1]%, das heifit,

p: S —[0,1] C R, wird S-Wahrscheinlichkeit oder mehrdimensionale Wahrscheinlichkeit ge-
nannt. Ist die Wertemenge von p auf {0, 1} beschriinkt, dann nennt man p zweiwertigP}

Ist |S| = 1, so stimmt der Begriff der S-Wahrscheinlichkeit mit dem iiblichen Wahrscheinlich-
keitsbegriff.

Eine Eigenschaft von S kann durch die Familie (p(s),s € S) von Wahrscheinlichkeiten, diese
Eigenschaft zu haben, charakterisiert werden.

Die S-Wahrscheinlichkeiten 0 und 1 reprasentieren (die Wahrscheinlichkeiten fiir) das unmog-
liche und das sichere Ereignis und 1 — p (die Wahrscheinlichkeit fiir) das zu p € [0, 1]° komple-
mentare Ereignis, das heifit, das Ereignis, das genau dann eintritt, wenn p nicht eintritt.
Der Begriff der S-Wahrscheinlichkeit wird dadurch motiviert, dass p € P C [0,1]° in der Praxis
durch die Wahrscheinlichkeiten p(s), dass ein Ereignis fiir ein physikalisches System, welches in
unterschiedlichen Zustidnden s € S beobachtet wird, eintritt, festgelegt wird. Das bedeutet, eine
S-Wahrscheinlichkeit wird physikalisch als eine Menge (bzw. ein Vektor) von Wahrscheinlich-
keiten fiir das Eintreten eines bestimmten experimentellen Ereignisses, wenn das physikalische
System jeweils in unterschiedlichen Zustanden ist, interpretiert, und S wird als die Menge dieser
verschiedenen Zustande verstanden.

lsiehe S

2In der Literatur sind neben dem Begriff der zweiwertigen (S)-Wahrscheinlichkeit auch die Ausdriicke Valua-

tion, dispersionsfreier Zustand und Wahrheitsbelegung (auf Englisch: truth assignment) gangig.
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Bemerkung 4.1. ([7],[20],[24].[5].[38].[21],[9],[107]) Ist S n-elementig, dann kann die S-Wahr-

scheinlichkeit p mit einem Vektor in R" identifiziert werden. Aus diesem Grund nennt man p
dann auch eine n-dimensionale Wahrscheinlichkeit oder n-wertige Wahrscheinlichkert.

Sind p und ¢ zwei S-Wahrscheinlichkeiten, so bezeichnet p + ¢ bzw. p — ¢ ihre punktweise
definierte Summe bzw. Differenz. Im Allgemeinen sind Summe und Differenz nicht unbedingt
selbst S-Wahrscheinlichkeiten. Ist jedoch p € [0, 1]°, so folgt per Definition, dass auch 1 —p €
[0, 1]% ist, weshalb auf [0, 1]% die antitone Operation p’ := 1 — p wohldefiniert ist.

Definition 4.2. (,,,ﬂgﬂ,,,) Sei P C [0,1]°. Da die Funktionen in P reellwer-

tig sind, wird P mit der punktweise definierten Halbordnung von Funktionen, p < ¢ :< p(s) <
q(s) Vs € S, zu einer halbgeordneten Menge.

0 bzw. 1 bezeichnet in diesem Zusammenhang die konstante Funktion auf S, die nur die Werte
0 bzw. 1 annehmen kann, also das kleinste bzw. das gréfite Element aus [0, 1]°.

(P, <)) bezeichnet soeben definiertes poset zusammen mit der durch p’ := 1 — p definierten
antitonen Involution ’.

Man schreibt p < ¢ fir p,q € P, wenn p < ¢ und p(s) < ¢(s) fiir mindestens ein s € S ist.
Analog dazu ist p > ¢ definiert.

Erfiillt eine S-Wahrscheinlichkeit p # 0,1, dass weder p < p’ noch p’ < p ist, so nennt man p
eigentlich (auf Englisch: proper) oder variierend (auf Englisch: Varying).ﬂ

Auch die Elemente 0 und 1 sind per Definition eigentlich.

Stellt  auf dem poset (P, <) von S-Wahrscheinlichkeiten eine Komplementbildung dar, das
heifit, gilt fiir jedes p € P, dass pAp’ = 0 und pVp' = 1 ist, dann nennt man P komplementar.

Beispiel 4.1. Fir |S| = 1 sind 0 und 1 die einzigen eigentlichen S-Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel 4.2. (P,</), P C [0,1]° ist zwar ein poset mit antitoner Involution, aber nicht
zwingend orthokomplementar, auch nicht, wenn man fordert, dass 0 und 1 in P enthalten
sind: Zum Beispiel gilt fiur P := {(0,0),(0.1,0.3),(0.9,0.7), (1,1)}, dass (0.1,0.3)" = (0.9,0.7)
und (0.9,0.7)" = (0.1,0.3) ist, aber (0.1,0.3) A (0.9,0.7) = (0.1,0.3) # (0,0) und (0.1,0.3) V
(0.9,0.7) = (0.9,0.7) # (1,1).

Dies wird offensichtlich, indem man feststellt, dass es sich bei dem poset um eine Kette der
Lange 3 handelt und man sich bewusst macht, dass es fiir Ketten der Lange n > 2 keine Or-
thogonalisierungen geben kann, weil zu den Elementen ungleich 0 und 1 keine Komplemente
existieren. Das zu (P, <,") gehorige Hasse-Diagramm ist in Abbildung zu sehen.

Die in Kapitel m eingefithrten Definitionen iibertragen sich in naheliegender Weise auf posets
von S-Wahrscheinlichkeiten. Insbesondere verwenden wir folgende Bezeichnungen.

Definition 4.3. (,,,,,,ﬂgﬂ) Zwei Elemente p,q € P C [0, 1]° heifien disjunkt,
wenn in P gilt, dass p A ¢ = 0 ist.

Zwei Elemente p,q € P, fir die p + ¢ < 1 gilt, werden als orthogonal bezeichnet, in Zeichen
plg.

Drei Elemente p,q,r € P, fir die p L ¢ L r L p erfillt ist, heiflen orthogonales Tripel (p,q,r)
von (P,<)). Gebrduchlich sind daneben auch die Bezeichnungen orthogonales Dreieck und
Dreieck A(p,q,r).

Allgemeiner, heifit eine Menge O C P orthogonal, wenn p L q Vp,q € O, p # q gilt.

Man sagt, p,q € P werden durch ein Dreieck geteilt, wenn es in P ein orthogonales Tripel
A(r, s,t) gibt, sodass p =r + s und ¢ = s + ¢ ist.

3Hiufig, beispielsweise in , findet man fiir eigentliche S-Wahrscheinlichkeiten auch folgende dquivalente
Definition: [p <  oder p > 1] = p € {0,1}.

4siehe S
Sgsiehe S
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(1,1) = (0,0
?

¢ q:=(09,07) =p

® p:=(0103)=q

[ ]
(0,0) = (1.1)

Abbildung 4.1: Hasse-Diagramm zu Beispiel S.?7?7: Die Abbildung zeigt ein poset von S-
Wahrscheinlichkeiten, welches eine Kette der Lange 3 bildet.

Definition 4.4. ([32]) Sei P eine beliebige Menge von S-Wahrscheinlichkeiten und P, =
{p1,...,pn} eine Menge von paarweise verschiedenen eigentlichen S-Wahrscheinlichkeiten aus
P. Dann nennt man p;, p;, @ < j korreliert (in P), wenn das Element p;; := p; Ap; in P existiert.
Ebenso nennt man p;, pj, pg, ¢ < j < k korreliert (in P), wenn das Element p;ji, := p; A p; A pi
in P existiert. Diese Definitionen lassen sich auf Mengen von n > 3 paarweise verschiedenen
eigentlichen S-Wahrscheinlichkeiten in naheliegender Weise verallgemeinern.

Aus Griinden des Realitdtsbezugs ist man bei der Beschéftigung mit Quantenlogiken nicht an
beliebigen Mengen von S-Wahrscheinlichkeiten interessiert, sondern beschrankt sich auf solche
Mengen P C [0, 1], die nachfolgende Eigenschaften haben, wobei + und — wie bereits erwéhnt
als die Addition und Subtraktion von reellen Funktionen zu verstehen sind, je nach Kontext
aber auch die Addition und Subtraktion von Zahlen bezeichnen kénnen.

Definition 4.5. ([24],[8].[5].[21].[26],[31].[27],[25).[30],[29].[23],[28]) Erfiillt P C [0,1]° die Be-

dingungen
(i)0eP
(i) pe P=p :=1—-peP
(iii) [p,ae P, pLa=p+qeP,

dann nennt man P ein GFE (auf Englisch: generalized field of events). [f
Erfillt P zusatzlich zu obigen drei Bedingungen auch

(iv) [pgsrePpLglr Lpl=p+q+r<1,

so sind fir das poset mit antitoner Involution (P, <)), oder kiirzer, fir P, die Bezeichnun-
gen Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, Algebra von numerischen Ereignissen und Raum von
numerischen Ereignissen gebrduchlich, wobei < die in Definition eingefithrte natiirliche
Halbordnung auf der Menge der S-Wahrscheinlichkeiten bezeichnet. Jedes Element von P stellt
ein sogenanntes numerisches Ereignis dar.

Eine Menge P von S-Wahrscheinlichkeiten, die die ersten beiden der obigen Bedingungen erfiillt
und zusétzlich die Eigenschaft

%Da die geforderten Eigenschaften fiir P = [0, 1]° erfiillt sind, ist die Menge aller GFEs jedenfalls nicht leer.

“siehe S
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(iii") [pge P,pNq=0=p+qeP

hat, nennt man spezifisch,
erfiillt sie stattdessen als dritte Bedingung

(iii”) [p,g,r € Pp LgLlrpAr=0=p+q+r <1,
dann nennt man sie schwach strukturiert, und gentigt sie der stiarkeren Bedingung
(iti”") [p,q,r€P,p LgLlr,pAr=0=p+q+reP,

dann bezeichnet man sie als strukturiert.

Das kleinste GFE, das eine Menge P C [0,1]° enthilt, das heiit, den Schnitt aller P enthal-
tenden GFEs, nennt man das von P erzeugte GFE. Analog dazu bezeichnet man die kleinste
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, die P C [0, 1]% enthilt, wenn eine solche existiert, als die
von P erzeugte Algebra von numerischen Ereignissen.

Bemerkung 4.2. (,,,) Die vierte Bedingung in Definition st sich dadurch

motivieren, dass in klassischen Ereignisriumen - also, wie in Abschnitt [2.1F| ausgefiihrt, o-
Algebren, in denen Ereignisse durch Mengen repréisentiert und mengentheoretisch geordnet
werden - fiir paarweise orthogonale Tripel A, B, C' von Ereignissen gilt, dass A C (BN C*) =
(BUC)° ist, was fur die zu A, B bzw. C' gehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktionen p, ¢ bzw. r
bedeutet, p <1 — (q + 7).

Bildet eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten ein GFE, das keine Algebra von numerischen
Ereignissen ist, kann dies ein Hinweis darauf sein, dass die S-Wahrscheinlichkeiten nicht aus-
reichend sind, um die Struktur der Ereignisse, die dem Experiment zugrunde liegen, zu bestim-
men.

Beispiel 4.3. (vgl.[19]) An Definition erkennt man sofort, dass jede Menge P C [0, 1]°,
die die ersten beiden Bedingungen erfillt, und fiir die (P\{0,1}, <) eine Antikette ist, eine
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten bildet, weil die dritte und vierte Bedingung in dem Fall
trivialerweise erfiillt sind, zumal es keine orthogonalen Elemente gibt, wenn alle Elemente aufler
0 und 1 paarweise unvergleichbar sind. Insbesondere bildet demnach eine zu MO, (versehen
mit der in der zweiten Bedingung definierten Orthogonalisierung) isomorphe Menge P C [0, 1]°
eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten.

Bemerkung 4.3. ([24],20],[19],[26]) Eine zu der in Definition angefithrten dquivalente De-
finition fiir Algebren von numerischen Ereignissen erhélt man, wenn die dritte und vierte Be-
dingung gemeinsam durch die Bedingung

(v) pgrePplgqlripl=p+q+reP

ersetzt werden.

GFEs und daher auch Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten besitzen einige wichtige Eigen-
schaften, von denen wir haufig Gebrauch machen:

Proposition 4.1. ([21)]) Fiir jedes GFE P gilt:

(a) Vp,qe P: p<q=q—peP
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(b) Eistiert mit p,q € P auch pV q € P, dann gilt im Allgemeinen pV q £ p + ¢, wobei die
Summe unabhdngig von ihrer Fxistenz in P gebildet wird.

(¢) Sind alle Elemente von P eigentlich, das heifit, gilt fir alle p € P\{0,1}, dass p und
p' =1 — p unvergleichbar sind, dann ist’ eine Orthogonalisierung.

(d) P ist genau dann eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, wenn
VpgeP:plg=ptqg=pVyg

qgilt.

Beweis. (vgl.[21])
@) p<gqepld=p+d=p+(1—-qeP=p+(1—-q)=q—peP

(b) BetrachteSP; {(0,0),p:=(},2),0.q:=(55.75). 4, (1, 1) Dann ist pVg = (1,1), aber
p+a= () Z (L1).

(c) Seien p,q € P. Wir priifen die Orthogonalisierungen definierenden Eigenschaften aus

Definition B.11F fiir / nach:
() p<g=qd=1-qg<1-p=yp
(i) () =1-(1—-p)=p
(iii) Sind p und p’ unvergleichbar, dann ist pVp' = 1, denn ist ¢ € P, sodass ¢ > p, p’ ist,

dann folgt ¢’ < p < ¢, weshalb wegen der vorausgesetzten Unvergleichbarkeit ¢ = 1
sein muss. Analog dazu erhélt man, dass p A p’ = 0 ist.

(d) ,=*: Siehe Satz 1.1
,<=": Zu zeigen ist, dass mit jedem orthogonalen Tripel auch dessen Summe in P liegt. Ist
also A(p, ¢, ) ein orthogonales Tripel in P, dann ist nach Voraussetzung pV ¢ = p+q € P.
Wegen r L p,g<=r <p, ¢, istauch r <p'Aq¢ = (pVyq),alsor L (pV q), woraus nach
Voraussetzung auch r +p+qg=r+ (pVq) =1V (pVq) € P folgt.

]

Bemerkung 4.4. Am letzten Punkt in Proposition @l erkennt man insbesondere, dass jedes
GFE, dessen Elemente alle zweiwertig sind, eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten bildet.
Wir werden dieses Resultat im Rahmen von Satz auch noch praziser beweisen.

Bemerkung 4.5. ([30]) Jeder physikalische Zustand s € S einer Algebra von S-Wahrschein-
lichkeiten P kann mit der Abbildung my : [0,1]% — [0,1], m(p) := p(s)Vp € P identifiziert
werden, wie in Bemerkung und Satz [4.13° dargelegt.

2Dieses GFE ist in Abbildung S dargestellt.
Bsiehe S
Hgiche S
Bsiehe S
6giehe S
siehe S{67]
Bsiehe S
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Bemerkung 4.6. (vgl.) Jede Menge von S-Wahrscheinlichkeiten P, die den ersten beiden
Anforderungen von Definition gerecht wird, erfiillt die Gesetze von de Morgan, und zwar
in dem Sinne, dass fiir p,¢ € P, wenn pV g € P ist, dann auch p’ A ¢ in P existiert und
(pVq) =p' Aq¢ ist und wenn pA g € P ist, dann auch p' V¢’ in P existiert und (pAq) = p' V¢
ist, weil ’ eine antitone Involution darstellt. Das bedeutet insbesondere, dass in jedem GFE
und in jeder Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten sowie in jedem spezifischen, in jedem schwach
strukturierten und in jedem strukturierten poset die Gesetze von de Morgan giiltig sind.

Bemerkung 4.7. El Anhand der Definitionen erkennt man sofort, dass jede strukturierte halb-
geordnete Menge von S-Wahrscheinlichkeiten sowohl schwach strukturiert, ein GFE als auch
spezifisch ist.

Fir Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten gilt auch die Umkehrung, dass Spezifitit die Struk-
turiertheit nach sich zieht:

Ist ein Raum von numerischen Ereignissen P spezifisch und sind p, ¢, € P, sodass p L ¢ L
r, pAr = 0 ist, dann ist p+7 € P, weshalb p+r < 1, also p L 7 sein muss, das heift, A(p,q,7)
ist ein orthogonales Tripel, woraus p+ ¢+ r € P folgt.

Zudem ist fir Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten auch die Eigenschaft, schwach strukturiert
zu sein, aquivalent dazu, strukturiert zu sein, weil jedes Tripel p,q,r mit p L ¢ L r, pAr =20
einer schwach strukturierten Menge von S-Wahrscheinlichkeiten P* wegen p +r < 1 ein or-
thogonales Tripel bildet und somit in P* enthalten ist, wenn P* eine Algebra von numerischen
Ereignissen ist.

Ist P eine spezifische Menge und betrachtet man deren Definition, so sieht man, da aufgrund
der Spezifitit [p,q € P,pANq = 0] = p+q € P gilt, und p 4+ ¢ nur in P liegen kann, wenn
p+q <1 alsop L g, ist, dass auch [p,qg € P,pAq = 0] = p L ¢ gilt, und dass somit jede
spezifische Menge von S-Wahrscheinlichkeiten boolesch ist.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen zwar nicht, wie etwa Beispiel zeigt, allerdings gilt
sie in GFEs, weil fiir je zwei orthogonale Elemente deren Summe auch in dem GFE enthalten
ist. Das heif3t, jedes GFE ist genau dann boolesch, wenn es spezifisch ist. Insbesondere ist also
auch jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten genau dann boolesch, wenn sie spezifisch (bzw.
aquivalent dazu, (schwach) strukturiert) ist.

Ebenso erkennt man, wenn man in der Definition von schwach strukturierten posets von S-
Wahrscheinlichkeiten ¢ = 0 setzt, dass schwach strukturierte Mengen, und genauso strukturier-
te Mengen, stets boolesch sind.

Dartiber hinaus ist jedes strukturierte poset von S-Wahrscheinlichkeiten genau dann eine Al-
gebra von S-Wahrscheinlichkeiten, wenn es komplementér ist:

Ist P ein komplementéres strukturiertes poset von S-Wahrscheinlichkeiten, und A(p, ¢,r) € P,
dann ist wegen r < p’ und p’ Ap = 0 auch r A p = 0, woraus wegen der Strukturiertheit
p+q+r € P folgt. Ist P hingegen eine strukturierte Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, dann
ist P, wie wir in Satz sehen werden, orthomodular und somit auch komplementar.
Zudem ist, wie weiter oben festgestellt, jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten genau dann
(schwach) strukturiert (bzw. dquivalent, spezifisch), wenn sie boolesch ist.

Also sind die komplementéren strukturierten posets von S-Wahrscheinlichkeiten genau die boo-
leschen Algebren von numerischen Ereignissenﬁ

Ygiehe S

20Ein paar der in dieser Bemerkung dargelegten Aussagen sind auch in \\ zu finden.

2lsiehe S

22siche S

23 Aufgrund der Ahnlichkeit der Begriffe sei vor der Gefahr der Verwechslung von booleschen Algebren von nu-
merischen Ereignissen mit Booleschen Algebren gewarnt: Erstere sind Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten
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Beispiel 4.4. P = {(0,0),(2,%),(5,2),(2,5),(3,2),(1,1)} ist ein poset von S-Wahrscheinlich-

keiten, das die ersten beiden Bedingungen aus Definitionen erfiillt und einen Verband
bildet. Die einzigen beiden Elemente (auBer 0), die disjunkt zuemander sind, sind (Z,%) und
(2,5)-Da (2,5) < (2,2) = (2,5) ist, sind alle disjunkten Elemente in P auch orthogonal
zuelnander das heifit, P ist boolesch. P ist allerdlngs nicht spezifisch, weil (6 6) + (%, %) =
(6, 6) ¢ P ist. Da ein GFE laut Bemerkung [4.7°| genau dann boolesch ist, wenn es spezifisch
ist, kann es sich bei P um kein solches handeln, was man alternativ auch daran sieht, dass
(2,2) L (2,¢) ist, aber (2,%) + (2, ¢) nicht in P liegt.

Insbesondere bildet " keine Orthogonalisierung auf P, weil (5,5) A (5,¢) = (5, 5) # (0,0) ist.

Das Hasse-Diagramm von P ist in Abbildung 4.7 dargestellt.

(1,1)

(1/2, 5/6)

(2/3,1/3)

(0,0

Abbildung 4.2: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Die Abbildung zeigt eine Menge von
S-Wahrscheinlichkeiten, welche boolesch ist, aber nicht spezifisch.

Beispiel 4.5. Dle fiinfelementige Menge P = {0, z, 2,37’, 1} bildet fur jedes Element z € R,
das 0 < x < 5 erfiillt, ein schwach strukturiertes poset. Strukturiert ist P jedoch nur im Falle
r =1

Offe;llsichtlich ist 0 € P und fir p € P auch p’ € P. Sind p,q,r € P, sodass p L. ¢ L r und
p Ar =0 ist, dann muss p oder r (oder beide) 0 sein. O.B.d.A. sei » = 0. Dann gilt wegen der
Orthogonalitat von p und ¢, dass p+q+1r = p+ q < 1 ist, was die schwache Strukturiertheit
von P zeigt.

Fiir die Strukturiertheit muss allerdings p+ ¢ € P sein. Ist eines der beiden Elemente p, ¢ gleich
1, dann ist das andere 0 und somit die Summe in P enthalten. Ist eines der beiden Elemente
0, dann ist ebenfalls die Summe jedenfalls in P enthalten. Sind p, ¢ ¢ {0, 1}, dann bleiben nur
folgende Kombinationen, die p L ¢ erfiillen, tibrig:
p=q=wp=rq=2ip=r9=5p=q=5p=ynq=rp=7r,9=1

Sie erfordern in Folge, damit P strukturiert ist, dass 2z € P, v +1x’ € P bzw. .7:—1—% € P ist. Das
einzige Element aus dem Intervall (0, %), das jede dieser drei Bedingungen erfillt, ist x = i.
Selbst im Fall P = {0, i, %, %, 1} handelt es sich jedoch nicht um eine Algebra von numerischen

Ereignissen, weil beispielsweise A(i, %, %) ein orthogonales Tripel, aber & —|— —|— 1_3 2 ¢ P ist.

Das zu P gehorige Hasse-Diagramm ist in Abbildung [4.3"| zu sehen.

sich bei ihnen jedoch nicht zwingend um Boolesche Algebren (im Sinne von Deﬁmtlon S.
Zgiehe SJ55
Zgiehe S
Z6giche S
#siehe SJ60)

(im Sinne von Definition [4.5] S[55)), welche boolesch (im Sinne von Definition 1nd Es handelt
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0.5

0

Abbildung 4.3: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Das poset ist schwach strukturiert und

genau dann strukturiert, wenn z = 7 ist.

Die wichtigsten Resultate aus Bemerkung halten wir nun noch gesondert fest:

Proposition 4.2.

(1) Fir jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P gilt:
P ist boolesch < P ist spezifisch < P ist schwach strukturiert < P ist strukturiert.

(2) Die komplementdren strukturierten posets von S-Wahrscheinlichkeiten sind genau die boo-
leschen (bzw. dquivalent dazu, mﬁmum—getreuer@ Rdaume von numerischen Ereignissen.

(8) Jede strukturierte Menge von S-Wahrscheinlichkeiten ist schwach strukturiert, spezifisch
und bildet ein GFE.

Beweis. Der Beweis der Aussagen ist in Bemerkung enthalten. O
Korollar 4.3. (vgl.[25],[25])

(1) Jene Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten, welche nicht (schwach) strukturiert (bzw.
dquivalent, nicht spezifisch) sind, sind genau die nicht-booleschen Algebren von S-Wahr-
scheinlichkeiten.

(2) Ein strukturiertes poset von S-Wahrscheinlichkeiten bildet genau dann eine Algebra von
numerischen Ereignissen (welche dann automatisch boolesch ist), wenn es komplementdr
181.

(8) Jedes strukturierte poset von S-Wahrscheinlichkeiten, das nur die Werte 0 und 1 anneh-
men kann, ist eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten.

Beweis. (vgl.[29])
(1) Die Aussage folgt aus der ersten in Proposition

(2) ,,«<*: Laut der zweiten Aussage in Proposition ist jedes strukturierte poset von S-
Wahrscheinlichkeiten, welches zudem komplementér ist, eine boolesche Algebra von S-
Wahrscheinlichkeiten.

28siche S
29Diese Aquivalenz werden wir in Satz S sehen.

30siche S
31siehe SJ60)
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,="“ Wie wir in Satz noch sehen werden, ist jede Algebra von S-Wahrschein-
lichkeiten orthomodular, also auch orthokomplementar und insbesondere komplementar.
Somit ist jedes strukturierte poset komplementér, wenn es eine Algebra von numerischen
Ereignissen bildet.

(3) Die Aussage folgt aus der im zweiten Punkt in Kombination mit Proposition , wenn
man feststellt, dass in strukturierten posets von S-Wahrscheinlichkeiten, deren Elemente
nur die Werte 0 und 1 annehmen koénnen, die Orthogonalitét zweier Elemente nach sich
zieht, dass deren Infimum 0 ist, weshalb solche posets stets auch komplementar sind.

]

Beispiel 4.6. Die Menge von S-Wahrscheinlichkeiten P := {(0.0), (0.1,0.3),(0.5,0.5), (0.9,0.7),
(1,1)} bildet kein GFE, weil zwar (0.1, 0.3) und (0.5, 0.5) Elemente von P sind und (0.1, 0.3) +
(0.5,0.5) = (0.6,0.8) < 1 ist, aber (0.6,0.8) nicht in P liegt.

Da in P kein Paar von Elementen, das nicht (0,0) enthilt, disjunkt ist, bildet P trivialerweise
eine spezifische Menge von S-Wahrscheinlichkeiten.

Zudem handelt es sich um eine schwach strukturierte Menge, aber nicht um eine strukturierte,
weil zwar (0.1,0.3) L (0.5,0.5) L (0,0), (0.1,0.3) A (0,0) = (0,0) und (0.1,0.3) + (0.5,0.5) +
(0,0) = (0.6,0.8) < (1,1) aber (0.6,0.8) ¢ P ist.

Abbildung zeigt das Hasse-Diagramm zu P. Es handelt sich dabei um eine Kette der
Lange 4.

1=0'
L ]

T r:=(0.9,07) =p'
®q:=(0505=q

o p:=(0103)=r

L
0=1'

Abbildung 4.4: Hasse-Diagramm zu Beispiel , S: Die Abbildung zeigt ein poset von S-
Wahrscheinlichkeiten, welches kein GFE bildet.

Beispiel 4.7. Die Menge P = {(0,0),(0.2,0.8),(0.8,0.2),(0.1,0.9),(0.9,0.1), (1,1)} ist ein GFE
und sogar eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten (wie man durch Uberpriifung der erfor-
derlichen Eigenschaften sofort sieht, wir aber in Beispiel auch noch anders begriinden
werden).

Da zwar (0.2,0.8) A (0.1,0.9) = (0,0), aber (0.2,0.8) 4 (0.1,0.9) = (0.3,1.7) ¢ P ist, ist P nicht
spezifisch.

Wegen (0.2,0.8) L (0,0) L (0.1,0.9), (0.2,0.8) A (0.1,0.9) = (0,0) und (0.3,1.7) £ (1,1) ist P
nicht schwach strukturiert und daher auch nicht strukturiert.
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Im Hinblick auf Proposition , hédtte man auch feststellen konnen, dass P ein nicht boo-
lescher Raum von numerischen Ereignissen ist, indem man beispielsweise beobachtet, dass
(0.2,0.8) A (0.1,0.9) = (0,0), aber (0.2,0.8) £ (0.1,0.9) ist, um daraus zu schliefen, dass
P nicht strukturiert, nicht schwach strukturiert und nicht spezifisch sein kann.

Das Hasse-Diagramm zu P ist in Abbildung zu sehen. An ihm erkennt man sofort, dass
P den Verband MO, bildet.

(1,1)=(0,0)'

(0.9, 0.8c(0.1, 0.9)'

(0,00=(1,1)’

Abbildung 4.5: Hasse-Diagramm zu Beispielen S, S, und , S Die Ab-

bildung zeigt eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, welche nicht schwach strukturiert ist.

Beispiel 4.8. Sei P := {(0,0),(0.2,0.4),(0.8,0.6),(0.5,0.5),(0.7,0.9),(0.3,0.1),(1,1)} das in
Abbildung dargestellte poset von S-Wahrscheinlichkeiten. Dann erfiillt P alle Bedingun-
gen, um ein GFE zu sein.

Auflerdem ist P strukturiert, was man leicht erkennt, indem man feststellt, dass das einzige
nichttriviale disjunkte Paar von Elementen aus (0.2,0.4) =: p und (0.3,0.1) =: r besteht und
p+0,0)+reP, p+p+re P, p+(0505)+re Pp+r+re P, p Ly Lrplr L
r,p L (1,1) £ rist.

Das strukturierte GFE P bildet jedoch keine Algebra von numerischen Ereignissen, wie man
unter Verwendung des zweiten Punktes aus Korollar sofort daran erkennt, dass die Ele-
mente (0.5,0.5),p und " jeweils kein Komplement haben, P also eine nicht komplementére
strukturierte Menge von S-Wahrscheinlichkeiten ist.

Beispiel 4.9. Die Menge von S-Wahrscheinlichkeiten P = {(0,0,0,0),p = (3,%,1,0),q :=
(3,0,2,4),7:=1(0,1,0,2),s:=(1,0,5,0),¢:= (0,2,3, 1)/, ¢,7", s, ¢,(1,1,1,1)}, deren Hasse-
Diagramm in Abbildung dargestellt ist, ist (nicht eindeutig) komplementiert, denn fir
jedes x € P bildet 2’ ein Komplement, aber beispielsweise sind sowohl p’ als auch s’ Komple-
mente von p.

P bildet eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten: Offensichtlich sind 0 € P und =z € P =
x’ € P erfiillt. Die einzigen nicht trivialen orthogonalen Tripel sind (p,q,r), (p,q,0), (g,7,0),

(p,7,0), (r,s,t), (r,s,0), (s,t,0) und (r,¢,0). Wegen p+qg+r=r+s+t=(1,1,1,1),p+q=

36siehe SJ60
3Tsiehe S
38siehe S
3siehe S[60
4Osiche S
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q:=(0.8,0.6) =p' s:=(0.7,09) =r

t:= (0.5, 0.5) = t'

p:=(0204)=q r:=(0.3,01=s'

0=1'

Abbildung 4.6: Hasse-Diagramm zu Beispiel S Die Abbildung zeigt ein strukturiertes
GFE, welches keine Algebra von numerischen Ereignissen bildet.

s+t=rq+r=p ,p+r=q¢,r+s=1t und r+t = ¢ liegen deren Summen alle in P, weshalb
P ein Raum von numerischen Ereignissen ist.

Um die Frage zu klaren, ob P boolesch ist, kann man die Beobachtung treffen, dass p A s = 0,
aber p [ s ist.

Alternativ dazu, kann man feststellen, dassp L r L sund p L s =0, aber p+r+s £ (1,1,1,1)
ist, es sich also um ein komplementéres nicht strukturiertes poset handelt, sodass P der zweiten
Aussage in Proposition zufolge keine boolesche Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten sein
kann.

Abbildung 4.7: Hasse-Diagramm zu Beispielen S , S, |4.16|, S |4.53|, SllOQL |4.56|,

S[104], und (.71}, S[125} Die Abbildung zeigt einen nicht booleschen Raum von numerischen
Ereignissen, der also insbesondere keine Boolesche Algebra ist.

Beispiel 4.10. Die Menge von S-Wahrscheinlichkeiten P = {(0,0,0,0),p := (%,%, %, %),q =
2 31 3 3122 2 13 3 142 2\ 1 0 0 o 4 : :
<375737§)7 i (5737575)7 T (5757375)775:2 (g,g,g,g),p,q,T,S,t,(l,l,l,l)} bildet keine
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, aber ihr Hasse-Diagramm entspricht dem in Abbildung

4siche S
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der Algebra von numerischen Ereignissen aus Beispiel :

Beispielsweise bildet (p,q,r) ein orthogonales Tripel, aber p + ¢ +r > (1,1,1,1), also ist
p+q+r ¢ P und die Bedingung, um ein Raum von numerischen Ereignissen sein zu konnen,
ist nicht erfillt.

P bildet nicht einmal ein GFE, weil p L ¢, aber p + ¢ = (%,1,%, 1) ¢ P ist. Zudem ist P
weder boolesch (wegen pAs =0, p [ s), daher auch nicht spezifisch, noch schwach strukturiert
(wegen p L g L7, pAr=0,aber p+ q+r £ 1), daher auch nicht strukturiert.

Hat man es nicht mit beliebigen S-Wahrscheinlichkeiten zu tun, sondern nur mit eigentlichen,
so gelten folgende Resultate, welche sich leicht zeigen lassen:

Satz 4.4. (vgl.[25])

(1) Jede spezifische Menge von variierenden S-Wahrscheinlichkeiten ist komplementdr und
bildet ein orthoposet.

(2) In jeder spezifischen Menge von variierenden S-Wahrscheinlichkeiten ist die Disjunktheit
zweter Elemente dquivalent zu deren Orthogonalitdt.

(8) Die spezifischen Menge von variierenden S-Wahrscheinlichkeiten sind genau die komple-
mentaren booleschen GFFEs.

(4) Die spezifischen Mengen von variierenden S-Wahrscheinlichkeiten sind genau die boole-
schen Rdume von numerischen Ereignissen.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [23] verwiesen. O

Wie bereits erwahnt, kann jedes orthomodulare poset als Quantenlogik dienen, meist sind es
jedoch Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten - welche, wie Satz zeigen wird, spezielle
orthomodulare posets bilden -, die dafiir herangezogen werden, insbesondere solche, die ortho-
modulare Verbande bilden, was sehr haufig der Fall ist.

Der Raum von numerischen Ereignissen hat genau dann die Struktur einer Booleschen Algebra,
wenn die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten klassischen physikalischen Messungen entsprin-
gen.

Bildet eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten keine Boolesche Algebra, so kann man al-
so davon ausgehen, es mit einem nicht klassischen - sondern héchstwahrscheinlich quanten-
mechanischen - System zu tun zu haben. Ist ein vorliegendes GFE jedoch nicht einmal ein
Raum von numerischen Ereignissen, kann dies darauf hinweisen, dass man noch nicht genug
S-Wahrscheinlichkeiten betrachtet oder dass die vorliegenden Messwahrscheinlichkeiten nicht
geeignet sind, um die Struktur der dem Experiment zugrundeliegenden physikalischen Ereig-

nisse zu bestimmen. (vgl.[26],[30],[19],[5],[29].124].[5].[20].[7].[8])

“2giche S
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4.2 Ereignissysteme

Wie in Abschnitten 2.3 und 2.7 dargelegt, haben Paare (£, S) von Ereignissen und Zustéin-
den eine gravierende Rolle in der Entwicklung des Gebiets der Quantenlogik gespielt. Da man
dabei stets mit orthomodularen posets zu tun hat, werden (quantenmechanische) Ereignissys-
teme haufig als solche definiert, so auch im Folgenden.

Von enormer Bedeutung ist vor allem ihr Zusammenhang zu Algebren von numerischen Ereig-

nissen, welchen wir in Satz 4.13''| kennenlernen werden.

Definition 4.6. ([7],[9],(28]) Unter einem Ereignissystem versteht man ein 5-Tupel (L, <,',0, 1),
abgekiirzt L, bestehend aus einer Menge L, einer Halbordnung < auf L, und einer Orthokom-
plementbildung ' : L — L,a — d, das eine orthomodulare halbgeordnete Menge bildet. Die
Elemente von L heiflen Ereignisse.

Ein klassisches Ereignissystem ist ein Ereignissystem, das eine Boolesche Algebra, das heifit,
einen distributiven komplementaren Verband, bildet.

Sowohl orthomodulare posets, orthomodulare Verbande und konkrete Quantenlogiken als auch
Boolesche Algebren kénnen als (spezielle) Ereignissysteme aufgefasst werden.

Beispiel 4.11. ([7])Ist M eine nichtleere Menge, so bildet (2M, C ¢), wobei 2M die Potenzmenge
von M bezeichnet, C die mengentheoretische Inklusion und ¢ das mengentheoretische Komple-
ment, ein klassisches Ereignissystem, wie in Anbetracht von Beispiel [3.14'°| klar ist.

Beispiel 4.12. (,)Ist H ein separabler Hilbertraum iiber R, C oder den Quaternionen,
so bildet die Menge L(H) aller abgeschlossenen Unterrdume von H zusammen mit der men-
gentheoretischen Inklusion und der Orthogonalraumbildung ein Ereignissystem, welches nicht
klassisch ist, wie in Abschnitt bereits ausgefiihrt.

Definition 4.7. ([7],[19],[63],[9],[4],[62]) Sei (L,<.",0,1) ein Ereignissystem und S eine nicht-
leere Menge.

1. Dann ist ein S-Wahrscheinlichkeitsmaf auf L als eine Abbildung p : L — [0, 1] definiert,
die folgende Eigenschaften hat:

(i) p(0) =0, p(1) = 1

(ii) p(a’) =1—p(a) Va € L
(iil) p(a1VazV...a,) =plar) +plaz) +...+pla,), wenn a; < a (& a; L ay) fiir i # jﬂ
Falls S einelementig ist, nennt man ein S-Wahrscheinlichkeitsmafl p auch einen Zustand.

2. Sei p ein S-Wahrscheinlichkeitsmafl auf L. Dann wird dieses als vollstindig (auf Englisch:
complete) bezeichnet, wenn fur alle a,b € L gilt, a < b < p(a) < p(b).

45siche S

46siehe S

4Tsiehe S

*Bsiehe SIAT)

*siehe SJ9

50Betrachtet man bewusst den Fall unendlich vieler Ereignisse, so beschéftigt man sich nicht mit blo ortho-
modularen, sondern o-orthomodularen posets. In dem Fall kann man die dritte Bedingung in der Definition
des S-Wahrscheinlichkeitsmafles auf abzdhlbare Mengen ausdehnen und man erhélt die gewdhnliche Termi-
nologie fiir Wahrscheinlichkeitsmafie. Darum koénnte die gesamte Theorie auch fiir o-orthomodulare posets
und o-Mafle formuliert werden. Weil fiir die Praxis aber eigentlich nur der Fall von endlichen Mengen von
Ereignissen und S-Wahrscheinlichkeiten und deren klassische oder nicht-klassische Einordnung von Relevanz
ist, geniigt meist die schwéchere Definition. (Vgl.)
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3. Motiviert durch den Zustandsbegriff fiir S-Wahrscheinlichkeitsmafle im Falle einelemen-
tiger S, bezeichnet man auch jede Abbildung m : L — [0,1], die die drei von S-
Wahrscheinlichkeitsmaflen verlangten Eigenschaften hat, als Zustand auf L.

Allgemeiner nennt man eine Abbildung m : L — [0, 1] auf einer halbgeordneten Menge
(L, <), die a < b= m(a) < m(b) erfillt, einen Zustand auf L.

4. Eine Menge M von Zustéanden auf einem poset (L, <) wird als voll (auf Englisch: full) oder
ordnend (auf Englisch: ordering) bezeichnet, wenn gilt: Va,b € L : [m(a) < m(b)Vm €
M] = [a < b].

Existiert auf einem poset L eine volle Menge von Zustédnden, so sagt man, L erlaubt eine
volle Menge von Zustinden (auf Englisch: admits a full set of states).

Man nennt M stark ordnend (auf Englisch: strongly ordering) oder ordnungsbestimmend
(auf Englisch: order determining), wenn gilt: Va,b € L : [a £ b = 3m € M : m(a) =
1,m(b) # 1] 1]

Wenn gilt, Va,b € L : [a # b = Im € M : m(a) # m(b)], so bezeichnet man M als
punkttrennend.

5. Einen Zustand, der nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, nennt man zweiwertig (auf
Englisch: two-valued).

6. Ist (L, <) ein poset und M eine volle Menge von Zustinden m : L — [0, 1], dann erhélt
man die Dualmenge M* als die Menge aller Funktionen a* : M — [0, 1], definiert durch
a*(m) :=m(a)Vm € M.

Bemerkung 4.8. Manchmal wird in der Definition von S-Wahrscheinlichkeitsmafl bzw. Zustand
anstatt p(a; Vas V...V a,) = plar) + plaz) + ... + p(a,) fir jede Folge von n paarweise
orthogonalen Elementen aus L nur p(a; V az2) = p(a1) + p(ag) fiir orthogonale ay,as € P
gefordert. Diese Definition ist allerdings dquivalent, denn auch aus ihr folgt die Giiltigkeit der
Bedingung fiir n > 3 Elemente:

Angenommen, fir jede Folge aq,as,...,a, von n paarweise orthogonalen Elemente aus L gilt
p (Vi a;) =play)+...+p(a,). Sei nun ay, as, . . ., a,41 eine beliebige Folge von n+ 1 paarweise
orthogonalen Elementen aus L. Da a; L ay ist, ist a; Vay € L und fiir jedes i € {3,4,...,n+1}
ist wegen ay < a, ay < a} auch a;Vay < a und somit ayVas L a;. Darum ist ay Vasg, ag, . .., ani1
eine Folge von n paarweise orthogonalen Elementen und mit der Induktionsvoraussetzung folgt
p (Vi a:) = p((a1Vaz) V VI @) = plar V az) + plas) + plas) + .. + planss) = plar) +
plaz) + ... 4 plant1)-

Bemerkung 4.9. (vgl.[7]) Wichtig ist in der Definition von Vollstandigkeit vor allem die Impli-
kation

pla) < p(b) = a < b, da die andere Richtung ohnehin fiir jedes S-Wahrscheinlichkeitsmafl p
erfiillt ist, wie man unter Verwendung der Tatsache, dass L orthomodular ist und somit das
Supremum zweier orthogonaler Elemente stets auch in L liegt und das orthomodulare Gesetz
gilt, leicht sieht:

a,belL,a<b=all =aVl e Lunda < (aVd)=a L (aVl), woraus unter Verwendung
der Orthomodularitit von L sodann p(b) = p(a V (a VV')) = p(a) + p((a VV')") > p(a) folgt.

Bemerkung 4.10. Da, wie analog zu der Ausfiihrung in Bemerkung zu sehen, fiir jeden

51Der Begriff ,,ordnungsbestimmend* wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet. So wird zum Beispiel in
[43] unter einer ordnungsbestimmenden Menge von Zustéanden das verstanden, was wir in der vorliegenden
Arbeit eine volle Menge von Zustanden nennen.

52giche S
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Zustand m auf einem Ereignissystem (L, <)) erfullt ist, dass a < b = m(a) < m(b)Va,b € L
gilt, stellt m auch einen Zustand auf dem poset (L, <) dar.

Beispiel 4.13. Offensichtlich lasst sich fiir jedes vollstdndige S-Wahrscheinlichkeitsmafl aus
den Komponentenfunktionen seines Wertebereichs eine volle Menge von Zustédnden bilden.
Umgekehrt kann man basierend auf jeder vollen Menge von Zustédnden ein vollstandiges S-
Wahrscheinlichkeitsmafl definieren.

Bemerkung 4.11. (vgl.[62]) Wie man leicht erkennt, ist die Bedingung an eine Menge von Zu-
standen, stark ordnend zu sein, starker, als voll zu sein, und letztere wiederum impliziert, dass
die Menge punkttrennend ist. Fiir zweiwertige Zustande sind die drei Eigenschaften dquivalent.

Beispiel 4.14. Jedes Ereignissystem, das eine Boolesche Algebra ist, erlaubt eine volle Menge
von Zustanden.

(Diese Tatsache folgt aus Satz welchen wir spater noch kennenlernen werden. Fiir einen
direkten Beweis sei auf verwiesen.)

Beispiel 4.15. ([53]) Der Hilbert-Verband erlaubt eine volle Menge von Zusténden.

Bemerkung 4.12. (Vgl.) Waihrend die Zustinde m € M im Sinne von Definition [4.7" in-
sofern von den Ereignissen eines Ereignissystems L abhéngen, als dass sie jedem a € L die
Wahrscheinlichkeit seines Eintretens, wenn das System in dem jeweiligen mit m korrespondie-
renden physikalischen Zustand ist, zuordnen, korrespondieren die Elemente a* € M* mit den
Ereignissen a € L und hangen von den Zustanden m € M ab. Fiir eine volle Menge von Zu-
standen M* ist die Struktur von (M*, <)) sogar reprasentativ fir die von (L, <)):

Die Dualmenge M* einer vollen Menge von Zusténden M ist durch die nattirliche Ordnung von
Funktionen geordnet, das heifit, a* < b* :& a*(m) < b*(m)Vm € M.

Da M voll ist, gilt a* < b* < a*(m) < b*(m)Vm € M < m(a) < m(b)Vm € M < a < b,
darum ist durch a — a* ein Isomorphismus von (L, <) nach (M*, <) gegeben. Zudem werden
Orthokomplemente erhalten, denn es gilt Vm € M : (a*(m)) = (m(a)) = (1 — m(a)) =
m(a’) = (a’)*(m), es handelt sich bei a — a* also sogar um einen Isomorphismus von (L, <,")
nach (M*, </).

Die Représentation von L durch die Dualmenge M* ist niitzlich, weil fiir jedes Element m € M
durch die Abbildung M* — [0,1], a* — a*(m) =: ¢™(a*) ein Zustand ¢™ auf M* definiert
wird, was insbesondere den Zusammenhang zu Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten herstellt,

wie Satz [4.13°| zeigen wird.

Die Ahnlichkeit von S-Wahrscheinlichkeiten und S-Wahrscheinlichkeitsmafien kann im ersten
Moment zu Verwirrung fithren, deshalb ist es niitzlich, die physikalische Interpretation im
Hinterkopf zu behalten:

Bemerkung 4.13. (Vgl.,ﬂgﬂ) Per Definition ordnet ein S-Wahrscheinlichkeitsmafl p auf L den
Ereignissen aus L S-Wahrscheinlichkeiten zu. Fir a € L, s € S ist somit p(a) eine S-Wahr-
scheinlichkeit und p(a)(s) die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis a eintritt, wenn das physikali-
sche System S im physikalischen Zustand s ist.

Fir festgehaltenes s € S erhalt man aus dem S-Wahrscheinlichkeitsmafl bzw. Zustand p :
L — [0,1]%} im Sinne des ersten Punktes von Definition durch die Abbildung ms: L —
[0,1], a + p(a)(s) =: ms(a) einen Zustand im Sinne von Punkt drei der Definition.

Der erste Teil vorangegangener Bemerkung, welcher besagt, dass die Bilder von S-Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf Ereignissystemen S-Wahrscheinlichkeiten sind, wirft die Frage auf, wann
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sich umgekehrt eine gegebene Menge von S-Wahrscheinlichkeiten als Bild eines S-Wahrschein-
lichkeitsmafles auffassen lédsst. Dies fithrt zu folgender Definition:

Definition 4.8. ([7],[9]) Man sagt, dass eine Menge P von S-Wahrscheinlichkeiten reprisen-
tierbar ist, wenn es ein Ereignissystem L und ein S-Wahrscheinlichkeitsmafl m auf L gibt,
sodass P C {m(a) : a € L} ist.

Die Einbettung ¢ : P — {m(a) : a € L} bzw. das Tripel (L, m, ¢) nennt man Reprisentation
fur P.

Eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten P heiflt klassisch reprisentierbar oder einfach klas-
sisch, wenn es eine Représentation (L, m, ) fur P gibt, in der L ein klassisches Ereignissystem,
also eine Boolesche Algebra, ist.

Bemerkung 4.14. (,ﬂgﬂ) Die Einbettung ¢ in Definition ist ordnungs- und komplemen-
terhaltend und bildet somit einen orthoposet-Isomorphismus. Das zeigt insbesondere, dass S-
Wahrscheinlichkeiten intrinsisch die relationale Struktur zwischen den von ihnen beschriebenen
Objekten widerspiegeln.

Wie wir sehen werden™] sind die klassisch repriisentierbaren S-Wahrscheinlichkeiten genau
die numerischen Ereignisse, welche in einer Booleschen Algebra enthalten sind. Die klassische
Repréasentierbarkeit bietet jedoch einen Zugang zur Charakterisierung von klassischen Wahr-
scheinlichkeiten, welcher nicht explizit von der Struktur von numerischen Ereignissen Gebrauch
macht. Insofern stellt die klassische Repréisentierbarkeit das Pendant zur Booleschen Charak-
terisierung dar. (vgl.[7])

57siehe S @

58Die Feststellung folgt direkt aus Kombination der Sitze , S und S
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4.3 Grundlegende Resultate zu Algebren von numerischen
Ereignissen

4.3.1 Wichtige Begriffe im Kontext von numerischen Ereignissen

Fir Algebren von numerischen Ereignissen fithren wir zu den in Kapitel @ kennengelernten
analoge Definitionen ein. Betrachtet man Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten als orthomo-
dulare posets, was, wie wir in Satz sehen werden, moglich ist, so fallen nachfolgende
Definitionen mit den bereits eingefithrten zusammen.

Definition 4.9. ([32],[27],[8]) Sei P eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten. Eine Teilmenge
B C P von numerischen Ereignissen heifit Boolesche Teilalgebra von P, wenn fiir alle p,q € B
das Supremum p V ¢ und das Infimum p A ¢ in P existieren und auch in B liegen, mit jedem
p € B auch p’ =1 — pzu B gehort, und (B, V,A,,0,1) eine Boolesche Algebra ist.

Eine mindestens zweielementige Teilmenge X einer Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P heif3t
Boolesch (auf Englisch: Boolean), wenn es eine Boolesche Teilalgebra von P gibt, die X
enthélt.

Ist X eine Menge von n > 2 paarweise verschiedenen (eigentlichen) S-Wahrscheinlichkeiten,
dann sagt man, X ist einbettbar in einen Raum von numerischen Ereignissen P, wenn X
ordnungsisomorph zu einer Teilmenge von P ist.

Eine Menge von mindestens zwei S-Wahrscheinlichkeiten, die in eine Boolesche Teilalgebra
eines Raumes von numerischen Ereignissen P einbettbar ist, nennt man Boolesch einbettbar
oder auch einfach Boolesch.

Bemerkung 4.15. (vgl.) Wie in Bemerkung bereits hervorgehoben, sind das Infimum
und das Supremum zweier Elemente einer Booleschen Teilalgebra einer Algebra von S-Wahr-
scheinlichkeiten unabhangig von dieser Teilalgebra und haben somit eine universelle Bedeutung.
AuBerdem gelten in Booleschen Teilalgebren die Distributivgesetze fiir jedes Tripel von Ele-
menten. Das fiihrt dazu, dass man in Booleschen Teilalgebren von numerischen Ereignissen die
Konjunktion p A ¢ bzw. die Disjunktion p V g zweier S-Wahrscheinlichkeiten p, ¢ wie im klassi-
schen Fall als die (Wahrscheinlichkeiten der) Ereignisse ,p und ¢“ bzw. ,p oder ¢* interpretieren
kann. Das Gleiche gilt fiir die Negation p’, welcher die Bedeutung ,nicht p“ zugeschrieben wird.

Beispiel 4.16. Die Menge von eigentlichen S-Wahrscheinlichkeiten aus Beispiel ist ein-
bettbar in die Algebra von numerischen Ereignissen aus Beispiel [£.9Y] wie man sofort daran
erkennt, dass die jeweiligen Hasse-Diagramme iibereinstimmen, niamlich dem in Abbildung 4.7P°
entsprechen.

Um bei der Trennung von klassischen Logiken und Quantenlogiken von der Theorie der Raume
von numerischen Ereignissen Gebrauch machen zu kénnen, interessieren wir uns dafiir, wann
gegebene S-Wahrscheinlichkeiten als Elemente eines Raumes von numerischen Ereignissen auf-
gefasst werden kénnen, darum wird uns die Definition der Einbettbarkeit niitzlich sein.

siehe S

80siche S

1Die hier definierten Booleschen Teilmengen und die booleschen (im Sinne von infimum-getreuen) Teilmengen
stimmen begrifflich zwar bis auf die Grofl- bzw. Kleinschreibung iiberein, sind aber mathematisch nicht
dquivalent.

62siche S

63siche S
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Ist eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten zudem sogar Boolesch, so deutet das darauf hin,
dass man es mit einem klassischen physikalischen System zu tun hat. Ist sie es hingegen nicht,
so kann man davon ausgehen, dass ein quantenmechanisches System vorliegt. (vgl.[32])

Definition 4.10. ([32],[27])Man sagt, zwei Elemente p, ¢ einer Algebra von S-Wahrscheinlich-
keiten P kommutieren und schreibt p C'q, wenn {p, ¢} eine Boolesche Teilalgebra von P erzeugt,
das heifit, wenn {p, ¢} Boolesch ist.

Bemerkung 4.16. Wie schon fiir orthomodulare posets festgestellt, kommutieren zwei vergleich-
bare Elemente einer Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten stets.

Nachfolgend werden wir im Zusammenhang mit der Relation des Kommutierens zudem folgende
Schreibweisen gebrauchen:

Definition 4.11. () Seien p,r,s,t,q,a,b Elemente einer Algebra von numerischen Ereig-
nissen. Dann verwenden wir folgende Notationen:

1. pCa)g & a<p<a+qg<1
2.pClba)g = [pLblalga<pb<g¢gptb=atq(=pVb=aVq)
3. pC(rys,it)q & rlsltlrp=r+s(=rVs),¢g=s+t(=sVi)]

Bemerkung 4.17. Offensichtlich bedeutet p C(r, s,t) ¢ genau, dass p und ¢ durch das orthogonale
Dreieck A(r, s, t) geteilt werden.

Beispiel 4.17. Wir betrachten die in Abbildung dargestellte Algebra von numerischen
Ereignissen - dass P eine solche ist, sieht man zum Beispiel mit der noch folgenden Proposition
@El— P ={0,p,q,r,s,p,¢,r,s, 1}, wobei p = (1,0,0),q = (0,1,0),r = (0,0,1) und s =
(i, % %) sei. Fir diese gilt etwa ¢’ C(p) r, ¢ C(0, p) r sowie ¢’ C'(p,r,0) r und umgekehrt » C(0) ¢/,
rC(p,0)¢ und r C(0,7,p)q¢". Jedoch gibt es beispielsweise kein Element = € P, das sC(x)r
erfilllt, weil die einzigen beiden Elemente z, die x < s erfiillen, 0 und s sind, aber s +r £ 1

und s £ 0+ r ist.

Abbildung 4.8: Hasse-Diagramm der Algebra von numerischen Ereignissen P aus Beispielen

S[70] [£.52] S[101] [4.55] S{104} .57 SI105] [4.62] S[116] und .69 S[124} Unter anderem mit
Korollar 4.79”| sieht man, dass P keine Boolesche Algebra, ist.

6siche S
67giehe S
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

4.3.2 Eigenschaften von Algebren von numerischen Ereignissen

Da unser Hauptziel ist, notwendige und hinreichende Bedingungen anzugeben, wann es sich
bei Algebren von numerischen Ereignissen um Boolesche Algebren handelt, untersuchen wir
zunachst Eigenschaften von Algebren von numerischen Ereignissen und deren Elementen. Zu-
mal Boolesche Algebren laut Satz Verbande sind, in denen je zwei Elementen miteinander
kommutieren, sind fiir uns die Relation des Kommutierens und die Eigenschaft der Verbands-
geordnetheit von besonderem Interesse.

Dariiber hinaus lernen wir eine Darstellung von Elementen einer endlichen Algebra von nume-
rischen Ereignissen als Summe von Atomen kennen, mit deren Hilfe wir spéter eine Charakte-
risierung fiir Boolesche Algebren angeben kénnen.

Bemerkung 4.18. (vgl.[8],[5],[63].[25],[32],[20]) Ist P eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten,
dann kann fiir p, ¢ € P das Supremum p V ¢ in (P, <) existieren, wahrend aber p + ¢ £ 1 ist.

Wie Satz zeigen wird, gilt jedoch fir jede Algebra von numerischen Ereignissen P, dass
mit jeder endlichen Folge von paarweise orthogonalen Elementen auch deren Summe darin ent-
halten ist und dem Supremum dieser Elemente gleicht, das heifit,

p1,- s €P,pi Lpj, 1<i#F j<nl= Vi pp=p+...+p, €P.

Sind p, ¢ Elemente einer Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P, sodass p < ¢ gilt, dann ist,
wie wir aus Proposition wissen, ¢ — p € P und wie wir im Beweis von Satz sehen
werden, gilt ¢ —p=qAp.

AuBerdem gilt fiir numerische Ereignisse, dass deren Orthogonalitit auch deren Disjunktheit
impliziert, da es sich bei Algebren von numerischen Ereignissen, wie wir in Satz sehen wer-
den, um spezielle orthomodulare posets handelt, in denen diese Implikation, wie in Bemerkung

festgestellt, erfiillt wird.
Weiters enthélt jede Algebra von numerischen Ereignissen P fiir v € [0,1]° mit p € P und

p —u € P stets auch u, denn sind p € P und ¢ := p —u € P, dann ist ¢ < p und daher
p—q=ucP.

Folgende Proposition liefert eine alternative Definition von Algebren von numerischen Ereig-
nissen.

Proposition 4.5. ([20]) P C [0,1]% ist genau dann eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(a) 1€ P
(b) pge P,p<ql=q—peP
(c) [(p,q,r) ist ein orthogonales Tripel | = [p+ q+1r < 1]
Beweis. Fur den Beweis sei auf verwiesen. =

Proposition 4.6. (@,@/,[@/)Numerische FEreignisse sind stets variierend, das heifst, ist
P C [0,1]° eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten und p € P\{0,1}, dann kann weder p < 5
noch p > % sein.

Beweis. (vgl.[29]) Angenommen, fiir das numerische Ereignis p einer Algebra von S-Wahr-
scheinlichkeiten gilt p < 1. Dann ist (p, p,p') ein orthogonales Tripel und somit p+p+p’ < 1,

"siehe S
"Lsiehe S
siche S
Tsiehe S
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

weshalb p = 0 sein muss. Analog sieht man, dass fiir p > % stets p = 1 sein muss.

Alternativ erhélt man die Behauptung auch aus der spater noch bewiesenen Tatsache, dass
Algebren von numerischen Ereignissen spezielle orthokomplementére posets sind, in Verbindung
mit der letzten Feststellung in Bemerkung (3.3 O

Bemerkung 4.19. Proposition@llésst sich nicht auf GFEs verallgemeinern: Die Elemente von
GFEs sind im Allgemeinen nicht zwingend variierend, wie wir etwa in Beispiel @ gesehen
haben.

Beispiel 4.18. Keine Algebra von numerischen Ereignissen kann die Form des in Abbildung
dargestellten orthomodularen Pentagon-Verbands aus Beispiel haben, weil unter
jeder antitone Involution auf ihm (die Bezeichnung aus der Abbildung verwendend) w' := w
sein miisste und sie daher ein nicht variierendes Element umfassen wiirde.

Beispiel 4.19. (vgl[28]) Die Menge P = {(0,0),(0,3),(3,0),(0,1),(3,2).(1,0),(3,1), (L, 3),
(1,1)} bildet zwar ein GFE und ist, wie man an dem in Abbildung dargestellten Hasse-
Diagramm sofort erkennt, sogar verbandsgeordnet, allerdings handelt es sich bei ihr um keine
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, wie man in Anbetracht von Proposition @ daran er-
kennt, dass P fiinf Elemente umfasst, welche nicht eigentlich sind.

(1,1)

(0,1) (1,0

(0,0)

Abbildung 4.9: Hasse-Diagramm zu Beispiel S Das GFE umfasst nicht eigentliche

Elemente und kann daher keine Algebra von numerischen Ereignissen sein.

Bemerkung 4.20. ([20]) Aus Proposition folgt sofort, dass fur |S| = 1 die einzige Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten die zweielementige Boolesche Algebra, die nur aus den konstanten
Funktionen 0 und 1 besteht, ist.

In der Praxis kann man in der Regel durch das Hinzufligen zusétzlicher experimenteller Mess-
wahrscheinlichkeiten in bislang noch nicht betrachteten Zustanden und damit einhergehender

Tgsiche S[27
TSgiehe S[71
"6giehe S[62
"Tsiehe S]28
"8gsiehe SI2
siehe S[72
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Vergroferung der Machtigkeit der Zustandsmenge S und der Dimension der mehrdimensionalen
Wahrscheinlichkeiten aus nicht variierenden S-Wahrscheinlichkeiten variierende machen, fiir die
es in Folge sinnvoll ist, zu priifen, ob sie in eine Algebra von numerischen Ereignissen einbettbar
oder gar Boolesch sind.

Beispiel 4.20. Liegen fiir | S| = 2 die gemessenen S-Wahrscheinlichkeiten p; = (3, 1), po = (3, 1),
p3 = (%, %), Py = (%, %) vor, so handelt es sich bei ihnen offensichtlich um nicht variierende. Fiihrt
man jedoch Messungen in einem dritten physikalischen Zustand s3 durch, mit deren Ergebnissen

die vier Wahrscheinlichkeiten zu den dreidimensionalen Wahrscheinlichkeiten p; = (i, %, %),

P = (%, i, %), p3 = (%, %, i), Py = (%, %, i) erweitert werden konnen, hat man es mit eigentlichen

(S U {s3})-Wahrscheinlichkeiten zu tun.

Folgendes Lemma gibt Aufschluss iiber den Zusammenhang der in Definition |4.11F? eingefiihrten
Bezeichnungen.

Lemma 4.7. () Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen und seien p,q,r,s,t,a,b €
P, dann gilt:

(a) pC(r,s,t)g=pC(r)q,
(b) pC(r,s,t)g=pC(t,r)q,

(c) pCla)g=pC((a+q)—p.a)g,

(d) pC(

(e) pC(a)qg = pCla,p—a,(a+q) —p)g,

(f) pC(b,a)q=pCla,p—a,b)q

Beweis. Fiir den Beweis sei auf verwiesen. O

b,a)g=pC(a)q

Wie die Bezeichnungen schon suggerieren, bedeutet fiir zwei numerische Ereignisse p, ¢ einer
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P sowohl die Existenz eines geeigneten a € P, fiir das
pC(a)q gilt, als auch die Existenz von b,d € P, fur die pC(b,d)q erfillt ist, dass p und ¢
miteinander kommutieren, wie folgender Satz bestatigt.

Satz 4.8. (vgl.) Sind p, q zwei S-Wahrscheinlichkeiten einer Algebra von numerischen Er-
eignissen P, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) pCq, das heifit, {p,q} erzeugt eine Boolesche Teilalgebra von P
(b) dae€ P: pC(a)q,
(¢) 3b,a € P: pC(b,a)q,

(d) p und q werden durch ein orthogonales Dreieck geteilt, das heifst, IA(r,s,t) € P :
pC(r,s,t)q

Beweis. Die Aquivalenz der Bedingungen folgt sofort aus Lemma und dem spater noch

angefithrten Satz [4.59% O

82giehe S
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Fiir Raume von zweiwertigen numerischen Ereignissen lasst sich besonders einfach feststellen,
wann zwei Elemente miteinander kommutieren:

Lemma 4.9. (vgl.[37]) Sei P eine Algebra von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten und seien
p,q,a,b € P. Firr,ue P bezez’chneNmin{r, u} das komponentenweise Minimum von r und u.
Dann gilt: pC(a)q < a=pAq¢ =min{p,q'} bzw. pC(b)¢ < b=pAq=min{p,q}.

Beweis. Unter Beachtung der vier moglichen Wertebelegungen von (p(s), ¢(s)) fir s € S folgen
die Behauptungen direkt aus pC(a)g <= a<p<a+q < 1. ]

Fiir allgemeinere Algebren von numerischen Ereignissen hat man folgende Bedingung zur Uber-
priifung der Kommutativitét zweier Elemente.

Satz 4.10. ([30]) Ist (P, <,") eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten und sind p,q € P, dann
kommutieren p und q genau dann, wenn p A q' in P existiert und p —q < p A ¢ ist.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [30] verwiesen. O

Da eine Algebra von numerischen Ereignissen nur eine Boolesche Algebra sein kann, wenn je
zwei Elemente kommutieren, liefert Satz ein Verfahren zur Uberpriifung, ob die vor-
liegenden (experimentell ermittelten) S-Wahrscheinlichkeiten einem klassischen physikalischen
System entstammen kénnen, und zwar kontrolliert man fiir alle Paare von Elementen, ob die
Bedingung im Satz erfiillt ist. Findet man ein Paar, fiir das dies nicht zutrifft, so kann es sich
um keine Boolesche Algebra handeln. Nachteilig ist dabei jedoch, dass dies die Kenntnis der
Infima samtlicher Paare von Elementen erfordert, welche nicht immer einfach zu bestimmen
sind.

Satz 4.11. ([30]) Ist P eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, dann ist (P, <) genau dann
ein Verband, wenn gilt: Vp,q € Plre P: {x e P:p<z<r}n{zeP:q<z<r} =1

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [30] verwiesen. O

Zumal jede Boolesche Algebra verbandsgeordnet ist, liefert Satz [4.11F° eine notwendige (aber
nicht hinreichende) Bedingung fiir einen Raum von numerischen Ereignissen, eine Boolesche
Algebra sein zu kénnen.

Von folgender Eigenschaft von Algebren von numerischen Ereignissen, die ihre Elemente als
die Summe einer geeigneten orthogonalen Teilmenge von Atomen charakterisiert, werden wir
spater noch Gebrauch machen.

Satz 4.12. ([20]) Ist P eine endliche Algebra von numerischen Ereignissen und bezeichnet
A, die Menge aller Atome, welche kleiner oder gleich p € P sind, dann gilt fir jede beliebige
mazimale orthogonale Teilmenge O, C A, dass p =3 ,c0, a ist.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf verwiesen. O
Beispiel 4.21. (vgl.[26],[32],[19],[20], [21],[8],[7],[9],[43]) In vielen Féllen ist eine Algebra von S-

Wahrscheinlichkeiten nicht nur ein poset, sondern sogar ein Verband. So kann zum Beispiel der
Hilbert-Verband als eine Algebra von numerischen Ereignissen aufgefasst werden, welche einen
orthomodularen Verband bildet:

85siche S
86siche S
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Sei H ein Hilbertraum, P(H) die Menge der Projektionsoperatoren auf H, S(H) die Menge
von eindimensionalen Unterraumen von H (die die reinen Zusténde des physikalischen Systems
reprasentiert), und fir jedes s € S(H) sei vs ein beliebiger Einheitsvektor in s.

Dann ist die Menge von Funktionen Ly := {p|S(H) — [0,1], s — (Avs,vs) : A € P(H)},
wobei (-,-) das innere Produkt in H denotiert, eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, die
isomorph zu C'(H), dem Verband der abgeschlossenen Unterraume von H, ist.

Wie in Abschnitt ausgefiihrt, bildet die Menge P(H) selbst ebenfalls einen orthomodularen
Verband, und es gibt eine eineindeutige Korrespondenz zwischen Ly und P(H): p; < po gilt
genau dann in L, wenn P, < P, in P(H) ist, und die algebraischen Operationen (Addition
und Subtraktion) in Ljy korrespondieren mit den entsprechenden algebraischen Operationen
in P(H). Dadurch kénnen wir die numerischen Ereignissen in Ly mit den korrespondierenden
Projektoren in P(H) identifizieren.

Wir konnen also festhalten, dass die Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten Ly isomorph zum in
Abschnitt [2.4] kennengelernten Hilbert-Verband ist.

4.3.3 Zusammenhang zwischen Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten
und orthomodularen posets und Folgerungen daraus

Von enormer Bedeutung bei der Beschéaftigung mit Quantenlogiken ist nachstehender, auf die
Arbeit zuriickgehender, Satz, der folgende algebraische Charakterisierung fiir Raume von
numerischen Ereignissen liefert:

Eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten ist eine orthomodulare halbgeordnete Menge, die
eine volle Menge von Zustdnden erlaubt, und umgekehrt ist jede orthomodulare halbgeord-
nete Menge, die eine volle Menge von Zustéinden erlaubt, isomorph zu einer Algebra von S-
Wahrscheinlichkeiten.

Da diese Korrespondenz in der Theorie der Charakterisierung von Quantenlogiken eine immense
Prioritat hat, werden wir sie nun beweisen.

Satz 4.13. (@/,,@,[@/,@,[@/} + bzw. — bezeichne je nach Kontext die Addition bzw.

Subtraktion von reellen Funktionen oder Zahlen.

(a) Ist (P, <)) eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, dann ist P ein orthomodulares poset
Jedes s € S induziert einen Zustand mg auf (P, <)), definiert durch ¥p € P : mg(p) :=
p(s), und die Menge {m; : s € S} von Zustinden ist voll.

(b) Ist umgekehrt (L, <)) ein orthomodulares poset mit einer vollen Menge M von Zustinden
m: L —[0,1], a — m(a), dann bildet die Dualmengd™ M* von M eine Algebra von M-
Wahrscheinlichkeiten (M*, <)) (wobei’ wie ublich als die Zuordnung (a*) :=1— a* zu
verstehen ist) und ist isomorph zu (L, <)), wobei der Isomorphismus von L nach M*
durch a — a*, a*(m) := m(a)Vm € M gegeben ist.

Beweis. (vgl.[63])

(a) Zunéchst beweisen wir, dass (P, <)) ein L-poset bildet. Dafiir zeigen wir, dass die ersten
vier Bedingungen in Definition [3.11F°] erfiillt sind:

87siehe S
88F{ir den Begriff der Dualmenge sei an Deﬁnition Punkt sechs, S erinnert.
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(i)

IAINA

g=q <p
¢=¢d=1-q<1—p=yp|V¥pqeP

(ii)

p
p
" = p:
p' =1

—~()=1-Q0-p) =p¥pePr

Seien p,q,r € P, p L. ¢ und p,q < r. Dann bilden p, ¢, " ein orthogonales Tripel, weshalb
p+q+r" € P ist. Deshalb muss p 4+ ¢ + ' < 1 sein, was p + ¢ < r nach sich zieht und
P+ q=pV q beweist.

Analog seien p,q,r € P,p L ¢ und r < p/,q. Dann bilden p,¢,r ein orthogonales
Tripel, weshalb p + ¢ +r € P ist. Deshalb muss p + ¢ +r < 1 sein, was p+ ¢’ <1/, also
r<l-(p+(1-¢q)=1-(1-p)+(1-q)=1-14p'—=14+¢=g+(1—p)—1 = g—pnach
sich zieht und zeigt, dass p’ Aq = ¢—p ist. Dieses Infimum liegt in P, weil p L ¢’ impliziert,
dass p+¢’ € P und deshalb auch p’ Aq=q—p=1-p—1+q= (p+(1—¢q)) = (p+q¢) € P
ist.

(iii) 1l=pVp e P,0=pAp € P:
VpeP: pePplyp,l=p+p e P, darum folgt mit gerade Gezeigtem:
pVp =p+p =1€PundpAp =p —p'=0€P
(iv) pLg=pVqgeP:
Wie unterhalb des Beweises von (ii) gezeigt, gilt: Vp,g € P: p L ¢ = pVq=
p+qeP

Die zuletzt gezeigte Aussage verallgemeinern wir mittels Induktion fiir jede Folge von
n > 2 paarweise orthogonalen Elementen aus P, um [py,...,p, € P, p; L p;, i # j] =
Vi, pi=Dp1+ ...+ p, zu beweisen:

Angenommen, fir jede Folge pi,ps,...,p, von n paarweise orthogonalen numerischen
Ereignissen gilt V', p; = p1 + ...+ p, € P. Sei nun py, pa, ..., pnt1 eine beliebige Folge
von paarweise orthogonalen Elementen aus P. Da p; L ps ist, ist ¢ := p;+po € P und fir
jedesi € {3,4,...,n+1}ist (p1, pa, p;) ein orthogonales Tripel. Darum ist p;+pe+p; € P,
also ¢ + p; < 1. Somit ist q,ps,p4,...,Pne1 eine Folge von n paarweise orthogonalen
numerischen Ereignissen und mit der Induktionsvoraussetzung folgt \/74! p; = ¢V Vit =
qt+pst+pit.. .t P =p1t+p2t...+t oo €F.

Nun beweisen wir, dass die Algebra von numerischen Ereignissen orthomodular ist, indem
wir die Giiltigkeit des orthomodularen Gesetzes begriinden:

(V) p<qg=q=pV [ Aq):
Seien p,q € P, p < ¢. Dann ist p L ¢ und, wie weiter oben gezeigt, p’ A ¢ € P und
PAhg={p+q)=0mVe) =q—p Dap<(pVq)undsomit p L (pV¢q) ist, ist
pV@' AN =pV (V) =pta-p=q
Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass jedes s € S einen Zustand auf dem Ereignissystem
(P, <)) definiert und die Menge aller dieser Zustiande voll ist. Sei also s € S und m
definiert durch m,(p) := p(s)Vp € P. Da p € [0,1]° ist, ist m, € [0, 1]F und es gilt:
(i) ms(0) =0(s) =0, ms(1) = 1(s) =1,
(if) ms(p) = p'(s) = (1 = p)(s) =1 —p(s) = 1 —ms(p)Vp € P,

(111) ms(plv' . 'vpn) = ms(p1+' . +pn> = (p1+- : +pn)(8) = p1<3)+' : +pn(s> = mS(p1)+
..+ ms(pn) fir jede Folge von paarweise orthogonalen Elementen py,...,p, € P

Also wird fiir jedes s € S durch m, tatséchlich ein Zustand auf P definiert.
Angenommen, es gibt p,q € P, sodass ms(p) < my(q)Vms € {m, : r € S} ist. Dann ist
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

p(s) < q(s)Vs € S und somit per Definition p < ¢. Das bedeutet, die Menge der Zustande
{ms : s € S} ist voll.

(b) Sei (L,<)) ein orthomodulares poset mit einer vollen Menge M von Zustdnden und
sei M* die Dualmenge von M. Wir zeigen, dass M* die ersten beiden Bedingungen aus
Definition @l und die Bedingung aus Bemerkung erfiillt:

(i) 0 € M*:
Per Definition von Zusténden gilt m(0) = 0¥m € M, darum liegt die Nullfunktion
in M*.
(ii) a* e M* = (a*) =1—a" € M*:
Fiir jedes a € L ist a*(m) = m(a) Ym € M und wir haben m € M = 1—m € M und
a€ L =d €L, zudem gilt (a')*(m) =m(ad') =1—m(a) =1—a*(m) = (1—a*)(m),
also ist mit jedem a* € M* auch (a*) = (1 —a*) = (a')* € M*.
(v) [a*, b, e M*, a*+b" < 1,b"+c* < l,a*+c <1]=a"+b"+c" € M*:
Da M eine volle Menge von Zusténden ist, ist Vaj,ay € L : a3 L ay < m(ay) +
m(az) < 1Vm € M und wegen a] + a5 < 1 < m(ay) +m(az) < 1Vm € M ist
auch a; L ay & aj +ay < 1. Sind nun a*, b*, ¢* wie in der Voraussetzung, dann ist
alblclafira,b,ce L. Wegen der Orthomodularitat von L ist auch aVbVe € L
und wir haben Ym € M : m(aV bV c) = m(ar) +m(az) +m(as) = aj(m) + aj(m) +
ai(m) = (a1 + az + az)*(m), das heit, (a + a5 + al) = (a1 V az V a3)* € M*.
Also bildet (M*, <)) eine Algebra von M-Wahrscheinlichkeiten und ist, wie in Bemer-
kung festgestellt, isomorph zu (L, <)), das heifit, jedes orthomodulare poset, das
eine volle Menge von Zustanden erlaubt, ist isomorph zu einer Algebra von numerischen
Ereignissen.

]

Beispiel 4.22. Wir betrachten ein beliebiges orthomodulares poset von der in Abbildung [4.7°
dargestellten Form. Es erlaubt keine volle Menge von Zustidnden, deren Dualmenge die Menge
von S-Wahrscheinlichkeiten aus Beispiel bildet.

Das erkennt man einerseits daran, dass die dortige Menge von S-Wahrscheinlichkeiten kein
Raum von numerischen Ereignissen ist, und andererseits daran, dass die durch jene S-Wahr-
scheinlichkeiten vermittels Vp € P : mg(p) := p(s), s € S festgelegten Funktionen keine
Zustinde wohldefinieren, weil etwa p L 7, aber my, (pVr) = my, (¢) = 2 # 3 = my, (p) +ms, (r)
ist.

Das betrachtete orthomodulare poset erlaubt aber an sich sehr wohl volle Mengen von Zu-
stdnden, weil etwa die S-Wahrscheinlichkeiten der Algebra von numerischen Ereignissen aus
Beispiel eine solche Menge von Zustdnden auf ihm induzieren.

Beispiel 4.23. Das in Abbildung dargestellte orthomodulare poset bildet keinen Verband
(weil es zum Beispiel kein Supremum von a und d gibt) und erlaubt keine volle Menge von
Zustédnden. Vielmehr noch, lassen sich auf dem poset tiberhaupt keine Zustiande definieren.
(Fiir den Beweis letztgenannter Feststellung sei auf verwiesen.)
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Abbildung 4.10: Hasse-Diagramm zu Beispiel ‘4.23|, S Die Abbildung zeigt ein orthomodu-

lares poset, auf welchem sich keine Zustande definieren lassen.

Korollar 4.14. ([63],[25].[53])

(1) Ein Ereignissystem L erlaubt genau dann eine volle Menge M von Zustinden, wenn es
als eine Algebra von M -Wahrscheinlichkeiten reprisentiert werden kann.

(2) Jedes orthoposet, das eine volle Menge von Zustinden erlaubt, ist orthomodular.

(8) Bis auf Isomorphie sind die Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten genau die orthomodu-
laren posets, welche eine volle Menge von Zustinden erlaubenm

Beweis. Die erste und dritte Behauptung folgen aus Satz [4.13%| und die zweite aus dessen
Beweis und der Definition einer vollen Menge von Zustéanden. O]

Da ein Ereignissystem per Definition ein orthomodulares poset ist, ist nach Korollar
jedes Ereignissystem, das eine volle Menge von Zustdnden erlaubt, isomorph zu einer Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten.

Allerdings erlaubt nicht jedes orthomodulare poset und nicht einmal jeder orthomodulare Ver-
band eine volle Menge von Zustéinden. Jene, die eine solche Zustandsmenge erlauben, sind daher
von grofler Bedeutung bei der Charakterisierung von Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten und
Booleschen Algebren.

9TErweitert man die Definition von Rdumen von numerischen Ereignissen P, Deﬁnition S um die Bedin-
gung, dass fir jede Folge von paarweise orthogonalen S-Wahrscheinlichkeiten ihre Summe in P liegt, dann
ist ein solcher o-Raum von numerischen Ereignissen isomorph zu einem o-orthomodularen poset mit einer
vollen Menge von Zustdnden.

%siche S
9siehe S
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Beispiel 4.24. (Vgl.) Der in Abbildung dargestellte Verband, bezeichnet mit Gs,, ist
ein orthomodularer Verband, der allerdings keine volle Menge von Zustédnden erlaubt:
Angenommen, es gibt eine volle Menge von Zustédnden M auf dem Verband. Sei m € M. Da
A(a, b, c) ein orthogonales Tripel bildet und a VbV ¢ = 1 ist, folgt 1 = m(1) = m(aVbVc) =
m(a) + m(b) +m(c).
Auf gleiche Weise ergeben sich m(e) + m(f) + m(g) = 1, m(g) + m(h) + m(i) = 1, m(k) +
m(l) + m(a) =1, m(d) + m(r) + m(j) = 1 und m(r) + m(s) + m(t) = 1.
Summiert man die linke und die rechte Seite der Gleichungen auf, erhélt man
6 = 2m(a) +m(b) + m(c) + m(d) + m(e) + m(f) + 2m(g) + m(h) + m(i) + m(j) + m(k)
+m(l) + 2m(r) + m(s) +m(t)
= 2(m(a) +m(g) +m(r)) + (m(i) + m(j) + m(k)) + (m(c) + m(d) + m(e))
+ (m(f) +m(t) + m(l)) + (m(b) + m(s) +m(h))

— 2(m(a) + m(g) +m(r)) + 4,
wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass auch A(e,d,e), A(i, 7, k), A(f,t,1) und A(b, s, h)
orthogonale Tripel sind.
Somit ergibt sich m(a) +m(g) +m(r) = 1. Dies liefert m(a) =1 —m(g) —m(r) <1 —m(g) =
m(g’). Da m € M beliebig war, gilt m(a) < m(g')¥m € M, woraus, wenn M voll wére, a < ¢’
folgen wiirde, was jedoch in dem Verband nicht zutrifft. Daher kann er keine volle Menge von
Zustanden erlauben.
Mit Satz folgt daraus, dass es keine Algebra von numerischen Ereignissen gibt, welche
zu ihm isomorph ist.

Abbildung 4.11: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Die Abbildung zeigt den Verband Gio,
welcher orthomodular ist, aber keine volle Menge von Zustédnden erlaubt.

100giehe S
10lgjehe S
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Beispiel 4.25. Wir betrachten die Menge von S-Wahrscheinlichkeiten P = {(0,0,0,0,0,0),p :=
(i? éa %7 17 07 0)7 q = (é; i? %7 07 17 0),7’ = (27 ga Oa 07 07 1)7 S = (17 07 07 ia %7 %)7t = (07 17 07 éa i? % )
u = (07 O? 17 g? %7 0)7p,7 q/7rl7 S,7t,7 ul? (17 17 17 17 17 1)}'

Wie man durch Uberpriifung der ein GFE definierenden Eigenschaften leicht sieht, handelt es
sich dabei um ein solches.

Um die Frage zu klaren, ob es sich bei dem GFE um eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten
handelt, muss man nicht die Eigenschaft nachpriifen, dass mit jedem orthogonalen Tripel auch
dessen Summe in P enthalten ist, sondern kann sein Hasse-Diagramm betrachten, welches in

Abbildung [4.124'%4 zu sehen ist, und Gebrauch von Satz und Korollar 4.14f%* machen.

Wie man am Hasse-Diagramm erkennt, ist der von der Menge von Elementen {0,7,¢',s,t',1}
gebildete Teilverband isomorph zu dem in Abbildung dargestellten, weshalb P laut Satz
nicht orthomodular und somit Korollar [4.14f"| zufolge keine Algebra von numerischen

Ereignissen sein kann.

Abbildung 4.12: Hasse-Diagramm zu Beispiel , S: Dieses GFE ist nicht orthomodular
und somit keine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, weil es einen zu dem in Abbildung|3.10f%
dargestellten isomorphen Teilverband enthélt.

In Anbetracht von Bemerkung wenig iiberraschend, gibt es eine zu der in Satz
analoge Charakterisierung von Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten, die in |7] unabhingig von
dieser bewiesen worden ist, welche anstatt einer vollen Menge von Zustidnden ein vollstandiges
S-Wahrscheinlichkeitsmafl erfordert und orthomodulare posets vom Standpunkt der Ereignis-
systeme aus betrachtet:

Satz 4.15. (vgl.ﬂ/,[@/) Ist P eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten, dann sind folgende bei-
den Bedingungen dquivalent:

(a) P ist reprasentierbar als der Wertebereich eines vollstandigen S-Wahrscheinlichkeitsmafes
auf einem Ereignissystem L,

102giehe S
103giehe S
104giehe S
105giehe S
106siehe S
107giehe S
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(b) P bildet eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten.
Beweis. Fiir den Beweis sei auf [7] verwiesen. O

Satz zeigt, dass Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten relationale Strukturen konstituie-
ren, die als die Wertebereiche von Ereignissystemen unter vollsténdigen S-Wahrscheinlichkeits-
maflen identifiziert und dadurch gerechtfertigt als Quantenlogiken betrachtet werden kénnen.
Da eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten, die keinen Raum von numerischen Ereignissen bil-
det, Satz zufolge nicht die Struktur der den Messungen zugrundeliegenden Ereignissen
bestimmt, sind die zugehorigen Zustéinde S, in denen die Experimente durchgefithrt werden,
nicht ausreichend oder ungeeignet fiir die Charakterisierung von Quanten- und klassischen Sys-
temen.

Insbesondere folgt aus Korollar [4.14f''°| bzw. Satz dass die in Kapitel kennengelern-

ten Resultate fiir orthomodulare posets auch fiir Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten gelten.

Satz 4.16. ([27]) In jeder Algebra von numerischen Ereignissen folgen fir p,q € P mit pCq
folgende Figenschaften:

(a) qCp, pCq, pCq, pCq,
(b) pANg, P Nqg, p\Nq, p' N existieren in P,
(c) pVa, P Vaq pVd,pVq existieren in P

Beweis. Das Resultat folgt daraus, dass sich Algebren von numerischen Ereignissen laut Satz
als orthomodulare posets auffassen lassen, auf welche Satz [3.13''] angewendet werden
kann, unter Verwendung der Gesetze von de Morgan. O

Satz 4.17. ([30]) Ist (P,</) eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten und sind p,q € P,
dann kommutieren p und q genau dann, wenn p VNV q,p A q und p' A q in P existieren und

(pVa)+ (pAq)=p+q ist

Beweis. (vgl.[30]) Da (P, <)) als Algebra von numerischen Ereignissen laut Satz [4.1§ ™ ein
orthomodulares poset ist, ist darin die Kommutativitit im Sinne von Definition [3.17'"| aqui-
valent zu der im Sinne von [B.192%

Wenn p und ¢ kommutieren, folgt unter Verwendung der Tatsache, dass p A ¢ < ¢ und deshalb
q—(pAg) = (gAP' V) ist, p+q—(pAq) =p+(gA(p'V{)) =p+(g D) =pV(gND) =pVa.
Sind umgekehrt die geforderten Bedingungen erfiillt, dann ist (pV q) —p=g¢A (pAq) < g und
somit (pVq) —p=((pVg Ap)AgeEP.

Damit sehen wir, dass p’ Aq = (pV q) —pist, weil p' Aqg < (p' A
gilt. Daraus ergibt sich p=(pV¢q) — (P Nq) =PV g AN(pVq
Durch Anwendung der Gesetze von de Morgan und Satz erhalt man daraus pCyq.

Aus der Feststellung zu Beginn des Beweises folgt, dass dies bedeutet, dass p und ¢ kommutieren.

]

Ng< (P NDPVQ))Ng <P Ng

)
/)'
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Aus Kombination von Korollar [4.14f*“| und Satz folgt folgende Charakterisierung von
Verbédnden unter den Algebren von numerischen Ereignissen.

Korollar 4.18. ([31),[21]) Ist (P,</,0,1) eine Algebra von numerischen Ereignissen, dann
ist diese genau dann ein (orthomodularer) Verband, wenn fir alle p,q € P genau ein Element
r € P, r > p,q existiert, welches (r —p) A (r — q) = 0 erfullt.

Beweis. (vgl.[31]) Laut Korollar [£.14%] lassen sich Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten als
orthomodulare posets auffassen. Auf diese ist Satz[3.1d>°|anwendbar, woraus unter Verwendung
von Bemerkung die behaupteten Aussagen folgen. O]

Korollar 4.19. Jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, welche einen atomaren Verband bil-
det, ist atomistisch, das heifit, jedes ithrer Elemente ldsst sich als das Supremum der Atome,
welche kleiner oder gleich diesem Element sind, darstellen.

Beweis. Die Aussage folgt unter Verwendung der Tatsache, dass jede Algebra von S-Wahr-
scheinlichkeiten laut Satz 4.1 | ein orthomodulares poset bildet, aus Satz [3.20f*° O

Bemerkung 4.21. Es gibt (unendliche, nicht verbandsgeordnete) atomare Algebren von S-
Wahrscheinlichkeiten, welche nicht atomistisch sind. So wird beispielsweise in ein ortho-
modulares poset mit einer vollen Menge von Zustanden angegeben, welches nicht atomistisch
ist.

Bemerkung 4.22. Da jede endliche Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten als endliches poset
mit kleinstem Element 0 atomar ist, ist Korollar zufolge jede endliche Algebra von
S-Wahrscheinlichkeiten, welche einen Verband bildet, atomistisch. Aus Kombination von Satz
und Korollar folgt jedoch bereits, dass die Forderung, dass eine endliche Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten einen Verband bildet, nicht notwendig ist, um ihre Atomizitat si-
cherzustellen. Darum ist Korollar nur fir den Fall unendlicher Algebren von numerischen
Ereignissen interessant, auf welchen in der vorliegenden Arbeit aber nicht weiter eingegangen
werden soll, da er fiir die Praxis, in der tiblicherweise nur endlich viele Messergebnisse vorliegen,
nicht relevant ist.

Satz 4.20. (vgl.[@/) Eine Algebra von numerischen Ereignissen P ist genau dann boolesch
(und bildet somit laut Proposition ein komplementdres strukturiertes poset), wenn sie
infimum-getreu ist.

Beweis. Die Aussage folgt aus Kombination der Satze [4.137% und [3.29>7] m

Satz 4.21. ([065],[39]) Jedes boolesche orthomodulare poset erlaubt eine volle Menge von zwei-
wertigen Zustanden.
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Beweis. Fir den Beweis sei auf verwiesen. O
Dank Korollar und Satz [4.21'*° ist somit jedes boolesche orthomodulare poset als eine

Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten auffassbar, welche wiederum ebenfalls boolesch ist, wie
in folgendem Satz prézisiert. Dafiir sei daran erinnert, dass in jeder Algebra von numerischen
Ereignissen p L ¢ & p < ¢ < p+q <1 gilt.

Satz 4.22. (vgl.[65])

(1) Jedes boolesche orthomodulare poset ist isomorph zu einer Algebra von numerischen Er-
eignissen (P, <."), die zusdtzlich fir alle p,q € P die Bedingung

[(r<p,r<qg=r=0=p+tqg<1
erfillt.

(2) Umgekehrt bildet jede Algebra von numerischen Ereignissen genau dann ein boolesches
orthomodulares poset, wenn sie obige Bedingung erfillt.

Beweis. Fiur den Beweis der ersten Aussage sei auf verwiesen. Die zweite Behauptung
gilt per Definition, weil sich Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten laut Korollar [4.14f°| als

orthomodulare posets auffassen lassen. O]

Bemerkung 4.23. (Vgl.) Vorangegangener Satz besagt insbesondere, dass eine Algebra von
S-Wahrscheinlichkeiten genau dann ein boolesches orthomodulares poset ist, wenn gilt, dass
die Disjunktheit von p,q € P impliziert, dass p 4+ q eine S-Wahrscheinlichkeit ist.

Satz 4.23. (@)Bis auf Isomorphie sind die komplementdren strukturierten posets von S-
Wahrscheinlichkeiten genau die booleschen orthomodularen posets, die eine wvolle Menge von
Zustdanden erlauben.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der zweiten Aussage in Proposition in Kombination
mit der dritten Aussage in Korollar [4.14°”l und dem Beweis von Satz [4.13“Y fiir Details sei
auf verwiesen. O

Proposition 4.24. Jede boolesche Algebra von numerischen Ereignissen ist konkret.

Beweis. Jede boolesche Algebra von numerischen Ereignissen lasst sich laut Satz [4.22%] als
boolesches orthomodulares poset auffassen und jedes solche ist laut Satz [3.25 % bzw. Beispiel
B.19] konkret. O]
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4.4 GFEs und Algebren von numerischen Ereignissen

4.4.1 Von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten erzeugte GFEs und
Algebren von numerischen Ereignissen

In diesem und dem néchsten Abschnitt konzentrieren wir uns auf die Frage, welche Struktur von
bereits erhaltenen Messungen erzeugt wird, ohne auf die Moglichkeit der Durchfithrung weite-
rer Messungen zurtickzugreifen, wobei wir uns zunachst auf zweiwertige S-Wahrscheinlichkeiten
beschranken.

Fiir zweiwertige GFEs lésst sich das Infimum zweier Elemente praktischerweise héufig mit wenig
Aufwand bestimmen, wobei im Folgenden wie tiblich pq das komponentenweise Produkt zweier
S-Wahrscheinlichkeiten p, ¢ bezeichne:

Proposition 4.25. (@/}Kénnen zwei Blemente p,q eines GEFEs nur die Werte 0 und 1 an-
nehmen und ist pq Element des GFEs, dann gilt p \ q = pq.

Bewers. Betrachtet man die n-dimensionalen Wahrscheinlichkeiten p, ¢ als Vektoren, und ist
fir ¢« € {1,...,n} die i-te Stelle von p oder ¢ (oder von beiden) gleich 0, dann muss auch die
i-te Stelle von p A g gleich 0 sein. Ist jedoch sowohl die i-te Stelle von p als auch die i-te Stelle
von ¢ gleich 1, dann muss auch die i-te Stelle von p A ¢ gleich 1 sein. Diese beiden Eigenschaften
werden genau von pq erfiillt. O

Satz 4.26. ([21),[29].[28]) Wenn die Elemente eines GFEs nur die Werte 0 und 1 annehmen

konnen, dann bildet jenes eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten.

Beweis. Seien p,q und r drei paarweise orthogonale n-dimensionale Wahrscheinlichkeiten eines
GFEs, die nur die Werte 0 und 1 annehmen koénnen. Ist p L ¢, dann ist p < (1 —g), also nimmt
die Funktion p an jeder Stelle, an der ¢ den Wert 1 annimmt, den Wert 0 an, weshalb p+¢ <1
und somit Element von P ist. Da p < (1 —r) und ¢ < (1 — r) ist, muss sowohl p als auch ¢ an
jeder Stelle, an der r den Funktionswert 1 hat, den Wert 0 annehmen. Dies gilt somit auch fiir
p+q, woraus p+q+r = (p+q) +r < 1 folgt, weshalb auch p 4+ g+ r € P ist. Die Bedingung,
welche ein GFE zu einer Algebra von numerischen Ereignissen macht, ist also erfiillt. m

Wegen Satz in Kombination mit Korollar |4.14f*°| lassen sich GFEs, deren Elemente nur
die Werte 0 und 1 annehmen koénnen, auch als orthomodulare posets auffassen. Genauer, gilt:

Satz 4.27. ([28]) Bis auf Isomorphie sind die GFEs (bzw. Algebren von numerischen Ereig-
nissen), deren Elemente nur die Werte 0 und 1 annehmen kénnen, genau die orthomodularen
posets, welche eine volle Menge von zweiwertigen Zustanden erlauben.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [2§] verwiesen. O

Proposition 4.28. (vgl.[@/) Wenn die Elemente von P C [0,1)° zweiwertig sind, das heift,
wenn P C {0,1}7 ist, gleicht das von P erzeugte GFEIT] der von P erzeugten Algebra von
numerischen Ereignissen. Dies gilt auch, wenn ein eigentliches p € P mit 0 < p(s) < 1Vs € S
existiert und die Menge P\{p} (bzw. P\({p} U {p'}), falls p' schon in P liegt) ausschliefSlich
aus S-Wahrscheinlichkeiten, welche nur die Werte O und 1 annehmen kénnen, besteht.

HMgiehe S

M5giehe S

HM6F{ir den Begriff des von einer Menge von S-Wahrscheinlichkeiten erzeugten GFEs bzw. der von einer Men-
ge von S-Wahrscheinlichkeiten erzeugten Algebra von numerischen Ereignissen sei an Definition [£.5] S[55]
erinnert.
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Beweis. Die erste Behauptung folgt daraus, dass laut Satz das von P erzeugte GFE
auch eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten ist und umgekehrt die von P erzeugte Algebra
von numerischen Ereignissen immer automatisch auch ein GFE bildet.

Die zweite Behauptung folgt daraus, dass laut der ersten Behauptung P\{p} (bzw. P\({p} U
{p'})) ein GFE, welches eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten ist, erzeugt, und das Hinzu-
fiigen von p (und p’) nichts daran dndert, weil p und p’ sowohl miteinander als auch mit allen
anderen Elementen aufier 0 und 1 unvergleichbar sind und deshalb zu keinem Element (aufler
0) orthogonal sein konnen. O

Beispiel 4.26. Fir jedes n € N stellt P = {0,1}, wobei 0 bzw. 1 als die konstante 0- bzw. 1-
Funktion auf einer n-elementigen Zustandsmenge S aufzufassen ist, trivialerweise ein GFE dar,
welches eine Algebra von n-dimensionalen zweiwertigen numerischen Ereignissen und isomorph
zur zweielementigen Booleschen Algebra ist.

Ebenso bildet P = {0,1}*, |S| = n, ein GFE, bei dem es sich um eine Algebra von n-
dimensionalen zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten handelt. Wie aus den Ausfithrungen in
Beispiel folgt, haben wir es auch hier mit einer Booleschen Algebra zu tun, weil {0, 1}
isomorph zur Potenzmenge einer n-elementigen Menge ist.

Beispiel 4.27. Laut Proposition gleicht das von der Menge P = {(0,0),(0,1),(1,1)}
erzeugte GFE der von dieser Menge erzeugten Algebra von numerischen Ereignissen. Wie man
sofort sieht, setzt sich Letztere genau aus der Menge {(0,0), (0,1), (1,0),(1,1)} zusammen und
bildet eine Boolesche Algebra. Das zugehorige Hasse-Diagramm ist in Abbildung dar-
gestellt.

Fiigt man die variierende S-Wahrscheinlichkeit p := (1, %) hinzu, so ist das von PU{p} erzeugte
GFE Proposition [1.2§ zufolge immer noch eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten und besteht
aus den Elementen der Menge P U {p} U {p'}. Da die Kardinalitdt dieser Menge sechs ist und
somit keiner Potenz von zwei gleicht, kann es sich laut der ersten Aussage in Korollar
jedoch nicht mehr um eine Boolesche Algebra handeln. Das entsprechende Hasse-Diagramm
ist in Abbildung zu sehen. Wie man sofort erkennt, ist die Algebra von numerischen
Ereignissen (P U {p} U {p'}, <,’) isomorph zum Verband M Os.

(L1)
0.1) (1,0)
(0.0)

Abbildung 4.13: Hasse-Diagramm zu Beispiel S Das dargestellte GFE bildet eine Boo-
lesche Algebra.

7siehe SI84
M8giche S
49sjehe SJ84!
150giehe SI85
I5lgiehe SH
152giehe SIS6,
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(1.1

(0.0)

Abbildung 4.14: Hasse-Diagramm zu Beispielen S, und , S Das GFE ist eine
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, bildet aber keine Boolesche Algebra.

Proposition 4.29. ([29]) Sind p,q: S — {0,1} zwei zweiwertige S-Wahrscheinlichkeiten und
sind die vier Elemente p,p',q,q" paarweise unvergleichbar, dann gleicht das von {p,q} erzeugte
GFE der von dieser Menge erzeugten Algebra von numerischen Ereignissen, besteht aus der
Menge {0,p,p',q,¢', 1} und ist isomorph zu MO,.

Beweis. Dass {0,p,7,q,q¢,1} ein GFE bildet, das eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten ist,
erkennt man durch direktes Nachpriifen der Bedingungen und folgt auch aus Proposition {4.2&°|
Die Isomorphie zu MO, ist aufgrund der Unvergleichbarkeit von p, p’, q, ¢’ offensichtlich. O]

Beispiel 4.28. Die zweiwertigen vierdimensionalen Wahrscheinlichkeiten p := (1,1,0,0),q :=
(0,1,0,1),2',¢" sind paarweise unvergleichbar, daher bildet laut Proposition [4.29°% das von
{p,q} erzeugte GFE eine Algebra von numerischen Ereignissen und ist isomorph zu MOs,.

Fiir nachstehende Satze treffen wir folgende Feststellung:

Proposition 4.30. Das von einer Menge von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten erzeugte
GFFE entspricht der von dieser Menge erzeugten Algebra von numerischen Ereignissen.

Beweis. Laut Proposition [4.26°°| ist jedes GFE von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten eine
Algebra von numerischen Ereignissen. Da die von einer Menge erzeugte Algebra von numeri-
schen Ereignissen nicht kleiner sein kann als das von der Menge erzeugte GFE, muss die von ei-
ner Menge von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten erzeugte Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten
mit dem von dieser Menge erzeugten GFE tibereinstimmen. [

Wegen Proposition [4.30f°% stimmen in den restlichen vier Sitzen dieses Abschnitts die dorti-
gen erzeugten GFEs mit den erzeugten Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten iiberein, sodass
nachfolgende Resultate auch auf Letztere iibertragen werden konnen.

Satz 4.31. ([29]) Sind p.q : S — {0,1} zwei zweiwertige S-Wahrscheinlichkeiten und sind
(mindestens) zwei der vier Elemente p,p', q,q miteinander vergleichbar, dann ist das von {p, q}
erzeugte GFE eine Boolesche Algebra, die hichstens acht Elemente hat.

Beweis. Wir miussen verschiedene Félle unterscheiden:

153siehe S
154giehe S[86]
155siehe S
1%6siehe S[36
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e Angenommen, p und p’ sind vergleichbar, dann muss wegen der Zweiwertigkeit 0.B.d.A.
p=0und p’ =1 sein.
Sind auch ¢ und ¢’ vergleichbar, dann gilt ebenfalls 0.B.d.A. ¢ = 0 und ¢’ = 1, das heif}t,
das erzeugte GFE ist die zweielementige Boolesche Algebra, welche nur aus 0 und 1 be-
steht.
Sind ¢ und ¢’ hingegen unvergleichbar, dann bildet das erzeugte GFE die zu MOy iso-
morphe vierelementige Boolesche Algebra.

e Der Fall, dass ¢ und ¢’ vergleichbar sind, wird analog zu vorangegangenem behandelt.

e Angenommen, es ist weder p mit p’ noch ¢ mit ¢ vergleichbar, aber p und ¢ sind
vergleichbar. O.B.d.A. ist p < ¢. Sei A := p~'({1}) und B := ¢ '({1}), dann ist
A= S\A = (p)*({1}) und B® := S\B = (¢)"'({1}) und A C B. An den defi-
nierenden Bedingungen fiir konkrete Logiken erkennt man leicht, dass die von A, B er-
zeugte konkrete Logik zur Menge S, welche in Abbildung dargestellt ist, durch
(S, M :={0,A, B\A= BN A°, B, B, B°U A, A°, S}) gegeben ist.

Wie aus dem spater noch angefithrten Satz folgt, korrespondiert sie mit dem von
{p,q} erzeugten GFE. Da M eine achtelementige Boolesche Algebra bildet, handelt es
sich auch bei dem GFE um eine solche.

e Die Fille, dass weder p mit p’ noch ¢ mit ¢/, aber p mit ¢’ oder ¢ mit p’ oder p’ mit ¢’
vergleichbar sind, werden analog zu vorangegangenem behandelt.

]

5]
(0)

Abbildung 4.15: Hasse-Diagramm zum Beweis von Proposition |4.31, S: Die mit dem GFE
korrespondierende konkrete Logik ist isomorph zur achtelementigen Booleschen Algebra.

Beispiel 4.29. Wir betrachten die Zustandsmenge S = {sy, s2, $3} und die zwei S-Wahrschein-
lichkeiten p := (1,0,0) und ¢ := (1, 1,0). Diese beiden erfiillen die Voraussetzungen aus Propo-
sition 4.311°%] weil p und ¢ zweiwertig und vergleichbar sind. Da p und ¢/, ¢ und p/, p und p’ und

157siche SI87]
158siehe S[97]
1%9siehe S[36
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g und ¢ unvergleichbar sind, ist das von {p, ¢} erzeugte GFE eine achtelementige Boolesche
Algebra. Aufgrund der Korrespondenz von Booleschen Algebren und Potenzmengen ist sofort
klar, dass die laut dem spéter noch angefithrten Satz mit dem GFE korrespondierende
konkrete Logik die Potenzmenge von S als Mengensystem hat, also ({si, sa, s3}, 2{51:52:53}) ist.

Fiir moglicherweise groflere Mengen von S-Wahrscheinlichkeiten haben wir folgende Resultate
betreffend die von ihnen erzeugten GFEs:

Satz 4.32. (z@/) Seien py,...,pno1:S —{0,1}, n > 2, paarweise orthogonale S-Wahrschein-
lichkeiten und seten q; :==p;, 1 =1,...,n—1undq, :=1—p1—...—pn_1. Dann besteht das von
{p1,...,pn_} erzeugte GFE aus der Menge von Elementen {3 ;c;qi: I C{1,...,n}}, wobei
>ico ¢ =0 ist, und bildet eine Boolesche Algebra mit hochstens 2" Elementen.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [29] verwiesen. O

Beispiel 4.30. Wir betrachten eine dreielementige Zustandsmenge S und die beiden S-Wahr-
scheinlichkeiten p := (1,0,0) und ¢ := (0,0, 1). Dann sind die Voraussetzungen aus Satz [4.32/*"
erfillt und das von {p, ¢} erzeugte GFE entspricht genau der achtelementigen Booleschen Al-

gebra aus Beispiel

Satz 4.33. ([29]) Seien pi,....poo1 + S — {0,1}, n > 2, S-Wahrscheinlichkeiten, fir die
< ... < poy gilt, und seien py := 0 und p, := 1. Dann besteht das von {p1,...,pn-1}
erzeugte GFE aus der Menge von Elementen {3 ;c;(pi — pi—1) : I C{1,...,n}} (wobei die leere
Summe wie iblich per Definition gleich 0 ist) und ist eine Boolesche Algebra mit hiochstens 2"
Elementen.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [29] verwiesen. O

Beispiel 4.31. Wir betrachten die vierdimensionalen Wahrscheinlichkeiten p; := (1,0,0,0),
pe = (1,1,0,0) und ps := (1,1,1,0). Fir diese gilt p; < ps < ps, darum erfiillen sie die
Voraussetzungen aus Satz Das von {p1, p2, p3} erzeugte GFE ist eine sechzehnelementige
Boolesche Algebra. Sein Hasse-Diagramm ist in Abbildung dargestellt.

Beispiel 4.32. Sei S := {s1, S92, 83,54} die Zustandsmenge und seien p; := (1,0,0,0), py :=
(1,0,0,1), p3 := (1,1,1,1) vierdimensionale S-Wahrscheinlichkeiten. Offensichtlich gilt p; <
p2 < ps und die Elemente erfiillen die Voraussetzungen aus Satz . Laut dem Satz ist
das von {pi, pa, p3} erzeugte GFE eine hochstens 2* = 16-elementige Boolesche Algebra. Da
ps = (1,1,1,1) und somit p3 = py ist, wird diese Grenze jedoch nicht erreicht, sondern es
handelt sich bei dem erzeugten GFE um die in Abbildung dargestellte achtelementige

Boolesche Algebra.

Satz 4.34. ([29]) Seien py,....pn, n > 1, zweiwertige S-Wahrscheinlichkeiten.
Dann besteht das von {ILicrpi: I € {1,...,n}} erzeugte GFE aus der Menge von Elementen

{ZIGT [Licrpillicrepi: T C 2{1""’”}}, wobei [T;cp pi := 1 ist (und der leeren Summe das unmdag-

liche Ereignis zugewiesen wird) und I¢ das mengentheoretische Komplement beziglich {1,...,n}
bezeichnet, und bildet eine Boolesche Algebra mit hichstens 22" Elementen.

160siehe S{97]
16lsiehe S
1625iehe SI87]
163siehe S
64giche SJ89)
165siehe S
166sjehe S[39
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Abbildung 4.16: Hasse-Diagramm zu Beispiel , S Das von {p1,p2,p3} erzeugte GFE
bildet die hier dargestellte Boolesche Algebra.

Abbildung 4.17: Hasse-Diagramm zu Beispielen S, und , S@: Das von {p1, pa, p3}
erzeugte GFE bildet die hier dargestellte Boolesche Algebra.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [29] verwiesen. O

Bemerkung 4.24. In Satz lasst sich die maximale Anzahl der Elemente, aus denen
die Boolesche Algebra besteht, noch weiter eingrenzen: Besteht die Zustandsmenge S aus m
Elementen, das heifit, ist |S| = m, dann gibt es 2™ paarweise verschiedene zweiwertige S-
Wahrscheinlichkeiten. Darum besteht das von der Menge {[T;c;p; : I C {1,...,n}} erzeugte
GFE aus Satz aus hochstens min{2%",2™} Elementen.

Beispiel 4.33. Sei |S| = 3 und seien py, py die zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten p; = (1,0, 0),

p2 = (0,1,0). Dann wissen wir aus Satz[4.34*® und Bemerkung [4.24/'*’| dass das von der Menge
{ILicrpi - I C {1,2}} erzeugte GFE aus hochstens min{22°, 23} = 8 Elementen bestehen kann.

Diese Grenze wird tatsachlich erreicht, denn es ist p; - p2 = (0,0,0), pj = (0,1,1), p5 = (1,0, 1),

167siehe S
168siehe S
89

169giehe S
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Py-py = (0,0,1), pr-ph+p2-ph = (1,1,0) und pl - py +p1 - py +p2 - py = (1,1, 1), das heiBt, bei
dem von der Menge erzeugten GFE handelt es sich um die achtelementige Boolesche Algebra,
deren Hasse-Diagramm in Abbildung dargestellt ist.

p1sp2'+prep2’+p2epr’

Abbildung 4.18: Hasse-Diagramm zu Beispielen S, und , S: Die Abbildung zeigt
die fiir p; = (1,0,0), p2 = (0,1,0) von der Menge {[T;c;p; : I € {1,2}} erzeugte Algebra von
S-Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel 4.34. Wie in Beispiel [L.3J 7] sei |S| = 3 und wir betrachten wieder zwei S-Wahrschein-
lichkeiten, diesmal jedoch p; = (1,1,0) und ps = (0,0, 1). Aus jenem Beispiel wissen wir, dass
das von der Menge M = {[[,c;pi : I C {1,2}} erzeugte GFE aus hochstens acht Elementen
bestehen kann.

Diese Grenze wird von dem hiesigen GFE jedoch nicht erreicht, denn wegen 0 = p) - p,, =
p1-p2=py-Pytpi-p2=(0,0,0), pr =ph =py-ph+p1-py+pi-pe=pi-py+pi-p2 = (1,1,0),
pr=py =D, P+ Dpa-py+piop2=pa-py+piopa=(0,0,1), py-ph+p1opy+pe-p) =
Prepy+ P2 Py =Dpi-Ph+pe-Pi+pip2 =pypy+pieph+p2-py+pipe = (1,1,1) besteht die
Menge {3 jer [Tics i [Ticse 25 : T C 21921} nur aus den vier Elementen (0,0, 0), (1,1,0), (0,0,1)
und (1,1,1), weshalb es sich bei dem von M erzeugten GFE um die vierelementige Boolesche
Algebra, deren Hasse-Diagramm in Abbildung dargestellt ist, handelt.

Beispiel 4.35. Sei |S| = 5 und seien py, po die beiden S-Wahrscheinlichkeiten p; = (1,1,0,0,0)
und p; = (1,0,0,1,1). Dann wissen wir aus Satz und Bemerkung dass das
von der Menge M := {[Lic;pi : I C {1,2}} erzeugte GFE aus der Menge von Elementen
G = {rer icr pi [Licre P, - T C 2121} besteht, welche héchstens min{2?°, 25} = 16 Elemente
umfasst. Um festzustellen, ob es sich bei dem GFE um eine vier-, acht- oder 16-elementige
Boolesche Algebra handelt, bestimmten wir die Elemente von G:

Bs ist 227 = {040}, {{1}}, {{2}}, {{1,2}}.40, {13}, {0, {2}}. {0, {1, 2}}. {0, {1}, {2}}, {0,
{10 AL 25 A0, 28 {0, 251 {{nh {23 ({1 23 ({23 {1, 23 {13 {23, {1, 233, {0, {1}
{2}.{1,2}}}.

Der Einfachheit halber schreiben wir nun fiir 7' € 22" statt rer ier pi icre P kiirzer > e
Dann ist Y ;cp = (0,0,0,0,0), Xreqpy = (0,0,1,0,0), Xregyy = (0,1,0,0,0), Yieqpopn =
<07 0,0,1, 1)7 ZIG{{LZ}} = (17 0,0,0, O), ZIG{@,{I}} = (07 1,1,0, 0)7 EIG{@,{2}} = (07 0,1,1, 1)7

10siehe S{90)
siehe S{89)
1"2giche S
1"giehe S
"siehe S[39

90



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

(1,1,1)

(0,0,0)

Abbildung 4.19: Hasse-Diagramm zu Beispiel S Die Abbildung zeigt die fiir p; =
(1,1,0), po = (0,0,1) von der Menge {ILic;pi : I < {1,2}} erzeugte Algebra von S-
Wahrscheinlichkeiten.

ZIE{@,{1,2}} = (17 Oa 17 07 0)7 Z[E{(Z),{l},{2}} = (07 15 17 17 1)7 Z[E{@,{l},{l,Q}} = (17 17 17 07 O)a
ZIE{@,{2},{1,2}} = ( 707 17 17 )7 ZIE{{l},{Z}} = <07 17 07 17 1)7 EIE{{I},{IQ}} = (17 17 07 07 0)7
Z[G{{Q},{IQ}} - (]-7 07 07 17 ]-)7 Z[G{{l},{Q},{LQ}} - (17 ]-7 07 17 1)7 Zle{@,{l},{Z},{l,Q}} - (]-7 17 17 17 ]-)7

also besteht GG aus 16 Elementen.
Somit handelt es sich bei dem von M erzeugten GFE um die 16-elementige Boolesche Algebra,
deren Hasse-Diagramm in Abbildung zu sehen ist.

(1,1,1,1,1)

(1,1,1,0,0) (0,1,1,1,1)

(1,1,0,0,0) (0,01,1,1)

(0,0,0,0,0)

Abbildung 4.20: Hasse-Diagramm zu Beispiel S Die Abbildung zeigt die fiir p; =
(1,1,0,0,0), p2 = (1,0,0,1,1) von der Menge {ILic;p: : I C {1,2}} erzeugte Algebra von
S-Wahrscheinlichkeiten.

175giehe S
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4.4.2 Von allgemeinen S-Wahrscheinlichkeiten erzeugte GFEs und
Algebren von numerischen Ereignissen

In Abschnitt haben wir uns nur Bedingungen angesehen, wann ein von zweiwertigen
S-Wahrscheinlichkeiten erzeugtes GFE, das laut Satz stets eine Algebra von numeri-
schen Ereignissen ist, eine Boolesche Algebra bildet. Jene Resultate verallgemeinern wir nun
auf den Fall von S-Wahrscheinlichkeiten mit beliebigen Werten in [0, 1]. Dabei konzentrieren
wir uns weiterhin nur auf die Struktur, die von bereits erhaltenen Messungen erzeugt wird,
ohne Hinzunahme weiterer moglicher Messungen.

Eine Verallgemeinerung von Proposition [4.29 "®| stellt folgendes Resultat dar.

Satz 4.35. ([29]) Sind py,...,p, : S — [0,1], n > 1, von 0 und 1 verschiedene S-Wahr-
scheinlichkeiten und sind py, ..., pn, D}, ..., P, paarweise unvergleichbar, dann gleicht das von
{p1,...,pn} erzeugte GFE der von dieser Menge erzeugten Algebra von numerischen Ereignis-
sen, besteht genau aus der Menge von Elementen {0,p1,...,pn, P}y, P, 1} und ist isomorph
zu MO,,.

Beweis. (Vgl.) Die Behauptung folgt direkt aus der paarweisen Unvergleichbarkeit von
Dl sDny DYy -0, welche zur Folge hat, dass kein Element aufler 0 zu einem anderen als
0 orthogonal ist, weshalb die fiir GFEs bzw. die fiir Algebren von numerischen Ereignissen
charakteristische Bedingung trivialerweise erfiillt ist. O]

Beispiel 4.36. In Beispielhaben wir bereits ein Exempel fiir eine zu M O, isomorphe, von
paarweise unvergleichbaren Elementen erzeugte Algebra von numerischen Ereignissen, welche
die Bedingungen aus Satz erfiillt, diskutiert. Es ist in Abbildung [4.14]'>'| dargestellt.

Beispiel 4.37. Die in Beispiel betrachteten S-Wahrscheinlichkeiten
p1:=(0.2,0.8), po :=(0.1,0.9), pj = (0.8,0.2), p), = (0.9,0.1)
sind paarweise unvergleichbar, weshalb das von ihnen erzeugte GFE, welches in Abbildung 4.5
dargestellt ist, laut Satz eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten bildet und isomorph
zu MO, ist.

I |

Beispiel 4.38. Die n Elemente p; := (5757, 557 ), 1 < j < n sind von 0 und 1 verschieden und
D1,D2y - s Dny Py Doy - -+, DL, sind paarweise unvergleichbar, darum ist Satz anwendbar,
woraus folgt, dass das von {p1,...,p,} erzeugte GFE der von dieser Menge erzeugten Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten gleicht, genau aus der Menge {0, p1,...,p2, 0}, ..., P, 1} besteht
und isomorph zu MO, ist.

Das entsprechende Hasse-Diagramm ist in Abbildung zu sehen.
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(11)

(0.0)

Abbildung 4.21: Hasse-Diagramm zu Belsplel- Sl Dle in Beispiel @ betraehtete Menge
von zweidimensionalen Wahrscheinlichkeiten erzeugt die abgebildete Algebra von numerischen
Ereignissen.

Beispiel 4.39. Die drei Elemente p; = (4, 1), p2 = (%, %,0) und p3 = (%, 1,0) sind zwar von
0 und 1 verschieden und paarweise unvergleichbar, aber es ist po < p}, daher ist Satz
nicht auf die Menge {p1, p2, p3} anwendbar.

Da der von der Menge P = {0, p1, p2, p3, P, Db, P, 1} gebildete Verband, wie man am zugeho-
rigen Hasse-Diagramm, welches in Abbildung [4.2J® dargestellt ist, sofort sieht, einen zu dem
durch das Hasse-Diagramm in Abbildung |31(E? verkorperten Verband isomorphen Teilver-
band enthélt, namlich den aus den Elementen 0, py, pa, p!, pb, 1 zusammengesetzten, ist (P, <)
laut Satz nicht orthomodular und bildet daher Korollar zufolge keine Algebra
von numerischen Ereignissen.

Vielmehr stellt der Verband nicht einmal ein GFE dar (und entspricht folglich auch nicht dem
von {p1, p2, p3} erzeugten GFE), weil beispielsweise p; L py gilt, aber p; + py = ( 155 12, 1)¢ P
ist.

Satz 4.36. ([29]) Sind pr,....,pp—1 = S — [0,1], n > 2, S-Wahrscheinlichkeiten, sodass
P1+ ...+ pao1 < 1 ist und sodass pi,...,Pn_1,Pn ‘= 1 —p1 — ... — pa_1 alle eigentlich
sind, dann ist |S| > n und das von {p1,...,pn_1} erzeugte GFE ist gleich der von dieser
Menge erzeugten Algebra von numerischen Ereignissen, besteht aus den Elementen der Men-
ge {Zielpi: I e 2{1""’”}} (wobei die leere Summe wie ublich gleich 0 ist) und ist eine 2"-
elementige Boolesche Algebra.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [29] verwiesen. O
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(1,1,1)

(1/5.1,0) (4/5,0,1)

(0,0,0)

Abbildung 4.22: Hasse-Diagramm zu Beispiel S: Der hier abgebildete Verband bildet

keinen Raum von numerischen Ereignissen.

Bemerkung 4.25. (vgl.) Da eine S-Wahrscheinlichkeit p; nur dann eigentlich sein kann, wenn
fiir mindestens ein s € S gilt, dass p;(s) > 3 ist, gilt fir S-Wahrscheinlichkeiten py, ..., p,_1,
welche die Voraussetzungen aus Satz erfilllen, wegen p; + ...+ p, = 1, dass es fiir jedes
numerische Ereignis p;, ¢ € {1,...,n} mindestens ein s; € S gibt, sodass p;(s;) > 3, p;(s;) <
v e {1,...,n}\{i} ist.

Beispiel 4.40. Ist n > 2, |S| = m > n, S = {s1,..., Sy, } und hat man n — 1 S-Wahrschein-
lichkeiten py,...,p,—1 gegeben, sodass Vi € {1,....,n — 1} : pi(s;) = "2—21, pi(sj) = %,j €
{1,...,m}\{i} ist, dann erfiillen die n S-Wahrscheinlichkeiten py,...,pp_1,pn == 1 — >0 ps
die Voraussetzungen aus Satz weshalb es sich bei dem von {p1,...,p,_1} erzeugten
GFE um die Menge M := {>;c;p; : I € 2{57}) handelt, welche eine Boolesche Algebra

bildet.
Unter den 2" Elementen von M sind (";1) Elemente, die j Zustanden den Wahrscheinlichkeits-

wert % und m — j Zustanden den Wert 2]—” zuordnen und (";1) Elemente, die m —n+ 7+ 1

Zusténde auf den Wert %nﬂ und die restlichen n — j — 1 Zustdnde auf %, 7=0,....n—1,
abbilden.

Beispiel 4.41. Wir betrachten das in Beispiel diskutierte Exempel fiir den Fall n = 3,
m = 5. Dann ist b1 = (%7 %7 %7 %) é)a P2 = (%7 %7 7 7 und b3 = 1 —DP1— P2 = (%7 %7 %7 %) %) Das
von {p1, p2} erzeugte GFE entspricht laut Satz [4.3¢]*°| der von dieser Menge erzeugten Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten und bildet eine achtelementige Boolesche Algebra.

Diese besteht aus (g) = 1 S-Wahrscheinlichkeit, die 0 Zustinden den Wert % = % und

5 — 0 =5 Zustanden den Wert % = 0 zuordnet, ndmlich >,y p; = (0,0,0,0,0),

(?) = 2 S-Wahrscheinlichkeiten, die 1 Zustand den Wert % = % und 5 —1 = 4 Zustédnden den
Wert % = % zuordnen, nédmlich p; und po,

(g) = 1 S-Wahrscheinlichkeit, die 2 Zustanden den Wahrscheinlichkeitswert ?;i; = % zuordnet,

namlich p1 +p2 = (3, 5.5, 51 5)

92giehe S
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(3) = 1 S-Wahrscheinlichkeit, die 5 — 3 + 0 + 1 = 3 Zustanden den Wert % = % und
3 —0—1=2 Zustanden den Wert 02%31 = % zuordnet, namlich ps,

(f) = 2 Elementen, die 5 — 3+ 14+ 1 = 4 Zustanden den Wert % = % und dem restlichen
3—1—1 =1 Zustand den Wert 55 = 2 zuordnen, namlich p; + ps = (2,2,2,2,2) und
p2+p3= (55 5 ¢ ¢) und

(g) = 1 S-Wahrscheinlichkeit, die 5 — 3 +2 + 1 = 5 Zustinde auf den Wert 225 = 1 und

3 —2—1=0 Zustande auf % = % abbildet, ndmlich p; + py +p3 = (1,1,1,1,1).

Satz 4.37. ([29]) Sind p1,...,pp—1 = S — [0,1], n > 2, S-Wahrscheinlichkeiten, sodass 0 <
P1<...<pp1 <list, py:= pn =1, und gilt p;—pi_1 £ %‘v’i e {l,...,n}, dann ist |S| >
n und das von {p1,...,pn_1} erzeugte GFE gleicht der von {p1,...,pn_1} erzeugten Algebra von
S-Wahrscheinlichkeiten, besteht aus den Elementen der Menge {>;c;(pi — pi—1) : I C{1,...,n}}
(wobei 3 p; := 0 ist) und ist eine 2"-elementige Boolesche Algebra.

Beweis. Fir den Beweis sei auf [29] verwiesen. O

Beispiel 4.42. Sei n € N und |S| = m > n. Wir konstruieren n — 1 S-Wahrscheinlichkeiten, die
die Voraussetzungen aus Satz erfiillen.

Dafiir sei py := 0 und p,, := 1. Wegen p; > p;_1, pi —pi—1 % %Vi € {1,...,n} muss es mindestens
einen Zustand s, € S geben, sodass p;(s1) > % ist. Die restlichen m — 1 Zustédnde kénnen alle
auf 0 abgebildet werden. Darum definieren wir p; := (21,0, ...,0), wobei % < x1 < 1 beliebig
ist.

Nun soll ps > p; und ps —p1 ﬁ % sein. Darum muss po(s;) > x; gelten und mindestens einem der
restlichen m — 1 Zustande muss unter p, ein beliebiger Wert x5, sodass % < x9 < 1 ist, zugewie-
sen werden. Die restlichen m —2 Zustéinde konnen auf 0 abgebildet werden. Fiir einen geeigneten
Wert x5 definieren wir daher py := (21, 22,0, ...,0). Setzen wir dieses Vorgehen fort, so erhalten
wir n—1 m-dimensionale Wahrscheinlichkeiten py, ..., p,_1, sodass p; := (21,2, ..., 2;,0,...,0)
mit % < x1,...,x; < 1ist. Laut Konstruktion erfiillen diese S-Wahrscheinlichkeiten die Voraus-
setzungen aus Satz weshalb das von {py,...,p,_1} erzeugte GFE mit dem von der Menge
erzeugten Raum von numerischen Ereignissen iibereinstimmt und eine Boolesche Algebra, die
aus den 2" Elementen der Menge {3 ;c;(pi — pi—1) : I € 211"} besteht, bildet.

Folgendes Resultat stellt eine Verallgemeinerung von Satz [4.34° dar.

Satz 4.38. ([29]) Sind p1,...,p,: S — [0,1], n > 1, S-Wahrscheinlichkeiten, sodass
icrpillicre P £ 3 VI C {1,....n} gilt, dann ist das von {[Tic;pi: I € {1,...,n}}, wobei
[Lico pi :=1 ist, erzeugte GFE gleich der von dieser Menge erzeugten Algebra von numerischen
Ereignissen, besteht aus den Elementen der Menge {ZleT [Licrpillicrepi: T C 2{1""’”}} (wo-
bei die leere Summe wie tiblich per Definition 0 ist) und ist eine Boolesche Algebra mit 2%
Elementen.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [29] verwiesen. O

Beispiel 4.43. Die beiden dreidimensionalen Wahrscheinlichkeiten p; = (1,0,0),ps = (0, 1,0),
die dem in Beispiel 4.33"| erzeugten GFE zugrunde liegen, konnen die Voraussetzungen aus

1960 [29], woraus dieser Satz stammt, steht py := 1, es sollte nach Meinung des Verfassers der vorliegenden
Arbeit jedoch pg := 0 lauten.

7siehe S
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Satz nicht erfiillen, weil das GFE sonst 22° = 16 Elemente umfassen miisste, es, wie
festgestellt, aber nur aus acht Elementen besteht. Tatsachlich wird beispielsweise fiir J =
{1,2} € 212} die in Satz angegebene Bedingung verletzt, denn es ist [[;c; pi [Lico P =
p1-p2=(0,0,0) < 3.

Das Gleiche gilt fiir das in Beispielerzeugte GFE, welches gar nur vier Elemente umfasst.
Auch hier verletzt das zur Indexmenge J = {1, 2} gehorige Produkt die Bedingung.

Beispiel 4.44. Das in Beispiel 4.35"| von der Menge {[Lic;pi: [ € {1,...,n}}, wobei p; =
(1,1,0,0,0) und py = (1,0,0,1,1) ist, erzeugte GFE umfasst 22" = 16 Elemente, weshalb es
sein kann, dass fiir p;, p» auch die Bedingung aus Satz |4.3&"| erfiillt wird. Dies ist in der Tat
der Fall, denn wir haben

1
sz H p; =1- (070717171> : (170707171) = (0707170707> ﬁ 57

ich  ie{1,2}

1
H Di H p;:<1a1707070)'<0717170?0):<071707070) ﬁ 57

e{1} {2}

1
H bi H p; = (1a0a07171) : (Oa0717171) = <0a0707171) f )
€{2} {1} 2
1
H pinéz (1,1,0,0,0) - (1,0,0,1,1) -1 =(1,0,0,0,0) £ 7

ie{1,2} i€d

Beispiel 4.45. Betrachten wir die drei achtdimensionalen Wahrscheinlichkeiten
:(lélléélé) :(lléléléé) :(lllélééé)

pl 5’575’5757575757])2 575757 Y ? 5 ’57p3 5757575’575’575

und tiberpriifen die Bedingung aus Satzﬁ so erkennen wir, dass diese erfiillt ist und somit

das von {[Lierpi: I € 2{1’273}} erzeugte GFE eine 22 — 256-elementige Boolesche Algebra ist.

Beispiel 4.46. Das Exempel in Beispiel erhédlt man durch folgendes Vorgehen, durch
welches sich auch beliebig viele weitere Beispiele generieren lassen:

Ist S die Zustandsmenge, |S| = m und n > 1 die beabsichtigte Anzahl von S-Wahrscheinlich-
keiten, sodass 2" < m ist, so bildet man die Potenzmenge 2{%"} und indiziert 2" Zustinde
aus S mit den Elementen aus 2{+™. Dann definiert man ps, ..., p, auf diesen 2" Zustinden
nach und nach so, dass fiir jedes I € 2t~ die Bedingung [T;e; pi(s1) [icse pi(sr) > 5 erfiillt
ist. Das heifit, fur I = () werden pj,...,p, so festgelegt, dass pi(sg) - ... p,(sp) > % ist, fur
I = {1} werden py, ph, pl, . .., pl, so festgelegt, dass pi(sq1y) - ph(sqiy) - ... - pl(spy) > 5 gilt, und
so weiter. Die restlichen m — 2" Zustande kénnen von py, ..., p, auf beliebige Werte aus [0, 1]
abgebildet werden.

4.4.3 Konkrete GFEs, Algebren von numerischen Ereignissen und
Ereignissysteme

Bilden GFEs bzw. Raume von numerischen Ereignissen Boolesche Algebren, dann weifl man,

dass sie konkret sind, weil, wie in Bemerkung|3.23"'| festgestellt, jede Boolesche Algebra konkret

200giehe S
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ist.
In diesem Abschnitt lernen wir allgemeinere notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir
kennen, wann bestimmte Mengen von S-Wahrscheinlichkeiten konkret sind.

Satz 4.39. (vgl.@m Sei S eine Menge von Zustinden. Dann gilt Folgendes:

(a) Wenn P C {0,1}" ein GFE ist, dann ist (S, M) mit M = {p~'({1}) : p € P}™ eine
konkrete Logik.

(b) Ist (S, M) eine konkrete Logik, dann ist {14 : A € M} ein GFE, wobei 14 die zur Menge
A € M gehorige Indikatorfunktion bezeichnet.

(¢) Die in den beiden vorangegangenen Punkten beschriebene Korrespondenz ist eineindeutig.
Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus den Definitionen von GFEs und konkreten Logiken. [

Demnach ist also jedes GFE, das nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, eine konkrete Logik
und vice versalZ™]

Korollar 4.40. ([2/])Wenn jedes p € P C [0,1) nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, dann
ist P genau dann eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, wenn P = {I4 : A € M} fir ein
Mengensystem M C 25 ist und (S, M) eine konkrete Logik bildet.

Gilt fir diese konkrete Logik zudem AU B € M YA, B € M, dann ist (P,<,) eine Boolesche
Algebra.

(U bezeichnet hier wie gehabt die mengentheoretische Vereinigung)

Beweis. Die Charakterisierung folgt aus der Tatsache, dass laut Satz die ausschliellich
aus zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten bestehenden GFEs genau die Algebren von zweiwer-
tigen numerischen Ereignissen sind, in Kombination mit Satz Die letzte Behauptung
folgt aus Bemerkung [3.21F"] ]

Beispiel 4.47. Wir betrachten noch einmal die auf der Zustandsmenge S := (sq, sg, S3, 54) defi-
nierten S-Wahrscheinlichkeiten p; := (1,0,0,0), ps := (1,0,0,1), ps := (1,1,1,1) aus Beispiel
Ry i

Dort haben wir gesehen, dass das von {p1, pa, p3} erzeugte GFE P, welches in Abbildung 4. 17"
dargestellt ist, aus den acht Elementen 0, py, p!, p2, ph, (0,0,0,1) =: ¢,¢' und p3 = 1 besteht.
Seien A := {s1}, B := {s2,s3} und C := {s4}. Dann bildet laut dem ersten Punkt in Satz

(S, M) mit dem Mengensystem

M:={0""({1}) = 0.pr ({1}) = A ps '({1}) = B.q7'({1}) = C.p ' ({1}) = BUC, py ' ({1}) =
AUC,q ({1)) = AU B, 171 ({1}) = 5}

eine konkrete Logik, deren Hasse-Diagramm in Abbildung dargestellt ist.

2081 wird die Aussage im ersten Punkt fiir P C [0,1]° getitigt. Nach Auffassung des Verfassers der
vorliegenden Arbeit ist die im dritten Punkt beschriebene Korrespondenz jedoch nur fiir P C {0, 1} giiltig.

209)=1({1}) ist die Menge aller Zustinde s € S, die von p auf 1 abgebildet werden.

210 Ayis diesem Grund werden GFEs von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten in der Literatur hiufig als konkrete
Logiken bezeichnet, beispielsweise in [21].

2siehe S
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Das Mengensystem M lésst sich auch als die Potenzmenge von {s1, s, s4}, wobei s fiir s und s3
steht, auffassen, wie aufgrund der Tatsache, dass das diskutierte GFE eine Boolesche Algebra
ist, in Anbetracht von Proposition zu erwarten.

Ist umgekehrt die konkrete Logik (S, {0, {s1}, {sa, s3}, {84}, {52, 83, 84}, {51, 84}, {51, $2, 83}, S})
gegeben, definiert man py 1= Iy, p2 = Ifs 6,3, q = Igs,y und bildet p) = Iggpe = Iig, 55,000
Py = Isy saye = Lsosays @ = Lsiye = Ifs) 50,551, 0 = Iy, 1 = Ig, so erhélt man genau die Elemente
des GFEs P.

Abbildung 4.23: Hasse-Diagramm zu Beispiel j, S Die konkrete Logik korrespondiert mit
dem von der Menge von S-Wahrscheinlichkeiten {(1,0,0,0), (1,0,0,1)} erzeugten GFE.

Korollar 4.41. ([25])Ist P ein strukturiertes poset von S-Wahrscheinlichkeiten, dessen Ele-
mente nur die Werte O und 1 annehmen kénnen, dann ist P konkret.

Beweis. (vgl.) Die Behauptung folgt daraus, dass ein strukturiertes poset P von zweiwerti-
gen S-Wahrscheinlichkeiten trivialerweise komplementar und somit laut Proposition eine
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten ist und als Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, deren
Elemente nur die Werte 0 und 1 annehmen koénnen, daher laut Korollar konkret ist. [

In den vorangegangenen Resultaten ist die Voraussetzung, dass man es mit zweiwertigen S-
Wahrscheinlichkeiten zu tun hat, essentiell, da man andernfalls Rd&ume von numerischen Er-
eignissen mitunter auch mit Hilfe von Mengen représentieren kann, welche keine konkreten
Logiken bilden.

So hat man fiir Mengen von S-Wahrscheinlichkeiten, die neben den Werten 0 und 1 auch den
Wert % annehmen konnen, beispielsweise folgendes Resultat:

Satz 4.42. () Wenn jedes p € P C [0,1]° nur die Werte 0,5 und 1 annehmen kann,
dann handelt es sich bei P genau dann um eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, wenn
P ={Ir+iIp: (A B) € M} ist, wobei M ein Mengensystem von Tupeln von Teilmengen
von S mit den folgenden Eigenschaften ist (im Rahmen derer A die symmetrische Differenz
von Mengen bezeichnet):

218siehe S
2siehe SI60)
*20siehe S[97]
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(a) ANB=0V(A B)eM

(b) (0,0) e M

(c) (A,B) € M = (A, B)*:= (S\(AU B), B) € M

(d) [(A,B),(C,D)e M, ANC =(AUC)N(BUD)=0] = (AUuCU(BND),BAD) e M
(4, B

(e) [ ),(C.D),(E,F) e M, ANC=CNE=ENA=(AUCUE)N(BUDUF) =
f]=BNDNF =10

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [24] verwiesen. O

Bemerkung 4.26. ([24]) Definiert man auf dem Mengensystem M aus Satz eine binare
Relation C* durch (A, B) C* (C,D) & [ACC, BC CUDVY(A,B),(C,D) € M|, dann ist die
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten (P, <)), P C {0, %, 1}°, genau dann ein orthomodularer
Verband, wenn das laut Satz existente korrespondierende Mengensystem beziiglich C*
einen Verband bildet und genau dann eine Boolesche Algebra, wenn (M, C*) ein distributiver

Verband ist.

Bemerkung 4.27. ([24]) Wie aus der Représentation von P in den Sitzen [4.40F°| und {4.42F*|
folgt, gibt es fiir |S| = 1,2 bzw. 3 genau 1, 2 bzw. 5 Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten
P C {0,1}* und genau 1, 2 bzw. 15 solche Rdume von numerischen Ereignissen P C {0, £, 1}°.

Beispiel 4.48. Fiir S = {s;} besteht die Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P C {0,1}* aus
der Menge P = {Iy, I3} = {0, 1}.

Fiir S = {s1, 55} sind die beiden Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten P;, P, C {0, 1} gegeben
durch Py = {Iy, Is,,53} = {0, 1} und Py = {lg, I5,}, Lgsa}, 451,03 -

Fir S = {s1,52,53} sind die fiinf Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten P; C {0,1}", i =
1,...,5 die Mengen P1 = {10;]{31,52,33}} = {0,1}, P2 = {I(Z),1{51}71{52,53}71{51,52,53}}7 P3 =
Uos Loy Iisyssy Iisrsnssy b Pr = {0, Lssy sy soys Lsrosanssy § und P = {Ip, Tioyy, Loy, sy
]{51,52}7 1{31,53}7 ]{52,53}; ]{51,32,53}}-

Beispiel 4.49. Fir S = {s;} ist die Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P C {0, 3,1}° die
Menge P = {Iy, I{s,3} = {0,1}.

Fir S = {s1,s5} sind die beiden Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten Py, P, C {0, 3,1}°
gegeben durch P = {](@7@), ]({51782}7@)}, P, = {](@7@), ]({51},@), ]({52}7@),1({51782},@)}, ihre Elemente
entsprechen also sozusagen denen im Fall von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten, wenn man
nur die erste Komponente der Tupeln betrachtet.

Ein interessanteres Beispiel fiir eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P C {0, 3,1}° fir
S = {s1, 89,53} ist etwa P = {I((M)),]({81}7{82}),[({53}’{52}),]({81752753}7@)} = {0,p1, pa, 1}, wobei
p1,p2 durch pi(s1) = 1,p1(s2) = 5, pi(ss) = 0 und py(s1) = 0,pa(s2) = 3,p2(s3) = 1 definiert
sind.

In Anbetracht der laut Satz bestehenden Korrespondenz von orthomodularen posets,
die eine volle Menge von zweiwertigen Zustdnden erlauben mit GFEs von zweiwertigen S-
Wahrscheinlichkeiten und deren in Satz angegebenen Zusammenhang mit konkreten
Logiken, ist folgende Korrespondenz zwischen Ereignissystemen und konkreten Logiken nicht
iiberraschend.
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Proposition 4.43. ([65],[30],[25].[72],[45]) Sei L ein Ercignissystem (das heifst, ein (o-)ortho-
modulares poset). Dann handelt es sich genau dann um eine konkrete Logik, wenn L eine
ordnungsbestimmende Menge von zweiwertigen Zustinden besitzt, das heifst, wenn es fir alle
a,b € L mit a £ b einen zweiwertigen Zustand m auf L gibt, sodass m(a) = 1 und m(b) =0
15t.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [43] verwiesen. O

Beispiel 4.50. ([72]) Der Hilbert-Verband L(H) erlaubt fir dim(H) > 3 keine zweiwertigen
Zustande, weshalb er dann nicht konkret sein kann.

Beispiel 4.51. (vgl.[72]) Aus Beispiel folgt, dass jedes infimum-getreue (bzw. laut Ko-
rollar dquivalent dazu, boolesche) Ereignissystem als boolesches orthomodulares poset
eine konkrete Logik darstellt und somit Proposition zufolge eine volle Menge von zwei-
wertigen Zustédnden erlaubt.

Satz 4.44. (vgl.,[@,) Sei L ein Ereignissystem, bezeichnen C die Klasse aller konkreten
orthomodularen posets, Cy die Klasse aller Booleschen Algebren, C3 die Klasse aller infimum-
getreuen orthomodularen posets und seien Cy,Cy wie folgt definiert:

L € C, :& L ist konkret und jeder Zustand s (im Sinne von Definition auf dem
reprasentierenden Mengensystem A ist subadditiv, das heifit, er erfillt: VA,B € AJC € A :
C D AUB, s(C) <s(A)+s(B).

L € Cy :&= L ist konkret und fir je zwei A, B des reprisentierenden Mengensystems A gibt es
eine endliche Familie {C; : 1 <i <n} C A, sodass AN B = U<, C; ist.

Dann ist C() g Cl g Cg g_ Cg g C.

Im Falle, dass das Ereignissystem L einen Verband bildet, gilt L € C3 < L € Cy < L € C) &
L € Cy.

Beweis. Fur den Beweis sei auf und verwiesen. OJ

Bemerkung 4.28. (vgl.[30],[23],[78]) Satz [£.44F°T besagt insbesondere, dass, wie wir in Beispiel
3.15¢°% bereits festgestellt haben, alle booleschen orthomodularen posets konkret sind. Da der

Beweis dieses Resultats, welcher in [68] nachzulesen ist, die Orthomodularitit gar nicht ver-
wendet, ist sogar jedes boolesche orthoposet konkret.

Bemerkung 4.29. An Satz erkennen wir eine wichtige Eigenschaft von Booleschen Alge-
bren, die nicht von allen konkreten Logiken automatisch erfiillt wird und daher als notwendige
Bedingung zur Uberpriifung der Klassik eines mit einer konkreten Logik assoziierten physikali-
schen Systems dienen kann: Da die Klasse der Booleschen Algebren in der Klasse C; enthalten
ist, sind Zustande auf Booleschen Algebren stets subadditiv.
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

4.5 Klassische S-Wahrscheinlichkeiten

4.5.1 Resultate fiir verbandsgeordnete Algebren von numerischen
Ereignisse

Da aus Satz folgt, dass sich verbandsgeordnete Algebren von numerischen Ereignissen
als orthomodulare Verbande auffassen lassen, sind jene den Booleschen Algebren schon sehr
nahe. In diesem Abschnitt lernen wir Charakterisierungen von Booleschen Algebren unter den
verbandsgeordneten Algebren von numerischen Ereignissen kennen.

Die Annahme, dass es sich bei einem quantenmechanischen System um einen verbandsgeordne-
ten Raum von numerischen Ereignissen handelt, wird haufig getroffen, da auch die in Abschnitt

kennengelernte Standard-Quantenlogik einen Verband bildet.

Satz 4.45. ([20],[21])Fir |S| = 2 sind alle Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten Verbinde und
die einzigen Booleschen Algebren unter ihnen sind die zwei- und die vierelementige.

Jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten mit |S| = 2 ist isomorph zum zweielementigen Ver-
band oder zu einem Verband MO,,, n € Z+ oder MO.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [20] verwiesen. O

Satz 4.46. () Fine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P, die ein Verband ist, ist genau
dann eine Boolesche Algebra, wenn pV q < p+ qVp,q € P ist.

Beweis. (vgl.[21]) Angenommen, es gilt die Voraussetzung, dass fiir alle p,q € P stets p V ¢ <
p + ¢ ist, wobei die Summe unabhéngig davon, ob sie in P liegt, gebildet wird. Dann gilt
auch p' V¢ < p' + ¢'Vp,q € P. Da jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten laut Korollar
ein orthomodulares poset und somit, wenn sie ein Verband ist, einen orthomodularen,
und insbesondere orthokomplementéren, Verband bildet, folgt mit den Gesetzen von de Morgan,
dass pAq > 1—(1—p+1—q), also 1 > p+qg—pAq > 0ist. Also gilt immer, wenn pAg = 0 ist, dass
p+q < 1 und somit p < ¢ ist. Anders ausgedriickt, haben wir Vp,q € P : pAg =0 = p L ¢, also
handelt es sich um einen booleschen orthokomplementéiren Verband und deshalb Satz
zufolge um eine Boolesche Algebra.

Umgekehrt gilt, wenn die Algebra von numerischen Ereignissen P eine Boolesche Algebra ist,
dass fiir alle p, ¢ € P das Supremum pV ¢’ in P existiert, p < pV ¢ ist, und deshalb p L (p'Aq)
gilt, weshalb auch p + (p' A q) € P ist. Das liefert unter Verwendung des Distributivgesetzes
durch die Feststellung p+q¢>p+ (gAp) =pV(gAp) = (pVq) ANl =pV q die behauptete
Ungleichung. O]

Beispiel 4.52. Betrachten wir noch einmal den einen Verband bildenden Raum von numerischen
Ereignissen aus Beispiel |4.177°%, welcher in Abbildung dargestellt ist. Durch Anwendung
von Satz sehen wir, dass es sich bei ihm nicht um eine Boolesche Algebra handelt, weil

beispielsweise pV s = (1,1,1) £ (2,3,2) =p+ s ist.
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Satz 4.47. ([30]) Sei (P,</) eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, sodass (P, <) ein
Verband ist. Dann ist (P, <) genau dann eine Boolesche Algebra, wenn gilt: Vp,q € P :

(Vg +@ANg) =p+q.

Beweis. Ist (P, <) eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, welche einen Verband bildet,
dann ist dieser laut Satz orthomodular und Korollar zufolge genau dann eine
Boolesche Algebra, wenn alle Elemente paarweise kommutieren. Da in einem Verband ohnehin
alle Suprema und Infima von jeweils endlich vielen Elementen existieren, folgt die behauptete

Aussage direkt aus Satz [4.17F* O

Beispiel 4.53. Die schon in Beispiel m betrachtete Algebra von numerischen Ereignissen P,
welche in Abbildungdargestellt ist, bildet einen Verband, erfiillt aber nicht die Bedingung
aus Satz [4.47F*°, welche notwendig und hinreichend dafiir ist, dass es sich bei P um eine
Boolesche Algebra handelt, denn beispielsweise ist (pV s) + (pAs) =7 +0 = (1,3,1,1) #
(%7%7%70) :p+8

Satz 4.48. ([30]) Ist P eine verbandsgeordnete oder endliche Algebra von S-Wahrscheinlich-
keiten, dann ist diese genau dann boolesch, wenn sie eine Boolesche Algebra bildet.

Beweis. Die Aussage folgt aus Kombination der Sitze [4. 13| und [3.29F™] bzw. [3.26F™ O

4.5.2 Bedingungen fiir (Boolesche) Teilmengen von Algebren von
numerischen Ereignissen

In der Praxis liegt oftmals nur eine kleine Menge von numerischen Ereignissen vor. Dann steht
man vor dem Problem, ob die Elemente dieser Menge einen Riickschluss darauf zulassen, ob
das zugrundeliegende physikalische System klassisch ist oder nicht.

Da klassische Systeme mit Booleschen Algebren assoziiert sind, kann man, wenn eine vorlie-
gende Menge von S-Wahrscheinlichkeiten nicht Boolesch ist, davon ausgehen, dass das System,
dem die numerischen Ereignisse entstammen, nicht klassisch ist.

Wie wir nachfolgend sehen werden, ldsst sich die Frage, ob eine Menge von gemessenen Wahr-
scheinlichkeiten Boolesch einbettbar ist, beantworten, indem man weitere experimentelle Mes-
sungen durchfithrt und priift, ob sich dabei bestimmte S-Wahrscheinlichkeiten ergeben, deren
Existenz fiir klassische Systeme aufgrund der vorliegenden numerischen Ereignisse erwartet
wird.

Fiir den Fall einer zweielementigen Teilmenge kennen wir aus Satz bereits folgende Cha-
rakterisierung:

Satz 4.49. ([32],[27]) Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen, dann liegt Py =
{p1,p2} C P genau dann in einer Booleschen Teilalgebra von P, wenn es ein a5 € P gibt,
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

sodass pyC(aiz)ps gilt.

Aquivalent dazu, ist Py genau dann in einer Booleschen Teilalgebra von P enthalten, wenn es
ein orthogonales Dreieck in P gibt, welches p; und py teilt oder, dquivalent dazu, wenn es zwer
Elemente q1,q2 € P gibt, sodass p1C(q1,q2)p2 gilt.

Beweis. Die Aussagen entstammen Satz . m

Beispiel 4.54. Wir betrachten noch einmal die Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P aus Bei-
spiel . 7°7] welche in Abbildung [£.5>%dargestellt ist: Die Teilmenge P, := {(0.2,0.8), (0.8,0.2)}
ist laut Satz [4.49"% Boolesch, weil (0.2,0.8) C'((0.2,0.8)) (0.8,0.2) gilt.

Die Teilmenge P := {(0.2,0.8),(0.1,0.9)} hingegen ist Satz zufolge nicht Boolesch, denn
es gibt kein Element a € P, sodass (0.2,0.8) C'(a) (0.1,0.9) gilt, weil die einzigen Elemente in P,
die a+(0.1,0.9) < (1,1) erfiillen, die Elemente (0,0) und (0.9, 0.1) sind, aber (0,0)+(0.1,0.9) #
(0.2,0.8) und (0.9,0.1) % (0.2,0.8) ist.

Unter Verwendung von Satz [3.15°°| erhalt man zu Satz 4.49°° ahnliche Resultate fiir grofere

Teilmengen von Raumen von numerischen Ereignissen:

Satz 4.50. ([33).[27))

(1) Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen, dann ist eine dreielementige Teilmenge
P3 = {p1,p2,p3} C P genau dann in einer Booleschen Teilalgebra von P enthalten, wenn
es Elemente ays, a13, as3, ajo13 € P gibt, sodass gilt:

pic(aij)pjv Za] € {17273}? 1< ja

(pr — a12)Carons) (pi — ags), i € {1,2} (4.1)

(2) Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen, dann ist eine vierelementige Teilmenge
Py ={p1,...,psa} C P genau dann in einer Booleschen Teilalgebra von P enthalten, wenn
es Elemente
12, A13, (14, A3, 24, U34, (1213, A1214, A1314, 02324, Q1234 , 1324, (1423, (123124, (124134, Q134234 € P
gibt, welche

piClaij)p;, 1,7 € {1,2,3,4}, i < j,

((p1 — a12) — a1213)Car23124) ((Pi — @ij) — @ijia), @, j € {1,2,3}, i < 7,
((pl - CL12) — a1214)C a124134)(( - ai3) - ai3i4)7 (RS {1; 2}7
) )

((pl — a13) — a1314)C( 134234 ( P2 — (123) - a2324)

(pi — aij)Claijin) (pi — air), i, j,k € {1,2,3,4}, 1 < j <k,
(pi — aij)Claijin)(p; — azi), 4,5,k € {1,2,3,4}, i < j <k,
(p1 — a12)C(a1234)(p3 — ass),
(p1 — a13)
(p1 — a14)C(a1423) (P2 — a23),

)

)

)

(

(

(

(a1234)(

C(az24)(p2 — a24), (4.2)

(@1423) (p

(

(

(

erfillen.
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [27] verwiesen. O

Beispiel 4.55. Wir betrachten noch einmal die Algebra von numerischen Ereignissen P aus
Beispiel welche in Abbildung @l dargestellt ist: Die Teilmenge P3 := {p,q,r} ist
Boolesch, weil sie fiir p; := p, ps := q, p3 := r und ays := p =: a13, a3 = ¢, a1213 := 0 die
Voraussetzungen aus dem ersten Punkt in Satz erfiillt. Eine Boolesche Teilalgebra von
P, in die Pj3 eingebettet werden kann, ist beispielsweise die in Abbildung dargestellte.
Hingegen ist die Teilmenge Py = {s, 7, p} nicht in einer Booleschen Teilalgebra von P enthalten,
weil es beispielsweise kein Element a € P gibt, fiir welches s C'(a) r gilt.

Beispiel 4.56. Fir die exemplarische Anwendung des zweiten Punktes in Satz [4.50F°"| betrachten
wir noch einmal die Algebra von numerischen Ereignissen P aus Beispiel 4.9°4 welche in
Abbildung dargestellt ist. Die Teilmenge Py := {1 := p, o := ¢, P3 = 5, P4 := t} kann
nicht Boolesch sein, weil es kein Element a € P gibt, fir das ¢ C(a) s gilt.

Hingegen ist etwa Py := {p1 := p,ps := q,p3 := 1,ps := 1’} Boolesch, weil fir die Elemente
a2 = p,aiz = p,ay = 0,a3 1= q,as = 0,a34 := r,a1213 := 0,a1314 = 0,a1214 := 0,
324 = 0,a1231 := 0,a1304 = 0, 01423 := D, 123124 = 0, 01241314 = 0, 134234 := 0 die dafiir
hinreichenden Kommutationsbedingungen aus dem zweiten Teil von Satz erfiillt sind.
Eine Boolesche Algebra, in die P, eingebettet werden kann, ist beispielsweise eine zu einer mit
dem Hasse-Diagramm in Abbildung korrespondierende isomorphe.

Fiir den Fall beliebig grofler endlicher Teilmengen von Algebren von numerischen Ereignissen
gilt sogar folgende Verallgemeinerung der Satze [4.4%°°| und [4.50F°

Satz 4.51. ([27]) Sein > 3 und firs € {1,...,n} sei Dy die Menge {(i1, ... ,i5) € {1,...,n}*:
i < ...<is}, versehen mit der lexikographischen Halbordnung <. Dann ist eine n-elementige
Teilmenge P, = {pi1,...,pn} einer Algebra von numerischen Ereignissen P genau dann in
einer Booleschen Teilalgebra von P enthalten, wenn fir alle s € {1,...,n — 1} und alle
(i1, 05), (J1, - -+, Js) € Ds mit (i1,...,05) < (J1,--.,Js) ein Element a;, ;.. € P existiert,
sodass folgende beiden Bedingungen erfillt sind:

(a) Ist s € {1,...,n— 1} und sind (i1, ..., 1), (J1,...,Js) € Ds mit (i1,...,15) < (J1,---,7s),
dann gilt:
(pil = Qiyig — Aiyiginiz — -+ — ailig...is_lilig...is_gis) C(ail...isjl...js) (pjl = Qjyjp = Ajyjogrgs — -0
j o fomrrjandosis)-

(b) Ist s € {2,...,n— 1} und sind (iy,...,is),(J1,---,Js), (k1,.. ., ks) € Dg mit (i1, ...,i5) <
(J1y---47s), (k1o ks) und {71, .. ds\{t1, -, is} = {k1, ... ks P\ {1, - - - is}, dann gilt:

Ay iggr..gs — Qiy.ighky.. k-

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [27] verwiesen. O
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Haben wir es mit einer Menge von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten zu tun, die paarweise
verschieden sind, dann wissen wir aus Proposition bereits, dass diese jedenfalls in eine
Algebra von numerischen Ereignissen einbettbar ist. Von besonderem Interesse ist daher, ob
eine solche Menge von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten auch Boolesch ist. Information
dariiber liefern folgende Resultate, wobei wie bereits in Lemma unter min{p; : i € I}
das komponentenweise Minimum der S-Wahrscheinlichkeiten p; : i € I, I # () verstanden wird,
das heifit, jene Funktion g, die fiir jedes s € S den kleinsten der Werte p;(s) : ¢ € I annimmt.

Satz 4.52. ([39]) Ist P eine Algebra von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten und P =
{pl,pg}ﬂgine Menge von zwei verschiedenen Elementen aus P, dann ist Py genau dann Boolesch,
wenn min{py, pa} € P ist.

Beweis. (Vgl.) Laut Satz ist P, genau dann Boolesch, wenn es ein a1 € P gibt,
sodass p1C(ay2)ps ist.

Die Aussage folgt nun mit Satzund E(immavermittels [Haiz € P:p1Clan)p2] <
[Fa € P:piCla)ph] < [Fp1 Aps € P] < min{p;,pa} € P. O

Satz 4.53. (@)Ist P eine Algebra von zweiwertigen numerischen FEreignissen und P3 =
{p1,p2,p3} eine Menge von drei paarweise verschiedenen Elementen aus P, dann ist Ps ge-
nau dann Boolesch, wenn Vi, j,k € {1,2,3} gilt, dass min{p;,p;,px} € P ist.

Beweis. Die Aussage lasst sich aus dem ersten Punkt in Satz folgern; fiir Details sei auf
132] verwiesen. O

Satz 4.54. ([32]) Ist P eine Algebra von zweiwertigen numerischen Ereignissen und Py =
{p1,...,pa} eine Menge von vier paarweise verschiedenen Elementen aus P, dann ist Py genau
dann Boolesch, wenn Vi, j, k,m € {1,...,4} gilt, dass min{p;, p;, pr, pm } € P ist.

Beweis. Die Aussage lidsst sich aus dem zweiten Punkt in Satz folgern; fiir Details sei
auf verwiesen. O

Beispiel 4.57. Wir betrachten die Algebra von numerischen Ereignissen

P = {0,p:= (1,0,0,1,0,0),¢ := (0,1,0,0,1,0),7 := (0,0,1,0,0,1),s := (0,0,0,1,1,1), 7/, ¢,
r' s’ 1},

deren Hasse-Diagramm wir schon aus Abbildungkennen. Die Teilmenge Py := {p,q,q¢,r}
ist Boolesch, weil fiir p; := p, ps := ¢, p3 := ¢, p4 := r alle Minima rﬁi/n{pi,pj,pk,pm}w,j, k,m e
{1,2,3,4} Elemente von P sind.

Die Teilmenge P, := {p, ¢, 7', s'} hingegen ist nicht Boolesch, weil beispielsweise min{r’, 7/, s, s}
=(1,1,0,0,0,0) ¢ P ist.

Héaufig weil man jedoch noch gar nicht, ob die vorliegenden S-Wahrscheinlichkeiten tiberhaupt
einer Algebra von numerischen Ereignissen angehoren. Um dies feststellen und in Folge gegebe-
nenfalls die vorangegangenen Resultate zur Uberpriifung, ob sie einem klassischen System ent-
stammen, anwenden zu kénnen, bendtigt man daher Bedingungen, die angeben, wann Mengen
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von S-Wahrscheinlichkeiten in Algebren von numerischen Ereignissen einbettbar sind. Solche
lernen wir nachfolgend kennen.

Folgende Proposition verallgemeinert die in Proposition [4.29 | und Satz [4.31F | fiir zweiwertige
S-Wahrscheinlichkeiten festgestellten Resultate:

Proposition 4.55. ([39])

(1) Ist Py = {p1,pa} eine Menge von zwei verschiedenen eigentlichen S-Wahrscheinlichkeiten
und bildet Py := P, U{p},ph} eine vierelementige Antikette, dann gibt es Algebren von S-
Wahrscheinlichkeiten, in welche Py eingebettet werden kann. Die kleinste solche Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten ist MOy und die kleinste solche Boolesche Algebra hat 16

Elemente.

(2) Ist Py = {p1,pa} eine Menge von zwei verschiedenen eigentlichen S-Wahrscheinlichkeiten
und ist Py definiert wie im ersten Punkt, bildet jedoch keine vierelementige Antikette,
sondern gilt 0.B.d.A. p1 < pa, und ist po — py eigentlich, dann gibt es Algebren von
S-Wahrscheinlichkeiten, in welche P einbettbar ist. Die kleinste solche Algebra von S-
Wahrscheinlichkeiten, die P, enthdlt und eine Boolesche Algebra bildet, umfasst acht Ele-
mente.

Beweis. (1) Die erste Aussage folgt aus Satz [4.35 | fir n = 2.
(2) Die zweite Aussage ergibt sich als Spezialfall von Satz[4.37F®| (indem man in der hiesigen

Voraussetzung die Rollen von py und pl, vertauscht).

]

Beispiel 4.58. Die Menge P, = (P, = {p1 = (3,2,3),p2 := (£,2,2)D) U (P := {pl,ph})
erfillt die Voraussetzungen aus dem zweiten Punkt aus Proposition denn p; und p,
sind eigentlich, p; < py und auch p3 := py — p; = (%,0, %) ist eigentlich. Demnach ist die
Existenz von Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten, in welche P, einbettbar ist, gesichert.

P, ist nicht nur einbettbar in eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, welche eine Boolesche
Algebra bildet, sondern (wie angesichts Satzes zu erwarten) sogar eine echte Teilmenge
einer solchen. Die kleinste dieser Booleschen Algebren besteht aus der achtelementigen Menge
P :={0}U P, U P, U {1} und korrespondiert mit dem Hasse-Diagramm in Abbildung [4.27F%]

wobei dort p; = p, po = ¢, p3 = r ist.

In Anbetracht von Satz wird klar, dass sich der erste Punkt in Proposition in
naheliegender Weise auf Mengen von mehr als zwei S-Wahrscheinlichkeiten ausdehnen lasst:

Proposition 4.56. ([39])Ist P, = {p1,...,pn} eine Menge von n eigentlichen, paarweise ver-
schiedenen S-Wahrscheinlichkeiten und bilden die Elemente von P, := P, U{p},...,p.} eine
Antikette, so kann P, in eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten eingebettet werden und die
kleinste solche Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, welche P, enthdlt, ist MO,,.

2T5siehe S
276giche S
2TTgiehe S
278giehe S
2"9giehe S
280giche S
28lgiehe S
282giche S
283giehe S
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Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz [4.35°" O

Fiir den Fall einer zweielementigen Zustandsmenge S ist die Bedingung der Unvergleichbarkeit
nicht nur hinreichend, sondern sogar notwendig fiir die Einbettbarkeit einer Menge von S-
Wahrscheinlichkeiten, wie folgende Proposition zeigt.

Proposition 4.57. ([37])Ist |S| = 2, dann ist eine Menge von n eigentlichen, paarweise ver-
schiedenen S-Wahrscheinlichkeiten, P, = {p1,...,pn}, genau dann in eine Algebra von nu-
merischen Ereignissen einbettbar, wenn die Elemente von P, := P, U{p},...,p.,} paarweise
unvergleichbar sind.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [32] verwiesen. O

4.5.3 Charakterisierung von klassischen Wahrscheinlichkeiten mithilfe
von Bell-artigen Ungleichungen

Wie wir bereits wissen, wird der Zustand eines klassischen physikalischen Systems mit einem
Wahrscheinlichkeitsmafl auf einer Booleschen Algebra von Ereignissen assoziiert, wogegen der
Zustand eines Systems, das Quantenverhalten zeigt, mit einem S-Wahrscheinlichkeitsmafl auf
einem (c-orthovollstdndigen) orthomodularen poset identifiziert wird, was dazu fithrt, dass
klassische Wahrscheinlichkeiten in restriktiverer Relation zueinander stehen als quantenmecha-
nische.

Eine Moglichkeit der Definition von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf Booleschen Algebren ist,
WahrscheinlichkeitsmaBe nicht direkt als normierte additive Funktionen nach [0, 1] einzufiihren,
sondern sie als reellwertige Abbildungen auf Booleschen Algebren, die bestimmte Ungleichun-
gen erfiillen, zu betrachten.

Daher riihrt die Idee der Charakterisierung von Wahrscheinlichkeitsmafien mittels Ungleichun-
gen, welche fir einige physikalische Anwendungen im Zusammenhang mit Experimenten, die
der Bestimmung, ob ein System klassisch ist oder nicht, dienen, besonders wichtig sind.
Solche Ungleichungen haben die Form 0 < U < 1, wobei U eine Linearkombination von Wahr-
scheinlichkeiten und Korrelationswahrscheinlichkeiten ist und die Koeffizienten in U alle reell
sind.

Insbesondere ist man an jenen Ungleichungen interessiert, die in jeder Booleschen Algebra, fiir
jedes Wahrscheinlichkeitsmafl und fiir jede Auswahl von Ereignissen giiltig sind.

Die wohl bekanntesten Beispiele fiir solche Ungleichungen als Bedingungen fiir die Klassik vor-
liegender Korrelationswahrscheinlichkeiten sind die in Abschnitt besprochenen Bellschen
Ungleichungen sowie die CHSH-Ungleichungen.

Der Nutzen derartiger Ungleichungen besteht darin, dass man, wenn auch nur eine der Un-
gleichungen von experimentell erhaltenen Wahrscheinlichkeiten verletzt wird, darauf schliefSen
kann, dass das den Messwahrscheinlichkeiten zugrundeliegende physikalische System nicht klas-
sisch ist.

Da (nicht klassische) quantenmechanische Systeme zwar orthomodulare posets bilden, aber kei-
ne Booleschen Algebren, sind zur Unterscheidung zwischen klassischen und (echt) quantenme-
chanischen Systemen besonders jene Ungleichungen von Interesse, die zwar in allen Booleschen
Algebren giiltig sind, aber nicht in allen orthomodularen posets.

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Konzept der Bell-Ungleichungen auf eine beliebige

Zdsiche S
285siehe S
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Anzahl von physikalischen Eigenschaften, und geben Bedingungen an, die die Klassik von Kor-
relationswahrscheinlichkeiten charakterisieren. Dabei bedienen wir uns der in Abschnitt 3.7

eingefiihrten Begriffe. (vgl.[56],[8], [6])

Zunéchst betrachten wir eine Bell-artige Ungleichung fiir den Fall, dass eine Menge von korre-
lierten numerischen Ereignissen vorliegt.

Satz 4.58. (@/) Sind py, pa zwei verschiedene korrelierte Elemente einer Algebra von S-Wahr-
scheinlichkeiten P, das heifit, pio := p1 A pa existiert in P, dann ist Py := {p1,p2} genau dann
Boolesch, wenn die Bell-artige Ungleichung 0 < py 4+ pa — p12 < 1 erfullt ist.

Beweis. (vgl.[32]) Dass stets 0 < p; + pa — p12 gilt, ist nach Definition von p;, klar.

,="Ist P, Boolesch, dann existiert p; Apj, und es gilt klarerweise 0 < py Ap,+ps < 1. Auflerdem
haben wir in dem Fall (p; Aph) +p2 = (p1+p2) — (p1 — (P1APY)) = (p1+p2) — (L1 APy V2)) =
(p1+p2) — ((p1 APV (p1 Ap2)) = p1+p2 — (p1 Ap2), woraus die behauptete Ungleichung folgt.
»<=“ Gilt p; + p2 — p12 < 1, dann haben wir fiir ps := p; — p12 die Giiltigkeit von p; C(p3) p2,
weshalb P laut Satz Boolesch ist. O

Setzt man nicht explizit voraus, dass p; und p, korreliert sind, so lasst sich Satz auch
wie folgt formulieren:

Satz 4.59. ([§.[7]) Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen und Py = {p1,p2} C P
eine zweielementige Teilmenge, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) Py ist Boolesch.

(b) 3q1,q2,q12 € P: 0 < q1 + @2+ qu12 < 1,

q1 + qi12 = P,

G2 + q12 = po,
Beweis. ([8]) Die Aussage folgt als Spezialfall von Satz [4.69°] welcher spiater noch angefiihrt
ist. [l

Satz lasst sich auch auf eine Menge von drei korrelierten numerischen Ereignissen aus-
dehnen, was zu fiinf Bell-artigen Ungleichungen fiihrt, wie folgendes Resultat zeigt.

Satz 4.60. () Sind p1,pa, p3 drei Elemente einer Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P,
die sowohl paarweise korreliert als auch gemeinsam korreliert sind, das heif$t, Ap;; := p; Ap; €
PVYi je{1,2,3},i<jund Ipias :=p1 Ap2 Ap3 € P, dann ist Py := {p1,ps, ps} genau dann
Boolesch, wenn folgende Bell-artige Ungleichungen erfillt sind:

0 §p1+p] — Dij Sla Za] € {1a273}7 [ <j
0 <pio+pis —pi2g <1, i € {1,2}

Beweis. Die Aussage folgt mit dem ersten Teil von Satz fiir Details sei auf verwiesen.
O

286giehe S
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Verzichtet man auf die explizite Forderung, dass die Elemente der Menge von numerischen
Ereignissen korreliert sind, so lésst sich Satz folgendermaflen formulieren:

Satz 4.61. ([§].[7]) Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen und Py = {p1,p2,p3} C P
eine dreielementige Teilmenge, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) Pj ist Boolesch

(b) 3q1,G2,G3, 12, 135 o3, Q123 € P 0 < g + @2 + g3 + 2 + i3 + qaz + quaz < 1,
¢1 + qi2 + q13 + G123 = D1,
g2 + q12 + 23 + Q123 = D2,
g3 + qi3 + g23 + q123 = P3,

Beweis. ([8]) Die Aussage folgt als Spezialfall von Satz [4.69, welcher spater noch angefiihrt
ist. [

Auch folgender Satz setzt die Korreliertheit der vorliegenden S-Wahrscheinlichkeiten nicht ex-
plizit voraus, wenngleich bei seiner praktischen Verwendung Korrelationswahrscheinlichkeiten
zum Einsatz kommen.

Satz 4.62. ([7],[9],[71]) Sei K = (p1, pa, p3, P12, P13, P23) eine Menge von S- Wahrscheinlichkeiten.

Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
(a) K ist klassisch reprdsentierba@

(b)) 0<py<pi<1,0<p;<p;<1l, 1<i<j<3,
0<pi+p;—pij <1, 1<i<j<3,
p1— P12 — P13+ pa3 = 0,

P2 — P12 — P23+ p13 = 0,
P3s — P13 — P23 + P12 2> 0,
0<pi+ps+ps—pi2—pi3z—pas <1

(C) 3(]1;%7%,(]47(]57(]6;(]7 E O 1 qu S 1

P1 = q1+ g2+ qa+ qr,
P2 = q2 + g5 + g6 + qr,
P3 = q3+ qa+ g6 + q7,
P12 = g2 + qr,
P13 = G4 + qr,
D23 = g6 + q7

Beweis. Fir den Beweis sei auf [7] und verwiesen. m

Die letzten vier Ungleichungen im zweiten Punkt in Satz 4.62"°|werden in der Literatur, etwa in
und , héaufig auch als ,,Bell-Ungleichungen® bezeichnet, obwohl die urspriingliche Version

9giehe SJ108
Psiehe S]114)

294Fur den Begriff der klassischen Repréasentierbarkeit sei an Definition 4 S. erinnert.

9Pgiehe S-
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der Bell-Ungleichungen eine andere Form hat.

Mit ihrer Hilfe kann man leicht feststellen, wenn ein System nicht klassisch ist:

Hat man ein Ereignissystem L mit Elementen aq,as, a3 und ein S-Wahrscheinlichkeitsmafl p
auf L, sodass die Folge von Wahrscheinlichkeiten und deren paarweisen Korrelationen K =
(p1, P2, D3, P12, P13, P23), definiert durch p; := p(a;), pi; = p(a; A a;)i = 1,2,3, mindestens eine
der Bell-Ungleichungen verletzt, so kann L kein klassisches Ereignissystem sein.

Dies ist beispielsweise bei der Korrelationsfolgelffl (p1, D2, P3, P12, P13, D23) = (%, %,%, %, %,%),
welche in der Praxis bei Experimenten mit Paaren von Spin—%—Teilchen beobachtet werden
kann, der Fall, denn sie verletzt die letzte der Ungleichungen im zweiten Punkt von Satz[4.62F"|

Wir werden in Abschnitt noch darauf zurtickkommen. (Vgl.,ﬂgﬂ,)
Vorangegangene Resultate lassen sich auch auf Mengen von vier korrelierten numerischen Er-
eignissen ausdehnen, wie nachfolgende Sétze zeigen.

Satz 4.63. () Sind pi1,pa, p3, pa vier numerische Ereignisse einer Algebra von S-Wahr-
scheinlichkeiten P und sind alle Mengen, die sich aus zwet, drei und allen vier Elementen
bilden lassen, korreliert, das heifit, 3p;; == p; ANp; € P Vi,j € {1,...,4}, i < j, Ipijik =
pi Np; ANpx € PVij ke {l,...,4},i < j < k und 3prags == p1 A ... ANpy € P, dann ist
Py :={p1,...,ps} genau dann Boolesch, wenn folgende Bell-artige Ungleichungen erfillt sind:
0<pi+p;—pij; <1Vi,je{l,....4}, i<,
0 < pij+pir — pijre < 1Vi, 5,k € {1,2,3,4}, i < j <k,
0 <pij +pjr —pije < 1Vi,j,ke{l,2,3,4},i<j <k,
0 < p12 + p3a — Prasa < 1,
0 < p13 + p2s — praza < 1,
0 < p1a + P23 — praza < 1,
0 < piog + Dija — Prosa < 1 Vi, j € {1,2,3},i < j,
0 < pro4 + Pisa — prasa < 1Vi € {1,2},
0 < pi13a + Pasa — Pr23a < 1

Beweis. Die Aussage folgt mit dem zweiten Teil in Satz ; fiir Details sei auf verwiesen.
O

Ohne explizit zu fordern, dass die Elemente der Menge von numerischen Ereignissen korreliert
sind, ldsst sich Satz [4.63"| wie folgt formulieren:

Satz 4.64. ([§]) Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen und Py = {p1,p2,ps,ps} C P
eine vierelementige Teilmenge, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) Py ist Boolesch

(b) g1, G2, 63, Qa, Q12, 135 Q14> 423, G245 G34, G123, Q124 Q134 G234, Q1234 € P
Qz+QZj+qm+%l+q”k’+q”l+QZkl+Q1]kl:pl Vivjakal € {1727374}ai7éj7k7l7 j?ékvla k%lv
0 < qi+@+@+eu+q2t+qi3+qatges+qautqzatqgiaz+qiaatqiza+qoza+qioza < 1,

296Unter einer Korrelationsfolge der Ordnung n versteht man eine nicht-wachsende indizierte Folge von S-
Wahrscheinlichkeiten K = (pr : T C {1,...n},T # 0), wobei nicht alle T C {1,...,n},T # 0 als Indizes
vorkommen miissen, bzw. den Wertebereich dieser Folge. ,,Nicht-wachsend“ bedeutet in diesem Zusammen-

hang, dass fir T C T’ C {1,...,n} stets pr < pr gilt.

110



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Beweis. Die Aussage folgt als Spezialfall von Satz[4.6%""| welcher spater noch angefiihrt ist. [
Eine Verallgemeinerung von Satz [4.62"4| stellt folgendes Resultat dar.

Satz 4.65. ([§]) Ist K eine nicht-wachsende indizierte Folge von S-Wahrscheinlichkeiten bzw.
deren Wertebereich, das heifit, K = (pr: T C{1,...n}, T # 0) und gilt fir T CT" C {1,...,n}
stets prr < pr, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) K ist klassisch reprisentierbar,
(b) K erfillt folgende Bell-artige Ungleichunge@:

S =) e <1, 0<pr+ Y ()T Ty <1, VT C {1, 0}, T £ D
PATC{1,...,n} TCT

Beweis. Fur den Beweis sei auf verwiesen. O]

Fiir die praktische Anwendung ist Satz nicht immer geeignet, da in der zweiten Bedin-
gung alle moglichen Teilmengen von Indizes vorkommen, die zugehorigen Korrelationen in der
Praxis aber nicht wohldefiniert sein miissen.

Ein moglicher Ausweg ist, in der zweiten Bedingung nur jene Ungleichungen zu berticksichtigen,
die Korrelationswahrscheinlichkeiten betreffen, welche mit im jeweiligen physikalischen Kontext
miteinander kommutierenden Eigenschaften korrespondieren und somit wohldefiniert sind.

Auf dhnliche Weise lasst sich auch mit folgendem Satz Abhilfe schaffen. Seine Bedeutung liegt
darin, dass er zur Beurteilung, ob eine gegebene Ungleichung als Kriterium fiir die Charak-
terisierung von klassischen Wahrscheinlichkeiten herangezogen werden kann, dient. Dies ist
ntitzlich, da die Anzahl der zur Charakterisierung des klassischen Falls notwendigen und hin-
reichenden Ungleichungen exponentiell in der Anzahl der Ereignisse wéchst, weshalb es nicht
praktikabel wiére, alle Ungleichungen zu berticksichtigen. (vgl.[6])

Satz 4.66. (@,) Istn : 21 5 R n(0) = 0, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) Fir jede Boolesche Algebra B und jedes auf B definierte Wahrscheinlichkeitsmaf p ist fir
die von n erzeugte Korrelationsfunktion pm nachstehende (von n erzeugte) Bell-artige
Ungleichung erfillt:

VBl,...,BnGBf ngn(Blaan)S]-y

(b) n ist eine Bell-Wertung: VS C {1,...,n}: 0< > n(T) <1

TCS B

Beweis. Fur den Beweis sei auf @ verwiesen. O]

301siehe S

302giehe S

303In , woraus dieser Satz stammt, lauft die Summe tiber 77 C T, was nach Auffassung des Verfassers der
vorliegenden Arbeit jedoch ein Tippfehler ist.

304giehe S

305Fiir den Begriff der Korrelationsfunktion sowie den der Bell-Wertung sei an Definition S erinnert.
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Satz zeigt nicht nur, dass jede Bell-Wertung im klassischen Fall die Giiltigkeit von ihr
erzeugter Bell-artiger Ungleichungen sicherstellt, sondern liefert in naheliegender Weise eine
einfache Methode, um zu iiberpriifen, ob im klassischen Fall die Giltigkeit Bell-artiger Unglei-
chungen erwartet wird:

Sind solche Ungleichungen gegeben, so berechnet man die 2" Summen aus der zweiten Bedin-
gung. Liegen alle 2" Summen im Intervall [0, 1], dann werden die Bell-artigen Ungleichungen
von klassischen Wahrscheinlichkeiten stets erfiillt.

Bemerkung 4.30. (vgl. ﬂﬁﬂ ) Im Falle, dass die Werte Von n nur in {—1,0, 1} liegen, wie es etwa

bei den Bell-artigen-Ungleichungen der Sétze |4.58 -m | 2309| und - der

Fall ist, vereinfacht sich die zweite Bedingung in Satz

VS C{l,...,n}: Y _n(T) e {0,1}

TCS

und zur Uberpriifung dieser Bedingung geniigt es, zu kontrollieren, ob die Differenz der Anzahl
von positiven und negativen Summanden in allen 2" Summen jeweils 0 oder 1 ist.

Bemerkung 4.31. (vgl.@) In der praktischen Anwendung von Satz werden in der ersten
Bedingung in der Summe, welche p, definiert, nicht alle gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten
als Summanden vorkommen, weil man es bei Experimenten auch mit nicht kompatiblen Er-
eignissen zu tun hat, das heifft, mit Ereignissen, deren gemeinsame Wahrscheinlichkeiten nicht
wohldefiniert sind, sodass etwa die Korrelationswahrscheinlichkeit p;; zweier Ereignisse a;, a;
insbesondere nicht als p;; = p(a; A a;) definiert werden kann. Darum hat man es iblicherweise
mit Korrelationsfunktionen zu tun, deren Koeffizienten n(7") auf manchen 7' C {1,...,n} den
Wert 0 annehmen, sodass die zugehorigen Korrelationen in der Korrelationsfunktion wegfallen.

Wichtig ist, anzumerken, dass Satz nicht als hinreichende Bedingung zur Entscheidung
iiber die Klassik eines Systems zu verstehen ist, sondern blof3 als notwendige. Um auszuschliefSen,
dass ein System klassisch ist, reicht es namlich aus, eine einzige von einer Bell-Wertung (und
experimentell gemessenen Korrelationswahrscheinlichkeiten) erzeugte Korrelationsfunktion zu
finden, die die Bell-artige Ungleichung aus der ersten Bedingung nicht erfiillt.

Nachstehendes Resultat werden wir im Folgenden noch benotigen.

Lemma 4.67. () Ist I eine nichtleere endliche Menge und 2 die Potenzmenge von I, dann
besteht die Hdlfte der Mengen in 2! aus einer geraden Anzahl von Elementen und die andere
Hidlfte aus einer ungeraden Anzahl von Elementen.

Beweis. Fir den Beweis sei auf [32] verwiesen. O

Folgender Satz erldutert den Zusammenhang zwischen elementaren Bell—Wertungeﬂ und Bell-
Wertungen und ermoglicht auf einfache Weise die Konstruktion Bell-artiger Ungleichungen.

—
—_
—
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3I5Fiir den Begriff der elementaren Bell-Wertung sei an Definition S erinnert.
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4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Satz 4.68. (vgl.) Sei n € N und fiir jede Funktion h : 28"t — R h(0) = 0 seien
foygn 2t S R f(0) := 0 =: gh((Z) definiert durch:

)= > R fs(D),

JC{1,...,n}
gn(I) =Y _ h(J),
JCI

wobei fj eine elementare Bell-Wertung sei.
Dann gilt:

(a) Fiir f:20-nb R f(0) =0, ist genau dann f € B wenn gy (211-m4) C[0,1] ist.
(b) Fiir g : 28" - R, g(0) = 0, ist genau dann f, € B, wenn g(2t+-"}) C [0,1] dst.
(c) Jede elementare Bell-Wertung auf 28"} ist auch eine Bell-Wertung auf 211},

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [32] verwiesen. O

Der zweite Punkt in Satz zeigt insbesondere, dass sich aus elementaren Bell-Wertungen
mithilfe geeigneter Funktionen fiir die Koeffizienten ganz leicht Bell-Wertungen gewinnen lassen,
wie etwa in folgendem Beispiel zu sehen.

Beispiel 4.59. (vgl. ) Als Folge der Sétze[d.66P7|und 4.6 kann man nun Bell-artige Unglei-
chungen, die in einem klassischen physikalischen System mit Korrelationen p;: I C {1,...,n}
giiltig sein miissen, zum Beispiel dadurch gewinnen, dass man die von der Summe aller elemen-
taren Bell-Wertungen f;: I C {1,...,n} auf 28"} erzeugte Korrelationsfunktion betrachtet:
Sie entspricht genau f;, wobei 1 die konstante Eins-Funktion auf 2{1"} bezeichnet, und da
diese trivialerweise ganz in [0, 1] liegt, ist f; dem zweiten Punkt in Satz zufolge eine
Bell-Wertung, sodass die von ihr erzeugte Korrelationsfunktion laut Satz Bell-artige Un-
gleichungen generiert.

Unter Verwendung von Lemma erhélt man mit der Definition von elementaren Bell-
Wertungen wegen

A= > f) =3 HU)=0+ > ()" =37 (-1 = (- = (-1)1*!

IC{1,...n} ICJ PALICT KCJ

und pg = 0 die Bell-artige Ungleichung

0< > (=), <1
JCA1,...,n}

Fiir n = 4 lautet diese Ungleichung beispielsweise 0 < Zle Pi — P12 — P13 — P1a — P23 — Poa —
P34 + P123 + Proa + P13a + Posa — praza < 1. Man erhélt sie auch als die erste Ungleichung im
zweiten Punkt von Satz [4.65°4 fiir n = 4. Wird sie verletzt, so kann man es nicht mit einem

klassischen System zu tun haben.

3161y werden f, g, h, fr, und g, nur auf 2{%"I\ ()} definiert.

317"Wie in Definition S eingefiihrt, bezeichnet B,, die Menge aller Bell-Wertungen.

318giche S
i 111
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Wie der zweite Punkt in Satz zeigt, lassen sich zahlreiche weitere Bell-Wertungen - und
in Folge mit Satz Bell-artige Ungleichungen - dadurch gewinnen, dass man Linearkombi-
nationen von elementaren Bell-Wertungen mit Koeffizienten in [0, 1] bildet - sodass insbesondere
Summanden wegfallen konnen - und in Folge die davon erzeugte Korrelationsfunktion betrach-
tet. Wird auch nur eine dieser Ungleichungen verletzt, so kann das zugrundeliegende System

nicht klassisch sein. (vgl.[32])

Beispiel 4.60. (vgl.|32]) Sehen wir uns die Indexmengen der Bell-artigen Ungleichungen aus

den Sétzen [4.5&%] 4.6 und [4.6F" an und bezeichnen mit n die Anzahl der betrachteten

Wahrscheinlichkeiten pq,...,p,, so erkennen wir, dass die Ungleichungen alle die Form 0 <

pr+ps—pog <1,1,J C{1,...,n}, |I| =|J]|, haben.

Das bedeutet, in jeder Ungleichung werden die Koeffizienten der Summanden jeweils durch eine
1, K=1oder K = J,

Funktion 7 : 2{b-nt 5 £1-1,0,1}, n(K) ={ -1, K =1U J, festgelegt, bei der es sich
0, sonst
wegen
0, M 21,J,
I, M =1oder M =J
VM € 2{1,...,n} 0< Z 77([() _ ) oder ) <1
Ko 1, MDI,M 2 Joder M D J M2PI,
I, M2>1,J

um eine Bell-Wertung handelt.
Aus folgender Verallgemeinerung der Sitze 4.5F> [4.61F%] und [4.64F% lassen sich ebenfalls

Bell-artige Ungleichungen gewinnen.

Satz 4.69. ([§]) Ist P eine Algebra von numerischen Ereignissen und P, = {p1,...,p,} C P,
n > 1, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) P, ist Boolesch.

(b) Das System von n Gleichungen in den 2" — 1 unbekannten xr € P, welche mit den
nichtleeren Mengen T'C {1,...,n} indiziert sind,

Z(i)xT:piai:L"'ana
T

wobei ng) die Summe tber alle i enthaltenden Mengen T bezeichnet, hat eine Losung in
P, sodass

0< > ar<l
P0ATC{1,...,n}

15t.
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(c) Es gibt 2" —n—1 Elemente xp € P, indiziert mit den Teilmengen T C {1,...,n}, |T| > 1,
sodass unter den Nebenbedingungen

Z(Z)xT Spwlz 1,2,...,71,
T

wobei Y O die Summe diber alle T 3 i,|T| > 1, bezeichnet, gilt:

Z (IT| = Dagr >pr+p2+...pn— 1.
0£TCHL,...,n}

Beweis. Flur den Beweis sei auf verwiesen. O

Bemerkung 4.32. (vgl.[8]) Die Elemente z7, T' C {1,...,n}, |T| > 2, aus dem zweiten Punkt
in Satz stellen auch eine Losung des Systems im dritten Punkt dar.

Umgekehrt erhédlt man aus einer Losung der Ungleichungen im dritten Punkt eine Losung
fiir das System im zweiten Punkt, indem man die Elemente aus dem dritten Punkt fiir die
korrespondierenden Indexmengen im zweiten Punkt iibernimmt und die gesuchten Elemente
mit Indexmengen der Kardinalitat 1 als x; := p; — Z%T‘» xr, © =1,...,n definiert.

Bemerkung 4.33. (vgl.) Der Zusammenhang zwischen Satz und Bell-artigen Un-
gleichungen ist zunéchst nicht offensichtlich, da die darin vorkommenden Elemente xp, T" C
{1,...,n} auf den ersten Blick nichts mit Korrelationen zu tun zu haben scheinen. Jedoch
lassen sich im Falle, dass X Boolesch ist, angesichts des dritten Punkts in Satz die Kor-
relationen pr, T'C {1,...,n},|T| > 2 konsistent als Summen iiber die z,;, M O T definieren,
was nach entsprechender Substitution Bell-artige Ungleichungen liefert. In Beispiel 4.6 P> wird
dieses Vorgehen exemplarisch veranschaulicht.

Beispiel 4.61. (vgl.|8]) Wir exemplifizieren Bemerkung [4.33>%] indem wir fiir n = 4 zeigen, wie
man aus Satz [£.69°°| Bell-artige Ungleichungen gewinnen kann:

Ist P, Boolesch, dann werden durch pio := 2194+ 2193+ X104+ %1234, P13 := T13+T123+ 134+ L1234,
D14 = T14 + T124 + T134 + L1234, P23 = Tog + T123 + T34 + L1234, P24 1= Tog + T124 + T234 + T1234,
D34 1= T34 + T134 + T34 1+ T1234, P123 ‘= T123 T L1234, P124 ‘= T124 + L1234, P134 ‘= T134 + T1234,
D234 ‘= To34+T1934, P1234 := L1234 Korrelationswahrscheinlichkeiten konsistent definiert und setzt
man diese in die Hauptbedingung bzw. in die Nebenbedingungen ein, so wird bzw. werden diese
zu der Bell-artigen Ungleichung

0 < 311D — P12 — P13 — D14 — P23 — D24 — D34 + P123 + P12a + P13a + Paza — Prasa < 1

bzw. zu den Nebenbedingungen

P12 + P13 + P14 — D123 — P124 — P134 + P1234 < P1, P12 + P23 + P2a — P123 — Pr24 — P23a + P123a < Po,
P13 + D23 + P3a — P123 — P134 — P23a + P123a < P3, Pra + P24 + P3a — Pr2a — P13a — P23a + P1asa S Pa.
Wie man sofort erkennt, entspricht die Hauptbedingung genau der schon in Beispiel far

n = 4 hergeleiteten Ungleichung.
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4.5.4 Charakteristische Bedingungen fiir Algebren von numerischen
Ereignissen, Boolesche Algebren zu bilden

Aus Kombination der Korollar [4.148°| und [3.8°%| folgt bereits, dass jede Algebra von numeri-
schen Ereignissen, welche einen Verband bildet, genau dann eine Boolesche Algebra ist, wenn
je zwei beliebige Elemente durch ein Dreieck geteilt werden.

Es gentigt jedoch sogar, auf die Voraussetzung der Verbandsgeordnetheit, zu verzichten, weil
sich jede Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, in der je zwei Elemente kommutieren, als Ver-
band erweist, wie wir im Beweis des folgenden Satzes sehen werden.

Satz 4.70. (1@/,) Eine Algebra von numerischen Ereignissen P ist genau dann eine Boo-
lesche Algebra, wenn je zwei Elemente aus P durch ein orthogonales Dreieck geteilt werden, das
heifit, wenn ¥p,q € P3r,s,t e P:r Ls 1t Lrp=rVit(=r+t),qg=sVt(=s+t) gl
(bzw. dquivalent dazu, wenn je zwei Elemente eine Boolesche Algebra erzeugen).

Beweis. (vgl.[62]) Ist A(r,t, s) ein orthogonales Dreieck, so gilt laut Bemerkung [4. 1§ r v ¢ =
r+tund sVt=s+t.

»,= Angenommen, P ist eine Boolesche Algebra und p,q sind zwei beliebige Elemente aus
P.Dannist t :==pAqg € P,r:=pAt € Pund s :== g At' € P und unter Verwendung des
Distributivgesetzes folgt t Ar = (pA@Q) A(pAP' V) =pPAgANOV(PAG)) =pAgAhg =0,
tAs=tANgNt' =0, rAs=((pA)YNGANt)=pANgd NgNp =0.

Da in Booleschen Verbénden, wie in Proposition festgestellt, die Orthogonalitat zweier
Elemente dquivalent zu ihrer Disjunktheit ist, bilden 7, s und t ein orthogonales Tripel. Mit
t=pANqg<p,qfolgtrvt=(pAt)Vit=pVt=pund analog sVt =g, also ist A(r,t,s) ein
orthogonales Tripel, welches p und ¢ teilt.

,<="“: Zunachst zeigen wir, dass (P, <) unter der Voraussetzung, dass je zwei Elemente durch
ein orthogonales Dreieck geteilt werden, einen Verband bildet. Seien dafiir p, q zwei beliebige
Elemente aus P. Dann gibt es ein Dreieck A(r, t, s) mit p = rVt, ¢ = sVt. Da die Elemente r, s, ¢
paarweise orthogonal sind, existiert VsVt in P und es folgt pvVg = (rVt)V(sVt) = rVsVt € P,
das heif3t, das Supremum jedes beliebigen Paares von Elementen existiert in P. Mit den Gesetzen
von de Morgan folgt daraus auch die Existenz der Infima, das bedeutet, P bildet - wegen
Korollar - einen orthomodularen Verband. Mit Satz folgt daraus das gewtinschte
Resultat. O

Am Beweis von Satz erkennen wir, dass sich das fiir klassische physikalische Systeme zu
je zwei Wahrscheinlichkeiten p, g existierende orthogonale Dreieck A(r,t,s), welches sie teilt,
aus der Wahrscheinlichkeit r, dass das mit p assoziierte Ereignis eintritt, aber das mit ¢ as-
soziierte nicht, der Wahrscheinlichkeit s, dass das mit ¢ assoziierte Ereignis eintritt, aber das
mit p assoziierte nicht, und der Wahrscheinlichkeit ¢, dass sowohl das mit p als auch das mit ¢
assoziierte Ereignis eintritt, zusammensetzt.

Beispiel 4.62. Aus Satz folgt sofort, dass es sich bei der Algebra von numerischen

337giehe S
338giehe S
339giehe S
340giche S
34lgiehe S
342giche S
343giehe S
3dgiehe S

116



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

Ereignissen aus Beispiel welche in Abbildung dargestellt ist, wie schon in Beispiel
4.5 festgestellt, um keine Boolesche Algebra handelt, weil wir in Beispiel 4.17 gesehen haben,
dass etwa die Elemente s und r nicht miteinander kommutieren, was laut Satz aquivalent
dazu ist, dass sie nicht durch ein orthogonales Dreieck geteilt werden.

Korollar 4.71. Fine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P ist genau dann eine Boolesche
Algebra, wenn gilt: Vp,q € Pda € P: a<p<a+q<1.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Kombination der Sétze [£.70F™ und [4.§59 O

Verfahren 4.63. Korollar liefert folgendes Verfahren zur Uberpriifung, ob es sich bei
einer Algebra von numerischen Ereignissen P C [0, 1]° um eine Boolesche Algebra handelt oder
nicht.

Algorithm 1 Algorithmus zu Satzen [£.70] S[I16] und (4.8 S[73]
1: procedure TESTCLASSICALITY1(P)

2: listPairs:=||

3: for all pin P, g in P do

4: if (p,q) is not in listPairs then

5: add (p, q) to listPairs

6: end if

7 end for

8: for all (p, q) in listPairs do

9: B:=0

10: for all ¢ in P do

11: ifa<pandp<a+qganda+q<1then
12: B:=1

13: break for

14: end if

15: end for

16: if B=0 then

17: return ., P is not a Boolean algebra‘
18: end if

19: end for

20: return ., P is a Boolean algebra“

21: end procedure

Aus Sicht von Ereignissystemen lasst sich Satz auch folgendermaflen als Spezialfall von
Satz M.19%] formulieren:

Satz 4.72. (z@/u@/) Ist P eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten, dann sind folgende Bedin-
gungen dquivalent:
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(a) P ist klassisch reprasentierbar als der Wertebereich eines vollstandigen S-Wahrscheinlich-
keitsmafles auf einem klassischen Ereignissystem L,

(b) P bildet eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten und alle Paare von Elementen p,q € P
werden durch ein orthogonales Dreieck geteilt

Beweis. Flur den Beweis sei auf verwiesen. O

Satzerméglicht also ebenfalls die Entscheidung, ob es sich um ein klassisches Ereignissys-
tem handelt. Die algebraische Struktur der Ereignisse wird dabei aber nur bis auf Isomorphie
bestimmt, die verschiedenen Ereignisse werden nicht definiert. Das spiegelt die in Abschnitt
ausgefiihrte Idee wieder, das Wissen iiber die Struktur eines physikalischen Systems zu
erlangen, indem man zundchst beobachtet und Wahrscheinlichkeiten fiir unterschiedliche Zu-
sténde misst, und dann erst von den Wahrscheinlichkeiten ausgehend die logische Struktur der
Ereignisse herleitet.

Aus Satz bzw. Satz [4.72P°"| lasst sich aulerdem folgendes Korollar herleiten, welches ein
weiteres simples Verfahren zur Bestimmung, ob eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten einem
klassischen System entstammt oder nicht, liefert:

Korollar 4.73. (vgl.@/@) Sei P eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten. Dann ist P genau
dann nicht klassisch (das heif$t, nicht klassisch reprasentierbar und keine Boolesche Algebra),
wenn es ein Paar (p,q) von Elementen aus P gibt, sodass [a < ¢ und p < a+c fira,c € P] =

p—qFa+c—1.

Beweis. (|7]) Das Korollar folgt aus Satz 4.7%°%| (bzw. gleichermaBen aus Satz [4.70P°%): Wir

zeigen, dass die vorausgesetzte Bedingung dquivalent dazu ist, dass es ein Paar (p,q) von Ele-
menten aus P gibt, das nicht durch ein orthogonales Dreieck geteilt wird.

Dass nicht je zwei Elemente aus P durch ein orthogonales Dreieck geteilt werden, ist dquivalent
dazu, dass es ein Paar (p,q) von Elementen aus P gibt, sodass fiir jedes orthogonale Dreieck
A(r,t,s) von Elementen aus P gilt, p =r +t = ¢ # s+t. Mit a := r und ¢ := 1 — ¢ gilt
t=p—r=p—aund (rt,s) bildet genau dann ein Dreieck, wenn (a,1 — ¢,p — a) ein solches
ist, das heifit, wenn a+ (p—a) < l,a+ (1 —¢) < 1lund (p—a)+ (1 —c) < 1 ist, was wiederum
genau dann erfillt ist, wenn p < 1, a < cund p < (a + ¢) ist.

Weiters ist ¢ # s + t dquivalent zu ¢ # (p —a) + (1 —¢), alsop—qg# a+c— 1. O

Verfahren 4.64. Korollar liefert folgendes Verfahren zur Uberpriifung, ob es sich bei
einer Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P C [0, 1] um ein klassisches System handelt oder
nicht:

Algorithm 2 Algorithmus zu Korollar [4.73] S[IT§|
1: procedure TESTCLASSICALITY2(P)
2: listPairs:=[|
3: listPairs2:=[]
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4: for all pin P, ¢ in P do

5: if (p,q) is not in listPairs then
6: add (p, q) to listPairs

7: end if

8: if p < ¢ then

9: if (p,q) is not in listPairs2 then
10: add (p, q) to listPairs2
11: end if

12: end if

13: end for

14: for all (p, q) in listPairs do

15: C:=0

16: B:=0

17: for all (a,c) in listPairs2 do
18: if p<a+ cthen

19: C.=1

20: if p—g=a+c—1then
21: B:=1

22: break for

23: end if

24: end if

25: end for

26: if C=0 then

27: return ,, P is not classical”
28: end if

29: if B=0 then

30: return P is not classical®
31: end if

32: end for

33: return ,, P is classical”

34: end procedure

Das Resultat fiir orthomodulare posets in Satz [3.35°'| lasst sich mit Satz [4.13%*| unmittelbar
auf Algebren von numerischen Ereignissen tibertragen. Man kann das Resultat allerdings auch
ohne Verwendung jenen Satzes direkt beweisen:

Korollar 4.74. ([20]) Eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P ist genau dann eine Boole-
sche Algebra, wenn gilt: Vp,q € P3r,s € P,r Lp,s Lqr Ls: p+r=q+s.

Beweis. (vgl.[20]) ,<“: Seit :=p+r =q+s,dannist p=t—r =tAr alsop’ =t'Vr =1t+r.
Ebenso erhélt man ¢ =t'+s. Dat' =p' Ar' <7/, t' = ¢ Ns' < ¢ und nach Voraussetzung
r L sist, ist A(r,t', s) ein orthogonales Dreieck, welches p’ und ¢’ teilt. Da p, ¢ beliebig waren,
ist dieser Umstand nach Satz 4.70P%| Aquivalent dazu, dass P eine Boolesche Algebra bildet.

,=: Ist P eine Boolesche Algebra, dann wird laut Satz jedes Paar von Elementen durch
ein orthogonales Dreieck geteilt, also gibt es fur p, g € P ein Tripel A(r,t', s), sodass p’ =t/ +7r,
¢ =t + s und somit wegen t L 7', t L ¢ sodanmn p =t Ar' =t—r,g=tNs =t—s, also
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p+r =1t=qg+sist. Wegenr < p’, s < ¢ und r L s sind auch die behaupteten Orthogonalitaten
erfullt. ]

Weit wichtiger als die Zulanglichkeit der Bedingung in Korollar ist deren Notwendig-
keit, weil der Beweis, dass jedes Paar von Elementen die Bedingung erfiillt, sehr langwierig sein
kann, es aber weitaus schneller vonstatten gehen kann, ein Paar, das die Bedingung verletzt,
zu finden. Das Gleiche gilt fiir die nachfolgenden Charakterisierungen.

Verfahren 4.65. Korollar (bzw. Satz liefert folgendes Verfahren fiir die Ent-
scheidung, ob ein physikalisches System, das durch eine Algebra von numerischen Ereignissen
(bzw. ein orthomodulares poset von S-Wahrscheinlichkeiten) (P, <, ,0,1) représentiert wird,
klassisch ist.

Algorithm 3 Algorithmus zu Korollar [£.74] S[I19]

1: procedure TESTCLASSICALITY3(P)

2 listPairs:=[|

3 listPairs2:=[]

4: for all pin P, ¢ in P do

5: if (p,q) is not in listPairs and (g, p) is not in listPairs then
6 add (p, q) to listPairs

7 end if

8 if p+¢ <1 then

9: if (p,q) is not in listPairs2 then
10: add (p, q) to listPairs2

11: add (q,p) to listPairs2

12: end if

13: end if

14: end for
15: for all (p, q) in listPairs do

16: B:=0

17: for all (r,s) in listPairs2 do

18: ifp+r<landqg+s<1landp+r=qg+sthen
19: B:=1

20: break for

21: end if

22: end for

23: if B=0 then

24: return P is no Boolean algebra and hence not classical”
25: end if

26: end for

27: return ,, P is a Boolean algebra and hence classical®

28: end procedure

Nachstehendes Resultat ist dem aus Korollar [4.74F°"| sehr dhnlich und folgt der gleichen Be-

120



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

weisidee.

Korollar 4.75. ([2]]) Eine Algebra P von S-Wahrscheinlichkeiten ist genau dann eine Boole-
sche Algebra, wenn fiir alle p,q € P Elemente g, h € P existieren, sodass p—h € P, h 1 g und
p+g=q+h ist

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [24] verwiesen. O

Wie aus Korollar lasst sich auch aus Korollar auf naheliegende Weise ein Ver-
fahren gewinnen, das zur Uberpriifung der Klassik eines mit einer Algebra von numerischen
Ereignissen assoziierten physikalischen Systems dienen kann:

Fir p, g € P priift man, ob es g, h € P gibt, sodass p—h € P, h 1. gund p+g = q+h ist. Findet
man ein Paar von numerischen Ereignissen (p,¢) und eine Teilmenge von Zusténden S cCs,
sodass keine Elemente g,h € P mit p—h € P, h L g und p(s) + ¢(s) = g(s) + h(s)Vs € S
existieren, dann hat man es nicht mit einem klassischen System von numerischen Ereignissen
zu tun. (vgl.[24])

Einen entsprechenden Algorithmus erhélt man durch Modifikation von Zeile 18 im Verfahren
indem man die Uberpriifungen p +7 < 1 und ¢ + s < 1 durch eine Berechnung von p — s
und Suche von p — s in P ersetzt.

Beispiel 4.66. Wir wissen bereits, dass die in Beispiel betrachtete Algebra von S-Wahr-
scheinlichkeiten nicht boolesch ist und somit laut Bemerkung keine Boolesche Algebra
sein kann. Dies kénnen wir jedoch auch durch Uberpriifung der in Korollar angegebenen
Bedingung feststellen.

Betrachtet man - mit der Notation aus Korollar - die Elemente p := (0.2,0.8) und ¢ :=
(0.8,0.2), so sind g := g und h := p zwei Elemente, fiir die die Bedingung erfillt ist, was
uns keine relevante Information liefert. Wahlt man hingegen die Elemente p := (0.2,0.8) und
q := (0.1,0.9), dann gibt es in P kein orthogonales Paar von Elementen g¢,h, welches die
Bedingung erfillt.

Aus den Sétzen [3.2F Y und {. 17| folgt folgende Charakterisierung, wann ein boolescher Raum
von numerischen Ereignissen eine Boolesche Algebra bildet:

Satz 4.76. ([20]) Ist eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P boolesch, dann ist sie genau
dann eine Boolesche Algebra, wenn gilt: Vp,q € P3lr € P:r > p,q, (r—p) A (r—q) =0.

Beweis. ,=*: Ist P eine boolesche Algebra von numerischen Ereignissen, die eine Boolesche
Algebra bildet, dann ist P insbesondere ein Verband. Mit Satz folgt, dass dieser die
behauptete Bedingung erfiillt.

,<="“: Ist P eine boolesche Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten, welche die im Satz angegebene
Bedingung erfiillt, dann bildet P laut Satz einen Verband und dieser Satz zufolge
wiederum eine Boolesche Algebra. O]
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Bemerkung 4.34. (vgl.[25]) Da in booleschen Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten gilt
[(r=p)A(r=q)=01<[(rAP)AN(rAg)=0]<[rAp) LA rAY <(rAd)]=
[r—p <1’ +q|, lasst sich die Bedingung (r —p) A (r —q) = 0 in Satz durch die Bedingung
r—p <1+ q ersetzen.

Verfahren 4.67. Zumal {iblicherweise erst noch unbekannt ist, ob eine gegebene Algebra von
S-Wahrscheinlichkeiten P boolesch ist, verwenden wir nicht nur Satz [4.76F"}, um ein Verfah-
ren zur Entscheidung zu produzieren, ob es sich bei P um eine Boolesche Algebra und somit
ein klassisches System handelt oder nicht, sondern wir machen uns auch die Tatsache, dass
jede Boolesche Algebra verbandsgeordnet ist, sowie Sitze [4.18%| und 4.48°" zunutze, was zu
folgendem Algorithmus fiihrt.

Algorithm 4 Algorithmus zu Satz .48, S[102]

1: procedure TESTCLASSICALITY4(P)

2 listPairs:=[|

3 for all pin P, ¢ in P do

4 if (p,q) is not in listPairs and (g, p) is not in listPairs then
5: add (p, q) to listPairs

6 end if

7 end for

8 for all (p, q) in listPairs do

9: Z:=0

10: for all r in P do

11: if r > pandr > g then

12: 7Z:=7+1

13: for all s in P do

14: if s#0and s < (r—p) and s < (r — ¢) then
15: 7:=7-1

16: break for

17: end if

18: end for

19: end if

20: end for

21: if Z#1 then

22: return ,, P is no lattice and hence not classical”
23: end if

24: D:=1

25: for all r in P do

26: if r<pandr <qandr#0 then
27: D:=0

28: break for

29: end if

30: end for

31: if D=1 then

32: if p+¢ £ 1 then

378siehe S
379giehe S
380siehe S
381giehe S

122



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

4 Mathematische Charakterisierung von Quantenlogiken auf Grundlage von numerischen Ereignissen

33: return ., P is not boolean and hence not classical®
34: end if

35: end if

36: end for

37: return ,, P is a Boolean algebra and hence classical®

38: end procedure

Korollar 4.77. ([25]) Ist P ein komplementdres strukturiertes poset von S-Wahrscheinlichkeiten,
dann ist P genau dann eine Boolesche Algebra, wenn gilt: Vp,q € P d\r € P,r > p,q: r—p <
r+q

Bewezs. (Vgl.) Laut Proposition ist P als komplementares strukturiertes poset von
S-Wahrscheinlichkeiten eine boolesche Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten.
Die Behauptung folgt damit aus Satz in Kombination mit Bemerkung [4.34 O

Korollar 4.78. (vgl.) Ist P eine boolesche Algebra von zweiwertigen numerischen Ereignis-
sen (bzw. dquivalent, ein strukturiertes poset, dessen Elemente nur die Werte 0 und 1 annehmen
konnen), dann hat man folgende Charakterisierungen.:

(a) P ist genau dann eine Boolesche Algebra, wenn gilt: Vp,q € P : pV q¢ = max{p,q} € P
(b) P ist genau dann eine Boolesche Algebra, wenn gilt: Vp,q € P: p A ¢’ = min{p, ¢’} € P

Beweis. Die Aquivalenz von booleschen Réumen von zweiwertigen numerischen Ereignissen
und strukturierten posets von zweiwertigen S-Wahrscheinlichkeiten folgt aus Korollar

(a) Um die erste Behauptung zu zeigen, stellen wir fest, dass die einzig mogliche zweiwertige

S-Wahrscheinlichkeit r, welche die Bedingung von Korollar [4.77 erfiillt, das komponen-
tenweise Maximum von p und q ist:
Dass r > p,q ist, wird vorausgesetzt, daher gilt auch r > max{p, ¢}. Angenommen, es
ist » > max{p, q}. Das bedeutet, es gibt ein s € 5, sodass p(s) = ¢(s) = 0, r(s) = 1
ist. Dann gilt jedoch 7(s) — p(s) +r(s) — ¢(s) = 2 £ 1 und somit wird die Bedingung
r—p < r’+ ¢ nicht erfiillt. Also muss r = max{p, ¢} sein. Liegt dieses Element nun in P,
dann gilt p V ¢ = max{p, ¢} und die Aussage folgt aus Korollar [1.77]

(b) Zum Beweis der zweiten Behauptung zeigen wir, dass es sich bei der zweiwertigen S-
Wahrscheinlichkeit a, welche die Bedingung in Korollar erfillt, nur um das kom-
ponentenweise Minimum von p und ¢’ handeln kann:

Daa < pund a+ ¢ < 1(< a < ¢) gelten soll, muss a < min{p,¢'} sein. An-
genommen, es ist & < min{p,¢}. Das heift, es gibt einen Zustand s € S, sodass
a(s) = 0,p(s) = ¢'(s) = 1, also ¢(s) = 0 ist. Wegen p(s) = 1 £ 0 = a(s) + ¢(s) ist
die Bedingung p < a 4 ¢ dann nicht erfillt. Also kann nur a = rﬁﬁl{p, ¢’} sein und wenn
dieses Element in P liegt, dann ist p A ¢’ = min{p, ¢’} und die Aussage folgt aus Korollar
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]

Beispiel 4.68. Wir betrachten noch einmal die Algebra von numerischen Ereignissen P aus
Beispiel 4.5} Wie wir bereits wissen, enthélt sie nicht-Boolesche Teilmengen und kann daher
keine Boolesche Algebra sein. Mit Korollar lésst sich dies sehr schnell feststellen, denn
esist sVp=(1,1,1,1,1,1) # max{s,p} = (1,0,0,1,1,1) ¢ P.

Endliche Boolesche Algebren lassen sich unter den Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten auch
iiber Eigenschaften der Atome charakterisieren, wie folgendes Resultat zeigt.

Korollar 4.79. ([19]) Eine Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P ist genau dann eine endliche
Boolesche Algebra, wenn ihre Atome folgende Bedingungen erfiillen:

(a) P hat endlich viele Atome.
(b) Die Atome von P sind paarweise orthogonal.

(c) P ist atomar.

Beweis. Wegen Satz[4.13""|1assen sich Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten als orthomodulare
posets auffassen, auf die wiederum Satz [3.33%°"| anwendbar ist. O

Beispiel 4.69. Wir betrachten die Anwendung von Korollar zur Entscheidung, ob es sich
bei der in Abbildung dargestellten Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P = {0, p, ¢, s,
P, q,r' s, 1}, wobei wie schon in Beispiel 4.1 p := (1,0,0),¢ := (0,1,0),r := (0,0,1) und
5= (i, %, %) seien, um eine Boolesche Algebra handelt.

Da P funf Atome, namlich p,q,r, s und ', hat, ist die erste Bedingung offensichtlich erfiillt.
Auch die dritte Bedingung ist erfiillt, weil P als endliches poset mit Nullelement laut Proposition
atomar ist. Jedoch wird die zweite Bedingung verletzt, weil s und s’ weder zueinander
noch zu den anderen drei Atomen orthogonal sind. Daher kann es sich um keine Boolesche
Algebra handeln, wie auch in Beispiel und Beispiel bereits festgestellt.
Betrachtet man jedoch die Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P in Abbildung welche
aus P\({s} U {s'}) besteht, so sind die erste und dritte Bedingung naturlich weiterhin erfiillt.
Sogar die zweite Bedingung wird jetzt erfiillt, weil p, ¢ und r ein orthogonales Dreieck bilden.
P bildet also eine Boolesche Algebra und die zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeiten und
korrespondierenden Ereignisse entstammen somit einem klassischen physikalischen System.

Folgender Satz charakterisiert die Booleschen Algebren unter den Algebren von S-Wahrschein-
lichkeiten tiber die Eindeutigkeit der Représentation von jedem Element als Summe von Ato-
men.

Satz 4.80. ([20]) Eine endliche Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P ist genau dann eine
Boolesche Algebra, wenn fir jedes Element p € P seine Reprdsentation als Summe von Atomen
eindeutiq ist.
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Abbildung 4.24: Hasse-Diagramm der Algebra von numerischen Ereignissen P in Beispiel ,
S Mit Korollar [4.794'%Y sieht man, dass P eine Boolesche Algebra ist.

Beweis. (vgl.[20]) ,=*: Ist die endliche Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten P eine Boolesche
Algebra, dann ist sie als atomarer orthomodularer Verband laut Satz auch atomistisch,
das heifit, jedes Element ist als Supremum von Atomen darstellbar. Da die Atome in Booleschen
Algebren alle orthogonal zueinander sind, ist diese Darstellung eindeutig und das Supremum
entspricht der Summe der entsprechenden Atome.

»,<=": Sei umgekehrt die Darstellung von p € P als Summe von Atomen eindeutig und bezeichne
A die Menge aller Atome von P. Da P als endliches orthomodulares poset laut Satz
atomistisch ist und da 1 fiir jedes Atom eine obere Schranke ist, ist 1 = \/ ¢4 a.

Infolge von Satz ist das Einselement als das Supremum einer maximalen orthogonalen
Teilmenge von Atomen O C A darstellbar, insbesondere ist 1 = Y- .o 0. Angenommen, es ist
O # A. Dann gabe es ein Atom a € A, welches nicht in O liegt und eine maximale orthogonale
Teilmenge O, von A, welche a enthélt. Somit wire laut Satz {.12] auch 1 = ¥ ,c0, 0, aber
O # O,, im Widerspruch zur vorausgesetzten Eindeutigkeit der Repriasentation als Summe von
Atomen. Also muss O = A sein und es ist > ,c4a = 1.

Letzteres bedeutet, dass alle Atome paarweise orthogonal sind, darum liegt die Summe jeder
beliebigen Teilmenge von A in P und die Abbildung ¢ : P — 24, ¢(p) = {a € A : a < p}
ist eine ordnungs- und komplementerhaltende Bijektion. Folglich sind (P, <)) und (24, C,¢)
isomorph zueinander und da es sich bei letzterer Struktur um eine Boolesche Algebra handelt,
muss auch P eine solche sein. O

Beispiel 4.70. Als Anwendung von Satz betrachten wir noch einmal die Algebren von
numerischen Ereignissen aus Beispiel . Dort ist fiir P die Repréasentation als Summe von
Atomen offensichtlich nicht eindeutig, denn es ist sowohl 1 = s+ §" als auch 1 = p+ ¢+ r. Laut
Satz [£.80] handelt es sich daher um keine Boolesche Algebra.

Hingegen ist die Darstellung als Summe von Atomen fiir jedes Element aus P eindeutig, wie
man an Abbildung [4.24'% sofort erkennt. Dadurch folgt laut Satz dass es sich bei P
um eine Boolesche Algebra handelt.

Beispiel 4.71. Die Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten aus Beispiel ist keine Boolesche
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Algebra, wie man an ihrem Hasse-Diagramm in Abbildung mithilfe von Satz SO-
fort vermutet und schnell nachpriift:

Offensichtlich ist P atomistisch und die Représentation als Summe von Atomen fiir p, ¢, s und
t eindeutig. Das Element 1’ ist jedoch das Supremum der vier Atome p, ¢, s und ¢, wobei sowohl
die Menge {q, r} als auch die Menge {s, ¢} eine maximale orthogonale Menge der Atome, welche
kleiner oder gleich r’ sind, bildet, woraus mit Satz folgt, dass sowohl p+ ¢ = 7’ als auch
s+t = 1’ ist. Die Reprasentation von ' als Summe von Atomen ist somit nicht eindeutig,
weshalb es sich bei P laut Satz [£.80] um keine Boolesche Algebra handelt.

Alternativ kann man auch feststellen, dass P aus zwolf Elementen besteht, aber zwolf keine
Potenz von zwei ist, und Korollar anwenden, oder aber die Distributivgesetze nachprii-
fen und erkennen, dass etwa (p At )Vt=0Vt=t#r =r"Al=(pVit)A({ Vi) ist.
Ebenso liefert Korollar Aufschluss dartiber, dass der Raum von numerischen Ereignis-
sen keine endliche Boolesche Algebra bildet, weil die Bedingung, dass alle Atome paarweise
orthogonal zueinander sind, nicht erfiillt ist.

Korollar 4.81. (Ugl.@/) Jede Algebra von numerischen Ereignissen, der hichstens vier Atome
hat, ist entweder eine Boolesche Algebra oder isomorph zu MQOs.
Genauer, ist

(a) jede Algebra von numerischen Ereignissen mit nur einem Atom isomorph zur zweielemen-
tigen Booleschen Algebra,

(b) jede Algebra von numerischen Ereignissen mit genau zwei Atomen isomorph zur vierele-
mentigen Booleschen Algebra,

(c) jede Algebra von numerischen Ereignissen mit genau drei Atomen isomorph zur achtele-
mentigen Booleschen Algebra und

(d) jede Algebra von numerischen Ereignissen mit genau vier Atomen genau dann isomorph
2u MOy, wenn die Atome paarweise unvergleichbar sind, und andernfalls isomorph zur
sechzehnelementigen Booleschen Algebra.

Beweis. Die Aussage erhilt man unter Verwendung der Sétze 4. 147 und .80 sowie Propo-
sition ; fiir Details sei auf den Beweis von Korollar 4.10 in [20] verwiesen, aus welchem
die Aussagen folgen. O

Bemerkung 4.35. Da jede endliche Boolesche Algebra, welche aus einer bestimmten Anzahl
von Elementen besteht (bzw. dquivalent, die eine bestimmte Anzahl von Atomen hat), bis auf
[somorphie eindeutig ist, und nach Korollar jede endliche Algebra von S-Wahrscheinlich-
keiten mit einem, zwei oder drei Atomen eine Boolesche Algebra bildet, ist auch jede Algebra
von numerischen Ereignissen mit einem, zwei oder drei Atomen bis auf Isomorphie eindeutig.
Die Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten mit vier nicht paarweise unvergleichbaren Atomen
sind aus selbigem Grund ebenfalls bis auf Isomorphie eindeutig.
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In Abbildungen [4.25] [4.26] [4.27] und 4.2 sind die vier Hasse-Diagramme von diesen Raumen
von numerischen Ereignissen bzw. Booleschen Algebren dargestellt.
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0

Abbildung 4.25: Hasse-Diagramm zu Bemerkung S: Jede zweielementige Algebra von

numerischen Ereignissen ist isomorph zu dieser Booleschen Algebra.
1

0

Abbildung 4.26: Hasse-Diagramm zu Bemerkung , S Jede Algebra von numerischen
Ereignissen mit genau zwei Atomen ist isomorph zu dieser Booleschen Algebra.

1

A4
N

P

Abbildung 4.27: Hasse-Diagramm zu Bemerkung S, und Beispiel S Jede

Algebra von numerischen Ereignissen mit genau drei Atomen ist isomorph zu dieser Booleschen

Algebra.

Abbildung 4.28: Hasse-Diagramm zu Bemerkung , S@ Jede Algebra von numerischen
Ereignissen mit genau vier Atomen ist isomorph zu dieser Booleschen Algebra, wenn die Atome

keine Antikette bilden.
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5 Beispiele aus der Physik

In diesem Kapitel beleuchten wir den klassischen oder quantenmechanischen Charakter kon-
kreter physikalischer Experimente anhand von S-Wahrscheinlichkeiten.

5.1 Stern-Gerlach-Versuch fiir Spin-Messungen

Wir betrachten Elektronenﬂ aus einer Elektronenquelle, die zwei Zustande haben konnen, nam-
lich ,,spin up® und ,spin down*“: Repréasentiert man den Spin als zweidimensionalen Vektor in
einem Koordinatensystem mit zueinander orthogonalen Koordinatenachsen x und y, kann man
den Spin auf die z- und die y-Achse projizieren, wodurch man eine x- und eine y-Komponente
des Spin-Vektors erhalt, welche ihrerseits wiederum zwei Zustédnde hat, ndmlich ,spin up“ und
»spin down®, in Zeichen z T und x | bzw. y T und y |.

Wir nehmen an, dass der Elektronenstrahl durch drei konsekutive sogenannte Stern-Gerlach-
Apparate Ay, As und Aj tbertragen wird, wovon jeder eine Komponente des Strahls in zwei
Komponenten aufteilt, ndmlich eine mit ,spin up“ und eine mit ,spin down®, und dann eine
der beiden Komponenten blockiert: A; splittet die z-Komponente in Strahlen mit z T und z |
und blockiert den Strahl mit x |, Ay spaltet die y-Komponente in y 1 und y | und blockiert
y |, Az teilt die z-Komponente wieder in x 1, x | und blockiert x 7.

Nun bezeichnen wir mit s; den Zustand des Elektronenstrahls zwischen der Elektronenquelle
und A;, mit sy den Zustand zwischen A; und A,, mit s3 den Zustand zwischen Ay und Aj
und mit s;, den Zustand nach As. Fihrt man Spin-Messungen durch, so wiirden wir erwarten,
dass kein Elektronenstrahl Aj verlésst, weil durch A; die Komponenten mit Spin = | blockiert
worden sind und As jene mit Spin x T aufhalt.

Stattdessen beobachtet man aber, dass in dem Versuch eine Messung des Spins entlang einer
Achse immer die vorhergehende Messung entlang einer anderen Achse sozusagen ungeschehen
macht: Insbesondere sind in dem mit Spin z | polarisierten Elektronenstrahl, welcher wider Er-
warten Az verldsst, die Elektronen entlang der y-Achse zufillig orientiert (und nicht mit Spin
y T, wie in Anbetracht von A, zu erwarten wére).

Das bedeutet, dass der Spin entlang der z-Achse und der Spin entlang der y-Achse so in Ver-
bindung stehen, dass die Messung des einen den Wert des anderen randomisiert, es sich bei
beiden Spins also um inkompatible Gréfen handeltEl

Ist nun p die Wahrscheinlichkeit, dass der Strahl aus Elektronen mit z-Spin = 1T und y-Spin y |
besteht, und ¢ die Wahrscheinlichkeit, dass der Strahl sich aus Elektronen mit z-Spin z | und
y-Spin y | zusammensetzt, dann erhalten wir mit der Vorrichtung (p(s1), p(sz2), p(ss3), p(s4)) =
(1’ 1,0, 0) und (Q(Sl)a Q<S2)7 Q<83)7 Q(S4)) = (1’ 0,0, 1)'

Da p,q,p" = (0,0,1,1) und ¢ = (0,1,1,0) paarweise unvergleichbar sind, ist das von {p, ¢}
erzeugte GFE laut Proposition isomorph zum Verband MQO,, wobei dessen 0- bzw. 1-

'In der Praxis werden Stern-Gerlach-Versuche iiblicherweise an nicht geladenen Teilchen wie Atomen und
Neutronen durchgefiihrt statt an geladenen Teilchen wie freien Elektronen.

2Durch diese inkompatiblen GréSen werden insbesondere die Distributivgesetze verletzt, wie in Abschnitt 5.2
S@ explizit ausgefiihrt.
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5 Beispiele aus der Physik

Element als das Ereignis, gar nichts bzw. etwas Beliebiges zu beobachten, interpretiert werden
kann. Daran erkennen wir, dass wir es nicht mit einem klassischen physikalischen System zu
tun haben, sondern mit einem hochstwahrscheinlich quantenmechanischen.

(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten |105])
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5 Beispiele aus der Physik

5.2 Verletzung der Distributivgesetze durch Spin-Messungen

Wie in Abschnitt [5.1f] betrachten wir noch einmal Spin-Messungen am Elektronenstrahl. Mit
den Ausgéngen einer Messung des Spins entlang der xz-Achse wird ein System von Ereignissen
(im Sinne einer Quantenlogik) L(z) = {0,z |,z T (= (z ])/),1} assoziiert und mit einer
Messung des Spins entlang einer anderen Richtung T # zmodn ebenfalls, ndmlich L(Z) =
{0,z |,z 1 (= (= |)),1}. Sowohl L(z) als auch L(Z) sind isomorph zu MO; und daher
klassisch.

Setzen wir diese beiden Systeme zusammen, so erhalten wir eine Struktur L(z,z) = {0,z |,
x 1,7 ], T 1, 1}, die isomorph zu MO, ist, also insbesondere die Distributivgesetze verletzt und
somit nicht mehr klassisch ist:

Angenommen, die Distributivgesetze sind erfiillt, dann haben wir

T AVEIAED) = (@ ivE D A@LvE )] e @ivo=1A1 & bl=1]. (5.1)
Ebenso erhalten wir
T LA IVED) = (@b AZ )V @ L AEY)] & iAl=0v0] & [t l=0], (5.2)

was nicht sein kann.

Man kann auch eine endliche Anzahl n von unterschiedlichen Richtungen von Spin-Messungen
korrespondierend mit n verschiedenen Orientierungen zu einem System zusammensetzen. Die
resultierende propositionale Struktur ist MO,,, der Verband, der entsteht, wenn man die n
vierelementigen Booleschen Algebren MO; an den jeweiligen 0- und 1-Elementen ,zusam-
menklebt‘ﬂ In der Praxis kann die Spin-Messung im Normalfall zu jedem Zeitpunkt aber nur
jeweils entlang einer der Richtungen durchgefiihrt werden, da die Spins entlang unterschiedli-
cher Richtungen im Allgemeinen nicht kompatibel sind.

(vorangegangene Ausfithrungen orientieren sich an der Arbeit )

4siche S
®Mathematisch ausgedriickt, ist M O,, die sogenannte horizontale Summe von n zur vierelementigen Booleschen
Algebra isomorphen Verbéanden.
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5 Beispiele aus der Physik

5.3 Photonen, die einen Polarisationsfilter durchqueren

Nun betrachten wir ein weiteres physikalisches System mit zwei Freiheitsgraden. Wir konzen-
trieren uns dabei auf die Zustédnde si, s, eines Photons, das entlang zweier orthogonaler Achsen
x und y linear polarisiert sein kann und sich entlang einer orthogonal auf die von diesen Achsen
aufgespannte Flache E stehenden Achse z ausbreitet.

Die S-Wahrscheinlichkeit (1,0) kann als die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs des Photons
durch einen entlang der x-Achse orientierten Polarisator aufgefasst werden, denn die Wahr-
scheinlichkeit der Transmission ist 1, wenn das Photon entlang der x-Achse polarisiert ist, also
der Zustand s; ist, und 0, wenn das Photon entlang der y-Achse polarisiert ist, also der Zustand
S9 ist.

Analog dazu, kommt die S-Wahrscheinlichkeit (0,1) in diesem Beispiel von der Transmission
durch einen entlang der y-Achse orientierten Polarisator. Wie iiblich, interpretieren wir die
trivialen S-Wahrscheinlichkeiten (0,0) und (1, 1) so, dass wir gar nichts bzw. irgendetwas be-
obachten.

Orientiert man nun den Polarisator entlang einer neuen Achse x5, die man durch Rotation der
x-Achse um den Winkel § erhalt, gilt laut dem physikalischen Malus-Gesetz, dass die Trans-
missionswahrscheinlichkeit durch diesen Polarisator cos?(d) =: « ist, wenn sich das System
im Zustand s; befindet, und 1 — cos?(§) = 1 — « ist, wenn der Zustand des Systems sy ist.
Die korrespondierende S-Wahrscheinlichkeit ist also («, 1 — «). Analog dazu, ist (1 — a, «) die
S-Wahrscheinlichkeit des Ereignisses der Transmission des Photons durch einen entlang der ys-
Achse, welche sich aus Rotation der y-Achse um den Winkel § ergibt, orientierten Polarisator.
Fiithrt man Messungen zu einem einzigen Winkel o # (2"11”, n € Z durch, liefert dies nicht
genug Information, um tiber die Klassik oder Nicht-Klassik des Systems zu entscheiden, weil wir
dadurch laut Satz immer eine vierelementige Boolesche Algebra erhalten, namlich MOy,
entgegen der wohlbekannten Tatsache, dass man es mit einem quantenmechanischen System
zu tun hat.

Wiéhlt man stattdessen einen Winkel § = W,n € Z, hat man die S-Wahrscheinlichkeit
(3.3), das heit, die beiden S-Wahrscheinlichkeiten (a,1 — o) und (1 — o, @) stimmen iiber-
ein und wir erhalten ein GFE, das eine dreielementige Kette (und keine Algebra von nu-
merischen Ereignissen, geschweige denn Boolesche Algebra) ist. Insbesondere lassen die S-
Wahrscheinlichkeiten in diesem Fall keinen Riickschluss auf die Ausrichtung des Polarisators
mehr zu, was im Einklang damit steht, dass wir bei S-Wahrscheinlichkeiten, die keine Algebren
von numerischen Ereignissen bilden, davon ausgehen, dass sie oft nicht geeignet sind, um eine
Aussage tiber die Klassik oder Nicht-Klassik des Systems zu treffen.

Darum miussen wir mindestens zwei Winkel 01, 0y # (2"11)7: n € Z in Bedacht nehmen, fiir die
01 # dpmod 7 und 4y # dy mod 7 gilt, was zu MO,,, m > 2 (oder theoretisch auch MO,,) fiihrt
und die Nicht-Klassik des zugrunde liegenden Systems anzeigt.

Fiigen wir Messungen zum Orientierungswinkel (2”11)”,71 € Z hinzu, erhalten wir eine Men-
ge von S-Wahrscheinlichkeiten, die zwar noch ein GFE, aber keine Algebra von numerischen
Ereignissen mehr bildet, weil laut Proposition @ keine solche die S-Wahrscheinlichkeit (%, %)

enthalten kann.

(vorangegangene Ausfithrungen orientieren sich an den Arbeiten 9 [7)

bsiehe S
"siehe S
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5 Beispiele aus der Physik

5.4 Verletzung Bell-artiger Ungleichungen

Wie greifen noch einmal das Szenario aus Abschnitt auf und betrachten wieder ein Spin-
%—System bestehend aus zwei Teilchen, einem ,linken “ und einem ,rechten“, welche sich im
Singulett—Zustandﬂ befinden. Wir wahlen als Messungen M, M, M, die Spinmessungen ent-
lang dreier Achsen x,y, z.

Sei a; das Ereignis, dass das linke Elektron entlang der z-Richtung Spin +, hat, as das Ereignis,
dass entweder das linke Elektron entlang der y-Achse Spin +, und/oder das rechte Elektron
entlang der y-Achse Spin —, hat, und a3 das Ereignis, dass das rechte Elektron entlang der
z-Achse Spin —, hat.

Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse, da der Singulettzustand rotationsinva-
riant ist und Spin % und Spin —% entlang jeder Achse gleichwahrscheinlich sind, dass p(a;) =
plas) = 5 ist.

Da ay das Gegenereignis des Ereignisses, dass das linke Elektron entlang der y-Achse Spin —,
und das rechte Elektron entlang der y-Achse Spin +, hat, ist, gilt, da der Spin des rechten Elek-
trons automatisch +, ist, wenn der des linken —, ist und vice versa, dass auch p(as) = 1 —% = %
ist. Bezeichnen wir mit 0,,, 6,. bzw. 0,. den Winkel zwischen der z- und der y-Achse, der -
und der z-Achse bzw. der y- und der z-Achse, so erhalten wir fiir die Korrelationswahrschein-
lichkeiten p1a := p(aj A as),p13 := p(ai A as), peg := p(as A az) mit zu der in Abschnitt
analoger Berechnung

P12 = Sinz(ﬂz %) = Seos’( i

7:',/ — —gj 2 = — 2 _—
2 9 2 )7 P13 QSIH ( 92 ) 2COS ( )7
1 9 z 1 9 z
D23 = §Sin2(ﬂ- + Y ) — 5(3082(%)-
Wiéhlt man nun die z-Achse, die y-Achse und die z-Achse koplanar so, dass der Winkel zwi-

6”3_ 21, n € 7 betragt, liefert das die Korrelationswahrscheinlichkeiten

schen zwei Achsen jeweils

P12 = P13 = P23 = é-
Setzen wir die Folge von Wahrscheinlichkeiten und paarweisen Korrelationen
111111

K = (p1,p2,p3,P12,P13,P23) = (5.5, 3+ 5 - g) i die letzte Ungleichung aus dem zweiten Punkt
3_3_9

von Satz ein, so erkennen wir deren Verletzung, denn es ist 0 < 5 —2 = 7 £ 1. Dies zeigt,
dass K nicht klassisch reprasentierbar ist, also die Wahrscheinlichkeiten keinem klassischen Sys-
tem entspringen kénnen, sondern wir es hochstwahrscheinlich mit Quantenphdnomenen zu tun

haben.
(vorangegangene Ausfiihrungen orientieren sich an den Arbeiten , Eﬂ)

8siehe S

9Fiir den Begriff des Singulett-Zustands sei auf die Ausfiihrungen auf S verwiesen.
Osiehe S

Hsiehe S
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6 Fazit und Ausblick

Wir haben einen Einblick gewonnen, wie ausgehend von der Idee einer Quantenlogik, wie sie
von Neumann eingefiihrt hat, und Mackeys Vorstellungen einer Axiomatisierung in den letzten
Jahrzehnten Klassen von orthomodularen posets in den Fokus des Interesses geriickt sind, die
relationale Strukturen von numerischen Ereignissen reprasentieren, welche in den vergangenen
Jahren intensiv untersucht worden sind.

Unter den dabei gewonnenen Erkenntnissen haben wir jene betrachtet, die mittels einer Menge
von in verschiedenen Zustdnden S eines physikalischen Systems gemessenen Wahrscheinlich-
keiten, sogenannten S-Wahrscheinlichkeiten, die Entscheidung ermdoglichen, ob das zugrunde-
liegende System klassisch oder nicht-klassisch, also hochstwahrscheinlich quantenmechanisch,
ist. Diese Unterscheidung ist zuletzt in Verbindung mit dem Design von Computerchips sehr
wichtig geworden, aber ist natiirlich von allgemeinem Interesse in der Quantenmechanik.
Insbesondere haben wir gesehen, dass nur durch wenige Axiome definierte Algebren von S-
Wahrscheinlichkeiten als orthomodulare posets mit vollen Mengen von Zustanden bzw. als der
Wertebereich von vollstandigen Wahrscheinlichkeitsmaflen auf orthomodularen posets aufge-
fasst werden konnen. Wesentlich ist in diesem Zusammenhang die Tatsache, dass eine Algebra
von S-Wahrscheinlichkeiten, die eine Boolesche Algebra bildet, mit einem klassischen Ereignis-
system korrespondiert. Dadurch angeregt, haben wir Bedingungen kennengelernt, wann eine
Algebra von S-Wahrscheinlichkeiten eine Boolesche Algebra ist oder zumindest in eine solche
eingebettet werden kann. Dabei haben wir auch die Moglichkeit der Gewinnung zusétzlicher
Wahrscheinlichkeiten durch weitere Messungen beriicksichtigt.

Um sicherzustellen, dass eine Menge von S-Wahrscheinlichkeiten dazu geeignet ist, das ihnen
zugrundeliegende physikalische System zu charakterisieren, haben wir untersucht, unter wel-
chen Umstéanden es moglich ist, Mengen von empirisch gefundenen S-Wahrscheinlichkeiten als
Elemente einer Algebra von numerischen Ereignissen bzw. einer noch allgemeineren relationalen
Struktur, namlich eines sogenannten GFEs, aufzufassen.

Neben der Klassifizierung des Systems vermittels der Struktur von S-Wahrscheinlichkeiten ha-
ben wir auch eine mithilfe von Bell-artigen Ungleichungen betrachtet und fiir beliebige Men-
gen von S-Wahrscheinlichkeiten Bedingungen an die Korrelationswahrscheinlichkeiten angege-
ben, die ihre Boolesche Einbettbarkeit charakterisieren. Zudem haben wir eine Methode disku-
tiert, mit der man ausgehend von elementaren Bell-Wertungen Bell-artige Ungleichungen fiir
S-Wahrscheinlichkeiten erzeugen kann.

Unsere Ergebnisse beziehen sich weitestgehend auf beliebig grofie oder kleine Mengen von Zu-
stdnden. Interessant wére noch eine weiterfithrende Untersuchung der Strukturen fiir verschie-
dene feste Kardinalitdten von S.

Zudem haben wir uns aufgrund der Annahme von nur endlich vielen verfiigharen Messun-
gen iberwiegend auf endliche Algebren von S-Wahrscheinlichkeiten bzw. orthomodulare posets
konzentriert. Verallgemeinerungen und weitere Resultate fiir o-Algebren von numerischen Er-
eignissen und o-orthovollsténdige orthomodulare posets konnten vom theoretischen Standpunkt
aus ebenfalls spannend sein. Fiir die meisten der kennengelernten Resultate diirfte eine solche
Abstraktion in naheliegender Weise moglich sein.
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6 Fazit und Ausblick

Da ein quantenmechanisches System betreffende Observablen sich meist in Klassen von paar-
weise kompatiblen unterteilen lassen, sodass jede derartige Klasse mit einer eigenen Booleschen
Algebra assoziiert ist und die Gesamtheit der Observablen mit einer direkten Summe oder
ahnlichen Summenstruktur von davon, kénnte man auch Charakterisierungen, wann gegebene
S-Wahrscheinlichkeiten in direkte Summen oder andere Zusammensetzungen von Booleschen
Algebren eingebettet werden konnen und welche genaue Struktur jene haben, erwégenﬂ Bei-
spielsweise bilden die Aussagen betreffend Position oder Momentum zwei Boolesche Teilalgebren
der zum physikalischen System eines Elektrons gehorigen Logik, sind aber im Allgemeinen nicht
in einer gemeinsamen Booleschen Algebra enthalten.

Durch experimentelle sequentielle Messungen motiviert, ware dariiber hinaus eine Begutachtung
moglicher Verallgemeinerungen der aus der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten
bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir Quantenlogiken interessant.

Daran merken wir, dass trotz der in den letzten Jahren gewonnenen umfangreichen Erkenntnisse
im Bereich der Quantenlogik und der Charakterisierung von Quantenlogiken durch numerische
Ereignisse weite Teile nach wie vor unerforscht sind. Die aktuellen Felder des Quantencomputing
und der Quanteninformationstheorie, welche praktische Anwendungsmoglichkeiten fiir gewon-
nene Resultate bieten, motivieren dazu, den noch offenen Fragen und Problemstellungen weiter
nachzugehen und machen die Logik der Quantenmechanik zu einem nicht nur aus theoretischer
Sicht hochinteressanten Forschungsgebiet der gegenwartigen Mathematik und Physik.

(vorangegangene Ausfithrungen orientieren sich an den Arbeiten [29] [32} |80} [24} 20])

IFiir allgemeine Ausfithrungen betreffend zusammengesetzte Systeme sei beispielsweise auf [4] verwiesen.
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