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Abstract

The present diploma thesis deals with the development and implementation of nonlinear
model predictive control algorithms for a pendulum on a moveable cart. Since this cart-
pendulum system exhibits nonlinear and potentially unstable dynamics with state and
input constraints, swinging up the pendulum is a particularly challenging benchmark task
in control theory. As the model predictive controller will be implemented on real-time
hardware, close attention is paid to numerical effort and computation time of the developed
algorithms, respectively.

A central part of model predictive control is to derive an accurate mathematical model
of the cart-pendulum system. The formulation of the underlying optimal control problem
is another crucial task. It can be shown that under some assumptions closed-loop stability
can be guaranteed by including terminal costs and a terminal constraint in the formulation
of the optimal control problem. In order to numerically solve the optimal control problem
a gradient-based augmented Lagrangian approach is used. As will be shown in this thesis,
this approach has some weak spots for the combination of long prediction horizons with
unstable operating points and therefore special emphasis is placed on how to overcome
them.

To confirm the theoretical and simulative results and to verify the performance of

the developed model predictive controller, the algorithm is implemented on a DSPACE-
MicroLabBox and experiments on the laboratory setup are conducted for validation.
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Kurzzusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit beschaftigt sich mit der Entwicklung und Implementierung
einer nichtlinearen modellpradiktiven Regelung fiir ein Pendel auf einem beweglichen Schlit-
ten. Da dieses Wagen-Pendel-System neben einer nichtlinearen Dynamik auch Zustands-
und Stellgrofienbeschrankungen besitzt, gilt insbesondere das Aufschwingen des Pendels
als ein herausforderndes Benchmark-Beispiel der Regelungstechnik. Um den entwickelten
Regler auf einer Echtzeithardware implementieren zu kénnen, wird besonderes Augenmerk
auf den numerischen Aufwand bzw. die Berechnungszeit der entwickelten Algorithmen
gelegt.

FEin Grundbestandteil der modellpradiktiven Regelung ist ein hinreichend genaues
mathematisches Modell des Wagen-Pendel-Systems. Die Formulierung des unterlagerten
Optimalsteuerungsproblems ist ein weiterer zentraler Punkt. Es kann gezeigt werden, dass
unter gewissen Voraussetzungen die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises garantiert
werden kann, wenn in der Formulierung des Optimalsteuerungsproblems ein Endkos-
tenterm und eine Endbeschréinkung inkludiert werden. Fiir die numerische Losung des
Optimalsteuerungsproblems wird die Gradienten-basierte erweiterte Lagrange-Methode
verwendet. Wie in dieser Arbeit gezeigt wird, birgt dieses Verfahren in Kombination mit
langen Préadiktionshorizonten und instabilen Arbeitspunkten einige Schwachstellen in sich,
deren Beseitigung besonderer Aufmerksamkeit bedarf.

Um die theoretischen Ergebnisse zu bestétigen und die Performance des entwickelten

modellpradiktiven Reglers zu verifizieren, wurde dieser auf einer DSPACE-MicroLabBox
implementiert und in Experimenten am Versuchsaufbau validiert.

i1
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1 Einleitung

Das Wagen-Pendel-System, bestehend aus einem horizontal verfahrbaren Schlitten und
einem drehbar daran befestigten Pendelstiick, ist ein allseits bekanntes Benchmark-Beispiel
in der Regelungstechnik. Typische Regelungsziele sind die Stabilisierung der oberen/unte-
ren Ruhelage, das seitliche Versetzen sowie das Auf- und Abschwingen des Pendels. In der
vorliegenden Arbeit sollen diese Aufgaben mithilfe einer nichtlinearen modellpradiktiven
Regelung bewerkstelligt werden.

Die modellpradiktive Regelung (im Englischen als model predictive control (MPC) oder
receding horizon control (RHC) bezeichnet) ist eine modellbasierte Regelungsstrategie.
Daher ist ein moglichst exaktes mathematisches Modell des zu regelnden Systems Grund-
voraussetzung fiir die Funktionsfiahigkeit einer MPC. Eine modellpradiktive Regelung
arbeitet nach folgendem Grundprinzip. Zu Beginn jedes Abtastschrittes wird auf Basis des
aktuell gemessenen bzw. beobachteten Zustands des Systems eine optimale Fingangstra-
jektorie durch Losen eines unterlagerten Optimalsteuerungsproblems (im Englischen als
optimal control problem (OCP) bezeichnet) mit finitem Zeithorizont berechnet. Anschlie-
Bend wird lediglich der erste Teil der vorherberechneten Eingangstrajektorie als Stellgrofie
auf das System aufgeschaltet bis im darauf folgenden Abtastschritt wieder der Systemzu-
stand erfasst wird und sich die Vorgehensweise wiederholt. Es erfolgt also eine sukzessive
Optimierung der Stellgréfie um das vorgegebene Regelungsziel bestmoglich zu erreichen.
Einer der wesentlichen Vorziige von modellpradiktiven Regelungen ist ihre Anwendbarkeit
fiir nichtlineare Systeme die Eingangs- und Zustandsbeschrénkungen unterliegen. Zusétz-
lich erméglicht eine MPC die korrekte Reaktion auf messbare externe Storungen sowie die
Anderung von Regelungszielen wihrend der Laufzeit. Die grofite Herausforderung liegt
in der echtzeitfihigen Lisung des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems, weshalb je
nach Systemdynamik effiziente Algorithmen und Programmierung sowie der Einsatz von
leistungsfahigen Rechnern notwendig sind. Aus diesem Grund war das Einsatzgebiet von
modellpridiktiven Reglern in der Vergangenheit auf Prozesse mit langsamen Dynamiken
beschrankt. Erst durch die Entwicklung von immer leistungsstirkeren Rechnern erweiterte
sich der Einsatzbereich dieser Regelungsmethode auch auf Systeme mit entsprechend
schnellen Dynamiken, wie beispielsweise das Wagen-Pendel-System.

Diese Arbeit gliedert sich in sechs Kapitel. Nach der Einleitung wird in Kapitel 2
der mechanische Aufbau des Wagen-Pendel-Systems beschrieben und anschlieflend die
dynamischen Bewegungsgleichungen hergeleitet. Weiters werden in diesem Kapitel auch
die um die Ruhelagen linearisierten Systeme berechnet. In Kapitel 3 wird auf Grund-
legendes zu modellpradiktiven Regelungen eingegangen sowie zwei Moglichkeiten zur
Formulierung des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems vorgestellt. Die verschiedenen
Methoden zur Losung der Optimalsteuerungsprobleme beenden dieses Kapitel. Kapitel 4
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1 Einleitung 2

befasst sich mit einer detaillierten Beschreibung der Gradienten-basierten erweiterten
Lagrange-Methode. Insbesondere soll auf die Schwierigkeiten, die mit diesem Verfahren
einhergehen, eingegangen und deren Losung im Detail beschrieben werden. In Kapitel 5
wird auf spezielle Implementierungsdetails der modellpradiktiven Regelung eingegangen
und die Simulationsergebnisse sowohl aus MATLAB/SIMULINK als auch anhand des realen
Versuchsaufbaus gezeigt. Im letzten Kapitel erfolgt eine abschliefende Zusammenfassung
der Arbeit.
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2 Mathematische Modellierung

Nach einer kurzen Beschreibung des mechanischen Aufbaus des Wagen-Pendel-Systems
befasst sich dieses Kapitel mit der Herleitung der dynamischen Bewegungsgleichungen. Die
hier gewéhlte Formulierung beruht auf den sogenannten Euler-Lagrange Gleichungen [1],
welche eine systematische Berechnung der Bewegungsgleichungen auf Basis der kinetischen
und potenziellen Energie des Starrkorpersystems erlauben. Da fiir spitere Betrachtungen
die um die Ruhelagen des Wagen-Pendel-Systems linearisierte Dynamik benétigt wird,
werden diese zum Abschluss des Kapitels betrachtet.

2.1 Mechanischer Aufbau

Der prinzipielle mechanische Aufbau des Wagen-Pendel-Systems ist in Abbildung 2.1
dargestellt.

Abbildung 2.1: Wagen-Pendel-System

Es besteht aus einem horizontal verfahrbaren Schlitten der Masse mg und einem drehbar
daran befestigten Pendelstiick. Das Pendelstiick wird dabei als Starrkorper der Linge
l1, Masse m1, Abstand vom Drehpunkt zum Schwerpunkt a; und Tréagheitsmoment .J;
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Bewegungsgleichungen 4

beziiglich des Schwerpunktes betrachtet. Die im Drehpunkt auftretenden drehwinkelge-
schwindigkeitsproportionalen Reibungsverluste werden durch den Reibkoeflizienten d;
berticksichtigt. Die Werte der Parameter wurden aus [2] und [3] itbernommen und sind in
Tabelle 2.1 aufgelistet. Als Aktor des Versuchsautbaus dient ein Synchronmotor welcher
iiber einen Riemen den Schlitten antreibt und so die Umfangskraft Fg als Stellgroie auf den
Schlitten ausiibt. Als Storgrofle sei ein externes Lastmoment My, welches direkt auf das
Pendel wirkt, angenommen. Die Auslenkung ¢; des Pendels wird mithilfe eines im Dreh-
gelenk befindlichen Inkrementaldrehgebers gemessen. Ein weiterer Inkrementaldrehgeber
am Synchronmotor ermdglicht die Messung der Schlittenposition s. Die Auflésungen der
Drehgeber sind in Tabelle 2.2 angegeben. Fiir weitere Details des Mess- und Regelungssys-
tems des Versuchsaufbaus sowie die integrierten Sicherheitsfunktionen sei auf [4] verwiesen.

Parameter Wert

Léange des Pendelstiicks [} 0.991 m
Masse des Pendelstiicks my 0.3553 kg
Abstand vom Drehpunkt zum Schwerpunkt aq 0.42m
Trigheitsmoment beziiglich des Schwerpunktes J;  0.0361 kg m?
Reibkoeffizient d; 0.006Nms
Masse des Schlittens mg 0.2kg

Tabelle 2.1: Parameter des Wagen-Pendel-Systems

Beschreibung Wert
Winkelauflosung ~ 7.670 - 10~ % rad
Wegauflosung 6.836-10~°m

Tabelle 2.2: Auflésung des Winkels 1 bzw. der Schlittenposition s

2.2 Bewegungsgleichungen

Eine Grundvoraussetzung fiir die spétere Funktionsfihigkeit eines modellpradiktiven Reg-
lers ist eine moglichst exakte mathematische Beschreibung des Verhaltens des zu regelnden
Systems. Da es sich beim Wagen-Pendel-System um ein Starrkérpersystem handelt, eignen
sich zur Herleitung der Bewegungsgleichungen die sogenannten Fuler-Lagrange Gleichun-
gen. Diese erlauben eine systematische Beschreibung des Systemverhaltens auf Basis der
kinetischen und potenziellen Energie des Systems. Fiir weitere Details der Herleitung sei
auf [1] verwiesen.

Die Euler-Lagrange Gleichungen in vollstdndiger Form lauten
doL OL A OR

———— 4 — =7, j=1,...,n. 2.1
dtog; dq; ~ dg; 7 2
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Bewegungsgleichungen 5

Es ergeben sich somit n gewohnliche Differenzialgleichungen zweiter Ordnung, die die
Bewegung des Systems beschreiben. Die Lagrange-Funktion L = T —V | welche sich aus der
Differenz von kinetischer Energie T' und potenzieller Energie V' zusammensetzt, ist dabei
abhéngig von den generalisierten Koordinaten g; und deren Zeitableitungen den generali-
sierten Geschwindigkeiten ¢;. Mithilfe der sogenannten Rayleighschen Dissipationsfunktion
R konnen die den generalisierten Geschwindigkeiten ¢; proportionalen Reibungskrafte
ausgedriickt werden. 7; beschreibt samtliche externe generaliserte Kréfte.

Das Wagen-Pendel-System besitzt unter Beriicksichtigung von holonomen Zwangsbe-
dingungen in der Ebene n = 2 Freiheitsgrade in Form der Schlittenposition s und des
Drehwinkels ¢1, sieche Abbildung 2.1. Da es mit der Umfangskraft Fg lediglich einen Aktor
gibt, spricht man in diesem Zusammenhang auch von einem sogenannten unteraktuierten
mechanischen System mit Unteraktuierungsgrad eins. Zur iibersichtlicheren Darstellung
und besseren Lesbarkeit werden hier und im Folgenden die Funktionsargumente nur an
jenen Stellen explizit angegeben, an denen sie dem Verstdndnis dienen. Damit ergeben
sich die generalisierten Koordinaten zu

a=[e 8] . (2.2)

Dabei bezeichnet ¢ den Winkel zwischen der vertikalen Achse und dem Pendelstiick, wobei
dieser gegen den Uhrzeigersinn gemessen wird. Die Schlittenposition s gibt die horizontale
Verschiebung des Schlittens gegentiber dem Ursprung des (z,y)-Koordinatensystems an.
Die generalisierten Geschwindigkeiten folgen aus der zeitlichen Ableitung der generalisier-
ten Koordinaten (2.2) zu
T

q= 9= [wl v] . (2.3)
Fiir die nachfolgende Berechnung der Energien werden in einem ersten Schritt die Orts-
vektoren pg und pp vom Ursprung des (z, y)-Koordinatensystems zum Schwerpunkt des
Schlittens sowie zum Schwerpunkt des Pendelstiicks berechnet. Diese ergeben sich zu

s |8 —ay1sinpg
Ps = [01 » PP = l a cos p1 1 ‘ (2.4)

Die entsprechenden Geschwindigkeiten vg und vp der Schwerpunkte folgen durch zeitliche
Differentiation von (2.4) zu

ve = [v] Covp = [v — ajwj COS Y1 (2.5)

0 —a1wi Sin @1

Die kinetische Energie des Schlittens besitzt lediglich einen translatorischen Anteil

1
Ts = §mSVEVs : (2.6)

wahrend das Pendelstiick sowohl einen translatorischen als auch einen rotatorischen Anteil
besitzt ) )
Tp = §m1V};Vp + ile% . (2.7)
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Bewegungsgleichungen 6

Damit folgt fiir die kinetische Energie des Systems
1 1 1
T=Ts+Tp= §msvr§vs + ﬁmlvrngp + §J1w% . (2.8)

Da sich der Schlitten nur entlang der z-Achse bewegt, beinhaltet die potenzielle Energie
des Systems zufolge des Schwerefeldes in negativer y-Richtung lediglich einen Anteil fiir
das Pendelstiick und ergibt sich zu

V =mjaig(cospy + 1), (2.9)

wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Die im Drehgelenk auftretende drehwinkelge-
schwindigkeitsproportionale Reibung wird in der Rayleighschen Dissipationsfunktion in
der Form .

R= §d1w% (2.10)

berticksichtigt, wihrend die Reibung des Schlittens vernachléssigt wird. Als externe
generalisierte Krifte werden die Umfangskraft Fg (Stellgrofie) und das Lastmoment M7,
(Storgrofle) betrachtet

=M, FS}T : (2.11)

Setzt man nun die Gleichungen (2.8)-(2.11) in die Euler-Lagrange Gleichungen (2.1) ein,
so erhilt man die Bewegungsgleichungen des Wagen-Pendel-Systems in der Form

(J1 + mla%)gﬁl —myaigsinp; —miai§cos 1 + di1p1 = My, (2.12a)
aymig? singy — mya1@y cos gy + (mg +my)s = Fg . (2.12b)

Der verwendete Synchronmotor zum Verfahren des Schlittens wird von einem unterla-
gerten Drehzahlregler geregelt. Dies ist besonders vorteilhaft aufgrund der vorhandenen
starken Haftreibung im Riemenantrieb. Deshalb ist es moglich, im {iberlagerten Regel-
kreis direkt die Schlittengeschwindigkeit § vorzugeben. Die Schlittendynamik und die
Riickwirkung des Pendelstiicks auf den Schlitten kénnen daher fiir die Modellierung
vernachlassigt und die Schlittenbeschleunigung § als neue Stellgréfie v gewéhlt werden.
Dadurch vereinfachen sich die Differenzialgleichungen (2.12) zu

(J1 + mla%)Sﬁl —myai1gsin @] — miajucos oy +dig = My, , (2.13a)

S§=u. (2.13b)

Um das implizite Differenzialgleichungssystem zweiter Ordnung auf ein System expliziter
Differenzialgleichungen erster Ordnung der Form x = f(x,u) zu iiberfithren, wird der

Zustandsvektor -
X=|p1 w1 § U} (2'14)

eingefithrt. Das nichtlineare Modell des Wagen-Pendel-Systems mit vernachlassigter Schlit-
tendynamik in Zustandsraumdarstellung ergibt sich damit zu

. w1
®1 .
% miaigsinpi+miaiucos p1—diwi+My,
. 2
X = _1 = f(X’ U, ML) = J1+m1a1 . (215)
S v
u
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Bewegungsgleichungen 7

Zur Bestimmung der Ruhelagen des Systems (2.15) werden die Losungen des nichtlinea-
ren Gleichungssystems

f(xp, ur, Mr,r) =0 (2.16)
ermittelt. Diese ergeben sich zu
PLR YL,R
W1.R 0 .
xp=| V| = , urp =0, Mprp=—magsing g, (2.17)
SR SR
UR 0

womit das Wagen-Pendel-System (2.15) unendlich viele Ruhelagen aufweist. Durch Vorgabe
von My, r = 0 und einer Schlittenposition sg sowie Einschréankung des Winkels ¢; € [0, 27)
folgen zwei elementare Ruhelagen zu

T

obere Ruhelage: xpg, = [O 0 sgp O} , URo =0, Mrpr,=0, (2.18a)
T

untere Ruhelage: xpg, = [7‘(’ 0 sgp O] , URu =0, Mpp,=0. (2.18b)

In den nachfolgenden Kapitel werden die um die Ruhelagen (2.18) linearisierten Systeme
benoétigt. Betrachtet man nur kleine Auslenkungen des nichtlinearen Systems (2.15) aus
den Ruhelagen (2.18), also

x(t) = xp + Ax() | (2.192)
u(t) = ug + Au(t) (2.19b)
ML(t) _ ML7R+AML(t) , (2190)
so lassen sich mit
0
A= ?f(x, u, ML) ’ (2-203)
X x:xR,U:URvML:MLvR
b= aﬂf(x,u, My) ’ (2.200)
u X=XR,u=ur,Mp=Mp R
0
by = f(x, u, ML) ’ (2:200)
aML x:xR,uzuR,ML:ML,R
die linearisierten Systeme in der Form
Ax = AAx + bAu + bgAMy, (2.21)

anschreiben, wobei der Anteil byAM7, in (2.21) zufolge der Storgole fiir die entsprechenden
Betrachtungen keine Rolle spielt und somit ab hier vernachléssigt wird. Mit (2.20) und
(2.15) ergeben sich die System- und Eingangsmatrix des um die obere Ruhelage (2.18a)
linearisierten Systems zu

0 1 0 0 0
miaig _ . d 0 0 miay
A, = Ji+mia? Ji+miai , b, = Jitmiaf | (2.22)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
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2 Mathematische Modellierung 2.2 Bewegungsgleichungen 8

Analog dazu folgt fiir die untere Ruhelage (2.18b)

0 1 0 0 0
__miaig _ dy 0 0 __mia
A, = Ji+mia? Ji+miai , b, = Jitmiaf | (2.23)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Die Berechnung der Eigenwerte der Dynamikmatrix A, des um die obere Ruhelage
(2.18a) linearisierten Systems (2.22) mit den Parametern aus Tabelle 2.1 liefert

A =3.8245, Ay =—3.8752, A3=0, A=0. (2.24)

Somit handelt es sich bei der oberen Ruhelage (2.18a) erwartungsgemifl um eine (im
Sinne von Lyapunov) instabile Ruhelage des Wagen-Pendel-Systems. Die Eigenwerte der
Dynamikmatrix A, des um die untere Ruhelage (2.18b) linearisierten Systems (2.23) mit
den Parametern aus Tabelle 2.1 lauten

A1 = —0.0253 +-13.8497 , Ay = —0.0253 —13.8497, A3=0, A =0, (2.25)

womit es sich streng mathematisch genommen auch bei der unteren Ruhelage (2.18b) um
eine (im Sinne von Lyapunov) instabile Ruhelage des Wagen-Pendel-Systems handelt. Gilt
jedoch u(t) = 0 und wi(to) = 0, s(to) = sr,v(tg) = 0 so folgt v(t) = 0,s(t) = sr und es
gilt V(pl(to) S (0, 27T)

T
lim x(t) = xgo = |7 0 sp 0] , (2.26)

t—00

womit man in einem anwendungsbezogenen Rahmen bei der unteren Ruhelage (2.18b)
durchaus von einer asymptotisch stabilen Ruhelage sprechen kann. Die Aussage (2.26)
lasst sich mathematisch sehr einfach mithilfe der Lyapunov-Theorie [5] beweisen. Die
Gesamtenergie F des Wagen-Pendel-Systems setzt sich in diesem Fall lediglich aus der
kinetischen Energie (2.7) und der potenziellen Energie (2.9) des Pendelstiicks in der Form

1
E = E(p1,w1) =Tp| _,+V = §(J1 + mla?)wf +miaig(1 + cos ¢1) (2.27)

zusammen. Fiir die im System gespeicherte Energie E(¢1,w1) gilt somit V¢, E(t) > 0,
wobei nur fiir die untere Ruhelage (2.18b) E = 0 gilt. Somit stellt die Gesamtenergie
(2.27) einen geeigneten Kandidaten fiir eine Lyapunovfunktion dar. Die zeitliche Ableitung
der Energie folgt mit (2.15) nach einigen Rechenschritten zu

GE@O.0) = 51+ i = dad (2:29
Die im System gespeicherte Energie nimmt also aufgrund der Energiedissipation im
Drehgelenk immer ab, aufler fiir w; = 0 bleibt sie gleich, was den Umkehrpunkten des
Pendelstiicks entspricht. Setzt man w; = 0 in (2.15) ein, dann erkennt man, dass das
Pendel nicht in den Umkehrpunkten verharrt (mit Ausnahme des Punktes ¢; = m,w; = 0)
und mit dem Invarianzprinzip von Krassovskii-LaSalle die asymptotische Stabilitdt der
unteren Ruhelage (2.18b) folgt.
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3 Modellpradiktive Regelung

In diesem Kapitel wird zunéchst auf die historische Entwicklung von modellpradiktiven
Regelungen und ihre Einsatzgebiete eingegangen bevor die Grundidee dieser Regelungs-
strategie mitsamt ihrer Vor- und Nachteile behandelt wird. AnschlieBend werden zwei
Moglichkeiten zur Formulierung des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems vorgestellt.
Die unterschiedlichen Methoden zur Lésung von Optimalsteuerungsaufgaben bilden den
Abschluss dieses Kapitels.

3.1 Historische Entwicklung

Die ersten modellpradiktiven Regelungen im groffindustriellen Mafistab wurden Mitte
der 70er Jahre im Raffineriesektor und in der Petrochemie!, wo ausreichend Zeit und
geniigend Rechenleistung vorhanden ist, eingesetzt. In den darauffolgenden Jahren wurden
die Entwicklungen im Feld der modellpréadiktiven Regelungen vor allem durch in der In-
dustrie tatige Regelungstechniker vorangetrieben, ehe diese auch im akademischen Bereich
Einzug hielten. Den Verlauf der Gesamtanzahl der in der Prozessindustrie eingesetzten
modellpradiktiven Regelungen in den Jahren 1995 bis 2005 sowie ihre Verteilung auf An-
wendungsgebiete zeigt Tabelle 3.1, wobei die Zahlen aus [6] entnommen wurden. Daraus ist
zu erkennen, dass sich die Gesamtanzahl der Anwendungen etwa alle fiinf Jahre verdoppelt
und auch zunehmend nicht-traditionelle Anwendungsgebiete erschlossen werden. So ist
z.B. der Anteil der Anwendungen im Raffinerie- und Petrochemiesektor von etwa 80%
im Jahr 1995 auf etwa 59% im Jahr 2005 gesunken, wohingegen die absolute Anzahl an
eingesetzten modellpradiktiven Regelungen natiirlich auch in diesem Bereich stark ange-
stiegen ist. Keine andere fortgeschrittene Regelungsstrategie hat in der Prozessindustrie
eine solche Erfolgsgeschichte aufzuweisen [7]. Im Raffinerie- und Petrochemiesektor ist der
Einsatz von modellpradiktiven Reglern heutzutage weltweit de facto Standard und fiithrt
zu monetiren Einsparungen, die je nach Gréfle der Anlage mehrere Millionen Euro pro
Jahr betragen konnen [8]. Da bei diesem Regelungsverfahren wiederholt eine mitunter sehr
rechenintensive Online-Optimierung ausgefiihrt wird, war der Einsatzbereich lange Zeit auf
relativ trige/langsame Prozesse, so wie jene der Prozessindustrie mit typischen Reglerab-
tastzeiten im Bereich von einigen Sekunden bis Minuten, beschrankt. Mit der Entwicklung
von immer leistungsstirkeren Rechnern und neuen effizienteren Optimierungsalgorithmen
fallt diese Beschrankung allmahlich, sodass modellpréadiktive Regelungen heutzutage auch
fiir hochdynamische Prozesse mit Reglerabtastzeiten im Sub-Millisekundenbereich einge-
setzt werden. In [9] wird bspw. von einer MPC zur Dampfung der ersten fiinf Moden eines
Biegebalkens berichtet, welche mit einer Reglerfrequenz von bis zu 25kHz arbeitet. In [10]
wird eine modellpradiktive Regelung, welche mit einer Reglerfrequenz von 25kHz arbeitet,

'Herstellung von chemischen Produkten aus Erdsl und Erdgas.
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3 Modellpradiktive Regelung 3.2 Grundidee 10

zur Regelung der x-y-Biihne eines Atomkraftmikroskops eingesetzt. In [11] verwenden die
Autoren eine MPC mit einer Reglerfrequenz von 10kHz zur Regelung eines Piezoaktuators.

1995 1999 2005

Raffinerien 67.2% 55.7% 49.2%
Petrochemie 13.0% 15.3% 9.9%
Chemie 8.5% 4.6% 15.6%
Papier und Zellstoff 2.0% 1.9% 3.8%
Polymer kA, 11% 6.3%
Luft und Gas Utilities kA, 1.6% 59%
Nahrungsgiiter 0.5% 1.5% 3.5%
Bergbau und Metallurgie 0.7%  1.0%  1.5%
Kraftwerke k.A. kKA. 0.2%
Industriedfen 1.9% 1.1%  k.A.

Zement k.A. k.A. 1.3%
Andere 4.2% 16.1% 2.7%
Gesamtanzahl 2233 4635 9456

Tabelle 3.1: Anzahl der MPC-Anwendungen und Verteilung auf Andwendungssektoren

3.2 Grundidee

Industrielle Prozesse stehen in der heutigen Zeit unter enormen Wettbewerbsdruck. Die
Anforderungen an die Qualitit der erzeugten Produkte steigen bei gleichzeitigem Verlangen
nach moglichst minimalem Energieverbrauch bei der Herstellung und Maximierung des
Gewinns. Dariiber hinaus weisen viele Prozesse einen ausgepriagten Mehrgréflencharakter
auf und sind stets bestimmten Beschriankungen unterworfen und Stérungen ausgesetzt. Um
diesen Herausforderungen der modernen Industrie gerecht zu werden, wurde das Konzept
der modellpradiktiven Regelung entwickelt. Dabei handelt es sich um ein modellbasiertes
Regelungsverfahren, welches sich dadurch auszeichnet, dass ein mathematisches Modell
fiir die Beschreibung des dynamischen Verhaltens der zu regelnden Strecke nicht nur in der
Reglersynthese, sondern explizit auch im laufenden Betrieb der Regelung benutzt wird. Ein
moglichst exaktes Modell bildet somit das Riickgrat einer jeden MPC-Anwendung und die
Regelgiite ist entscheidend von der Modellgiite abhéngig. Die prinzipielle Funktionsweise
einer modellpradiktiven Regelung sei anhand von Abbildung 3.1 fiir zwei aufeinander
folgende Abtastschritte ndher erldutert. Dabei wurde der Einfachheit halber von einem
EingroBensystem (SISO-System) erster Ordnung mit einem skalaren Eingang u(t) und
einem skalaren Zustand z(t) ausgegangen. Ziel der Regelung ist es mithilfe der Stellgrofie
u(t) den Zustand x(¢) auf einen vorgegebenen, konstanten Referenzwert z* zu fithren.
Das MPC-Gesetz fiir die MPC-Iteration k wird zum Zeitpunkt ¢, ausgefithrt indem ein
unterlagertes Optimalsteuerungsproblem mit dem aktuell gemessenen bzw. beobachteten
Zustand zj als Anfangswert gelost wird. Die Formulierung des Optimalsteuerungspro-
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3 Modellpradiktive Regelung 3.2 Grundidee 11

blems erfolgt fiir einen Zeithorizont der zum aktuellen Zeitpunkt t; beginnt und zum
Zeitpunkt t; + T endet. Dieser Zeithorizont T" wird auch als Pradiktionshorizont [ty ti + T
(Englisch: prediction horizon) bezeichnet, wobei T' > 0 gilt. Um die Formulierung des
Optimalsteuerungsproblems einfach zu halten, wird fiir den Préadiktionshorizont eine lokale
Zeitachse 7 € [0, T] verwendet, wobei am aktuellen Zeitpunkt t; gilt 7 = 0. Durch die
Beriicksichtigung des mathematischen Modells der Regelstrecke in der Formulierung des
Optimalsteuerungsproblems ist der Regler in der Lage ein Stiick weit ,in die Zukunft zu
schauen®, d.h. eine Vorhersage (Pradiktion) fiir das zukiinftige Verhalten des Systems
zu treffen. Er kennt somit die Auswirkungen der Stellgrofie und kann auf anbahnende
Verletzungen der Beschrankungen von Zustands- und/oder Ausgangsgrofien reagieren.
Auch Beschrankungen der Eingangsgrofien werden in der Formulierung des OCP beriick-
sichtigt, bspw. in Form von sogenannten Boz-Beschrankungen (Englisch: boz-constraints)
u(t) € [Umin, Umax]). Zwel verschiedene Moglichkeiten zur Formulierung dieses Optimal-
steuerungsproblems werden im nichsten Abschnitt vorgestellt. Die Losung des OCP in
der MPC-Iteration k besteht aus einer fir den Pradiktionshorizont [tg,t; + T optimalen
Eingangstrajektorie uj (t) und einer zugehérigen pradizierten Zustandstrajektorie 7 (t).
Die soeben geplante StellgroBe uj (¢) wird nun nicht im gesamten Pradiktionshorizont
[tk, tx + T] auf das zu regelnde System aufgeschaltet sondern nur im ersten Abschnitt
[tk, ti + T¢] desselben. Dieser Zeithorizont T, mit 0 < T, < T wird als Steuerungshorizont
(Englisch: control horizon) bezeichnet, da auf diesem Intervall der Regelkreis offen ist.

u?
A

T

178 b1 =t +1¢ b2 =t +1¢ ty +T
Abbildung 3.1: Grundprinzip der modellpradiktiven Regelung

In Abbildung 3.1 unterscheidet sich die tatséchliche Zustandstrajektorie x(¢) des Systems
im Intervall [ty,t; + 1] von der zuletzt pradizierten Zustandstrajektorie x}(t). Diese
Abweichungen resultieren aus Modellfehlern und/oder unbekannten Stérungen die auf das
System einwirken. Im Intervall [ty + T¢, ¢ + T'] findet man solche Abweichungen dagegen
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3 Modellpradiktive Regelung 3.2 Grundidee 12

immer, also auch fir das ungestorte, nominelle System. Dies ist damit zu begriinden,
dass in zwei aufeinanderfolgenden Abtastschritten t; und tx.1 jeweils zwei verschiedene
Optimalsteuerungsprobleme mit unterschiedlichen Horizonten gelést werden und somit
das Optimalitatsprinzip nach Bellman [12] keine Anwendung findet. Am Ende des Steue-
rungshorizonts t;41 = t; + Tr wird das MPC-Gesetz fiir die MPC-Iteration (k + 1) mit
nun verschobenen Horizonten und dem neuen gemessenen bzw. beobachteten Anfangs-
wert x4 erneut ausgefiihrt. Dieses Prinzip wird als ,,Prinzip des gleitenden Horizonts*
bezeichnet und ermdoglicht einerseits die schnelle Reaktion auf externe (nicht messbare)
Storungen und berticksichtigt andererseits die stets vorhandene Nichtiibereinstimmung
des Prozessmodells mit dem tatsédchlichen realen Prozess. Der Regelkreis ist somit grofi-
tenteils offen und wird nur zu diskreten Zeitpunkten ¢, k = 1,2,... geschlossen, wodurch
der Steuerungshorizont T, der Reglerabtastzeit der modellpradiktiven Regelung entspricht.

Aufgrund der oben erlduterten Arbeitsweise einer modellpradiktiven Regelung ergeben
sich folgende Vorziige, wobei Teile daraus aus [7] und [13] entnommen wurden:

e Die meisten verfahrenstechnischen Prozesse verfiigen mit Stelleinrichtungen wie
Pumpen, Ventile, Motoren etc. iiber mehrere Eingangsgrofien und besitzen mit Tem-
peraturen, Driicken, Durchfliissen, Fiillstdnden etc. mehrere Ausgangsgréfien. Sie
stellen somit ein Mehrgroensystem (MIMO-System) dar. Dabei beeinflusst jede der
manipulierbaren Stellgréfien mehr als eine Ausgangsgrofie und umgekehrt existieren
fiir die Einflussnahme auf einen Ausgang mehrere Eingénge. Der traditionelle Versuch
solche Systeme bzw. ganze Anlagenteile mittels einer dezentralen PID-Regelung zu
regeln, ist mit zunehmender Komplexitat der Anlangen und Prozesse nicht zielfiih-
rend, sodass der Einsatz eines Mehrgrofienreglers erforderlich wird. Da es sich bei
der modellprdadiktiven Regelung um einen relativ allgemeinen Ansatz handelt, 1asst
sich dieser ohne viel Aufwand vom Eingroéfien- auf den Mehrgrofienfall iibertragen.
Sie eignet sich weiters zur Regelung von Strecken mit nichtlinearer, komplizierter
Dynamik (Systeme mit Totzeit- oder Allpassverhalten). Selbst fiir SISO-Systeme
ohne Beschrankungen lassen sich durch den Einsatz von modellpradiktiven Regelun-
gen verglichen mit konventionellen PID-Regelungen wesentlich hohere Regelgiiten
erzielen.

o Die Stell-, Zustands- sowie die zu regelnden Ausgangsgréfien der Prozessindustrie
sind im Allgemeinen stets bestimmten Beschrankungen unterworfen. Als Beispiel
seien hier Maximalspannungen, Maximalbeschleunigungen und Maximalkréifte sowie
maximale Stoff- und Energiestrome in Rohrleitungen oder maximale Fiillstdnde in
Behéltern genannt. Der optimale Arbeitspunkt einer verfahrenstechnischen Anlage
liegt dabei hdufig auf oder dicht an den Beschrankungen des Prozesses. Andererseits
diirfen solche Beschrankungen oftmals nicht verletzt, also iiber- bzw. unterschritten
werden, da der Prozess dann ins Stocken geraten wiirde oder schlimmstenfalls
ein katastrophales Ereignis wie die Zerstorung der Anlage oder Anlageteilen zur
Folge hétte. Das Konzept der modellpradiktiven Regelung ist nach heutigem Stand
das einzige Regelungsverfahren, in dem Beschrdnkungen von Eingangs-, Zustands-
und/oder Ausgangsgréffien systematisch und explizit berticksichtig werden.
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3 Modellpradiktive Regelung 3.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems 13

e Da modellpradiktive Regler {iber ein mathematisches Modell des realen Systems
verfiigen, konnen sie vorausschauend arbeiten, d. h. bereits zu einem frithen Zeitpunkt
auf sich anbahnende Verletzungen der Beschrankungen reagieren. Dariiber hinaus
lassen sich bekannte zukinftige Ereignisse wie Storungen oder Verldufe von Sollgrifien
auf systematische Art und Weise berticksichtigen.

« Die Methode der modellpridiktiven Regelung weist eine relativ gute Ubertragbarkeit
auf. Ist der Regelungsalgorithmus einmal entwickelt und implementiert, so lésst er
sich ohne viel Aufwand auch auf andere Systeme iibetragen.

Aufgrund dieser Tatsachen zahlt die modellpradiktive Regelung zu den leistungsfahigsten
Verfahren der modernen Regelungstechnik. Demgegeniiber stehen folgende Schwierigkei-
ten, die mit der Entwicklung und Implementierung einer modellpréadiktiven Regelung
einhergehen:

o Fiir die Realisierung einer modellpridiktiven Regelung wird in jedem Abtastschritt
die Losung eines unterlagerten Optimalsteuerungsproblems benétigt. Dies fiihrt zu
einem hohen Rechenaufwand.

e Die optimierten Stellgrofien konnen erst dann an das zu regelnde System ausgegeben
werden, wenn der Optimierungsprozess abgeschlossen ist, d.h. die Losung des Opti-
malsteuerungsproblems hat grundséatzlich in Echtzeit zu erfolgen. Dies erfordert, je
nach Komplexitidt und Ordnung der zu regelnden Strecke, sowohl einen effizienten
Optimierungsalgorithmus als auch den Einsatz von leistungsstarken Rechnern.

e Die erstmalige Entwicklung und Implementierung einer modellpradiktiven Regelung
ist, wie in dieser Arbeit festgestellt wurde, mit hohem Aufwand verbunden.

e Der Nachweis der Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises ist nur sehr schwierig zu
erbringen und wie in [13] gezeigt wird auch nur fiir das nominelle, ungestorte System
unter der Voraussetzung verschiedener Annahmen beziiglich der Systemdynamik
und des Kostenfunktionals mit vertretbarem mathematischen Aufwand mdoglich.

3.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems

Damit ein modellpradiktiver Regler in jedem Abtastschritt ¢, k = 1,2,... eine geeignete,
optimale Stellgréfe uj (¢) fir den Préadiktionshorizont ¢ € [ty, tx + 1] auswihlen kann, wird
ein unterlagertes Optimalsteuerungsproblem formuliert. Die Gestaltung dieser dynamischen
Optimierungsaufgabe hdngt im Wesentlichen von den Zielen der Regelung ab und bestimmt
das resultierende Reglerverhalten sowie die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises. Die
Formulierung dieses unterlagerten OCP ist daher ein zentraler Punkt bei der Entwicklung
von modellpradiktiven Regelungen. Um die Notation einfach zu halten, wird fortan fiir
Groflen im Optimalsteuerungsproblem stets die lokale Zeitachse 7 anstatt der absoluten
Zeit t verwendet womit sich der Pradiktionshorizont zu 7 € [0, 7] ergibt. Weiters werden
zur Unterscheidung von den tatséchlich am realen System auftretenden Trajektorien
u(t) und x(t) die jeweiligen GroBen im Optimalsteuerungsproblem der MPC-Iteration
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3 Modellpradiktive Regelung 3.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems 14

k (mit dem Startzeitpunkt ;) mit dem Index k gekennzeichnet. Dementsprechend folgt
die generelle Struktur des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems fiir ein nichtlineares,
zeitinvariantes System in Zustandsraumdarstellung zu

T

min (g (r)ix00) = @Gee(T)) + [ 1xe(r). ms(r) dr (3.1a)
wB.ov. %4(7) = £(xp(7), up (7)) (3.1b)
x;(0) = xx0 (3.1c)
g(xk(7)) =0, Vrel0,T) (3.1d)
gT(Xk(T» =0 (3.16)
h(x,(1)) <0, Vrel0,T] (3.1f)

hr (xx(T)) < 0 (3.1g)

U, (7) € [Umin, Umax] , V7 € [0,77 . (3.1h)

Das zu minimierende, skalare Kostenfunktional (3.1a) setzt sich im Allgemeinen aus der
Summe eines Endkostenterms (Englisch: terminal costs) ¢ : R — R und eines integralen
Kostenterms (Englisch: integral costs) I : R™ x R™ — R zusammen, wobei u, € R die
Eingangsgrofie und x; € R™ den Zustand des Systems darstellen. In der géngigen Literatur
wird der Endkostenterm auch als Mayer- Term, der integrale Kostenterm als Lagrange- Term
und die Summe der beiden als Bolza-Term bezeichnet. Die Minimierung des Kostenfunktio-
nals J(ug(7); Xy 0) wird beztiglich der Stellgréfe uy ausgefiihrt und unterliegt dabei sowohl
der Systemdynamik (3.1b) mit f : R™ x R — R"™ als auch den Anfangsbedingungen
(3.1c). Der Anfangszustand xj, o entspricht dabei dem zum Abtastzeitpunkt ¢, gemessenen
bzw. beobachteten Zustand des realen Systems womit xj; o = x(t5) gilt. Weiters sind
haufig Gleichungs- und Ungleichungsbeschrinkungen der Form (3.1d) und (3.1f) mit
g:R"” - RM und h: R®” — R™ anzutreffen. Endgleichungsbeschréinkungen der Form
(3.1e) mit g7 : R" — RMsr werden bspw. genutzt um einen gewiinschten Zustand Xqes zur
Endzeit T zu erreichen. Soll hingegen lediglich eine Endregion bzw. ein Endgebiet zum
Endzeitpunkt T erreicht werden, so eignen sich dafiir Endungleichungsbeschrinkungen
der Form (3.1g) mit hy : R* — R 7. In der Literatur werden (3.1d) und (3.1f) auch
als Pfadbeschrankungen bzw. (3.1e) und (3.1g) als Punktbeschrankungen bezeichnet. Mit
(3.1h) werden die im Allgemeinen stets vorhandenen Beschrankungen der Stellgréfe in
Form von Box-Beschrankungen berticksichtigt. Die Aufgabe der dynamischen Optimierung
besteht nun darin, eine Stellgrofie ug(7), 7 € [0, 7] so zu finden, dass sie zusammen mit
der Zustandstrajektorie x;(7), 7 € [0, 7] des zugehorigen dynamischen Systems (3.1b) mit
dem Anfangszustand (3.1c) alle Beschrankungen (3.1d)-(3.1h) erfiillt und gleichzeitig das
Kostenfunktional (3.1a) minimiert. Die Losung des Optimalsteuerungsproblems (3.1) ist
nur in den einfachsten Féllen analytisch moglich, weshalb man im Allgemeinen stets auf
numerische Verfahren zuriickgreifen muss.

Eine in der Regelungstechnik oft gestellte Aufgabe besteht darin, ein nichtlineares,
zeitinvariantes System der Form

x =f(x,u), x(0)=x (3.2)
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3 Modellpradiktive Regelung 3.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems 15

mit dem Eingang u € R" und dem Zustand x € R" ausgehend von einem beliebigen
Anfangszustand xg in endlicher Zeit T" in eine gewiinschte Ruhelage (Xges, Udes) mit

f(xdes, udcs) =0 (33)

zu liberfithren. Auch das Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems kann als so ein Vorgang
betrachtet werden, bei dem ausgehend von der unteren Ruhelage

T
X0 =Xpy = |7 0 0 0 (3.4)
in endlicher Zeit T' die obere Ruhelage
Xdes = XR,0 = 0, Uges = UR = 0 (35)

erreicht werden soll. Typischerweise werden dann sowohl der Endkostenterm ¢(x(7")) als
auch der integrale Kostenterm [(x(7),u(7)) als positiv definite Funktionen der Form

p(x(T)) = 5 AXT(T)PAX(T) (3.60)
I(x(r), u(7)) = 5 A" ()QAX(r) + 5 Au" ()R Au(7) (3.6b)
mit
Ax(r) = x(r) - Xaes (3.7a)
Au(r) = u(r) - s (3.7h)

gewahlt, wobei hier, wie auch an manch anderen Stellen im Folgenden dieses Abschnitts,
auf die explizite Angabe der Indizes k zur Kennzeichnung der Gréfien im Optimalsteue-
rungsproblem verzichtet wurde. Die Gewichtungsmatrizen Q € R™*", R € R"*™ und
P € R™"™ werden dabei in der Regel als symmetrische, positiv definite Matrizen angesetzt.
Wiéhlt man die Gewichtungsmatrizen Q, R und P als positiv definite Diagonalmatrizen,
so lassen sich mit den jeweiligen Eintrédgen die einzelnen Verldufe von Zustands- und Ein-
gangsgrofien getrennt voneinander gewichten. Das Kostenfunktional (3.1a) bewertet damit
im Allgemeinen zwei Aspekte der Regelgiite: mithilfe der Matrix Q die Regeldifferenzen
(x(t) — Xdes) und mithilfe von R den erforderlichen Stellaufwand (u(t) — uges). Die Mini-
mierung hat dabei zur Folge, dass versucht wird, sowohl die Regelabweichungen als auch
den erforderliche Stellaufwand méglichst klein zu halten. Da diese beiden Vorgaben im
Allgemeinen im Widerspruch zueinander stehen, kann durch die entsprechende Wahl der
Gewichtungsmatrizen die Art der Kompromisslésung beeinflusst werden. Eine Erhohung
der Eintrage in Q fiihrt zwar zu geringeren Regeldifferenzen, dies aber auf Kosten der
Stellgréflen. Soll der Fokus jedoch auf eine Minimierung des Stellgroflenbedarfs gelegt
werden, so sind die Eintrige in R zu erhohen.

Als Entwurfsmodell (3.1b) fir die modellpréadiktive Regelung des Wagen-Pendel-Systems
aus Abbildung 2.1 wird die Zustandsraumdarstellung (2.15) ohne Berticksichtigung der
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3 Modellpradiktive Regelung 3.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems 16

nicht messbaren Stérung, d.h. My (t) = 0, verwendet. Da der Verfahrweg s sowie die
Geschwindigkeit v und die Beschleunigung u des Schlittens den Beschrankungen

Smin SS(T) < Smax, VT € [O,T] (38&)
Umin SU(T) < Umax, VT € [O,T] (38b)
Umin <U(T) < Umax, V7T € [0,T] (3.8¢)
mit Smin, Smax, Umin; Vmax> Ymin, Ymax € R unterliegen, wobei ‘Smin| = |5max‘7 |Umin| = |Umax|
und |Umin| = |umax| gelten, ergeben sich die Ungleichungbeschrénkungen (3.1f) und Box-

Beschrankungen (3.1h) des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems (3.1) zu

hi(x(7)) = 8(7) = Smax < 0 (3.9a)
ha(x(7)) = Smin — s(7) <0 (3.9b)
h3(x(7)) = v(T) = Umax <0 (3.9¢)
ha(x(7)) = Vmin —v(7) <0 (3.9d)

U € [Umin, Umax] - (3.9¢)

In den folgenden zwei Abschnitten werden zwei mogliche Formulierungen des unterla-
gerten Optimalsteuerungsproblems (3.1) vorgestellt, die zu einer asymptotisch stabilen
Ruhelage (Xdes, Udes) im geschlossenen Regelkreis fithren. Dabei wurde stets angenommen,
dass fiir die zu erreichende Ruhelage X4es = 0 und uges = 0 gilt. Dies stellt jedoch keine
Einschrankung der Allgemeinheit dar. Gilt ndmlich xges # 0 und uges # 0, dann kann
man durch die einfache Zustands- und Eingangstransformation X(t) = x(t) — Xqes bzw.
u(t) = u(t) — uges immer erreichen, dass in den transformierten Koordinaten Xqes = 0
und Uges = 0 gilt.

3.3.1 Optimalsteuerungsproblem mit vorgeschriecbenem Endzustand

Eine sehr einfache Moéglichkeit zur Formulierung des unterlagerten Optimalsteuerungspro-
blems (3.1) damit die zu erreichende Ruhelage

(xd687 udes) = (07 0) (310)

des geregelten Systems asymptotisch stabil ist, besteht darin, den Zustand am Ende des
Préadiktionshorizonts zum Zeitpunkt 7 = T" in Form von Endgleichungsbeschrankungen
(3.1e)

gr(xx(T)) =xk(T) =0 (3.11)

fest vorzugeben. Auf die Angabe eines Endkostenterms ¢(xy (7)) im Kostenfunktional
(3.1a) kann somit verzichtet werden. Fiir die Entwicklung einer modellpradiktiven Regelung
zum Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems folgt mit den Beschriankungen (3.9) das
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unterlagerte Optimalsteuerungsproblem (3.1) damit zu

T

%l(r; J(up(T); Xp0) = ;/0 (XE<T)QX]€(T) + Ru%(T)) dr (3.12a)
wB.v. (1) = f(xk(7), ur(1)) (3.12b)
x;(0) = X0 (3.12¢)
gr(xx(T)) =xx(T) =0 (3.12d)
hi(xk(7)) = $k(7) — Smax <0, V7 €[0,T] (3.12¢)
ho(xk(T)) = Smin — sk(7) <0, V7 €[0,T] (3.12f)
hs(xx(7)) = vk(T) — Umax < 0, V7 €[0,7] (3.12g)
hy(X5(T)) = Vmin — vk(7) <0, V7 €0,T] (3.12h)

up(7) € [Umin, Umax] , V7 €[0,T] . (3.12i)

Die Endgleichungsbeschrankungen (3.12d) erzwingen, dass der pradizierte Zustand xj (7"
am Ende des Pradiktionshorizonts exakt im Ursprung liegt. Zu beachten dabei ist, dass
dies lediglich fiir den pradizierten Zustand gilt. Die tatsichliche Zustandstrajektorie x(t)
des realen Systems nédhert sich der oberen Ruhelage (3.5) nur asymptotisch. Fiir den
Stabilitatsnachweis dieser Methode sei auf [13] verwiesen. Die Vorgabe eines exakt zu errei-
chenden Endzustandes erschwert jedoch die Losung des Optimalsteuerungsproblems (3.12)
und fithrt damit zu einem sehr hohen Rechenaufwand. Da die Losung der Optimierungs-
aufgabe in Echtzeit zu erfolgen hat, ist diese Methode vor allem fiir nichtlineare Systeme,
die kurze Reglerabtastzeiten erfordern, nur bedingt geeignet. Aus diesem Grund wird im
néchsten Abschnitt auf die explizite Vorgabe eines exakt zu erreichenden Endzustandes
verzichtet und anstelle dessen lediglich ein zu erreichendes Endgebiet vorgeschrieben.

3.3.2 Optimalsteuerungsproblem mit vorgeschriebenem Endgebiet und
Endkostenterm

Um den Rechenaufwand des numerischen Optimierungsverfahrens zur Losung des unterla-
gerten Optimalsteuerungsproblems zu verringern, wurde in [14] eine Methode vorgestellt,
welche die restriktiven Endgleichungsbeschrankungen (3.12d) aus Abschnitt 3.3.1 durch
FEinfithrung eines Endgebietes auflockert und dennoch zu einer asymptotischen Stabilitat
des geschlossenen Regelkreises fithrt. Das zu minimierende Kostenfunktional (3.1a) setzt
sich bei dieser Methode aus der Summe eines integralen Kostenterms

I(x(r), u(7)) = 5x"(1)Qx(r) + 5u” (r)Ru(r) (3.13)

und eines Endkostenterms 1
p(x(T)) = 5x"(T)Px(T) (3.14)

mit den symmetrischen, positiv definiten Matrizen Q € R™" R € R™*™ und P €
R™ " zusammen?. Anstelle der Endgleichungsbeschrinkungen (3.12d) wird nun ein zu

?Wie bereits im letzten Abschnitt erwihnt, gilt fiir die zu erreichende Ruhelage (Xdes, Udes) = (0, 0).
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erreichendes Endgebiet A7 in Form einer Endungleichungsbeschrénkung

hr(x(T)) = %XT(T)PX(T) —ar <0 (3.15)

mit ar € R eingefithrt, womit fiir das Endgebiet

XT_{XG]Rn

1
Sx"Px < aT} . {0} C A CR" (3.16)

gilt. Die Endungleichungsbedingung (3.15) erzwingt, dass der pridizierte Zustand am
Ende des Préadiktionshorizonts innerhalb des Endgebietes X7 aus (3.16) liegt, also x*(T") €
Xr gilt. Die Eintrdge der Gewichtungsmatrix P werden dabei so gewéhlt, dass der
Endkostenterm (3.14) eine obere Schranke fiir den integralen Kostenterm (3.13) in der
gesamten Zukunft des mit einem (fiktiven) lokalen linearen Zustandsregelgesetz

u(r) = Kx(7) (3.17)
geregelten Systems ist, d.h.
o(x(T)) > /T T Ux(r), Kx(r)) dr (3.18)

sofern x(7T') € AXr gilt. Aus diesem Grund wird dieser Ansatz auch héufig als MPC
mit quasi-unendlichem Prddiktionshorizont bezeichnet. Die Konstante ar wird so ge-
wahlt, dass Xp eine positiv invariante Menge® des mit dem linearen Zustandsregelgesetz
(3.17) geregelten Systems ist. Wie in [14] gezeigt wird, folgt daraus die asymptotische
Stabilitdt der Ruhelage (Xdes, Udes) im geschlossenen Regelkreis. Man beachte, dass das
Zustandsregelgesetz (3.17) nicht implementiert wird und es somit, unabhéngig davon ob
der Anfangszustand xj o der MPC-Iteration k in (3.1c) innerhalb oder auflerhalb des zu
erreichenden Endgebietes liegt, zu keinem Zeitpunkt zu einer Umschaltung zwischen dem
modellpréadiktiven Regler und dem linearen Zustandsregler kommt. Dieser wird lediglich
zur Berechnung der Gewichtungsmatrix P des Endkostenterms (3.14) und zur Ermitt-
lung des Parameters ap des Endgebietes (3.15) benotigt, woher die Bezeichnung fiktiv
herriihrt. Ein Vorteil dieser Methode besteht darin, dass die Berechnung der notwendigen
Groflen offline erfolgt und somit kein zusétzlicher Rechenaufwand wéahrend der Laufzeit
der modellpradiktiven Regelung aufkommt.

Im Folgenden werden die Berechnungsvorschriften fiir P und « systematisch hergeleitet
ehe sie fiir die Formulierung des Optimalsteuerungsproblems des Wagen-Pendel-Systems
angewendet werden.

3Fiir die Definition einer positiv invarianten Menge sei auf [5] verwiesen.
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Allgemeine Herleitung der Methode

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei das Optimalsteuerungsproblem

T
min J(u(7);xp) = %XT(T)PX(T) +/O <;XT(T)QX(7') + 1uT(T)Ru(T)) dr

(3.19a)

uw.B.v. x(7) =f(x(7),u(r)) (3.19b)
x(0) = %o (3.19¢)

x(T) € Xr (3.19d)

u(r) e, vrel0,T] (3.19¢)

mit dem Endkostenterm aus (3.14), dem integralen Kostenterm aus (3.13), der Systemdy-
namik (3.19b) samt zugehorigem Anfangszustand (3.19¢), dem Endgebiet X7 aus (3.16)
sowie der kompakten und konvexen Menge* U der zulissigen Eingginge, fiir die

{0} cUCR™ (3.20)

gilt. Zu Beginn wird das um die zu erreichende Ruhelage (Xges, Udes) = (0, 0) linearisierte
System®
% = Ax + Bu (3.21)

von (3.19b) mit

0 0
A= 8—Xf(x, u) , B= %f(x, u) (3.22)

x=0,u=0 x=0,u=0

betrachtet. Ist das linearisierte System (3.21) vollstandig erreichbar, so lasst sich dafiir
mithilfe der Formel von Ackermann ein klassischer linearer Zustandsregler entwerfen [16].
Dieser Entwurf wird auch als Polvorgabe im Zustandsraum bezeichnet, da die Eigenwerte
der Dynamikmatrix des geschlossenen Kreises

A,=A+BK (3.23)

beliebig platziert werden kénnen. Ist das Paar (A, B) aus (3.21) lediglich stabilisierbar, so
lasst sich ein LQR-Regler [12] (im Englischen als Linear Quadratic Regulator bezeichnet),
welcher in der Literatur haufig auch stationdrer Riccati-Regler genannt wird, entwickeln.
In beiden Féllen hat das Zustandsregelgesetz die Form

u(t) = Kx(t) (3.24)
mit der Reglerverstarkungsmatrix K € R™*™ und es folgt fiir alle Eigenwerte \;, i =
1,...,n, der Dynamikmatrix A, des geschlossenen Kreises (3.23)

Re(N) <0 . (3.25)

“Fiir die Definition einer kompakten und konvexen Menge sei auf [15] verwiesen.
5Da die Linearisierung um die Ruhelage (Xdes, Udes) = (0, 0) erfolgt, gilt in weiterer Folge Ax = x und
Au = u.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

3 Modellpradiktive Regelung 3.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems 20

Die Matrix A, ist somit eine sogenannte Hurwitz-Matriz. Wie nachfolgend noch gezeigt
wird, ergibt sich die Gewichtungsmatrix P des Endkostenterms des Kostenfunktionals
(3.19a) als Losung der sogenannten Lyapunov-Gleichung

(A; ++E)'P +P(A, +KkE) = -Q* (3.26)

mit der Dynamikmatrix A, € R"*" des geschlossenen Kreises (3.23), der Einheitsmatrix
E € R™", der Matrix Q* = Q + KTRK € R"™*" sowie der Konstanten x € [0, 00) welche
die Bedingung £ < —Amax(Ag) erfiillt. Wie in [17] bewiesen wird, hat die Lyapunov-
Gleichung (3.26) genau dann eine eindeutige, symmetrische und positiv definite Losung
P, wenn (A4 + <KE) eine Hurwitz-Matrix und Q* eine positiv definite Matrix ist. Da
sowohl Q als auch R als symmetrische, positiv definite Matrizen angesetzt werden, ist in
weiterer Folge auch die Matrix Q* symmetrisch und positiv definit. Weiters haben fiir
k € [0, —Amax(Ay)) alle Eigenwerte der Matrix (A4 + <E) einen negativen Realteil. Somit
liefert (3.26) eine eindeutige, symmetrische und positiv definite Losung P. In weiterer
Folge wird das zu erreichende Endgebiet X7 so gewahlt, dass es eine positiv invariante
Menge des mit dem Zustandsregelgesetz (3.24) geregelten Systems (3.19b) darstellt. Da
die Stellgroie u(7) zu jedem Zeitpunkt 7 zuldssig sein muss, wird in einem ersten Schritt
ein moglichst grofles Endgebiet Xy mit Xpr C X'pq in der Form

1
X = {x eR" §xTPx < aTl} (3.27)

mit einem moglichst grofem ar; € Rsg so konstruiert, dass
u=Kxel s Vx € X (3.28)

gilt. Da ap € (0, ap] gilt, wird folglich die Eingangsbeschrankung (3.19e) im Endgebiet
Xr durch den Zustandsregler (3.24) eingehalten. Um nun zu zeigen, dass X7 tatsichlich
eine positiv invariante Menge des mit dem linearen Zustandsregelgesetz geregelten Systems
ist und die Abschitzung (3.18) giiltig ist, wird die Zeitableitung des Endkostenterms
©(x(7)) entlang einer Trajektorie des mit dem Zustandsregler (3.24) geregelten Systems

x = f(x, Kx) (3.29)

néher betrachtet. Die zeitliche Differentiation des Endkostenterms ergibt sich zu

2 2
= SE7 (), Kx(r)Px(r) + x(OPEx(r), Kx(r) . (330)

px(r) = £ (3x"(OPx(r)) = 3K (P)Px(r) + 3T (r)P()

Durch Einfiihren des sogenannten Linearisierungsfehlers ¢(x) in der Form®

o(x) =f(x, Kx) — Ajx (3.31)

SAn der Ruhelage X4es = 0 gilt somit ¢(xdes) = 0. Man beachte jedoch, dass es aufler der Ruhelage
Xdes = 0 noch weitere Punkte x € R" gibt, an denen ¢(x) = 0 gilt.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

3 Modellpradiktive Regelung 3.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems 21

mit der Dynamikmatrix A, des geschlossenen Kreises (3.23) folgt fiir (3.30)

. 1 T 1 o
px(r)) = 5 (B6x(r)) + Ax()) Px(r) + 5xT (TP ($(x(r)) + Agx(r))

= L8 (x(r))Px(r) + X" (1) AL Px(r)

+ X" (PG(x(r)) + 5x" (r)PA,X(r)

_ %XT(T) (ATP + PA, )x(r) + x"(r)Po(x(r)) . (3.32)

Fiir eine Abschitzung des Terms x ' (7)P¢(x(7)) von (3.32) wird in weiterer Folge die
sogenannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung [5] in der Form

u'v < lufyfvl,, Vu,veR", (3.33)

die Figenwertabschéitzung fiir quadratische Formen von symmetrisch, positiv definiten
Matrizen T € R™™" [5] in der Darstellung

T
9 w Tw n
< — .34
Wi < 3 T weR", (334
sowie die Ungleichung [5]
[Twlly < IT[;ollwl, , YweR",TeR"™™ (3.35)

mit der induzierten Matriznorm ||T|; 5 verwendet. Mit (3.33) und (3.35) folgt

2 [Pl

TP (x) < ||x"P||_ll¢(x)], < [Pl olIxI3 T2 (3.36)
2 1]
Durch Einfiihrung der Konstanten Ly € R~ in der Form
Ly:= sup l$x)lly (3.37)

XEXT,x#£0 ”XH2
und mithilfe von (3.34) lasst sich (3.36) weiter abschitzen zu
1Pl oL
Amin(]-:.)

x"Po(x) < |[P|; 5 LoIx[l5 < x'Px . (3.38)

Der Parameter ap € (0, 1] wird dabei so gewéhlt, dass im Endgebiet Ap

e sp 120 Mo (®) 5.39)

x€XT,x#0 ||X||2 N HPHi,Q

gilt. Dadurch lasst sich (3.38) weiter vereinfachen zu

x"Pp(x) < kx'Px . (3.40)
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Setzt man nun die Ungleichung (3.40) in (3.32) ein, so folgt
1
Gx(r) < 5x"(7) (AJP + PA,)x(r) + rx" (r)Px(7) (3.41)
und durch eine weitere Vereinfachung erhélt man

o(x(7)) < %XT(T) ((Ag+#E)TP + P(Ay + KE) )x(7) . (3.42)

Mit der bereits erwdhnten Lyapunov-Gleichung (3.26) folgt fiir (3.42) schlussendlich

px(r) = (G OPx(7)) < —x"(MQx(7) (3.3

mit den symmetrischen, positiv definiten Matrizen P und Q*. Damit wurde gezeigt, dass
fiir jede Trajektorie x(7) welche im Endgebiet X startet und fortan mit dem linearen
Zustandsregler u(7) = Kx(7) geregelt wird, der Endkostenterm ¢ eine Lyapunovfunktion
darstellt, deren Zeitableitung negativ definit ist. Damit folgt:

o Die Trajektorie x(7) verharrt fiir alle Zeiten im Endgebiet Xp.
 Die Trajektorie x(7) konvergiert in die zu erreichende Ruhelage (Xdes, Udes) = (0, 0).

Dies lasst sich sehr anschaulich geometrisch interpretieren. Da die Matrix P € R™*™
symmetrisch und positiv definit ist, sind die Héhenlinien der Funktion
L7

fx) = oX Px=c (3.44)
mit der Konstanten ¢ € R~ n-dimensionale Ellipsoide mit dem Ursprung x = 0 als
Mittelpunkt, wobei deren Achsen mit den Richtungen der n paarweise orthogonalen
Figenvektoren der Matrix P zusammenfallen und deren Léngen invers proportional zum
jeweiligen positiv reellen Eigenwert sind [15]. Die Ungleichung (3.43) besagt nun, dass
sich die Ellipsoide mit fortlaufender Zeit 7 immer weiter zusammenziehen, bis sie fiir
7 — oo lediglich den Ursprung x = Xqes = 0 enthalten. Um nun weiters zu zeigen,
dass fiir x(7') = xr € Xr der Endkostenterm (3.14) tatséchlich eine obere Schranke
fiir den integralen Kostenterm (3.13) in der gesamten Zukunft des mit dem linearen
Zustandsregelgesetz u(7) = Kx(7) geregelten Systems ist, also

Pz [T L rax) + L (kx(r) "R (kx(r) o

= —x (7)Q*x(7)dr (3.45)

gilt, wird lediglich die Ungleichung (3.43) von 7 = T bis 7 = oo aufintegriert, woraus
unmittelbar (3.45) folgt.
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Schritt 1. Freie Wahl der symmetrischen und positiv definiten Gewichtungsmatrizen
Q und R als Diagonalmatrizen zur Beeinflussung der Regelgiite.

Schritt 2. Linearisierung des zu regelnden Systems um die zu erreichende Ruhelage
(Xdes, Udes) = (0,0) und anschliefende Berechnung des linearen Zustands-
regelgesetzes u = Kx, so dass die Dynamikmatrix A, des geschlossenen
Kreises asymptotisch stabil ist.

Schritt 3. Wahl von x € [0,00), so dass die Bedingung x < —Amax(Ag) erfiillt ist.

Schritt 4. Berechnung der symmetrischen, positiv definiten Matrix P als Losung der
Lyapunov-Gleichung (3.26).

Schritt 5. Bestimmung eines grofftmoglichen ap; € R, so dass (3.28) mit (3.27)
erfiillt ist.

Schritt 6. Bestimmung eines grofftmoglichen ap € (0, ar;], entweder so, dass die
Ungleichung (3.39) erfiillt ist, oder alternativ dazu durch wiederholtes
Losen der Optimierungsaufgabe (3.47).

Tabelle 3.2: Vorgehensweise zur Bestimmung des Endkostenterms und des Endgebietes

Die soeben beschriebene Vorgehensweise zur Offline-Bestimmung der Matrix P des
Endkostenterms (3.14) und der Konstanten oy des Endgebietes (3.15) bzw. (3.16) ist
in Tabelle 3.2 nochmals zusammengefasst. Die Bestimmung von ap; in Schritt 5 im
Falle eines skalaren Eingangs u € R wird im nachfolgenden Abschnitt gezeigt. Fiir
einen mehrdimensionalen Eingang u € R™, m > 1 sei auf [18] verwiesen. Ein Problem,
welches bei der Ermittlung von ap in Schritt 6 auftreten kann, ist, dass aufgrund
typischerweise kleiner Werte von Amin(P)/||PJ|; 5 die Ungleichung (3.39) bei manchen
dynamischen Systemen nur fiir sehr kleine Endgébiete Xr giiltig ist. Dies erhoht jedoch
den Rechenaufwand und erschwert somit die Losung des Optimalsteuerungsproblems. Um
nun ein groferes Endgebiet X7 zu erhalten, wird versucht, anstelle der Ungleichung (3.39)
die weniger konservative Bedingung (3.40) in der Form

xTPp(x) — kx'Px <0, Vxe&Xr (3.46)

zu erfiillen. Dies ladsst sich sehr einfach durch wiederholtes Losen des beschrinkten, stati-
schen Optimierungsproblems

max f(x) =xTPp(x) — kxTPx (3.47a)
1
wB.v. h(x)= 5xTPx < ar (3.47D)

bewerkstelligen, wobei ap ausgehend von ap solange sukzessive reduziert wird, bis der
optimale Kostenfunktionswert f(x*) des Optimierungsproblems (3.47) kleiner oder gleich
Null ist. Dabei ist zu beachten, dass die Losung des Optimierungsproblems (3.47) im
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Allgemeinen einen hohen numerischen Rechenaufwand erfordert, da hier nach dem globalen
Maximum x* innerhalb des Endgebietes X gesucht wird. Die Verwendung von bekannten
Verfahren aus dem Bereich der beschrankten statischen Optimierung, welche typischerweise
stets lokale Maxima liefern, ist hier somit ungeeignet, da die Bedingung (3.46) innerhalb
des gesamten Endgebietes X giiltig sein muss.

Fir die Entwicklung einer modellpradiktiven Regelung zum Aufschwingen des Wagen-
Pendel-Systems folgt mit den Berechnungsvorschriften aus Tabelle 3.2 das unterlagerte
Optimalsteuerungsproblem (3.1) damit zu

T
min J(u(r);xk0) = 5L (TPx(T) + 5 [ (xE(D)Qxu(r) + Rud () dr (3.480)

uwB.v. xp(7) = £(xk(7), up(7)) (3.48Db)
x4(0) = Xko (3.480)
hr(x1(T)) = %XE(T)ka(T) —ar <0 (3.48d)
hy (Xk(T)) = Sk(T) — Smax <0 (3 486)
hg(Xk(T)) = Stin — Sk(T) S 0 (348f)
hs(xx (7)) = vk(T) — Vmax <0 (3.48g)
h4(Xk(T)) = VUmin — Uk(’l') <0 (3 48h)
uk(T) € [uminaumax] (3481)

Unter der Voraussetzung, dass das numerische Optimierungsverfahren zum Zeitpunkt
t = 0 eine zuldssige Losung des Optimalsteuerungsproblems (3.48) liefert folgt unter der
Annahme eines hinreichend kleinen Steuerungshorizonts 7. die asymptotische Stabilitét
der oberen Ruhelage (3.5). Dabei bezeichnet man eine (nicht notwendigerweise optimale)
Losung von (3.48) als zuldssig, wenn sie samtliche Beschrankungen einhélt und der Wert
des Kostenfunktionals beschrankt ist. Die asymptotische Stabilitat der zu erreichenden
Ruhelage ist somit nicht an die Optimalitdt der Losung gebunden. Fiir einen detaillierten
Stabilitdtsnachweis sei hier auf [13, 14] verwiesen.

Berechnung des Endkostenterms und des Endgebietes fiir das Wagen-Pendel-System

In diesem Abschnitt werden die Berechnungsvorschriften aus Tabelle 3.2 fiir die Bestim-
mung der Matrix P des Endkostenterms (3.14) und der Konstanten ar des Endgebietes
(3.15) systematisch angewendet. Dabei ist zu beachten, dass fiir jede Ruhelage eine separate
Berechnung der Parameter (P, ar) notwendig ist. Dabei werden fortan Grofien, welche
sich auf die obere Ruhelage

T
xpro=0 0 0 0] , uge=0 (3.49)
beziehen, mit dem Index ‘o, und jene, die sich auf die untere Ruhelage

T
Xpgu = |7 0 0 0], ugy=0 (3.50)
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beziehen, mit dem Index ‘u‘ gekennzeichnet. Es sei hier nochmals wiederholt, dass das
Wagen-Pendel-System n = 4 Zustdnde und m = 1 Eingénge besitzt. Wie Simulationen in
Kapitel 4 zeigen werden, haben sich die Diagonalmatrizen

1 0 0 0
0050 0

Q=|, o 5 o |+ R=005 (3.51)
0 0 0 0.05

als Gewichtungsmatrizen fiir den Zustand x bzw. den Eingang u als sinnvoll erwiesen. Um
eine Form der optimalen Zustandsregelung zu erhalten, wurde als linearer Zustandsregler
u = k'x ein LQR gewidhlt. Mithilfe des MATLAB-Befehls” 1qr folgt fiir den Riickfithrvektor
k! fiir das um die obere Ruhelage (3.49) linearisierte System (2.22)

Ky = [-59.236 ~15.568 10 10.08] (3.52)

mit den Eigenwerten
M2,0=—1957 £ 12.009, A3,= 2774, Ag,= —6.796 (3.53)
der Dynamikmatrix A, , des geschlossenen Kreises. Da Amax(Ag,) = —1.957 wird in

weiterer Folge k, = 1 gewdahlt, womit die Bedingung £, < —Amax(Ag,o) erfiillt ist. Mithilfe
des MATLAB-Befehls lyap ergibt sich damit die eindeutige, symmetrische und positiv
definite Losung der Lyapunov-Gleichung (3.26) zu

82.861 20.640 —30.055 —23.130
20.640  5.237 —T7.666 —5.861

Po=|_30055 —7.666 15734  9.508 (3.54)
—23.130 —5.861 9.508 6.967
Im néchsten Schritt wird ein méglichst grofies Endgebiet X7y , in der Form
1
X1, = {x e R" ixTPox < aTLO} (3.55)

mit einem moglichst groem a7, € R~ gesucht, so dass Vx € A7, die Stellgrolenbe-
schrankungen
Umin < U = koTX < Umax (356)

erfiillt sind, wobei fiir das Wagen-Pendel-System |tmin| = |umax| gilt. Die Konstruktion
des Endgebietes X1, lasst sich sehr anschaulich geometrisch interpretieren. Dabei stellen
die Eingangsbeschrinkungen (3.56) zwei Hyperflichen® im R™ dar, welche den zulissigen
Bereich fiir das Zustandsregelgesetz u = k. x

Xo={x €R" | Umin <Kt X < Unax} (3.57)

begrenzen. Wie im letzten Abschnitt bereits erwdhnt wurde, entspricht dem Endgebiet
(3.55) das Innere mitsamt dem Rand eines n-dimensionalen Ellipsoids mit dem Ursprung
als Mittelpunkt. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 3.2 skizziert, wobei zur einfacheren
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AIQ
1.,T _
5X POX = 0T1,0
X*
AN >
N T
o —/
T
k)X = Umax
XTl o

T, _
k, X = Umin

Abbildung 3.2: Geometrische Interpretation des Endgebietes

Darstellung von einem 2-dimensionalen Zustandsraum ausgegangen wurde. Das grofitmogli-
che Endgebiet X7, kann nun mithilfe des Punktes x* gefunden werden. An diesem Punkt
gilt k:fx* = Umax. Der Menge X1, entspricht somit der kleinstmdgliche Ellipsoid fiir den
es genau einen Schnittpunkt zwischen seinem Rand und der Hyperfliche k!x = tmax
gibt. Aus diesem Grund ldsst sich das gréftmdogliche Endgebiet X7, durch Losen des
beschrankten, statischen Optimierungsproblems

. 1
nin f(x) = §XTPOX (3.58a)
wBv. ¢(x) =KIX — tpax =0 (3.58Db)

ermitteln, wobei der optimale Kostenfunktionswert f(x*) dem Parameter a , entspricht,
also

arie = f(x) (3.59)
"Der MATLAB-Befehl 1qr liefert zusétzlich zu der Verstarkungsmatrix k™ auch die Eigenwerte \;,i =
1,...,n der Dynamikmatrix A, des geschlossenen Kreises (3.23).

8Im R? stellen Hyperflichen Geraden dar, im R® entsprechen sie Ebenen.
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gilt. Es sei hier noch der Vollstédndigkeit halber erwihnt, dass man anstelle der Gleichungs-
beschriankung (3.58b) auch
§(x) = k)X = Upin = 0 (3.60)

verwenden kénnte. Damit wiirde man zwar einen anderen optimalen Punkt X* # x* als
Losung des Optimierungsproblems (3.58) erhalten, der optimale Kostenfunktionswert
bleibt aber aufgrund von |umin| = |tmax| unverandert, womit

f(x*) = f(X") = ar1, (3.61)

gilt. Fiir den Fall, dass |umin| # |tmax| gilt, ist in der Gleichungsbeschrénkung (3.58b)
jene Grenze der Eingangsbeschrinkungen einzusetzen, welche den kleineren Absolutbetrag
aufweist. Mit der Lagrangefunktion®

L(x,\) = f(x) + A\g(x) , (3.62)

wobei A € R als Lagrange-Multiplikator bezeichnet wird, lassen sich die notwendigen Op-
timalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir das beschréankte, statische Optimierungsproblem
(3.58) mit einer Gleichungsbeschrankung in der Form

B T

(5eE) 6N = (VA)6) + (Vo) A" = 0 (3.63)
o T

(55E) A =glx) =0 (3.63b)

angeben. Dabei wird vorausgesetzt, dass x* ein sogenannter reguldrer Punkt ist'%. Mit
der Kostenfunktion (3.58a) und der Gleichungsbeschrankung (3.58b) folgt

(V)(x) =Pox, (Vg)(x) =k . (3.64)

Damit ist jeder Punkt x ein reguldrer Punkt und die Optimalitdtsbedingungen (3.63) fiir
das Optimierungsproblem (3.58) lauten

Pox* +k,\* =0 (3.65a)
k!X — Umax = 0, (3.65b)

welche sich sehr einfach analytisch 16sen lassen. Aus (3.65a) folgt!!
x* = -\NP, Kk, . (3.66)
Setzt man nun (3.66) in (3.65b) ein, so erhalt man

* umax
N= 3.67
kOTP;1k0 ( )

9Nicht zu verwechseln mit der Lagrangefunktion zur Herleitung der Bewegungsgleichungen aus Ab-
schnitt 2.2. Der Begriff Lagrangefunktion hat somit in der Optimierung (L(x, ) = f(x) + ATg(x))
eine andere Bedeutung als in der Mechanik (L =T — V).

Fin zuldssiger Punkt x wird als regulir bezeichnet, wenn die Gradientenvektoren (Vg;)(x) linear
unabhéangig sind, d. h. die sogenannte linear independence constraint qualification (LICQ) erfiillen.

1 Jede symmetrische und positiv definite Matrix P, ist invertierbar und ihre Inverse P! ist ebenfalls
symmetrisch und positiv definit.
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wodurch wiederum mit (3.66) unmittelbar die optimale Losung zu

* Umax _
X = HPO 1k0 (368)

folgt. Die hinreichende Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung fir das Optimierungspro-
blem (3.58) lautet

d" (VL) (x", A")d = dT<(V2f) (x*) + X" (V) (x*)>d >0 (3.69)

fir alled € Tx+X, d # 0 und X = {x € R" | g(x) = 0}. Dabei wird mit 7x-X" der
(n — 1)-dimensionale Tangentialraum am Punkt x* bezeichnet. Mit

(V) =P, (3.70a)
(VQg) (x*) =0 (3.70b)

folgt
(VL) (", \) =P, . (3.71)

Da die Matrix P, symmetrisch und positiv definit ist, ist die Bedingung (3.69) fiir alle
d € R", d # 0 erfiillt, womit keine Berechnung des Tangentialraums 7x+ X notwendig ist.
Der Punkt x* aus (3.68) ist daher ein striktes globales Minimum der Optimierungsaufgabe
(3.58). Der Parameter ag, fiir das grotmogliche Endgebiet A7y , folgt schlussendlich
mit (3.59) und (3.68) zu

L e g0 (3.72)
o — — = ]. . .
T1,0 2 kOTPo_lko

Anschlieflend ldsst sich der Parameter ap, durch Losen des Optimierungsproblems (3.47)
bestimmen. Dazu stehen die MATLAB-Befehle GlobalSearch und MultiStart, welche
Teil der Global Optimization Toolbox sind, zur Verfiigung. Die prinzipielle Vorgehensweise
zur Bestimmung von ag ist in Tabelle 3.3 zusammengefasst. Mit den Berechnungsvor-

Schritt 1. Setze ar = am

Schritt 2. Suche den optimalen Punkt x* durch Lésen des Optimierungsproblems
(3.47)

Schritt 3. Ermittle den optimalen Kostenfunktionswert f(x*). Wenn dieser grofier
als null ist, setze ap < Bar mit 5 € (0,1) und gehe zuriick zu Schritt 2.

Tabelle 3.3: Vorgehensweise zur Bestimmung von ar

schriften aus Tabelle 3.3, der Wahl 5 = 0.9 und unter Verwendung von MultiStart folgt
schlussendlich
ar, = 0.230 . (3.73)
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Da in dieser Arbeit das Prinzip der modellpradiktiven Regelung neben dem Aufschwingen
des Wagen-Pendel-Systems auch fiir das seitliche Versetzen, bei dem ausgehend vom
Anfangszustand

xo= |7 0 —s, o]T (3.74)

in endlicher Zeit T die untere Ruhelage
T
Xdes = XRu — |:7T 0 sz 0} y  Udes = URu = 0 (3'75)

mit s, € (0, Smax) erreicht werden soll, angewendet wird, werden die obigen Berechnungen
im Folgenden fiir die untere Ruhelage (3.75) durchgefithrt. Um die Berechnungsvorschriften
aus Tabelle 3.2 verwenden zu koénnen, wurde das Entwurfsmodell'? einer Koordinaten-
transformation mit X = x — xgp, bzw. @ = u — ug, unterworfen. Das transformierte
System ergibt sich damit zu

.%1 JN:2
;% —miai;gsin &1 —mia;tcos Ty —diTa
2 2
X = ;2 = ‘]1+Zn1a1 . (376)
€3 Ty
T4 i

Der unteren Ruhelage (3.75) des Entwurfsmodells entspricht nun die Ruhelage (Xg, ug) =
(0,0) des transformierten Systems (3.76), welche sich wie gefordert im Ursprung befindet.
Der Endkostenterm ¢ sowie der integrale Kostenterm ! des Kostenfunktionals (3.48a)
lauten hierfiir

P34(T)) = 5% (T)Puxe(T) (3.77)
Uk (1), g (7)) = %iE(T)Qik(T) + %Rai(f) , (3.77b)
mit
Xpp(7) = X(T) = XRu (3.78a)
(1) = u(T) — URw (3.78b)

und den Gewichtungsmatrizen Q und R von (3.51) fiir den Zustand X bzw. den Eingang
@. Die Endungleichungsbeschrankung (3.48d) folgt demnach zu

i (e(T)) = SXE(T)PL(T) < (3.79)

wahrend die restlichen Beschréankungen von (3.48) unveréndert bleiben. Der Riickfithrvektor
k! des linearen Zustandsregelgesetzes i = k, % fiir das um die untere Ruhelage (3.75)
linearisierte System (2.23) folgt unter Verwendung von lqr zu

k}:[11.472 1.446 —10 —6.662 (3.80)

127ur Erinnerung sei hier nochmals erwéahnt, dass das Entwurfsmodell den Gleichungen (2.15) mit
My, (t) = 0 entspricht.
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mit den Eigenwerten
Mo2u = —1.322 &£ 12.595 , A34, = —3.126 £ 12.774 (3.81)

der Dynamikmatrix A, , des geschlossenen Kreises. Damit folgt x, = 1 und die Gewich-
tungsmatrix fiir den Endkostenterm (3.77a) bzw. die Endungleichungsbeschriankung (3.79)
ergibt sich mithilfe von lyap zu

24.269 —-2.202 -6.113 —-8.619
—2.202 1.263  4.215  2.393

Pu=1_6113 4215 18988 8.767 (3.82)
—8.619 2.393 8.767 6.002
Der Parameter o, folgt mit (3.72) zu
1 ufna
Oy = = —D3X__ _ 9574 3.83
T1,u 2 kEPJlku ( )
womit mithilfe von MultiStart
ar,, = 2.085 (3.84)

folgt.

3.4 Losung des Optimalsteuerungsproblems

Die Losung der dynamischen Optimierungsaufgabe (3.1) stellt, wie bereits erwahnt, die
zentrale Herausforderung bei der echtzeitfihigen Implementierung einer modellpradikti-
ven Regelung dar und lasst sich nur fiir wenige Spezialfille analytisch angeben, womit
man im Allgemeinen stets auf numerische Optimierungsverfahren angewiesen ist. Dabei
unterscheidet man grundsétzlich zwischen direkten und indirekten Verfahren.

Bei direkten Methoden wird mithilfe einer Parametrierung der Eingangstrajektorie
u(1) an diskreten Stiitzpunkten im Intervall [0,7] die zeitkontinuierliche, dynamische
Optimierungsaufgabe (3.1) in ein finit-dimensionales, beschrianktes, statisches Optimie-
rungsproblem der Form

Znel]iélo J(z) (3.85a)
uB.wv. g(z)=0 (3.85b)

h(z) <0, (3.85c¢)

mit der Kostenfunktion J : R® — R>g und den Gleichungs- und Ungleichungsbeschrénkun-
gen g : R® — RNs bzw. h: R® — R iiberfiihrt. Die Optimierungsaufgabe (3.85) lisst
sich anschlieBend mit bekannten numerischen Verfahren aus dem Bereich der statischen
Optimierung!'? 16sen. Dabei haben sowohl die gewihlte Schrittweite der Diskretisierung

13Einige davon sind bspw. in [15] zu finden.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

3 Modellpradiktive Regelung 3.4 Losung des Optimalsteuerungsproblems 31

(Abstand der Stiitzpunkte) als auch die Art der Parametrierung der Stellgrofie einen direk-
ten Einfluss auf die Genauigkeit des Verfahrens sowie auf die Dimension der resultierenden
Optimierungsaufgabe (3.85) und des damit einhergehenden Rechenaufwandes. Prinzipiell
wird dabei zwischen der Methode der Volldiskretisierung und der Methode der Unterla-
gerten Zeitintegration unterschieden [13]. Eine néhere Erlduterung der Transformation
der dynamischen Optimierungsaufgabe (3.1) in ein statisches Optimierungsproblem der
Form (3.85) mithilfe der Volldiskretisierung findet sich in Kapitel B. Die Vorteile von
direkten Verfahren sind, dass Zustandsbeschriankungen leichter zu beriicksichtigen sind,
die Herleitung der Optimalitdtsbedingungen nicht notwendig ist sowie ihr oftmals groferer
Konvergenzbereich, da keine Startschéitzungen der adjungierten Zustdnde notwendig sind
[19].

Im Vergleich dazu werden bei indirekten Verfahren zunéchst die zeitkontinuierlichen
Optimalitdtsbedingungen des Optimalsteuerungsproblems (3.1) mithilfe der Variations-
rechnung und dem Minimumsprinzip nach Pontryagin [15] hergeleitet und anschlieend das
so erhaltene Zwei-Punkt-Randwertproblem gelost. Indirekte Verfahren liefern somit eine
Einsicht in die Struktur der optimalen Losung und der Verlauf des adjungierten Zustands
kann fiir eine Sensitivitdtsanalyse sowie zum Reglerentwurf verwendet werden [19]. Eine
bekannte, indirekte Methode zur Losung von (3.1) ist die sogenannte Gradienten-basierte
erweiterte Lagrange-Methode, welche auch den Schwerpunkt dieser Arbeit darstellt und
im néchsten Kapitel detailliert behandelt wird.
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4 Gradienten-basierte erweiterte
Lagrange-Methode

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Vorstellung der Gradienten-basierten erweiterten
Lagrange-Methode (GELM) zur Losung des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems,
wobei sich die Ausfithrungen an [20] orientieren. Bei der GELM handelt es sich um ein
indirektes Verfahren welches sich fiir den Einsatz in modellpradiktiven Regelungen mit
Reglerabtastzeiten im Millisekundenbereich eignet und eine effiziente Implementierung
auf Echtzeithardware erlaubt. Die erweiterte Lagrange-Methode kann sowohl fiir die
Loésung von statischen als auch dynamischen Optimierungsaufgaben verwendet werden.
Der erste Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich mit den grundlegenden Ideen und Ei-
genschaften dieser Methode, welche sich sehr anschaulich anhand eines einfachen statischen
Optimierungsproblems demonstrieren lassen.

4.1 Motivation und Grundidee

FEine weit verbreitete Vorgehensweise im Bereich der Optimierung ist es, das urspriingliche
Optimierungsproblem durch ein neu konstruiertes, alternatives Optimierungsproblem zu
ersetzen, welches sich einfacher l6sen ldsst und/oder eine numerisch effizientere Implemen-
tierung erlaubt.

Bei der sogenannten Quadratischen Bestrafungsmethode (Englisch: Quadratic Penalty
Method) wird beispielsweise das gleichungsbeschrankte Optimierungsproblem

uin - f(x) (4.1a)
uBv. gi(x)=0, i=1,...,N, (4.1b)

mit f: R” — R und g¢; : R® — R durch eine Folge von unbeschriankten Optimierungspro-
blemen der Form

Ng
min - Qr(Xgicr) = f(Xk) + %k > g7 (xg) (4.2)

~ n
xr€R =1

mit sukzessive grofler werdendem Strafparameter ¢, > ¢ > 0 ersetzt. Dabei wird mit
k=0,1,... der Iterationsindex bezeichnet. Da das neu konstruierte Optimierungsproblem
(4.2) keine Beschriankungen mehr aufweist, konnen zur Losung die bekannten Verfahren
aus dem Bereich der unbeschrankten, statischen Optimierung verwendet werden. Die zu mi-
nimierende quadratische Straffunktion Qx(Xg;cx) des alternativen Optimierungsproblems

32
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4 GELM 4.1 Motivation und Grundidee 33

(4.2) setzt sich dabei aus der Summe der Kostenfunktion (4.1a) des beschrankten Optimie-
rungsproblems und einem zusatzlichen Strafterm fiir die Beschrankungen (4.1b) zusammen.
Der quadratische Strafterm % Z?ﬁ’l g7 (Xy) ist positiv, falls an einem Punkt X, eine Verlet-
zung der Beschrédnkungen (4.1b) vorliegt, oder exakt null, falls am entsprechenden Punkt
alle Beschrankungen erfiillt sind. Mit grofler werdendem Strafparameter ¢ werden somit
Beschriankungsverletzungen zunehmend stérker bestraft, weshalb man erwarten kann,
dass das Minimum X, des alternativen Problems (4.2) mit zunehmendem Iterationsindex
k immer naher an der zuldssigen Menge X = {x; € R" | gi(xx) =0, i = 1,..., Ny}
des urspriinglichen Optimierungsproblems (4.1) zu liegen kommt. Zur Veranschaulichung
dieses Prinzips wird das gleichungsbeschriankte Optimierungsproblem

min () = (21~ 2+ (22— 1)? (4.3)
uwBv. g(x)=-2zx1+22=0 (4.3b)

T
betrachtet. Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass der Punkt x* = [0.8 1.6}

mit dem Lagrange-Multiplikator \* = —1.2 dem strikt globalen Minimum f(x*) = 1.8 der
Optimierungsaufgabe (4.3) entspricht. Das zu (4.3) alternative Optimierungsproblem im
Iterationsschritt k ergibt sich demnach in der Form

. _ _ _ & _ _
min, - Qu(Xk; cr) = (T — 2)% + (Zpo — 1)* + 5’“(_2%1 +Tp2)” (4.4)
Xk

Die notwendigen Optimalitatsbedingungen erster Ordnung fir (4.4) lauten

(4.5)

(Vs Q) (X5 1) = [‘””31(2 der) + Tha(—20p) = 4] _o.

Tha(=20k) + 7} 5(2 4 ¢) — 2

Die Losung dieses Gleichungssystems liefert fiir ein vorgegebenes ¢; den optimalen Punkt

T
ox | 4(cp+1 2(4cp+1
%= [faty ] (4.6)

Da sich die Eigenwerte der Hessematrix

2 % _
(vikika)(xkvck) T Z2e, 2404 (4.7)

2+ der,  —2c ]

zu A1 = 2 und Ay = 2 + b ergeben, folgt fir ¢, > 0 die positive Definitheit der
Hessematrix womit der optimale Punkt X}, von (4.6) dem strikt globalen Minimum der
quadratischen Straffunktion Qx(Xy;cx) entspricht. Die Lage des Optimums X des alter-
nativen Optimierungsproblems (4.4), die entsprechende Verletzung der Beschrankung
g(x3) der urspriinglichen Optimierungsaufgabe (4.3), die Konditionszahl der Hessematrix
Kl = cond((Vf—(k,—(k Qk) (x5 ck)>, der Term c,g(X}) sowie die Strafparameter ¢ in Abhén-
gigkeit des Iterationsindex k sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst, wobei fiir die Folge
der Strafparameter {c;} = 5%, k = 0,1,2,... verwendet wurde. Tabelle 4.1 liefert die
folgenden wichtigen Erkenntnisse:
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ko X} 9(x3) Kk kg (X})

: 1T
0 1 1.1429 1.4286 -0.8571 3.50 -0.8571

15 [o.8s89 1.5556] -0.2222 1350  -1.1111
2 25  [0.8189 1.5006] -0.0472 6350  -1.1811
3 125 [0.8038 1.5081]  -0.0096 31350  -1.1962
4 625 [0.8008 1.5996]  -0.0019 1563.50 -1.1992

- 1T
5 3125 0.8002 1.5999 -0.0004 7813.50  -1.1998

- 1T
6 15625 [0.8000 1.6000 -0.0001  39063.50 -1.2000

Tabelle 4.1: Lage des optimalen Punktes X des alternativen Optimierungsproblems (4.4),
zugehorige Verletzung der Beschrankung g(xj) der urspriinglichen Optimie-
rungsaufgabe (4.3), Konditionszahl xj, der Hessematrix (4.7), der Term cg(X})
sowie die Strafparameter ¢ in Abhéngigkeit des Iterationsindex k

 Die Losung xj des alternativen Optimierungsproblems (4.4) néhert sich mit gréfier
werdendem Strafparameter ¢; der Losung x* des urspriinglichen Optimierungspro-
blems (4.3) und im Grenziibergang k — oo gilt limy_,o X, = x*.

o Fiir grofler werdende Strafparamter ¢y ist die Hessematrix (Vf—(k,—(k QQ(S{Z; ck) zu-

nehmend schlechter konditioniert, was den Einsatz vieler bekannter Verfahren aus
dem Bereich der unbeschrénkten, statischen Optimierung wesentlich erschwert. Dies
stellt den wesentlichen Nachteil dieser Methode dar.

e Der Term cig(x)) néhert sich mit groBer werdendem Strafparameter c; dem
Lagrange-Multiplikator A* der urspriinglichen Optimierungsaufgabe (4.3) und im
Grenziibergang k — oo gilt limy_, cpg(X}) = A*.

Der Pseudocode fiir die quadratische Bestrafungsmethode ist in Algorithmus 1 skiz-
ziert!. Die Einfiilhrung der nichtnegativen Folge {7} in Algorithmus 1 bewirkt, dass
mit zunehmendem Iterationsindex k die Minimierung umso genauer durchgefithrt wird.
Fiir weitere Details und Konvergenzeigenschaften dieser Methode sei auf [21, 22] verwiesen.

Die erweiterte Lagrange-Methode (Englisch: augmented Lagrangian method oder method
of multipliers) steht nun in enger Beziehung zu der soeben erlauterten quadratischen
Bestrafungsmethode und zeichnet sich dadurch aus, dass zusétzlich zum quadratischen
Strafterm eine Schitzung des Lagrange-Multiplikators A* € R™s des urspriinglichen
Optimierungsproblems in der Kostenfunktion des alternativen Optimierungsproblems

'Da die Syntax der bekannten Programmiersprachen wie MATLAB oder C bzw. C++ in englischer
Sprache definiert ist, werden die Pseudocodes in dieser Dokumentation ebenso allesamt in Englisch
formuliert.
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Algorithm 1: Quadratic Penalty Method

Initialization
- Choose initial penalty parameter ¢y > 0 and starting point X
- Choose a nonnegative sequence {7} with 7411 < 7 and limg_,oo 7 = 0
- Choose tolerance € > 0

for k£ =0 to kpax do

- Find an approximate minimum Xj, of Q(Xy;cy), starting at X; and
terminating when ||(Vz, Qr) (X5 cr)lly < 7k

Sif Y09 g2(x}) < € then
| stop with approximate solution X,

end if

- Update penalty parameter cx1 > ¢

- Update starting point xj , (e.g. X1 = 5(}2)

end for

inkludiert wird, wodurch die Kondition der Hessematrix deutlich verbessert wird. Wie
man anhand von Tabelle 4.1 weiters erkennt, erfiillt die Losung Xj nicht exakt die
Gleichungsbeschriankung g(xj;) = 0, sondern es gilt die Abschétzung [21]

Ck

(4.8)

Es stellt sich nun die Frage, auf welche Weise man die quadratische Straffunktion Qy(Xx; c)
von (4.2) erweitern muss, damit die zugehorige Losung X die Gleichungsbeschrankungen
gi(X3),i=1,..., Ny von (4.1b) mit besserer Genauigkeit erfiillt, auch fiir niedrige Werte
des Strafparameters ci. Die erweiterte Lagrange-Methode bewerkstelligt auch dies durch
die Inklusion einer Schétzung des Lagrange-Multiplikators in der zu minimierenden
Kostenfunktion, womit sich das urspriingliche Optimierungsproblem (4.1) durch eine
Sequenz von Optimierungsproblemen der Form

Ng NQ
min  Lag(Re A o) = f&e) + Y MR + TS P (%) (4.9)
X CR™ i=1 2=

mit der sogenannten erweiterten Lagrange-Funktion (Englisch: augmented Lagrangian
function) L4 (Xg, ME:¢p.) ersetzen lisst, wobei k = 0,1,... wieder den Iterationsindex
kennzeichnet. Durch einen Vergleich mit der bereits bekannten (Standard) Lagrange-
Funktion

Ng
L(x,A) = f(x) + > Xigi(x) (4.10)
i=1

erkennt man, dass sich die erweiterte Lagrange-Funktion lediglich durch das Vorhandensein

des quadratisches Strafterms unterscheidet. In diesem Sinne kann L 4 (X, A ck) als Kom-
bination der (Standard) Lagrange-Funktion (4.10) mit der quadratischen Straffunktion
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(4.2) interpretiert werden. Fiir einen vorgegebenen Strafparameter ¢ > 0 und der Schét-
zung XA des Lagrange-Multiplikators lauten die notwendigen Optimalitétsbedingungen
erster Ordnung fur (4.9)
k Ds
(Vi L) (%50, X5 cr) = (VD) + 3 [N + agi(®D)] (Vo) () =0 . (4.11)

i=1

Ein Vergleich von (4.11) mit den notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung
von (4.1), welche sich mit der Lagrange-Funktion (4.10) zu

NQ
(VxL)(x*, %) = (V)(x") + DA (Vgi)(x") = 0 (4.12)
i=1
ergeben, liefert den Zusammenhang
NN e, i=1,...,N,, (4.13)
bzw. -
AF — )\
gl(i,’g)%% , t=1,...,Ng. (4.14)
k

Aus der Abschéitzung (4.14) der erweiterten Lagrange-Methode ist zu erkennen, dass fiir
eine hinreichend gute Schitzung des Lagrange-Multiplikators, d. h. /_\5-g ~AL1=1,..., Ny,
die Gleichungsbeschrankungen g;(X}), i = 1,..., N, mit wesentlich besserer Genauigkeit
erfillt sind, verglichen zur Abschétzung (4.8) der quadratischen Bestrafungsmethode.
Neben dem Strafparameter ¢y, verfiigt die erweiterte Lagrange-Methode mithilfe der Schéat-
zZung A" des Lagrange-Multiplikators liber eine zusétzliche Moglichkeit die Genauigkeit
der Losung xj zu verbessern. Dariiber hinaus liefert (4.13) eine Berechnungsvorschrift zur

Verbesserung der aktuellen Schétzung A" des Lagrange-Multiplikators in der Form
ML =N gi(%), i=1,...,N, . (4.15)

Um die Vorteile der erweiterten Lagrange-Methode gegeniiber der quadratischen Bestra-
fungsmethode zu demonstrieren, wird wieder die einfache Optimierungsaufgabe (4.3)
betrachtet. Als Folge der Strafparameter wird wie zuvor {cx} = 5k = 0,1,2,...
verwendet. Die Aktualisierung der Schatzung des Lagrange-Multiplikators erfolgt mit der
Berechnungsvorschrift (4.15), wobei A\° = 0 gewihlt wurde. Damit lautet das alternative
Optimierungsproblem im Iterationsschritt & analog zu (4.9)

min_ Ly (ik, AF; Ck) = (Zp1 — 2)> + (@2 — 1)% + N (=224 + Tn2)
xr€R2
Ck _ _
+ E(—Ql’kJ + 331%2)2 . (4'16)

Die notwendigen Optimalitatsbedingungen erster Ordnung folgen mit (4.11) zu

Ty 1(2 + 4eg) + 7 o(—2ck) — 20\F — 4

v _ < =0. 4.17
a:z’l(—2ck) + 7592+ cx) + AF -2 (4.17)

(VikLAk)(i,’;, U ck) _ l
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Die Losung dieses Gleichungssystems lautet

bl

R 5 T
[ dep 22044 8cp—AF42
k— [ 5ck+2 5eg+2 : (4‘18)

Die Eigenwerte der Hessematrix

24+ 4dc.  —2c

—QCk 2 + Cl (4'19)

(v’g‘kikLA,k> (i,’;, e Ck) _

folgen zu A1 = 2 und Ao = 2 + 5S¢, womit fiir ¢ > 0 die Hessematrix positiv definit ist
und die Losung (4.18) dem strikt globalen Minimum der erweiterten Lagrange-Funktion

Ly (ik, AE: ck) entspricht. Die Lage dieses Optimums Xj, die entsprechende Verletzung
der Beschrinkung g(xj;) der urspriinglichen Optimierungsaufgabe (4.3), die Konditionszahl
der Hessematrix x; = cond((V%kik L A,’f) (5(7;, 5\’“; ck)), die Strafparameter ¢ sowie die
Schétzung des Lagrange-Multiplikators A¥ in Abhingigkeit des Iterationsindex k ist in
Tabelle 4.2 zusammengefasst. Vergleicht man nun Tabelle 4.1 mit Tabelle 4.2, so stellt

k¢ Ak X}, 9(x3) KL

- 1T

0 1 0 1.1429 1.4286 -0.8571  3.50
- T

1 5 -0.8571 |0.8254 1.5873 -0.0635 13.50

. 1T
2 25 -1.1746 |0.8004 1.5998 -0.0010  63.50

. 1T
3 125 -1.1996 |0.8000 1.6000 -0.0000 313.50

Tabelle 4.2: Lage des optimalen Punktes X des alternativen Optimierungsproblems (4.16),
zugehorige Verletzung der Beschrankung g(xj) der urspriinglichen Optimie-
rungsaufgabe (4.3), Konditionszahl k) der Hessematrix (4.19), die Strafpara-
meter ¢j, sowie die Schitzung des Lagrange-Multiplikators A\¥ in Abhéngigkeit
des Iterationsindex k

man fest, dass zur Erreichung der gleichen Genauigkeit der Losung x* = {0.8 1.6}Tmit
A* = —1.2 die erweiterte Lagrange-Methode wesentlich weniger Iterationen benétigt
als die quadratische Bestrafungsmethode. Weiters ist die Verbesserung hinsichtlich der
Kondition der Hessematrix zu erkennen. Zur Losung eines beschriankten, statischen Op-
timierungsproblems eignet sich somit aus dem Blickwinkel der Numerik die erweiterte
Lagrange-Methode wesentlich besser als die quadratische Bestrafungsmethode. Der Pseu-
docode der erweiterten Lagrange-Methode ist in Algorithmus 2 skizziert. Fiir weitere
Details und Konvergenzeigenschaften dieser Methode sei auf [21, 22] verwiesen.

Eine alternative Moglichkeit zur Motivation der erweiterten Lagrange-Methode liefert die
sogenannte Dualitatstheorie (Englisch: Duality oder Duality principle) [19, 21]. Im Sinne
dieser Theorie wird das urspriingliche Optimierungsproblem (4.1), welches in weiterer Folge
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Algorithm 2: Augmented Lagrangian Method

Initialization
- Choose initial penalty parameter cyp > 0 and starting points x{ and A
- Choose a nonnegative sequence {7} with 7411 < 7 and limg_ o 7, = 0
- Choose tolerance € > 0

for k =0 to kpax do
_ N . _
- Find an approximate minimum Xj, of L4 j (xk, A ;ck), starting at xj and
o . <k

terminating when H(ngLAk)(x};,)\ ;ck) H2 < T
-if Y09 g2(x) < € then

| stop with approximate solution x;,
end if
- Update Lagrange multiplier Xf“ = /_\5-C +epgi(X5), i=1,...,Ny
- Update penalty parameter cy1 > cg

- Update starting point xj_ (e.g. X1 = i,’g)

end for

als primales Problem (Englisch: primal problem) bezeichnet wird, durch das sogenannte
duale Problem (Englisch: dual problem) in der Form

max  O(A) (4.20)
AeRNy

ersetzt, wobei mit 8 : RVo — R die duale Funktion

O(A) = min  Ly(x,A;¢) (4.21)
x€eR"
mit der erweiterten Lagrange-Funktion L4(x,A;c¢) von (4.9) bezeichnet wird. Dies er-
moglicht die kompakte Formulierung des dualen Problems (4.20) in der Form eines
Maximierungs-Minimierungs-Problems (Maz-Min-Problem)

a in  La(x,Ac) . 4.22
Jnax - min, A(x, A ) (4.22)

Da das Max-Min-Problem (4.22) im Vergleich zum urspriinglichen Optimierungsproblem
(4.1) keine Beschriankungen mehr aufweist, lasst sich (4.22) oftmals einfacher 16sen als
(4.1). Die Formulierung des urspriinglichen Optimierungsproblems (4.1) in der Form
(4.22) wird auch als erweiterte Lagrange-Formulierung (Englisch: augmented Lagrangian
formulation) von (4.1) bezeichnet. Dabei wird nach dem gréfiten Minimum der erweiterten
Lagrange-Funktion gesucht. Im Sinne der Dualitatstheorie werden die Variablen x € R"
des primalen Problems (4.1) als primale Variablen (Englisch: primal variables) und die
Variablen A € R des dualen Problems (4.20) als duale Variablen (Englisch: dual
variables) bezeichnet. Es stellt sich nun die Frage nach dem Zusammenhang der Losung
x* des primalen Problems (4.1) mit der Losung A* des dualen Problems (4.20). Wie
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4 GELM 4.1 Motivation und Grundidee 39

in [19] gezeigt wird, folgt fiir einen primalen optimalen Punkt x*, dass jeder Lagrange-
Multiplikator X, welcher am Punkt x* die Karush-Kuhn-Tucker (KKT) notwendigen
Optimalititsbedingungen erster Ordnung [15] erfiillt, auch eine Losung des dualen Problems
ist, also A" = A folgt. Im Sinne der Dualitdtstheorie ist insbesondere die Kehrfrage von
Interesse, namlich wann sichergestellt ist, dass eine dual optimale Losung von (4.20) auch
eine optimale Losung des primalen Problems (4.1) ist. Dabei kann fiir jeden zuléssigen
primalen Punkt x € X = {x € R" | g;(x) =0, i =1,..., Ny} und jeden zuléssigen dualen
Punkt A € RYs aus der Abschétzung

Ny Ny
%) — o N ) — i N 2
6(A) = min  La(x.A¢) = min (CRDWTICES DI

N, o N
< FE)+ D Nigi(%) t5 > gix)
-1 T fiE

= f(%) (4.23)

die Ungleichung .
(A < f(%) (4.24)

gefolgert werden. Die Bedingung (4.24) wird als schwache Dualitiat (Englisch: weak duality)
bezeichnet und besagt insbesondere, dass das Maximum €#(A*) der dualen Funktion stets
eine untere Schranke fiir den optimalen Kostenfunktionswert f(x*) des primalen Problems
ist, also

BN) < F(x") (4.25)

gilt. Die Differenz f(x*) — 0(AX*) wird als Dualititslicke (Englisch: dualiy gap) bezeichnet.
Wenn
O(N*) = f(x¥) (4.26)

gilt, so existiert keine Dualitétsliicke und man spricht von starker Dualitit (Englisch:
strong duality). Der Nachweis starker Dualitit gestaltet sich im Allgemeinen sehr schwierig
und beruht auf Konvexitdtseigenschaften des primalen Problems. Ein Ansatz dazu findet
sich bspw. in [19]. Falls nun x* eine primal optimale Losung von (4.1) und A* eine dual
optimale Losung von (4.20) ist und starke Dualitét vorliegt, dann erfiillt die erweiterte
Lagrange-Funktion L 4(x, A; ¢) die sogenannte Sattelpunktbedingung (Englisch: saddle point
condition)

La(x*,X;¢) < La(x*,A%;¢) < La(x,A%¢), VxeR"AeRN . (4.27)

Umgekehrt gilt ebenfalls: wenn x* und A* die Sattelpunktbedingung (4.27) erfiillen,
dann ist x* primal optimal, A* ist dual optimal und die Dualitétsliicke ist null [19]. Die
Sattelpunktbedingung (4.27) besagt, dass eine primal-dual optimale Losung x* und A* die
erweiterte Lagrange-Funktion beziiglich der primalen Variablen minimiert und beziiglich
der dualen Variablen maximiert. Unter Annahme starker Dualitdt, kann nun von der
Losung A* des dualen Problems auf die Losung x* des primalen Problems geschlossen
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4 GELM 4.1 Motivation und Grundidee 40

werden, indem zunédchst A* durch Loésung von (4.20) bestimmt wird und anschliefend
unter Ausnutzung der Sattelpunktbedingung

x"=arg min La(x,A%;c) (4.28)

xeR"”

folgt. Diese Vorgehensweise soll nun anhand des einfachen Optimierungsproblems (4.3)
demonstriert werden. Die erweiterte Lagrange-Funktion lautet hierfiir

2
La(x,N¢) = (21 — 2)% + (zo — 1)? + A\(—221 + 29) + g( — 2z + x2> (4.29)

und die duale Funktion folgt analog zu (4.21) zu

O(\) = min  La(x,\:
() min, Alx, X;¢)

c 2

= min (21 —2)% + (zo — 1)? + A(—221 + 22) + f( —2x1 + acQ) : (4.30)
xE€R? 2

Wie bereits zuvor gezeigt (siche (4.18)) folgt fiir ein gegebenes ¢ € R und A € R, dass der

Punkt
.  dc+2)+4 «  B8c—A+2

Ty y Lo =
oc + 2 oc+ 2
dem strikt globalen Minimum der erweiterten Lagrange-Funktion entspricht. Damit ergibt
sich die duale Funktion (4.30) zu

(4.31)

~ —5A2+18¢ — 12)

O(N) = 4.32
) 10c + 4 (432)
und das duale Problem (4.20) lautet
—5A% 4 18¢c — 12
= 4.
max 6() 10 + 4 (4.33)

Man kann sich nun leicht davon {iberzeugen, dass das strikt globale Maximum der dualen
Funktion zu A\* = —1.2 folgt, womit sich der optimale Kostenfunktionswert des dualen
Problems zu 6(A\*) = 1.8 ergibt. Ein Vergleich mit dem optimalen Kostenfunktionswert
f(x*) = 1.8 des primalen Problems (4.3) zeigt, dass die Dualitétsliicke null ist und die
Sattelpunktbedingung (4.27) Giiltigkeit hat. Damit folgt durch Einsetzen von A\* = —1.2

T
in (4.31) der optimale Punkt zu x* = {0.8 1.6} , dem bereits bekannten strikt globalen
Minimum der urspriinglichen Optimierungsaufgabe (4.3). Mit dem Sattelpunkt

(x* = [0 1.6}T, AF = —1.2) (4.34)

der erweiterten Lagrange-Funktion folgt L 4(x*, A\*;¢) = 1.8. Die erweiterte Lagrange-
Methode in Algorithmus 2 16st nun das Max-Min-Problem (4.22) indem die Maximierungs-
und Minimierungsschritte in einem sequentiellen Vorgehen kombiniert werden, womit
eine iterative Anndherung an den Sattelpunkt (x*, A*) der erweiterten Lagrange-Funktion
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T A X" L (i;;, \E: ck)
0 1 0 [1.1429 1.4286}T 1.2857
15 -08571 [0.8254 1.5873]T 1.7891
225 11746 [0.8004 1.5998}T 1.8000
3125 -1.1996  [0.8000 1.6000}T 1.8000

Tabelle 4.3: Iterative Anndherung der erweiterten Lagrange-Methode an den Sattelpunkt
(4.34) der Optimierungsaufgabe (4.3)

erfolgt. In Tabelle 4.3 wird nun als Erweiterung von Tabelle 4.2 diese iterative Annéhe-
rung an den Sattelpunkt (4.34) der Optimierungsaufgabe (4.3) gezeigt, indem in jedem
Iterationsschritt die erweiterte Lagrange-Funktion L 4 (5(7;, A\ ck) ausgewertet wurde. Die
Erweiterung der Lagrange-Funktion um den quadratischen Strafterm bringt numerische
Vorteile mit sich und wirkt sich zudem positiv auf die Dualitit des Problems aus [19,
20]. In [23] wird weiters gezeigt, dass fiir hinreichend grofie Strafparameter ¢ > 0 starke
Dualitét auch fiir nicht-konvexe Problemstellungen erreicht werden kann. Fiir die Losung
des inneren Minimierungsproblems von (4.22) kénnen, wie bereits zuvor erwahnt, die
bekannten Verfahren aus der unbeschrinkten, statischen Optimierung verwendet werden,
wihrend das duflere Maximierungsproblem von (4.22) mit der Methode des steilsten Auf-
stiegs (Englisch: deepest ascent method) gelost wird. Die Richtung des steilsten Aufstiegs
erfolgt zu

(VS\LA,k)(iZ75‘k§Ck> =g(X;) , (4.35)

womit sich mit der Schrittweite o € R~¢ die Aktualisierungsvorschrift fiir die dualen
Variablen A zu

k41

AN L g(x) (4.36)

ergibt. Die Schrittweitensteuerung kann allerdings nicht mit einer Liniensuche erfolgen,
da die erweiterte Lagrange-Funktion L 4(x, A; ¢) linear beziiglich A und aus diesem Grund
kein Maximumspunkt im Endlichen existiert. Der Zusammenhang von (4.11) mit (4.12)
motiviert jedoch zur Verwendung des Strafparameters als Schrittweite, also ap = cg.

Damit folgt (4.36) zu

NN aex)) (4.37)

Dies entspricht exakt der schon bekannten Aktualisierungsvorschrift (4.15).
Die nachfolgenden Abschnitte befassen sich mit der Herleitung der erweiterten Lagrange-

Formulierung eines Optimalsteuerungsproblems bevor die grundlegende Vorgehensweise
aus Algorithmus 2 zur Losung des dualen Problems angewendet wird.
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4.2 Erweiterte Lagrange-Formulierung des
Optimalsteuerungsproblems
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die generelle Struktur des unterlagerten Optimal-

steuerungsproblems fiir ein nichtlineares, zeitinvariantes System in Zustandsraumdarstel-
lung in der Form

T

min J(u(r)ixo0) = ¢(x(T)) + | 1x(r),u(r)) dr (4.382)
uwB.v. x(7) =f(x(7),u(r)) (4.38b)
x(0) = xq (4.38¢)

g(x(r)) =0, VYrel0,T] (4.38d)
gr(x(T))=0 (4.38¢)

h(x(r)) <0, Vrel0,T] (4.38f)
hr(x(T)) <0 (4.38g)

u(7) € [Umin, Umax] , V7 € (0,7 (4.38h)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R™, dem Endkostenterm ¢ : R® — R, dem
integralen Kostenterm [ : R" x R™ — R, der Systemdynamik f : R" x R™ — R” mit dem
Anfangszustand xg, den Gleichungsbeschrinkungen g : R® — R, den Endgleichungs-
beschrinkungen g7 : R® — R™Vor | den Ungleichungsbeschrinkungen h : R® — RV, den
Endungleichungsbeschrinkungen hy : R™ — R sowie den Box-Beschrinkungen der
Stellgréfle Umin, Umax € R™.

Die Grundidee der erweiterten Lagrange-Methode besteht, wie im letzten Abschnitt
gezeigt wurde, darin, das urspriingliche Optimalsteuerungsproblem (4.38) durch das
korrespondierende duale Problem zu ersetzen. Dabei werden in einem ersten Schritt
sogenannte Slack-Variablen in der Form

v(it)eRM | v(r)>0 Vrel0,T] (4.39a)
und
vr € RMr | vp >0 (4.39D)

eingefiihrt, um die Ungleichungs- und Endungleichungsbeschriankungen (4.38f) bzw. (4.38g)
den Gleichungs- und Endgleichungsbeschriankungen (4.38d) bzw. (4.38¢) hinzufiigen zu
kénnen. Damit folgen die neuen Gleichungsbeschrankungen zu

&(x(r), v(r)) = [h(jg‘)@v(ﬂ] —0, Vre[0,T] (4.40a)
gr(xr, vr) = lhT(giiTi)VT] =0 (4.40D)

mit x7 = x(7). Im Folgenden wird fiir den Ausdruck x'Qx mit x € R" und einer
symmetrischen und positiv definiten Matrix Q € R™*"™ die abgekiirzte Schreibweise ”XH2Q
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verwendet. Analog zum letzten Abschnitt lassen sich mithilfe von Lagrange-Multiplikatoren

p(r) = [l wE @] om0 RN, py() e RV (4d1a)
Hp = [ugTT u}fT]T ; py, € RNor oy, € RN (4.41b)
und Strafparameter?
o(r) = [I(r) ()] . cyr) RV, eylr) € RV (4.422)
cr = [c;fT CET]T , cyp ERNor | ¢y € RNir (4.42Db)

mit den korrespondierenden Diagonalmatrizen C(7) = diag(c(7)) und Cr = diag(cr) die
Beschrankungen (4.40) im Kostenfunktional J des alternativen Optimalsteuerungsproblems
inkludieren, womit

J(u(r), u(7), pr, e(7), €1, v(7), vriX0) = F(xT, s €1, VT)
+ / ), 1(r), e(r), v(r)) dr (4.43)
mit dem neuen Endkostenterm
Blocr . e, vr) = plxr) + udgrGer,vr) + (e ve)ls,  (444)
und dem neuen integralen Kostenterm
[(x(),u(r), p(7),e(r), v(7)) = I(x(7), u(r)) + p" (1) (x(7), v(7))
£ 2t () (4.45)
folgt. Fur die Lagrange-Multiplikatoren (4.41) und Strafparameter (4.42) gilt dabei

pp(t) 20 VT e[0,T], py, =0 (4.46a)
cy(1), en(7) >0 VY7 €[0,T], cyp,Chp >0 (4.46b)
Anstelle des urspriinglichen Optimalsteuerungsproblems (4.38) wird bei der erweiterten

Lagrange-Methode nun das alternative Optimalsteuerungsproblem in Form des Max-Min-
Problems

max min Ju(r), u(1), pp, (1), er, v(T), vr; X0) (4.47a)
n()pr  a()v(),vr

uwB.v. x(7)=f(x(7),u(r)) (4.47b)

x(0) = xg (4.47¢)

v(r) >0, Vrel0,T] (4.47d)

vy >0 (4.47e)

u(7) € [Wmin, Umax] , V7 € (0,7 (4.471)

2Im Vergleich zum Abschnitt 4.1 werden hier also Verletzungen von Beschrankungen getrennt voneinander
bestraft.
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gelost.

Die Minimierung des Kostenfunktionals (4.47a) beziiglich der Optimierungsvariablen v
und v(7) lasst sich nun analytisch durchfithren. Fiir vy resultiert daraus ein beschrénktes,
statisches Optimierungsproblem in der Form

. 1
min  f(vr) = py, (hr(xr) +vr) + 5 IIhor(xr) + vrllg, (4.48a)
vpeRhT T
u.B.v. h(vy)=-vr<0. (4.48b)

Durch Ausmultiplizieren und Vernachlissigung der von v unabhingigen Terme in der
Kostenfunktion (4.48a) lasst sich das Optimierungsproblem (4.48) in der vereinfachten
Form

. 1
min - fvr) = §V;F“ChTVT - V%(_ﬂhT - ChThT(XT)) (4.49a)
vreR hp
u.B.v. h(vy)=-vr <0 (4.49b)

angeben.

Als Vorbereitung auf die Losung von (4.49) wird zunéchst das Optimierungsproblem

; _ L7 T, 491 2 42 2
}5211}1{12 f(x) = §x Qx—x'b= Exl + sz — b1z — boxo (4.50a)
uB.v. hi(x)=-21<0 (4.50b)
ho(x) = —29 <0, (4.50¢)

T T
mit x = [xl xg} ,b= [bl bg} ,b1,b2 € R und einer symmetrischen, positiv definiten

Diagonalmatrix Q = diag(qi,q2),q1,q2 € Rso, betrachtet, welches im 2-dimensionalen
T

Raum dquivalent zu (4.49) ist. Mit dem Lagrange-Multiplikator 1 = {/11 ﬂ2:| S, 2 € R

folgen die KKT-Bedingungen fiir das statische Optimierungsproblem (4.50) mit reinen

Ungleichungsbeschrinkungen zu

(V) + a1(Vhi)(x7) + 5(Vhe)(x7) = 0 (4.51a)
hi(x*) <0 (4.51b)
ha(x*) <0 (4.51c)

it > 0 (4.51d)
fiz >0 (4.51e)
fithy (x*) + i5ha(x*) =0 . (4.51f)

Dabei wird vorausgesetzt, dass x* ein regulirer Punkt ist®. Die sogenannte complementary
slackness condition (4.51f) hat dabei zur Folge, dass h;(x*) < 0 stets fif = 0 und fij >0

3Im Falle reiner Ungleichungsbeschrinkungen wird ein zuldssiger Punkt x als regulir bezeichnet, wenn
die Gradientenvektoren (Vh;)(x), j € J linear unabhéngig sind. Dabei wird mit J die Indexmenge
aller am Punkt x aktiven Ungleichungsbeschrankungen bezeichnet. Eine Ungleichungsbeschrinkung
hi(x) < 0 ist aktiv an einem Punkt x, wenn h;(x) = 0 und inaktiv, falls h;(x) < 0 ist.
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stets hj(x*) = 0 impliziert. Mit der Kostenfunktion (4.50a) und den Ungleichungsbe-
schrankungen (4.50b) bzw. (4.50c) folgen

(V) = Qx— b= [‘ﬂ””l - bl] | (4528)

qowo — by
(Vhi)(x) = l_oll , (4.52D)
(Vha)(x) = [_01] : (4.52¢)

Aus (4.52b) und (4.52c) folgt, dass jeder zuldssige Punkt x ein regulérer Punkt ist und
die KKT-Bedingungen (4.51) lauten

lgﬁ; B Z; + _01 THES _01 ;=0 (4.53a)
k<0 (4.53D)

—x5 <0 (4.53c¢)

f; >0 (4.53d)

a5 >0 (4.53e)

—x ] — x5 =0 . (4.53f)

Nun kénnen vier Félle unterschieden werden.
(a) Beide Ungleichungsbeschrankungen sind inaktiv, d. h.
hi(x*) = —27 <0, ho(x")=—-25<0.
Damit folgt fij = 15 = 0 und als Losung ergibt sich
x* = [af{ ajg]T =Q 'b= [% Z—E]T
(b) Die Ungleichungsbeschrankung h;(x*) ist inaktiv und ho(x*) ist aktiv, d. h.
hi(x*) = —21 <0, ho(x*)=—25=0.
Damit folgt fij =0, 5 > 0 und als Losung ergibt sich
fiy =—by, x*= [x{ m’ﬁ}T = [% O}T .
(c) Die Ungleichungsbeschrankung hj(x*) ist aktiv und ho(x*) ist inaktiv, d. h.
hi(x*)=—-21=0, ho(x*)=—25<0.

Damit folgt fij > 0, fi5 = 0 und als Losung ergibt sich

pi=h =[] <o g
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(d) Beide Ungleichungsbeschrankungen sind aktiv, d. h.
hi(x*)=—-27=0, ho(x*)=—-25=0.
Damit folgt 7 > 0, 5 > 0 und als Losung ergibt sich
T T
In Abhéngigkeit der Parameter by, by € R tritt nun genau einer der Fille (a)-(d) auf. Fir

b = by = 0 ist dies Fall (d) mit der Losung x* = 0. Eine dquivalente Schreibweise der
Loésung x* = 0 lasst sich mithilfe der vektorwertigen maz-Funktion in der Form

X" = max{O, Q_lb} (4.54)

angeben. Dabei ist die max-Funktion max{x,y} zweier Vektoren x,y € R" definiert als

1| | max{z1,y1}
1) Y2 maxy T2, Y2

max{x,y} = max sl = { J . (4.55)
In Yn max{xn, yn}

Fiir by > 0,by > 0 hingegen tritt Fall (a) mit der Lésung x* = Q~'b auf. Auch hier kann
man die Losung x* = Q7 'b in der Form (4.54) angeben. Man kann sich nun leicht davon
iiberzeugen, dass sich fiir simtliche Kombinationen der Parameter by, bs € R die Losung
des Optimierungsproblems (4.50) stets in der Form (4.54) anschreiben lidsst. Die KKT
hinreichende Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung fiir das Optimierungsproblem (4.50)
lautet

d” <(v2 F) ) + i1 (V) () + fis (V2hs ) (x*)) d>0 (4.56)

fiir alle d € Tx=X, d # 0 und 75+ X dem Tangentialraum von X = {x € R" | h;(x) =
0, 7 € J} am Punkt x*. Dabei wird mit J wieder die Menge der Indizes aller am Punkt
x* aktiven Ungleichungsbeschriankungen bezeichnet. Mit

(V)= =Q, (4.57a)
(V) (x*) =0, (4.57b)
(V2hs)(x") = 0 (4.57¢)

folgt, dass aufgrund der positiven Definitheit der Matrix Q die Bedingung (4.56) fir alle
d € R" erfiillt ist und es sich bei der Losung (4.54) somit um das strikte globale Minimum
der Optimierungsaufgabe (4.50) handelt.

Mit den soeben gewonnenen Erkenntnissen folgt nun die Lésung des Optimierungspro-
blems (4.49)zu

v = max{O, —C,:;uhT — hT(xT)} . (4.58)
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Die Minimierung des Kostenfunktionals (4.47a) beziiglich der Optimierungsvariablen v(7)
fithrt auf

T 1
min [ (W) BG() + ¥(7) + SIBG() v, ) dr (50)

uBv. —v(r)<0, Vrel0,T]. (4.59Db)
Da v(7) nur innerhalb des Integrals vorkommt und unabhéngig von der Systemdynamik
(4.47b) ist, ldsst sich die Minimierung von (4.59) beziiglich v(7) fiir jeden Zeitpunkt

7 € [0,T] analytisch durchfithren. Dabei entsteht zu jedem Zeitpunkt ein statisches
Optimierungsproblem analog zu (4.48), dessen Losung sich analog zu (4.58) in der Form

v*(r) = max{0, ~C; ! () (7) — h(x(7)) } (4.60)

angeben lasst.

Durch Einsetzen der Losungen (4.58) und (4.60) in (4.40a) und (4.40b) folgen die
transformierten Gleichungsbeschrdnkungen schlussendlich zu

&(x(7), iy (1), en(r)) = [h (x (T)"C”L’Z((TT)))’ . (T))] =0, Vrelo,T] (4.61a)
gr (XT7 Fopps chT) = [hT (xifi;r), Chr ] =0 (4.61Db)
mit den transformierten Ungleichungsbeschrénkungen
h(x(7), (), e (7)) = max{h(x(r)), ~C; " (1) (7) }
ha(x(7)) —thy (T)/Chy (T)
e hz(}f(T)) | —Ithy (T?/% (1) (4.622)
h, (X(7)) | |~ th, (T)/Chy, (T)
hy (XT7 Fop s ChT) = max{hT(XT)7 —CETlﬂhT}
hr, (xT) —Hhr, [ Chey
h, (xT) —Hhr, [ Chr,
_ max : 7 : (4.62b)
hTNhT (XT) _MhTNhT /chTNhT

Mit (4.61a) und (4.61b) folgt aus dem Max-Min-Problem (4.47) das duale Problem zu

max min J(u(r), pu(7), pp, (1), cr;x0) (4.63a)
n()pr  ul)

uB.v. x(7) =f(x(7),u(r)) (4.63Db)

x(0) = xq (4.63¢)

u(7) € [Wmin, Wmax] , V7 € [0,T] (4.63d)
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mit dem erweiterten Kostenfunktional
J(u(r), u(7), pr, (1), €73 %0) = G(x7, i, €T)
+ [ " i), u(r), (), e(r)) dr (4.64)
dem erweiterten Endkostenterm
@(xr, pir, 1) = P(XT) + UL (XT, Ppps Chy) + %HQT(XT, I‘l’hT?chT)HzT (4.65)
und dem erweiterten integralen Kostenterm
[(x(7), u(r), u(7), (7)) = U(x(7),u(r)) + w" (T)g(x(7), iy (7), €n (7))
+ S IEGr), a7, en (), (1.66)

Wie auch schon im letzten Abschnitt erwihnt wurde, wird die Formulierung des urspriing-
lichen Optimalsteuerungsproblems (4.38) in der Form (4.63) als erweiterte Lagrange-
Formulierung bezeichnet. Das soeben hergeleitete duale Problem (4.63), bestehend aus
einem inneren Minimierungsproblem und einem &dufleren Maximierungsproblem, besitzt
mit Ausnahme der Systemdynamik (4.63b) samt zugehorigen Anfangszustand (4.63c)
lediglich die Box-Beschrénkungen der Stellgrofie (4.63d) als Beschrankungen und ist somit
wesentlich einfacher zu l6sen als das urspriingliche Optimalsteuerungsproblem (4.38).

Wie im Abschnitt 4.1 gilt auch hier: Falls u*(7) eine primal optimale Losung von (4.38)
ist und (pu*(7), py) eine dual optimale Lésung von (4.63) ist und starke Dualitét vorliegt,
dann gilt die Sattelpunktbedingung

J_(u*,u, Wr,C,cr;Xp) < j(u*,u*,ui},c,cT;xo) < j(u, ur, ur, e, e xg) (4.67)

Umgekehrt gilt ebenfalls: Wenn die Sattelpunktbedingung (4.67) erfiillt ist, dann ist u*(7)
primal optimal, (p*(7), p%) ist dual optimal und die Dualitétsliicke ist null.

Die Idee der im néchsten Abschnitt behandelten Gradienten-basierten erweiterten
Lagrange-Methode besteht nun darin, anstelle des urspriinglichen Optimalsteuerungs-
problems (4.38) das duale Problem (4.63) mittels einer iterativen Annéherung an den
Sattelpunkt (u*, u*, u7) zu 16sen. Dabei wird das innere Minimierungsproblem mit einer
Gradienten-Projektionsmethode und das duflere Maximierungsproblem mit der Methode
des steilsten Aufstiegs geldst.

4.3 Gradienten-basierte erweiterte Lagrange-Methode

Der Pseudocode der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange Methode, welche im
Folgenden néher behandelt wird, ist in Algorithmus 3 skizziert. Zu Beginn erfolgt die
Initialisierung des Algorithmus. Diese betrifft die Lagrange-Multiplikatoren und Strafpa-
rameter

) = [‘31@] , (4.68)
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sowie die Toleranzen €, € RN, €gp € ]RNgT, €, € RVn, €n, € RNhT, €rel,e € R und
erelw € R, welche fiir das Konvergenzkriterium und die Aktualisierung der Lagrange-
Multiplikatoren und Strafparameter in (4.71) und (4.72) benotigt werden. In der aktuellen
Lagrange-Iteration ¢ erfolgt die Losung des inneren Minimierungsproblems (4.69) fir die
aktuellen Lagrange-Multiplikatoren i’ und Strafparameter ¢’. Dafiir wird die Gradienten-
Projektionsmethode verwendet. Diese wird im Abschnitt 4.3.1 detailliert behandelt und
liefert als Lésung die Eingangstrajektorie u’(7) samt zugehérigem Zustandsverlauf x?(7)
sowie ein Maf 7’ ihres Konvergenzverhaltens. Das nachfolgende Konvergenzkriterium der
Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode, welches im Abschnitt 4.3.4 erlautert
wird, bewertet einerseits die Verletzung der Beschrénkungen (4.70) und andererseits
mithilfe von 7° auch das Konvergenzverhalten des vorangegangenen Minimierungsschritts.
Ist das Konvergenzkriterium noch nicht erfiillt, so erfolgt eine Aktualisierung der Lagrange-
Multiplikatoren und Strafparameter, welche im Abschnitt 4.3.3 beschrieben wird, und das
Minimierungsproblem (4.69) wird erneut gelost.

4.3.1 Gradienten-Projektionsmethode

Das Optimalsteuerungsproblem (4.69) entspricht dem inneren Minimierungsproblem der
erweiterten Lagrange-Formulierung (4.63) fiir die aktuellen Lagrange-Multiplikatoren i
und Strafparamter ¢’. Da auBer der Systemdynamik mit zugehérigem Anfangszustand
lediglich Box-Beschrénkungen der Eingangsgrofie auftreten, lasst sich (4.69) mithilfe der
Gradienten-Projektionsmethode effizient 16sen. Die Grundlage dieser Methode stellen die
notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir (4.69) dar, welche sich mithilfe
der sogenannten Hamiltonfunktion

H (x(7),u(r), A(7), (1), €' (7)) = I(x(7), u(r), ' (7), €' (7))
+ AT (D) f(x(1),u(r)) , (4.73)

wobei A € R"™ als adjungierter Zustand (Englisch: adjoint state) bezeichnet wird, in der
Form

T
x*(r) = (aH) (x*(T),u*(T),A*(T>, w(T),c%)) = f(x*(7),u’ (7)) (4.74a)
x*(0) =xo (4.74b)

A(r) = - (iH) ' (x*(T), w*(7), N (1), i (1), ci(r)) (4.74c)

* 6 = T * 7 )
AN(T) = ((9XT<P> (XTaILTaCT) (4.74d)

u* (1) = arg min H(X*(T),u(T),A*(T),[,Li(T),Ci(T)> , YT e[0,T] (4.74e)

U(T)E[uminvumax}
anschreiben lasssen [15]. Die notwendigen Optimalitatsbedingungen setzen sich also aus
der Systemdynamik (4.74a) samt zugehorigem Anfangszustand (4.74b), der sogenannten

adjungierten Dynamik (Englisch: adjoint dynamics) (4.74c) samt zugehorigem Endzu-
stand (4.74d) sowie der Bedingung (4.74e), welche das Minimumsprinzip von Pontryagin
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Algorithm 3: Gradient-based Augmented Lagrangian Method
Initialization
- Choose initial multipliers ! and penalties ¢!
- Choose tolerances €, > 0, €, > 0, €}, > 0, €4, > 0, €rel,c > 0, €rely, > 0
for i =1 to ipax do
- Compute input u’(7) and state x*(7), 7 € [0, 7] by solving the inner
minimization problem
min j(u(T), Bi(r), e (r); xo) (4.69a)
u(-)
uB.v. x(7) =f(x(7),u(r)) (4.69Db)
x(0) = xg (4.69¢)
u(7) € [Umin, Umax] , V7 € [0, 7] (4.69d)
- Store constraint functions
g'(r) = g(x'(7)) (4.70a)
g = gr(x}) (4.70b)
hi(r) = h(x'(7), (), ¢} (7)) (4.70c)
h = hyp(xh, pj,,., €}, (4.70d)
- if convergence criterion is reached then
| break with approximate solution u’(7) and x*(7)
end if
- Update multipliers
i (r) = ¢ (i (), (7). 8'(7), &) (4.71a)
Hor' = Cor (MQT, Chpr &7 egT) (4.71D)
i (r) = o (i (7). € (7), W (7). €n) (4.71c)
uﬁl = ChT (u%T, CZT, }_1}, €hT> (4.71d)
- Update penalties
czH(T) =€, (C;(T), gi(T), gi_l(T), eg) (4.72a)
cptt = &g (Chpo 8Bl €or) (4.72b)
ch1(7) = &, (e (), B (7), B (7), 1) (4.72¢)
el = &y (Chy b B €y ) (4.72d)

end for

Output
- Control u’(7) and sta

te x'(7)
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beriicksichtigt, zusammen. Da fiir das Differenzialgleichungssystem in x* der Wert zum
Anfangszeitpunkt 7 = 0 und fiir das Differenzialgleichungssystem in A* der Wert zum
Endzeitpunkt 7 = T gegeben ist, handelt es sich bei (4.74a)-(4.74d) um ein Zweipunkt-
randwertproblem (Englisch: two-point boundary value problem). Der Pseudocode der
Gradienten-Projektionsmethode ist in Algorithmus 4 skizziert. Die Initialisierung der
Gradienten-Projektionsmethode erfolgt durch Vorgabe einer initialen Eingangstrajektorie
u'l'(7), wobei u'l'(7) = u'~!(7) fiir Lagrange-ITterationen mit Index i > 2 gilt. Nach der
Berechnung der zugehorigen Zustandstrajektorie xi‘l(T) durch Vorwarts-Integration der
Systemdynamik (4.79) wird in der Gradienten-Iteration ¢ der Verlauf des adjungierten
Zustands AV (7) mittels Riickwérts-Integration der adjungierten Dynamik (4.75) ermittelt.

Damit kann in (4.76) der Gradient i’ (1) der Hamiltonfunktion beziiglich des Einganges
berechnet werden bevor mittels der Liniensuche (4.77) die Schrittweite o/ > 0 bestimmt
wird. Dabei bezeichnet 1, (u(7)) die Projektionsfunktion mit welcher der Eingang u(7) in
die Menge der zuldssigen Eingéange (4.69d) projiziert wird. Mit u € R™ folgt die Projek-

T
tionsfunktion zu ¥, (u(7)) = {zﬁu,l(ul(T)) Yu2(u2(7)) ... ¢u7m(um(7'))] , wobei die
einzelnen Komponenten in der Form

ui(7)  falls ui(r) €
Vu,i(ui(T)) = { Umin,;  falls ui(7) <
Umax,i falls u;(1) >

(Umin,ia umax,i)
(4.81)

min,?

u
Umax,i

fir i« = 1,...,m definiert werden. Anschliefend erfolgt die Aktualisierung (4.78) der
Eingangstrajektorie ui|j+1(7') und die Berechnung der zugehorigen Zustandstrajektorie
x'l+1(7). Das nachfolgende Konvergenzkriterium (4.80) bewertet mittels 5?7+ die relative
Anderung der Eingangstrajektorie in der Gradienten-Iteration j. Dabei ist die Lo-Norm
einer vektorwertigen Zeitfunktion x(7) € R", 7 € [0,7] mit 7" < oo in der Form

(M), = ¢ /0 . xT(r)x(r) dr (4.82)

definiert. Falls die Gradienten-Projektionsmethode in der Iteration j konvergiert ist, d. h.
77"9+1 < €rel e, oder die maximale Anzahl jynax an Gradienten-Iterationen erreicht wurde,
terminiert Algorithmus 4 und liefert die letzte Losung (u’(7),x%(7),n") an Algorithmus 3.

Fir die Zeitdiskretisierung von zeitkontinuierlichen Gréflen sowie die benétigten nume-
rischen Integrationsverfahren sei auf Anhang A verwiesen.

4.3.2 Wahl der Schrittweite

Die Schrittweitensteuerung zur Losung des skalaren Optimierungsproblems (4.77), welches
sich in der Gradienten-Iteration j der Lagrange-Iteration ¢ auch in der Form

min () = J(¢u (0¥ (1) - ady/ (7)), £(7), €' (7);x0 (4.83)

darstellen lasst, ist ein zentraler Bestandteil der Gradienten-Projektionsmethode und
bedarf besonderer Aufmerksamkeit.
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Algorithm 4: Projected Gradient Method

Initialization
- Choose initial input u'l'(r), 7 € [0, 7]
- Compute state x'I'(7), 7 € [0, T] by solving (4.79) for j =0

for j =1 to jpax do
- Compute A% (1) by backward integration of

X
ilj o \" ilj i
A U(T) = <3XT¢> (XTU,HTaCT)

- Compute gradient

di (r) = (aauH)T (x (), wl (), XV (1), ' (7), (7))

- Compute step size o'l by solving the line search problem

151;1& j(¢u (uiU(q—) — adﬂj(r)) pi(T), e (T); xo)

- Update input u’¥*!(7) according to

uli*1(r) = g, (uli(r) — adi' (7))

- Compute state x*1(7) by forward integration of
sl (r) = £(x (1), Wl (7))

Xi|j+1 (0) = xp

- Evaluate convergence criterion

wili+1(r) — uilj(T)‘ .,

[l ()],

2

i'+1_‘
nlj _

-if ﬁiljﬂ < €rel,c OT J = Jjmax then
| break with approximate solution
end if
end for

AV () = —<38H>T(xilf<7>, u'li (), X (), (7). (7))

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

Output to algorithm 3
- Set control ui(’T) = ui|j+1(7') and state Xi(T) = Xi|j+1(7—)

- Return 7" = pilit1
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Quadratische Interpolation

Eine weit verbreitete Moglichkeit zur Wahl der Schrittweite « bietet eine quadratische
Interpolation der zu minimierenden Kostenfunktion g(a). Dazu wird diese fiir drei ver-
schiedene Schrittweiten 0 < a1 < s < ag mit ag = %(oq + a3) ausgewertet, womit man
die drei Punkte («o;, ¢; = g(;)), ¢ = 1,2, 3 erhilt, durch welche nun eine quadratische
Interpolationsfunktion der Form

®(a) = po + pra + p2a® (4.84)

mit p; € R, j =0,1,2 gelegt werden kann. Die Parameter p;, j = 0,1, 2 erhalt man durch
Losen des linearen Gleichungssystems

po+ prov + pai = g1 (4.85a)

Po + p1oz + pacs = g (4.85b)

po + pros + p2aj = g3 - (4.85¢)

Dieses Gleichungssystem lésst sich in Matrix-Schreibweise in der kompakten Form Ap =g

mit

1 a of Do g1

A=]1 a Oé% y, P= (P11, 8= |92 (486)
1 ag o P2 93

darstellen. Aufgrund ihrer besonderen Struktur wird die Matrix A als Vandermonde-Matrix
und ihre Determinante

det(A) = (a3 — ag)(as — aq) (e — aq) (4.87)

als Vandermonde-Determinante bezeichnet. Aus (4.87) folgt insbesondere, dass die Vander-
monde-Matrix genau dann regulér ist, wenn die Schrittweiten «;, i = 1,2, 3 paarweise
verschiedenen sind. Unter dieser Voraussetzung folgt die eindeutige Losung von (4.85) zu
p = A~!'g und die quadratische Interpolationsfunktion ®(«) ergibt sich zu

° TLgila —aj)
B(a) = po +pra+pa’ =Y gt

S 9= ay) (4.88)

Die Bestimmung der Schrittweite erfolgt dann durch analytisches Losen des Optimierungs-
problems
min ~ P(a) . (4.89)

a€lar,as]
Unter Vernachlédssigung der Beschrankung a € [aq, aig] folgt mit der notwendigen Optima-
litdtsbedingung erster Ordnung

%@(a*) =p1 + 2pea* =0 (4.90)

die optimale Losung zu

at =P _ 191(0‘% —03) + g2(03 — af) + g3(of — a3)

= 4.91
2p2 2 g1(a2 — a3) + g2(a3 — a1) + gz(oq — az) (4.91)
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Der so berechnete Wert a* sollte nur akzeptiert werden, wenn die Interpolationsfunktion
(4.88) strikt konvex ist, also die Bedingung

d2

da?
erfiillt ist, denn nur dann entspricht a* dem strikt lokalen Minimum der Interpolations-
funktion. Sollte diese jedoch fiir die gewdhlten Schrittweiten «y, i = 1,2, 3 nicht strikt
konvex sein, so muss eine andere Wahl der Schrittweiten erfolgen. Die Berticksichtigung
der Beschriankung « € [ay, as| erfolgt durch Projektion der Losung a* von (4.91) auf das
zuléssige Gebiet o, a3], womit sich die optimale Losung von (4.89) zu

Q") =2p2 >0=p2 >0 (4.92)

a*  falls a* € o, o]

o =arg min P(a)=<a; fallsa* <oy (4.93)

a€lar,os) _
ag falls a* > ag

ergibt. Diese Vorgehensweise ist in Abbildung 4.1 und Abbildung 4.2 dargestellt. Falls

®(a)
g9(a)
g3
92
g1
(7] o Q9 Qa3

Schrittweite «

Abbildung 4.1: Grundprinzip der quadratischen Interpolation,
optimale Schrittweite a* = a*

die optimale Schrittweite a* von (4.93) auflerhalb der Intervallgrenzen [a, 3] oder nahe
bzw. exakt an einer der Intervallgrenzen liegt, wie z. B. in Abbildung 4.2, so kann das
Intervall o, ] fiir die néchste Gradienten-Iteration adaptiert werden, siche [24]. Der
wesentliche Nachteil der Methode der quadratischen Interpolation ist der hohe numerische
Rechenaufwand, denn um die drei Punkte («, ¢;), ¢ = 1,2, 3 zu erhalten, ist eine dreimalige
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Vorwirts-Integration der Systemdynamik mit anschlieBender Auswertung des erweiterten
Kostenfunktionals J erforderlich.

b

(@)
(@)

Q

g3 7

92
g1 7

aq 6%} a3
Schrittweite «

Abbildung 4.2: Grundprinzip der quadratischen Interpolation,
optimale Schrittweite a* = ay

Explizite Liniensuche

FEine aus Sicht des Rechenaufwandes giinstigere Moglichkeit zur Bestimmung der Schritt-
weite wird in [25] vorgestellt und in [26] fir den Fall eines Optimalsteuerungsproblems
adaptiert. Die Grundidee dieser expliziten Liniensuche besteht darin, die Schrittweite oV so
zu withlen, dass die Differenz zweier aufeinanderfolgender Eingangstrajektorien @’V () und
u'+1(7) minimiert wird, wobei angenommen wird, dass in beiden Gradienten-Iterationen
j und j + 1 die gleiche Schrittweite o gewéhlt wird und die Eingangsbeschriankungen
(4.69d) vernachlissigt werden. Es gilt also*

'l (7) = w1 (7) — ad¥ 7 (r) (4.94a)
wli (1) = ul(7) — ad (7) | (4.94b)

4Es sei angemerkt, dass es notwendig ist die Eingangstrajektorie ﬁilj(r) in (4.94a) mit dem Tilde-Zeichen
zu notieren, da u’l (r) = i 1(7) — o’V 1dI 71 (7) gilt.
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Mit (4.94) folgt die optimale Schrittweite zu

2

wlit(r) — ﬁi\j(T)‘

o'l =arg  min ‘

aceR Lo
— - iy — w1 () — afdP () — gt 2
=arg min ‘u (1) —u'V (1) a(du (1) —du (7‘))HL2 (4.95)
und mit
Auﬂj(T) = ui|j(7') — ui‘j_l(T) , (4.96a)
AdY () = A (r) — d¥ (1) (4.96b)

erhalt man weiters

Oélb = arg min HAUZ‘J (T) — OéAdZulJ (T)‘ (497)
acR

Lo

Diese Vorgehensweise ist in Abbildung 4.3 fiir den Fall eines skalaren Eingangs skizziert.

_ui|j+l mln _> o

Zeit T

Abbildung 4.3: Grundidee der expliziten Liniensuche
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Mit
g(a) = HAu”j(T) — aAdﬂj(T)‘ ’

Lo

- /O ' (Auli(r) — aadil (1) (Au'i(7) — ardi (7)) dr
_ /0 ! (Auli () Auti(r)dr + o2 /0 ! (Ad¥ () Adi (7)dr
T N T
% /0 (Au'i(r)) A (r) dr (4.98)

folgt die notwendige Optimalititsbedingung erster Ordnung fiir das Minimum o'V von
(4.97) zu

d . A i NT il T i \T A il
—g(a”]) = 204"3/ (Ad._'l](T)> Adllj (r)dr — 2/ (Au"J (7‘)) Adll](T) dr
da 0 0
_0 (4.99)
woraus
[ (aulm) adin)dr
a'll = 20 (4.100)
ili  \T Agili
/ (Ad¥(r) Ad(r)dr
0
folgt. Die hinreichende Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung lautet
d2 . T il T ili
—glal) =2 /0 (ad¥ (1)) ad¥ (r)dr > 0. (4.101)

Unter der Voraussetzung, dass AdiY (1) # 0 gilt, folgt mit (4.101), dass die Schrittweite
o'l von (4.100) dem strikt globalen Minimum der Kostenfunktion g(a) von (4.98) ent-
spricht.

Eine zu (4.100) alternative Berechnungsvorschrift der Schrittweite erhdlt man durch
eine Umformulierung der Kostenfunktion (4.98) in der Form

2 2

L ili 1 .. Y B
g(a) = [Au(r) — ardy (7)) L = auli(r) - AdY(7)| = aPg(a) . (4.102)
Lo
Die Bestimmung der Schrittweite erfolgt dann zu
ilj _ . _
e arg min g(a) . (4.103)

Mit

a(e) = [t - k)|

=5 [ (au) awlirydr + [ (adn) "addir) ar
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folgt die notwendige Optimalititsbedingung erster Ordnung fiir das Minimum ‘¥ von
(4.103) zu

170 = _(Oﬁj)s | (awi() aut(ryar + (ai)Q | (auli) adi (7) ar
- (oﬂi’ )? L;Ia' /OT (Bub() () ar - /oT (au'li(r) adi(r) dT]
=" (4.105)
woraus /T(A i ))TA i(r)d
oo T (4.106)

/O " (awli ()T Ad (r) dr

folgt. Die hinreichende Optimalitédtsbedingung zweiter Ordnung lautet

o) = Ty [ (autir) sty - @ [ () adb () ar
- (ai2|j)4 l?) /OT (Auilj(T))TAuiU (r)dr — 20/l /OT (Auilj(T))TAdﬂj(T) dT]
-0 (4.107)

Daraus folgt die Bedingung
T " T " LT . T 1
3 / (Auli(r)) " Auli(r) dr — 20V / (Auli(r)) Ad¥(r)dr > 0. (4.108)
0 0
Setzt man nun (4.106) in (4.108) ein, so folgt
T o T
/ (Au(r)) Aui(r)dr >0 (4.109)
0

Unter der Voraussetzung, dass Au'l (1) # 0 gilt, folgt mit (4.109), dass die Schrittweite
o'V von (4.106) dem strikt globalen Minimum der Kostenfunktion g(a) von (4.104) ent-
spricht.

Ein Problem, welches bei der Anwendung der Berechnungsvorschriften (4.100) bzw.
(4.106) auftritt, besteht darin, dass diese negative Werte fiir ol liefern, falls die zu
minimierende Kostenfunktion g(a)) bzw. g(«) nicht (lokal) konvex ist [20]. Falls dieser Fall
eintritt, kann als Schrittweite entweder eine fest vorgegebene Schrittweite, also alli = Qlinit
mit ainit € Rso, oder eine Ersatzstrategie (Englisch: fallback strategy), also ali = g, mit

1 — s
o, n { Umax,k Umin,k } (4110)
m

axXre0,7] ’dﬂ{k(T)‘

verwendet werden [20].
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Abschlieflend verbleibt noch die Frage nach der Wahl der Schrittweite in der ersten
Gradienten-Iteration j = 1 der ersten Lagrange-Iteration ¢ = 1. Auch hier kann entweder
alll = Qipit oder alll = oy, verwendet werden.

4.3.3 Aktualisierung der Lagrange-Multiplikatoren und Strafparameter

Die Aktualisierung der Lagrange-Multiplikatoren (4.71) in Algorithmus 3 erfolgt wie
auch schon im Abschnitt 4.1 in Richtung des steilsten Aufstiegs, wobei die Strafparame-
ter als Schrittweite dienen. Damit folgt die Aktualisierungsvorschrift fiir den Lagrange-
Multiplikator 4 einer skalaren Gleichungsbeschrankung g'(7) = ¢'(x'(7)) zu

j i i i i+ ctgt falls |gi|>e AN < €l
i+1 _ X ) _ g q g = trel,u
Mg - Cg(ug’cg’g 769> - { Zg sonst . (4111)

Die Vorschrift (4.111) verzichtet also auf eine Aktualisierung des Lagrange-Multiplikators
M; falls die Gleichungsbeschriankung hinreichend genau erfiillt wurde und/oder das
Gradienten-Projektionsverfahren aus Algorithmus 4 nicht ausreichend konvergiert ist,
was mithilfe von 1’ und €relw Uberpriift wird. Man beachte, dass in (4.111) fiir den
Parameter €1, ein viel groferer Wert benutzt wird als fiir den Parameter €1 . im Konver-
genzkriterium der Gradienten-Projektionsmethode in Algorithmus 4, also €,el,, > €rel ¢ gilt.
Dadurch wird sichergestellt, dass eine Aktualisierung der Lagrange-Multiplikatoren auch
dann noch erfolgt, falls die Gradienten-Projektionsmethode nicht bis zur vorgegebenen
Genauigkeit o1 . konvergiert ist. Diese Situation tritt vor allem bei der Realisierung
von echtzeitfihigen modellpradiktiven Regelungen auf, bei welchen die maximale Anzahl
an Gradienten-Iterationen (und Lagrange-Iterationen) typischerweise sehr stark limi-
tiert ist. Weiters wird der Lagrange-Multiplikator ,ué“ durch pimax € Rsg in der Form
uzﬂ € [—ftmax, fbmax] beschrankt, um unbeschrianktes Anwachsen/Absinken zu verhindern
und numerische Probleme zu vermeiden.

Auf dhnliche Weise folgt die Aktualisierungsvorschrift fiir den Lagrange-Multiplikator
i einer skalaren Ungleichungsbeschrinkung h'(7) = h'(x*(7), ui, ¢}) zu

, S t i ht falls (R > e A < VRt <0
ittt = ¢, (HZ,cﬁw hz,eh) SR ( W= Eml’u) (4.112)
1y, sonst .

Die Bedingung h* < 0 in (4.112) stellt sicher, dass der Lagrange-Multiplikator u};’ verringert
wird falls die Ungleichungsbeschrinkung inaktiv ist. Weiters ist z;"" durch p)t" < pimax

nach oben hin beschrankt.

Fiir die Aktualisierung der Strafparamter (4.72) in Algorithmus 3 wird in [20] eine
Adaptionsstrategie vorgeschlagen, welche die Entwicklung der Beschrankungen innerhalb
der letzten zwei Lagrange-Iterationen bewertet und auf Basis dieser Bewertung die Straf-
parameter aktualisiert. Damit folgt die Aktualisierungsvorschrift fiir den Strafparameter
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c; einer skalaren Gleichungsbeschrinkung g* zu

| - Bincly  falls [g'| > yinlg" Y| A lg'] > €9 Ami < €retu
et =¢(ch g9 ey) = Baccy falls [g'] < 7aecy

3

g sonst .

c

(4.113)
Der Strafparameter cz wird also um den Faktor (i, > 1 erhoht, falls das Gradienten-
Projektionsverfahren ausreichend konvergiert ist, d.h. 7; < €re14, und die Entwicklung
der Beschrinkung innerhalb der letzten zwei Lagrange-Iterationen nicht zufriedenstellend
war, was mithilfe von v;, € (0, 1] bewertet wird. Falls die Verletzung der Beschrinkung
innerhalb einer vorgegebenen Toleranz mit vge € (0, 1) liegt, so wird der Strafparameter
um den Faktor Sqe € (0, 1) reduziert.

Fiir den Strafparameter cﬁl einer skalaren Ungleichungsbeschrankung h; folgt auf &hnliche
Weise
ﬁincz falls A’ > ")/in}_li_1 A Bt > €n A1 < €rely

atl =g, (cz,ﬁi,ﬁi_l,eh) = 4 Baech  falls A < ygeep, (4.114)

cj, sonst .

Analog zur Aktualisierung der Lagrange-Multiplikatoren werden alle Strafparameter mit
Cmax hach oben hin und mit ¢y, nach unten hin beschrankt, wobei cpax > cmin > 0
gilt. Damit wird einerseits unbeschréinktes Wachstum der Strafparameter verhindert und
andererseits das Rechnen mit vernachlissigbar kleinen Strafparametern vermieden.

Die Aktualisierungsvorschriften fiir die Lagrange-Multiplikatoren ugT bzw. ,uﬁlT und

Strafparameter ch bzw. cﬁlT einer skalaren Endgleichungs- bzw. Endungleichungsbeschréan-
kung erfolgen vollkommen analog zu (4.111) bzw. (4.112) und (4.113) bzw. (4.114).

Es ist zu beachten, dass die Aktualisierung der Strafparameter (4.72) von den Be-
schrinkungen g', g1, gi., ginl, h', h'~ !, }_1%, }_léjl der letzten beiden Lagrange-Iterationen
abhéngig ist. Fir die Verwendung von Algorithmus 3 zur Realisierung einer modell-
pradiktiven Regelung koénnen in der MPC-Iteration k in der jeweils ersten Lagrange-
Iteration i = 1 die Beschrinkungen g, g2, h?, BOT mit den korrespondierenden, um einen
Steuerungshorizont verschobenen Beschrénkungen der Losung des Optimalsteuerungspro-
blems in der vorangegangenen MPC-Iteration k — 1 initialisiert werden. Ansonsten kann
gl=o0, g% =0,h% =0, fl(:)p = 0 verwendet werden.

Mit den Vorschriften (4.111)-(4.114) sind somit die vektorwertigen Funktionen
¢, €RNe, ¢, € RNor, ¢ € RM, ¢, € RNr von (4.71)

bzw.
g, RN, ¢, eRNor, ¢, e RV, ¢, € RVt von (4.72)
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definiert.

Abschliefend soll noch angemerkt werden, dass sémtliche Zeitfunktionen in zeitdiskreter
Form mit Ny, Abtastpunkten vorliegen (sieche Anhang A), womit die Aktualisierungs-
vorschriften (4.111)-(4.114) zu jedem Abtastzeitpunkt 74, & = 0,..., Npor — 1 separat
ausgefiihrt werden miissen.

4.3.4 Konvergenzkriterium

Das Konvergenzkriterium in Algorithmus 3 bewertet einerseits das Konvergenzverhalten
des inneren Minimierungsproblems, welches mit Algorithmus 4 gelost wird, und andererseits
die Erfiillung der Beschrénkungen (4.70). Um die Echtzeitfahigkeit sicherzustellen, wird
innerhalb von modellpradiktiven Regelungen fiir gewohnlich auf das Konvergenzkriterium
verzichtet und anstelle dessen eine feste Anzahl i, und jmax fiir die Lagrange-Iterationen
und Gradienten-Iterationen vorgegeben. Steht jedoch ausreichend Rechenzeit zur Verfii-
gung, so konvergiert Algorithmus 3 wenn Algorithmus 4 konvergiert ist, also

ni < €rel,c (4115&)

und gleichzeitig die Beschrankungen (4.70) im Sinne einer vorgegeben Genauigkeit erfiillt
sind, also

i i
grl] < || o |BON <] yr o, (4.115D)
hT €Ehr h (T ) €p
wobei mit der Notation |-| der komponentenweise Absolutbetrag bezeichnet wird, also
. . . . T
’g%\ = {gh 9, Z ] : (4.116)

4.4 Gradienten-basierte erweiterte Lagrange-Methode fiir das
Wagen-Pendel-System
Die in Abschnitt 4.3 vorgestellte Gradienten-basierte erweiterte Lagrange-Methode soll

nun verwendet werden um das Optimalsteuerungsproblem, welches sich fiir sdmtliche
Versuche am Wagen-Pendel-System in der Form (vergleiche (3.48))

min J(u(7);x0) = 1AXTPAX + 1 /T (AXT(T)QAX(T) + RAu2(7)> dr (4.117a)
u() YT T T e '

u.B.v. x(7) =f(x(7),u(r)) (4.117b)
x(0) = xo (4.117¢)
hi(x(7)) = () = Smax < 0 (4.1174)
ha(x(7)) = Smin — s(1) < 0 (4.117¢)
h3(x(7)) = v(T) = Vmax <0 (4.117f)
ha(%(7)) = Umin — (1) <0 (4.117g)
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1
hry (x1) = §AX;EPAXT —ar <0 (4.117h)
U(T) € [Uminaumax] (4117])
mit
AX(T) = X(T) — Xdes X(T) S R? (4.118&)
Au(T) =u(T) — udes , u(r) €R, (4.118b)

dem Entwurfsmodell (vergleiche (2.15))

Y1 w1
% miai1gsin pi+miaiucos p1—djwi
. 1 2
X = . = f(:x'_7 U) = J1+m1al 5 (4119)
8 v
v u

und den symmetrischen, positiv definiten Gewichtungsmatrizen
Q = diag(q1, ¢2, g3, ) e RP** | ReR, PeR™ (4.120)

darstellen lasst, numerisch zu losen.

Mit (4.117d)-(4.117h) folgen die transformierten Ungleichungsbeschréankungen (verglei-
che (4.62)) zu

hi(x(7), ppy (1), ey (7)) = max{hl(X(T)), _Hm (7) } (4.121a)

ho(X(T), pthy (T), Chy (7)) = max{h2 (x(7)), —H2 (1

(4.121b)

ha(X(T), pihy (7), chy (7)) = max{h3<x<f>>, L

}
} (1.1210)
}

Chy (T)
ha(X(7), i, (7)), (7)) = 1rlaz’;u<{lz4(><(7-))7 _/;:4((:)) (4.121d)
by (%0 gy cnr, ) = max{hﬂ (xp), — 21 } . (4.121¢)
Cth

Um eine kompakte Notation zu erméglichen, wird im Folgenden auf die explizite Angabe
der Zeitabhéngigkeit von Zeitfunktionen verzichtet. Mit (4.121) folgen damit der erweiterte
Endkostenterm (vergleiche (4.65)) zu

_ 1
SD(XT,Mth ; ChT1> = iAX%PAXT

1

+ :uth iLTl (XT7 Mth 3 Cth ) + §ChT1 B%l (XT7 /’Lth ) Cth ) (4122)
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und der erweiterte integrale Kostenterm (vergleiche (4.66)) zu
I(x,u, py, cp) = %AXTQAX + %RAUQ
+ iy ha (X, pny s ey ) + %Chl h1(X, fihy s €y )
+ o ha (X, fhy s ey ) + %Chzﬁg(xv Hhs Chy)
5Chs h3(x, [thss Chs)

1 -
§ch4h?1(x, Khys Chy) - (4.123)

+ thl?,(X, hss Chy) +
+ Lhy 54(){7 Hhy s Ch4) +

Mit dem erweiterten integralen Kostenterm (4.123), dem adjungierten Zustand A € R*
und dem Entwurfsmodell (4.119) folgt die Hamiltonfunktion zu

H(X7 u, A, K, Ch) = Z(Xa U, Ky Ch) + )‘Tf(xa ’LL) : (4124)

Fir die Riickwérts-Integration der adjungierten Dynamik in (4.75) wird die partielle
Ableitung der Hamiltonfunktion H von (4.124) beziiglich des Zustands x benotigt, welche
sich in der Form

o \"' 9 \T 9 T
(aXH> (5,1, A 1y, €p) = <8xl> (%, 1, . Cn) + <6X(ATf(x,u))> (4.125)
ergibt. Fiir den ersten Term von (4.125) folgt mit (4.123) weiters
(2 - (s
+ fhy (:FLl)T(Xa [hysChy) + % (;{B%>T(X [hys Chy)
+ fthy (a ) (X, Hhys Chy) + ?(;{%)T(Xa [hys Chy)
+ [y <8ax ) (X, Hhgs Chy) + ?(;{B?J,)T(Xa [thss Chs)
+ Ky <aax > X, [thys Chy) ?(ihZ>T(Xa [hys Chy) - (4.126)

Die einzelnen Terme in (4.126) folgen mit (4.121a)-(4.121d) bzw. (4.117d)-(4.117g) und
der Gewichtungsmatrix Q zu

g 0 0 O0][|Ax 1Az

8 1 T T o o 0 q2 0 0 A.CI?Q o QQAZL‘Q
<8x <2AX QAX)) = QAx = 0 0 g5 0||Azs| = |gsies ,  (4.127a)

0 0 0 q||Axy 1Ay
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Hhy

Nhg( <

Hhy

%(8
2

2

ox

0

ox

~ hy

(%
ox

— Dy

<8
ox

0 -

_ T
h%) (X, Hhys chl) -

h2> (Xa /’Lh27ch2) =

T
) (Xa /,Lhz,Ch2) =

T
8h3) (X /’Lh37ch3 uh3

T
(Zhs)  falls hy(x) > —222
X Ch3
0 sonst
000 1 falls hs(x) > —
0 sonst

(a@hzl)T falls hy(x) > —2ta
0 sonst
|

0 sonst

T
h) (&h)  falls hy(x) >
0

sonst

00 s —smax 0] fallshy(x) > 2

0 sonst

T
Q(X)(a%fm) falls ho(x) > —222

h o
0 sonst

[0 0 S — Smin O}T falls ho(x) > —

0 sonst

(%h1 falls b (x) > —42
0 sonst

T
00 10 fallshi(x)>—
0 sonst
(Zh)' falls hy(x) > 222
o2 alls ho(x) > on
0 sonst

T
00 —1 0 fallsha(x) > -
0 sonst

T
00 0 —1] fallshy(x) > 4

Hhq

Chl ,

Hho
Ch
2 )

Hhg

Ch3 ,

ChQ

Hho

(4.127D)

(4.127c¢)

(4.127d)

(4.127e)

. (4.127f)

. (4.127g)
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Ch3

T Bh
c hs( h falls hs(x) > —=—2
E (th)) (X7 Hhs s ch3 = Chg 03 3 ‘ 3( ) o
sons

= cn, ¢hs | (4.127h)

T
{[0 000 vt fallshy(x) >

0 sonst

T
a(x axh4 falls hy(x) > —20a

T
Ch4 < 8 h2> h
—\azhi) (% pnyscny) =
2 \ox n 0 sonst

=
o

Der zweite Term von (4.125) lasst sich mit (4.119) weiter vereinfachen zu

(2 wrrn)) = (3 o) = (i)

0 00 v—w }T fallsh4(x)>—“ﬂ
min = o . (4.1270)

0 sonst

[ 0 10 0] [y
migai cos(¢1)—mia sin(p1)u —dy 0 0 A
— J1+m1a% J1+m1a% 2
0 0 0 1| [X
I 0 0 0 0] [M
)\ migai cos(p1)— mlalsin(gol)u
J1+m1a1
A — )\Qdi
= J1+m1a1 . (4128)
0
L A3

Fiir die Berechnung des Endwerts A(T") der adjungierten Dynamik (4.75) wird die par-
tielle Ableitung des erweiterten Endkostenterms ¢ von (4.122) beziiglich des Endzustands
x7 benétigt, welche sich zu

d \7T 1 T
(o) ermon) = 153030)

+MhT1 th> (XT,Mth ChT1>
Chy 6 T
— (8XThT1> (%r, tnr, » nr, ) (4.129)

ergibt. Die einzelnen Terme in (4.129) folgen mit (4.121e) bzw. (4.117h) und der Gewich-
tungsmatrix P zu

T
( 0 ( Ax%PAxT>> = PAxr , (4.130a)
aXT
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T I
. - - (%hﬂ) falls hpy (x7) > — c:Tl
X7 0 sonst
PAxy falls hy(x) > —
o Mo, (4.130b)
1
0 sonst
T th
) N B () (22— 1, falls hr, (x7) > —
hr, (hr%) (XTnU’hT , Chy ) = Chy Tl( T)((?XT Tl) T1( T) = onp
2 \Oxr ' ' "o sonst

Mth

Chry . (4.130C)

{ (%AX%PAXT - aT>PAXT falls hpy (x7) > —
= Cth

sonst

Weiters wird fiir die Berechnung des Gradienten in (4.76) die partielle Ableitung der
Hamiltonfunktion H von (4.124) beziiglich des Eingangs u benotigt, welche sich zu

(;Lfl)T(x,u,)\,uh,ch) - (il)T(x,u,uh,ch) + ((.;1(>Ff(x,u))>T (4.131)

ergibt. Fiir den ersten Term in (4.131) folgt mit (4.123) und der Gewichtungsmatrix R

9 - T
<8ul> (x,u, pp,, cp) = RAu (4.132)

wéahrend sich der zweite Term von (4.131) mit (4.119) zu

(2] - (v ) - (i)'

T
0 A\
miai cos(p1) A
— Ji+mia? 2
0 A3
1 A4
miaj cos(y1)
= dg————=+ A 4.133
2 J1 + mla% + 1 ( )

vereinfachen lasst.

Fiir samtliche in den folgenden Abschnitten durchgefithrte Versuche am Wagen-Pendel-
System, in denen das Optimalsteuerungsproblem (4.117) mit der Gradienten-basierten
erweiterten Lagrange-Methode gelost wird, erfolgt die Initialisierung von Algorithmus 3
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mit
g () =0, i, (1) =0, (1) =0,  w(1)=0, pp, =0  (4134a)
Chy (T) = Cmin » €y () = Camin » hy(T) = Cmin » €, (T) = Cmin 5 Chy, = Coin (4.134b)
B?(T) =0, 7(2](7') =0, Bg(T) =0, BQ(T) =0, ﬁ%l =0 (4.134¢)
en, =107, €, =10"", e, =101, e, =10"", €, =107" (4.134d)
erele = 1077, el = 1072 (4.134e)

Die Vorwérts-Integration der Systemdynamik (4.79) sowie die Riickwérts-Integration der
adjungierten Dynamik (4.75) erfolgen mit dem expliziten Heun-Verfahren (A.11) bzw.
(A.16) und als Schrittweitensteuerung wird die explizite Liniensuche (4.100) verwendet.
Die Auswertung des Kostenfunktionals J bzw. J erfolgt mit der Trapezregel (A.5). Jene
Parameter des Optimalsteuerungsproblems (4.117) und der Gradienten-basierten erweiter-
ten Lagrange-Methode, welche sdmtliche Versuche am Wagen-Pendel-System gemeinsam

haben, sind in Tabelle 4.4 aufgelistet.

Parameter Wert
Sollwert des Eingangs tqes 0m/s?
Obere Schranke des Eingangs tmax 22m/ 2
Untere Schranke des Eingangs tmin —22m/ s2
Obere Schranke der Position Syax 0.7m
Untere Schranke der Position spyin —0.7m
Obere Schranke der Geschwindigkeit vpax 2m/s
Untere Schranke der Geschwindigkeit v —2m/s
Obere Schranke der Lagrange-Multiplikatoren jimayx 108
Obere Schranke der Strafparameter cpax 106
Erhohungsfaktor der Strafparameter [, 1.05
Verringerungsfaktor der Strafparameter Sqe 0.95
Bewertungsfaktor der Strafparameter i, 1
Toleranzfaktor der Strafparamter yqe 0.1
Gewichtungsmatrix Q diag(1,0.5,5,0.05)
Gewichtungsfaktor R 0.05
Initiale Eingangstrajektorie !/ (1) 0

Tabelle 4.4: Gemeinsame Parameter des Optimalsteuerungsproblems (4.117) bzw. der
Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode

4.5 Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems

Die zusétzlich zu Tabelle 4.4 festzulegenden Parameter des Optimalsteuerungsproblems
(4.117) und jene der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode zum Aufschwin-
gen des Wagen-Pendel-Systems sind in Tabelle 4.5 zusammengefasst. Zuséatzlich wurde, falls
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Parameter Wert
T
Anfangszustand xg [7r 0 0 0}
T
Sollwert des Zustands Xqes [() 0 0 0}
Préadiktionshorizont T' 3.5s
Anzahl an Abtastpunkten Npor 351
Gewichtungsmatrix P P, von (3.54)
Endgebietskonstante ar 0.02
Maximalanzahl der Lagrange-Iterationen 4,,x 500
Maximalanzahl der Gradienten-Iterationen jax 500
Untere Schranke der Strafparameter cpin 500

Tabelle 4.5: Zuséatzlich zu Tabelle 4.4 benotigte Parameter des Optimalsteuerungsproblems
(4.117) bzw. der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode zum
Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems

die Berechnung der Schrittweite a‘l/ in (4.100) einen negativen Wert liefert, o’/ = 108
gewdhlt und die Schrittweite in der ersten Gradienten-Iteration j = 1 der ersten Lagrange-
Iteration i = 1 ebenfalls zu o!l' = 10~% festgelegt.

Die Losung des Optimalsteuerungsproblems (4.117) fir die Parameter von Tabelle 4.4
bzw. Tabelle 4.5 in Form der Eingangs- und Zustandstrajektorie u(7) bzw. x(7) sowie der
Verldufe der Beschréankungen (4.117d)-(4.117h) ist in Abbildung 4.4 dargestellt. Dabei
wurde das Konvergenzkriterium nach 17 Lagrange-Iterationen erfillt und der Wert des
Kostenfunktionals (4.117a) ergibt sich zu J ~ 20.19.

Wird nun anstelle von xg = {71’ 0 0 O}T der Anfangszustand xg = [21% 0 0 0 *
verwendet, welcher einer 2°-Auslenkung des Wagen-Pendel-Systems aus der oberen Ru-
helage entspricht, so ist die Lésung des Optimalsteuerungsproblems in Abbildung 4.5
dargestellt. Das Konvergenzkriterium wurde dabei nach 10 Lagrange-Iterationen erfiillt
und der zugehorige Wert des Kostenfunktionals folgt zu J = 22.22. Anhand der Tra-
jektorien in Abbildung 4.5 und des im Vergleich zum Aufschwingen vergréflerten Werts
des Kostenfunktionals ist klar ersichtlich, dass es sich hierbei nicht um eine optimale
Losung des Optimalsteuerungsproblems (4.117) handeln kann. Eine optimale Losung
wiirde ndmlich, wie ein linearer Zustandsregler, lediglich den Versatz des Wagen-Pendel-
Systems korrigieren und nicht wie in Abbildung 4.5 dargestellt das Wagen-Pendel-System
zunachst abschwingen und die untere Ruhelage passieren lassen ehe es wieder zum Ausch-
wingen gebracht wird. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die initiale Eingangstrajektorie
um(T) = 0 nicht im Einzugsgebiet der optimalen Losung, welche lediglich den Versatz aus-
regeln wiirde, liegt. Wie Simulationsstudien also nahelegen, weist die Gradienten-basierte
erweiterte Lagrange-Methode fiir die Kombination von langen Pradiktionshorizonten mit
Anfangszustédnden, welche in unmittelbarer Ndahe der zu erreichenden instabilen (oberen)
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Ruhelage liegen, erhebliche Probleme auf. Um zu demonstrieren, dass fiir entsprechend
kurze Préadiktionshorizonte diese Schwierigkeiten nicht auftreten, wird Abbildung 4.6
betrachtet. Dabei wurde der Pradiktionshorizont auf 17" = 1s mit Ny, = 101 verkiirzt und
zu den Zeitpunkten ¢; = iT, i = 0,1, 2 je ein Optimalsteuerungsproblem OCP;, i =0,1,2
gelost. Bezeichnet man mit (uocp,(7),%ocp,(7)) die entsprechende Losung des i-ten
Optimalsteuerungsproblems, so lassen sich die entsprechenden Anfangszustinde der drei
Optimalsteuerungsprobleme in der Form

T
OCPy : X,0cp, = [2%0 00 o} : (4.135a)
OCP : x09.0cp, = Xocp,(T) , (4.135b)
OCPQ : X0,0CP, = XOCP; (T) (4.1350)

angeben. Diese Vorgehensweise entspricht, unter der Annahme des nominellen, ungestérten
Systems (4.119) und einer exakten Zustandsmessung, dem Konzept einer modellpréadiktiven
Regelung bei welcher der Pradiktions- und Steuerungshorizont die gleiche Lange T" besitzen.
Die in Abbildung 4.6 dargestellten, zusammengesetzten Trajektorien ergeben sich somit
zu

UOCP, (t) falls 0 <t<t
u(t) = 4 UOCP, (t — tl) fallst; <t <9 (4.136)
uocp, (t —t2) sonst
bzw.
XOCP, (t) falls 0 <t < t;
X(t) = Xocpl(t — tl) falls t1 <t <ty (4.137)

X0Cp, (t —t2) sonst .

Dabei wurde das Konvergenzkriterium der drei Optimalsteuerungsprobleme nach je einer
Lagrange-Iteration erfiillt und das Kostenfunktional (der zusammengesetzten Trajektorien)
folgt zu J ~ 0.015. Im Abschnitt 4.6, in welchem das seitliche Versetzen des Wagen-Pendel-
Systems betrachtet wird, wird weiters gezeigt, dass fiir Anfangszustinde, die in der Néahe
der zu erreichenden stabilen (unteren) Ruhelage liegen, die oben genannten Schwierigkeiten
nicht auftreten, unabhéngig vom gewéahlten Pradiktionshorizont, sieche Abbildung 4.12.

Um zusétzlich zu zeigen, dass die Schwierigkeiten beim Einsatz der Gradienten-basierten
erweiterten Lagrange-Methode fiir lange Prédiktionshorizonte und instabile Ruhelagen
nicht der speziellen Formulierung (4.117) des Optimalsteuerungsproblems geschuldet
sind, wird (4.117) im Folgenden mit der Methode der Volldiskretisierung, einer direkten
Methode, gelost.

4.5.1 Volldiskretisierung

Fiir die Grundlagen der Volldiskretisierung sei auf Anhang B verwiesen. Die mithilfe der

Volldiskretisierung erhaltene Losung des Optimalsteuerungsproblems (4.117) in Form der
T
Fingangs- und Zustandstrajektorie fiir den Anfangszustand xg = [2&—0 0 0 O} und

unter Verwendung der dafiir benttigten Parameter aus Tabelle 4.4 bzw. Tabelle 4.5 ist in
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Abbildung 4.4: Aufschwingvorgang des Wagen-Pendel-Systems
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Abbildung 4.5: Aufschwingvorgang bei einer 2°-Auslenkung aus der oberen Ruhelage



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfigbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

4 GELM 4.5 Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems 72
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Abbildung 4.6: Aufschwingvorgang bei einer 2°-Auslenkung aus der oberen Ruhelage mit

verkiirzten Pradiktionshorizonten
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Abbildung 4.7 dargestellt. Der zugehorige Wert der Kostenfunktion ergibt sich dabei zu
Js =~ 0.015.

4.5.2 Unterlagertes lineares Zustandsregelgesetz

FEine Moglichkeit die Schwierigkeiten der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-
Methode, welche bei Verwendung eines langen Pradiktionshorizonts in Kombination mit
instabilen Ruhelagen auftreten, in den Griff zu bekommen, besteht in der Erweiterung
des Entwurfsmodells (4.119) um ein lineares Zustandsregelgesetz der Form

iizr = k) X (4.138)

mit dem Riickfiihrvektor kI = [ko1 kop kos kos| von (3.52). Damit der lineare
Zustandsregler lediglich im Bereich der oberen (instabilen) Ruhelage aktiviert wird, ist
eine Skalierung des Zustandsregelgesetzes (4.138) mit einem Vorfaktor a(x) € [0,1]
notwendig. Fiir Zustdnde x, welche in unmittelbarer Ndhe der oberen Ruhelage liegen, soll
also a(x) ~ 1 gelten, wihrend tiberall sonst a(x) &~ 0 gelten soll. Dariiber hinaus sollte
der Vorfaktor a(x) stetig differenzierbar beziiglich x sein. Dies motiviert den durch die
Methode ,Versuch und Irrtum® gefundenen Ansatz

2
a(x) = e~ (3xTPx)" (4.139)
Damit folgt der unterlagerte lineare Zustandsregler zu
U7ZR — a(X)’LNLZR = Oé(X)kEX (4.140)

und das erweiterte Entwurfsmodell lautet

$1 [ f1(x, unmpe)
_ W . fa(x, umpc)
x=| .| =f(x,umpc) = |
$ - ) f3(x, unipc)
v Ja(x, umpc)
- o
miaigsin pi1+miai (upypctuzr) cos 1 —diwr
= Jitmiai . (4.141)
v
i UMPC + UZR

Der (Gesamt)Eingang u setzt sich also additiv aus dem linearen Zustandsregelgesetz uzg
und einem Teil uypc, welcher mithilfe der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-
Methode durch Losen des Optimalsteuerungsproblems (4.117) numerisch berechnet wird,
zusammen. Dazu wird in (4.117) lediglich das Entwurfsmodell (4.119) durch das erwei-
terte Entwurfsmodell (4.141) ersetzt, womit sich auch die Jabobimatrizen beziiglich des
Zustands x und des Eingangs uppc verdndern (siehe Kapitel C).

Die Losung des Optimalsteuerungsproblems (4.117) mit dem erweiterten Entwurfsmo-
dell (4.141) als Systemdynamik und den Parametern von Tabelle 4.4 bzw. Tabelle 4.5
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Abbildung 4.7: Aufschwingvorgang bei einer 2°-Auslenkung aus der oberen Ruhelage

mittels Volldiskretisierung
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ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Dabei konvergiert die Gradienten-basierte erweiterte
Lagrange-Methode nach 17 Lagrange-Iterationen und der Wert des Kostenfunktionals
betragt J =~ 20.11. Dies entspricht weitestgehend der bereits bekannten Losung aus
Abbildung 4.4.

Wird der Anfangszustand zu xg = {21% 0 0 O} B gewéhlt, so zeigt Abbildung 4.9 die
entsprechende Losung. Das Konvergenzkriterium wird hierbei schon nach einer Lagrange-
Iteration erfiillt und fiir den Wert des Kostenfunktionals folgt J = 0.007. Diese Resultate
entsprechen mit guter Ubereinstimmung jenen aus Abbildung 4.7. Durch einen Vergleich
von Abbildung 4.9 mit Abbildung 4.5 wird deutlich, dass das Problem des langen Pra-
diktionshorizonts mit instabilen Ruhelagen durch die Beriicksichtigung des unterlagerten,
linearen Zustandsreglers behoben wurde.

4.6 Seitliches Versetzen des Wagen-Pendel-Systems

Die zusétzlich zu Tabelle 4.4 benétigten Parameter fiir das seitliche Versetzen des Wagen-
Pendel-Systems sind in Tabelle 4.6 zusammengefasst. Die Schrittweitensteuerung erfolgt

Parameter Wert
T

Anfangszustand xo [w 0 —0.45 0]

T
Sollwert des Zustands Xes [w 0 0.45 o]
Pradiktionshorizont T' 2.5s
Anzahl an Abtastpunkten Ny, 251
Gewichtungsmatrix P P, von (3.82)
Endgebietskonstante ar 0.003
Maximalanzahl der Lagrange-ITterationen #y,ax 300
Maximalanzahl der Gradienten-Iterationen jya.x 300
Untere Schranke der Strafparameter cpin 1500

Tabelle 4.6: Parameter des Optimalsteuerungsproblems (4.117) bzw. der Gradienten-
basierten erweiterten Lagrange-Methode fiir das seitliche Versetzen des Wagen-
Pendel-Systems

dabei analog zu jener fiir das Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems, siehe Abschnitt 4.5.
Als Systemdynamik (4.117b) wird wiederum das Entwurfsmodell (4.119) verwendet.

Die Losung des Optimalsteuerungsproblems (4.117) ist in Abbildung 4.10 dargestellt.
Das Konvergenzkriterium der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode wurde
dabei nach 2 Lagrange-Iterationen erfiillt und der zugehorige Wert des Kostenfunktionals
betragt J ~ 1.35.
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Abbildung 4.8: Aufschwingvorgang des Wagen-Pendel-Systems mit unterlagertem Zu-

standsregler
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Abbildung 4.9: Aufschwingvorgang mit unterlagertem Zustandsregler bei einer 2°-

Auslenkung aus der oberen Ruhelage
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Wird nun als Anfangszustand xg = [178% 0 0.45 O}T verwendet, was einer 2°-
Auslenkung des Wagen-Pendel-Systems aus der zu erreichenden unteren Ruhelage ent-
spricht, so ist die Losung des Optimalsteuerungsproblems in Abbildung 4.11 darge-
stellt. Dabei konvergierte die Gradienten-basierte erweiterte Lagrange-Methode nach einer

Lagrange-Iteration und der Wert des Kostenfunktionals folgt zu J ~ 0.0022.

Nun soll gezeigt werden, dass im Falle von stabilen Ruhelagen, lange Préadiktionsho-
rizonte keine negativen Auswirkungen auf die mit der Gradienten-basierten erweiterten
Lagrange-Methode berechnete Losung des Optimalsteuerungsproblems (4.117) haben.

Dazu wird wiederum xg = [178%80 0 045 O}T als Anfangszustand gewéhlt, der Pra-
diktionshorizont auf T' = 3.5s verldngert und die Anzahl der Abtastpunkte zu Nyo = 351
festgelegt. Die restlichen Parameter sind analog zu jener in Tabelle 4.6. Die Losung
des Optimalsteuerungsproblem fiir diesen Fall zeigt Abbildung 4.12. Dabei wurde das
Konvergenzkriterium wieder nach einer Lagrange-Iteration erfiillt und der Wert des
Kostenfunktionals betragt J ~ 0.0022.
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Abbildung 4.10: Seitliches Versetzen des Wagen-Pendel-Systems
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Abbildung 4.11: Seitliches Versetzen des Wagen-Pendel-Systems bei einer 2°-Auslenkung

aus der zu erreichenden unteren Ruhelage
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Abbildung 4.12: Seitliches Versetzen des Wagen-Pendel-Systems bei einer 2°-Auslenkung
aus der zu erreichenden unteren Ruhelage und verldngertem Pradiktions-

horizont



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

5 Modellpradiktive Regelung des
Wagen-Pendel-Systems

In diesem Kapitel wird die Gradienten-basierte erweiterte Lagrange-Methode, welche im
letzten Kapitel detailliert behandelt wurde, zur wiederholten numerischen Losung des un-
terlagerten Optimalsteuerungsproblems (3.1) bzw. (4.117) eingesetzt. Fiir die Realisierung
einer modellpradiktiven Regelung ist neben einem numerischen Optimierungsverfahren

auch die Erfassung des Systemzustands x = [901 w1 S v} zu den diskreten Abtast-
zeitpunkten ¢, k = 0,1,... notwendig, weshalb der erste Abschnitt dieses Kapitels dem
Beobachterkonzept gewidmet wird. Anschliefend wird kurz auf die Trajektorienverschie-
bung, welche fiir die Initialisierung der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode
benétigt wird, eingegangen und die in dieser Arbeit eingesetzte Sicherheitsfunktion fiir die
Schrittweitensteuerung beschrieben. Zum Abschluss dieses Kapitels werden die simulativen
und experimentellen Ergebnisse der modellpriadiktiven Regelung fiir das Aufschwingen
und das seitliche Versetzen des Wagen-Pendel-Systems gezeigt.

5.1 Beobachterkonzept

Wie bereits im Abschnitt 2.1 erwéhnt, erfolgt die Messung des Drehwinkels ¢ sowie der
Schlittenposition s mittels Inkrementaldrehgeber womit sich die Ausgangsgleichungen des
Entwurfmodells (4.119) zu

y1(t) = @1(t) + e (1) (5.1a)

ya(t) = s(t) +ns(t) (5.1b)
ergeben. Dabei bezeichnen 7,, bzw. n, das aufgrund der finiten Quantisierung (siehe
Tabelle 2.2) stets vorhandene hochfrequente Sensorrauschen. Fiir die Schitzung der
nicht messbaren Zustandsgréfien in Form der Drehwinkelgeschwindigkeit wq und der
translatorischen Geschwindigkeit des Wagens v ist die Entwicklung eines geeigneten
Beobachterkonzepts notwendig.

5.1.1 Einfaches realisierbares Differenziationsfilter

Fine einfache Moglichkeit um aus der Kenntnis von y; bzw. yo die Geschwindigkeiten wy
bzw. v zu schitzen, besteht in der Verwendung von Ableitungsfilter 1. Ordnung, denn es
gilt

wi(t) = %‘Pl(t) ~ %yl(t) : (5.2a)
v(t) = %S(t) ~ %yz(t) (5.2b)
82
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womit fiir die geschitzten Verldufe der Zustandsgrofien

P1(t) = (1) (5.30)
ot = St (5.30)
5(t) = ya(t) , (5.3¢)
(1) = Sun(t) (5.3d)

folgt. Da die s-Ubertragungsfunktion eines idealen Differenzierers in der Form
G(s)=s (5.4)

nicht realisierbar ist [16], wird fiir ein realisierbares Ableitungsfilter die s-Ubertragungs-

funktion
S 1

GR(S) - 14+ sTr - 81 + sTgr
mit T € Rso verwendet. Dies entspricht der Serienschaltung eines idealen Differenzierers
mit einem nachfolgenden Tiefpassfilter. Dabei ist die Wahl der Zeitkonstanten Tk und
damit einhergehend die Knickfrequenz wy = ﬁ des Tiefpassfilters von entscheidender
Bedeutung. Bei der Betrachtung des Bode-Diagramms von (5.5) wird klar ersichtlich: Wahlt
man die Zeitkonstante T zu klein, was einer sehr grofien Knickfrequenz wy entspricht,
dann wird auch das hochfrequente Rauschen des Sensors entsprechend verstérkt wodurch
das Ausgangssignal des Differenzierers keine gute Approximation der entsprechenden
Geschwindigkeit darstellt. Umgekehrt gilt: Wahlt man die Zeitkonstante Tr zu grof3,
was einer sehr kleinen Knickfrequenz wy, entspricht, dann ist der Einfluss des Rauschens
auf das Ausgangssignal des Differenzierers zwar vernachlassighar, jedoch fallen dann die
Zeitverlaufe von ¢; bzw. s in einen Frequenzbereich, in welchem (5.5) kein (exaktes)
differenzierendes Verhalten aufweist. In der praktischen Anwendung erfolgt die Wahl
von Tk meist nach der Methode ,Versuch und Irrtum®. Da die Ableitungsfilter auf
der DSPACE-MicroLabBox implementiert werden, wird die entsprechende zeitdiskrete
z-Ubertragungsfunktion von (5.5) benétigt. Diese folgt mit der Abtastzeit T}, zu

(5.5)

1 -1
G(Z) = TiR% . (56)
z—e TR

Das Blockschaltbild dieses Beobachterkonzepts ist in Abbildung 5.1 dargestellt, wobei sich
die beiden Ableitungsfilter G, (2) und G4(z) nur durch die Wahl von Tk unterscheiden.

5.1.2 Sliding-mode Differenziationsfilter

Eine zu den obigen Ausfithrungen alternative Mdoglichkeit der Zustandsschiatzung besteht
in der Verwendung eines sogenannten Sliding-mode Differenziationsfilters, welches in der
Literatur auch haufig als robustes evaktes Differenziationsfilter bezeichnet wird. Einen
guten Uberblick iiber die grundlegenden Ideen und Herangehensweisen der Sliding-mode
Theorie bietet [27]. Darin wird auch die zeitkontinuierliche Realisierung eines Sliding-
mode Filters beschrieben. Fiir die Entwicklung eines zeitdiskreten Sliding-mode Filters,



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

5 MPC des W-P-Systems 5.1 Beobachterkonzept 84

§>

U

§>

VAP

— x=f(x,u)

L]

Y2

Abbildung 5.1: Blockschaltbild des Beobachterkonzepts basierend auf Differenziationsfilter

welches im Folgenden exemplarisch zur Schatzung der Winkelgeschwindigkeit w; angegeben
wird, sei auf [28] verwiesen. Damit folgt mit der Abtastzeit T;, das (lineare, zeitvariante)
Abtastsystem des Sliding-mode Filters zu

Xpr1 = X + Ay k) (ip —2T1k), X0=0 (5.7a)
O = [0 1]§<k (5.7b)

T
mit dem zwei-dimensionalen Zustand X; = [fnug 502,4 , der Dynamikmatrix

P = exp([g (1)] Ta> = [(1) :[11“] (5.8)

und dem Eingang y; ;. Dabei bezeichnet y; j, die Auswertung von (5.1a) zum Zeitpunkt
kT,. Der Eingangsvektor folgt zu

. 110
A(?ﬂ,k) = x(®, yl,k,931,k)s ! [1] (5.9)
mit
g_ | (5.10)
" lef®| ’

wobei e = [0 1} gilt. Die Matrix x ist dabei wie folgt zu wahlen

_1 2
X(‘I),yl,k,iﬁ,k) = <<I> — epTa|yLk_£17k| 2E> , (5.11)

wobei mit E die 2-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet wird. Die Wahl von p in Form
der Pole p1 = po = p erfolgt auch hier mittels ,Versuch und Irrtum®. Der Ausgang ¢ des
Sliding-mode Filters (5.7) liefert dann eine Approximation der ersten Zeitableitung des
Eingangs y; ;. Das Blockschaltbild dieser Methode entspricht jenem von Abbildung 5.1
mit dem einzigen Unterschied, dass die beiden Ableitungsfilter G, (2) und G4(z) durch
SMF, und SMF ersetzt werden. Die beiden Sliding-mode Filter SMF,, und SMF;
unterscheiden sich nur durch die Wahl des Parameters p.
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5.1.3 Extended Kalman-Filter

Eine weitere Moglichkeit der Zustandsschatzung besteht in der Verwendung eines Extended
Kalman-Filters, ein im Sinne der Regelungstheorie optimaler Beobachter. Da die fiir die
Implementierung notwendigen Rechenschritte bereits in [15] sehr detailliert angegeben sind,
wird hier darauf verzichtet und lediglich erwéhnt, dass fiir die Berechnung des benétigten
Abtastsystems das explizite Euler-Verfahren verwendet wurde und die Initialisierung des
geschétzten Zustands und der Kovarianzmatrix des Schétzfehlers fiir den Anfangszeitpunkt
mit X; = 0, Py = 1000E erfolgte. Das Blockschaltbild dieses Beobachterkonzepts ist in
Abbildung 5.2 dargestellt.

> $1

> S

)1 -
N

U
x = f(x,u)
y FKF
2 NG

Abbildung 5.2: Blockschaltbild des Extended Kalman-Filters

5.1.4 Vergleich der Beobachterkonzepte

Ausgangspunkt fiir den Vergleich der drei oben beschriebenen Beobachterkonzepte ist
das Entwurfsmodell (4.119) mit den Ausgangsgleichungen (5.1). Als Eingangstrajektorie
u(t) wurde eine Vorsteuerung gewéahlt, welche das Wagen-Pendel-System ausgehend vom

Anfangszustand xg = [7r 00 O}T in die Néhe der oberen Ruhelage xr, = 0 bringt.
Ab diesem Zeitpunkt wird der Eingang auf null gesetzt und das Wagen-Pendel-System
kann frei ausschwingen'. Als Abtastzeit wurde T, = 1ms gewihlt und die Simulationszeit
betragt 10s. Die Parameter der jeweiligen Beobachterkonzepte wurden dabei so gewéahlt,
dass sie die bestmogliche Approximation der zu beobachtenden Groéfien liefern und sind
in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Einen Vergleich der Beobachterkonzepte anhand des
Beobachtungsfehlers zeigt Abbildung 5.3. Daraus ist zu erkennen, dass das Extended
Kalman-Filter aus Abschnitt 5.1.3 zwar die qualitativ besten Resultate liefert, dies
aber mit einem erhdhten Rechenaufwand einhergeht. Wie verschiedene Simulationen
gezeigt haben, ist die Schitzung der entsprechenden Geschwindigkeiten mittels einfacher
Differenziationsfilter aus Abschnitt 5.1.1 zu ungenau um die Regelungsziele zu erreichen.
Das Sliding-mode Filter aus Abschnitt 5.1.2 hingegen liefert eine ausreichend genaue
Schatzung, weshalb fiir simtliche weitere Betrachtungen in diesem Kapitel das Sliding-
mode Filter als Beobachterkonzept verwendet wurde.

'Damit wird ein GroBteil der méglich auftretbaren Dynamiken des Wagen-Pendel-Systems beriicksichtigt.
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Verlauf der zu beobachtenden Winkelgeschwindigkeit

w1

Zeit t
Verlauf des Beobachtungsfehlers e = 01 — w;
0.5 €a,, (2) €EKF |
A P
oL e N
-0.5 1 1 1 1 ]
0 2 4 6 8

10

Zeit t

2Verlauf der zu beobachtenden Geschwindigkeit des Wagens

0
_2 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
Zeit t
01 Verlauf des Beobachtungsfehlers e =v — v

0 T ™ 1T TTTTIITTIv iy
€G,, (2) €EKF
€SMF,,
-0.1 1 1 | |
0 2 4 6 8 10

Zeit t

Abbildung 5.3: Vergleich der Beobachtungsfehler der jeweiligen Beobachterkonzepte
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Beobachterkonzept Parameter Wert

Gy, (2) Zeitkonstante Tr =0.015s
Gs(2) Zeitkonstante Tr =0.010s
SMFy,, Pole p=—4
SMFj Pole p=—4
EKF Kovarianzmatrix des Messrauschens R = 107°E
EKF Kovarianzmatrix der Stérung Q=10"2E
EKF Matrix G=E
EKF Matrix H=0

Tabelle 5.1: Parameter der Beobachterkonzepte

5.2 Trajektorienverschiebung

Bei der Realisierung einer modellpradiktiven Regelung mithilfe der Gradienten-basierten er-
weiterten Lagrange-Methode stellt sich die Frage nach der Initialisierung von Algorithmus
3 fiir MPC-Iterationen mit dem Index k > 1. Dazu wird eine (zeitliche) Trajektorien-
verschiebung angewendet, welche in Abbildung 5.4 anhand der Eingangstrajektorie u(7)

dargestellt ist. Dabei bezeichnet uz’“"”‘ljm‘”‘ (1) die von Algorithmus 3 in der MPC-Iteration
k gelieferte Losung? des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems (3.48). Als initiale

Eingangstrajektorie u,lcﬁl(T) fiir die nachfolgende MPC-Iteration k£ + 1 dient nun die um
einen Steuerungshorizont 7, verschobene Losung der MPC-Iteration k, wobei der letzte

Wert der verschobenen Trajektorie konstant gehalten wird.

Die Trajektorienverschiebung zur Initialisierung von Algorithmus 3 wird neben der
Eingangstrajektorie u(7) auch auf die Verlidufe der Lagrange-Multiplikatoren pp,(7),
i =1,...,4 und Strafparameter cp,(7), ¢ = 1,...,4 sowie der transformierten Unglei-
chungsbeschrankungen Bi(T), i =1,...,4 angewendet. Erfolgt die Schrittweitensteuerung
mit der expliziten Liniensuche, so miissen auch die fiir (4.96) zusétzlich benétigten Trajek-
torien zeitlich verschoben werden.

5.3 Sicherheitsfunktion der Schrittweitensteuerung

Um den numerischen Rechenaufwand der modellpradiktiven Regelung so gering wie moglich
zu halten, wird fir die Schrittweitensteuerung die explizite Liniensuche (4.100) verwendet.
Wie Simulationen in MATLAB/SIMULINK gezeigt haben, liefert die Berechnungsvorschrift
(4.100) in einigen wenigen Gradienten-Iterationen lediglich suboptimale Schrittweiten ol
Suboptimal bedeutet in dieser Hinsicht, dass die mit der (suboptimalen) Schrittweite atld

2Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass fiir die Realisierung einer MPC das Konvergenzkriterium
von Algorithmus 3 bzw. Algorithmus 4 deaktiviert wird, womit jede MPC-Iteration aus imax Lagrange-
Iterationen zu je jmax Gradienten-Iterationen besteht.
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6 MPC-Iteration k

()

?max I.]rnzlx

Uy,

123 tho1 =t + 10 ty +T

MPC-Iteration k+1

i1 t, +T tpo1 +T

Abbildung 5.4: Prinzip der Trajektorienverschiebung

berechnete Eingangstrajektorie
Wl () = o (wli(r) - alVdifi(r)) (5.12)

auf eine Zustandstrajektorie x?7+1(7) fithren wiirde, welche die Endungleichungsbeschréin-
kung hr, (xgp +1), verglichen mit der Endungleichungsbeschrankung hp (X;L] ) der zur

Eingangstrajektorie u'V () gehorigen Zustandstrajektorie x%7(7), erhéhen wiirde. Um
solche Gradienten-Iterationen zu vermeiden, wurde fiir den Fall

hr, (Xg‘ﬂj_‘-l) — hn, <X§,Lj) >er, er € Ryo, (5.13)

also falls die Gradienten-Iteration j die Endungleichungsbeschrénkung um einen Wert von
grofler als e erhoht, die folgende Sicherheitsfunktion eingesetzt: Zusétzlich zur Schrittweite
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o/i'j , welche die Berechnungsvorschrift (4.100) liefert, werden als Schrittweiten
i 1 Umax — Umin
7 1000 max, e[o,7] dﬂj(T)‘ 1)
ol = 1072017 (5.14b)
ol = 10740 (5.14c)
all = 1078017 (5.14d)

vorgeschlagen und jene Schrittweite aélj , q €{1,2,3,4,5} ausgewdhlt, so dass die zur

Eingangstrajektorie
W () = o (uli(r) - alldifi (7)) (5.15)

zugehorige Zustandstrajektorie xéj 1 den geringsten Wert der Endungleichungsbeschran-

kung hp, (xé'j +1(T)) aufweist. Im Weiteren hat sich eine Wahl von er = 2 als giinstig
erwiesen.

5.4 Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems

Das Blockschaltbild zum Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems ist in Abbildung 5.5
zu sehen.

Y
My SMF,,
x = f(x,u, Mp)
— MPC POy Uy v AE
= (%!

Abbildung 5.5: Blockschaltbild zum Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems

Mithilfe des externen Lastmoments M auf den Pendelstab soll dabei die Reaktion der
modellpradiktiven Regelung auf unbekannte Stérungen getestet werden. Weiters ist die
additive Zusammensetzung des Eingangs u aus einem Teil uyzgr, welcher vom Zustands-
regler geliefert wird, und einem Teil uypc, welcher die Gradienten-basierte erweiterte
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Lagrange-Methode liefert, zu erkennen.

Die Initialisierung der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode erfolgt wie
auch schon in Abschnitt 4.4 mithilfe von (4.134a)-(4.134d) und é€c1,, = 1. Dabei wer-
den die Konvergenzkriterien von Algorithmus 3 bzw. Algorithmus 4 deaktiviert. Die
Vorwiérts-Integration der Systemdynamik (4.79) sowie die Riickwérts-Integration der
adjungierten Dynamik (4.75) erfolgen mit dem expliziten Heun-Verfahren (A.11) bzw.
(A.16) und als Schrittweitensteuerung wird die explizite Liniensuche (4.100) verwendet.
Falls die Berechnung der Schrittweite o’ in (4.100) einen negativen Wert liefert, wurde
o'li = 1078 gewihlt und die Schrittweite der ersten Gradienten-Iteration j = 1 in der
ersten Lagrange-Iteration ¢ = 1 der ersten MPC-Iteration k = 1 ebenfalls zu o' = 108
festgelegt. Die Auswertung des Kostenfunktionals J bzw. J erfolgt mit der Trapezregel
(A.5). Die Parameter des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems (3.48) sowie jene der
Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode sind in Tabelle 5.2 zusammengefasst.

Die mit MATLAB/SIMULINK simulierten Verldufe sind in Abbildung 5.6 und Abbil-
dung 5.7 dargestellt. Dabei ist auch die Reaktion auf externe Stérungen unterschiedlicher
Hohe und Dauer zu erkennen. Wéahrend kleine Auslenkungen aus der oberen Ruhelage
durch den Zustandsregler ausgeglichen werden, werden entsprechend starke Auslenkungen
durch die modellpradiktive Regelung ausgeregelt. Nach Implementierung der modellpra-
diktiven Regelung auf der DSPACE-MicroLabBox wurden die am realen Versuchsaufbau
auftretenden Trajektorien gemessen, welche in Abbildung 5.8 und Abbildung 5.9 abge-
bildet sind und eine gute Ubereinstimmung mit den simulativen Ergebnissen zeigen. Die
externe Storung wurde dabei durch Schlége gegen das Pendelstiick nachgeahmt. Ein erster
(schwacher) Schlag gegen das Pendelstiick erfolgt dabei zum Zeitpunkt ¢; ~ 6.5s wihrend
das Pendelstiick zum Zeitpunkt ¢ &~ 10.2s einen wesentlich starkeren Schlag ausgesetzt
wurde.

5.5 Seitliches Versetzen des Wagen-Pendel-Systems

Das Blockschaltbild fiir das seitliche Versetzen des Wagen-Pendel-Systems entspricht jenem
von Abbildung 5.5 mit dem einzigen Unterschied, dass der Zustandsregler fiir das seitli-
che Versetzen deaktiviert wird, also k, = 0 gilt womit zu jedem Zeitpunkt uzg (t) = 0 folgt.

Die Initialisierung erfolgt dabei vollkommen analog zu Abschnitt 5.4 und auch die
Integrationsverfahren bleiben unverdndert. Als Schrittweitensteuerung wird ebenso die
explizite Liniensuche (4.100) verwendet. Falls die Berechnung der Schrittweite a7 in
(4.100) einen negativen Wert liefert, wurde allerdings die Ersatzstrategie von (4.110)
gewdhlt und die Schrittweite der ersten Gradienten-Iteration j = 1 in der ersten Lagrange-
Tteration ¢ = 1 der ersten MPC-Iteration k = 1 zu o' = 10~ festgelegt. Die Parameter
des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems (3.48) sowie jene der Gradienten-basierten
erweiterten Lagrange-Methode stimmen grofitenteils mit jenen von Tabelle 5.2 iiberein
und unterscheiden sich lediglich durch die in Tabelle 5.3 angegebenen Parameter.
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Parameter Wert
Sollwert des Eingangs tqes Om/ 52
Obere Schranke des Eingangs tmax 22m/ s2
Untere Schranke des Eingangs umin —22m/s?
Obere Schranke der Position Spax 0.7m
Untere Schranke der Position Spmin —0.7m
Obere Schranke der Geschwindigkeit vpmax 2m/s
Untere Schranke der Geschwindigkeit vpin —2m/s
Obere Schranke der Lagrange-Multiplikatoren fimayx  10°
Obere Schranke der Strafparameter c¢pax 106
Erhéhungsfaktor der Strafparameter [, 1.05
Verringerungsfaktor der Strafparameter Sqe 0.95
Bewertungsfaktor der Strafparameter i, 1
Toleranzfaktor der Strafparamter vqe 0.1

Gewichtungsmatrix Q
Gewichtungsfaktor R
Initiale Eingangstrajektorie u'/!(7)

Anfangszustand xg

Sollwert des Zustands Xqes

Pradiktionshorizont T'

Anzahl an Abtastpunkten Nyor
Steuerungshorizont 7T

Gewichtungsmatrix P

Endgebietskonstante o

Maximalanzahl der Lagrange-Tterationen ¢yax
Maximalanzahl der Gradienten-Iterationen jyax
Untere Schranke der Strafparameter cpin

diag(1,0.5,5,0.05)
0.05
0

= 00 O]T

T
00 0 0
3.51s
235
0.015s
P, von (3.54)
ar,, von (3.73)
2
4
500

Tabelle 5.2: Parameter des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems (3.48) sowie jene
der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode zum Aufschwingen

des Wagen-Pendel-Systems
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Abbildung 5.6: Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems 1/2 (Simulation)
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Abbildung 5.7: Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems 2/2 (Simulation)
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Abbildung 5.8: Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems 1/2 (Messung)
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Die mit MATLAB/SIMULINK simulierten Verldufe sind in Abbildung 5.10 und Abbil-
dung 5.11 dargestellt. Die am realen Versuchsaufbau gemessenen Trajektorien sind in
Abbildung 5.12 und Abbildung 5.13 abgebildet. Auch hier ist eine gute Ubereinstim-
mung mit den simulativen Ergebnissen sowie die gute Reaktion auf externe Stoérungen zu

erkennen.
Parameter Wert
T

Anfangszustand xg [7r 0 —-0.45 0}

T
Sollwert des Zustands Xges [ﬂ 0 045 0}
Préadiktionshorizont T' 2.505s
Anzahl an Abtastpunkten Npo, 168
Gewichtungsmatrix P P, von (3.82)
Endgebietskonstante ap ar,, von (3.84)

Untere Schranke der Strafparameter ¢y, 1500

Tabelle 5.3: Parameter des unterlagerten Optimalsteuerungsproblems (3.48) sowie jene
der Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode fiir das seitliche
Versetzen des Wagen-Pendel-Systems
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Abbildung 5.10: Seitliches Versetzen des Wagen-Pendel-Systems 1/2 (Simulation)
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Abbildung 5.11: Seitliches Versetzen des Wagen-Pendel-Systems 2/2 (Simulation)
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6 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Diplomarbeit war die Entwicklung und Implementierung einer
nichtlinearen modellprédiktiven Regelung um das Aufschwingen sowie das seitliche Ver-
setzen eines Wagen-Pendel-Systems zu bewerkstelligen. Ausgangspunkt dafiir war ein
hinreichend genaues mathematisches Modell des zu regelnden Systems, welches mithilfe
der Euler-Lagrange Gleichungen hergeleitet wurde. In der Formulierung des in jedem
MPC-Abtastschritt benotigten unterlagerten Optimalsteuerungsproblems wurde ein End-
kostenterm sowie eine Endbeschrankung inkludiert, womit unter gewissen Voraussetzungen
die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises garantiert werden kann. Fir die numeri-
sche Losung des Optimalsteuerungsproblems wurde die Gradienten-basierte erweiterte
Lagrange-Methode verwendet, eine indirekte Methode welche sich fir den Einsatz in
modellpradiktiven Regelungen mit Reglerabtastzeiten im Millisekundenbereich eignet und
eine effiziente Implementierung auf Echtzeit-Hardware erlaubt. Allerdings birgt dieses
Verfahren einige Schwachstellen fiir die Kombination aus langen Prédiktionshorizonten
und instabilen Arbeitspunkten. Durch die Erweiterung des mathematischen Modells um
ein skaliertes lineares Zustandsregelgesetz konnten diese Probleme beseitigt werden. Um
aus den Messungen der Winkelauslenkung des Pendels und der Position des Wagens
die Winkelgeschwindigkeit des Pendels und die translatorische Geschwindigkeit des Wa-
gens zu schétzen, wurden Sliding-mode Filter verwendet. Diese liefern, verglichen mit
einfachen Ableitungsfiltern, eine wesentlich bessere Approximation der zu schétzenden
Zustandsgrofien. Ein Extended Kalman-Filter wiirde zwar noch bessere Resultate gene-
rieren, dies ist allerdings mit einem erhéhten Rechenaufwand verbunden, weshalb dieser
Ansatz der Zustandsschitzung nicht weiter verfolgt wurde. Nach erfolgreicher Simulation
der entwickelten modellpradiktiven Regelung in MATLAB/SIMULINK, bei welcher auch die
Reaktion der Regelung auf unbekannte externe Stérungen in Form eines Lastmoments
auf den Pendelstab untersucht wurde, erfolgte die Implementierung der Regelung auf
einer DSPACE-MicroLabBox. Dabei wurden die einzelnen Algorithmen bzw. Parameter der
Gradienten-basierten erweiterten Lagrange-Methode so gewédhlt, dass die zur Verfiigung
stehende Rechenleistung beinahe vollstdndig ausgenutzt wurde. Zusétzlich wurde zur
Erhéhung der Robustheit eine Sicherheitsfunktion der Schrittweitensteuerung implemen-
tiert. Die anschlielend am realen Versuchsaufbau durchgefiihrten Experimente zeigen eine
gute Ubereinstimmung mit den simulativen Ergebnissen. Moglichkeiten zur Verbesserung
bzw. Erweiterung der in dieser Arbeit entwickelten modellpradiktiven Regelung bestehen
neben der Verwendung eines Extended Kalman-Filters zur Zustandsschatzung in der
Beriicksichtigung von Vielfachen von 27 bei der Handhabung der Winkelauslenkung des
Pendels. Wie die simulierten sowie die am realen Versuchsaufbau auftretenden Verlaufe
der Zustandsgrofien beim Aufschwingen des Wagen-Pendel-Systems zeigen, fithrt jede
Auslenkung aus der oberen Ruhelage in positiver Zahlrichtung des Winkels dazu, dass die
modellpradiktive Regelung diese Auslenkung so korrigiert, dass das Pendel in Richtung
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der negativen Zahlrichtung wieder zurtick in die obere Ruhelage mit dem Winkel ¢1 =0
gebracht wird, obwohl es in diesem Fall womoglich einfacher ware das Pendel weiter in
positiver Zahlrichtung in die obere Ruhelage mit dem Winkel ¢; = 27 zu bringen. Analo-
ges gilt fiir Auslenkungen in negativer Zahlrichtung des Winkels sowie fiir das seitliche
Versetzen des Wagen-Pendel-Systems.
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A Numerik

A.1 Zeitdiskretisierung von zeitkontinuierlichen GroBen

Da die Algorithmen 3 und 4 fiir Simulationszwecke in MATLAB/SIMULINK und anschliefend
zur Verifikation in DSPACE implementiert werden, miissen sdmtliche zeitkontinuierliche
Grofien zeitdiskretisiert werden. Dabei wird eine skalare Zeitfunktion z(7), 7 € [0,7T] an
einer Anzahl von Ny dquidistanten Zeitpunkten

m=kh, k=0,..., Ny — 1 (A.1)

mit der Abtastzeit h = ﬁ abgetastet, wobei 79 = 0 und 7, ,—1 = T gilt. Die skalare

Zeitfunktion kann danach als Zeilenvektor x € RVrer in der Form
X = [l’(’l‘o) x(m) ... .T}(TNhor_l)} = {xo 1 ... xNhor_1i| (A.2)

abgespeichert werden. Diese Vorgehensweise ist in Abbildung A.1 fiir eine Zeifunktion
(1), 7 € [0,T] mit T = 3s, Npor = 7 = h = 0.5s dargestellt.

To=0 7 T T3 T4 Ts  Tg = 35
Zeit T

Abbildung A.1: Aquidistante Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals
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A.2 Auswertung des Kostenfunktionals

Die Auswertung des Kostenfunktionals J von (4.38a) bzw. J von (4.69a) erfolgt mittels
numerischer Integration. Ein bekanntes Verfahren zur numerischen Approximation des
Integrals

T
/0 f(r)dr (A.3)

mit einer im Intervall [0,7T] stetigen Zeitfunktion f(7) ist die sogenannte Trapezregel
(Englisch: trapezodial rule), bei der die Fliche unter der Kurve f(7) im Intervall [0, T
durch ein Trapez angenédhert wird, sieche Abbildung A.2. Daraus folgt die Abschétzung

T T
| s ar~ 50+ 1) (A.4)

Um die Approximation des Integrals (A.3) zu verbessern, wird das Intervall [0,7] in
Nhor — 1 nebeneinanderliegende Teilintervalle der Linge h = 7; 7 unterteilt und fiir
jedes Teilintervall die Trapezregel angewendet. Damit folgt die verbesserte Abschéitzung
des Integrals (A.3) zu

Nhor—2
/ F(r)dr ~ (f(O)+f(T)+2 3 f(ih)). (A.5)
=1

Zeit T

Abbildung A.2: Veranschaulichung der Trapezregel
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Eine alternative Methode zur Approximation des Integrals (A.3) ist die sogenannte
Simpsonregel (Englisch: Simpson’s rule). Dabei wird das Intervall [0, 7] auf zwei Teilinter-
valle der Lange % aufgeteilt und anschliefend ein quadratisches Interpolationspolynom

P(r) durch die Punkte (0, f(0)), (%, /(%)) und (7, f(T)) gelegt, siche Abbildung A.3.
Die Approximation des Integrals (A.3) erfolgt dann durch analytisches Integrieren der

interpolierenden Parabel womit man

/OT f(r)dr = g(f(O) —i—4f<ig) + f(T)> (A.6)

erhdlt. Um die Approximation weiter zu verbessern, kann wie zuvor das Intervall [0, 7] in
Nypor — 1 nebeneinanderliegende Teilintervalle der Lange h = ﬁ unterteilt werden und
anschlieflend fiir je zwei nebeneinanderliegende Teilintervalle die Simpsonregel angewendet

werden. Damit erhalt man

Zeit T

Abbildung A.3: Veranschaulichung der Simpsonregel

/OTf(T)dT%;L(f(O)—Hl > fih)+2 ) f(z‘h)+f(T)) , 0<i< Nyr—1. (A7)

i ungerade i gerade

Zu beachten ist, dass die Simpsonregel eine gerade Anzahl Ny, — 1 an Teilintervallen
voraussetzt womit die Anzahl Ny, an Abtastzeitpunkten ungerade sein muss.

Fiir Fehlerabschiatzungen der Trapez- und Simpsonregel sowie weiteren Details zu
numerischen Integrationsverfahren sei auf [29] verwiesen.
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A.3 Vorwarts-Integration der Systemdynamik

Zur Vorwérts-Integration der Systemdynamik (4.79) kénnen die bekannten numerischen
Verfahren zur Losung eines Anfangswertproblems (Englisch: initial value problem) verwen-
det werden. Dazu betrachte man das Anfangswertproblem

x =f(x,u), x(0)=x (A.8)

mit dem Zustand x € R", dem stetigen Eingang u € R™ und dem Anfangszustand xg.
Ziel ist es, fiir eine gegebene Eingangstrajektorie u(7), 7 € [0, 7] und einen bekannten
Anfangszustand x( eine hinreichend gute Approximation der Losung x(7) von (A.8)
zu erhalten. Es sei hier nochmals angemerkt, dass samtliche zeitkontinuierliche Grofien
in zeitdiskreter Form mit der Abtastzeit h = # vorliegen und x(7;) = xj; mit
. =4kh, k=0,..., Npor — 1 gilt.

Die bekanntesten Verfahren zur numerischen Vorwarts-Integration des Anfangswertpro-
blems (A.8) sind:

1. Explizites Euler-Verfahren
Die Iterationsvorschrift des expliziten Euler-Verfahrens (auch als Euler-Cauchy- oder
Polygonzug-Verfahren bezeichnet) lautet

X = Xgp—1 + hf(Xk_l, uk_l) , k=1,..., Npor — 1 (Ag)
und besitzt die Fehlerordnung! p = 1.

2. Implizites Euler-Verfahren
Die Iterationsvorschrift des impliziten FKuler-Verfahrens lautet

X ZXk,1+hf(Xk,uk) , k=1,..., Npor — 1 (AlO)

und besitzt ebenso die Fehlerordnung p = 1. Da es sich um ein implizites Verfahren
handelt, muss in jedem Iterationsschritt ein im Allgemeinen nichtlineares Glei-
chungssystem gelost werden wozu bspw. das Newton- Verfahren (Englisch: Newton’s
method) verwendet werden kann. Dieser Nachteil wird jedoch durch die verbesserten
Stabilitatseigenschaften der impliziten Verfahren wettgemacht [29].

3. Explizites Heun-Verfahren
Die Iterationsvorschrift des expliziten Heun-Verfahrens lautet

XLP] = Xp—1 + hf(xg_1,u5-1) (A.11a)

h
X = Xgp—1 + §<f(xk_1, llk_l) + f(XLP}, uk)) , k=1,..., Npor — 1 (A.llb)

!Die Fehlerordnung p ist eine wichtige Kenngrofie um numerische Verfahren miteinander vergleichen
zu kénnen. Sie beruht auf dem lokalen Diskretisierungsfehler x = ||xx — x(7%)]|,, wobei mit x;. die
numerische (ndherungsweise) Losung nach einem Iterationsschritt und mit x(7) die exakte Losung
des Anfangswertproblems (A.8) bezeichnet wird. Ein numerisches Verfahren besitzt die Fehlerordnung
p, falls fiir den lokalen Diskretisierungsfehler y < O(h”) gilt. Falls fiir ein Verfahren x < O(h) gilt,
also p = 1, so bedeutet das, dass eine Halbierung der Abtastzeit h in etwa eine Halbierung des
Diskretisierungsfehlers x bewirkt. Fir Verfahren mit y < (9(h2)7 also p = 2, bewirkt eine Halbierung
der Abtastzeit eine Reduktion auf ein Viertel des Fehlers.
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und besitzt die Fehlerordnung p = 2.

4. Implizites Trapez-Verfahren
Die Iterationsvorschrift des impliziten Trapez-Verfahrens lautet

h
Xp = Xp—1 + §(f(sz—1,uk—1) +f(xp,ug)) s, k=1,...,Nyor — 1 (A.12)
und besitzt ebenso die Fehlerordnung p = 2.
5. Explizites Klassisches Runge-Kutta-Verfahren
Die Iterationsvorschrift des expliziten klassischen Runge-Kutta-Verfahrens lautet

ki = f(xp_1,u_1) (A.13a)
ky = f(xkl + gkl, uk_$> (A.13b)
ks = f(xk_l + gkg, uk;> (A.13c)
ky = f(xp_1 + hks, ug) (A.13d)
xk:xk,1+%(k1+2k2+2k3+k4) , k=1,...,Npor — 1 (A.13e)

mit w1 = %(uk_l + uy) und besitzt die Fehlerordnung p = 4.

Es existieren nun zwei Moglichkeiten um die Genauigkeit der numerischen Losung des
Anfangswertproblems (A.8) zu verbessern. Man kann einerseits ein Verfahren mit einer
hoheren Fehlerordnung p wiahlen und andererseits die Abtastzeit h reduzieren, wobei beide
Moéglichkeiten mit einem erhéhten Rechenaufwand einhergehen. Da sich der Gesamtfehler
des numerischen Verfahrens aus dem Diskretisierungsfehler des Verfahrens selbst und dem
Rundungsfehler, welcher vor allem fiir sehr kleine Abtastzeiten verstiarkt in Erscheinung
tritt, zusammensetzt, ist bei der Wahl von h zu beachten, dass eine sehr kleine Abtastzeit
nicht zwangsweise eine sehr genaue (numerische) Losung impliziert, sieche Abbildung A.4.
Optimal ist also jene Abtastzeit h*, welche den Gesamtfehler minimiert.

A.4 Riickwarts-Integration der adjungierten Dynamik

Fiir die Riickwérts-Integration der adjungierten Dynamik (4.75) konnen prinzipiell die
gleichen numerischen Verfahren mit den gleichen Fehlerordnungen wie zur Vorwérts-
Integration der Systemdynamik verwendet werden. Es miissen lediglich die entsprechenden
Iterationsvorschriften auf ein Endwertproblem (Englisch: final value problem) adaptiert
werden. Ausgangspunkt sei wieder die Dynamik von (A.8), anstelle des Anfangswerts xg ist
allerdings der Endwert xx, 1 gegeben. Mit diesen Anderungen folgen die entsprechenden
Verfahren zu:

1. Explizites Euler-Verfahren
Die Iterationsvorschrift des expliziten Euler-Verfahrens fiir die Riickwérts-Integration
lautet
Xk = Xk+1 — hf(Xk+1, uk+1) ; k= Nhor - 2, ey 0. (A14)
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Rundungsfehler
Diskretisierungsfehler
Gesamtfehler

Fehler

Schrittweite h

Abbildung A.4: Zusammensetzung des Gesamtfehlers eines Verfahrens mit p = 1

. Implizites Euler-Verfahren

Die Iterationsvorschrift des impliziten Euler-Verfahrens fiir die Riickwérts-Integration
lautet
Xk = Xk+1 —hf(xk,uk) ; k‘:Nhor—Q,...,O . (A15)

. Explizites Heun-Verfahren

Die Iterationsvorschrift des expliziten Heun-Verfahrens fiir die Riickwérts-Integration
lautet
[P]

X, - = Xpq1 — hE(Xpq1, Wpg) (A.16a)

h
Xk = Xk+1 — 5 (f(Xk+1, uk+1) + f(X%P}, uk)) y k= Nhor — 2, N ,0 . (A.16b)

. Implizites Trapez-Verfahren

Die Iterationsvorschrift des impliziten Trapez-Verfahrens fiir die Riickwarts-Integration
lautet

h
Xp = Xg+t1 — §(f(xk_1, uk_l) + f(Xk, uk)) , k=Nhor—2,...,0. (A17)

. Explizites Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Die Iterationsvorschrift des expliziten klassischen Runge-Kutta-Verfahrens fiir die
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A Numerik A.4 Riickwarts-Integration der adjungierten Dynamik 109

Riickwarts-Integration lautet
ki = f(Xp11, Upt1)
h
ko = f<Xk+1 — §k1, uk‘-l—%)

h
k3 = f<xk+1 - §k2, uk+%>
ky = f(xp41 — hks,uy)

h
XkZXk+1—g(k1+2k2+2k3+k4), k= Npor — 2, ...

mit w1 = 2(ugs1 + ug) und wurde aus [30] entnommen.

(A.18a)
(A.18D)

(A.18¢)
(A.18d)

,0 (A.18e)
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B Volldiskretisierung

Wie schon in Kapitel 3 erwdhnt, beruhen direkte Methoden auf einer Parametrierung
der Eingangstrajektorie u(7), 7 € [0, 7], um das Optimalsteuerungsproblem (3.1) auf ein
finit-dimensionales, beschrénktes, statisches Optimierungsproblem der Form (3.85) zu
reduzieren. Dazu wird in einem ersten Schritt das Zeitintervall [0, 7] in der Form

70:0<Tl<"'<TNhor—1:T (B.l)

diskretisiert, wobei fiir den Abstand zwischen den Ny, Stiitzpunkten

T

= — b =1,..., Npor — 1 B.2
Nhor—17 1 ) s {Vhor ( )

Ti—Ti-1="h
gilt. Die einfachste Form der Parametrierung des Eingangs u besteht darin, ihn in jedem
der Nyor — 1 Subintervalle [7;, 7i+1), i = 0, ..., Npor — 2 als konstant anzusetzen, d. h.

Uo

u
u(r) =¢(r,0) =w; , 7€ [r,7ip1) mit @ = 1| e R Mo D) | (B.3)

ll]\[hor_2

Diese Form der Parametrierung wird in der géngigen Literatur auch als Zero-Order-Hold-
Parametrierung bezeichnet. Fiir die parametrierte Eingangstrajektorie u(r) = ¢ (7, ) er-
gibt sich somit ein stiickweise konstantes Profil in Abhéngigkeit der m(Npo,—1) Eingangspa-

rameter . Alternativ dazu konnen bspw. stiickweise lineare Anséatze fiir ¢ (7, 1) verwendet
T
werden, wobei die Eingangsparameter dann zu 4 = [uo u; ... uNhor—l] € R™Nnor

folgen. Bei der Volldiskretisierung wird neben der Eingangstrajektorie auch das Differenzi-
algleichungssystem (4.117b) an den Stiitzpunkten (B.1) diskretisiert. Dazu kénnen bspw.
die im Abschnitt 4.3.1 vorgestellten Verfahren zur Vorwarts-Integration der Systemdy-
namik verwendet werden. Damit ergibt sich fiir einen skalaren Eingang u(7) und einen
skalaren Zustand z(7) fiir 7' = 5s und Ny, = 6 die in Abbildung B.1 dargestellte Situation.

Nach Diskretisierung der Eingangs- und Zustandsvariablen folgt fir das Kostenfunktional

(4.117a) unter der Voraussetzung, dass u stiickweise linear angesetzt wird, und mit
Verwendung der Trapezregel die Kostenfunktion J; des statischen Optimierungsproblems

110
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B Volldiskretisierung

111

e

stickweise linear

/

T

stickweise konstant

7'():0 T1

Abbildung B.1: Veranschaulichung der Volldiskretisierung

zu

. 1
JS(X, u) = iAxNhor_lpAXNhor_l

Nhor—2

T2 T3 Ty
Zeit T

T5:5

hi/1 1 1 1
+ Z 5 [(2AX]TQAXJ' + 2RAu§> + (2AXJT+1QAXJ~+1 + 2RA’LL§+1)]
j=0

1
- 5A)(]Vhor_1]')A)(1Vhor_1
Nyor—2

h
+ ZO 1 (AXJTQAXJ' + RAU? + AXJT_HQAX]'-H + RAuszrl)
]:

wobei

AX; = Xj — Xdes »

Auj = Uj — Udes ,

jzov"'aNhor_l
jzoa"‘7Nh0r_1

(B.4)

(B.5a)
(B.5b)

gilt. Als Optimierungsvariablen werden dabei die diskretisierten Eingangs- und Zustands-

variablen
Uuo X0
u X1
a= . € RNvor , X = .
uNhor_l )(J\/’hor_1

c R4Nhor

(B.6)
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verwendet. Fiir die Diskretisierung des Differenzialgleichungssystems (4.117b) folgen mit
dem impliziten Trapez-Verfahren (A.17) die Gleichungsbeschrinkungen des statisches
Optimierungsproblems zu

xg —x(0) =0 (B.7a)
h .
Xj+1 = %) — o (1) + £, 4540)) =0, =0, Noor =2 (B.7b)

Weiters folgen aus den Zustandsbeschréankungen (4.117d)-(4.117g), der Box-Beschrankung
des Eingangs (4.117i) sowie der Endungleichungsbeschrankung (4.117h) die Ungleichungs-
beschrankungen des finit-dimensionalen Optimierungsproblems zu

Smin X0,3 Smax
Umin X0,4 Umax
Umin uo Umax
Smin X1,3 Smax
Umin - X1,4 - Umax B.8
.0a

Umin | — U1 — | Umax ( )
Smin X Nhor—1,3 Smax
Umin X Nhor—1,4 Umax

L Umin | L UNpor—1 [ Umax |

bzw. 1
T
§AXNh0r_1PAXNhor—1 —ar <0. (B.8b)

Die Beschréankungen (B.8a) lassen sich sehr einfach auf die Form (3.85¢) umformen.

Mit den Optimierungsvariablen (B.6), der zu minimierenden Kostenfunktion (B.4) sowie
den Gleichungs- und Ungleichungsbeschrankungen (B.7) und (B.8) liegt nun ein beschrénk-
tes, statisches Optimierungsproblem der Form (3.85) vor, welches unter Zuhilfenahme des
MATLAB-Befehls fmincon numerisch gelést werden kann.
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C Jacobimatrizen des um den linearen
Zustandsregler erweiterten
Entwurfsmodells

Mit (4.141) folgt die Jacobimatrix beziiglich des Zustands x zu

%jﬁ gt ah ah
d Zfr 2f &f 2
—f(x,u _ | 0p1/2 Owi’s 0s/= Ou: C.1
ax ( MPC) %{3 %{3 %{3 %fj} ( )
97 4 3%1]04 2 2h
mit
9 -
aigplfl — 0 , (CQa)
0 -
alefl —1, (C.2b)
o0 -~
%fl = 0 ) (CQC)
9 -
%fl —0, (C.2d)
9 fo = L (m a1g cos(p1) —myay sin(p )(uMp +a(x)ka)
Do T+ a2 1 101 1 C o
+miaq cos(p1) (kmla(x) + kEx(,i?)) , (C.2e)
1
9 ; 1 7. Oa
Do fo= T na? <m1a1 cos(¢1) (kzo,ga(x) +k, X8w1> — d1) , (C.2f)
o= s (o cos(n) (Roga () + kx5 ) (20
D5 2 = 52 +m1a% mia cos(pi 0,3¢¢ 0 X 5g ) 28
0 1 T Ow
%fg = m <m1a1 cos(p1) <k0,4a(x) +k, x(%)) , (C.2h)
9 -
Shi=0, (C.21)
0 - .
Tmfg =0, (C.2))
O ~
ng =0, (C.2k)
9 -
%fg —1, (C.21)
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C Jacobimatrizen des um den linearen Zustandsregler erweiterten Entwurfsmodells 114

9 z T Oa

87(’01]51 - ko,la(x) + ko X6§01 9 (CQm)
g T Oa

Tmﬁl = ko2a(x) + k, Xaiw1 ; (C.2n)
8 r T 50&
%ﬁL = koza(x) +k, X o (C.20)
0z 7. Oa
%fzi = k:074a(x) + ko X% . (C2p)

Die in (C.2) benétigten partiellen Ableitungen des Vorfaktors a(x) folgen mit

(eat) = (TP ©3)
(;951: :1 00 O: (;on(x))T, (C.4a)
gzz 010 0 (;(a(x))T, (C.4b)
g‘;‘: 00 10 (;Xa(x))T, (C.4c)

Fiir die Jacobimatrix von f (x, upmpc) beziiglich des Eingangs uypc folgt

0
o B J1+m1a%
f = | miaicos(pr) | . C.5
dunpc (x, untpc) 1 1O 1 (©5)
1
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