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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit einer besonderen Art von Tarifen aus der Kranken-
versicherung, genauer gesagt den derivativen Tarifen. Anhand von Optionstarifen, bei denen
dem Versicherungsnehmer bestimmte vereinbarte Rechte eingerdumt werden, werden diese

derivativen Tarife veranschaulicht.

Es wurden Kalkulationsmethoden von sterreichischen Krankenversicherern erfragt und
dargestellt. Das Markov-Modell mit der Thiele’schen Differenzengleichung, welches sich
gut fiir Versicherungsprodukte eignet, die nach Art der Lebensversicherung kalkuliert sind,
wurde angewendet, um die Methoden zu verfeinern. Es wird ein Ansatz verwendet, bei dem
die Pramie von einem Rabatt abhéngt und Annahmen iiber die Ausiibungswahrscheinlichkeit

der Option getroffen werden miissen.
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Abstract

The presented thesis deals with a specific kind of health insurance tariffs, more precisely
derivative tariffs. Those tariffs are illustrated on the basis of option tariffs, in which the

policyholder is granted defined prearranged rights.

Calculation methods used by Austrian health insurers were asked for and presented. The
Markov model along with Thiele’s difference equation, which is well suited for insurance
products that are calculated on similar to life techniques basis, was used to refine the
methods. An approach is used in which the premium depends on a discount. Assumptions

about the probability to exercise options must be made.
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1 Einleitung

In Osterreich wird die Versicherungswirtschaft in die Lebensversicherung, die Krankenversi-
cherung und die Schaden- und Unfallversicherung unterteilt. In dieser Arbeit behandeln wir
spezielle Tarife aus der Krankenversicherung. Bei den derivativen Tarifen handelt es sich
um ein Konstrukt von Tarifen.

Die Optionstarife sind einer der am h&ufigst verkauften Tarife dieser Art, welche dem
Versicherungsnehmer das Recht einrdumen, zwischen im Versicherungsvertrag festgelegten,
Tarifen zu wechseln. Dabei ist der Wechsel von einem Tarif mit niedrigem Leistungsspektrum
in einen Tarif mit hoherem Leistungsspektrum gemeint. Der Vorteil bei diesen Tarifen ist,
dass beim Wechsel das Alter bei Eintritt, und nicht das Alter bei Ausiibung der Option,

zur Kalkulation hergenommen wird.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die Krankenversicherung in Osterreich werden die Grund-
lagen der Krankenversicherungsmathematik vorgestellt, die sehr eng mit der Lebensversiche-
rungsmathematik verbunden sind. Dabei handelt es sich um eine Sammlung der in Praxis
verwendeten Rechnungsgrundlagen und Methoden. Wir halten uns dabei groBtenteils an [1]
und [3].

Es werden die Kalkulationsmethoden von Gsterreichischen Krankenversicherern vorgestellt.
Im vorletzten Schritt wird das Markov-Modell eingefiihrt. Die wichtigste Formel ist die
Thiele’sche Differenzengleichung

Vi(t) = a"*(t) + Y pii(t) - v+ (agj(t) + Vi(t +1))
JES

womit die Deckungsriickstellung, die Barwerte und infolgedessen die Pramie fiir jeden

Zustand 7 aus dem Zustandsraum S berechnet werden kann. Die Zahlungsstrome a?“(¢)
post
ij

Das Modell bietet sich vor allem sehr fiir Optionstarife an, da hier der Zustandsraum 3

und a!?*(t) und die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(¢) sind dementsprechend zu wihlen.

Zusténde hat (bei den meisten Tarifen sind es nur 2 Zusténde).

Die vorgestellten Kalkulationsmethoden der Optionstarife werden mit dem Markov-Modell

verfeinert. Weitere Tarifmerkmale sind, dass die Primie von einem Rabatt abhingt und
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1 FEinleitung

Annahmen {iber die Ausiibungswahrscheinlichkeit getroffen werden miissen. Anhand eines
durchgerechneten Beispiels wird das Modell veranschaulicht, wobei das Statistik-Programm
R und Microsoft Excel verwendet werden. Der Code befindet sich im Anhang.

Um den optimalen Rabatt berechnen zu kénnen, muss ein Optimierungsproblem gelost
werden. Dies lésst sich mit Hilfe des Markov-Modells leicht aufstellen und nach einmaliger

Implementierung mit wenig Aufwand l6sen.
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2 Krankenversicherung in Osterreich

In diesem Kapitel werden wir an die private Krankenversicherung und deren Besonderheiten
heranfithren. Die wichtigsten und fiir diese Arbeit belangvollen Richtlinien werden erwahnt
und kurz erldutert. Zusitzlich verschaffen wir uns schon hier einen ersten Uberblick iiber
die mathematische Darstellung von Versicherungsvertriagen. Der Vollstdndigkeit halber wird

die gesetzliche Pflichtversicherung ebenfalls kurz erwéhnt.

2.1 Private Krankenversicherung

Die Krankenversicherung ist dem Wesen nach eine Personenversicherung, die das Risiko
der Kosten triagt, die durch eine Krankheit oder in Folge eines Unfalls der versicherten
Person auftreten. Fiir den Rest dieser Arbeit ist, aufler explizit angesprochen, von der
privaten Krankenversicherung die Rede. Sie ist eine Vertragsversicherung und wird zwischen
einem Versicherer, meist ein Versicherungsunternehmen, und einem Versicherungsnehmer
abgeschlossen, wobei neben diesem, auch eine andere Person versichert sein kann, die
versicherte Person.

Der guten Ordnung halber sei die Kategorisierung der sterreichischen Versicherungswirt-
schaft angefiihrt, wobei Versicherungsunternehmen fiir jede der folgenden Sparten eine

eigenen Bilanzabteilung im Jahresabschluss zu fithren haben':
e Lebensversicherung
¢ Krankenversicherung
e Schaden- und Unfallversicherung

Jede der gerade erwiihnten Sparten hat besondere Merkmale und Bestimmungen. Wir be-
handeln hier die Krankenversicherung. Um uns einen einfithrenden Uberblick zu verschaffen,

orientieren wir uns dabei grofitenteils an [1] und [12].

18 140 VAG 2016
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2 Krankenversicherung in Osterreich

2.1.1 Versicherungsfall, Leistungen und Tarife

Wie bei jedem Versicherungsvertrag muss zuerst definiert werden, was versichert ist und

wann der Versicherer zu leisten hat.

Versicherungsfall

Eine allgemeine Definition des Versicherungsfalles in der Krankenversicherung ist im Gesetz
nicht geregelt. Die Aktuarvereinigung Osterreichs (AVO), genauer gesagt der Unterarbeits-

kreis Krankenversicherung, verwendet in [1] folgende Definition.

Definition 2.1. FEin Versicherungsfall in der Krankenversicherung ist die medizinisch not-
wendige Heilbehandlung einer versicherten Person wegen Krankheit oder Unfall. Entbindung

gilt ebenfalls als Versicherungsfall.

Der Versicherungsverband Osterreich (VVO) versffentlicht unverbindliche Musterbedingun-
gen zu den allgemeinen Versicherungsbedingungen (AVB). Diese bilden einen moglichen
Grundaufbau von Versicherungsvertréigen und enthalten Vorschlige zur Gliederung und

zum Wortlaut (z.B. Versicherungsschutz, Versicherungsdauer).

Leistungen und Tarife

Nicht jede Person will sich gegen das Gleiche versichern lassen, deswegen gibt es unterschied-
liche Leistungsarten, die jeweils in den dafiir vorgesehenen Tarifen versichert sind.

In das Schema der Leistungen fiir ambulante Heilbehandlungen fallen unter anderem die
Wahl unter niedergelassenen, zur selbststindigen Ausiibung des Berufes zugelassenen Arzten
und Dentisten.

Als Leistung fiir stationdre Heilbehandlungen versteht sich eine Heilbehandlung eines medizi-
nisch notwendigen stationdren Aufenthalts in sanitdtsbehordlich genehmigten Krankenanstal-
ten, sofern diese standige drztliche Anwesenheit vorsehen, iiber ausreichende diagnostische
und therapeutische Moglichkeiten verfiigen und nach dem allgemein anerkannten Stand

der medizinischen Wissenschaft arbeiten [12]. Tagegeldtarife leisten das vereinbarte Tagegeld.

Im Versicherungsvertragsgesetz (VersVG) sind die unterschiedlichen Arten von Tarifen

geregelt. Die grobe Kategorisierung der Tarife sieht wie folgt aus [3]:

e Bei der Krankheitskostenversicherung und der Pflegekostenversicherung ver-
pflichtet sich der Versicherer die Aufwendungen fiir die Heilbehandlung bzw. fiir die

Pflege zu ersetzen.
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2 Krankenversicherung in Osterreich

e Bei der Krankenhaustagegeldversicherung, bei der Krankengeldversicherung
und bei der Pflegegeldversicherung muss der Versicherer das vereinbarte Tagegeld

entrichten.

Angeboten werden diese Arten von Tarifen sowohl einzeln als auch als Kombination.

2.1.2 Charakter und Darstellungsart

Ein Vertrag in der Krankenversicherung wird auf die Gesundheit beziehungsweise in machen
Fillen auf das Leben (z.B. Sterbegeld) einer Person abgeschlossen. Das resultiert in langen

Laufzeiten, bis zu 60 Jahren und noch mehr.

Charakter

Der Gesetzgeber gibt vor, dass Krankenversicherungsvertrége, die ldnger als ein Jahr dauern,
nur lebenslidnglich abgeschlossen werden diirfen (als Beispiel fiir nicht lebenslange Vertréige
sei die Reisekrankenversicherung erwahnt). Dem Versicherer ist seinerseits das Recht auf
Kiindigung untersagt. In manchen Ausnahmefillen wie Verletzungen der Obliegenheit oder
in der Gruppen?- und Krankengeldversicherung® bleibt das Recht auf Kiindigung seitens
des Versicherers unberiihrt?.

Beim Kiindigen seitens Versicherungsnehmers geht die angesparte Alterungsriickstellung (in
der Krankenversicherung ein Synonym fiir das Wort Deckungsriickstellung) an das Kollektiv
(Ausnahme ist bei einem Wechsel in einen anderen Tarif derselben Versicherungsart nach
§ 178b VersVG, hier werden die aus der Vertragslaufzeit erworbenen Rechte und der
Alterungsriickstellung angerechnet®). Aufgrund dessen ist es sehr uniiblich, dass nach
langer Versicherungsdauer die Krankenversicherung gekiindigt beziehungsweise zu einem
anderen Versicherungsunternehmen gewechselt wird. Infolgedessen sind das Klientel der

Krankenversicherer vor allem junge Menschen.

Darstellungsart

Grundsétzlich konnen Versicherungsvertriige auf folgenden zwei Arten dargestellt und

kalkuliert werden [5]:

e Nach Art der Lebensversicherung: Hier wird so kalkuliert, dass das versicherungs-
mathematische Aquivalenzprinzip erfiillt ist. Dieses besagt, das der Barwert der Leis-

tungen des Versicherers und der Barwert der Pramien des Versicherungsnehmers

2Der Versicherungsnehmer hat das Recht auf Fortsetzung in der Einzelversicherung

3Bei Wegfall des versicherten Risikos hat der Versicherer das Recht den Vertrag zu kiindigen. Deswegen haben
Tarife, die den Einkommensausfall ausgleichen sollen, in der Regel den Pensionsantritt als Vertragsende

1§ 1781 VersVG

5§ 101 Abs. 3 VAG 2016
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2 Krankenversicherung in Osterreich

bei Abschluss des Vertrags gleich hoch ist. Bei dieser Art der Kalkulation wird eine
Alterungsriickstellung gebildet.

e Nach Art der Nicht-Lebensversicherung (auch nach Art der Schadenversicherung
genannt): Bei dieser Art wird eine reine Bedarfsprimie berechnet, ohne dass eine

Alterungsriickstellung gebildet wird.

Die Krankenversicherung lasst sich nicht eindeutig zu einer dieser Arten zuordnen, sie hat
Figenschaften beider Kalkulationsarten. Gemeinsam mit der Lebensversicherung haben
Krankenversicherungsvertriage die lange Dauer und das Kapitalanlagemanagement. Die
Hohe der Leistungen und deren Bestimmung sind der Schadenversicherungsmathematik

zuzuordnen.

Die Vertragsversicherung finanziert sich iiber Pramien, die vom Versicherungsnehmer an den
Versicherer gezahlt werden. Die Anderung der Kostenniveaus der medizinische Leistungen,
die medizinischen Inflation, wird bei der Kalkulation der Prémie bei Vertragsabschluss nicht
beriicksichtigt. Mit den in Versicherungsvertrégen vereinbarten Beitragsanpassungsklauseln
(welche Gleitpreisklauseln sind) behélt sich der Versicherer das Recht vor, nach Abschluss
des Versicherungsvertrags die Préamie einseitig zu erhéhen oder den Versicherungsschutz
einseitig zu dndern.

Andere Griinde fiir solch eine Anpassung sind im § 178f Abs 2 VersVG festgelegt. Von
groBer Bedeutung, und deswegen sehr erwihnenswert, ist die Regulierung, dass vom bloflen
Alterwerden oder von der Verschlechterung des Gesundheitszustandes der versicherten

Person keine Anpassungen vereinbart werden diirfen.

Der Gesetzgeber schreibt nun vor, dass Krankenversicherungsvertrige, bei denen eine Anpas-
sungsklausel vereinbart ist, nur nach Art der Lebensversicherung betrieben werden diirfen®.
Die Priamie und die Alterungsriickstellung miissen auf Basis von versicherungsmathemati-

schen Grundlagen berechnet werden.

2.1.3 Versicherungsprinzip und Risikofaktoren

Die Hauptaufgabe eines Versicherers ist die Ubernahme von Risiken, hier die Kosten infolge
einer Krankheit. Dass die Kosten nicht nur von einer einzelnen Person getragen werden,
fasst man mehrere Personen zu einer Gruppe zusammen, in der Versicherung Kollektiv
genannt. Das Grundprinzip von Versicherungen ist der Ausgleich im Kollektiv (Versiche-

rungsprinzip). Die Versicherungsnehmer (Xj)g=1, ., zahlen an das Kollektiv Prémien ein.

5§ 101 VAG 2016
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2 Krankenversicherung in Osterreich

Xion X X '

Xo—0 X

Xy — | Kollektiv [«—— X»

Abbildung 2.1: Versicherungsprinzip

Im Versicherungsfall einer Person X; werden die Kosten dafiir vom Kollektiv getragen. Dies

ist von Vorteil, da die Prdmie im Vergleich zum entstandenen Schaden sehr gering ist.

Es stellt sich die Frage, welche Personen zu einem Kollektiv zusammengefasst werden sollen.
In einem Kollektiv sollen Personen sein, die dhnliche Eigenschaften haben. Um dies bei der
Kalkulation zu garantieren, fithren wir die Risikofaktoren ein, dies sind Kenngréflen wie

zum Beispiel:
o Alter der versicherten Person

Geschlecht der versicherten Person

Leistungsart: ambulante Leistungen, stationére Leistungen, Zahnbehandlungen

Beruf

Wohnort

Subjektive Faktoren, die individuell von der versicherten Person abhingen (z.B.

Rauchen, Vorerkrankungen)

Unterteilt man Personen nach all diesen Faktoren erhilt man viel zu kleine Kollektive,
sodass das Versicherungsprinzip nicht mehr funktionieren wiirde. In Osterreich gibt es keine
Vorschrift, welche Risikofaktoren wie zu verwenden sind. Deshalb orientieren wir uns an der
in der Praxis iiblich angewandten Methode und fassen Personen nach den Faktoren Alter,
Geschlecht und Leistungsart zu jeweils homogenen Kollektiven zusammen.

Die anderen Risikofaktoren werden mittels Risikozuschligen beriicksichtigt.

Da es in der Krankenversicherung keinen allgemeinen Kontrahierungszwang gibt (Ausnahme
sind etwa vertragliche eingerdumte Rechte wie die Kindernachversicherung), hat das Versi-
cherungsunternehmen auch die Moglichkeit Antriage auf Versicherung anzulehnen. Diese

Selektion geschieht in der Praxis mittels Gesundheitsprifungen.
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2 Krankenversicherung in Osterreich

2.2 Pflichtversicherung

Der Vollstéandigkeit halber wird eine kurzer Einblick in die gesetzliche Versicherung gewéhrt.
Das osterreichische Gesetz schreibt vor, das jeder selbststéindig und unselbststéindig Er-
werbstétige (unter zusétzlichen Voraussetzungen wie eine bestimmte Hohe des Einkommens)
pflichtversichert ist. Die private Krankenversicherung dient in fast allen Fillen als Zusatzver-
sicherung und wird somit als Ergénzung zur gesetzlichen Krankenversicherung abgeschlossen.
In den meisten Fillen ist die Pflichtversicherung eine Sozialversicherung, die in Osterreich

folgende Zweige umfasst:
e Pensionsversicherung
e Krankenversicherung
e Unfallversicherung
e Arbeitslosenversicherung

Anders als die private Vertragsversicherung wird die Sozialversicherung iiber Beitrige finan-
ziert, die sich als Prozentsatz vom Einkommen (bemessen wird das Einkommen von der Ge-
ringfiigigkeitsgrenze bis zur Hochstbeitragsgrundalge) der Erwerbstéitigen berechnen lassen”.
Diese teilen sich, unter anderem, bei nicht selbstéindigen Dienstverhéltnissen der Arbeitgeber
und Arbeitnehmer. Abhéingig vom ausgeiibten Beruf ist man in einem oder mehreren der
fiinf verschiedene Sozialversicherungstriager versichert: Allgemeine Unfallversicherung (AU-
VA), die Osterreichische Gesundheitskasse (OGK), die Pensionsversicherungsanstalt (PVA),
die Sozialversicherung der Selbststindigen (SVS) und die Versicherungsanstalt dffentlich
Bediensteter, Fisenbahnen und Bergbau (BVAEB).

Einige Berufsgruppen (z.B. Arzte, Ziviltechniker) haben das Recht selbst zu entscheiden,
ob sie im Rahmen der Sozialversicherung oder privat bei einem Krankenversicherungsunter-

nehmen krankenversichert sind, das sogenannte Opting-Out®.

Neben der Sozialversicherung gibt es noch die Kranken- und Firsorgeanstalten (KFA), fiir

die das Versicherungsprinzip nicht gilt. Auf diese wird hier aber nicht néher eingegangen.

"Werte fiir 2021 (jeweils monatlich): Hochstbeitragsgrundlage EUR 5.550,00
Geringfiigigkeitsgrenze EUR 475,86
8fiir die anderen Zweige der Sozialversicherung gilt so ein Wahlrecht nicht
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3 Grundlagen der
Krankenversicherungsmathematik

Von hier an werden wir uns nur auf die private Krankenversicherung und deren Darstel-
lung nach Art der Lebensversicherung konzentrieren. In diesem Kapitel werfen wir einen
genaueren, jedoch allgemeinen Blick auf die Kalkulation und die dafiir notwendigen versi-
cherungsmathematischen Grundlagen (eine zu akkurate Sicht auf die Grundlagen wiirde
den Umfang dieser Arbeit bei weitem sprengen). Bei diesen dargestellten Informationen
handelt es sich um eine Zusammenfassung der in der Praxis verwendeten Methoden, welche

fiir das Verstindnis der Optionstarife unverzichtbar sind.

Da diese Grundlagen der Finanzmarktaufsicht (FMA) als Dokument vorzulegen sind, und
als Ergénzung zum Geschiftsplan aufgefasst werden konnen, wird das Dokument der
versicherungsmathematischen Grundlagen oft auch als Geschdftsplan bezeichnet [1]. Da die
Versicherungsmathematik in engem Zusammenhang mit der Finanzmathematik steht, ist es
notwendig auch auf Begriffe und Konzepte der Finanzmathematik einzugehen.

Das deutsche Pendant zur tsterreichischen Finanzmarktaufsicht ist die Bundesanstalt fiir
Finanzdienstleistungsaufsicht (BaFin). Diese sei hier erwihnt, da im Vergleich zu Osterreich,
in Deutschland Statistiken zu einige Rechnungsgrundlagen von der BaFin vercffentlicht

werden und wir solche Statistiken in dieser Arbeit verwenden werden.

Um uns den gewiinschten Uberblick zu verschaffen, orientieren wir uns hauptsichlich an [1]
und [3]. Da zweitere Quelle eher fiir deutsches Recht ausgelegt ist und der Unterschied zum

osterreichischem Recht nicht zu bagatellisieren ist, verwenden wir auch erstere Quelle.

3.1 Rechnungsgrundlagen

Fiir jegliche Art von Berechnungen benétigt man bestimmte Parameter. In der Versiche-

rungsmathematik konnen diese grob in zwei Kategorien eingestuft werden:

1. Parameter auf Basis des einzelnen Versicherungsvertrages: dies sind Kenngrofien

wie das Alter oder Geschlecht der versicherten Person. Auf Ebene des einzelnen
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Versicherungsvertrages werden Prédmien und Riickstellungen berechnet.

2. Parameter auf Basis des ganzen Kollektivs: dies sind Kenngrofien wie der Rechnungs-
zins und die Ausscheideordnung. Auf Ebene des Kollektivs werden unter anderem

Gewinnbeteiligungen bestimmt.

Obwohl die Berechnungen der Pramien und Alterungsriickstellungen auf Basis einzelner
Versicherungsvertrige durchgefiihrt werden, flieen auch Kollektivparameter mit ein. Diese

nennt man Rechnungsgrundlagen.

Bemerkung 3.1. Da sich die Rechnungsgrundlagen oft aufgrund des Alters und des
Geschlechts der versicherten Person unterscheiden, folgen wir der allgemein in der Versi-
cherungsmathematik angewandten Konvention und schreiben fiir das Alter eines Mannes x
und fiir das Alter einer Frau y.

Rechnerisch unterscheiden sich die Formel nicht, deswegen verwenden wir, im Sinne der
besseren Lesbarkeit, nur die Notation fir ein Geschlecht. Wenn nicht explizit angegeben,

gelten die Formeln fiir beide Geschlechter gleichermafen.

Sie werden weiter in zwei Typen unterteilt. Erstere sind die Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung,
welche dem Prinzip der Vorsicht unterliegen und somit mit ausreichend Sicherheit zu versehen
sind. Der Gesetzgeber schreibt vor, dass Pramien und Riickstellung mit dieser Art von
Rechnungsgrundlagen zu kalkulieren sind’.

Neben diesen gibt es noch die Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung, welche dem Prinzip des
besten Schitzwertes unterliegen. In dieser Arbeit richten wir unsere Aufmerksamkeit auf

die Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung, welche auch im Geschéftsplan zu finden sind.

3.1.1 Rechnungszins

Der Rechnungszins ist ein Begriff aus der Finanzmathematik. Er wird fiir die Bewertung
von Zahlungsplédnen und der damit verbundenen Zahlungsstromen, die unter anderem nicht

in der Gegenwart liegen, verwendet (siehe unten Konzept des Barwertes).

Definition 3.2. Der Rechnungszins i € (—1,00) ist eine Kenngrifle, die den Zeitwert von
Zahlungsstromen beziehungsweise Kapital beschreibt. Mit dem Aufzinsungsfaktor r wird in

die Zukunft verzinst

r=1+1

1§ 150 Abs. 1 VAG 2016

10
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Im Gegensatz dazu wird mit dem Diskontierungsfaktor v in die Vergangenheit diskontiert

1 1

1+ r

v

Diese Kenngrdfien werden auf jihrlicher Basis angegeben. Im Gegensatz zur Kalkulation in
der Lebensversicherung kommt in der Krankenversicherung kein unterjihriger Rechnungszins

beziehungsweise Diskontierungsfaktor zur Anwendung.

Es gibt mehrere Moglichkeiten der Verzinsung, da dies aber nicht Hauptaugenmerkmal
dieser Arbeit ist, sei hier fiir genauere Information auf [10] verwiesen. Wir erwéhnen hier
die fiir die Berechnung von Barwerten verwendete ezponentielle Verzinsung (oder auch

Verzinsung mit Zinseszinsen) und prasentieren ein einfithrendes Beisiel.

Beispiel 3.3. Wir nehmen an, wir haben zum Zeitpunkt t = 0 ein Kapital in Héhe von
Ky. Wir mochten wissen, wie hoch unser Kapital K, nach einer Laufzeit von n € N Jahren

unter Verwendung der exponentiellen Verzinsung mit einem fizen Zinssatz i ist
K,=Ky- - (1+9)"

Fiir tber die Laufzeit variable Zinssdtze i1, 12, ..., in ldsst sich diese Formel auf

n
K, =Ko- [](1+ir)
k=1

adaptieren. Die Formeln gelten auch fir Zahlungsstrome.

Der Rechnungszins wirkt sich auf die Hohe der Pramien und der Deckungsriickstellung aus.
Ein niedriger Zins zieht den Effekt einer hohen Prédmien nach sich. Dies verringert aber die
Verkaufszahlen von Versicherungsprodukten, was nicht wiinschenswert ist [3].

Im Umkehrschluss verringert sich die Pramie bei hohem Rechnungszins. Neben dem unver-
kennbarem Vorteil, dass so mehr Versicherungsvertriige verkauft werden, birgt ein hoher
Zins das Risiko des Versicherungsruin in sich, da nicht garantiert werden kann, den bei
der Kalkulation verwendeten Zins zu erwirtschaften. Ein nach oben offener Rechnungszins

konnte von Versicherern als Wettbewerbsinstrument missbraucht werden.

Die in Osterreich fiir die Aufsicht von Versicherungsunternehmen zusténdige Behérde, die
Finanzmarktaufsichtsbehérde (FMA), kann mittels Verordnungen nihere Regelungen iiber

den Inhalt, Gliederung und Art der versicherungsmathematischen Grundlagen treffen?.

2§ 102 Abs. 1 VAG 2016

11
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

In dem am 7.0ktober 2020 veréffentlichten Rundschreiben der FMA [7] wird empfohlen, dass
bei Neuabschliissen von Krankenversicherungsvertrigen nach Art der Lebensversicherung
und fiir neu hinzukommende Versicherte zu bestehenden Gruppenkrankenversicherungs-
vertragen spéitestens ab Juli 2021 die Alterungsriickstellungen und Pramien mit einem
Rechnungszins von hochstens 0, 5% (,,Hochstzinssatz“) zu kalkulieren sind. Das Rundschrei-
ben dient als Orientierungshilfe und gibt die Rechtsauffassung der FMA wieder?.

Somit gilt in Osterreich fiir die Lebens- und Krankenversicherung der gleiche Hochstzinssatz

(siche Versicherungsunternehmen - Héchstzinssatzverordnung (VU-HZV) [0]).

3.1.2 Kopfschaden

Die Leistungen an eine versicherte Person (eines Risikos) innerhalb einer Periode werden
als Zufallsvariable X : Q — R,w +— X (w) modelliert. Wir betrachten dabei immer einen
Personenbestand (Kollektiv), in dem sich L Personen befinden. Diese versicherten Personen
haben innerhalb einer Rechnungsperiode (n;);=1,.. 1 € N Schadensfille mit (§; ) k=1,...,n;

Versicherungsleistungen. Die Gesamtjahresleistung einer Person j ergibt sich also wie folgt

&= &n
k=1

Die Gesamtjahresleistung S eines ganzen Versicherungsbestandes ist dann nichts anderes

als die Summe

L
S=>¢
j=1

Die Hohe der Schiden bestimmen die Hohe der Pramie, also miissen diese in die Kalkulation

miteinbezogen werden. Dies geschieht mittels sogenannter Kopfschdiden.

Definition 3.4. Der Kopfschaden K ist der rechnungsmdfige Erwartungswert der Versi-

cherungsleistungen eines versicherten Risikos X innerhalb einer Rechnungsperiode
K =E[X]

Ein Schétzung fiir den Kopfschaden ist das Aufteilen des Gesamtschaden S eines Personen-

bestand auf jedes versicherte Risiko

E[X] ~

=1

(3.1)

3Dieses Rundschreiben stellt keine Verordnung dar.

12
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Der Kopfschaden soll das Prinzip des Ausgleichs im Kollektiv in der Kalkulation wider-
spiegeln. Damit wir diesen Ausgleich erzielen kénnen, fassen wir Risiken (Personen) mit
gleichen Unterscheidungsmerkmalen zusammen, da an Personen mit dhnlichen Eigenschaften
dhnlich hohe Versicherungsleistungen ausbezahlt werden (die ist natiirlich eine theoretische
Annahme, die fiir die Kalkulation der Primie, und daher fiir die Praxis, unabdingbar ist).
Wir kalkulieren einen Kopfschaden jeweils fiir einen Tarif, da hier gleiche Leistungsarten
vorliegen. Innerhalb eines Tarifes wird der Kopfschaden fiir Personen gleichen Alters und
Geschlechts definiert.

Definition 3.5. Der Kopfschaden K, ist die erwartete Versicherungsleistung einer x-
jahrigen Person. Die Kopfschadenreihe (Ky)zea ist Reihe der Kopfschdiden aller Alter fiir
einen Tarif, wobei A ={a,...,w} die Menge der Alter beschreibt. Dabei ist o das niedrigste
Alter und w das Endalter.

Wir haben also eine Kenngrofle definiert, die die jéhrlichen erwarteten Versicherungsleistun-
gen einer z-jahrigen Person beschreibt. Wie in 2.1.2 erwdhnt, &ndern sich die Kosten von
medizinischen Leistungen jdhrlich, womit sich die Hohe der Versicherungsleistungen auch

jahrlich &ndert.

Bei den Kopfschidden handelt es sich um eine fiir die Krankenversicherungsmathematik
spezifische Kenngrofie, welche in der Lebensversicherungsmathematik keine Anwendung

findet. Infolgedessen fiithren wir dieses Thema ein wenig mehr aus.

Kopfschadenprofile und Grundkopfschaden

Die zukiinftige medizinische Inflation wird zwar nicht bei Abschluss der Versicherungsvertra-
ges miteinkalkuliert, jedoch ist es von Vorteil schon in Vorhinein eine eigene Kenngrofle fiir
spatere Beitragsanpassungen zu Verfiigung zu haben. Hier kommt die Methode von Rusam
zum Einsatz. Bei diesem Modell wird der Kopfschaden K, in zwei Faktoren aufgespalten,

wobei einer nur vom Alter und der andere vom Kalenderjahr abhéngt.

Definition 3.6. Im Model von Rusam wir der Kopfschaden wie folgt aufgespalten
K, =Gk,

wobei der normierte Kopfschaden ky als Profil und der Normierungsfaktor G als Grund-

kopfschaden bezeichnet wird.

Das Profil beschreibt die Relationen der Kopfschaden zu unterschiedlichen Altern, der
Grundkopfschaden spiegelt das Leistungsniveau wider. Zur Vollstédndigkeit sei gesagt, dass

sich das Profil ebenfalls iiber die Zeit &ndern kann, was aber seltener der Fall ist.

13
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Fiir das Normierungsalter xy wird haufig das Alter 28 oder 43 verwendet, so dass gilt
G = K, und ky, = 1 (3.2)

Der in (3.2) definierte Grundkopfschaden G"*"* wird rechnungsmdipiger Grundkopfschaden
genannt. Er ist zu unterscheiden vom empirischen Kopfschaden, der sich wie folgt berechnen

lasst

2 a—a (1)
GP(t) = r=a 3.3
M S RO 3
wobei S, (t) die Summe aller Schiiden innerhalb der Periode ¢ aller Personen des Alters x
im Bestand und 6,(t) die Anzahl aller Personen in der Periode ¢ im Alter z beschreibt.
Unter gewissen Umstinden stimmen diese beiden Grundkopfschiden iiberein. Da die Aus-
sagen im folgendem Theorem jeweils fiir eine Periode gelten, lassen wir den Index t der

Periode weg.

Theorem 3.7. Der rechnungsmdfige und empirische Grundkopfschaden stehen, abhdngig

von der Leistungshohe S, eines Personenbestands im Alter z, in folgenden Zusammenhdngen:

(i) Wurden in einer Periode gleichviel Leistungen erbracht als im Vorhinein geschitzt, so
gilt Gemp — Grech

(ii) Wurden in einer Periode mehr Leistungen erbracht als im Vorhinein geschitzt, so gilt
Gemp > Grech

(iii) Wurden in einer Periode weniger Leistungen erbracht als im Vorhinein geschdtzt, so
gllt Gemp < Grech

Beweis. Wir fiithren den Beweis fiir (i) ganz aus, fiir (ii) und (iii) setzen wir dementsprechend
ein.

(i) Dass die geschitzten Leistungen mit den erbrachten Leistungen (innerhalb eines
Personenbestands mit gleichem Alter x) iibereinstimmen, bedeutet nichts anderes, als
dass eine Person (durchschnittlich) genau die Hohe vom Kopfschaden K, als Leistung

erhélt. O.B.d.A nehmen wir an, dass fiir alle x = «, ..., w gilt S, = K, - 0,. Damit

14
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

folgt dann:

In Gleichheit (1) setzen wir die Voraussetzung ein, in Gleichheit (2) setzten wird die

Definition aus (3.6) ein und erhalten die gewiinschte Aussage.

(ii) Analog zu (i), nur das fiir alle x = «, ..., w gilt S; > K, - 0, . Daraus folgt, dass in
(3.4) statt dem Gleichheitszeichen in (1) ein Grofer-als-Zeichen steht.

(ii) Analog zu (i), nur das fiir alle x = a,...,w gilt S, < K, - 0, . Daraus folgt, dass in
(3.4) statt dem Gleichheitszeichen in (1) ein Kleiner-als-Zeichen steht.

O

Der Fall, dass genau die Leistungen erbracht werden, die geschétzt wurden, kommt in der

Praxis nie vor. Je nach Eintreten von einem der beiden anderen Félle und deren Intensitét,

sprich ob der empirische Grundkopfschaden stark vom rechnungsméfigen Grundkopfschaden

abweicht, wird bei einer Beitragsanpassung nach oben beziechungsweise nach unten angepasst.

Herleitung von Kopfschaden

Fiir die Bestimmung des Kopfschadens, stellt sich vorerst die Frage nach aussagekrdftigen

Daten. Sind diese vorhanden ist des weiteren zu beachten, ob man fiir einen bereits im

Sortiment existierenden Tarif oder einen neu eingefiithrten Tarif kalkuliert:

e Existierender Tarif: Hier ist weiter zu unterscheiden in:

— Tarife, fiir die aussagekraftigen Daten vorhanden sind, sprich Tarife die schon

lange und oft genug verkauft worden sind. In diesem Fall werden fiir die Herleitung

nur tarifeigene Daten verwendet; und

— Tarife, fiir die keine aussagekriftigen Daten vorhanden sind. Hier werden fiir

die Herleitung neben den tarifeigenen Daten auch Daten von dhnlichen Tarifen

(sogenannte Stiitztarifen) verwendet.

15
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

e Neuer Tarif: Da es bei der Neueinfithrung eines Tarifs grundsétzlich keine tarifei-
genen Daten aus der Vergangenheit geben kann, muss in jedem Fall auf Stiitztarife

zuriickgegriffen werden.

Falls keine Stiitztarife existieren, sind andere einschlégig statische Daten zu verwenden.

Diesen Fall wollen wir in der dieser Arbeit aber nicht weiter beleuchten.

Der Term dhnliche Tarife bezieht sich auf Tarife mit gleichem oder kaum zu unterschei-
dendem Leistungsspektrum. Die Beurteilung, ob und welche Stiitztarife verwendet werden,

obliegt der Person, die den Tarif kalkuliert.

Wie schon erwéhnt ist einer der groflien Vorteile der Methode von Rusam, dass es eine eigene
Kenngrofle fiir die Leistungshohe gibt. Deswegen orientieren wir uns bei der Herleitung an

Profilen und Grundkopfschdden und betrachten diese getrennt.

Herleitung des rechnungsmaBigen Profils

Die Grundlage zur Herleitung des rechnungsméfiigen Profils bilden die Kopfschiden der
Vergangenheit. Fiir diese bendtigen wir die Schiden und die Anzahl der Personen im
Bestand. Bei den Schéiden sei vereinfacht angenommen, dass es sich tatsdchlich nur um die
Schéden handelt, andere Einflussgroflen wie etwa Risiko- und Sicherheitszuschlige oder
einmalige Sonderausgaben werden hier nicht berticksichtigt. In der Praxis sind diese natiirlich
noch einzuberechnen, es handelt sich aber im Allgemeinen nur um additive Konstanten, die
vor der Kalkulation abgezogen werden miissen.

Fiir die weitere Darstellung wiederholen beziehungsweise fithren wir neue Notationen ein,

die sich im Nachhinein noch erweitert werden wird:

e 7: Die Menge aller Tarife 7, die fiir die Kalkulation benotigt werden, sprich die Menge
aller Stiitztarife (der zu kalkulierende Tarif kann, aber muss nicht enthalten sein).

Insgesamt betrachten wir |7| = n verschieden Tarife.

T: Die Menge aller Jahre ¢, die in die Kalkulation einbezogen werden. Als Beispiel
betrachten wir jeweils die letzten 4 Jahre, so dass T := {t9 — 3,t0 — 2,tp — 1,tp}.

Sz (t,7): Schaden aller z-jahrigen Personen des Tarifs 7 in der Periode ¢

e L,(t,7): Anzahl aller z-jahrigen Personen des Tarifs 7 in der Periode ¢

K, (t,7): Kopfschaden einer x-jdhrigen Personen des Tarifs 7 in der Periode ¢. Dieser

16
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

lasst sich auf die gleiche Art wie in (3.1) berechnen:

K,(t,7) = T

In der Praxis werden oft Altersgruppen (z.B. 5 Jahre) gebildet. Auf diese wollen wir aber

nicht weiter eingehen, da das folgende Verfahren analog angewendet werden kann.

Zu Beginn nehmen wir uns jeden Tarif einzeln vor und gleichen {iber die Perioden aus. Dazu
bestimmen wir die arithmetischen Mitteln KL (1) der Kopfschiden, Ly (7) der Anzahl der

Personen und S5 (1) der Schéden fiir jedes Alter x und jeden Tarif 7

Kb (r) = ,;;mm)

() = ,}| S Lt 7)

teT

S(r) = ,; S S, (t7)

teT
Da es in der Praxis oft vorkommt, dass es ab einem bestimmten Alter nicht mehr geniigend

Personen im Bestand gibt, wird ab dem Alter g gruppiert, sodass die hohen Alter alle den
gleichen Kopfschaden haben. Wir erhalten die ausgeglichenen Kopfschdden

KL (T) Jir z < g
2(T) = q o2, stn)

Z::g Lg("') 7ﬁir z Z 9

Wir erhalten also iiber die Periode ¢ und in schwach besetzten Altern x > g ausgeglichene
Kopfschiden K (7). Analog geht man bei Bestéinden vor, bei denen die niedrigen Alter
schwach besetzt sind.

Im néchsten Schritt wollen wir iiber die Tarife 7 ausgleichen. Dabei ist zu beachten, dass
nicht jeder Tarif gleich stark ,,vertreten® ist. Wir brauchen also ein Verhéltnis wie oft welcher

Tarif verkauft wurde. Dazu bilden wir einen Modellbestand indem wir iiber alle Alter, iiber

17
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

alle Tarife und iiber beide Parameter summieren

L¥(r) =) Li(r)
Ly =) Lir)

TeT

L¥ =Y " L%r)

TET

Die Gewichtung pro Tarif 7 € 7 ist dann nichts anderes als

L)

Ar v

Insgesamt muss gelten - A; = 1.

Da nicht jeder Stiitztarif genau dasselbe Leistungsspektrum hat, miissen wir die Kopfschidden
K¥(7), bevor wir sie mit A, gewichten, noch umskalieren. Dies geschieht mit dem Verfahren
von Bahr, woraus wir die gleichgerichteten Kopfschdden erhalten.

Dafiir miissen wir die Faktoren ~;,7 = 1,...,n fiir alle Tarife 7, ..., 7,, bestimmen, sodass

insgesamt gilt

w w
Do) - KE(m) == ) L) - K () (3-5)
r=a T=x0

Da in den jeweiligen Summen die Faktoren ~;,¢ = 1,...,n nicht vom Summenindizes

abhéngen, ziehen wir diese aus den Summen heraus. Damit die Gleichheiten in (3.5) erfiillt

sind, setzen wir fiir die Faktoren v;,7 = 1,...,n einfach die Reziprokwerte ein

1
Y aay L (7i) - K& (73)

Vi =

Wir haben unsere Faktoren zum Umskalieren der Kopfschdden gefunden und erhalten somit

als Resultat fiir jeden Tarif 7,..., 7, die gleichgerichteten Kopfschédden

K3(mi) = i - K (7i) (3.6)

Es sei erwdahnt, dass die Faktoren ~;,7 = 1,...,n beliebig faktorisiert sind, sodass die
Kopfschiiden K7 (7) aus (3.6) nicht ohne weiteres Faktorisieren in der Kalkulation verwendet
werden konnen. Das ist hier aber nicht weiter schlimm, da wir uns sowieso nur auf die

Profile konzentrieren.
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Schlussendlich wollen wir, wie schon oben angesprochen, zwischen den Tarifen ausgleichen
und nach Bestandsgrofie gewichten. Wir erhalten fiir jedes Alter x unsere gewichteten,

gleichgerichteten Kopfschiden

7= A Kl(r)
TET
Die Werte (K7 )zea enthalten Schwankungen zwischen den Altern. In der Praxis iiblich,
werden diese noch mittels Ausgleichsverfahren, wie die Regression, geglattet. Diese werden

wir aber nicht niiher untersuchen und sagen, dass K7 unsere Kopfschiden sind.

Im letzten Schritt wollen wir aus den Kopfschidden die Profile ableiten. Dabei gehen wir wie

in (3.2) vor und berechnen

Wir haben uns die Profil (k7 ),ec 4 hergeleitet und widmen uns weiter dem Grundkopfschaden.

Herleitung des rechnungsmaBigen Grundkopfschadens

Im Unterschied zu den gerade hergeleiteten Profilen sollte der rechnungsmdafige Grund-
kopfschaden nicht einfach als Wert f(;O der Vergangenheit angenommen werden. Erstens
aufgrund der Willkiir der Faktorisierung der Faktoren v;,¢ = 1,...,n und zweitens weil die
Entwicklung der medizinischen Kosten nicht berticksichtigt wird.

Der rechnungsméifiige Grundkopfschaden kann durch statische Verfahren, wie zum Beispiel
durch Mittelwertbildung oder Extrapolation der Kopfschidden der vergangenen Jahre, er-
mittelt werden. Die Werte der Vergangenheit bestimmen wir dabei genau wie in (3.3). Als

Beispiel der Extrapolation sei die lineare oder logistische Regression erwéahnt.

3.1.3 Ausscheideordnung und Verbleibewahrscheinlichkeit

Die Ausscheideordnung ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person den Bestand verlésst.
In der Krankenversicherung kann das auf zwei Arten geschehen, wobei wir erneut den

Zeithorizont von einem Jahr betrachten:

e Sterbewahrscheinlichkeit: ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine z-jahrige Person

innerhalb eines Jahres verstirbt. Sie wird {iblich mit ¢, bezeichnet.

e Stornowahrscheinlichkeit: ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine z-jahrige Person

innerhalb eines Jahres den Versicherungsvertrag kiindigt. Sie wird {iblich mit w,
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

bezeichnet.

e Verbleibewahrscheinlichkeit: ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine x-jihrige Person

innerhalb eines Jahres im Bestand verbleibt. Sie wird bezeichnet mit p,.

Wie bei den Kopfschiden sind die Unterscheidungsmerkmal das Alter und das Geschlecht.
Zusétzlich hidngt die Stornowahrscheinlichkeit noch von anderen Faktoren ab.

Da in beiden Fillen des Ausscheidens von Wahrscheinlichkeiten die Rede ist, werden sowohl
der Tod als auch das Storno als Zufallsvariable modelliert. Das erm6glicht uns die Verteilung
dieser Zufallsvariablen genauer zu untersuchen. Wir schlieen den Fall aus, dass beides
gleichzeitig eintreten kann und definieren das Ausscheiden als das Ereignis, welches zuerst

eintritt.

Das Alter bei Tod einer Person wird als die Zufallsvariable X°4 : Q — A, w — X °4(w) und
das Alter bei Storno einer Person wird als die Zufallsvariable X5t : Q — A w s X °4(w)

modelliert.

Sterbewahrscheinlichkeit

Die erste Moglichkeit den Bestand zu Verlassen ist der Tod. Zu Beginn definieren wir die
Sterbewahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von Alter und Geschlecht.

Definition 3.8. Die Sterbewahrscheinlichkeit q, einer x-jihrigen Person innerhalb eines

Jahres zu sterben ist definiert als
¢ = PIX 1% < min{z + 1, X5t}

Die Sterbewahrscheinlichkeiten fiir alle Alter und Geschlechter werden zusammengefasst
Periodentafel genannt. Hingen diese Wahrscheinlichkeit noch weiter vom Geburtsjahr
ab, so nennt man diese Generationentafeln. Da es in der Krankenversicherung ein An-
passungsrecht gibt, das bei Anderung der Lebenserwartung (§ 178f Abs 2 Z 1 VersVG)

eine Anpassung der Prémie vorsieht, ist die Verwendung von Generationentafeln nicht {iblich.

Hier in dieser Arbeit werden wir uns nicht auf die Herleitung von Sterbetafeln konzentrieren.
Das hat einerseits den Grund, dass es den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde und
andererseits ist dies kein rein krankenversicherungsspezifisches Thema, sondern in erste
Linie eines der Lebensversicherung.

Es sei dennoch kurz erwihnt, wie wir eine Sterbetafel erhalten kénnen. Die erste Moglichkeit

ist diese aus dem eigenen Bestand und angemessen statischen Methoden herzuleiten. Eine
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andere Moglichkeit ist diese aus externer Quelle zu beziehen, wie etwa Bundesanstalten fiir

Statistik oder Riickversicherern.

Stornowahrscheinlichkeit

Die andere Moglichkeit, der in der Krankenversicherung eine groflere Bedeutung zuge-
schrieben wird, den Bestand zu verlassen ist das Storno. Zu Beginn definieren wir die

Stornowahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von Alter und Geschlecht.

Definition 3.9. Die Stornowahrscheinlichkeit w, einer x-jihrigen Person innerhalb eines

Jahres zu stornieren ist definiert als
w, = P[X5P™ < min{z 4 1, X 1?4}

Die Stornowahrscheinlichkeiten fiir alle Alter und Geschlechter werden zusammengefasst
Stornotafel genannt.

Diese Art des Ausscheidens ist zu beriicksichtigen, da Produkte der Krankenversicherung in
der Regel keinen Riickkauf durch den Kunden erlauben. Ein Ausnahme dieser Regelung
betreffen Tarifwechsel innerhalb derselben Versicherungsart® (siehe 2.1.1) beim selben
Versicherungsunternehmen. Bei dieser Art von Tarifwechsel erfolgt eine Anrechnung der
aus der Vertragslaufzeit erworbenen Rechte. Diese Ausnahme muss in der Herleitung der
Stornotafeln berticksichtigt werden.

Ein mogliche Herleitung dieser Rechnungsgrundlage ist die logistische Regression.

Verbleibewahrscheinlichkeit

Das Pendant zum Ausscheiden aus dem Bestand, ist das Verbleiben. Wir definieren die
Verbleibewahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von Alter und Geschlecht, allerdings nicht nur
fiir ein Jahr, sondern gleich fiir k¥ € N Jahre.

Definition 3.10. Die Verbleibewahrscheinlichkeit ip, einer x-jihrigen Person innerhalb
der ndchsten k € N Jahre den Bestand nicht zu verlassen ist definiert als

Pz = P[min{XxTOd, XStom"} > x + k]

xT

Wir halten uns an die Konvention in der Versicherungsmathematik und lassen den Index k
weg falls es sich um eine einjdhrige Wahrscheinlichkeit handelt und schreiben nur p, := 1p,.
Es werden die wichtigste Rechenregeln fiir die Verbleibewahrscheinlichkeit erwihnt, jedoch

ohne den Beweis auszufiihren.

1§ 101 Z3 VAG 2016
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Theorem 3.11. Es gelten folgende Zusammenhdnge:
(i) po=1— Gz — Wz
(ii) rpz = Hf;é Datj
(iii) kPx = mPz * k—mPatm fir m <k
Beweis. Fiir die Beweise wird auf [3] verwiesen. O

In folgender Grafik sind beispielhaft einjédhrige Storno- und Sterbewahrscheinlichkeiten
abgebildet. Die fiir die Grafik verwendeten Zahlen befinden sich im Anhang 7.1.

T T T T T T T T T
0.4 | — Stornowahrscheinlichkeit a
—— Sterbewahrscheinlichkeit
€ 03} |
=
L
E
z 0.2 .
[
&
'CQ@ 0 1 - .
g .
0f i

| | | | | | | | | | | | | | | | |
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Alter [in Jahren]

Abbildung 3.1: Sterbe- und Stornowahrscheinlichkeiten

In der Grafik ist gut zu erkennen, dass dem Ausscheiden durch Storno in jungen Jahren ein
weitaus hohere Bedeutung als durch Tod zuzuordnen ist. Mit steigendem Alter scheiden

Personen iiberwiegend durch Sterben aus dem Bestand aus.

3.2 Pramien- und Leistungsbarwert

Im vorherigen Unterkapitel haben wir die Rechnungsgrundlagen présentiert, die wir fiir die
Kalkulation eines Krankenversicherungstarifs benttigen. Hier in diesem Kapitel werden wir
mit den vorgestellten Rechnungsgrundlagen erstmals rechnen.

Basis fiir die Tarifierung eines Tarifs nach Art der Lebensversicherung ist das A quivalenzprinzip.
Dieses besagt, dass der Barwert der Leistungen und der Barwert der Primien zu Vertragsab-
schluss gleich sein miissen. Ausgenommen davon sind die in 2.1.2 erwahnten Beitragsanpas-

sungsklauseln oder Anderungen der Rechnungsgrundlagen, welche nicht in die Berechnung
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des Barwerts mit einflieflen.

Wichtige Kennzeichen fiir die Kalkulation sind Zahlungsstréme und deren Bewertung. Zur

Vereinfachung betrachten wir nur die folgenden zwei Arten:
e Pramien: Zahlungsstrome von Versicherungsnehmern an den Versicherer
e Leistungen: Zahlungsstréome vom Versicherer an den Versicherungsnehmer

FEin weiteres Beispiel fiir Zahlungsstrome ist etwa die Gewinnbeteiligung, die uns in dieser
Arbeit nicht weiter beschéftigen wird.
Um das Aquivalenzprinzip einzuhalten, miissen wir alle Zahlungsstrome zum Zeitpunkt des

Vertragsabschluss bewerten, wir definieren den Barwert.

Definition 3.12. Der Barwert von Zahlungsstromen ist die Summe einer Folge von Zah-
lungsstromen zu einem bestimmten Zeitpunkt unter Berticksichtigung des Zeitwerts des
Geldes und der Wahrscheinlichkeit, ob die Zahlungen stattfinden.

Da wir zu Beginn des Vertrags bewerten, liegen alle Zahlungsstrome in der Zukunft. Der
Zeitwert des Geldes fliefit mittels Rechnungszins in die Kalkulation mit ein. Die Wahrschein-
lichkeit, ob Zahlungen {iberhaupt stattfinden, flieffit mittels der Ausscheideordnungen mit
ein.

Um die Bewertung dieser Zahlungsstrome nicht allzu zeitaufwendig und kompliziert zu

gestalten, nehmen wir weiter folgende Vereinfachungen an:

e Priamien werden zu Beginn einer Periode (Jahr) gezahlt, sofern der Versicherungsneh-

mer noch im Bestand ist. Es werden also nur vorschiissige Zahlungen betrachtet.

e Leistungen werden ebenfalls zu Beginn einer Periode gezahlt. Das mag auf den ersten
Blick etwas merkwiirdig erscheinen, da man die Leistungen einer Periode nicht kennt.
Dies ist nicht weiter schlimm, da wir mit tabellierten Erwartungswerten (Kopfschiden)

arbeiten.

e Da wir das Ausscheiden einer Person nicht genau vorhersehen kénnen, wir aber keine
Zeitpunkte in der Unendlichkeit betrachten wollen, beachten wir nur Zeitpunkte bis

zum Endalter w.

Die Zahlungsstrome einer x-jéhrigen Person finden also zu den Zeitpunkten {0, 1,...,w —x}
statt. Wir betrachten die Bewertung der unterschiedlichen Arten der Zahlungsstrome

getrennt.
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Leistungsbarwert

Wir widmen uns zuerst den Zahlungsstrémen vom Versicherer an den Versicherungsnehmer.
Leistungen werden erbracht, wenn der Versicherungsfall eintritt. Wann und ob dieser eintritt
ist unklar, und wenn er eintritt, ist nicht klar wie viel der Versicherer leisten muss. Die
Zufilligkeiten werden alle im Kopfschaden zusammen gefasst. Fiir die Berechnung des
Barwerts ben6tigt man zusétzlich noch die Anzahl der im Bestand befindlichen Personen,

abhingig vom Alter.

Definition 3.13. Es seil, die Anzahl der x-jihrigen Personen im Bestand. Diese lassen

sich fir die Alter {xo + 1,...,w} anhand folgender Rekursion berechnen

lx+1 =1z Pz

mit der Randbedingung lp, = 1. Der Wert dieser Randbedingung kann beliebig gewdhlt
werden, jedoch hat diese Wahl den Vorteil, dass ly+x = kpa-

Zusétzlich fithren wir noch die in der Versicherungsmathematik bekannten und oft noch
verwendeten Kommutationszahlen ein, auch wenn sie aufgrund des Fortschritts der Technik

nicht mehr notwendig wéren.

Definition 3.14. Die diskontierte Zahl der Lebenden des Alters x und die Summe dieser

werden in der Lebens- und Krankenversicherungsmathematik verwendet

Ny =Y Duyj
j=0

Setzen wir fiir [, die Definition ein, so sehen wir sofort das folgende Rekursion gilt

Dyy1 =141~ A

=y pg V" -0

=Dy -ps-v

Wie fiir den Kopfschaden gilt fiir den Leistungsbartwert A,, dass dieser vom Alter, vom

Geschlecht und von der Leistungsart abhéingt, und fiir eine einzelne Person dargestellt wird.
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Es soll folgendes gelten
w—x )
j=0

w—x
I, - 0% A, = le-i-j'Kz—i-j'Uerj
j=0

Zj:O lotj - Koy -v™™

ly - V7

Ay =

Die Summe der Barwerte fiir einen Personenbestand muss den abgezinsten Leistungen des
Versicherers, unter Beriicksichtigung der Ausscheideordnung, entsprechen. Wir setzen die

oben definierten Kommutationszahlen ein und definieren.

Definition 3.15. Der Leistungsbarwert einer x-jihrigen Person ldsst sich wie folgt darstel-

len

Z(f:_éc Dyt Kapyj
D,

A, = (3.8)
Wir haben nun eine Kennzahl, die den Wert der Leistungen des Versicherers zum Ver-
tragsabschluss beschreibt, alle nétigen Information beinhaltet und leicht zu bestimmen

ist.

Pramienbarwert

Wir widmen uns der zweiten Art der Zahlungsstrome, die der Versicherungsnehmer an den
Versicherer zahlt. Streng genommen, betrachten wir hier den Prdmienbarwert der Pramie
in Hohe von 1. Dieser Primienbarwertfaktor besagt wie oft der Versicherungsnehmer, unter
Beriicksichtigung des Rechnungszins und der Ausscheideordnung, noch die Pramie zahlen
wird. Im néchsten Unterkapitel sehen wir uns den tatsédchlichen Pramienbarwert an, der bei
Vertragsabschluss gleich hoch sein muss wie der Leistungsbarwert.

Analog wird dabei wieder der Zeitwert des Geldes und die Wahrscheinlichkeit, ob der
Versicherungsnehmer noch im Bestand ist, beriicksichtigt. Wir summieren die Zahlungen

bis zum Endalter w und erhalten den Prémienbarwertfaktor fiir eine x-jahrige Person:
dx:1+1'px'v+1'2pm'v2+"'+1'w—xp:v’UW7x
w—T )
=2 jpe v’
j=0

Im Analogon gilt fiir den Pramienbarwertfaktor die Gleichheit in (3.7). Das sehen wir ganz
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leicht indem wir fiir [, = 1 (unter Beriicksichtigung der Gleichheit von Definition (3.13)), i,
statt A, und K,1; =1 fiir alle j =0, ...,w — z einsetzen. Wir definieren von Hinzunahmen

der Kommutationszahlen den Pramienbarwertfaktor.

Definition 3.16. Der Primienbarwertfaktor einer x-jihrigen Person lisst sich wie folgt

darstellen
ay = — (3.9)

Natiirlich zahlt nicht jeder Versicherungsnehmer eine Prémie der Hohe 1, sondern die Pramie

P,.. Durch einfaches Multiplizieren erhalten wir den tatséchliche Prdamienbarwert

Auch wenn Kommutationszahlen fiir die Berechnungen nicht mehr notwendig wéren, liefern
sie dennoch eine kompakte und iibersichtliche Darstellung der Barwerte.
Wir stellen fiir den Leistungs- und Pramienbarwert noch niitzliche Rekursionen da, die wir

in den folgenden Kapitel benttigen werde.
Theorem 3.17. FEs gelten folgende Rekursionen:
(i) Ay = Ky + v - ppAgy1 mit A, = K,
(ii) Gy =14 v+ pylgr1 mit G, =1
Beweis. (i) Wir setzten ein in die Definition von A,:
54T Dasy Koo
D,

D, K, n Z;J;f Dz-i—j ’ Kz-i—j
Dy Dy

w—(x+1
(1) Zj:()( " )D(ac+1)+j K (ot1)4

1
Dx-i—l " pav

(a1
Z;-Jzo(x ) Digr1yvs - Kar)+g
Dm+1

A, =

=Ko +v-ps-
:Kz+v'pm'Ax+1
wobei wir im Nenner bei (1) die Rekursion D,41 = D, - p, - v verwendet haben.

(ii) Diese Gleichheit folgt analog aus (7) mit den selben Begriindungen, die wir bei (3.9)

verwendet haben.
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O

Die gerade bewiesenen Rekursionen werden spéter bei unserem alternativen Model noch

eine bedeutende Rolle bei Beiweisen spielen.

Exkurs in die Lebensversicherungsmathematik

Die Krankenversicherungsmathematik ist eng mit der Lebensversicherungsmathematik
verbunden. Bei der Modellierung von Tarifen aus der Krankenversicherung werden unter
anderem Barwerte aus der Lebensversicherungsmathematik angewendet, sowie hier bei
einem der Beispieltarife im néchsten Kapitel.

Wir stellen den Barwert einer Erlebensversicherung da, bei dem der Versicherungsnehmer
die versprochene Leistung erhélt, wenn dieser einen bestimmten Zeitraum iiberlebt. Der

Einfachheit halber stellen wir diesen nur mit Kommutationszahlen da.

Definition 3.18. Der Barwert einer n-jihrigen Erlebensversicherung einer Person mit

FEintrittsalter x ldsst sich wie folgt berechnen

Zusétzlichen stellen wir noch den Prdmienbarwertfaktor einer n-jihrigen Versicherung da.
Analog wie beim unendlichen, reprisentiert er die Anzahl wie oft der Versicherungsnehmer

bis zum Vertragsende noch die Pramie zahlen wird.

Definition 3.19. Der Prdmienbarwertfaktor einer n-jihrigen Versicherung einer Person
mit Fintrittsalter x ldsst sich wie folgt berechnen

. Nx - Nx+n
A
T

Diese Definition ist analog zu der aus (3.9) mit dem Unterschied, dass man nur die Personen
bis zum Alter x 4+ n betrachtet.

3.3 Aligemeine Berechnung der Pramie

Die Prdamien sind die Zahlungen, die der Versicherungsnehmer an den Versicherer zahlen
muss, um Versicherungsschutz zu genieflen. Eine Versicherung soll fiir den Versicherungs-
nehmer leistbar sein. Wiirden wir als Pramien die durchschnittlich erwarteten Leistungen
(Kopfschédden) ansetzen, die ein Versicherer innerhalb einer Periode an einen Versicherungs-

nehmer leistet, wiirde das sehr niedrige Préamien fiir junge Personen und sehr hohe Pramien
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fiir &ltere Personen bedeuten. Ziel ist ein iiber die ganze Versicherungsdauer gleichbleibende

Priimie (Ausnahmen siehe 2.1.2), diese wird mit dem Aquivalenzprinzip erreicht:

Definition 3.20. (Aquivalenzprinzz’p) Die Prdamie P, ist so zu kalkulieren, dass der

Prdamienbarwert und der Leistungsbarwert bei Vertragsabschluss tibereinstimmen, es soll also

gelten
P, iy = Ay (3.10)
oder umgeformt
=2
Qg

Die Pramie P, ist also nichts anderes als der Quotient des Leistungsbarwerts und des
Pramienbarwertfaktors. Intuitiv, die Summe aller zukiinftigen Leistungen werden durch
die Anzahl der Jahre dividiert wird, fiir die der Versicherungsnehmer noch Pramien zahlen

wird.

Nettopramie

Die nach dem Aquivalenzprinzip berechnete Pérmie beriicksichtigt ausschlieflich die Leis-
tungen ohne Kosten, ohne Versicherungssteuern und ohne Zu- und Abschlige. Sie wird

versicherungsmathematische Nettoprdmie genannt und lédsst sich wie folgt berechnen.

Bemerkung 3.21. Setzen wir in (3.10) fir die Barwerte die Formeln aus (5.8) und (3.9)
ein, formen um und kiirzen, erhalten wir fir die versicherungsmathematische Nettoprdmie

folgende Formel

w—T
>0 Datj - Koyj

P =
T Nx

(3.11)

Unter der Beriicksichtigung der Methode von Rusam, kénnen wir die Nettoprdmie auch in

folgender, niitzlichen Darstellung angeben

Z;:g Dz-i—j ’ kz-i—j
Ng

P,=G-

Diese Darstellung zeigt, dass wir (bis auf die Leistungshéhe) mit gleichbleibenden Rech-
nungsgrundlagen rechnen kénnen. Dies ist von groflen Vorteil, da sich manche Tarife nur im
Leistungsniveau (Grundkopfschaden) und nicht in der Relation des Alters (Profil) unter-

scheiden. Zusétzlich bedeutet das fiir Pramienanpassungen einen geringeren Aufwand, da oft
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nur aufgrund der medizinische Inflation angepasst wird, sprich aufgrund der Leistungshohe.

n_ Z;:(;E Dx+j ’ kx+j
Py N,

Hier stellen den rechten Teil obiger Formel gesondert da und nennen diesen Teil normierte

Pramae.

Bruttopramie

Bei der Nettopréamie handelt es sich nicht um die Pramie, die tatséichlich vom Versicherungs-
nehmer zu entrichten ist. Der Beitrag, den der Versicherungsnehmer zahlen muss, nennen

wir Bruttoprdimie. Neben den Leistungen des Versicherer beinhaltet sie noch folgendes:

o Abschlusskosten: mit dieser Art der Kosten beriicksichtigen wir die Provision, die z.B.
ein Makler fiir seine Geschéftsaufbringung erhilt. Sie werden meistens als Prozentsatz

der Bruttopramie angegeben

o Verwaltungskosten: hierbei sind in der Regel Schadenregulierungskosten, Schaden-
verhiitungskosten, Kosten fiir Verwaltungssysteme, Personalkosten und andere diverse

Sachkosten fiir den Versicherungsbetrieb gemeint.

e Sicherheitszuschlag s: Natiirlich werden nicht immer an den Versicherungsnehmer
genau die vorhergesagten Leistungen erbracht. Abweichungen, die nicht einkalkuliert

sind und Kosten, die nicht vorhersehbar sind werden mit diesem Zuschlag abgedeckt.
e Fizkosten FK: manchmal werden Kosten nicht prozentual, sonder absolut angegeben.

Es gibt noch weitere Zuschlige und Kosten, wie zum Beispiel den Zuschlag fiir erfolgsun-
abhdngige Gewinnbeitilgung, uns geht es hier aber um das Prinzip der Bruttoprimie, fiir
das die genannte Zuschlige und Kosten ausreichen. Wir fassen alle prozentualen Kosten als

Margin m zusammen. Schlussendlich erhalten wir die Bruttoprimie

P,-(1+s)

B p—
x 1—-m

+ FK (3.12)
Auf diese Bruttopriamie ist noch die Versicherungssteuer (bei Krankenversicherungsver-
trigen in Hohe von 1%) hinzuzurechnen. Wir haben nun die Pramienhohe bestimmt, die
der Versicherungsnehmer tatséichlich bezahlen muss. Die Terme Brutto und Netto sind nicht
vereinheitlicht, da manche Versicherungsunternehmen in der Praxis die Bedeutung dieser

vertauschen.
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

In folgender Tabelle sind Nettopridmien fiir Mé&nner mit den Eintrittsaltern 25, 35,45, 55
und 65 angegeben. Die fiir die Berechnung verwendeten Rechnungsgrundlagen befinden sich

im Anhang 7.1.

Tabelle 3.1: Pramie fiir unterschiedliche Eintrittsalter

L jahrliche
Eintrittsalter

Nettopramie
25 674,43
35 967,07
45 1.357,29
55 1.894,33
65 2.582,55

In der Tabelle sehen wir, dass die Pramie mit steigendem Eintrittsalter sehr stark ansteigt.
Dies ist ein weiterer Begriindung dafiir, dass das Klientel von Krankenversicherern vor allem

junge Leute sind.

3.4 Allgemeine Berechnung der Deckungsriickstellung

Wie schon oben erwédhnt sind in den meisten Kalkulationen die Kopfschiden stark vom
Alter der versicherten Person abhéngig. Da wir in Abschnitt 3.3 eine iiber die Zeit konstante
Pramie P, kalkuliert haben, jedoch die Kopfschdden K, K11, ..., K, nicht konstant sind,
wird je nach Zeitpunkt zu viel beziehungsweise zu wenig Pramie gezahlt.

Fir Kopfschadenreihen mit Kopfschidden, die mit dem Alter steigen, gilt, dass bis zu
einem Zeitpunkt tp mehr Prédmie gezahlt wird, als Leistungen erbracht werden und ab
dem Zeitpunkt ty genau das Gegenteil. Es gilt somit P, > K, 4, fiir alle t = 0,... %
und P, < K,y fiir alle t > tg. Die in den jungen Jahren ,iiberschiissig” gezahlte Pramie
wird riickgestellt und rechnungsméflig verzinst. Die Alterungsriickstellung wird fiir jeden
Versicherungsnehmer einzeln berechnet. Verdnderungen der Rechnungsgrundlagen werden

hier nicht beriicksichtigt.

Prospektive Darstellung der Alterungsriickstellung

Die Aquivalenz der zukiinftig erwarteten Primieneinnahmen und der zukiinftig erwarteten
Leistungen muss auch nach Vertragsabschluss gewéhrleistet sein. Der Unterschied zum
Vertragsbeginn ist, dass Zahlungen bereits stattgefunden haben und nicht gleich viel geleistet

wurde, wie Pramien bezahlten wurden. Es soll zu jedem Zeitpunkt gelten

30



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Die Summe des Barwerts der zukiinftigen Prdamien und der nach m Jahren angesparten

Alterungsriickstellung muss gleich hoch wie der Barwert der zukiinftigen Leistungen sein.

Wir bezeichnen mit ,,V, die Alterungsriickstellung einer im Alter x eingetretenen Person

nach m Jahren. Formelmiiflig wird obige Aquivalenz wie folgt dargestellt

Unter der Verwendung der Formel aus (3.10) fiir das Alter x + m in Verbindung mit
einfachem Umformen und Herausheben erhalten wir die prospektive Darstellung der Alte-

rungsrickstellung
mVe = (Potm — Pr) * Gatm (3.14)

In dieser Methode der Berechnung der Alterungsriickstellung werden die zu erwartenden
Leistungen der zu erwartenden Pramien gegeniibergestellt, deswegen auch prospektiv. Dies ist
die hiufiger verwendete, weil praktikablere, Formel zu Berechnung der Alterungsriickstellung.
Im Sinne der Vollstéandigkeit und da spéter auch noch eine weitere Methode verwendet wird,

stellen wir diese auch vor.

Retrospektive Darstellung der Alterungsriickstellung

Die zweite Methode zur Berechnung der Alterungsriickstellung untersucht die Verwendung
der bisher gezahlten Primien und Leistungen, deswegen auch retrospektiv. Es werden die
rechnungsméfigen Primien P, den rechnungsméfiigen Leistungen K, gegeniibergestellt.

Da sich der Bestand [, aufgrund der Ausscheideordnungen bis zum Alter x + m auf die
Grofle Iy, verringert, muss auch nur fiir so viele Personen Riickstellung gebildet werden.
Wir betrachten alle Zahlungen bis zum Zeitpunkt m, welche wir natiirlich aufzinsen miissen,

(r)

wobei wir die Bezeichnung ,,V, ’ fiir die retrospektive Darstellung verwenden.

1
letm - mvxgr) - om—J lovj - (Po — Koyj) G
7=0
m—1 pTTm
Dt - mVav(T) - Z pm—J Rl (Pr — Kﬂc+j) ‘ A
=0
m—1 D ) m—1 D )
mVx(T) — x4y P, — Z i I Ker]. (3‘15)

=0 Dm—l—m =0 Tx+m

Wir erhalten die retrospektive Darstellung der Alterungsriickstellung. Da diese Darstellung

weniger iibersichtlich und aufwendiger zu implementieren ist, wird diese Formel eher seltener
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

verwendet.

Wir wollen noch zeigen, dass beide Darstellungen dasselbe Ergebnis liefern. Sowohl fiir die
erste und die zweite Summe aus (3.15) gilt jeweils, dass sie iiber die Differenz zweier weitere

Summen iiber andere Indizes gebildet werden kann, sprich das gilt

m—1 w—x w—x
I B D D D
j=0 j=0 j=m

Dac+m D:H—m T+m

Wir ersetzen die Summen aus (3.15) und erkennen die Formel fiir den Leistungsbarwert
aus (3.8) und (3.9). Im Sinne der besseren Ubersicht ordnen wir die Summen in anderer

Reihenfolge an

w—x D . w—x D .
v — 4 P i . po i B "R
e o e JE:% Dw+m ’ ;) Dz-i—m i

Ny - Py — Z;J:_g: Dw-‘rj ’ K$+j
Dm+m

:A:r+m_Pza:r+

Bei dieser Umformung haben wir im dritten Schritt im Zahler des Bruchs die Formel zur
Berechnung der Pramie P, eingesetzt und sehen, dass der dritte Summand 0 wird. Wir

haben gezeigt, dass die beiden Darstellungen im Ergebnis iibereinstimmen [1].
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Die zu den im vorherigen Unterkapitel angefithrten Préamien (siche Tabelle 3.1) passenden

Alterungsriickstellungsverlaufe werden in folgender Graphik dargestellt.

T

35.000 - [— 15 |

— mVE’)5

D m‘/45

I mVY55
25.000 |- m Vs :

mVJ;

15.000 |- |
5.000 s
O - v

| | | | | | | | | | | | | | | | |
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Alter [in Jahren]

Abbildung 3.2: Verlauf der Alterungsriickstellung

Die Grafik zeigt den Verlauf der Alterungsriickstellung fiir einen stationdren Tarif zu
unterschiedlichen Eintrittsaltern. Fiir Personen mit héherem Eintrittsalter muss gesamt
weniger riickgestellt werden, da die Personen einerseits kiirzer im Bestand sind und anderseits

hohere Pramien bezahlen. Zum Endalter ist die Deckungsriickstellung immer 0.

3.5 Zerlegungsformeln

In diesem Unterkapitel behandeln wir die Zufithrung zur Deckungsriickstellung innerhalb
einer Periode und infolgedessen die Zerlegung der Préamien in ihre Bestandteile. Wesentliche
Griinde fiir die Bedeutung der Zerlegung der Préamie sind einerseits die Kalkulationsart

der iiber die ganze Vertragslaufzeit konstanten Pramie P, und die im Alter ansteigenden
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Kopfschiden (K )zea.

33



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Bei der Herleitung verwenden wir die prospektive Darstellung der Alterungsriickstellung

aus (3.13) und die Rekursion der Barwerte aus Theorem 3.17

m+1vw - mV:c = Aw-l—m—i—l - Pcc ' da}+m+1 - mV:c
(Aerm - Kerm) : (1 + ’L) (da?-i-m - 1) i (1 + ’L)

Pax4+m Pztm
= (Ax-i-m — dl’-i-m) ) (1 + Z) + (Px _ Kx+m) ' (1 + Z) . P;g - mV:c
Prtm Pz+m
Vw14, (Po— Kapm) (140
= + — mVz
Px+m Pz4+m

Wir setzen in die Definition p, = 1 — ¢, — w, ein, multiplizieren damit und formen um

(1 = gotm = Watm) - (m41Ve = mVa) = m Ve - (L+4) + (Po — Kogm) - (1 +1)
— (1 = Wom = Gotm) - mVa

(1 = Gotm — Watm) - (mt1Ve — mVa) = mVo i+ (Po — Kpym) - (1 419)
— (—Watm — Gotm) * mVa

a (P Koem) (140

+ (wx-l—m + q:c—l—m) : m+1vx

Wir erhalten als Ergebnis die jéhrliche Zufithrung zur Alterungsriickstellung. In den ersten
Jahren wird Riickstellung angespart, sprich ist die Zufithrung positiv, wohingegen in dlteren
Jahren die Riickstellung wieder aufgelost wird.

Aus dieser Formel erhalten wir durch einfaches Umformen eine weiteres fiir die Praxis

wichtiges Ergebnis, ndmlich die Zerlegung der Pramie

Px = (m+1‘/z U — m‘/z) +K:L"+m +uv- (wCBer + Qz+m) ' m+1‘/z (317)
1. 2. 3.

wobei die Summanden folgenden Bezeichnung haben

1. Sparpriamie: ist der Teil der Pramie, der fiir die Zufithrung zur Alterungsriickstellung
dient

2. Risikopriamie: ist der Teil der Préamie, der fiir die erwartenden Leistungen verwendet

wird

3. Vererbung: ist der Teil der Primie, der durch das Ausscheiden von Personen aus
dem Bestand entsteht

Bei allen Herleitungen wurde hier immer die Nettoprédmie betrachtet. Beim Verwenden der
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3 Grundlagen der Krankenversicherungsmathematik

Bruttopriamie kommt noch ein Teil hinzu, die Kostenprimie, welche fiir diese Arbeit nicht
von Bedeutung ist. Wir haben nun das fiir unsere weiteren Betrachtungen notige Wissen

und gehen iiber zu den derivativen Tarifen.
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4 Darstellung von derivativen Tarife

In diesem Kapitel werden wir eine spezielle Art von Tarifen behandeln, die derivativen
Tarife. Wir wollen hier den Term Derivat nicht im Sinne eines Finanzinstrument verstehen.
Wir wollen auf die Ubersetzung aus dem Italienischen (italienisch derivare ,ableiten®)
hindeuten. Es sind also Tarife damit gemeint, die nicht nur aus einem Tarif , bestehen®,
sondern vielmehr aus einem Konstrukt von Tarifen.

Wir werden einen der am héufig verkauften Arten von derivativen Tarifen kennenlernen und
deren verschiedene Kalkulationsmethoden betrachten. Die prisentierten Tarife haben nicht
alle das gleiche Leistungsspektrum, was die Vergleichbarkeit erschwert. Da ein Marktver-
gleich sowieso nicht Ziel der Arbeit ist, sondern die Modellierungsansétze verfeinert werden

sollen, ist das unterschiedliche Leistungsspektrum nicht von Bedeutung.

Die in diesem Kapitel (und teils auch im nichsten Kapitel) verwendeten Berechnungsarten
wurden von Osterreichischen Krankenversicherern zur Verfiigung gestellt, bei denen ich
mich hier an dieser Stelle nochmals bedanken mochte. In dieser Arbeit wurden keine
personenbezogenen Daten verwendet.

Die unterschiedlichen Modellierungsansétze werden codiert und im Sinne der Einfachheit
verallgemeinert. Ebenso betrachten wir nur die Nettopramie, sprich ohne Berticksichtigung
von Kosten, Steuern oder Sicherheitszuschlagen. Auflerdem wird nicht nach Geschlechtern

differenziert.

4.1 Optionstarife

In diesem Unterkapitel stellen wir die sogenannten Optionstarife vor. Dies sind Tarife die
von zwei Tarifen abhéngen und dem Versicherungsnehmer ein Optionsrecht einrdumen (die
Option). Bei der allgemeinen Definition einer Option halten wir uns an die Definition der

deutsche Aktuarvereinigung (DAV), welche in einem ihrer Fachgrundsétze [1] zu finden ist.

Definition 4.1. Mit einer Option bezeichnen wir die Vereinbarung eines Rechts des Versi-

cherungsnehmers auf Anderung seines vertraglichen Anspruches, ohne dass nachtriglich

e cin Risikozuschlag,
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4 Darstellung von derivativen Tarife

e cin Leistungsausschluss und

e cin neues Ableisten von Wartezeiten
vereinbart werden kann. Dieses Recht ist in der Regel an bestimmte Voraussetzungen gekniipft.

Es gibt unterschiedlichste Arten von Optionen, wie zum Beispiel die kleine und grofse
Anwartschaft oder die Krankheitskostenversicherung mit der Option auf Wechsel in einen
héherwertigen Versicherungsschutz, welche wir in diesem Unterkapitel genauer untersuchen.
Beim Tarif vor Ausiiben der Option ist die Rede von Tarifen mit niedrigem Leistungs-
spektrum (Sonderklasse nach Unfall). Diese Art von Tarifen leistet die Krankenhaus- und
Operationskosten nach einem Unfall (unter anderem auch Kostenersatz fiir Transportkos-
ten oder bestimmten schweren Erkrankungen). Unfille und schwere Krankheiten kommen
vergleichsweise selten vor, sodass der Versicherungsfall weniger oft eintritt. Infolgedessen
sind dies auch Tarife mit geringen Kopfschiden und somit geringer Pramien.

Nach Ausiibung der Option wird auf einen Tarif mit htherem Leistungsspektrum umgestellt
(Sonderklasse), die generell (nicht nur nach einem Unfall) Krankenhaus- und Operationskos-
ten leisten. Da bei solchen Tarifen der Versicherungsfall eher hiufiger eintritt und diese mit
hoheren Kosten verbunden sind, handelt es sich hierbei um teurere Tarife!.

Je nach der Regelung im Tarif, ob Personen zum letztmdoglichen Ausiibungszeitpunkt alle auf
den Tarif mit hohem Leistungsspektrum umgestellt werden oder dann im Tarif mit niedrigem
Leistungsspektrum verbleiben, werden letztere Tarif mit oder ohne Riickstellungsbildung
kalkuliert, sprich P, = K, oder P, > K,.

Schliefit man nun einen Optionstarif ab, gilt bis zum Ausiiben der Option der Tarif Sonder-
klasse nach Unfall. Wir nehmen an, dass nach Ausiiben der Option der Versicherungsnehmer
vollen Schutz im Sinne eines Vollkostentarifs erhilt. Gleichbedeutend mit dem Term ausiiben,
verwenden wir die Terme umsteigen und aktivieren.

FEin grofler Vorteil von Tarifen mit Umsteigeoption ist, dass fiir den Versicherungsnehmer
nach Ausiibung der Option, nicht das Alter bei Umstieg als Eintrittalter fiir die Kalkulation
der Prédmie im Vollkostentarif hergenommen wird, sondern das Alter bei Abschluss des

Optionstarifs.

4.1.1 Kalkulationsmethode A

Wir betrachten die erste Kalkulationsmethode A von Optionstarifen. Bevor wir auf die
Darstellung eingehen, spezifizieren wir die Notation der Pramie und erweitern um einige

Kenngrofien:

!Diese Beschreibungen der Tarife ist sehr allgemein gehalten; was genau wann geleistet wird, steht im
Versicherungsvertrag.
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4 Darstellung von derivativen Tarife

o PYOlU: die Pramie des Tarifs Sonderklasse (Vollkostentarifs)
o PUMall: die Priimie des Tarifs Sonderklasse nach Unfall
. P;? PO, Jie Priimie fiir das Recht der Option

o pDerivat — pUnfall  pOPtion. gio pramie  die vor Ausiiben der Option bezahlt werden

muss
e M: die Menge aller Alter x in denen der Versicherungsnehmer eintreten kann.

e U: die Menge aller Alter u in denen der Versicherungsnehmer die Option ausiiben

kann.

e 0°': Wahrscheinlichkeit, dass eine u-jihrige Person die Option ausiibt. Personen, die
die Option bereits ausgefithrt haben, konnen diese natiirlich nur einmal ausfiihren,

also erhalten wir als tatséchliche Ausiibungswahrscheinlichkeit o,

u—1

0y, = M. H (1- OEOh)

J=xo

Die Primien PY°! und P!l der einzelnen Tarife werden nach den gleichen Bestimmungen
wie in Kapitel 3.3 berechnet, dabei sind die entsprechenden Rechnungsgrundlagen zu
verwenden. Analog verstehen wir unter dem Zusatz zu einer andere Kenngrofle, die zum
Tarif zugehorige Kenngrofe (zum Beispiel ist mit DY@ die diskontierte Zahl der Lebenden

zum Tarif Sonderklasse nach Unfall gemeint)

Option
Pgnfall Px P

Die Summe von und ist dann die tatséichliche vom Versicherungsnehmer zu
zahlende Préamie. Der Versicherer kann die Zeitpunkte & vorgeben, in denen der Versiche-

rungsnehmer die Option ausiiben kann.

Bei der Berechnung der Pramie orientieren wir uns an der allgemeinen Form der Pramie,
die wir schon in (3.11) kennengelernt haben, also

w—xz 1Option  ;-Option
20 Dayy - KL

Ngg)ption

Option __
P, =

KS Pron “gprich welche

Bei dieser Formel stellt sich die Frage nach dem Kopfschaden
Leistungen muss der Versicherer durchschnittlich erbringen.
Steigt der Versicherungnehmer mit Eintrittalter zop € M im Alter u € U um, so braucht

der Versicherer bei Umstieg die Deckungsriickstellung ., V.Y °". Natiirlich steigt nicht

Zo
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4 Darstellung von derivativen Tarife

in jedem Alter u € U jeder Versicherungsnehmer um, der Umstieg geschieht mit einer

Wahrscheinlichkeit von o,. Somit erhalten wir unserem spezifischen Kopfschaden
K{?ptlon =0, - u_xVxVoH

Wir setzen den Kopfschaden ein. Dabei verdndern wir die Indizes der Summe, da nur iiber
die Alter summiert werden muss, in denen umgestiegen werden kann (bei den iibrigen Alter
aus M \ U sind die Summanden gleich 0). Aufgrund der Wahl des Kopfschadens sind die

Kommutationszahlen des Tarifs Sonderklasse einzusetzen

Voll Voll
Zueu Duo * Oy - U*IVw ©

POption _
z Voll
Ny°

Der Vorteil dieser Kalkulationsmethode ist einfache Handhabung und Implementierung. Der
Nachteil ist, dass man Annahmen iiber die Wahrscheinlichkeit der Optionsausiibung treffen
muss, was sich bei erstmaliger Kalkulation als schwierig herausstellen kann.

Die Deckungsriickstellung wird mit der schon bekannten Formel aus (3.14) berechnet.

4.1.2 Kalkulationsmethode B

Wir betrachten die zweite Kalkulationsmethode B von Optionstarifen. Wir verwenden hier

die gleichen Notationen, wie die der Kalkulationsmethode A, bis auf die Ausnahme:

e W,: Die Menge der Anzahl der Jahre bis zum Ausiiben der Option in Abhéngigkeit
vom Eintrittsalter z. Damit ersetzen wir im Vergleich zur Kalkulationsmethode A die
Menge U.

Erneut gilt wieder, dass nach dem Aktivieren der Option nach w € W, Jahren vom Versi-
cherungnehmer mit Eintrittalter z, der Versicherer bei Umstieg die Alterungsriickstellung
r+waV°” bendétigt. Anders als beim ersten Modellierungsansatz wéhlen wir hier einen
Ansatz, bei dem wir keine Annahme iiber die Verteilung der Ausiibung der Option treffen.
Das hat den unverkennbaren Vorteil, dass man diese nicht braucht, jedoch auch den Nachteil
von mehr Aufwand.

Wir rufen uns den Barwert einer w-jahrigen Erlebensversicherung und den Pramienbarwert

einer w-jéhrigen Versicherung in Erinnerung. Analog zur Prémienberechnung aus (3.11),
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4 Darstellung von derivativen Tarife

berechnen wir die Hohe der Pramie einer Erlebensversicherung mit Versicherungssumme 1

Erleben whz
_ Dz+w . Dx
B Dz Nz - Nz—l—w
_ Dac—i—w
B Nx - Nx+w

Diese Versicherung wiirde einer Person mit Eintrittsalter x nach w Jahren ein Versiche-
rungssumme der Hohe 1 ausbezahlen. Dies ist gleichbedeutend, dass eine Person mit Alter
x eintritt und w Jahre im Bestand verbleibt, sprich nach w Jahren die Option ausiibt und
dann die ,,Versicherungssumme* 1 erhélt.

Nun brauchen wir nicht die ,,Versicherungssumme* der Hohe 1, sondern der Hohe der

Deckungsriickstellung des Vollkostentarifs, womit sich die Pramie wie folgt berechnen lasst

Unfall
POption _ Dl‘-l—'w . VVoll
whx ~ a/Unfall Unfall = #+w Yz
Nw et — Nx+w

Diese Préamie ist nun auch vom Zeitpunkt der Umstellung abhéngig. Wir addieren den Teil
der Pramien fiir den Tarif Sonderklasse nach Unfall und dividieren durch die Pramie fiir
den Vollkostentarif

P:?ptlon + P;Jnfall

P _w
whz = Voll
Pxo

Wir fithren die Berechnung fiir jedes mogliche Eintrittsalter x € M und jede dazugehorige
Anzahl an Jahren w € W,, nach denen der Versicherungsnehmer die Option ausiiben
kann, durch. Der Faktor ,,p, beschreibt das Verhéltnis der Préamie fiir den Optionstarif zur
Préamien des Vollkostentarifs, abhéngig vom Eintrittalter x € M und der dazugehorigen
Anzahl an Jahren w € W,, nach denen der Versicherungsnehmer die Option ausiiben kann.
Das Problem, welches wir bei diesem Kalkulationsansatz haben, ist, dass wir davon ausgehen,
dass eine Person mit Eintrittsalter x sicher nach w Jahren die Option ausiiben wird. Dies
widerspricht aber den Modellvoraussetzungen beziehungsweise der Definition der Option,
dass ein Versicherungsnehmer den Zeitpunkt wihlen kann, zu dem er die Option ausfiihrt.
Deshalb betrachten wir nicht Pramie selbst, sondern das Verhéltnis zur Préamie des Vollkos-

tentarifs und mitteln {iber alle x und w, sodass wir den Durchschnitt erhalten

_ ZxEM Zwewz wpPz
ZzEM |Wx’
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4 Darstellung von derivativen Tarife

Als Ergebnis erhalten wir einen durchschnittlichen Prozentsatz p der Pramie des Vollkosten-
tarifs, gemittelt {iber alle Eintrittsalter x € M und alle moglichen Ausiibungszeitpunkte

w € W,. Wir erhalten also insgesamt unsere Pramie vor der Optionsausiibung
Derivat __ Voll

Wir haben nun eine Priamie bestimmt, ohne auf die Verteilung der Aktivierung der Option
angewiesen zu sein. Erneut wird die Deckungsriickstellung mit der schon bekannten Formel
aus (3.14) berechnet.

4.1.3 Kalkulationsmethode C

Wir betrachten die dritte Kalkulationsmethode C von Optionstarifen. Wie auch schon zuvor
verwenden wir im Sinne der Kontinuitit die gleiche Notation wie bei Kalkulationsmethode

A mit der Erweiterung:

e [:ein fixer Sparbetrag, welcher nach anerkannten Regeln der Versicherungsmathematik

berechnet wurde.

Im Gegensatz zu den ersten beiden Kalkulationsansétzen wird hier bei der Berechnung der
Primie PPeVat die Alterungsriickstellung ;1 V, ! nicht verwendet. Auch wenn hier bei die-
sem Kalkulationsansatz nicht auf Rechnungsgrundlagen eines anderen Tarifs zuriickgegriffen
wird (und wir uns somit eigentlich aulerhalb des Umfangs dieser Arbeit authalten), méchten
wir diese Art der Kalkulation dennoch ausfithren, um moglichst viele Arten von Tarifierungen

aufzuzeigen.

Bei dieser Kalkulationsmethode greifen wir auf die Zerlegungsformel fiir die Pramie (3.17)

zuriick, sodass sich die Préamie wie folgt berechnen lésst
PJ]jZ)erivat K+ 7+ Sx

wobei K der Kopfschaden ist, der iiber die Zeit konstant bleibt, Z sind Zuschlége fiir etwaige
andere Leistungen wie zum Beispiel Kostenersatz fiir Transport oder Rehabilitation, und

Sy die Sparprédmie darstellt. Diese ldsst sich mittels folgender Formel berechnen

(5-3°+3-(§-3)

Sy = 1

+F

wobei hier F' ein fixer Sparbetrag unabhéngig vom Alter ist. Die bei der Kalkulation
verwendeten Rechnungsgrofien, z.B. fiir den Zuschlag 7, bedarf es weiterer Information zur

richtigen Berechnung dieser Grofien.
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4 Darstellung von derivativen Tarife

Fiir die Berechnung der Deckungsriickstellung wird die Zerlegungsformel aus (3.16) verwen-
det.

Wir sehen, alles in allem gibt es unterschiedlichste Herangehensweisen Optionstarife zu

kalkulieren. Wir wollen nun im nachsten Schritt all diese Methoden vereinheitlichen und

verfeinern.
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5 Alternative Modellierung mittels
Markov-Modell

Im vorherigen Kapitel haben wir derivative Tarife definiert und unterschiedliche Dar-
stellungsarten von Optionstarifen kennengelernt. Jetzt wollen wir in einem allgemeinen
Versicherungsmodell diese Darstellungsarten verfeinern. Wir wéahlen das Markov-Modell,
das sich sehr gut fiir die Kalkulation von Versicherungsprodukten, die nach Art der Le-
bensversicherung kalkuliert sind, eignet. Dazu fithren wir zuerst die Markov-Ketten ein und

stellen die wichtigsten Ergebnisse vor. Wir halten uns dabei groftenteils an [9].

5.1 Grundlagen

In diesem Unterkapitel wollen wir das Markov-Modell einfithren, bevor wir es auf die oben
vorgestellten Tarife anwenden. Dafiir definieren wir grundlegende Begriffe und présentieren

die Thiele’sche Differenzengleichunyg.

Markov-Kette

Wie wir schon wissen sind essentielle Kennzeichen eines jeden Versicherungsprodukts
die Zahlungsstrome. Untrennbar damit verbunden sind die Zeitpunkte, zu denen diese
Zahlungsstrome stattfinden. Welche Zahlungen wann und ob stattfinden, héingt davon ab in

welchen Zustand sich die Person befindet.

Definition 5.1. Der Zustandsraum S ist die Menge aller Zustdinde i, in denen sich der

Versicherungsnehmer befinden kann. S sei eine endliche Menge.

Eine versicherte Person ist also zu jedem Zeitpunkt ¢ € T in einem Zustand ¢ € S. Ein
Beispiel fiir einen Zustandsraum wire S = {*,{}, mit den Zustéinden lebendig (x) und
tot (1). In welchem Zustand sich der Versicherungsnehmer tatséchlich befindet, wird als

stochastischer Prozess modelliert.

Definition 5.2. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P), ein Messraum (S,S)

und eine Indexmenge T'. Ein stochastischer Prozess X = (X;)ier ist dann ein Familie von
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Zufallsvariablen Xi(w), sprich folgende Abbildung
X:OxT =8, (w,t) — X4(w)

Dabei sei S der Zustandsraum, T die Menge aller Zeitpunkte und X(w) der Zustand, in

dem sich die versicherte Person w zum Zeitpunkt t befindet.

Es sei wiederholt, dass der Zeithorizont bei Krankenversicherungsvertriagen ein Jahr ist.
Wir betrachten also ein zeit-diskretes Modell mit der endlichen Menge T' = {xq, ...,0}. Zu
Beginn und Ende jeder Periode ist der Versicherungsnehmer in einem Zustand.

Als néchstes stellen wir uns die Frage welche Zahlungsstrome stattfinden. Zahlungen werden
entweder beim Verbleiben im Zustand ¢ oder beim Wechsel von Zustand ¢ nach Zustand j

fillig.

e a"“(t): Zahlungen, die stattfinden, wenn sich die Person zum Zeitpunkt ¢ im Zustand

1 befindet.

. agm(t): Zahlungen, die stattfinden, wenn die Person von Zustand i kommt und zum

Zeitpunkt ¢ in den Zustand j wechselt.

post
]
in unserem Modell alle Zahlungen als vorschiissig, zu Beginn einer Periode, betrachten. Zur

Wir halten uns an unsere Annahme aus 3.2 und setzen a; .  (t) = 0 fiir alle 4, j € S, da wir

Vollstandigkeit seien die Zahlungen bei Zustandswechsel dennoch angegeben.

Auch wenn wir nur Zahlungen beim Verbleiben in einem Zustand i betrachten, ist es
trotzdem unabdinglich, Information iiber den Zustandswechsel zu haben. Da wir das
Verbleiben beziehungsweise das Wechseln eines Zustandes als Zufallsvariable definiert haben,

steht uns deren Wahrscheinlichkeitsverteilung zu Verfiigung.

Definition 5.3. Sei X = (Xi)ier ein stochastischer Prozess dber (2, F,P) mit Zustands-

raum S und Zeitmenge T. Den Prozess nennt man Markov-Kette, falls fiir alle n > 1
t <t < <tpr1 €T und iy, io,.c.,ins1 €5
mit
P[Xy, =1, Xy, =i, ...., Xy, = 1n) >0
das Folgenden gilt:

]P)[th_H = in+1|th = ’LkaZ S n] = P[th_H = in—‘rl‘th = ’Ln]
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Bei dieser Definition verwenden wir die bedingte Wahrscheinlichkeit, weil der Wechsel in
einen Zustand j davon abhingt aus welchem Zustand i gewechselt wird. Bei einer Markov-
Kette hdngen die Wahrscheinlichkeiten nur vom letzten Zustand ab, also von dem Zustand
aus dem die Person wechselt. Der Weg, auf dem die Person in diesen Zustand gekommen
ist, ist fiir den nédchsten Wechsel nicht von Bedeutung. Die Zukunft hingt also nur von der
Gegenwart und nicht von der Vergangenheit ab.

Fiir die weitere Modellierung definieren wir die sogenannten Ubergangswahrscheinlichkeit

innerhalb eines gewissen Zeitraums von einem in den anderen Zustand zu wechseln.

Definition 5.4. Es X = (X;)ier eine Markov-Kette iber (2, F,P) mit Zustandsraum
S, mit der Michtigkeit |S| = m und Zeitmenge T. Die Ubergangswahrscheinlichkeit von
Zustand © € S zum Zeitpunkt s € T in den Zustand j € S zum Zeitpunkt t € T zu wechseln

definieren wir wie folgt:
pij(S,t) = P[Xt = _]|XS = Z]

Wir fassen die Ubergangswahrscheinlichkeiten zusammen und definieren die mxm Ubergangs-

matrix:
p11(s,t)  pi2(s,t) - pim(s,t)
P(s,t) = p21(.8,7f) pzz(.S,t) p2m§5,t)
pmlésvt) pmzés,t) o Pmm(s,1)

Analog wie oben passen wir diese Definition an den Zeithorizont an und fiihren die einjdhrigen

Ubergangswahrscheinlichkeiten ein
pij(t) = P[Xep1 = j| Xy = i]

Da sich eine Person zu jedem Zeitpunkt in einem Zustand befindet, muss fiir alle t € T

gelten

> pi(t) =1

JjeS

Fiir das bereits oben angefiihrte Beispiel S = {*,1} ist die Ubergangswahrscheinlichkeit
Psx(x) nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit p, einer z-jahrigen Person innerhalb eines

Jahres im Bestand zu verbleiben.
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Thiele’sche Differenzengleichung

Das fiir die Praxis bedeutendste Ergebnis aus dem Studium der Markov-Ketten ist die
Thiele’sche Differenzengleichung. Sie ist ein méchtiges Hilfsmittel fiir die Berechnung der
Barwerte, der Deckungsriickstellung und der zu zahlenden Préamie. Es sei wieder v der

Diskontierungsfaktor.

Theorem 5.5. Fir das zeit-diskrete Versicherungsmodell gilt folgende Rekursion fir die

Deckungsriickstellung V;(t) eines Zustands i € S zum Zeitpunkt t € T

Vi(t) = al"*(6) + > pij(t) - v (ay(8) + V(¢ + 1)) (5.1)
JES
mit der Randbedingung Vi(@w) =0 fir alle i € S.

Beweis. Die in der Krankenversicherung iiblich verwendeten Formel fiir Berechnung der

Deckungsriickstellung einer Person mit Eintrittsalter x zum Alter x +m
mVze = Aa:+m - P, ax—i—m

soll mit der Thiele’schen Differenzengleichung iibereinstimmen. Wir treffen fiir den Beweis
0.B.d. A die vereinfachende Annahme, dass der Zustandsraum nur zwei Zustidnde hat, also
S = {x,7}. Die Markov-Kette X = (X});er beschreibt wieder den Zustand der Person. Im
aktiven Zustand * bezahlt der Versicherungsnehmer Pramien und der Versicherer erbringt
Leistungen, im ausgeschiedenen Zustand  erfolgen keine Zahlungen.

Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion riickwérts:

Induktionsanfang:
Im Endalter @ ist die Deckungsriickstellung in jedem Fall 0, also gilt trivialerweise fiir

alle Zustdande 7 € S

Induktionsbehauptung:

Wir nehmen an, dass die Aquivalenz der Formel fiir das Alter m + 1 gilt, also
m+1vx = V*(m + 1)

Fiir den Zustand 7 ist Riickstellung nicht nur am Ende, sondern immer 0, da fiir eine

ausgeschieden Person keine Deckungsriickstellung zu bilden ist.
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Induktionsannahme:
Wir setzen fiir die Barwerte die geltenden Rekursionen aus (3.17) ein und sehen so,

dass die Formel stimmt

mVe = Kopm +0 - Doym - Aaz+m+1 - P, (1 +v- pz+méx+m+1)

= Ng4m — P, +v- Px+m * (Ax+m+1 — P, éd:r+m+1)

@)
= x+m_Pz+ U'pz—l—m‘m—i-lvcc
—_—— 7

o “(@tm) 5 p(etm)-v- (au (a+m) +V; (a+mt1))

=Vi(z+m)

In (1) fassen wir einerseits den Kopfschaden K, und die Pramie P, zum Zahlungs-

strom a!"®(z + m) zusammen, das kénnen wir machen, da wir in unserem Modell
alle Zahlungen als vorschiissig betrachten. Andererseits setzen wir die Induktionsan-
nahme ein und wissen, dass pytm = pwx(x +m), V4 = 0 und fiir die Zahlungen bei

Zustandswechsel in jedem Fall a,;(z +m) = 0 gilt.

O

Die Thiele’sche Differenzengleichung gilt nicht nur fiir den Zustandsraum S = {x, 1}, sondern
auch fiir alle anderen. Den Beweis kann man unter Hinzunahme von mehr Informationen

iiber die Zahlungsstréome und Ubergangswahrscheinlichkeiten analog anpassen.

Wie schon eingangs erwdhnt, kénnen wir mit der Thiele’sche Differenzengleichung auch den
Leistungs- und Pramienbarwert berechnen. Infolgedessen kann so auch die Pramie berechnet

werden.
Theorem 5.6. Die Thiele’sche Differenzengleichung gilt auch fir die Barwerte:

(i) Fiir den Leistungsbartwert gilt

Az = ZV]L(':E) = VL(:‘U)

j€S

wobes V}L (z) mit der Gleichung aus Theorem 5.5 berechnet wird. Dabei ist zu beachten,

dass nur die Leistungen fiir die Zahlungsstréome eingesetzt werden.

(ii) Fir den Pramienbarwertfaktor gilt

iy =Y V=N a) = V= ()
JjES
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

wobes VjP:_l(x) mit der Gleichung aus Theorem 5.5 berechnet wird. Dabei ist zu

beachten, das der einzige Zahlungsstrom die Prdamie in Hohe —1 ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis von Theorem 5.5, mit dem Unterschied,
dass die Rekursion getrennt fiir Leistungsbarwert A, und den Pramienbarwertfaktor &,
betrachtet wird. Beim Beweis fiir d, setzen wir zusétzlich noch P, = —1 fiir alle z € A

ein. OJ

Wir haben somit eine Methode gefunden die Kommutationszahlen vollstindig zu ersetzen

und konnen die Préamie wie folgt berechnen

_ Vi)
i)

Die iiblich verwendete Methode zu Berechnung der Préamie geschieht allerdings nicht mittels
gerade vorgestellter Formel, sondern durch Losen des folgenden Optimierungsproblems,
separat fiir jedes Eintrittsalter xy. Dabei hingt die Deckungsriickstellung V;PZO (zo) fiir jeden
Zustand i € {x,T} von der Pramie P, ab.

min  f(Py,) = v o (o) — VTPJC0 (x0) Optimierungsfunktion

0

wBy. v/ (0) =0, i €S Gleichungsbeschrénkung

)

Wir erhalten die Pramie P, fiir jedes Eintrittsalter xg.

Wir haben nun die wichtigsten Informationen und Erkenntnisse {iber das Markov-Modell
aufgelistet. Im folgenden werden wir unser erlangtes Wissen auf die im vorherigen Kapitel

prasentierten Beispiele von Optionstarifen anwenden.

5.2 Optionstarife

Wir widmen uns den Optionstarifen. Der erste Schritt beim Modellieren mit dem Markov-
Modell ist die Auswahl des Zustandsraums S und ob es sich um zeit-diskretes oder zeit-
stetiges Modell handelt. Da wir bei Krankenversicherungsvertragen auf Basis von jéhrlichen
Intervallen agieren, handelt es sich bei uns um ein zeit-diskretes Modell.

Die Grafik zeigt die unterschiedlichen Zusténde aus dem Zustandsraum S = {1,2,3} und
deren Ubergangswahrscheinlichkeit. In die Krankenversicherung iiblich, verwendet man
nicht * fiir aufrecht und 7 fiir tot, da man nicht nur durch Sterben, sondern auch durch

Stornieren ausscheiden kann. Im folgenden werden die Zustédnde genauer erldutert.
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Og

Pz

1

gv

@ + w}

4+ wy

Tz

Abbildung 5.1: Zustédnde bei Optionstarifen

° @: Dies ist der Zustand, in dem sich der Versicherungsnehmer befindet, bevor er die
Option ausgeiibt hat. Er erhélt also den Schutz des Tarifs Sonderklasse nach Unfall.

° @: Dies ist der Zustand, in dem sich der Versicherungsnehmer befindet, nachdem er

die Option ausgeiibt hat. Er erhélt also den Schutz des Vollkostentarifs Sonderklasse.

° @: Dies ist der Zustand ausgeschieden, sprich wenn der Versicherungsnehmer stirbt

oder storniert.

Wir betrachten ein Markov-Modell mit 3 Zustéinden. Die Erliuterung zu den Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten sehen wir uns jetzt an.

Tabelle 5.1: Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Optionstarifen im Markov-Modell

Ubergangs- klassische )
o . Erlduterung
wahrscheinlichkeit | Rechnungsgrundlage
Wahrscheinlichkeit, das der Versicherungs-
p12(z) Oz : o i
nehmer die Option im Alter = ausiibt
Wahrscheinlichkeit, das der Versicherungs-
1 1 nehmer im Alter z aus dem Bestand
b13 (-7:) Gy + Wy . . . .
ausscheidet, ohne jemals die Option
ausgefiihrt zu haben.
() 1 Wahrscheinlichkeit, das der Versicherungs-
X)) = =
pu Pa L L nehmer im Alter x im Zustand Sonderklasse
L—piaz) —pis(@) | 1—=0z—q; —w, .
nach Unfall verweilt
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Tabelle 5.1: Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Optionstarifen im Markov-Modell

Ubergangs- klassische
- . Erlduterung
wahrscheinlichkeit | Rechnungsgrundlage

Wahrscheinlichkeit, das der Versicherungs-

nehmer im Alter z aus dem Bestand

P2s(®) G+ v ausscheidet, nachdem die Option
ausgefiihrt wurde.
Wahrscheinlichkeit, das der Versicherungs-
po1(x) T nehmer im Alter x wieder in den Zustand
Sonderklasse nach Unfall wechselt
Wahrscheinlichkeit, das der Versicherungs-
p2a(r) = P; =

9 9 nehmer im Alter £ im Zustand Sonderklasse
1—p21(x)—p23(x) 1_T$_qx_wx .
verweilt

Eine ausgeschiedene Person kann einerseits nach dem Stornieren nicht wieder zu den gleichen
Konditionen eintreten beziehungsweise von den Toten auferstehen, es gilt somit ps3(z) = 1
fiir alle Alter x € A.

Fiir die Tarifierung definieren wir weitere Merkmale. Wir fithren ein neue Notation ein und

spezifizieren die fiir die Modellierung essentiellen Gegebenheiten:

e &: Das Umstellalter, zu dem alle sich im Tarif Sonderklasse nach Unfall befindlichen

versicherten Personen in den Vollkostentarif umgestellt werden.

Fin andere Modellierungsansatz ist, Personen, die die Option nicht ausfithren nie

umzustellen. Sie bleiben also im Tarif mit niedriger Leistungsstufe.

e 0,: Der Optionsrabatt in Abhéngigkeit vom Eintrittsalter x, den der Versicherungs-

nehmer auf die Pramie des Vollkostentarifs erhéilt.

Hier im Modellierungsansatz mit dem Markov-Modell haben wir Merkmale aus den obigen
Kalkulationsmethoden hergenommen. Einerseits die Austibungswahrscheinlichkeiten aus
dem Ansatz in Kapitel 4.1.1 und andererseits das Merkmal aus dem Ansatz in Kapitel 4.1.2,

dass die Prédmie mittels Rabatt berechnet wird.
Weiter betrachten wir die Zahlungsstrome. Wir erinnern, dass es einerseits die Leistungen

vom Versicherer an den Versicherungsnehmer und andererseits die Prdmien vom Versiche-

rungsnehmer an den Versicherer gibt. Wie erwdhnt, werden in der Krankenversicherung alle
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Zahlungen als vorschiissig betrachtet, sodass gilt

a'(t)=0 VijeS
Da das Versicherungsunternehmen und nicht der Versicherungsnehmer die Riickstellungen
bilden muss und die Prédmien berechnet, betrachten wir alles aus Sicht des Versicherungsun-
ternehmens. Das bedeutet, dass Zahlungseingéinge ein negatives und Zahlungsausgénge ein
positives Vorzeichen haben.

Fiir den Zustand @ werden bis zum Umstellalter die Leistungen und Prémien des Tarifs
Unfall gezahlt, danach die des Vollkostentarifs. Wir halten uns dabei wieder an die Notation
aus Kapitel 4.1. Es gelten somit folgende vorschiissige Zahlungen fiir eine Person mit

Eintrittsalter xg

Unfall Derivat ~fi3
KMl — poervat - fiir g < v < §

K;/OH — PX)OH Jiré <z <w
Fir den Zustand @
agre(x) _ K;/oll o ch)oll

Im Zustand (3) gibt es keine Zahlungen.
Da wir hier einen Modellierungsansatz mit Optionsrabatt gew#hlt haben, ersetzen wir die

Préamie des Tarifs Sonderklasse nach Unfall wie folgt
P;:())erivat _ P;{Joll . (1 _ 5:]:0) (52)

Alle Kenngroflen, mit Ausnahme des Rabatts §,, werden mit oben angefithrten Methoden
berechnet.

Wie in Kapitel 4.1 erwéhnt, werden Tarife mit niedriger Leistungsstufe meistens ohne
Deckungsriickstellung kalkuliert, es gilt somit KUl = ng)nfall_ Wir rufen uns in Erinnerung,

dass gilt
Pg?erlvat — Pgnfall + PxOptlon

Setzen wir nun (5.2) in den Zahlungsstrom a}"“(z) fiir alle z < £ ein, setzen dies weiter in

gerade préasentierte Formel und formen ein wenig um, so erhalten wir die Préamie, die der

o1



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

thek,

°
lio
nowledge

b

o
i
r

M YOU

5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Versicherungsnehmer fiir das Recht der Option zahlen muss:

Option __ pDerivat Unfall __ pDerivat Unfall __ pre
Pazo _Paco _P:co _Px _K:c =0 (l‘)

Dies gilt klarerweise nur fiir die Alter & vor dem Umstellalter £, da Personen nach Ausiibung

der Option, die Option nicht mehr ausiiben kénnen.

Optionsrabatt

Wir setzen weiter beim Optionsrabatt §, an und iiberlegen uns wie dieser bestimmt werden
kann. Dafiir miissen wir uns iiberlegen welche Voraussetzungen gelten miissen und stoflen

dabei auf folgenden Bedingung

Ox Ox Oz

Vi (o) = V5" (20) = V5 (w0) = 0 (5.3)
Die Deckungsriickstellung, in Abhéngigkeit von Eintrittsalter o und dem Rabatt J,,, muss
bei Eintritt der versicherten Person in den Bestand, fiir alle Zusténde gleich 0 sein, da zu
Beginn noch nichts angespart wurde. Fiir den Zustand @ gilt dies immer, sprich kénnen
wir diesen auflen vorlassen.

Wir formulieren das Optimierungsproblem, separat fiir jedes Eintrittsalter xg.

min f(0z) = Vlézo (o) — V;zo (x0) Optimierungsfunktion
020 €(0,1)
u.B.v. Vf’”o (x0) =0, ie S Gleichungsbeschrinkung

Wir erhalten den optimalen Rabatt d,, fiir jedes Eintrittsalter xg.

Beispiel

Zur Veranschaulichung des gerade beschriebenen Markov-Modells wollen wir konkrete
Berechnungen durchfithren. Dabei verwenden wir die gleichen Rechnungsgrundlagen, wie
schon beim obigen Beispiel (siche Anhang 7.1). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden
berechnet wie in Tabelle 5.1 beschrieben, in Verbindung mit den Werten aus Tabelle 7.1
und Tabelle 7.2. Die folgenden Gleichheiten gelten fiir alle x < &:

e p12(x) = 04
_ 9
e p13(v) = g — 10 " Wz

® K; — K;Jnfall
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5 Alternative Modellierung mittels Markov-Modell

Die Pramie im Tarif Sonderklasse nach Unfall ist bekanntlich niedriger, weswegen wir eine
niedrigere Stornowahrscheinlichkeit annehmen.
Da wir im Modell vorausgesetzt haben, dass alle Personen im Umstellalter umgestellt

werden, stimmen die Rechnungsgrundlagen fiir alle Alter x > £ iiberein:
® p12(37) = p23($) =4z — Wy
o Ky = K2=k, G¥!

Es wurde die Berechnung wie beschrieben durchgefiihrt, dabei haben wir das Statistik-
Programm R in Verbindung mit Microsoft Excel verwendet. Der dazu angewandte Code ist
im Anhang 7.2 angefiihrt.

In folgender Grafik sind die Teile der Pramie, jeweils vom frithesten Eintrittalter bis zum
letztmoglichen Alter in dem die Option ausgefithrt werden kann, angefiihrt. Die Pramie ab
dem Umstellalter £ = 45, wurde nicht explizit angegeben, da es sich um die selbe wie in

Kapitel 3.3 handelt. Anhand der Grafik kénnen wir erneut gut sehen, dass sich die Pramien

1.500 — pUnfall |
xr
POption
X
1.250 | [—— pYol

T

1.000

T

Py 750

500 |-

250

T

20 25 30 35 40 45
Alter [in Jahren]

Abbildung 5.2: Verlauf der Priamien

mit steigendem Alter erhthen. Ebenfalls sehen wir, dass der Optionsrabatt fiir Personen,
die spéter einsteigen, geringer ausféllt. Das hat den Grund, da sich diese Personen eine

kiirzere Zeit im Tarif Unfall mit geringerem Leistungsspektrum befinden.
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6 Schlussfolgerung

Wir haben in der vorgestellten Arbeit unterschiedlichste Ansétze zur Kalkulation von
Optionstarifen in der Krankenversicherung kennengelernt. Wir haben die Modelle, welche
in der Praxis verwendet werden, vorgestellt, welche teils ohne und teils mit Markov-Modell

kalkuliert worden sind.

Bei den Modellen, ohne Verwendung von Markov-Ketten, gab es zwei Ansétze, die sowohl
Rechnungsgrundladen des Tarifs mit niedriger als auch welche des Tarifs mit hohem Leis-

tungsspektrum miteinbezogen haben.

Es wurden die Ansétze der Kalkulationsmethode mit Markov-Modell hergenommen und
erweitert. Es wurden dabei Merkmale aus den Ansétze ohne Markov-Modell hergenommen,
einerseits, dass die Primie von einem Rabatt abhéingt und andererseits, dass Annahmen
iiber die Ausiibungswahrscheinlichkeit getroffen werden miissen.

Es wurde ein veranschaulichendes Beispiel angefiihrt. Der bei diesem Beispiel verwendete
Code inklusive der Rechnungsgrundlagen liegt im Anhang bei, sodass der Leser das Beispiel

selbst nachvollziehen kann.
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7 Anhang

7.1 Verwendete Rechnungsgrundlagen

Hier sind die versicherungsmathematischen Rechnungsgrundlagen dargestellt, die fiir die Be-
rechnungen der Préamien und Alterungsriickstellung in Kapitel 3 und in Kapitel 5 verwendet
worden sind.

Die Sterbetafel wurde der Seite der Statistik Austria [I1] entnommen. Da in Osterreich keine
Daten zu Kopfschidden beziehungsweise Stornowahrscheinlichkeit verdffentlicht werden, wur-
de hier auf deutsche Daten zuriickgegriffen, entnommen der Seite der BaFin [2]. Die Menge
A ={21,...,100} beschreibt wieder die Menge der Alter. Folgende Rechnungsgrundlagen

wurden verwendet.
Rechnungszins: 1%
Profil: Tarif 02_.KKV_stat. N.M_MB_pn

Grundkopfschaden: Tarif 02_KKV_stat_N_M_MDB_pn
(GVell = 254,90 fiir alle x € A)

Stornotafel: Tarif 06_.STORNO_N_M_sp (ab Alter 90: 0%)
Sterbetafel: Manner 2019 (Endalter 100)

Die Werte der angefiihrte Rechnungsgrundlagen sind in folgender Tabelle zusammengefasst.

Tabelle 7.1: Versicherungsmathematische Rechnungsgrundlagen

Alter | Stornowahrscheinlichkeit Sterbewahrscheinlichkeit — Profil

x Wy G ks

21 0,1305 0,000673138  1,6399
22 0,101 0,000492722 1,701
23 0,0872 0,000269164 1,639
24 0,0896 0,000577105  1,5101
25 0,1032 0,000620859  1,3771
26 0,1161 0,000455811  1,2783
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7 Anhang

Tabelle 7.1: Versicherungsmathematische Rechnungsgrundlagen

Alter | Stornowahrscheinlichkeit Sterbewahrscheinlichkeit — Profil

x Wy o ks

27 0,1168 0,000653721  1,0242
28 0,1048 0,000542233 0,998
29 0,0872 0,000418271  0,9713
30 0,071 0,000609116  0,9464
31 0,0657 0,000659896 0,925
32 0,06 0,000751863  0,9089
33 0,0547 0,000835939  0,8987
34 0,0498 0,000812491  0,8949
35 0,0455 0,000867778  0,8981
36 0,0417 0,000761963  0,9082
37 0,0384 0,000724946  0,9247
38 0,0356 0,00090997  0,9461
39 0,0332 0,001122334  0,9714
40 0,0312 0,00114297 1
41 0,0295 0,001503931  1,0355
42 0,028 0,001099238 1,072
43 0,0268 0,001305141  1,1193
44 0,0258 0,00138658  1,1786
45 0,025 0,001952042  1,2483
46 0,0244 0,002004841  1,3263
47 0,0241 0,002080133  1,4115
48 0,0239 0,002501959  1,5065
49 0,024 0,00240761 1,613
50 0,024 0,002578137 1,732
51 0,024 0,002829391  1,8631
52 0,024 0,00339777  2,0047
53 0,0236 0,003699567  2,1559
54 0,0221 0,003979969  2,3198
55 0,0198 0,004711219  2,5011
56 0,0169 0,005214046 2,702
57 0,0139 0,006299934  2,9242
58 0,0113 0,005948344  3,1627
59 0,0092 0,007075007  3,4174
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7 Anhang

Tabelle 7.1: Versicherungsmathematische Rechnungsgrundlagen

Alter | Stornowahrscheinlichkeit Sterbewahrscheinlichkeit — Profil

x Wy z ky

60 0,0076 0,007807308 3,694
61 0,0066 0,009021738  3,9932
62 0,0059 0,010039611  4,3147
63 0,0054 0,010896224 4,656
64 0,0051 0,010970438  5,0199
65 0,0048 0,013558614  5,4089
66 0,0044 0,014760189  5,8212
67 0,0041 0,01655225  6,2527
68 0,0038 0,01735464  6,7038
69 0,0035 0,018623269 7,18
70 0,0033 0,020504007  7,6809
71 0,0031 0,023426275  8,2044
72 0,003 0,025166487  8,7408
73 0,0025 0,026841235 9,277
e 0,0022 0,029090909  9,8078
75 0,002 0,033872096 10,3324
76 0,0018 0,033365824 10,8508
7 0,0015 0,036966197 11,3628
78 0,0014 0,040677446 11,8593
79 0,0012 0,044598791 12,3334
80 0,001 0,049447351 12,7813
81 0,0009 0,054407124 13,3151
82 0,0008 0,063828051 13,7291
83 0,0006 0,073205657 14,115
84 0,0005 0,086996964 14,4722
85 0,0004 0,097674936 14,7982
86 0,0003 0,105462308 15,0892
87 0,0002 0,123646769 15,34
88 0,0001 0,140897179 15,5443
89 0 0,147687429 15,6948
90 0 0,17423884 15,7832
91 0 0,192116082 15,8006
92 0 0,211365169 15,8006
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7 Anhang

Tabelle 7.1: Versicherungsmathematische Rechnungsgrundlagen

Alter | Stornowahrscheinlichkeit Sterbewahrscheinlichkeit — Profil
x Wy e ks
93 0 0,242183951 15,8006
94 0 0,277858177 15,8006
95 0 0,27844523 15,8006
96 0 0,28021707 15,8006
97 0 0,348874313 15,8006
98 0 0,378329841 15,8006
99 0 0,360282149 15,8006

100 0 1 15,8006
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7 Anhang

Hier sind die versicherungsmathematischen Rechnungsgrundlagen fiir den Optionstarif
aufgelistet. Die Ausiibungswahrscheinlichkeiten o, und der Kopfschaden KUYl wurde vom

Verfasser geschéitzt.

Tabelle 7.2: Versicherungsmathematische Rechnungsgrundlagen

Alter | Kopfschaden Ausiibungswahrscheinlichkeit
- K Unfall 0g
21 60 0,05
22 60 0,051
23 60 0,052
24 60 0,053
25 60 0,054
26 60 0,055
27 60 0,056
28 60 0,057
29 60 0,058
30 60 0,059
31 60 0,06
32 60 0,061
33 60 0,062
34 60 0,063
35 60 0,064
36 60 0,065
37 60 0,066
38 60 0,067
39 60 0,068
40 60 0,069
41 60 0,07
42 60 0,071
43 60 0,072
44 60 0,073
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7 Anhang

7.2 Implementierung R

Hier prasentieren wir den Code, welchen wir fiir die Berechnungen verwendet haben. Wir
haben dabei Microsoft Excel in Verbindung mit R verwendet. Aus Microsoft Excel wurden

die Daten héndisch aufbereitet und mit folgendem Code nach R importiert.

Listing 7.1: Einlesen von Daten

library (openxlsx)
setwd ("C:/Users/kuehrm/Documents/02_ Masterarbeit")
wb <- loadWorkbook ("Markov, -, Kalkulation.xlsm")

Data <- read.xlsx(xlsxFile = wb ,
startRow = 1,
colNames = TRUE,
rowNames = FALSE,
sheet = "Data',

detectDates = TRUE)

Weiterfithrend wurden die versicherungsmathematischen Rechnungsgrundlagen mittels
eigener Variablen deklariert. Dabei wurden gleich die fiir das Markov-Modell wichtigen

Kenngrofien als Variable gespeichert.

Listing 7.2: Grundlagen

#Rechnungsgrundlagen
i <- 0.01
v <= 1/ (1+1i)

#Grunddaten fuer Markov

ostates <- 3

vstates <- 2

begalter <-21

endalter <- 100

umstellatler <- 45

kunfall <- rep(0,endalter)

kvoll <- rep(0,endalter)

kunfall [c(begalter:endalter)] <- Data$K_Unfall
kvoll[c(begalter:endalter)] <- Data$K_Voll
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7 Anhang

Die Basis fiir alle Berechnungen im Markov-Modell liefert die Thiele’sche Differenzenglei-

chung aus (5.1), wie folgt implementiert.

Listing 7.3: Thiele’sche Differenzengleichung

#Implentierung der Thiele’schen Differenzengleichung

thiele <- function (x, actual, states, p_ij, a_ij, a_i){

if (ncol(p_ij) != states”2) {stop("Falsche Dimension, deryp_ij")}
if (ncol(a_ij) != states”2) {stop("Falsche_ Dimension, derja_ij")}
if (ncol(a_i) != states) {stop("Falsche_ Dimension_ der a_i")}

v_i <- matrix (0, ncol = states, nrow = endalter+1)

for(j in (endalter):x){
for(s in 1:states){
ihelp <- 0
for(t in 1:states){
ihelp <- ihelp + v*p_ij[j,states*(s-1)+t]l*(a_ij[j,states*(s-1)+t]
+ v_il[j+1,t])

}
v_ilj,s] <- a_il[j,s] + ihelp
}
}
return(v_il[x,actuall)
}
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7 Anhang

Im folgendem Teil des Codes werden die Grundlagen fiir den Vollkostentarif berechnet.

Listing 7.4: Grundlagen Vollkostentarif

#Vollkostentarif
p_ij_voll <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = vstates~2)
p_ij_voll[c(begalter:endalter),] <- matrix(c(Data$p_11,Data$p_12,
Data$p_21,Data$p_22),
nrow = endalter-begalter+1,

vstates~2)

ncol

a_i_benefit_voll <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = vstates)
a_i_benefit_voll <- matrix(c(kvoll,rep(0,endalter)),

nrow = endalter, ncol = vstates)

a_i_premium_voll <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = vstates)
a_i_premium_voll[c(begalter:endalter),]
<- matrix(c(rep(-1, endalter-begalter+1),
rep(0,endalter -begalter+1)),
nrow = endalter-begalter+l1,

ncol = vstates)

a_i_voll <- function(pvoll,entry){
aihelp <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = vstates)
for(i in entry:endalter){
aihelp[i,1] <- kvoll[i] - pvoll
aihelp[i,2] <- O
}

return (aihelp)

}
a_ij_voll <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = vstates~2)
a_ij_voll[c(begalter:endalter),]
<- matrix (0, nrow = endalter-begalter+1, ncol = vstates”™2)
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7 Anhang

Die Berechnung der Pramie des Vollkostentarifs kann einerseits iiber die Barwerte und

andererseits mittels Optimierung durchgefithrt werden, die Ergebnisse sind die gleichen.

Listing 7.5: Berechnung Vollkostentarif

#Paermien Vollkosten ueber Barwert
peinstieg <-matrix (NA,nrow = endalter ,ncol = 1)
for(i in begalter:endalter){
peinstiegl[i,1] <- (-1)
* thiele(i,1l,vstates,p_ij_voll,a_ij_voll,a_i_benefit_voll)

/ thiele(i,1,vstates,p_ij_voll,a_ij_voll,a_i_premium_voll)

#Praemie Vollkosten mit Optimierung
optimize_voll <- function (pvoll,entry){
V1 <- thiele(entry,1,vstates,p_ij_voll,
a_ij_voll,a_i_voll(pvoll,entry))
V2 <- thiele(entry,2,vstates,p_ij_voll,
a_ij_voll,a_i_voll(pvoll,entry))

return (Vi - V2)

return (V)

}

pvoll <- matrix(0,nrow = endalter ,ncol = 1)

for(i in begalter:endalter){

pvoll[i] <- uniroot(optimize_voll, c(-100000, 100000),
tol = 0.0000000000001, entry = i)$root

#check
all(round (pvoll,6) == round(peinstieg,6))
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Rabatts zu deklarieren sind.

Listing 7.6: Grundlagen Optionstarif

#0ptionstarif

p_ij_option <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = ostates”2)

p_ij_option[c(begalter:endalter),] <-
as.matrix(Datal[,2:(ostates~2+1)])

a_i_option <- function(rabatt,entry){
aihelp <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = ostates)
for(i in begalter:(umstellatler-1)){
aihelp[i,1] <- kunfall[i] - peinstieglentry] * (1 - rabatt)
aihelp[i,2] <- kvoll[i] - peinstieglentry]
aihelp[i,3] <- 0
}

for(j in umstellatler:endalter){
aihelp[j,1] <- kvoll[j] - peinstieglentry]
aihelp[j,2] <- kvoll[j] - peinstieglentry]
aihelp[j,3] <- 0

}
return (aihelp)
}
a_ij_option <- matrix(NA,nrow = endalter ,ncol = ostates”2)
a_ij_option[c(begalter:endalter),]
<- matrix (0, nrow = endalter-begalter+1, ncol = ostates”2)
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7 Anhang

Es wird der optimale Rabatt fiir jedes mogliche Eintrittsalter bestimmt.

Listing 7.7: Optimierung des Optionsrabatts

#0ptimierungsproblem

#Funktion zum Optimieren
optimize <- function (rabatt, entry){
Vi <- thiele(entry,l,ostates,p_ij_option,
a_ij_option,a_i_option(rabatt,entry))
V2 <- thiele(entry,2,ostates,p_ij_option,

a_ij_option,a_i_option(rabatt,entry))

return(V2-V1)
}

#0ptimierung pro Eintrittsalter
rabatt <- rep(0,(umstellatler-1))
for(i in begalter:(umstellatler-1)){
rabatt[i] <- uniroot(optimize, c(-100000, 100000),
tol = 0.0000000000001, entry = i)$root

#Check vom Optionsrabatt
check <- rep(TRUE, (umstellatler-1))
for(i in begalter:(umstellatler-1)){
check[i] <- abs(optimize(rabatt[i],i)) < 0.000000001
}
all(check)
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7 Anhang

Im letzten Schritt berechnen wir die finale Riickstellung fiir jedes Eintrittsalter xg, jedes
Alter zg <z € A und jeden Zustand i € S.

Listing 7.8: Berechnung Riickstellung

#Rueckstellung
V_i_0 <- 1ist )
for(i in begalter:(umstellatler-1)){
temp <- matrix (NA,nrow = endalter ,ncol = ostates)
for(j in i:endalter){
for(s in 1:ostates){
temp[j,s] <- thiele(j,s,ostates,
p_ij_option,a_ij_option,a_i_option(rabatt[i],i))
}
}
V_i_0[[i]] <- temp
}

#Auswahl der Rueckstellung: Eintrittsalter x_0, Alter x, Zustand i
V_i_O0[[x_011[x,il
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