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Kurzfassung

Die vorliegende Diplomarbeit untersucht Ansétze zur Absicherung von Langlebig-
keitsrisiken, die insbesondere fiir Versicherungen und Pensionsplaner zunehmend an
Bedeutung gewinnen. Die demografische Entwicklung hin zu einer alternden Bevdl-
kerung erschwert prizise Prognosen erheblich. So miissen bei der Kalkulation einer
Risikolebensversicherung fiir eine 30-jahrige Person beispielsweise Mortalititsraten
iiber mehrere Jahrzehnte hinweg antizipiert werden. Um das Langlebigkeitsrisiko zu
reduzieren, wird der Einsatz von Derivaten erortert, die an einen Mortalitdtsindex
gekoppelt sind.

Bisherige Ansiitze beruhen hiufig auf der Annahme einer Normalverteilung, da die-
se mathematisch handhabbar und einfach zu implementieren ist. Die vorliegende
Arbeit hinterfragt diese Annahme und untersucht alternative Modelle, die zusatz-
lich zur Varianz auch héhere Momente wie Schiefe (drittes Moment) und Kurtosis
(viertes Moment) beriicksichtigen. Es zeigt sich, dass diese erweiterten Ansétze zu
priziseren Ergebnissen fiihren kénnen, wodurch eine verbesserte Absicherung der
Langlebigkeitsrisiken ermoglicht wird.
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Abstract

This master’s thesis explores approaches to hedging longevity risk, an issue of gro-
wing importance for insurers and pension planners. The demographic shift towards
an aging population significantly complicates accurate forecasting. For example,
when calculating a term life insurance policy for a 30-year-old individual, mortality
rates must be projected decades into the future. To mitigate longevity risk, the use
of derivatives linked to a mortality index is examined.

Traditional approaches often assume a normal distribution due to its mathematical
simplicity and ease of application. This thesis challenges this assumption by in-
vestigating alternative models that incorporate higher moments, such as sthe third
moment (skewness) and the fourth moment (kurtosis), in addition to variance. The
findings suggest that these advanced models can yield more precise results, thereby
enabling a more effective hedging of longevity risks.
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1 Einleitung

Die stetige Zunahme der Lebenserwartung stellt sowohl die Gesellschaft als auch die
Versicherungs- und Pensionsindustrie vor immense Herausforderungen. Langlebig-
keitsrisiken, das Risiko, dass eine Bevilkerung im Durchschnitt linger (oder auch
kiirzer) lebt als urspriinglich prognostiziert, beeinflussen mafgeblich die finanzielle
Stabilitdt von Renten- und Lebensversicherungsprodukten. Ein prézises Verstindnis
und eine realistische Modellierung der Mortalitdtsdynamiken sind daher essenziell,
um die langfristige Absicherung dieser Risiken zu gewahrleisten. (vgl. Biffis & Blake,
2009)

Traditionell basieren aktuariell-statistische Modelle zur Prognose von Mortalitéts-
verinderungen hiufig auf der Annahme einer Normalverteilung. Diese Annahme
kann jedoch insbesondere bei extremen Ereignissen oder asymmetrischen Verteilun-
gen der Sterblichkeitsverdnderungen zu unzureichenden oder verzerrten Ergebnissen
fiihren. Die Nutzung einer Skew-t Verteilung, die sowohl asymmetrische als auch
schwerere Rénder (Fat Tails) abbilden kann, bietet hier ein vielversprechendes al-
ternatives Modellierungsinstrument. (vgl. Peiro, 1999)

Bis 2008 wurde das Langlebigkeitsrisiko iiberwiegend durch klassische Riickversi-
cherungen abgesichert. Seitdem hat sich jedoch eine innovative Alternative iiber
den Kapitalmarkt etabliert. Einen wesentlichen Impuls gab die Veroffentlichung des
LifeMetrics-Index durch J.P. Morgan im Jahr 2007, der 2008 erstmals praktisch ge-
nutzt wurde. Als Vorreiter iibertrug das britische Versicherungsunternehmen Lucida
als erstes einen Teil seines Langlebigkeitsrisikos auf J.P. Morgan.

Die Grundlage fiir diese Transaktion bildete ein sogenannter q-Forward, ein Finan-
zinstrument in Form eines Swaps. Dabei wird die tatsédchlich beobachtete Mortali-
titsrate gegen eine im Voraus festgelegte Rate getauscht. Der Buchstabe ,,q“ steht
hier fiir die in der Versicherungsmathematik gebriuchliche Sterblichkeitswahrschein-
lichkeit. Prézise bezeichnet g(x) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person im Alter
von z innerhalb eines Jahres verstirbt. (vgl. Liu & Li, 2018)

Ziel dieser Arbeit ist es, ein aktuarielles Modell zur Absicherung von Langlebig-
keitsrisiken zu entwickeln und zu untersuchen, bei dem die Verédnderung der Sterb-
lichkeitswahrscheinlichkeiten durch eine Skew-t Verteilung beschrieben wird. Neben
der theoretischen Fundierung steht die Analyse der praktischen Anwendbarkeit und
der Verbesserung der Modellgenauigkeit im Fokus.

Die Relevanz dieser Forschung ergibt sich nicht nur aus den wachsenden Heraus-
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forderungen einer alternden Bevolkerung, sondern auch aus der Notwendigkeit, be-
stehende Modellierungsansétze kontinuierlich zu verbessern. Durch die Kombination
von theoretischen und praktischen Perspektiven soll diese Arbeit dazu beitragen, ein
tieferes Verstdndnis der Sterblichkeitsdynamiken zu schaffen und gleichzeitig inno-
vative Ansétze fiir die Langlebigkeitsabsicherung bereitzustellen.

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im zweiten Kapitel werden die
fiir das Modell relevanten Mortalitdtsmodelle vorgestellt und beschrieben. Anschlie-
flend wird im dritten Kapitel das zentrale Modell detailliert erldutert, wobei ein
besonderer Fokus auf die zugrunde liegenden Annahmen und die entwickelte Absi-
cherungsstrategie gelegt wird.

Das vierte Kapitel widmet sich der Formulierung des zugrunde liegenden Optimie-
rungsproblems. Darauf aufbauend wird im fiinften Kapitel der mathematische Hin-
tergrund beleuchtet, einschlieflich der Herleitung und Approximation der fiir das
Modell erforderlichen Ausdriicke.

Im sechsten Kapitel werden die entwickelten Ansitze anhand realistischer Daten-
sitze veranschaulicht. Hierbei werden die Ergebnisse prisentiert und analysiert.
Abschliefend fasst das siebte Kapitel die wesentlichen Erkenntnisse der Arbeit zu-
sammen und gibt einen Ausblick auf mdogliche zukiinftige Entwicklungen.
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2 Mortalitatsmodelle

Angesichts der steigenden Lebenserwartung und der zunehmenden Alterung der Be-
volkerung wurden insbesondere in den letzten Jahrzehnten sogenannte Mortalitéts-
modelle entwickelt, um prézise Prognosen zur zukiinftigen Entwicklung der Sterb-
lichkeit zu erstellen. Die Mortalitit selbst dient dabei als Maf fiir die Anzahl der
Todesfille in einer definierten Population.

Die Entwicklung dieser Modelle erfolgt {iberwiegend durch Fachleute aus der Ver-
sicherungsmathematik, Statistik und Demografie. Sie bilden die Grundlage fiir eine
fundierte Analyse und ermoéglichen es, die Auswirkungen demografischer Verdnde-
rungen auf soziale und finanzielle Systeme zu bewerten. (vgl. Hunt & Blake, 2020)

Obwohl die Entwicklung von Mortalitdtsmodellen insbesondere in den letzten Jahr-
zehnten stark an Bedeutung gewonnen hat, reicht ihre Geschichte weit zuriick. Be-
reits im Jahr 1825 veroffentlichte der britische Versicherungsmathematiker Benjamin
Gompertz ein Sterblichkeitsgesetz, das als Grundlage fiir die ersten Mortalitdtsmo-
delle diente. (vgl. Kirkwood, 2015)

Die Relevanz solcher Modelle hat seither stetig zugenommen, insbesondere vor dem
Hintergrund der kontinuierlich steigenden Lebenserwartung in den Industrielindern
seit Beginn des 19. Jahrhunderts. Dieser Anstieg, der seit dem Ende des Zweiten
Weltkriegs besonders konstant ist, erfolgt haufig schneller als urspriinglich progno-
stiziert und unterstreicht die Notwendigkeit priziser Prognosemodelle. (vgl. Booth
& Tickle, 2008)

Im Vergleich zur heutigen Praxis basierten friihere Mortalititsmodelle hiufig auf
eher simplen Annahmen. Heutzutage liegt der Fokus verstirkt auf dem FKinsatz
moderner statistischer Methoden und insbesondere auf der fundierten Auswahl ge-
eigneter Verteilungen.

Diese Weiterentwicklung bringt jedoch auch einen héheren Aufwand mit sich, da
die zugrunde liegenden Verteilungen nicht nur sorgfiltig ausgewéhlt, sondern ihre
Parameter zudem prazise geschitzt werden miissen, um valide Ergebnisse zu ge-

wahrleisten.

Die Parameter von Mortalitdtsmodellen werden in der Regel auf Basis historischer
Daten geschiatzt. Dabei erfolgt eine Zerlegung der Sterblichkeitsraten nach Alter,
Periode und Kohorte. Die Sterblichkeitsrate beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Person innerhalb eines definierten Zeitraums verstirbt. Basierend auf der Ana-
lyse dieser historischen Mortalititsdaten wird ein Modell entwickelt, das die ver-
gangene Entwicklung moglichst genau abbildet. Die geschatzten Parameter dienen
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dann als Grundlage fiir zukiinftige Prognosen. In den meisten Modellen erfolgt diese
Prognose durch Extrapolation.

Erweiterte Modelle konnten zusétzlich spezifische Todesursachen und deren Abhén-
gigkeiten beriicksichtigen, beispielsweise die Verbindung zwischen Lungenkrebs und
Tabakkonsum. Ebenso konnten externe Schocks, wie etwa Pandemien, die die Sterb-
lichkeitsrate signifikant beeinflussen, in die Modellierung integriert und simuliert
werden. (vgl. Hunt & Blake, 2020)

Bei der Nutzung historischer Daten ist die Wahl der betrachteten Zeit- und Alter-
sspannen entscheidend. Die Zeitspanne sollte ausreichend lang sein, um Trends und
Muster zu erfassen, wobei Daten ab 1950 haufig eine sinnvolle Grundlage bilden. Dies
liegt daran, dass édltere Daten je nach Land moglicherweise unvollstandig sind. Fiir
die Altersspanne liegt der Fokus vor allem auf héheren Altersgruppen, da Langle-
bigkeitsrisiken insbesondere fiir Lebensversicherungen und Leibrenten relevant sind.
In den betrachteten Beispielen umfasst die Altersgruppe Personen zwischen 60 und
89 Jahren.

Im Folgenden werden zwei stochastische Mortalitdtsmodelle ndher betrachtet, die
im weiteren Verlauf fiir die Anwendung des in dieser Arbeit beschriebenen Modells

herangezogen werden konnen.

2.1 Lee-Carter Modell

Das Lee-Carter-Modell (LC) wurde erstmals 1992 von dem Wirtschaftswissenschaft-
ler Ronald D. Lee und dem Demografen Lawrence Carter entwickelt. Grundlage war
die Analyse von US-Mortalitdtsdaten aus dem Zeitraum 1933 bis 1987. Es zédhlt zu
den am h&ufigsten verwendeten Modellen zur Prognose von Sterblichkeitstrends und
wird beispielsweise vom US Bureau of the Census als Referenzmethode eingesetzt.

Das Lee-Carter-Modell findet in vielfaltigen Anwendungsbereichen Verwendung. Da-
zu gehort unter anderem die Vorhersage von Mortalitdtsreduktionsfaktoren, die eine
zentrale Rolle bei der Extrapolation von Sterblichkeitstrends spielen. Ebenso wird
es genutzt, um die Angemessenheit von Renteneinkommen zu bewerten.

Zu den wesentlichen Vorteilen des Lee-Carter-Modells zidhlen die vergleichsweise
geringe Anzahl an zu schitzenden Parametern sowie die allgemeine Robustheit des
Modells, die es in der Praxis besonders attraktiv macht. (vgl. Li & Chan, 2007)
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2.1.1 Das Modell

Das Lee-Carter-Modell wird durch die folgende Gleichung beschrieben:
log(m(z,t)) = a, + by - ke + €(x, t).

Dabei stellt log(m(x,t)) die logarithmisch transformierte, altersspezifische zentrale
Mortalitatsrate im Alter x im Jahr ¢ dar. Die zentrale Mortalitatsrate m(z,t) be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, deren genaues Alter unbekannt
ist, sich jedoch im Intervall [z,z + 1) wihrend des Zeitraums [t — 1,¢) befindet,
innerhalb eines Jahres stirbt.

Die logarithmische Transformation der Sterbewahrscheinlichkeit erfolgt aus zwei
Griinden: Erstens, um die teils sehr kleinen Werte von m(x,t), insbesondere bei
jingeren Altersgruppen, besser handhabbar zu machen. Zweitens ermoglicht die
Transformation eine lineare Struktur des Modells, was die Anwendung statistischer
Methoden vereinfacht.

Die rechte Seite der Gleichung setzt sich aus drei Komponenten zusammen:

e a,: eine zeitunabhéngige, altersspezifische Komponente, die die mittlere Mor-
talititsrate beschreibt,

e b, - Kk das Produkt einer altersspezifischen Komponente b, und einer zeitab-
hidngigen Variable x;, dem sogenannten Mortalitatsindex. Hierbei gibt b, an,
wie stark die Mortalitdtsrate in jedem Alter variiert, wenn sich x; verindert.

e ¢(x,t): ein Fehlerterm, der nicht durch das Modell erfasste, altersspezifische

Einfliisse reprisentiert.

Das Lee-Carter-Modell bietet durch diese Struktur eine intuitive und zugleich statis-
tisch gut handhabbare Moglichkeit, Mortalitéatstrends zu modellieren. (vgl. Renshaw
& Haberman, 2006)

Um eine verbesserte Stabilitit des Lee-Carter-Modells zu gewéhrleisten, werden zu-
sitzliche Bedingungen eingefiihrt:

Zbizl und Zfitzo.
T t

Diese Bedingungen dienen dazu, die Schitzungen der Parameter b, und x; zu sta-
bilisieren und sicherzustellen, dass das Modell eindeutig spezifiziert ist. Die erste
Bedingung normiert die altersspezifischen Parameter b,, wihrend die zweite Bedin-
gung den Mittelwert des Mortalitdtsindex ; auf Null setzt, was Interpretations- und
Berechnungszwecke erleichtert. (vgl. Renshaw & Haberman, 2006)
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Diese zusatzlichen Nebenbedingungen kénnen ohne Einschrankung der Allgemein-
heit angenommen werden, da a,,b # 0 und x; entsprechend normalisiert werden
kénnen. Die erste Bedingung kann durch die Transformation

t t
1 max bz max
Key, Qg + K
t +1Z ! t —1tmin+1Z t)

min max

(K¢, az) — (Ht — 7

max ~

t=tmin t=tmin

erreicht werden. Hierbei wird x; so angepasst, dass dessen Mittelwert {iber den be-
trachteten Zeitraum [tyn, tmin] gleich null ist, und a, entsprechend korrigiert.
Die zweite Bedingung wird durch die folgende Transformation realisiert:

ba
(o) o> (e
161l
Dabei wird b, auf die Linge 1 normiert, wobei ||b||2 die euklidische Norm des Vek-
tors b bezeichnet, dessen Eintrdge b, die Werte fiir alle betrachteten Altersgruppen
enthalten. Gleichzeitig wird k; entsprechend skaliert. (vgl. Kainhofer et al., 2006)

2.1.2 Parameterschitzung

Die Schéitzung der Parameter im Lee-Carter-Modell erfolgt mithilfe der Singulér-
wertzerlegung (Singular Value Decomposition, SVD). In R kann diese durch die
Funktion svd() aus dem Package base berechnet werden. Im ersten Schritt wird a,,
die mittlere Mortalitdtsrate, ermittelt. Diese ergibt sich als Mittelwert der logarith-
mierten Mortalitdtsraten iiber die betrachteten Jahre:

_ Zle log(m(z,t))
T )

Qy

wobeil ¢ die betrachteten Jahre und 7' das letzte betrachtete Jahr bezeichnet. Im
zweiten Schritt wird die Matrix A, ; berechnet, die wie folgt definiert ist:

A, =log(m(x,t)) — a,.

Auf die Matrix A, ; wird anschliefend die SVD angewendet. Diese zerlegt A, in
das Produkt einer unitdren Matrix U = (u; j)i=1,.. 4:j=1....x, der adjungierten unitéren
Matrix V' = (v;;)i=1,.4;j=1,...+, und einer Diagonalmatrix S = (s;;)i=1,. 4:j=1,., die
die Singuldrwerte von A, ; enthélt, die durch das Hinzufiigen von Null-Eintrigen auf
die Form einer Diagonalmatrix gebracht wird:

Ay =U-5-V.
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Aus diesen Matrizen lassen sich die Parameter b, und x; wie folgt extrahieren:

b, = (U1,1, U215 -y Uz,1)7

Rt = (’01,177)1,2, ---7U1,t)-

Damit sind alle benotigten Parameter des Modells bestimmt. Um zukiinftige Progno-
sen zu erstellen, wird ein ARMA-Modell (Autoregressive-Moving-Average-Modell)
auf den Mortalitatsindex r; angewendet. Die Formel fiir die prognostizierte zukiinf-
tige Mortalitidtsrate lautet:

m(z,t+n) = exp(as + 1.1 - Kign - bs),

wobei ¢y, durch ein ARMA-Modell geschétzt wird, also ki, = ARMA(k, n).
Hierbei ist n eine natiirliche Zahl, die angibt, wie weit in die Zukunft die Prognose
erfolgt. (vgl. Li & Chan, 2007)

2.2 Cairns-Blake-Dowd Modell

Neben dem Lee-Carter-Modell gehért das Cairns-Blake-Dowd-Modell (CBD) zu den
am hdufigsten verwendeten Ansétzen zur Prognose von Sterblichkeitsraten. Die in
dieser Arbeit verwendete Version des CBD-Modells wurde 2009 von dem Finanzma-
thematiker Andrew J.G. Cairns sowie den Finanzékonomen David Blake und Kevin
Dowd entwickelt. Das Modell basiert auf einer linearen Regression zur Vorhersage
von Sterblichkeitsraten.

Ein wesentlicher Vorteil des CBD-Modells liegt in seiner Einfachheit und gleich-
zeitig hohen Robustheit. Allerdings weist es auch einige Einschrankungen auf, wie
beispielsweise die geringe Eignung zur Modellierung jiingerer Altersgruppen. Die-
ser Nachteil ist jedoch fiir diese Arbeit irrelevant, da lediglich Altersgruppen ab 60
Jahren betrachtet werden, fiir die das CBD-Modell nachweislich sehr gut geeignet
ist.

Ein weiterer Aspekt ist die fehlende Beriicksichtigung von Kohorteneffekten im
Basis-Modell. Diese konnten zwar durch Erweiterungen des Modells einbezogen wer-
den, doch wird in dieser Arbeit aufgrund der dadurch entstehenden Komplexitit
darauf verzichtet.

Das CBD-Modell wurde in der Vergangenheit erfolgreich zur Berechnung und Pro-
gnose von Sterblichkeitsraten in verschiedenen Lindern wie England und Wales,
den Vereinigten Staaten, Spanien und Italien eingesetzt, was seine Vielseitigkeit
und praktische Anwendbarkeit unterstreicht. (vgl. Safitri et al., 2019)
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2.2.1 Das Modell

Das Cairns-Blake-Dowd-Modell (CBD) beschreibt das Logit der Mortalitidtswahr-
scheinlichkeit und umfasst zwei zeitabhingige Parameter /#) und /<c§2). Diese Para-
meter werden in vielen Anwendungen als bivariater Random Walk mit konstanter
Drift modelliert, um zukiinftige Prognosen zu erstellen. Die Schéitzung der Para-
meter erfolgt jedoch mithilfe der Methode der kleinsten Quadrate (Least Squares
Method).

Wie bereits erwéihnt, existieren mehrere Varianten des CBD-Modells. Das in dieser

Arbeit verwendete Modell wird durch die folgende Gleichung definiert:

logit(q(x,t)) = log (%) =V + kP (2= 2) + ela, ),
Dabei bezeichnet g(z,t) die Sterblichkeitswahrscheinlichkeit, also die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Person im Alter x im Zeitintervall [t — 1, ¢) verstirbt. Da ¢(z,t) als
Wahrscheinlichkeit zwischen Null und Eins liegen muss, wird eine Logit-Transformation
angewandt. Die Parameter /@El) und /@EQ) sind die beiden zeitabhingigen Komponen-
ten des Modells, die die Entwicklung der Mortalitdtsraten beschreiben. ¥ reprisen-
tiert das Durchschnittsalter in der betrachteten Stichprobe, wihrend €(z,t) einen
Fehlerterm darstellt, der nicht durch das Modell erklirte Einfliisse erfasst, dhnlich
wie beim Lee-Carter-Modell. Fiir die weiteren Betrachtungen wird = verwendet, um
die betrachtete Altersgruppe (z = x4, Toy1, ..., Tp) darzustellen, und ¢ zur Kennzeich-

nung des betrachteten Zeitraums (t = t4, 441, ..., ). (vgl. Siu et al., 2023)

2.2.2 Parameterschitzung

Die Schatzung der beiden zeitabhéngigen Parameter im Cairns-Blake-Dowd-Modell
erfolgt mithilfe der Methode der kleinsten Quadrate (Least Squares Method). Ziel
dieser Methode ist es, die Summe der quadrierten Residuen zu minimieren. Fiir das
CBD-Modell ergibt sich die Zielfunktion wie folgt:

J= Z Z (log(l - x) )) kM@ (:p—f))Q.

r=xq t=t,

Zur Minimierung von J werden die partiellen Ableitungen nach /{El) und /{I(f) gebildet
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und gleich Null gesetzt:

=302 g0 ) -2 =0

a/ﬂt T=Tq L t)
q(z,t) ORC) _
E 2-(x—2) (log(—————=) — K ' — K - (x—7)) =0.
a/{t = (1 o Q(l’,t)) t t ( ))

Durch Umstellen dieser Gleichungen ergeben sich die geschiatzten Werte fiir ngl) und
(2)

Ky
oy i, (loa (22 — s S, (0 — )
K¢ = 7
(b—a)
o (b0 S, (o - 7) log() — S, loa(iy) - Sk, (v — )
@ =

(b—a) > .t,, (v —2)? = 5L, (v — 7))

Um die Giite der geschitzten Werte zu bewerten, kann zusétzlich der Root Mean
Square Error (RMSE) berechnet werden. Der RMSE ist definiert als:

1 n
RMSE =, | — i — Ui)?,
- ;:1 (vi — 9i)
wobei y; die tatsdchlichen und g; die geschiatzten Werte darstellen. Der RMSE gibt

an, wie gut die geschitzten Werte mit den tatséchlichen Daten iibereinstimmen, und
liefert somit eine Mafzahl fiir die Giite der Anpassung. (vgl. Safitri et al., 2019)
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3 Modellannahmen

In diesem Abschnitt wird der Aufbau des in dieser Arbeit entwickelten Modells
detailliert beschrieben. Dabei stehen insbesondere drei zentrale Aspekte im Fokus:
die Wahl des zugrunde liegenden Mortalitdtsmodells, die Auswahl der Verteilung
zur Beschreibung der zeitlichen Verdanderung der Mortalitit sowie die Spezifikation
des Hedginginstruments. Diese Elemente bilden die Grundlage fiir die Herleitung
und Anwendung des Modells und werden im Folgenden niher erlautert.

3.1 Modellauswahl

Sowohl das Cairns-Blake-Dowd-Modell als auch das Lee-Carter-Modell liefern zu-
verldssige Ergebnisse bei der Prognose von Mortalitdtsraten. Allerdings zeigen bei-
de Modelle eine hohe Datenabhéngigkeit, was die Wahl eines geeigneten Ansatzes
beeinflussen kann. Um die Qualitdt der Modellanpassung zu vergleichen, stehen ver-
schiedene Methoden zur Verfiigung, darunter die Berechnung von Fehlermetriken
wie dem MAE (Mean Absolute Error), dem RMSE (Root Mean Square Error) und
dem MAPE (Mean Absolute Percentage Error). Zudem konnen Kriterien wie das
Akaike Information Criterion (AIC) und das Bayesian Information Criterion (BIC)
herangezogen werden, um die Modelle zu bewerten. (vgl. Hastie et al., 2000)

Fiir die Zwecke dieser Arbeit wird eines der beiden Modelle ausgew#hlt, um die
Vergleichbarkeit der Ergebnisse zwischen verschiedenen Datenséitzen sicherzustellen.
Die Entscheidung fillt auf das Cairns-Blake-Dowd-Modell, da dieses insbesondere fiir
dltere Altersgruppen, die im Fokus dieser Arbeit stehen, genauere Projektionen der
Sterblichkeitsraten liefert, wie es im weiteren Verlauf der Arbeit bei den numerischen

Beispielen illustriert wird.

3.2 Zustandsraum

Diskrete stochastische Mortalitdtsmodelle, wie sie in den vorherigen Abschnitten
analysiert wurden, konnen auch in einer Zustandsraumdarstellung formuliert wer-
den. Diese Darstellung umfasst zwei wesentliche Gleichungen: die Beobachtungsglei-
chung und die Ubergangsgleichung.

Die Beobachtungsgleichung verkniipft die beobachtbaren Gréfen mit den modellin-
ternen, zeitabhingigen Parametern. Im Falle des Lee-Carter-Modells ist dies die lo-
garithmierte zentrale Mortalitdtsrate log(m(z,t)), wihrend im Cairns-Blake-Dowd-

Modell das Logit der Sterblichkeitswahrscheinlichkeit log (13(5’:?”

(

) verwendet wird.

10
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Die Ubergangsgleichung beschreibt die Dynamik und Entwicklung der zeitabhingi-
gen Prozesse iiber die Zeit hinweg. Sie bildet die Grundlage fiir die Modellierung der
stochastischen Eigenschaften, die eine realistische Prognose zukiinftiger Entwicklun-
gen ermoglichen. (vgl. Fung et al., 2017)

Die Zustandsraumdarstellung eines Mortalitdtsmodells umfasst die Beschreibung
der Beobachtungsgleichung und der Ubergangsgleichung, die in ihrer Gesamtheit
die Verbindung zwischen beobachteten Daten und den zugrunde liegenden stochas-
tischen Prozessen herstellen.

Beobachtungsgleichung:
Die Beobachtungsgleichung wird wie folgt ausgedriickt:

wobei die einzelnen Komponenten wie folgt definiert sind:
e ¢(t): Vektor der Beobachtungen fiir die Altersgruppen z = x,, ..., 73,

e d: Konstanter Vektor, der entweder die Altersparameter enthélt oder aus-
schlielich aus Nullen besteht.

—

e O/(t): Zustandsvektor, der die zeitabhédngigen Parameter umfasst, z. B. a(t) =

1 2
CR

e B: Matrix, die die Beziehung zwischen den Beobachtungen und dem Zustands-

vektor definiert.

e €(t): Beobachtungsfehler, der die Abweichung der Modellvorhersagen von den
tatsachlichen Beobachtungen zum Zeitpunkt ¢ beschreibt.

Die Beobachtungsgleichung stellt somit sicher, dass die beobachteten Mortalititsra-
ten als lineare Funktion der zugrunde liegenden Zustandsvariablen und eines Feh-

lerterms modelliert werden konnen.

Ubergangsgleichung:
Die Ubergangsgleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der Zustandsvariablen
als Markov-Prozess erster Ordnung:

alt) =c+ Ad(t — 1) +1(t),

mit den folgenden Komponenten:

e C: Konstanter Vektor, der die Drift der Zustandsvariablen (mgl), KEQ))/ beschreibt.

11



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

o A: Ubergangsmatrix, die die Abhiingigkeiten zwischen den Zustinden in auf-
einanderfolgenden Zeitpunkten erfasst.

e 7j(t): Zufallsvektor, der die stochastischen Verdnderungen der Sterblichkeits-
raten {iber die Zeit darstellt. Es wird angenommen, dass 7j(t) einen Mittel-
wertvektor von Null besitzt. Im weiteren Verlauf wird der Vektor 7(t) auch
als Innovationsprozess bzw. Innovationsvektor bezeichnet. Es sei weiters an-
gemerkt, dass die Innovationen 7(t) und 7(s) fiir ¢ # s unkorreliert sind. 77(¢)
reprasentiert eine unabhingige Innovation, die nichts mit den vorherigen Wer-
ten der d(t) oder anderen Zeitpunkten zu tun hat.

Insbesondere 7j(t) spielt in dieser Arbeit eine zentrale Rolle, da dieser in bestehen-
den Modellen hiufig als normalverteilt angenommen wird. Hier setzt die vorliegende
Arbeit an, indem sie alternative Verteilungsannahmen untersucht. Ziel ist es, eine
realistischere Modellierung der Verdnderungen der Sterblichkeitsraten zu ermogli-
chen, da diese nicht zwangsliufig einer Normalverteilung folgen miissen. (vgl. Siu et
al., 2023)

3.3 Auswahl der Verteilung

Wie im vorangegangenen Abschnitt erliutert, wird in der Literatur hiufig ange-
nommen, dass der Innovationsvektor 77(¢) einer Normalverteilung folgt. Dieser An-
satz bietet zwar eine mathematisch einfache Losung, erweist sich jedoch als stark
datenabhéngig, wie im weiteren Verlauf dieser Arbeit aufgezeigt wird. Um dieser
Einschriankung entgegenzuwirken, wird in dieser Arbeit ein alternativer Ansatz ver-
folgt: Es wird angenommen, dass 7j(t) einer Skew-t-Verteilung folgt. (vgl. Siu et al.,
2023)

Die Skew-t-Verteilung ist eine erweiterte Version der Student-t-Verteilung, die zu-
satzlich eine Asymmetrie erlaubt. Ein zentrales Merkmal dieser Verteilung ist die
Verwendung von vier Parametern: Neben Mittelwert und Varianz gibt es einen Schie-
feparameter und einen Freiheitsgradparameter. Diese beiden zusétzlichen Parameter
ermoglichen eine verbesserte Modellierung, da sie sowohl asymmetrische Daten als
auch schwere Tails realistisch abbilden kénnen. Dadurch bietet die Skew-t-Verteilung
eine erhohte Flexibilitat im Vergleich zur Normalverteilung, die lediglich durch Mit-
telwert und Varianz beschrieben wird.

Eine mogliche Alternative zur Skew-t-Verteilung wire die Skew-Normal-Verteilung.
Diese erlaubt ebenfalls die Modellierung asymmetrischer Daten, verzichtet jedoch
auf den Freiheitsgradparameter und ist somit weniger geeignet, um schwere Tails
zu beriicksichtigen. Angesichts der Zielsetzung dieser Arbeit, eine prézisere Model-
lierung der Innovationsprozesse zu erreichen, wurde die Skew-t-Verteilung aufgrund

12
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ihrer groferen Anpassungsfahigkeit gewihlt. (vgl. Azzalini & Capitanio, 2003)

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor }7, der einer multivariaten Skew-t-Verteilung folgt,
wird mit

? ~ Stn(gagvgv V)

bezeichnet. Hierbei stehen die Parameter fiir die folgenden Eigenschaften der Ver-

teilung:

° 5 ein n-dimensionaler konstanter Vektor, der den Lageparameter beschreibt
und somit die Position des Erwartungswerts bestimmt,

e (): eine symmetrische n x n-Matrix, die den Dispersionseffekt (bzw. die Kova-
rianzstruktur) zwischen den Komponenten des Vektors ausdriickt,

° 5 ein n-dimensionaler Vektor, der den Schiefeparameter reprisentiert und die
Asymmetrie der Verteilung steuert,

e v: ein Skalar, der die Freiheitsgrade definiert und damit die Breite der Vertei-
lung sowie das Verhalten der Tails beeinflusst.

Diese Parameter ermoglichen eine flexible Anpassung der Verteilung und machen sie
insbesondere geeignet, um komplexe Datenstrukturen mit Asymmetrie und schwe-
ren Tails zu modellieren. (vgl. Azzalini & Capitanio, 2003)

Fiir die Schiatzung der Parameter der multivariaten Skew-t-Verteilung wird die Funk-
tion mst.mple() aus dem R-Package sn verwendet. Diese Funktion ermoglicht die
Durchfiihrung einer Maximum-Likelihood-Schitzung, um die gegebene Datenstruk-
tur optimal an eine Skew-t-Verteilung anzupassen.

Besondere Spezialfille dieser Verteilung ergeben sich bei spezifischen Parameterein-

stellungen:

e Setzt man den Schiefeparameter 5 = 0, reduziert sich die Verteilung auf eine
multivariate Student-t-Verteilung.

e Lisst man zusitzlich die Freiheitsgrade v — inf streben, konvergiert die Ver-

teilung zu einer multivariaten Normalverteilung.

Diese Flexibilitidt erlaubt es, sowohl symmetrische als auch asymmetrische Daten-
verteilungen abzubilden und so verschiedene Eigenschaften der Daten zu beriick-

sichtigen.

13
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Die Dichtefunktion des Zufallsvektors 17, der einer multivariaten Skew-t-Verteilung

folgt, ist gegeben durch:

, . /
fo @) =2 tu(Giv) T (c A - €)<@_ w”i;_ = )t n>

wobel

A = diag(wy 1, --~wn,n)1/27

mit w; ; als dem i-ten Diagonalelement von €. In der Gleichung beschreibt 77 (.; v+n)
die Verteilungsfunktion einer univariaten Student-t-Verteilung mit v + n Freiheits-
graden, die symmetrisch ist. Der Term ¢,(7; v) stellt die Dichtefunktion einer mul-
tivariaten Student-t-Verteilung mit v Freiheitsgraden dar und ist definiert als:

B F((V + n)/2> (= V(i — &) —(v+n)/2
th(yiv) = |Q‘1/2(7ry)n/21—\(y/2) (1 + y ) )

wobei I' die Gammafunktion bezeichnet. Die Skew-t-Verteilung kombiniert somit die
Eigenschaften der multivariaten Student-t-Verteilung mit einem zuséatzlichen Schie-
feparameter 5 , der die Flexibilitdt des Modells bei der Anpassung asymmetrischer
Daten erhoht. (vgl. Siu et al., 2023)

Die Momente von 7j(t) spielen in dieser Arbeit eine zentrale Rolle, da sie maf-
geblich zur Optimierung der Momente der Sicherungsstrategie beitragen. Fiir die
Berechnung dieser Momente wird ein analytischer Ansatz gewihlt, da ein numeri-
sches Vorgehen mit einem erheblichen rechnerischen Aufwand verbunden wiére.

3.4 Hedged liability

In dieser Arbeit wird bei der Betrachtung der abgesicherten Verbindlichkeit (,hed-
ged liability“) von einem Portfolio zeitlich begrenzter Leibrenten ausgegangen. Dieses
Portfolio umfasst Vertridge mit einer Laufzeit von 7" Jahren, die an Personen ver-
geben wurden, die zum Zeitpunkt ty ein Alter von x Jahren haben. Die Leibrente
sieht dabei jdhrliche Zahlungen in Hohe von 1 § am Ende jedes Jahres wihrend
der Laufzeit vor, vorausgesetzt, die versicherte Person lebt noch. Fiir die Analy-
se wird angenommen, dass das Portfolio hinreichend grof ist, sodass das Mikro-
Langlebigkeitsrisiko, also das Risiko durch zufillige Abweichungen bei den Morta-
litdtsereignissen einzelner Versicherter, vernachléssigt werden kann (vgl. Siu et al.,
2023).

14
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Im Folgenden wird der Wert der Verbindlichkeit pro Vertrag zum Zeitpunkt ¢, als
L definiert. Dieser Wert entspricht der Summe der diskontierten zukiinftigen Cash-
flows, wobei die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Versicherten beriicksichtigt wird.
L kann durch die folgende Formel beschrieben werden:

u

L= Z (e‘”‘Hﬁ(:p + s,tg+ s)),

u=1 =1

wobei r den Zinssatz beschreibt, mit dem die zukiinftigen Cashflows abgezinst wer-
den. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit p(x,t) ist definiert als

pla,t) =1 —qe,t) ~ e ™0

und gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Person, die zum Zeitpunkt ¢ das Alter
x — 1 erreicht hat, das Alter x erreicht, wobei ¢(z,t) und m(x,t) die Werte von
q(z,t) bzw. m(x,t) représentieren, wenn der dazugehorige Fehlerterm e(x,t) auf
Null gesetzt wird.

Der Wert der Leibrente zum Zeitpunkt ¢y, basierend auf den Informationen, die bis
zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ verfiighar sind, wird mit V7 (¢) bezeichnet. Diese bis
t bekannten Informationen umfassen sowohl die realisierten Uberlebenswahrschein-
lichkeiten als auch die Kenntnis dariiber, ob die versicherte Person zu diesem Zeit-
punkt noch am Leben ist. Entsprechend lasst sich V() durch folgende Gleichung

beschreiben:
Vi(t) = E(L|F), t > to.

Hierbei steht F; fiir die zum Zeitpunkt ¢ verfiighare Informationsmenge, und die
bedingte Erwartung E(L|F;) beschreibt den erwarteten Wert der zukiinftigen Zah-
lungen L zum Zeitpunkt t, unter Beriicksichtigung dieser Informationen. Es ist zu
beachten, dass Vi (t) eine Zufallsvariable darstellt, wenn sie zu einem Zeitpunkt s <
min(¢, ¢y + T') betrachtet wird (vgl. Siu et al., 2023).

3.5 g-Forwards

Das in dieser Arbeit verwendete Hedging-Instrument ist das sogenannte g-Forward.
Der Begriff ., bezieht sich auf die Notation der Sterblichkeitswahrscheinlichkeit, die
auch in der versicherungsmathematischen Praxis haufig verwendet wird. ¢-Forwards
sind Finanzinstrumente, die speziell fiir die Ubertragung von Langlebigkeits- und
Sterblichkeitsrisiken entwickelt wurden. Sie sind an einen Index gebunden, der in
diesem Kontext einen Langlebigkeits- oder Mortalitdtsindex reprisentiert.

Die Bindung an einen Index bietet mehrere Vorteile. Neben der vergleichsweise ein-
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fachen Bewertung und der geringeren Kostenstruktur zihlen diese Eigenschaften zu
den wesentlichen Vorziigen von g-Forwards im Vergleich zu anderen langlebigkeits-
gebundenen Wertpapieren, die auf dem Markt gehandelt werden (vgl. Coughlan et
al., 2007).

Ein g-Forward basiert auf dem Austausch der realisierten Sterblichkeitsrate einer
bestimmten Bevilkerung zu einem spéteren Zeitpunkt gegen eine im Voraus fest-
gelegte Sterblichkeitsrate. Dieses Instrument dhnelt strukturell einem forward rate
agreement, wobei der variable Teil (Floating-Leg) durch die tatsichlich realisierte
Sterblichkeitsrate und der feste Teil (Fixed-Leg) durch die zuvor vereinbarte Sterb-
lichkeitsrate reprasentiert wird.

In der Praxis werden g-Forwards vor allem von Lebensversicherern und Pensionspla-
nern genutzt. Fiir Pensionspldne bieten sie eine effektive Moglichkeit, sich gegen die
steigende Lebenserwartung ihrer Mitglieder abzusichern. Lebensversicherer hinge-
gen konnen g-Forwards einsetzen, um das Risiko eines unerwartet starken Anstiegs
der Sterblichkeit bei ihren Versicherungsnehmern zu begrenzen (vgl. Coughlan et
al., 2007).

Um das Langlebigkeitsrisiko zu reduzieren, sollten Hedger die Position des Festzins-
Empfiangers bei einem g-Forward einnehmen. In dieser Rolle erhalten sie Netto-
zahlungen vom Festzins-Zahler, wenn die zukiinftigen Sterblichkeitsraten niedriger
ausfallen als erwartet. Diese Zahlungen kénnen dazu verwendet werden, die héheren
Verbindlichkeiten aus lingeren Rentenzahlungen zu kompensieren.

Ein prominentes Beispiel fiir einen solchen Swap ist der Handel zwischen J.P. Mor-
gan und Canada Life. In diesem Fall erhielt Canada Life von J.P. Morgan Zahlungen,
die fiir die Deckung der Rentenzahlungen an Versicherte verwendet wurden. Im Ge-
genzug leistete Canada Life eine Reihe von festen Zahlungen an J.P. Morgan. Ein
weiteres Beispiel stellt der Handel zwischen Lucida und J.P. Morgan dar (vgl. Liu
& Li, 2018).

Um das mathematische Konzept hinter den g-Forwards zu erldutern, nehmen wir
an, dass unser Hedge-Portfolio aus m € N g-Forwards besteht, die alle zum Zeit-
punkt ¢; emittiert werden, wobei t; > ¢, gilt. Hierbei ist ¢y der Startzeitpunkt der
abzusichernden Verbindlichkeit. Das Referenzalter des j-ten g-Forwards wird mit
x; fir j = 1,...,m bezeichnet, wihrend die Zeit bis zur Félligkeit mit 7 gegeben
ist. An dieser Stelle ist wichtig zu erwédhnen, dass die Laufzeit T' der zeitlich be-
grenzten Leibrenten in unserem Portfolio nicht mit der Laufzeit der j verschiedenen
g-Forwards iibereinstimmen muss, wodurch eine Unterscheidung notwendig ist und
eine Indexierung fiir die Laufzeiten der g-Forwards vorgenommen wird. Die verein-
barte Sterblichkeitswahrscheinlichkeit des j-ten g-Forwards wird durch ¢/ (z;, t;+7T5)
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beschrieben. Fiir einen Nominalwert von einer Geldeinheit ergibt sich die Auszah-
lung des j-ten g-Forwards aus Sicht des Festzins-Empfingers zum Zeitpunkt ¢:

H(], tl) _ e—r'(tz—to-‘rTj)(qf(I.j7 tI + ]”j) _ (j(l'j, tl + ’I‘]))’

wobei r den Zinssatz zur Diskontierung der Cashflows darstellt und §(x;, t;+17;) fiir
die tatsdchlich realisierte Sterblichkeitswahrscheinlichkeit ¢(x;,t; 4+ T;) steht, unter
der Annahme, dass der Fehlerterm e(x;,t; + 7;) gleich Null ist. Es ist zu beachten,
dass aus Konsistenzgriinden die Werte der g-Forwards zum Zeitpunkt ¢, betrachtet
werden, da zu diesem Zeitpunkt auch die Rentenverbindlichkeiten betrachtet werden.
Der Wert des j-ten g-Forwards zum Zeitpunkt ¢, gegeben jenen Informationen, die
zum Zeitpunkt ¢ verfiigbar sind (also die bis dahin realisierten Sterblichkeitsraten)
wird mit
Vi(t;j,tr) = E(H(j, t)|Fe), t > tr,

bezeichnet, wobei F; die verfiighare Information bis zum Zeitpunkt ¢ reprasentiert.
Fir t > t; + T; ist Vi (t;7,tr) keine Zufallsvariable mehr, da die Sterblichkeitsra-
te bereits realisiert wurde. Ebenso gilt, dass fiir einen Zeitpunkt s > ¢ (Fs mit
s > t) Vy keine Zufallsvariable darstellt. In allen anderen Féllen, also fiir F; mit
s < min(t, t; + T}) ist Vg (t; j,tr) eine Zufallsvariable. (vgl. Siu et al., 2023)

Die in dieser Arbeit vorgestellten Hedging-Strategien beriicksichtigen auch die Kos-
ten der Absicherung. Dabei wird die von der Gegenpartei (hier: dem Festzinszahler)
verlangte Risikopramie in die Forward-Mortalititsrate integriert. Zur Bestimmung
der Forward-Mortalitiatsrate fiir den j-ten g-Forward in unserem Portfolio verwenden

wir die folgende Formel:
¢ (2, tr +Ty) = (1 =Ty - €-v(wy)) - Gz, tr + Ty),

wobel ¢(z;,t;+T;) den besten Schitzwert fiir ¢(x;, t; + 1) darstellt. Dieser Schétz-
wert ergibt sich unter der Annahme, dass die Fehlerterme €(z, s) und 7(s) fiir alle
und s =t; + 1, ..., 17 + T} gleich Null sind.

Der Parameter v(z;) beschreibt die geschétzte Volatilitdt der jdhrlichen Anderungen
der Mortalitétsraten im Alter x;. Der Faktor £ > 0 reprdsentiert den Marktpreis des
Risikos und gibt die Vergiitung an, die der Festzinszahler fiir die Ubernahme des
Langlebigkeitsrisikos an den Festzinsempfinger leistet. Der Marktpreis des Risikos
wirkt sich direkt auf die Forward-Mortalitidtsrate aus, indem er die erwarteten Kos-
ten fiir die Absicherung im Rahmen des Hedging-Prozesses reflektiert. (vgl. Siu et
al., 2023)
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3.5.1 LifeMetrics Index

Wie bereits erwihnt, sind g-Forwards an einen Index gekoppelt. Die Indizes fiir
Langlebigkeits- und Mortalitatsderivate konnen dabei entweder angepasst oder stan-
dardisiert sein.

Angepasste Indizes reprisentieren die tatsichlichen Erfahrungen spezifischer Grup-
pen, die mit einer bestimmten Risikoposition verbunden sind. Dies kénnen beispiels-
weise die Versicherungsnehmer eines Lebensversicherungsvertrags oder die Mitglie-
der eines leistungsorientierten Pensionsplans sein.

Im Gegensatz dazu spiegeln standardisierte Indizes, wie der LifeMetrics Index, die
Erfahrungen einer groferen, breiter gefassten Population wider. Standardisierte Indi-
zes bieten den Vorteil, dass sie eine allgemeine Vergleichsbasis darstellen und haufig
als Grundlage fiir den Handel von Langlebigkeits- und Mortalitdtsderivaten verwen-
det werden. (vgl. Coughlan et al., 2007)

Der LifeMetrics Index wurde im Jahr 2007 von J.P. Morgan eingefiihrt. Er basiert auf
altersspezifischen Sterblichkeitswahrscheinlichkeiten bestimmter Bevolkerungsgrup-
pen und dient als Referenzinstrument fiir Langlebigkeits- und Mortalitdtsderivate.
Im Jahr 2008 fand die erste Transaktion unter Verwendung des LifeMetrics Index
statt. Seitdem hat sich der Index als Standard etabliert und wird von verschiedenen
Investmentbanken genutzt, darunter namhafte Akteure wie Credit Suisse und Gold-
man Sachs. (vgl. Siu et al., 2023)

Die folgende Tabelle zeigt ein Beispiel fiir die Konditionen eines einzelnen g-Forwards,

der zur Absicherung des Langlebigkeitsrisikos verwendet wird und den LifeMetrics

Index als Referenz enthéilt:
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Notional Amount

GBP 50,000,000

Trade Date 31 Dec 2006
Effective Date 31 Dec 2006
Maturity Date 31 Dec 2016
Reference year 2015

Fixed Rate 1.2000 %
Fixed Amount Payer JPMorgan

Fixed Amount

Notional Amount x Ficed Rate x 100

Reference Rate

LifeMetrics graduated initial mortality rate
for 65-year-old males in the reference year

for England & Wales natioanl population
Bloomberg ticker: LMQMEWG65 Index <GO>
XY7Z Pension

Notional Amount x Reference Rate x 100

Net settlement = Fixed amount - Floating amount

Floationg Amount Payer
Floating Amount
Settlement

Tabelle 1: Term Sheet eines einzelnen g-Forwards zur Absicherung des Langlebig-
keitsrisikos.

Das in Tabelle 1 dargestellte Beispiel beschreibt einen 10-Jahres-q-Forward-Vertrag,
der am 31. Dezember 2006 begann und am 31. Dezember 2016 endete. Dieser Vertrag
ist Teil einer langfristigen Absicherungsstrategie eines britischen Pensionsplans. Als
Referenzpopulation dient die Gruppe der 65-jahrigen Ménner in England und Wales,
wobei der LifeMetrics Index fiir diese Population als Grundlage fiir die Auszahlung
verwendet wird.

Bei Filligkeit des Vertrags zahlt der Festzinszahler einen Betrag an den Pensions-
plan, der proportional zu einer festgelegten Sterblichkeitsrate von 1,2000 % berech-
net wird. Im Gegenzug leistet der Pensionsplan eine Zahlung an den Sicherungsgeber,
die auf dem Referenzzinssatz basiert, welcher die tatsdchlich realisierte Sterblich-
keitsrate fiir die betrachtete Population widerspiegelt. Dieser Wert wird durch den
aktuellen Stand des LifeMetrics Index zum Falligkeitszeitpunkt repréisentiert.
Aufgrund der Verzogerung von etwa zehn Monaten bei der Veroffentlichung offiziel-
ler Daten erfolgt die Abrechnung am 31. Dezember 2016 auf Basis des LifeMetrics-
Indexwerts fiir das Referenzjahr 2015. Dieses Vertragsmodell ermoglicht eine ef-
fektive Absicherung gegen unerwartete Verianderungen der Mortalitdtsraten. (vgl.
Coughlan et al., 2007)

Die Abwicklung des g-Forward-Vertrags erfolgt bei Filligkeit auf Basis des Netto-
betrags, der proportional zur Differenz zwischen der festgelegten Sterblichkeitsrate
(dem Transaktionszinssatz) und der realisierten Referenzsterblichkeitsrate berech-
net wird. Eine positive Differenz fiihrt zu einer Zahlung vom Festzinszahler an den
Floating-Zahler (z. B. den Pensionsplan), wihrend eine negative Differenz umge-
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kehrt zu einer Zahlung vom Floating-Zahler an den Festzinszahler fiihrt.
Die folgende Tabelle veranschaulicht mégliche Szenarien fiir verschiedene Werte des

realisierten Referenzzinssatzes:

Realized Rate Fixed Rate Notional Settlement

1.0000 % 1.2000 % 50,000,000 10,000,000
1.1000 % 1.2000 % 50,000,000 5,000,000
1.2000 % 1.2000 % 50,000,000 0
1.3000 % 1.2000 % 50,000,000 -5,000,000

Tabelle 2: g-Forward Vergleiche fiir verschiedene Ergebnisse des realisierten Refe-
renzzinssatzes

Bei einer geringeren Sterblichkeit, das heifst, wenn der realisierte Referenzzinssatz
im Referenzjahr unterhalb des festgelegten Zinssatzes liegt, ergibt sich ein positiver
Abwicklungsbetrag. In diesem Fall erhilt der Pensionsplan eine Ausgleichszahlung
vom Hedge-Anbieter. Diese Zahlung dient dazu, den Anstieg des Wertes seiner Ver-
bindlichkeiten aufgrund der niedrigeren Sterblichkeitsrate zu kompensieren.
Umgekehrt, bei einer hoheren Sterblichkeit — wenn der Referenzzinssatz den festen
Zinssatz iibersteigt — ist die Abwicklung negativ. In diesem Szenario leistet der Pen-
sionsplan eine Zahlung an den Hedge-Anbieter. Dieser Abfluss wird jedoch durch den
Riickgang des Wertes der Verbindlichkeiten des Pensionsplans infolge der héheren
Sterblichkeit ausgeglichen.

Die Struktur dieser Zahlungen sorgt dafiir, dass der Pensionsplan sowohl bei stei-
gender als auch bei sinkender Sterblichkeit abgesichert ist, was die Stabilitdt seiner
finanziellen Verpflichtungen verbessert (vgl. Coughlan et al., 2007).

3.5.2 Bepreisung von g-Forwards

Die Bepreisung von g-Forwards stellt einen zentralen Aspekt in der Bewertung von
Langlebigkeitsrisiken dar. q-Forwards sind Finanzinstrumente, deren Wert auf Uber-
lebenswahrscheinlichkeiten basiert, und sie dienen vor allem dazu, Langlebigkeits-
risiken fiir Rentenversicherer und Pensionskassen abzusichern. Der Preis eines g-
Forwards hingt sowohl von den erwarteten Uberlebenswahrscheinlichkeiten als auch
von einer Risikopramie ab, die das Langlebigkeitsrisiko widerspiegelt.

Die allgemeine Formel fiir die Bewertung eines g-Forwards basiert auf der Forward-
Mortalititsrate (¢’ (z;,¢; + 7;)) und wird durch den Einfluss einer Risikoprimie
modifiziert: (vgl. Bauer et al., 2010)

FO _ e—rTj . (]f(IE],t[ + 7—,]) e fOT )\(S)ds’
wobei:
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e [{ der Preis des g-Forwards ist,
e ¢ "1 der Diskontfaktor bis zur Laufzeit 7T} ist,

e ¢/ (z;,t;+T;) die Forward-Mortalitéitsrate fiir ein Individuum im Alter z; zum
Zeitpunkt T ist,

e )\(s) den Marktpreis des Langlebigkeitsrisikos beschreibt.

¢/ bildet dabei die Basisgrofe, wihrend die Risikoprimie und Diskontierung zusitz-
liche Anpassungen zur Bewertung von Fy darstellen. Die Risikopriamie wird benétigt,
da Versicherer oder andere Marktteilnehmer fiir die Ubernahme von Langlebigkeits-
risiken eine Entschidigung verlangen.

Die Risikopriamie (A(s)) kann auf verschiedene Weisen modelliert werden, beispiels-
weise durch den Sharpe-Ratio-Ansatz oder durch einen Wang-Transform-Ansatz.
Beim Sharpe-Ratio-Ansatz wird die Risikopridmie proportional zur Volatilitdt der
Langlebigkeitsrisiken modelliert, dhnlich wie bei der Bewertung von Aktien. Dabei
wird eine konstante Sharpe-Ratio verwendet, die aus anderen Mérkten kalibriert
werden kann. Der Ansatz liefert eine proportional zur Unsicherheit wachsende Risi-
koprédmie, wodurch eine intuitive und konsistente Bewertung erméglicht wird. (vgl.
Bayraktar et al., 2009)

In der Praxis fehlt es haufig an Marktdaten fiir Langlebigkeitsderivate, weshalb
die Kalibrierung der Modelle eine Herausforderung darstellt. Um die Parameter zu
schitzen, konnten Daten aus Annuity-Mérkten verwendet werden. Empirische Ana-
lysen zeigen jedoch, dass Risikopridmien fiir Annuities moglicherweise hoher sind als
fiir Langlebigkeitsderivate, da erstere auch nicht-systematische Risiken (z. B. durch
kleine Portfolios) enthalten. (vgl. Lin & Cox, 2005)
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4 Optimierungsproblem

In der Versicherungsbranche stellt die Unsicherheit iiber den Wert der Verbindlich-
keiten innerhalb eines Jahres eine der grofiten Herausforderungen dar. Die Figen-
kapitalanforderungen eines Versicherers werden in vielen Rechtssystemen durch ein
Risikomaf bestimmt, das sich aus der Verteilung dieser Verbindlichkeiten iiber ein
Jahr ergibt. Im Rahmen von Solvency II beispielsweise sind alle Versicherer in der
Européischen Union verpflichtet, ausreichend Solvenzkapital vorzuhalten, das min-
destens dem Value-at-Risk (VaR) der Verbindlichkeiten bei einem Konfidenzniveau
von 99,5 % entspricht. Der Schweizer Solvenztest, der sich eng an das européische
Modell anlehnt, verwendet hingegen den Tail-VaR, (auch als conditional tail expec-
tion bekannt) bei einem Konfidenzniveau von 99 %.

Daher besteht unser Ziel darin, die Unsicherheit im Zusammenhang mit dem Wert
der Rentenverbindlichkeiten innerhalb eines Jahres zu minimieren. Um iiberméifige
Notation zu vermeiden, nehmen wir an, dass die Absicherung gegen Langlebigkeits-
risiken zum Zeitpunkt ¢ beginnt und dass die dafiir eingesetzten g-Forwards ebenfalls
zu diesem Zeitpunkt emittiert werden. Insgesamt gehen wir von m g-Forwards aus.
Unser Ziel erfordert, dass der Hedger einen Nominalbetrag N;; des j-ten g-Forwards
fiir y = 1, ..., m erwirbt, um die Unsicherheit der Grofe

Vot +1,N) = Vi(t+1) = > NV (t + 135, 1)

J=1

im Vergleich zur Unsicherheit von Vi (¢ + 1) zu reduzieren. Dabei bezeichnet N, =
(N1, ..., Nimt)' den Vektor der Nominalbetrége. (vgl. Siu et al., 2023)

4.1 Analyse der Momente

Zur Risikominderung betrachten wir die ersten vier Momente von Vp(t 4 1, N,), die
im Rahmen der Optimierung minimiert werden sollen. Diese Momente sind wie folgt
definiert:

1. Erwartungswert (Mittelwert):
MW(N,) = E[Vp(t + 1; N,)|F],

welcher den Mittelwert der abgesicherten Position beschreibt. Die Minimierung
dieses Moments hat das Ziel, die durchschnittlichen Kosten der Absicherung
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gering zu halten.

2. Varianz:
M (N,) = E[(Vp(t + 1; N,) — MO (N))?|F,

welche die Volatilitdt der abgesicherten Position quantifiziert. Eine geringe
Varianz reduziert die Schwankungen der Verbindlichkeiten und sorgt fiir eine
stabilere Absicherung.

3. Schiefe (Skewness):

M(3)(]\7) _ E[(Vp(t+1; Nt) — M(1)<Nt))3|ft]
o M@)(N,)3/2 ;

welche die Asymmetrie der abgesicherten Position misst. Eine Minimierung
dieses Moments verringert das Risiko von stark unausgewogenen Extremen,
insbesondere der Wahrscheinlichkeit von sehr hohen Verbindlichkeiten.

4. Kurtosis (W6lbung):

E[(Vp(t + 1;N,) — MO(N,))*|F]

) (N —
MY (N,) = M(Q)(]\?t)Q

)

welche die Dicke der Verteilungstails beschreibt. Eine Minimierung der Kur-
tosis sorgt fiir schmalere Verteilungstails, wodurch extreme Ausreifter in den
Verbindlichkeiten weniger wahrscheinlich werden.

Die gezielte Optimierung dieser Momente ermdglicht eine umfassende Risikominde-
rung, die nicht nur die Kosten und die Volatilitat beriicksichtigt, sondern auch die
Wahrscheinlichkeit und das Ausmaf extremer Ereignisse reduziert. (vgl. Siu et al.,
2023)

Die Minimierung der Schiefe (M®(N;)) und der Kurtosis (M®(N,)) ist entschei-
dend fiir eine ausgewogene Absicherung der Verbindlichkeiten. Wéhrend die Reduk-
tion des Mittelwerts und der Varianz direkt Kosten und Schwankungen kontrolliert,
zielt die Verringerung der Schiefe darauf ab, extreme positive Abweichungen in den
Verbindlichkeiten zu reduzieren. Eine geringe Kurtosis sorgt dafiir, dass die Vertei-
lungstails schmaler werden, wodurch extreme Werte unwahrscheinlicher werden.

Um die Bedeutung der Schiefe graphisch zu veranschaulichen, vergleichen wir zwei
Dichtefunktionen von skew-t-verteilten Zufallsvariablen. Beide Zufallsvariablen ha-
ben einen Mittelwert von 0 und eine Varianz von 1, jedoch unterschiedliche Schiefe-
Werte (—0,45 bzw. —0,93). Die erste Dichtefunktion mit einer moderaten Schiefe
(—0,45) zeigt eine relativ symmetrische Verteilung mit leichtem Ubergewicht in
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den positiven Tails. Im Vergleich dazu weist die zweite Dichtefunktion mit stérke-
rer negativer Schiefe (—0,93) eine deutlichere Asymmetrie auf, was das Risiko von
extremen Abweichungen verstdrkt. (vgl. Siu et al., 2023)

Full distribution

0.5 e Skewness = -0.45
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Abbildung 4.1: Dichtefunktionen zweier skew-t
Verteilungen mit verschiedenen Schiefen
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Abbildung 4.2: 99,5 % Percentil der jewei- Abbildung 4.3: 80 % Percentil der jewei-
ligen Verteilungen ligen Verteilungen

Die Auswirkungen einer Anderung der Schiefe auf die Dichtefunktion und deren
praktische Relevanz fiir die Risikominderung lassen sich anhand der Abbildungen
4.1 bis 4.3 verdeutlichen:

1. Abbildung 4.1 (Verdnderung der Dichtefunktion): Diese Abbildung zeigt, wie
sich eine Anderung der Schiefe auf die Form der Verteilung auswirkt. Eine
Schiefe ndher der Null fiihrt zu einer symmetrischeren Verteilung, wahrend
eine betragsmafig hohere Schiefe die Dichtefunktion asymmetrisch macht und
die Wahrscheinlichkeit fiir extreme Werte in einem Tail erhoht.
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2. Abbildung 4.2 (Auswirkungen auf das 99,5 %-Perzentil): In Abbildung 4.2
wird deutlich, dass eine Verteilung mit geringerer Schiefe ein niedrigeres 99,5
%-Perzentil aufweist. Dies ist aus Absicherungssicht vorteilhaft, da es darauf
hinweist, dass die Wahrscheinlichkeit extremer negativer Ereignisse reduziert
wird. Fiir einen Versicherer bedeutet dies eine geringere Kapitalbindung zur
Deckung der Verbindlichkeiten bei seltenen Extremszenarien.

3. Abbildung 4.3 (Betrachtung des 80 %-Perzentils): Abbildung 4.3 verdeutlicht
jedoch auch, dass eine geringere Schiefe nicht immer von Vorteil ist. Beim
Vergleich des 80 %-Perzentils zeigt sich, dass die Verteilung mit hoherer Schiefe
in diesem Bereich bessere Eigenschaften aufweist, da die Wahrscheinlichkeit fiir
moderate negative Abweichungen geringer ist. Dies konnte in Féllen vorteilhaft
sein, in denen solche Abweichungen fiir den Versicherer weniger kritisch sind.

Ein dhnlicher Zusammenhang wie bei der Schiefe zeigt sich auch bei der Kurtosis.
Die in dieser Arbeit verwendeten Verteilungen wurden mit dem R-Package sn von
Adelchi Azzalini generiert, wobei die Funktion dst zur Erstellung der Dichtefunktion
einer skew-t-Verteilung herangezogen wurde. Diese Funktion erfordert vier Parame-
ter: einen Lageparameter, einen Varianzparameter, einen Parameter fiir die Schiefe
sowie einen Parameter fiir die Freiheitsgrade (degrees of freedom).

Ein direkter Parameter zur gezielten Einstellung eines spezifischen Kurtosis-Wertes
existiert jedoch nicht. Stattdessen kann die Kurtosis durch die Wahl der Freiheits-
grade beeinflusst werden. Niedrige Werte der Freiheitsgrade fithren zu einer hoheren
Kurtosis. Mit zunehmendem Wert der Freiheitsgrade ndhert sich die Verteilungs-
funktion hingegen einer Normalverteilung an, die eine Kurtosis von 3 aufweist.

Full distribution
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Abbildung 4.4: Dichtefunktionen zweier skew-t
Verteilungen mit verschiedenen Kurtoses
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Abbildung 4.5: 99,5 % Perzentil der je- Abbildung 4.6: 80 % Perzentil der jewei-
weiligen Verteilungen ligen Verteilungen

In obigen Abbildungen werden erneut zwei Dichtefunktionen von skew-t-verteilten
Zufallsvariablen dargestellt, die sich ausschliefslich in den Freiheitsgraden unterschei-
den. Es ist ersichtlich, dass eine hohere Kurtosis zu einem deutlich gréfieren 99,5-
%-Perzentil fithrt. Betrachtet man jedoch das 80-%-Perzentil, unterscheiden sich die
jeweiligen Werte nur geringfiigig. (vgl. Siu et al., 2023)

Ahnlich wie bei der Schiefe ist eine Minimierung der Kurtosis daher von Vorteil,
insbesondere wenn der Fokus auf den dufseren Bereichen der rechten Verteilungstails
liegt. Die Reduktion der Kurtosis kann die Wahrscheinlichkeit extremer Werte sen-
ken und trdgt somit dazu bei, die Unsicherheit in den Verbindlichkeiten besser zu

kontrollieren.

4.2 Polynomial goal programming

Polynomial Goal Programming (PGP) ist eine Technik des Zielprogrammierens,
die bei der Losung von Entscheidungsproblemen eingesetzt wird, wenn mehrere,
hiufig konkurrierende Ziele verfolgt werden und die Beziehungen zwischen diesen
Zielen oder den Entscheidungsvariablen nicht-linear sind. Ziel solcher Modelle ist
es, die Summe der gewichteten Abweichungen von einer Reihe vorab definierter und
hierarchisch geordneter Ziele zu minimieren.

Ein zentrales Element von PGP-Modellen ist die Gewichtung der Ziele, da sie die
Préaferenzen des Hedgers widerspiegelt. Die Wahl der Gewichte beeinflusst daher
mafkgeblich die Ergebnisse der Optimierung und deren praktischen Nutzen. Das
Losen von PGP-Modellen erfordert den Einsatz spezialisierter Software. In dieser
Arbeit wurden samtliche Optimierungsverfahren in der Programmiersprache R im-
plementiert. (vgl. Deckro & Hebert, 1988)
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Um die Rahmenbedingungen unseres Optimierungsproblems zu definieren, legen wir
zunéchst fest, dass
Nj,t > O,j = ]., e, m.

Diese Nebenbedingung stellt sicher, dass der Hedger die Position des festverzinsli-
chen Empfingers einnimmt und somit keine Leerverkidufe von g-Forwards zuléssig
sind.

Zusétzlich fordern wir, dass

D NGEVE(t+1;5,1)|[F] < C-EVL(t + 1)|F.
Jj=1

Diese Nebenbedingung beriicksichtigt ein Budget C, das dem Hedger fiir die Absi-
cherung zur Verfiigung steht. Der Wert von C' wird als ein Bruchteil des Wertes der
Rentenverbindlichkeiten definiert, wodurch sichergestellt wird, dass die Absicherung
im Verhiltnis zu den verfiigbaren finanziellen Mitteln erfolgt.

Das vollstdandige Optimierungsproblem kann unter Beriicksichtigung der beschrie-
benen Zielsetzungen und Nebenbedingungen vorerst wie folgt formuliert werden:

minimiere: M®O(N,),i=1,2,3,4

Nebenbedingungen: N,, >0,7=1,...m
Sy NyEVa(t+ 155, 0)|F] < C-E[VL(t + 1)|F]

Um das Optimierungsproblem mithilfe von Polynomial Goal Programming (PGP)
zu 16sen, werden die vier Ziele in einer aggregierten Zielfunktion zusammengefasst.

Um die Zielfunktion fiir das Polynomial Goal Programming (PGP) zu formulieren,

definieren wir zunéchst einige zentrale Grofen:

1. Referenzlosung fiir jedes Moment: M (i) bezeichnet die optimale Lisung des
Teilproblems, das sich ausschlieflich auf das i-te Moment konzentriert, fiir
1 = 1,2,3,4. Diese Referenzwerte dienen als Benchmark zur Bewertung der

Abweichungen.

2. Abweichungsmetrik: Um die Abweichung zwischen dem Wert M@ (N,) eines
Moments und der entsprechenden Referenzlosung M® zu messen, verwenden

wir den normierten Ausdruck:
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Diese Metrik gibt die relative Abweichung an und ermdoglicht eine vergleichbare
Bewertung iiber die verschiedenen Momente hinweg.

3. Gewichte: Die Gewichtungsfaktoren \;,7 = 1,2, 3,4, spiegeln die Priferenzen
des Hedgers wider. Ein hoherer Wert von \; zeigt an, dass das entsprechende
Moment fiir den Hedger von groferer Bedeutung ist. Diese Werte werden vor
Beginn der Optimierung festgelegt und sind entscheidend fiir die Priorisierung
der Ziele.

4. Zielvariablen: Mit g; bezeichnen wir die Zielvariable, die die Abweichung von
M@ (N,) im Vergleich zu M® misst. Diese Groke beschreibt, um wie viel
grofer der Wert von M (i)(ﬁt) im Vergleich zur Benchmark ist.

Mit diesen Definitionen lisst sich eine PGP-Zielfunktion formulieren, die alle vier
Momente beriicksichtigt, wihrend die Gewichtungen \; die Priferenzen steuern. Die
Zielgroken g; ermoglichen eine direkte Messung und Steuerung der Abweichungen,
sodass das Optimierungsproblem sowohl flexibel als auch auf die spezifischen Anfor-
derungen des Hedgers zugeschnitten ist.

Das beschriebene Optimierungsproblem wird im Rahmen des Polynomial Goal Pro-
gramming (PGP) folgendermafen formuliert:

miimiere: Mzt + dol |+ Dl | + Ml s

Nebenbedingungen: N;, > 0,5 =1,....m
MO(N) —gi =MD i=1,234
> o NVt + 155, 0)| 7] < C-E[VL(t + 1)|F]
gi>0,1=1,23,4

Die Zielfunktion kombiniert die gewichteten Abweichungen der vier Momente M@ (N,)
von den jeweiligen Referenzwerten M@, Die Gewichtungen \; steuern dabei die
Prioritét, die der Hedger jedem Moment zuweist.

Die Nebenbedingungen lassen sich folgendermafen erldutern:

1. Die erste Nebenbedingung stellt sicher, dass der Hedger die Rolle des Empfan-
gers des festen Zinses iibernimmt, indem die Nominalbetriage der g-Forwards
nicht negativ sind.

2. Die zweite Bedingung koppelt die Abweichung g; mit dem Moment M@ (N,)
und dessen Benchmark M.

3. Die dritte Nebenbedingung begrenzt die Kosten des Hedge-Portfolios durch
das verfiigbare Budget C, das als ein Bruchteil des Wertes der Rentenverbind-
lichkeiten definiert ist.
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4. Die letzte Bedingung stellt sicher, dass die Abweichungen g; nicht negativ sind,
sodass die Referenzlosungen M® die bestmdglichen Werte darstellen.

Die Losung dieses Optimierungsproblems liefert die optimalen Nominalbetrage vat
fiir 5 = 1,...,m, die in das Hedge-Portfolio aufgenommen werden sollen, um die
Unsicherheit der Rentenverbindlichkeiten effektiv zu reduzieren.
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5 Analytische Herleitung der Ausdriicke

In diesem Abschnitt wird der mathematische Hintergrund der bisher definierten
Ausdriicke niher beleuchtet. Dazu gehéren sowohl die Approximation verschiedener
Terme, beispielsweise mithilfe von Simulationen, als auch die analytische Herleitung,
wenn der Aufwand fiir Simulationen unverhéltnisméfig hoch ist. Ziel ist es, die ver-
wendeten Methoden und deren Anwendung im Kontext des Modells systematisch

darzustellen.

Zunichst betrachten wir den Vektor

welcher die Zufallsvariablen fiir den Wert der Rentenverbindlichkeiten und der Hedging-
Instrumente beschreibt. Fir diesen Vektor definieren wir die Momente bis zur vierten

Ordnung wie folgt:

My ={piz:i=1,...,m+ 1}, (Erwartungswerte),
Vi=Aoyr:4,7=1,...,m+1}, (Varianzen und Kovarianzen),
St = {Sijus : 4, j,u=1,...,m+1}, (dritte Momente),
Ky =A{kijuvy 14, jyu,v=1,...,m+ 1}, (vierte Momente).

Diese Momente beschreiben die zentralen statistischen Eigenschaften der betrachte-
ten Zufallsvariablen und sind fiir die Berechnung der Zielgréfsen sowie die Optimie-
rung des Hedge-Portfolios essenziell.

Mithilfe der Momente M;,V;, S;, K; lassen sich nun die Formeln fiir die Momente
M(i)(ﬁt),i = 1,2, 3,4 ableiten. Diese beschreiben die Eigenschaften der abgesicher-
ten Position Vp(t 4 1; N,):

m+1

MO <]\7t> ) [VP (t + 1; ]\7,:) | ft] = Z Wit it
i=1

M@ ( 1)

m-+1m+1

. . 2
B [(Ve (1 258) - 00 (8)) 1 5] = 303 wnains

=1 j=1
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E [(vp (t+1:5) - MO (Nt>>3 | ;}
(o (5))"

Zm+1 Zm+1 z;nil w tw] tWy tSZJu t

3/2
m+1 m+1
(w0

und schliefllich

= = 4
E {(vp (t+18N) - MO (N,)) | ]-“t]
M(4) <]\7t) — 2
(210 (%))
ZmH Zerl Zerl ZZH; wi,twj,twu,twv,tkijuv,t

2
m+1 m+1
(S oy i)

)

Hierbei sind die Gewichte w;,; definiert als:

wig=1lund wjy =—N;_; fiiri=2,... m+ 1.

Die oben angegebenen Formeln verdeutlichen, dass die Werte der Momente M;, V;, S, K;

eine entscheidende Rolle bei der Minimierung der Zielgréften M(i)(ﬁt),i =1,2,3,4
spielen. Eine Moglichkeit, diese Werte zu bestimmen, besteht darin, Simulationen
durchzufiihren. Allerdings bringt diese Methode erhebliche Herausforderungen mit
sich, da die Simulationen verschachtelt durchgefiihrt werden miissen.

Konkret erfordert die Simulationsmethode zunichst die Generierung einer grofen
Anzahl von Simulationen fiir die Sterbewahrscheinlichkeiten ¢(z,t), was in unse-
rem Modell die Simulation verschiedener Werte von 7j(t) umfasst. Fiir jede dieser
77(t)-Simulationen miisste anschliefend erneut eine grofe Anzahl an Simulationen
durchgefiihrt werden, um die Momente M,;,V,, S;, K; zu berechnen. Der damit ver-
bundene Rechenaufwand wire enorm und koénnte die praktische Anwendbarkeit des
Modells erheblich einschrinken.

Um diesen hohen Aufwand zu vermeiden, wird in dieser Arbeit ein analytischer
Ansatz gewdhlt. Ziel ist es, geschlossene Formeln fiir die Werte von M,;, V;, Sy, K;
herzuleiten. Dieser Ansatz erlaubt eine effiziente Berechnung der Momente, ohne auf
zeitaufwandige Simulationen angewiesen zu sein. Dabei werden die mathematischen
Eigenschaften des Modells genutzt, um prézise und verlassliche Ausdriicke fiir die
benotigten Werte zu entwickeln. (vgl. Siu et al., 2023)
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5.1 Approximierte Ausdriicke

Fiir die Berechnungen der Momente M;, V;, S;, K; werden approximierte Ausdriicke
fiir L und H(j,t) verwendet, um die Komplexitit der Berechnungen zu reduzieren.
Fiir die Herleitung der Ausdriicke wird auf Ergebnisse von Siu et al., 2023 verwiesen,
welche in diesem Abschnitt nochmals zusammengefasst werden. Dabei werden die
zugrunde liegenden Definitionen der beiden Gréfen erneut in Erinnerung gerufen:

e [ reprisentiert die Summe der zum Zeitpunkt ¢y diskontierten Cashflows pro
Vertrag in unserem Portfolio. Diese Grofe gibt den aktuellen Wert der zukiinf-
tigen Rentenzahlungen basierend auf den Uberlebenswahrscheinlichkeiten der

Versicherten wieder.

e H(j,t) bezeichnet die Auszahlung des j-ten g-Forwards aus der Perspektive
des Empfingers mit festverzinslichem Zinssatz zum Zeitpunkt .

Um L zu approximieren, verwenden wir eine Taylorentwicklung erster Ordnung, die
um die Innovationsvektoren 7j(t + 1), ...,7(ty + T') zwischen den Zeitpunkten ¢ + 1
und dem Endzeitpunkt unserer Rentenverbindlichkeiten ¢y + 1" expandiert wird. Die

Approximation von L ergibt sich somit zu:

wobei die einzelnen Terme wie folgt definiert sind:

o 1=E®(s)|F)=0firs=t+1,... t,+T,

e L ist der Wert von L, der berechnet wird, indem die realisierten Werte von
iito), . .., 7j(t) verwendet werden und angenommen wird, dass 7j(s) = 7(s) = 0
firs=t+1,...,tg+ T,

e 0L/01(s) bezeichnet die partielle Ableitung von L nach 7(s), berechnet unter
der Verwendung der realisierten Werte von 7(to), ..., 7(t) und der Annahme
fu)=n(u) =0firu=t+1,... t+7T.

Der Wert von L gegeben jenen Information bis zu einem Zeitpunkt ¢ + 1 lasst sich
unter Verwendung der Taylor-Approximation und der bedingten Erwartung wie folgt

darstellen:

Vi(t+1) = E(L|Fr) = Vit +1) := E(I| Fopa) = L+ (%) 7t +1).
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Hierbei wird ausschliefslich auf 77(t4 1) Bezug genommen, da die bedingte Erwartung

von 7j(s) fiir s > t + 1 ein Nullvektor ist und 77(t + 1) zum Zeitpunkt ¢ + 1 bereits
bekannt ist. Die Schwierigkeit liegt dabei in der Herleitung des Ausdrucks 677@ =
Zur Erinnerung: L beschreibt die abgezinste Summe der zukiinftigen Cashflows eines

Rentenportfolios und wird wie folgt definiert:

u

L=>Y (e ]]b+sto+s),

s=1

wobei p(x + s,to + s) die Uberlebenswahrscheinlichkeit repriisentiert.
Es ist dabei entscheidend, dass p(z + s,to + s) nur von 7j(t + 1) abhéngt, wenn
s <t —ty+ 1. Daraus ergibt sich fiir -=2&

F(t+1) "
oL d 0 “
—_— = e ——— plx+s—1,tg+s)|.
a(t + 1) uzgﬂ ot + 1) (11 ( 0 )>

Die Ableitung des Produktterms lautet (Produktregel):

0 e
m <1j[1p(x+3—1,to+s)>

_ i op(z+s—1,tg+s)
on(t+1)

Hﬁ(x+w—1,to+w).

s=t—to+1
wH#Ss

Setzt man die Ableitung von p(z,t) nach 7(t + 1) ein, ergibt sich:

0 o
m (Hp(x—l—s—l,to—l—s))

i Op(x+s—1,tg+5) 0j(x + s — 1,tg + 5) 1=
0y(x +s— 1,19+ s) on(t+1)

plr+w—1,ty + w).
s=t—to+1

Hierbei ist zu beachten:

e y(x,t)ist das Alter-z-bezogene Element des Beobachtungsvektors /() aus der
Beobachtungsgleichung.

e ¢(x,t) bezeichnet den Wert von y(z, t), wenn der Innovationsvektorfehler e(z, t)

auf null gesetzt wird.

Die Herleitung der partiellen Ableitungen aus den Modellen und ihrer Struktur
erfordert prézise Ausdriicke, um die Berechnungen konsistent zu gestalten. Zunéchst
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betrachten wir die partielle Ableitung von

Op(x +s—1,tg+ s)
Iy(x+s—1,tg+s)

Diese Ableitung ist modellabhéngig und ergibt sich beispielsweise:
1. Im Lee-Carter-Modell (y(z,t) = log(m(x,t))):

Op(x +s—1,t)+ s)

— plrt+s—1,to+5) 7 1t
995 —Liots) plx+s—1,tg+s) -m(x+s—1,t+ s),

wobei m(z,t) die Sterblichkeitsrate beschreibt.
2. Im Cairns-Blake-Dowd-Modell (y(z,t) = log(q(z,t)/(1 — q(x,1)))):

Opla +5—1,t+5)
0y(x + s — 1,19+ s)

= —p(z+s—1Ltg+s) Ge+s—1t+s),

wobei §¢(z,t) die Sterbewahrscheinlichkeit bezeichnet.
Fiir die partielle Ableitung

0y(z+s— 1,10 + s)
on(t+1)

betrachten wir die Struktur von g(x,t), welche im Zustandsraummodell dargestellt

werden kann als:
gx+s—1tg+s)=dlx+s—1)+Blx+s—1,-) - d(to + s).

Die Zustéinde d(ty + s) lassen sich iiber die Ubergangsgleichung ausdriicken:

to+s—t

Alto +s) = AT ra(t) + ( Y AT E gt w))) :
w=1

wobei A die Ubergangsmatrix und ¢ der Driftterm ist.
Setzt man dies nun in die Gleichung fiir y ein, ergibt sich:

to+s—t
J(z+s—1,to+s) = d(z+s—1)+B(z+s—1, ) (Ato+8—ta(t) + O AT 4 w)
w=1
wobei d(z + s — 1) unabhéngig von 7j(t 4 1) ist.
Daraus folgt fiir die partielle Ableitung:
Oz +s—1tg+s)  OBa+s—1,-) (Culy At + w))

ot + 1) N ot +1)
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Da es sich hierbei um eine Zeilen-Vektor-Multiplikation handelt, ergibt sich der
transponierte Ausdruck:

0y(x +s—1,t9+s)

o - A Atot+s—t—1Y)/
a 1) = (Blz+s—1,-)4 )

oL .

Damit gilt fiir LS

oL T ( u
— = Z e ™ Z —plx+s—1,tg+s)-m(z+s—1,tg+s)
an(t + 1) u=t—to+1 s=t—to+1
(Bl +s—1, ')Atﬁs’t’l), H plr+w—1,t + w)) ,
w=1
wH#S

wenn das Lee-Carter-Modell verwendet wird und

oL ! ( :
= S e S e s - Litg+s)-dlads— Litg+s)
07](15 + 1) u=t—to+1 s=t—to+1

(Bla+s—1,)A ) T e+ w = 1,1 +w>>,
w=1
WH#S

wenn auf das Cairns-Blake-Dowd-Modell zuriickgegriffen wird.

Der Wert H(j,t), welcher die Auszahlung des j-ten g-Forwards zum Zeitpunkt ¢
in unserem Hedge-Portfolio darstellt, kann fiir einen Zeitpunkt ¢t > ¢y mithilfe einer
Approximation iiber eine Taylorreihe erster Ordnung dargestellt werden. Die Appro-
ximation erfolgt um die Innovationsvektoren 7j(t 4+ 1), ..., 7(t + 1), die den Zeitraum
zwischen t+ 1 und der Falligkeit ¢+ 7} des j-ten q-Forwards umfassen (7} beschreibt
wieder die Maturitit des j-ten g-Forwards). Dies fiihrt zu folgender N&herung:

t+T; aH(t) /
. . o . j) — N
H(j,t) = h(j,t) := H(j,t) + ik VA 14 s) —0(s)),
(5:8) ~ h(3.8) == G }( S (i) = i)
firj=1,...,m.
Dabei gilt:

1. Erwartungswert der Innovationsvektoren:

Fiir s = t+1,...,t+17]} ist die Erwartung der Innovationsvektoren ﬁ(s) definiert

als:
i(s) = E(ii(s)| F) = 0.
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2. Basiswert H(j, 1):
Der Wert H(j,t) ist der Wert von H(j,t), wenn alle zukiinftigen Innovations-
vektoren gleich ihrem erwarteten Wert sind, d. h., wenn 7j(s) = ﬁ(s) = 0 fiir
s=t+1,..,t+1T].

3. Partielle Ableitungen:

Die Terme 0H (j,t)/07(s) stellen die partiellen Ableitungen von H(j,¢) nach
den Innovationsvektoren 7j(s) dar, berechnet unter der Annahme, dass 7j(u) =
A(u) = 0 fiir u =t + L., t+1T;.

Fiir den Wert des j-ten g-Forwards im Hedge-Portfolio gegeben jenen Information
bis zu einem Zeitpunkt ¢ 4+ 1 ergibt sich folgende Darstellung:

Vi(t+1;4,t) = E(H(j,t)|Fis1)
E

Q

(h(5, )| Frs1)

OH(j, 1)\ .
—877(25 n 1)) 7t + 1).

H(j,t)+(

Hierbei wird ausschlieflich auf den Innovationsvektor 7j(t + 1) Bezug genommen.
Dies liegt daran, dass die Erwartung von 7j(s) fiir s > ¢ 4+ 1 ein Nullvektor ist und
7j(t + 1) zum Zeitpunkt ¢ 4+ 1 bereits bekannt ist.

OH (j,t)
ai(t+1)

Die Herausforderung bei der Berechnung liegt im Ausdruck Zur Herleitung

sei die Formel fiir H(j,t) wie folgt in Erinnerung gerufen:
H(]a t) - e_r‘(t_to—i_Tj)(qf(xja t+ T’]) - Cj(xja t+ T‘J))>

wobei ¢/ (z,t+Tj) die Forward-Mortalitéitsrate, G(z;,t+T;)) die geschiitzte Morta-
litatsrate darstellt (also wenn der Fehlerterm vernachléssigt wird) und z; beschreibt
wieder das Referenzalter des j-ten g-Forwards.

Die partielle Ableitung von H(j,t) nach 7j(t + 1) ergibt sich als:

0H(j,t) 0

ot +1) ot +1) (€7T-(t7t0+Tj) (qf(:(:j,t—i— 1) — gzt + TJ))) _

Da ¢ (z;,t + T;) unabhiingig von 7j(t + 1) ist, bleibt:

OH(Gt) _ ey 04(z5,t +T)

ot + 1) on(t+1)
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Die Ableitung von §(x;,t + 1j)) wird durch die Kettenregel weiter zerlegt:

(j(fbj,t—f-T}) _ aQ(x]at—'—ij) . 8@(1‘],'[5—}-7})
T 1) Oyt T,)  ont i)

Die partielle Ableitung von ¢(z;,t + T;) nach g(z;,t + ;) héngt vom gewihlten
Mortalitdtsmodell ab:

1. Im Lee-Carter-Modell (y(x,t) = log(m(x,t))):

0q(xj, t +1;5) .
IR T 2G) S 44T (st + T
ag(l‘],t‘i_j}) p(x.]7 + ]) (x.]7 + .])7

2. Im Cairns-Blake-Dowd-Modell (y(z,t) = log(q(z,t)/(1 — q(z,1)))):

04z, t +T5) -
AR V= T - L+ T,
Gy Ty Pt + 1) - aw; t+T5)

Um die zweite partielle Ableitung % zu bestimmen, nutzen wir die Darstel-

lung von y(z;,t + 1;) in Abhédngigkeit von 7j(t + 1):

7
Glaj t+Ty) = dx)) + Blay, ) | Awta() + Y AB2q(t + w)
w=1
Die Ableitung ergibt:
0y(x;, t+T;
y({]’ + J) _ B([L’j,-)ATj_l.
ot + 1)
Der Ausdruck fir ggt(ﬁ)) lautet damit:
a_{{(j’ t) _ _e—r-(t7t0+Tj) . a(z(xj’ L+ TJ) . B(l’j, .)Aijl’
ot +1) oy(z;,t +Ty)

wobei die partielle Ableitung auf der rechten Seite der Gleichung vom zugrunde
liegenden Mortalitdtsmodell abhéngig ist.

5.2 Momente der Skew-t Verteilung

Um die Werte von My, Vi, Sy, K; herzuleiten, ist es ebenfalls notwendig, die Momen-
te der multivariaten Skew-t-Verteilung zu berechnen. Diese Verteilung wurde von
Azzalini und Capitanio eingefiihrt. Zur Erinnerung verwenden wir die Notation

— —

Y ~ Stn(gv Qa 57 V)a
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um einen n-dimensionalen Zufallsvektor zu beschreiben, der einer multivariaten
Skew-t-Verteilung folgt. Dabei sind:

. 5 der Location-Parameter,
e (: der Dispersionsparameter,
e (: der Schiefeparameter,

e v: die Freiheitsgrade der Verteilung.

Obwohl Azzalini und Capitanio die Darstellung der Momente beschrieben haben,
gehen sie dabei von E = 0 aus. In unserem Kontext ist diese Annahme jedoch nicht
zwingend erfiillt. Daher verwenden wir zunéchst die Berechnungen von Azzalini und
Capitanio fiir die Momente unter der Voraussetzung 5 — 0, um anschliekend die
entsprechenden Momente fiir 5 + 0 herzuleiten (vgl. Azzalini & Capitanio, 2003).

Die Berechnung der Momente der multivariaten Skew-t-Verteilung fiir den Fall 5 # 0
wird hier aus Platzgriinden in verkiirzter Form dargestellt. Die detaillierten Herlei-
tungen und Vereinfachungen sind in Appendix A bei Siu et al. (2023) angegeben.
Unter der Annahme 5 = 0 kann der Zufallsvektor ¥ wie folgt dargestellt werden:

Y=+ W22,

wobei
o W = x2/v eine Zufallsvariable mit einer x-Verteilung und v Freiheitsgraden
ist,
e 7 ein von W unabhéngiger Zufallsvektor ist, der einer multivariaten Skew-
Normalverteilung folgt mit
— Location-Parameter E =0
— Dispersionsparameter (2
— Schiefeparameter 5

Sei nun E(™) ()? ) das m-te Moment eines generischen Zufallsvektors X. Fiir den Fall
E — 0 lassen sich die Momente von Y durch folgende Beziehung ausdriicken:

EM(Y) = E(W™?E™)(2),
wobei

v/2)"°L((v —m)/2)
[(v/2)

E(W /%) = (

und I' die Gammafunktion bezeichnet.
Fiir die ersten vier Momente von Z gilt:
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Das erste Moment:

Das zweite Moment:

®
o
&
0
o
=
=
—+
@
=
o
=
@
=
4

Das vierte Moment:

EW(Z) =R(ZZ'07Z'97Z') = vec(Q) @Q+Q(I,@vec(Q)+Q1, (vee(Q) ©1,) (1,2U).

Hierbei ist L

AQE
(1+7Q0)12
wobei  die Korrelationsmatrix von € darstellt. Das (4, j)-te Element von Q wird
durch w; j/ VWiilj berechnet und mit ® wird das Kronecker-Produkt bezeichnet.
Weitere verwendete Grofen sind:

5:

e [,: die n X n-lIdentititsmatrix,

e U: eine n? x n2-Matrix, die die Permutationsmatrix, die einer n x n Matrix
zugeordnet ist, darstellt.

Die Permutationsmatrix U ist definiert durch die Eigenschaft, dass fiir eine generi-
sche Matrix X gilt:
vec(X') = Uvec(X).

Diese Momente dienen als Grundlage fiir die Herleitung der entsprechenden Momen-
te von Y im Fall £ # 0. (vgl. Azzalini & Capitanio, 2003)

Nachdem wir die Momente fiir den Fall E = 0 dargestellt haben, sollen nun die
Momente fiir 5 # 0 hergeleitet werden. Fiir das erste Moment ergibt sich:

EW(Y) =+ EW VE(Z).
Durch Einsetzen der entsprechenden Ausdriicke erhalten wir:

BO(T) = £ L
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Anschliefend betrachten wir das zweite Moment von Y im Fall £ # 0:

Durch schrittweises Ersetzen und Umformen ergibt sich:
E@(Y)=E(W YHYE(ZZ') — E(W?)?E(Z)E(Z).
Durch Einsetzen der Momente fiir é’ = 0 lautet das Ergebnis:

v o v (T((v=1)/2)\* AQCQA
o2 (Mo )H&s‘zi'

E®(Y) =

v—2 us
Fiir das dritte Moment von Y ergibt sich:
E®) (17 - E(?)) —E [(? - E(?)) YV -EY) @ (Y - E(?))’] .

Nach Einsetzen und Vereinfachungen erhalten wir:
E®(Y)=E (W—%) E (22’ ® Z’) +9 (E (W—5>)3 (E(Z)E(Z)’ ® E(Z)’)
—EWE(W) (E(EZ)Z ©Z) +E(ZE(Z) © Z) +E (27 2 B(Z)) ).

Im weiteren Verlauf werden zusétzliche Terme benétigt, um das dritte Moment von
Y auszudriicken. Dabei gelten die folgenden Relationen:

E(B(Z)7 ®7) =E(Z) o ve (E (7)),
E (ZE(Z)’ ® Z) ~E (Z’) S E (ZZ) ,
E(77 «E(2)) =E(27) e E(2).

Mit diesen Zusammenhéngen ldsst sich das dritte Moment von Y schlieRlich wie

folgt formulieren:

EG(Y —E(Y)) =E (W—%> E (ZZ ® Z) ( ( )) ( E(Z)E(Z) ®1E(Z)')
~E(W)E (W) (B(2) @vee (B (Z7))

+E<Z’)®E(ZZ’) IE( ) Z)

Die Terme E(W~2), E(W ') und E(W~2) stammen dabei aus den bereits bekann-
ten Formeln fiir die Momente der Verteilung von Y im Fall E =0.
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AbschlieRend wird das vierte Moment von Y fiir den Fall E # 0 betrachtet. Die
Herleitung erfolgt analog zur Berechnung des dritten Moments, weshalb hier auf ei-
ne ausfiihrliche Darstellung der Zwischenschritte verzichtet wird. Das vierte Moment

ergibt sich zu

Ky =E(Z)E(Z)Y @ B(Z) @ E(Z)'.
Die Terme E <W*%> JE(W™1),E (W*%> und E (W2) sowie E(Z), E (ZZ’) E Z<3>)
und E (Z(4)> werden mithilfe der oben hergeleiteten Formeln fiir den Fall Ez 0 be-

rechnet.

5.3 Analytische Herleitung der Momente M;,V;, S; und K,

In diesem Abschnitt werden die analytischen Formeln fiir M;, V;, S; und K; hergelei-
tet. Hierzu betrachten wir V(¢ + 1) und Vj, (¢ + 1; j,t) als Nidherungen fiir V(¢ + 1)
bzw. Vi (t + 1;4,t) fiir j = 1,...,m. Der betrachtete Zufallsvektor lautet:

Vit + 1), Vi (t + 1;1,8), ..., Vi(t + 15m, t)).

Unter der Annahme, dass das zugrunde liegende Mortalitdtsmodell n Innovations-
komponenten besitzt (entspricht der Linge des Innovationsvektors 7j(t) zu einem
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Zeitpunkt t), lassen sich Vi(t + 1) und V(¢ + 1; j, ) wie folgt darstellen:

Vi(t+1) =L+ i (Dr(0,t +1) - mi(t + 1))
k=1
und

Vit +15,t) = H(j,t) + > (Di(it+1) -t + 1)), j=1,...,m,
k=1

wobei die Ableitungen definiert sind als:

oL
D0t +1)= —
k(0,4 1) At + 1)
und OH(j,1)
. J7 .
Di(jt+1)= — D7 a1y,
K, t+1) o Lo

Wie in Kapitel 3 erlautert, wird fiir die Verteilung der Innovationsvektoren von einer
Skew-t-Verteilung ausgegangen, das heifst, n(t + 1) ~ Stn(g, Q, 5, v). Mithilfe dieser
Verteilungsannahme und der obigen Gleichungen konnen die ersten vier Momente
des Zufallsvektors (Vj(t+1), Vi (t+1;1,1),..., Vi (t+1;m,t))" berechnet werden. Dies
ermoglicht die Bestimmung der Werte fiir M;, V;, S; und K.

Fiir die Bestimmung von M, betrachten wir die bedingten Erwartungswerte E[V;(¢+
1)|F] und E[V,(t + 1;7,t)|F;]. Basierend auf diesen bedingten Erwartungswerten
wird M; durch den Vektor (j}, ﬁ(l, t),... ,[—A[(m, t)) approximiert. Die einzelnen Ele-
mente dieses Vektors konnen dabei analytisch berechnet werden.

Fiir die Bestimmung von V; approximieren wir die Werte von o;;; (dem (i, j)-ten
Eintrag von V;) mit

Oijt ~ Cov (Z (Dkl(z - 17t+ 1) ’ 77k1(t+ 1)) ) Z (DkQ(j - 17t+ 1) ﬁkz(t+ 1)) ‘Ft)
ki=1 ko=1

= Z ZDk‘l(z_ 1at+ 1) Dk‘Q(.] - 17t+1) - Cov (77161(t+ 1)ank2<t+1)|]:t)a

k1=1ko=1

fir 5,7 = 1,2,...,m + 1. Dabei kann Cov(n, (t + 1), nx,(t + 1)|F;) analytisch be-

stimmt werden.
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Die Approximation der Eintrége s;;,; von S; erfolgt mit

Siju,t ~ E (Z (Dkl(l - 1’t + 1) ’ Ukl(t + 1)))
k1=1
ko=1
' <Z (Dk:s(u - 1’t+ 1) ’ 77k3(t + 1))) E]

=Y > > Dy (i—1,t+1)-Dy,(j — Lt + 1) Dy, (u—1,t +1)

k1=1ko=1k3=1
B (1 (¢ 4 D)y (8 + Dy (£ + 1) | F2)

firi,j,u=1,2,...,m+ 1. Dabei wird E(ng, (t + 1)nk, (t + 1)m, (¢ + 1)|F2) analytisch
berechnet.

Die Approximation der Eintrége k;j,, von K; erfolgt mit

ki=1

kijuv,t ~E

. (Z (D1, (j — 1,t+1)'77k2(t+1>))
ko=1
: (Z (Dpy(u—1,t+1) -nkg(t+1))>
( n (Dk4(v—1,t+1)'77k4(t+1))> ft]

= Zn: Zn: i Zn:Dkl(’i—1,t+1)‘Dk2(j—1,t+1)'Dks(u—l,t+1)

k1=1ko=1 k3=1 k4=1
’ Dk4(v —1,t+ 1) K (77761(75 + 1)77k2(t + 1)nk3(t + 1)77k4(t + 1)|~’T_;t) )

fir i, j,u,v =1,2,...,m+ 1. Dabei wird E(ng, (¢ + 1)ng, (t + 1), (t + 1), (¢ + 1) | F2)
analytisch berechnet.

43



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

6 Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt werden exemplarische Anwendungsfille des zuvor beschriebe-
nen Modells préasentiert. Ziel ist es, sowohl die Stirken als auch die Schwéchen des
Modells aufzuzeigen. Nach umfangreichen Tests wurde deutlich, dass die Leistungs-
fahigkeit des Modells stark von den zugrunde liegenden Daten abhingt. So treten
beispielsweise Schwierigkeiten bei der Anwendung auf historische Daten aus Oster-
reich auf, wilhrend das Modell bei der Analyse von Daten aus England und Irland

sehr gute Ergebnisse liefert.

6.1 Dataset

Die fiir unsere Analysen verwendeten Daten stammen aus der Human Mortality
Database (HMD), einer der weltweit filhrenden wissenschaftlichen Datenquellen zur
Sterblichkeit in Industrielandern. Die HMD bietet freien Zugang zu umfassenden
und qualitatsgepriiften Datensétzen, was sie zu einer idealen Grundlage fiir diese
Untersuchung macht.

Um die Robustheit und Datenabhéngigkeit des Modells zu priifen, wurde es auf
Datensdtze aus verschiedenen Landern angewendet, darunter England und Wales,
Osterreich, Japan, Norwegen, Irland und Kanada. So konnte das Modell unter un-
terschiedlichen demografischen Bedingungen getestet und bewertet werden.

Im Fokus unserer Analyse stehen vorwiegend die héheren Altersgruppen, da diese
im Kontext dieser Arbeit eine besondere Relevanz aufweisen. Konkret werden Al-
tersdaten im Bereich von x, = 60 bis z;, = 89 betrachtet. Der untersuchte Zeitraum
erstreckt sich dabei iiber die Jahre t, = 1950 bis ¢, = 2016. Diese Auswahl gewéhr-
leistet eine detaillierte Untersuchung der Sterblichkeitsmuster im héheren Alter iiber

einen ausreichend langen Zeitraum.

6.2 Auswahl des Mortalitatsmodelles

Die beiden stochastischen Mortalitdtsmodelle, die fiir die Anwendung in unserem
Ansatz in Frage kommen, sind das Cairns-Blake-Dowd-Modell und das Lee-Carter-
Modell. Obwohl diese Modelle nicht ineinander verschachtelt sind, werden sie anhand
der vorliegenden Datenséitze miteinander verglichen, um ihre jeweilige Eignung zu
beurteilen.

Beide Modelle besitzen eine fundierte theoretische Grundlage und weisen spezifi-
sche Starken auf, die ihre Beriicksichtigung rechtfertigen. Dennoch fiel die Wahl auf
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das Cairns-Blake-Dowd-Modell, da es im Kontext dieser Arbeit nicht nur besser
interpretierbare Ergebnisse liefert, sondern sich auch in den statistischen Tests als
iiberlegen erwiesen hat.

Fiir den Vergleich der Modelle wurden verschiedene Metriken zur Bewertung der
Anpassungsqualitét berechnet, darunter der Mean Absolute Error (MAE), der Root
Mean Square Error (RMSE) und der Mean Absolute Percentage Error (MAPE).
Zusétzlich wurden die Modelle anhand géngiger Informationskriterien, ndmlich dem
Akaike-Informationskriterium (AIC) und dem Bayes-Informationskriterium (BIC),
evaluiert. Die Ergebnisse dieser Metriken bestétigten die Entscheidung zugunsten
des Cairns-Blake-Dowd-Modells.

Zur weiteren Erlauterung der Bewertungsmethoden sollen die verwendeten Formeln
im Detail beschrieben werden. Dabei sei y; der tatsichliche Wert, ¢; der geschétzte
Wert und n die Anzahl der Beobachtungen.

Der Mean Absolute Error (MAE) berechnet den durchschnittlichen absoluten Feh-
ler zwischen den tatséchlichen und den vorhergesagten Werten und wird wie folgt
definiert:

1 n
n;w il

Der Root Mean Squared Error (RMSE) berechnet die Quadratwurzel des durch-
schnittlichen quadratischen Fehlers. Im Vergleich zum MAE betont der RMSE gro-
ere Fehler stiarker, da die Fehler quadriert werden:

n

1 X
RMSE = | (5 — 3i)*

i=1

Der Mean Absolute Percentage Error (MAPE) misst den durchschnittlichen prozen-
tualen Fehler und bietet eine relative Bewertung der Modellgenauigkeit im Verhéaltnis

zu den tatsachlichen Werten:

n

MAPE = * Z

n -
=1

Yi — Ui
Yi

- 100.

Zusétzlich wird der adjusted R-Squared betrachtet, der den Anteil der Varianz be-
schreibt, den das Modell erklirt, wobei er die Anzahl der im Modell verwendeten
Parameter beriicksichtigt. Ein hoherer Wert deutet auf eine bessere Modellanpas-
sung hin. Der adjusted R-Squared wird definiert als:

: o, (U=F)-(n—1)
Adjusted R* =1 ( p—— >,

wobei n die Anzahl der Beobachtungen, £ die Anzahl der unabhédngigen Variablen

45



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

im Modell und R? der Bestimmtheitsmaf ist:

9 SSR
R =1- SST
mit SSR (Sum of Squared Residuals) als Summe der quadrierten Abweichungen zwi-
schen Modellvorhersagen und tatsichlichen Werten und SST (Total Sum of Squa-
res) als Summe der quadrierten Abweichungen der tatséchlichen Werte vom Durch-
schnittswert der tatsdchlichen Werte.
Zuletzt werden die Informationskriterien Akaike-Informationskriterium (AIC) und
Bayesian-Informationskriterium (BIC) beschrieben, die zur Bewertung der Modell-
giite unter Beriicksichtigung der Modellkomplexitit verwendet werden. Hierbei sind
die absoluten Werte von AIC und BIC fiir sich genommen nicht aussagekréftig; ent-
scheidend ist der Vergleich zwischen Modellen, wobei ein niedrigerer Wert auf ein

besseres Modell hinweist:

AIC = 2k — 2log(L), BIC =k -log(n) —2log(L),

wobei L die maximale Likelihood des Modells darstellt und & die Anzahl der ge-
schétzten Parameter im Modell ist. (vgl. Hastie et al., 2000)

Die oben genannten statistischen Bewertungsmethoden wurden auf verschiedenen
Datenséitzen angewandt, um die Giite und Leistungsfihigkeit der Modelle zu ver-
gleichen. Zur Illustration werden die Ergebnisse anhand der Daten aus Osterreich
prasentiert:

Die oben genannten statistischen Methoden wurden fiir diverse Datensétze berech-
net, als Beispiel werden jene von den Daten aus Osterreich illustriert.

Statistische Methode | Lee-Carter-Modell | Cairns-Blake-Dowd-Modell
MAPE 32,3137 4,3164
RMSE 0,0373 0,0050
MAE 0,0252 0,0031
adjusted R? 0,7253 0,9938
AIC - 7738,20 - 15621,16
BIC - 7721,38 - 15609,95

Tabelle 3: Ergebnisse verschiedener statistischer Methoden anhand der Daten aus
Osterreich

Die Tabelle zeigt, dass das Cairns-Blake-Dowd-Modell in allen betrachteten statis-
tischen Kriterien signifikant bessere Ergebnisse liefert als das Lee-Carter-Modell.
Insbesondere beim MAPE, RMSE und MAE weist das Cairns-Blake-Dowd-Modell
erheblich geringere Fehler auf, was auf eine genauere Anpassung an die beobachteten
Daten hindeutet. Auch die Informationskriterien (AIC und BIC) sowie das angepass-
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te Bestimmtheitsmak (R?) sprechen klar fiir das Cairns-Blake-Dowd-Modell, da es
sowohl eine hohere Modellgiite als auch eine bessere Erklarung der Daten liefert.

6.3 Parameter

Bei der Anwendung des Cairns-Blake-Dowd-Modells miissen zwei zeitabhingige Pa-
rameter, /@El) und /4;152), geschatzt werden. Die Details zu diesen Parametern wurden
in Kapitel 2 ausfiihrlich beschrieben. In diesem Abschnitt werden die Schitzungen
anhand der oOsterreichischen Daten illustriert. Fiir mgl) ergibt sich die folgende Ab-

bildung:

(M

1 T T T T T T T T T 1T
1950 1962 1974 1986 1998 2010
Jahr (1)

Abbildung 6.1: Schatzung von ngl) basierend auf den Osterreichischen Daten
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Fiir die Schatzungen von K,EQ) erhalten wir die folgende Abbildung:

To)
o_
-
o
_ _
d.
»
3-
o
Ty}
(e 0]
S
o

1 T T T T T T T T T 1
1950 1962 1974 1986 1998 2010
Jahr (1)

Abbildung 6.2: Schitzung von /@(52) basierend auf den osterreichischen Daten
Zur Prognose der zukiinftigen Werte von /#) und f<;§2) wird ein bivariater Random
Walk mit Drift verwendet. Die Driftterme werden dabei aus den Schitzungen der
Parameter berechnet und mit ¢® fiir i = 1,2 bezeichnet. Fiir die 6sterreichischen

Daten ergeben sich folgende Werte:
M = —0,0154 und ¢» =0, 00018.

Diese Driftterme beschreiben die langfristigen Trends in den zeitlichen Entwicklun-
gen der Parameter und sind ein essenzieller Bestandteil fiir die Modellierung der
zukiinftigen Mortalitit.

6.4 Uberpriifung der Verteilungsannahmen

Im weiteren Verlauf analysieren wir den Innovationsvektor 77(¢), welcher ein zentraler
Bestandteil des Modells ist. Hier konnten erste Schwierigkeiten auftreten, da ange-
nommen wird, dass dieser Vektor einer Skew-t-Verteilung folgt. Mit den in Kapitel
3.2 beschriebenen Formeln lassen sich die Werte von 77(t) = (n:(t),n2(t))" berechnen.
Die relevanten Notationen sind:

. mgl) . cgl) N 1 10
(). (3), () )
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Die zugrunde liegende Ubergangsgleichung ist:
alt) =c+ Ad(t — 1) +7(t),

Um die historischen Innovationsvektoren 77(¢) zu berechnen, 16sen wir die Gleichung
nach 7j(t) auf:
i(t) = d(t) — é— Ad(t — 1).

Auf Basis unserer Schitzungen erhalten wir zwei Vektoren der Linge 66 fiir 7, (¢)
und 7)5(t), deren Verteilung im Folgenden untersucht wird.

Viele Modelle gehen davon aus, dass 7j(t) einer Normalverteilung folgt. Daher iiber-
priifen wir zunéchst, ob eine Normalverteilung plausibel ist. Dariiber hinaus wird
gepriift, ob eine Skew-t-Verteilung in Betracht gezogen werden kann.

Fiir die Uberpriifung der Normalverteilung jedes einzelnen Vektorelements verwen-
den wir den Jarque-Bera-Test. Der Jarque-Bera-Test ist ein statistischer Test zur
Uberpriifung der Normalverteilungsannahme von Residuen oder anderen Daten. Er
wurde von Carlos M. Jarque und Anil K. Bera entwickelt und nutzt das Prinzip
des Lagrange-Multiplikators (LM). Die Grundidee des Jarque-Bera-Test, dass nor-
malverteilte Daten eine Schiefe von 0 und eine Kurtosis von 3 haben. Der Jarque-
Bera-Test priift, ob die Verteilung der Daten signifikant von diesen Werten abweicht,
indem er Schiefe und Kurtosis gemeinsam betrachtet.

Die Teststatistik ist definiert als:

JB:%(SM@)

mit
e n: Stichprobengrofe,
e S: Schiefe und
e /: Kurtosis.

Die Teststatistik ist asymptotisch Chi-Quadrat-verteilt mit zwei Freiheitsgraden (x3)
und die Nullhypothese beschreibt ein Vorliegen einer Normalverteilung. (vgl. Jarque
& Bera, 1980)

Die Berechnung erfolgt mit der Funktion jarque.bera.test() aus dem R-Package tse-
ries. Der Test liefert einen p-Wert, welcher mit einem Signifikanzniveau von 0,05
verglichen wird, um die Hypothese der Normalverteilung zu akzeptieren oder abzu-
lehnen.

Um die gemeinsame Verteilung der Innovationsvektoren zu iiberpriifen, fiihren wir

weiters einen multivariaten Test durch. Dafiir verwenden wir den Henze-Zirkler-Test,
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welcher mit der Funktion mvn() aus dem R-Package MVN implementiert ist. Dieser
Test erlaubt die Untersuchung, ob die Multivarianzannahme aufrechterhalten werden
kann. Er wurde von Henze und Zirkler (1990) entwickelt und die Grundidee ist
die Priifung, ob eine gegebene Stichprobe mit einer multivariaten Normalverteilung
konsistent ist. (vgl. Henze & Zirkler, 1990)

Die Teststatistik ist gegeben mit:

HZ =n(—5 S5 601X — X1) - = S Elp(1%: - ZIDIES(1Z: — )],

i=1 j=1 i=1
wobei:
e X;, X; die Beobachtungen der Stichprobe (n x p-Matrix) sind,
e /. 7y, Zy multivariat normalverteilte Zufallsvektoren sind,
e ¢(r) = e eine Funktion der Distanz r ist, mit v > 0,
e n die Stichprobengrofe ist.

Die Nullhypothese beschreibt ein Vorliegen einer multivariaten Normalverteilung
und der Test ist asymptotisch Chi-Quadrat-verteilt, das bedeutet, die Teststatistik
wird mit einem kritischen Wert der Chi-Quadrat-Verteilung verglichen. (vgl. Kork-
maz et al., 2014)

Die Ergebnisse der durchgefiihrten Tests zur Uberpriifung der Normalverteilung zei-
gen eine starke Abhangigkeit von den zugrunde liegenden Daten. Bei den Daten aus
Osterreich ist die Annahme einer Normalverteilung beispielsweise plausibel.

Fiir den univariaten Jarque-Bera-Test ergeben sich folgende p-Werte:

e Fiir ny(¢): p=0,3050
o Fiir n9(t): p = 0,4643

Da beide p-Werte iiber dem Signifikanzniveau von 0,05 liegen, kann die Nullhypothe-
se, dass die Innovationsvektoren n; () und 7 (¢) normalverteilt sind, nicht abgelehnt
werden.

Auch der multivariate Henze-Zirkler-Test bestétigt dieses Ergebnis mit einem p-
Wert von p = 0,7396. Somit ist auch die Hypothese, dass die Innovationsvektoren
gemeinsam einer Normalverteilung folgen, nicht abzulehnen.

Ahnliche Ergebnisse lassen sich bei den Daten aus Norwegen und Kanada beob-
achten. In diesen Fillen liefert der Jarque-Bera-Test ebenfalls p-Werte, die auf eine
Normalverteilung hinweisen, und auch der Henze-Zirkler-Test unterstiitzt diese An-

nahme.
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Fiir andere Datensétze zeigt sich, dass die Annahme einer Normalverteilung nicht
haltbar ist. Ein Beispiel hierfiir sind die Daten aus England und Wales.
Die Ergebnisse des Jarque-Bera-Tests liefern folgende p-Werte:

e Fiir ny(t): p = 0,0063
o Fiir no(t): p = 0,000007188

Da beide p-Werte deutlich unter dem Signifikanzniveau von 0,05 liegen, ist die Null-
hypothese, dass die Innovationsvektoren 7;(¢) und n,(¢) normalverteilt sind, abzu-
lehnen.

Auch der multivariate Henze-Zirkler-Test unterstiitzt dieses Ergebnis, da der p-Wert
von p = 0,0275 ebenfalls unterhalb der Schwelle von 0,05 liegt. Folglich muss die
Annahme, dass die Innovationsvektoren einer Normalverteilung folgen, fiir die Daten
aus England und Wales verworfen werden.

Ahnliche Resultate lassen sich bei den Daten aus Irland und Japan beobachten. In
diesen Fillen sind die p-Werte der Tests ebenfalls so gering, dass die Normalvertei-
lung nicht angenommen werden kann.

Diese Ergebnisse verdeutlichen, dass die Annahme einer Normalverteilung stark von
den verwendeten Datensdtzen abhdngt. Fiir Datensitze wie die aus England und
Wales, Irland oder Japan scheint eine alternative Verteilung, wie etwa die Skew-t-
Verteilung, besser geeignet zu sein. Dies betont die Bedeutung, die Verteilungsannah-
men individuell an die jeweiligen Daten anzupassen, um realistische und verlassliche
Ergebnisse zu erzielen.

Bei den Datensétzen, die die Hypothese der Normalverteilung nicht verwerfen, tre-
ten erhebliche Probleme bei der Schitzung der Parameter der Skew-t-Verteilung
auf, insbesondere hinsichtlich der Freiheitsgrade. Die Schiatzung der Parameter er-
folgt mit der Funktion fit skew t aus dem R-Package sn. Zum Vergleich werden die
geschitzten Parameter fiir einen Datensatz prisentiert, bei dem die Normalvertei-
lungsannahme verworfen wird, sowie fiir einen Datensatz, der diese Annahme nicht
verwirft. Hierfiir ziehen wir die Daten aus England und Wales sowie aus Osterreich

heran.
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Parameter England und Wales Osterreich
—0,0024883115 1,149097 x 103
¢ ( 0,0009727239 > (—9,943992 x 10—5>
QO (7, 321501 x 10~* 1,684717 x 105> (17033583 x 1073 1,768814 x 105>
1,684717 x 1075 2,447596 x 10~° 1,768814 x 1075 2,799492 x 10~°
1,051722 1,933445e — 02
¢ (1, 997987) <2, 507496e — 06)
v 5,391 12883,33

Tabelle 4: Vergleich der Schiatzungen der Parameter der Skew-t-Verteilung

Beim Vergleich der Ergebnisse zeigen sich deutliche Unterschiede zwischen den bei-
den Datensitzen. Besonders auffillig sind die Werte des Schiefeparameters ( sowie
der Freiheitsgrade v. Die Daten aus England und Wales weisen eine klare Schiefe
auf, was mit den Annahmen unseres Modells iibereinstimmt. Im Gegensatz dazu
liegt der Schiefeparameter ¢ fiir die Daten aus Osterreich nahe bei Null, was eine
starke Anndherung an die Normalverteilung nahelegt.

Auch die geschiitzten Freiheitsgrade unterstiitzen diese Beobachtung. Fiir die Daten
aus Osterreich nehmen die Freiheitsgrade mit v = 12.883, 33 einen sehr hohen Wert
an, wodurch sich die Skew-t-Verteilung an die Skew-Normalverteilung anndhert.
Diese hohen Freiheitsgrade und die fehlende Schiefe deuten darauf hin, dass die
Annahme einer Normalverteilung fiir die Daten aus Osterreich gerechtfertigt ist.
Infolgedessen eignen sich diese Daten weniger fiir unser Modell, welches explizit von
einer Abweichung von der Normalverteilung ausgeht.

Im Gegensatz dazu sind die Freiheitsgrade fiir die Daten aus England und Wales
mit v = 5,391 vergleichsweise niedrig, was die Annahme einer Skew-t-Verteilung
unterstiitzt. Die ausgeprigte Schiefe in diesen Daten unterstreicht zusétzlich die
Relevanz unseres Modellansatzes.

Die Analyse zeigt, dass die Wahl der zugrunde liegenden Daten fiir die Modellierung
von entscheidender Bedeutung ist. Aufgrund der unterschiedlichen Charakteristika
der Datensatze lassen sich bestimmte Verteilungsannahmen nicht universell treffen.
Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit konzentrieren wir uns daher auf die Daten
aus England und Wales, Japan und Irland. Diese Datensétze erfiillen die Vorausset-
zungen unseres Modells, da sie eine deutliche Abweichung von der Normalverteilung
und eine erkennbare Schiefe aufweisen.

6.5 Alternative Verteilungsannahme: Skew-Normalverteilung

In diesem Abschnitt wird eine alternative Verteilungsannahme zur Skew-t-Verteilung
betrachtet, um auch jene Datensétze einbeziehen zu konnen, die die urspriinglichen
Annahmen verletzen. Die Skew-Normalverteilung wird als mogliche Alternative her-
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angezogen, da sie fiir Daten geeignet sein kénnte, die die Annahme der Normalver-
teilung nicht vollstiandig erfiillen, aber dennoch keine extreme Abweichung davon
zeigen.

Die Skew-Normalverteilung ist eine Erweiterung der Normalverteilung, die es er-
moglicht, asymmetrische Daten zu modellieren. Diese Verteilung wurde erstmals
von Azzalini (1985) eingefiihrt und hat sich als niitzlich erwiesen, wenn Daten zwar
y,nhormaldhnlich“ sind, aber eine gewisse Schiefe aufweisen.

Die multivariate Skew-Normalverteilung wird durch drei Parameter beschrieben:

e ¢: Ein Vektor, der die Mittelwerte der Verteilung angibt.

e (): Eine positiv semidefinite Kovarianzmatrix, die die Streuung und die Kor-
relationen beschreibt.

e o Ein Vektor, der die Schiefe der Verteilung reprisentiert.

Die multivariate Dichtefunktion ist definiert als:
F@:6,Q,0) =2 ¢p(2:£,9Q) - @ (TP (z - €))

wobei:

o ¢,(x;¢, Q) die Dichtefunktion der p-dimensionalen multivariaten Normalver-
teilung mit Erwartungswert ¢ € R? und Kovarianzmatrix () € RP*P ist.

e O(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet, ange-
wendet auf z € R.

e O 1Y/2 die Matrixwurzel der inversen Kovarianzmatrix darstellt.

Die Skew-Normalverteilung stellt eine einfache Erweiterung der Normalverteilung
dar, da sie durch den Parameter o die Moglichkeit bietet, asymmetrische Daten zu
modellieren. Fiir den Spezialfall &« = 0 entspricht sie der Normalverteilung. Ihre Fle-
xibilitdt, sowohl symmetrische als auch asymmetrische Verteilungen zu modellieren,
sowie ihre mathematische Handhabbarkeit machen sie zu einer attraktiven Alterna-
tive fiir Datensétze, die nicht den Annahmen der Skew-t-Verteilung geniigen (vgl.
Azzalini & Capitanio, 1999).

Zur Anpassung der Daten an die Skew-Normalverteilung wurde die R-Funktion
msn.mple() aus dem Paket sn verwendet. Diese Funktion liefert die zugrunde liegen-
den Parameter £, () und o mittels Maximum-Likelihood-Schitzung. Die folgenden
Tabellen zeigen die ermittelten Parameterschiitzungen fiir jene Datensitze (Oster-
reich, Kanada, Norwegen), die die Voraussetzungen der Skew-t-Verteilung nicht er-
fiillten:
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Parameter

Wert

§

0.009189624
0.001749563

Osterreich:

Q

1.090138 x 107
3.158322 x 107° 6.188544 x 10~°

3.158322 x 105>

0.2059668
—2.3992292

Tabelle 5: Parameterschitzungen der Skew-Normalverteilung fiir die Daten aus Os-

terreich.

Parameter

Wert

§

0.0286773524
0.0005039792

Norwegen: 0

1.830284 x 107 2.786836 x 107°
2.786836 x 107> 3.368710 x 107°

—1.8168954
—0.3282486

Tabelle 6: Parameterschiatzungen der Skew-Normalverteilung fiir die Daten aus Nor-

wegen.

Parameter

Wert

§

—0.007288754
0.001160604

Kanada: 0 (

2.923677 x 107 —4.947766 x 107°
—4.947766 x 1075 3.536533 x 1076

)

1.679594
—3.489364

Tabelle 7: Parameterschéitzungen der Skew-Normalverteilung fiir die Daten aus Ka-

nada.

Die Anpassung der Daten an die Skew-Normalverteilung zeigt insgesamt plausible

Ergebnisse. Besonders auffillig ist, dass der Schiefeparameter « in allen Fillen si-

gnifikant von null abweicht. Dies deutet darauf hin, dass die Skew-Normalverteilung
die in den Daten enthaltene Schiefe adiquat abbildet.
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird wieder auf die Skew-t-Verteilung zuriick-

gegriffen, um die urspriinglichen Fragestellungen weiter zu untersuchen. Dennoch

zeigt dieser Abschnitt, dass die Anpassung an alternative Verteilungen wie die Skew-

Normalverteilung eine sinnvolle Ergdnzung darstellen kann, insbesondere wenn die

urspriinglichen Annahmen nicht vollstindig erfiillt werden.
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6.6 Generelle Annahmen zur Modellierung

Im Folgenden treffen wir die Annahme, dass die zu sichernde Verbindlichkeit aus
einem Portfolio von Leibrenten besteht, mit einer Laufzeit von T = 25 Jahren.
Um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse zwischen den verschiedenen Léndern nicht
zu beeintriachtigen, betrachten wir ausschlieflich Rentenverpflichtungen, die an die
ménnliche Bevilkerung der jeweiligen Lander ausgegeben werden.

Die betrachtete Bevolkerung besteht aus Personen, die zum Zeitpunkt des Verkaufs
der Leibrenten am Ende des Jahres ty; = 2016 ein Alter von & = 60 Jahren erreicht
haben. Die Absicherung wird ebenfalls zu diesem Zeitpunkt, also am Ende des Jahres
to = 2016, eingerichtet.

Jede Leibrente zahlt dem Rentenempfinger am Ende eines jeden Jahres einen kon-
stanten Betrag von 1 USD. Die Rentenzahlungen enden entweder mit dem Ableben
des Empfiangers oder nach Erreichen der Laufzeit 7' = 25 Jahre, je nachdem, welches
Ereignis zuerst eintritt.

Um die Modellierung zu vereinfachen, nehmen wir an, dass das betrachtete Ren-
tenportfolio grof genug ist, sodass das mikro6konomische Langlebigkeitsrisiko (d.h.
die Unsicherheit durch individuelle Sterblichkeit einzelner Rentenempfinger) ver-
nachlissigbar ist. Damit bleibt das makrookonomische Langlebigkeitsrisiko, also die
Unsicherheit in Bezug auf allgemeine Sterblichkeitstrends der Bevolkerung, als zen-
traler Risikofaktor bestehen.

Zur Absicherung des Langlebigkeitsrisikos werden in unserem Modell m = 4 ¢-
Forwards verwendet. Diese Instrumente wurden alle zum Zeitpunkt ¢y = 2016 emit-
tiert und sind an die Sterblichkeit der ménnlichen Bevolkerung des jeweiligen Daten-
satzes gekoppelt. Die Details der vier g-Forwards sind in Tabelle 6 zusammengefasst:

jox T wv(xy)
1 60 10 2.25%
2 65 10 2,92%
3 70 10 3,66 %
4 75 10 4,28%

Tabelle 8: Details der vier g-Forwards in unserem Portfolio

Die Tabelle zeigt fiir jedes der vier q-Forwards:
e das Referenzalter x;,

e die Restlaufzeit 7} (in Jahren),
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e und die Volatilitiit v(z;) der jihrlichen Anderungen in den geglitteten Ster-
bewahrscheinlichkeiten.

Die Werte v(z;) werden dabei auf Basis geglédtteter Sterbewahrscheinlichkeiten be-
rechnet. Dies ist notwendig, da die Preishildung von g-Forwards kein kleines Stich-
probenrisiko beriicksichtigen sollte, das durch Diversifikation eliminiert werden kann.
Die Forward-Sterblichkeitsrate ¢/ (z;,to + T}) fiir den j-ten q-Forward kann unter
Verwendung der geschétzten Volatilitdt v(z;), eines Marktrisikopreises ¢ = 0,25
und der geglitteten Sterbewahrscheinlichkeit ¢(z;,to + 7;) mithilfe der folgenden
Gleichung berechnet werden:

¢ (zjto+Tj) = (1= Tj - £ v(xy)) - (g, to + T).

Dabei gilt, dass ¢ der Marktrisikopreis ist, der die Risikopramie widerspiegelt, die
von Marktteilnehmern fiir die Ubernahme des Langlebigkeitsrisikos verlangt wird.
Obwohl der Marktrisikopreis ¢ in der Realitét zeitlich variabel sein kénnte, da sich
die Einschatzungen der Marktteilnehmer hinsichtlich des Langlebigkeitsrisikos im
Laufe der Zeit dndern, gehen wir in unseren numerischen Beispielen davon aus, dass
¢ nicht zeitabhingig ist. Diese Annahme ist gerechtfertigt, da der derzeit noch wenig
entwickelte Markt fiir Langlebigkeitsrisiken keine ausreichende Grundlage bietet, um
ein realistisch zeitlich variierendes Modell zu erstellen.

Fiir die Absicherung setzen wir den Budgetparameter C' aus unserem Polynomi-
al Goal Programming-Modell auf 0,5 %. Das bedeutet, dass der Absichernde fiir
die zum Zeitpunkt ¢ formulierte Absicherungsstrategie ein Budget in Hohe von
0,005 - E[VL(t + 1)|F] zur Verfiigung hat, wobei E[V(t + 1)|F;] den erwarteten
Wert der Verbindlichkeit zum Zeitpunkt ¢ + 1, gegeben die verfiigbare Information
Fi, darstellt. Zusétzlich setzen wir den Diskontierungszinssatz r auf 1 %.

6.7 Berechnung der Momente

In diesem Abschnitt betrachten wir die Approximation der analytischen Formeln fiir
die Momente M;,V;, S;, K; anhand des Datensatzes fiir England und Wales. Dafiir
berechnen wir zuerst die Momente von 7j(t + 1) = (g (t + 1), m2(t + 1)), gegeben F;.
Die Herleitung basiert auf den in Abschnitt 5.3 abgeleiteten Ergebnissen.
Fiir das erste Moment gilt:

E[7f(t 4+ 1)|.F,] = 0.
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Die Varianz-Kovarianz-Matrix des zweiten Moments ist gegeben durch:

E[ni(t+1)] Bl (t + D)ma(t +1)]

E[(t + 1)if(t + 1)'|F) = Ea(t + Vi (t +1)] En3(t +1)]

Fiir die Daten aus England und Wales erhalten wir:

1,15444 x 1073 3,017550 x 107
3,017550 x 1075 2,683895 x 1076

Fiir das dritte Moment sind die berechneten Werte gegeben durch:

E[j(t + 1)t + 1)t + 1)| 7] =

4,491473 x 1070 —4,596939 x 1077 —4,596939 x 1077 —2,174154 x 10~®
—4,596939 x 1077 —2,174154 x 107% —2,174154 x 1078 —4,599545 x 1079

Das vierte Moment umfasst mehrere kombinierte Terme. Die Ergebnisse sind in den
folgenden Matrizen dargestellt:
Erste Teilmatrix:

9,775893 x 1070 2,520186 x 1077 2,478152 x 1077 2,203836 x 10~®
2,520186 x 1077 1,957070 x 1077 2,203836 x 107* 5,897801 x 10~1?

Zweite Teilmatrix:

2,478152 x 1077 1,274576 x 10~°  3,325230 x 10~° 6,353141 x 10~
1,274576 x 10~% 5,897801 x 1071° 6,353141 x 1071 6,660878 x 10!

Des Weiteren wollen wir das Cairns-Blake-Dowd-Modell in einen Zustandsraum
iiberfiihren, wie es bereits in Abschnitt 3.2 beschrieben wurde. Dabei betrachten
wir zunéchst die Beobachtungsgleichung, die sich durch folgende Darstellung ergibt:

Q(xmt)
In <m> 0 1 (2,—2)
In (M) = o 1 (z,+1—7
j(t) = et ) d= | |, B= . ( . )
In <1q(qx(b,t)t)> 0 1 (xp — T)
—q(xp,

Hierbei ist ¢(t) der Vektor der beobachteten logit-transformierten Sterbewahrschein-
lichkeiten fiir die Altersgruppe [z, x|, wihrend der Vektor d eine konstante Null-
Vorgabe enthélt. Die Matrix B représentiert die lineare Struktur des Modells, wobei
Z den Durchschnitt der betrachteten Altersgruppe darstellt.

Die zugehérigen Ubergangsgleichungen sind bereits in Abschnitt 6.4 detailliert be-

a7



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

[ 3ibliothek,
Your knowledge hub

schrieben und werden hier nicht erneut ausgefiihrt. Dort wurde gezeigt, wie sich die
Zustandsvariablen dynamisch iiber die Zeit entwickeln.

Unser Ziel ist es, die Werte fiir die Momente M;, V;, S; und K; zu berechnen. Dazu
betrachten wir zunédchst die partiellen Ableitungen
oL . OH(j,to) ‘
Dp(0,tg+1) = ——— und Dy(j,to+1) = ———=, =1,...,m.

Die benétigten Formeln sind bereits in Abschnitt 5.2 hergeleitet worden. Zur Progno-
se der zukiinftigen Mortalitdtswahrscheinlichkeiten im Cairns-Blake-Dowd-Modell
verwenden wir einen bivariaten Random Walk mit Drift ¢, um die Entwicklung der
Parameter /@El) und 5,52) zu schitzen. Die resultierenden Werte fiir Dy (0,to + 1) und
Dy(j,to + 1) fiir die Daten aus England und Wales sind in der folgenden Tabelle

zusammengefasst:

k- Dp(0,to+1) Dp(l,to+1) Di(2,t0+1) Dip(3,t0+1) Dr(4,to+1)
1 -3,34416 -0,00497167  -0,00835200 -0,0139453 -0,0230487
2 12,62698 0,07208915 0,07934401 0,0627540 -0,0115244

Tabelle 9: Werte von Dy (0,tg + 1) und Dy(j,t0 + 1)

Im néchsten Schritt approximieren wir Vi (to+1) und Vg (to+1, j, to) fiir j = 1,2, 3, 4.
Die hierfiir verwendeten Formeln sind in Abschnitt 5.4 beschrieben.

1. Berechnung von L:

Mithilfe der Ergebnisse aus Abschnitt 3.4 und basierend auf den prognos-
tizierten Uberlebenswahrscheinlichkeiten aus dem Cairns-Blake-Dowd-Modell

ergibt sich:

L = 21,4327.

2. Berechnung von V7 (to + 1):

Unter Verwendung der eben berechneten Werte Dy (0,ty+ 1),k = 1,2 und der

Prognosen fiir die Parameter ngl) und m§2), die mithilfe des Driftparameters ¢

geschitzt wurden, erhalten wir:

Vi(to + 1) = 21.1405.

3. Berechnung von Vg (to + 1, 7, to):
Analog zum Vorgehen bei Vi (to+1) berechnen wir die Werte fiir Vi (to+1, 7, o),
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wobel wir zunéachst

—0,000327015
i —0,000716130
—0,001510040
—0,002955557

berechnen und schlieflich

—0,000862273
—0,001536334
—0,002747654
—0,004783101

VH(tO + ]-7j)t0) -

erhalten.

6.8 Optimierungsproblem

Nun wenden wir uns der Berechnung der Werte von M, V;, S; und K; zu, um das
Teiloptimierungsproblem aus Abschnitt 4.1 weiter zu bearbeiten. Mit diesen Berech-
nungen werden wir schlieflich die Werte von M fiir i = 1,2, 3,4, ermitteln.

Zur Berechnung von M;, V;, S; und K; greifen wir auf die in Kapitel 5.3 hergeleite-
ten Formeln zuriick. Die Berechnung erfordert insbesondere die Terme Dy (7,%o + 1)
sowie die Momente von 77(t 4 1). Fiir den Datensatz England und Wales werden die
Ergebnisse fiir M; und V; in dieser Arbeit présentiert. Die Resultate fiir S; und K,
werden aufgrund ihrer Grofle nicht explizit angegeben, da es sich hierbei um einen
Tensor dritten bzw. vierten Grades mit Dimensionen 5 X 5 X 5 bzw. 5 X 5 X 5 X 5
handelt.

Das berechnete Ergebnis fiir M, lautet:

M, = (21,4327 —0,000327 —0,000716 —0,001510 —0,002956] .
Das berechnete Ergebnis fiir V; lautet:

Vt =
1,0790 x 1072 1,2467 x 1075 2,3743 x 10™° 4,4318 x 10~ 8,0972 x 1075
1,2467 x 1075 2,0852 x 1078 3,3215 x 108 5,2430 x 108 8,1648 x 108
2,3743 x 10™° 3,3215 x 1078 5,7431 x 10% 9,8618 x 108 1,6749 x 107
4,4318 x 1075 5,2430 x 1078 90,8618 x 108 11,8226 x 10~7 3,3032 x 107
8,0072 x 107° 8,1648 x 1078 1,6749 x 10~7 3,3032 x 10~7 6,2967 x 107
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Im nichsten Schritt berechnen wir die Werte von M@ fiir i = 1,2, 3,4, indem wir das
Teiloptimierungsproblem aus Abschnitt 4.2 16sen. Fiir die numerische Berechnung
der Losung wurde die R-Funktion nloptr aus dem gleichnamigen Package verwendet.
Die resultierenden Werte sind wie folgt:

21.4327, i=
L) ) 00106, =2
—0.4327, i=3
73134, =4

Damit sind alle Vorbereitungen fiir die Losung des Optimierungsproblems abge-

schlossen.

6.9 Ergebnisse

Schlieklich berechnen wir die Momente von Vp(ty + 1, ]\7150). Die Ergebnisse des Op-
timierungsproblems sind in der folgenden Tabelle dargestellt. Es wurden sieben ver-
schiedene Risikopriferenzen beriicksichtigt, die sich durch unterschiedliche Gewich-
tungen in der Optimierung ergeben. Die Tabelle zeigt die vier Eintrége des Vektors
der Nominalbetrige Ny zum Startzeitpunkt sowie die daraus resultierenden Werte

fiir die berechneten Momente.

(i) (i) (i) (iv) v) (vi) (vil)

M 1 1 1 1 1 1 1
Ao 1 1 1 1 1 1 1
A3 0 0.5 1 2 0 0 0
A 0 0 0 0 0,5 1 2

Mittelwert 21,435037 21,435045 21,435066 21,435142 21,435031 21,435031 21,435038
Var (x1072)  1,065508  1,065508  1,065508  1,065508  1,065508  1,065508  1,065508
Schiefe -0,300628 -0,300703 -0,300898 -0,301566 -0,300578 -0,300583 -0,300636
Kurtosis 7,465808  7,465885  7,466086  7,466774  7,465756  7,465751  7,465716

Tabelle 10: Ergebnisse des Optimierungsproblems fiir verschiedene Risikopréferen-
zen.

Zunichst vergleichen wir die Risikopréferenz (i) mit den Préferenzen (ii) bis (iv).
Risikopriferenz (i) repréasentiert den klassischen Mean-Variance-Ansatz, bei dem we-
der die Schiefe noch die Kurtosis beriicksichtigt werden (A3 = Ay = 0). Im Gegensatz
dazu beziehen die Préferenzen (ii) bis (iv) die Schiefe durch eine Gewichtung von
Az in die Optimierung mit ein.

Wie erwartet, nimmt der Wert der Schiefe ab, je mehr Gewicht auf \3 gelegt wird.
Dies zeigt, dass eine stiarkere Beriicksichtigung der Schiefe zu einer gezielten Re-
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duktion dieses Moments fiihrt. Allerdings verschlechtern sich bei einer stiarkeren
Gewichtung der Schiefe zwangsldufig die anderen Momente, insbesondere die Kur-
tosis.

Ein dhnliches Verhalten lisst sich auch bei der Gewichtung der Kurtosis beobach-
ten, wie in den Préferenzen (v) bis (vii) sichtbar wird. Eine zunehmende Gewichtung
von A4 reduziert den Wert der Kurtosis, beeinflusst jedoch auch die Schiefe leicht.
Dies verdeutlicht, dass die Momente nicht unabhingig voneinander sind und eine
Verdnderung der Gewichtung eines Moments auch Auswirkungen auf die anderen
Momente hat.

In der Arbeit von Siu et al. (2023), in der ein dhnliches Modell entwickelt wurde,
werden zusétzliche Analysen zu Gewinnen und Verlusten durchgefiihrt. Die Ergeb-
nisse stimmen mit den in dieser Arbeit dargestellten Resultaten iiberein: Ein Ansatz,
der die ersten vier Momente beriicksichtigt, liefert bessere Ergebnisse, solange kein
Gewicht iibermékig stark belastet wird.

Dariiber hinaus vergleichen Siu et al. das Modell mit dem Value at Risk (VaR) und
dem Tail-Value at Risk (T'VaR) bei einem Konfidenzniveau von 99,5 %. Sie zeigen,
dass das Modell weiterhin valide bleibt, solange das Konfidenzniveau hoch bleibt.
Fiir spezifische Hedging-Strategien, die auf ein bestimmtes Ziel wie die Minimierung
des Value at Risk abzielen, erzielen spezialisierte Ansétze zwar bessere Frgebnisse
in Bezug auf dieses Ziel. Dennoch zeigt sich, dass das in dieser Arbeit vorgestellte
Modell ein tiberlegenes Gesamtergebnis liefert, indem es alle Momente ausgewogen
beriicksichtigt und somit eine robuste Losung bietet.
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7 Conclusio

In dieser Arbeit wurde ein Modell entwickelt, das sich mit der Modellierung von
Langlebigkeit und der Absicherung des damit verbundenen Risikos befasst. Dabei
wurde ein innovativer Ansatz verfolgt, bei dem anstelle der iiblichen Annahme von
Normalverteilungen eine asymmetrische Verteilung verwendet wurde. Um die prak-
tische Anwendbarkeit zu erhohen, wurde zudem eine Zustandsraumdarstellung im-
plementiert.

Die Ergebnisse sind gemischt: Wahrend das Modell in bestimmten Fillen vielverspre-
chende Resultate liefert, zeigt sich, dass es stark datenabhéngig ist. Dies bedeutet,
dass das Modell keine allgemeine Eignung besitzt, sondern die zugrunde liegenden
Daten zunéchst auf ihre Verteilungsstruktur hin iiberpriift werden miissen.

Ein Aspekt dieser Arbeit war die Untersuchung alternativer Verteilungsannahmen,
insbesondere der Skew-Normalverteilung, als Ergénzung zur Skew-t-Verteilung. Die
Ergebnisse zeigen, dass die Skew-Normalverteilung eine sinnvolle Alternative dar-
stellt, wenn die Daten die Voraussetzungen der Skew-t-Verteilung nicht erfiillen,
insbesondere bei einer geringeren Abweichung von der Symmetrie. Durch die An-
passung der Skew-Normalverteilung konnte die Schiefe der Daten zuverlidssig ab-
gebildet werden, was auf die Flexibilitat dieser Verteilung hinweist. Dennoch bleibt
die Skew-t-Verteilung aufgrund ihrer robusteren Eigenschaften gegeniiber Ausreiftern
und ihrer breiteren Anwendbarkeit in der Modellierung von Langlebigkeitsrisiken die
bevorzugte Wahl. Die Analyse verdeutlicht jedoch, dass die Wahl der Verteilungsan-
nahme entscheidend von den Eigenschaften der zugrunde liegenden Daten abhingt
und in jedem spezifischen Anwendungsfall sorgfiltig gepriift werden sollte.

Bei der Umsetzung des Optimierungsproblems wurde deutlich, dass fiir Datensét-
ze, die die Modellannahmen erfiillen, erwartungsgemaifie Ergebnisse erzielt werden
konnen. Jedoch ist eine sorgfiltige Gewichtung der Momente essenziell. Eine {iber-
mafige Gewichtung eines einzelnen Moments kann zu unbefriedigenden Resultaten
fiihren. Dies legt nahe, dass weitere Einschrinkungen und Anpassungen notwendig
sind, um die Robustheit des Modells zu verbessern.

Ein weiterer wichtiger Punkt betrifft die Hedgestrategie: Das in dieser Arbeit be-
trachtete Modell basiert auf einem statischen Hedge. Eine mdgliche Erweiterung
wire die Entwicklung und Integration dynamischer Hedges, um flexiblere und an-
passungsfihigere Ansitze zu ermoglichen.

Zusammenfassend zeigt sich, dass das vorgeschlagene Modell unter den richtigen
Annahmen und einer ausgewogenen Gewichtung der Momente Verbesserungen in
der Absicherung von Langlebigkeitsrisiken bieten kann. Dennoch bestehen klare Po-
tenziale fiir zukiinftige Forschung und Weiterentwicklung, um die Vielseitigkeit und
Anwendbarkeit des Modells zu steigern.
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