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Kurzfassung

Das Paradoxon von Banach-Tarski ist moglicherweise das verbliiffendste Ergebnis moder-
ner Mathematik. In seiner klassischen Variante besagt es, dass es moglich ist eine Kugel
des Raumes in endlich viele Stiicke zu zerlegen, welche anders zusammengesetzt zwei volle
Kugeln der urspriinglichen Grofie ergeben.

Der offensichtliche Widerspruch, dass es nicht moglich ist durch Bewegungen ein Volu-
men zu verdoppeln, 16st sich auf, indem man die Konsequenz zieht, das die Zerteilung so
kompliziert von statten geht, dass es nicht moglich ist, den einzelnen Teilen ein Volumen
zuzuordnen.

In der folgenden Diplomarbeit konstruieren wir einen Beweis des beriihmt beriichtigten
Paradoxons von Banach-Tarski, ehe wir uns mit verwandten Fragestellungen im weiteren
Verlauf beschéftigen. Zundchst nehmen wir die mafitheoretischen Konsequenzen unter die
Lupe und folgern, dass beim Paradoxon von Banach-Tarski nicht messbare Mengen invol-
viert sein miissen, sowie, dass das Inhaltsproblem ab Raumdimension 3 nicht mehr I6sbar
ist. Mit dem Satz von Tarski drehen wir die Fragestellung dann um und beweisen, dass
sich fiir nicht paradoxe Mengen Inhalte finden lassen, deren Volumen normiert bleiben.
Weiters zeigen wir dann, dass sich fiir Raumdimension 1 und 2 kein Analogon zum Para-
doxon von Banach-Tarski finden ldsst und folgern mit Hilfe des Satzes von Tarski, dass das
Inhaltsproblem in Dimension 1 und 2 in der Tat eine Losung besitzt. Abschliefend 16sen
wir mit den neugewonnenen Methoden ein zum Verwechseln &hnliches Problem zu dem der
Quadratur des Kreises aus der Antike, ohne uns in die Welt der pseudomathematischen
Kreisquadrierer zu verirren.
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Abstract

The Banach-Tarski paradox is possibly the most astonishing result of modern mathematics.
In its classic form, it states that it is possible to decompose a ball in space into a finite
number of pieces, which can then be reassembled in such a way as to form two full balls of
the original size.

The apparent contradiction, that it is impossible to double a volume merely by rearranging
pieces, is resolved by considering that the decomposition is so complex that it is impossible
to assign a volume to the individual pieces.

In the following thesis, we construct a proof of the infamous Banach-Tarski paradox,
before addressing related questions in the subsequent sections. First, we examine the
measure-theoretic consequences and conclude that the Banach-Tarski paradox involves non-
measurable sets and that the problem of assigning volume becomes unsolvable in spatial
dimensions of 3 or higher. With Tarski’s theorem, we then reverse the question and prove
that for non-paradoxical sets, it is possible to assign volumes that remain normalized. Fur-
thermore, we show that in dimensions 1 and 2, no analog to the Banach-Tarski paradox can
be found, and using Tarski’s theorem, we conclude that the problem of assigning volume
in dimensions 1 and 2 indeed has a solution. Finally, we will solve a problem strikingly
similar to that of squaring the circle from ancient times using the newly acquired methods,
without losing ourselves in the world of pseudo-mathematical circle-squarers.
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1. Einleitung

In der Geometrie nennen wir zwei Polygone bzw. Polyeder kongruent oder deckungsgleich,
wenn sie sich durch Parallelverschiebungen oder Drehungen ineinander iiberfithren lassen.
Unserer menschlichen Intuition nach besitzen solche deckungsgleichen Formen immer das-
selbe Volumen. Wollen wir diese Beobachtung mathematisch préziser fassen, erwarten wir
uns von einem Volumensmafl, dass es sich invariant unter Bewegungen des Raumes zu
verhalten hat. Weiters nennen wir zwei Figuren dquizerlegbar bzw. zerlegungsgleich, wenn
man sie in paarweise kongruente Mengen zerlegen kann. In der Tat erwarten wir auch
in diesem Fall, dass sich das Volumen nicht veréndert. Die nachfolgende Abbildung illus-
triert, wie man eine Tafel Schokolade zerschneiden kann, sodass man denken konnte, dass
es vermeintlich moglich sei ein Stiick Schokolade aus dem Nichts zu erhalten.

AT

Abbildung 1.1.: Schokoladen Tafel Paradoxon (Quelle: [14])

Dass es sich allenfalls um ein psychologisches Paradoxon handelt, wird man schnell einse-
hen, indem man feststellt, dass die resultierende Tafel bei genauerer Betrachtung um ein
Stiick Schokolade an Volumen verloren hat. Es handelt sich nicht um die Verletzung unserer
Intuition. Es stellt sich trotzdem die Frage, ob das immer der Fall ist oder ob es moglich
ist, Etwas aus dem Nichts zu erzeugen.

Doch was genau ist ein Volumen eigentlich? Wiahrend die alten Griechen zur Zeit der
Antike nach dem Archimedischen Prinzip unter Volumsmessung noch die Menge an Was-
ser verstanden, die ein Korper in der Lage war zu verdringen, stellten sich Mathematiker
des 19. und 20. Jahrhunderts die Frage, was eine Mafifunktion im Allgemeinen zu erfiillen
hat und ob es moglich sei, den Begriff des Mafles auf beliebige Mengen sinnvoll zu erweitern.
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1. Einleitung

Zeitgleich kannte man bereits seit der Antike viele Mengen Paradoxa des Unendlichen,
wenn gleich sie noch kein geometrisches Pendant hatten. Beispielsweise wusste man, dass
die Menge der natiirlichen Zahlen gleich groff im Sinne einer eins zu eins Beziehung ihrer
Elemente wie die Menge der geraden Zahlen ist. Analoges gilt auch fiir die ungeraden Zah-
len, die mit den geraden Zahlen vereint die natiirlichen Zahlen ergeben. Es ist also moglich
durch Umnummerierung Teile des Ganzen und sein Komplement zu nehmen und das Ganze
zweimal zu erzeugen:

N—-G: 1—2 2—4, 3—6,...
N—-U: 1—1,2—3, 3—5,...
|G| = |N| =|U] wobei N=GUTU.

Es stellte sich die Frage, ob sich so eine mengentheoretische Uberlegung auf geometri-
sche Figuren ummiinzen liele. Fiir endgiiltige Verbliiffung sorgte dann das von den polni-
schen Mathematikern Stefan Banach und Alfred Tarski entdeckte Paradoxon, nach dem es
moglich sei, eine Kugel in drei oder mehr Dimensionen derart zu zerlegen, sodass sich ihre
Teile zu zwei liickenlosen Kugeln mit jeweils der selben Grofie wie die urspriingliche Kugel
zusammenfiigen lassen.

0-%-00

Abbildung 1.2.: Das Paradoxon von Banach und Tarski

In der folgenden Arbeit verschirfen wir die Bedeutung, dass eine Menge paradox ist und
konstruieren dann das Banach-Tarski Paradoxon ausgehend von einer mengentheoretisch
algebraischen Uberlegung hin zu einer geometrischen Betrachtung, ehe wir die maBtheore-
tischen Auswirkungen dieser Entdeckung unter die Lupe nehmen.



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar
Die apprishiete geital ckeesOngn dNe tsiesilie seraDasienianaitist Ak WrenBllairBibliothek verfiigbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

jot el?
'BI'I eKy
Your knowledge hub

3

2. Paradoxe Zerlegungen

Der folgende Abschnitt richtet sich nach [TW16, Kapitel 1-3].

2.1. Definition.

Sei G eine Gruppe, die auf X operiert und seien A und B Teilmengen von X.

(i) A und B heiflen kongruent beziiglich G, falls es ein Element g aus G gibt, sodass
A = ¢B gilt.

(i) A und B heiflen dquizerlegbar bzw. zerlequngsgleich beziiglich G, falls A und B in
dieselbe endliche Anzahl disjunkter Teilmengen A; und B; zerlegt werden kénnen,
die jeweils G-kongruent sind. Also, es existieren Ai,...,A,,B1,...,B, € X mit
AiNAj=0=B;NBj,i<j<n,und fir g1,...,9, € G gilt g; (4;) = B;, sodass

Fiir die Aquizerlegbarkeit zweier Mengen A und B benutzen wir die Notation A ~¢g B.
Fiir die Relation dquizerlegbar vermoge n-vielen Stiicken zu sein, schreiben wir A ~,, B.

2.2. Lemma. Bei ~¢ handelt es sich um eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Fiir die Reflexivitdt nimmt man die Identitdt id € G. Symmetrie ist auch direkt
ersichtlich. Falls A und B kongruent vermége g € G sind, so sind B und A dies auch
vermoge g~ '. Fiir die Transitivitit betrachte man A ~, B, also die Relation, dass zwei
Mengen G-dquizerlegbar mittels n-vielen Stiicken sind. Natiirlich gilt J, .y ~n=~¢. Nun
sei A~y B und B ~y, C. Dann folgt A ~p,,, C, da UL, by (Cj) = B = UL gi (4;) und
somit, dass C' = (i1, Ui, hj_1 (gi (4;)) gilt. Insbesondere folgt mit A ~¢ B und B ~¢ C,
dass A ~¢g C gilt.

O

2.3. Definition (paradox). Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und

sei E eine nichtleere Teilmenge von X. Dann heifit E paradox beziiglich G, falls es posi-
tive ganze Zahlen m und n, paarweise disjunkte Teilmengen Ai,..., A,, Bi,..., By von
E, und Gruppenelementen gi,...,gn,h1,...,hm € G gibt, sodass E = |J;_; gi (4;) und
E=UjL hj (B)) gilt.

Eine Gruppe G heifit paradoz, falls sie als Menge paradox beziiglich sich selbst mittels
Linksmultiplikation ist.
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2. Paradoxe Zerlegungen

2.4. Bemerkung. F ist paradox beziiglich G, genau dann wenn sich E in zwei Teil-

mengen A und B disjunkt zerlegen ldsst, sodass sowohl A als auch B &quizerlegbar mit £
beziiglich G sind. Man definiere einfach A := (J; A; und B := | J; B; und erhilt die beiden zu
E Aqizerlegbaren Mengen. Umgekehrt erhélt man aus disjunkten und zu E &quizerlegbaren
Mengen A und B eine paradoxe Zerlegung, da wegen der Definition von Aquizerlegbarkeit
E sowohl als J; gi(4;) als auch als {J; h;(B;) geschrieben werden kann.

2.5. Lemma. Seien A und A" bzw. B und B’ dquizerlegbar beziiglich G. Falls AN B =

0 =A'NB, dann gilt, dass AU B und A" U B’ dquizerlegbar beziiglich G sind.

Beweis. Aufgrund von A ~g A’ und B ~g B’, erhalten wir die disjunkten Zerlegungen

AUB =L, AiUULL, Bj sowie AUB" =L, gi(A:) UL, hj(B;) vermoge der Mengen

A;, Bj und der Gruppenelemente g;, h; € G, und somit Aquizerlegbarkeit AUB ~g A'UB’.
O

2.6. Beispiel. Sei SO(R) die Drehgruppe im R?. Sei K C R? ein Kreis und » € K
ein beliebiger Punkt. Dann ist K #quizerlegbar zu K \ {z} beziiglich SO2(R).

Der Einfachkeit halber betrachten wir den Einheitskreis und identifizieren R? mit C. Sei
xr = 1, dann definieren wir folgende Rotation o : z — ze™ und wenden sie auf folgende
Menge an: E = {e" | n € N\ {0}}. Es gilt folglich o(E) = E U {z} und somit folgt mit
Lemma 2.5
K\{z} =K\ (EU{z})UE ~50,K \ (EU{r})Uo(E) =
K\ (FU{z})UEU{z} =K.

Abbildung 2.1.: Das Loch kann durch die unendlich vielen Punkte auf der Kreislinie ge-
stopft werden.
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2. Paradoxe Zerlegungen

2.7. Lemma. Betrachte Mengen A und B, die G-dquizerlegbar sind. Dann gibt es eine

bijektive Funktion g : A — B, so dass fiir alle Teilmengen C' von A gilt, dass C und g (C)
dquizerlegbar beziiglich G sind.

Beweis. Nach Definition existieren disjunkte Zerlegungen A = (J;' ; A; und B = (J | B;
und g; € G mit g; (4;) = B;. Damit kénnen wir eine Funktion g auf jeder Teilmenge A;
mittels g| A, T i definieren. Diese Funktion ist somit bijektiv und wir zeigen, dass jede
Teilmenge C' von A édquizerlegbar beziiglich G mit g (C) ist. Sei C' = (J; C; wobei C; C A;
fir alle ¢ = 1,...,n gilt. Dann erhalten wir g(C) = Uig‘Ai(Ci) = U, 9:(C;) und somit
Aquizerlegbarkeit.

O

2.8. Satz. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und seien E und E’

Teilmengen von X, die dquizerlegbar beziiglich G sind. Falls E paradox beziiglich G ist, so
ist auch E' paradox beziiglich G.

Beweis. E und E’ sind G-iquizerlegbar, also £ ~¢ E’. Da E paradox beziiglich G ist,
existieren nach Bemerkung 2.4 disjunkte Teilmengen A und B mit £ = A U B, sodass
A ~¢ F und B ~¢ E gilt. Aus der Transitivitéit der Aquizerlegbarkeitsrelation folgt, dass
A ~g E'und B ~¢ E'. Da F und E’ dquizerlegbar sind, gilt nach Lemma 2.7, dass es eine
Bijektion ¢ : E — E’ mit der Eigenschaft C' ~g ¢ (C) fiir jede Teilmenge C' von E gibt.
Insbesondere gilt somit A ~g g (A) und B ~¢ g (B). Aus der Bijektivitéat von g, erhalten
wir die disjunkte Zerlegung E' = g (A) U g (B) und aus der Transitivitit folgt wiederum
E' ~¢ g(A) und E' ~q g (B). Also ist E’ paradox beziiglich G.

U
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang
2

3.1. Eine allgemeine Konstruktion aus der Algebra

Der folgende Abschnitt richtet sich nach der Konstruktion aus [GW22, Kapitel 4].

3.1. Definition. Sei

1. K eine Klasse von Algebren des gleichen Typs,
2. § = (F, (wi);e;) eine Algebra in K,

3. X eine Menge,

4. und ¢ : X — F eine Funktion.

§ heift frei dber (X, ) in K, wenn fiir alle 2 € K mit Trigermenge A und fiiralle j : X — A
ein eindeutiger Homomorphismus ¢ mit j = ¢ o ¢ existiert.

A < - §

Im Folgenden werden wir meist nur den Fall X C F' und « = idx betrachten.

Nun werden wir den Begriff der freien Gruppe aus der Algebra wiederholen, der ein zentra-
les Konzept im Zusammenhang der Konstruktionen in den folgenden Kapiteln darstellen
wird.

3.2. Konstruktion der freien Gruppe. Sei B eine Menge von Buchstaben. Sei B

eine zu B disjunkte Menge, die gleichméchtig zu B ist, und sei « — T eine Bijektion. Sei
M := (B U B)* das freie Monoid, dass wie folgt kanonisch entsteht. Seine Triigermenge ist
die Menge aller endlichen Zeichenfolgen, die man mit den Buchstaben aus B und B bilden
kann (inklusive der leeren Folge ¢). Seine Operation ist die Konkatenation der Zeichenfol-
gen. Die Folgen der Lénge 1, die nur aus einem Element von B bestehen, identifizieren wir
mit dem entsprechenden Element, sodass wir B C M annehmen diirfen.

Auf dem Monoid M definieren wir eine Relation ~, von der wir zeigen werden:

1. ~ ist eine Kongruenzrelation.
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang 2

2. M/ ~ ist nicht nur ein Monoid, sondern sogar eine Gruppe.

3. M/ ~ ist frei iiber B beziiglich
B BUB< (BUB)*=M - M/ ~ .

Definition der Kongruenzrelation ~: Fiir zwei Worte w,w’ € M sagen wir, dass w’
aus w hervorgeht, wenn man w = uzZv oder w = uZxv schreiben kann und w’ = wv mit
u,v € M. Sprich, man erhilt w’ durch Anwenden der Kiirzungsregel eines Buchstabens und
seines Inversen aus w. In Zeichen schreiben wir hierfiir w ~» w’. Nun bezeichnen wir mit ~
die reflexive, symmetrische und transitive Hiille von ~-, also die kleinste Aquivalenzrelation,
die ~ enthilt. Alternativ: w ~ w’ gilt genau dann, wenn w = w’ ist, oder es eine endliche
Folge (wy,...,wy) gibt, fir die w = wp, W' = wy,, und fiir alle i < n : w; ~ w;41 oder
Wit1 ~ w; gilt.

Aus v ~ v und w ~ W folgt vw ~ v'w ~ VW', also vw ~ v'w’. Mit Induktion nach
der Wortliange folgert man leicht, dass ~ mit der Konkatenation vertréglich ist. Daher ist
~ eine Halbgruppenkongruenz, womit M/ ~ eine Halbgruppe und sogar ein Monoid ist.

M/ ~ ist eine Gruppe : Da 2z ~ ¢ ~ Zx gilt, gibt es in M/ ~ zu jedem Element von
BUB ein Inverses. Die Inverse erhiilt man, indem man die Reihenfolge der Buchstaben um-
dreht und jedes b mit dem entsprechenden b vertauscht. Zum Beispiel ist (blgzl_)g(_)le)il =
bab1baboby. Daher ist M/ ~ eine Gruppe.

M/ ~ ist frei iiber k(B): Sei j : B — G eine beliebige Abbildung von B in eine Gruppe
G. Zunichst setzen wir j zu einer Abbildung j : BU B — G fort, indem wir j(b) := j(b) ™"
definieren. Weil (B U B)* als Monoid frei iiber BU B ist, kénnen wir j zu einem Monoidho-
momorphismus j* : (BU B)* — G fortsetzen. Nach Definition der inversen Elemente und
aufgrund der Multiplikativitit des Homomorphismus folgt aus w ~» w' stets j*(w) = j*(w').
Somit ist die Relation ~» im Kern der Abbildung ker(j*) := {(w,w’) € M x M | j*(w) =
Jj*(w')} enthalten. Aus der Algebra wissen wir, dass der Kern eines Homomorphismus
stets eine Aquivalenzrelation bildet, insbesondere gilt also ~ C ker(j*), da ~ die kleinste
Aquivalenzrelation ist, die ~» enthilt. Daher folgt aus w ~ w', dass j*(w) = j* (') gilt.
Somit ist die Abbildung j~ : M/ ~ — G, die durch j~ ([w]~) := j*(w) definiert ist, wohl-
definiert. Um zu zeigen, dass j~ ein Gruppenhomomorphismus ist, beweist man zunéchst
die Eigenschaft j~ (ww') = 7~ (w) j~ (w’) wobei w,w’ € B U B, welche sich aus der Ho-
momorphismuseigenschaft von j* ergibt. Mit Induktion nach der Wortlénge folgt dann die
Behauptung. Nach Definition ist j~(k(b)) = 7~ ([b]~) = j*(b) = j(b) fiir alle b € B. Also
ist M/ ~ frei iiber B beziiglich k.
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang 2

A
B~ M M/ ~

\9 J
N
J G

3.3. Definition. Wir nennen ein Wort w € M reduziert, wenn es kein w’ gibt, sodass

w ~ w' gilt.

3.4. Bemerkung. Klarerweise ist ein Wort reduziert, wenn keine aufeinanderfolgenden,

inversen Buchstaben vorkommen. Man kann sehen, dass es in jeder Aquivalenzklasse ein
eindeutiges reduziertes Wort gibt, wobei der folgende Algorithmus zu jedem w € M das
eindeutig bestimmte reduzierte w’ mit w ~ w’ liefert. Dieses Wort w’ ist gleichzeitig das
eindeutig bestimmte kiirzeste Wort aus der Aquivalenzklasse [w]~.

Algorithmus: Erhalten des reduzierten Wortes
Eingabe: w e M
fiir alle b € B tue
wenn w = vbbv' oder w = vbbv' dann
w' = v’
neue Eingabe: v’
end wenn
end fiir

w zuriickgeben

3.5. Definition. Die Machtigkeit der Menge B wird der Rang der freien Gruppe genannt.

3.2. Die freie Gruppe vom Rang 2

Dieser Abschnitt richtet sich nach [TW16, Kapitel 1.1.2].

Im Folgenden sei B = {0, 7} mit den inversen Buchstaben ¢~! und 7=!. Mit F(o,7) be-
zeichnen wir die daraus resultierende freie Gruppe vom Rang 2 ganz nach der Konstruktion
wie in Abschnitt 3.1. In Zukunft schreiben wir die Elemente von F'(o,7) nicht mehr als
Aquivalenzklassen, sondern als den reduzierten Repriisentanten.

Fiir die Worter in F(o,7), die mit o, 7,0~! bzw. 7! beginnen, schreiben wir F,, F,, F, 1
und F,-1, womit sich die freie Gruppe vom Rang 2 wie folgt disjunkt zerlegen ldsst:

F(o,7)={e}UF, UF,-1 UF, UF, 1.
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang 2

Mit der geleisteten Vorarbeit lésst sich nun folgender Satz formulieren.

3.6. Satz. Die freie Gruppe vom Rang 2 ist paradozx.

Beweis. Wir schreiben F(o,7) als die disjunkte Vereinigung der Mengen A := A; U Ay
und B := B; U By, wobei die zugehorigen Mengen wie folgt definiert sind:

A =F,

Ay :=F_

By :=F, U {5,771,7'72, .. }
By :=F.-1\ {7’71,772, . } .

Nun zeigen wir, dass sowohl A als auch B &quizerlegbar mit F'(o, 7) sind.

Lw € A, ebenfalls ein reduziertes

Sei dazu w ¢ A; ein reduziertes Wort. Dann ist o~
Wort, da es nicht mit einem o gekiirzt werden kann. Somit gilt w = oo~ 'w € o As.

Umgekehrt sei w ¢ 0 As ein reduziertes Wort. Es gilt 0 As = {e} UF,—1 U F>- U F—1. Somit
kann sich w nur mehr in F, = A; befinden und F(o,7) kann als die disjunkte Vereinigung

A1 UoAs geschrieben werden, somit gilt: A und F(o,7) sind dquizerlegbar.

Abbildung 3.1.: Der sogenannte Cayley Graph der freien Gruppe illustriert die Beweisidee:
aus einem Viertel der Menge wird durch Linksmultiplikation Dreiviertel
erzeugt.
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang 2

Weiters sieht man, dass 7By = 7(F.-1) \ {g,771,772,...} gilt. Insgesamt folgt dann
Aquizerlegbarkeit von B und F'(o,7) mittels

BiUTBy =F; U {8,7'_1,7'_2, .. } UT(Fr-1)\ {577'_1,7_2, . } =
F,UTF, -1 =F,U{e}UF,.1UF,UF,-1 = F(o,7).

3.3. Die freie Gruppe als Untergruppe der Drehgruppe

Dieser Abschnitt folgt den Ideen und Beweisen aus [Winb, Kapitel 3].

Sei SO3(R) die Gruppe aller 3-dimensionalen orthogonalen Matrizen mit Determinante 1.
In Zuge unserer vorhergehenden Uberlegungen wurde noch gar nicht auf eine méogliche geo-
metrische Interpretation der freien Gruppe eingegangen. Bisher war unsere Konstruktion
rein formal.

3.7. Motivation. Im Folgenden sind wir auf der Suche nach einer zu F'(o,7) isomor-

phen Untergruppe von SO3(R). Dabei fassen wir im Weiteren die Worte w als Folgen von
Rotationen im R? auf, die sich durch eine geeignete Rotation o beziiglich der z-Achse und
7 beziiglich der z-Achse und deren Inversen erzeugen lassen. Fiir einen Punkt y auf der
Einheitssphire S? bezeichnen wir mit w(y) die Folge an Rotationen angewandt an den
Punkt. Wir suchen also nach Rotationen mit der Eigenschaft, dass w(y) = w’(y) nur wenn
die Worter w = w' iibereinstimmen.

Die Drehgruppe SO3(R) ist eine Untergruppe der orthogonalen Matrizen und jedes Element
l&sst sich als die Hintereinanderausfithrung von Rotationen darstellen, die die kartesischen
Basisvektoren als Rotationsachse haben.

1 0 0 cosa 0 sinao cosa —sina 0
0 cosae —sina |, 0 1 0 ,| sihae cosa O (3.1)
0 sina cosa —sina 0 cosa 0 0 1

Wihlt man beispielsweise den Rotationswinkel o« = 27/3 = 120° fiir unsere Rotationen o
und 7 in x- bzw. z-Richtung, erhélt man mit sicherlich nicht die freie Gruppe, sondern eine
Untergruppe, die sich dhnlich wie die zyklische Gruppe mit drei Elementen verhélt.

10
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang 2

Abbildung 3.2.: Bei dieser Wahl des Rotationswinkels 120° bleibt der Cayley Graph nicht
mehr zyklenfrei und es bilden sich lauter Dreiecke wegen 72 = 03 = ¢.

Wir suchen also ein «, welches sich nicht wie folgt schreiben ldsst: a/m = p/q mit gekiirzten
p € Z und q € N\ {0}. Ansonsten gilt 72¢ = 0?9 = ¢, da der Umfang der Einheitssphire
genau 27 entspricht. Die Menge der erzeugten Worter ist in diesem Fall sicher nicht iso-
morph zur freien Gruppe mit Rang 2.

3.8. Lemma. Der Winkel o = arccos(1/3) kann nicht als rationales Vielfaches von m

1 arccos <1> ¢ Q.
us 3

Beweis. Sei av = arccos1/3, sodass cosa = 1/3. Angenommen « sei ein rationales Viel-
faches von 7, also @ = mn/n, dann ist cos(na) = £1. Nun sei an die Definition der
sogenannten Tschebyscheff Polynome aus Numerik mittels folgender Rekursion erinnert,

geschrieben werden. Das heif$t

1
Toii1(x) = 22T (x) — Th1 ().

Mittels der trigonometrischen Identitdten folgt cos(na) = T),(cos ar), wobei dies wie folgt
gezeigt wird. Es gilt

cos((n+2)a) = cos((n+ 1)a + «)

= cos((n + 1)a)cosa — sin((n + 1)a) sin
bezichungsweise

cos(na) = cos((n+ 1)a — «)
= cos((n + 1)a) cos a + sin((n + 1)) sin a.

Durch Addieren beider Gleichungen erhalten wir

cos((n + 2)a) + cos(na) = 2cos accos((n + 1)a).

11
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang 2

und somit die folgende Formel
Thy2(cosa) = 2 cos aTy,41(cos ) — T, (cos ).
Indem wir cos a durch x ersetzen, sehen wir die bereits bekannte Rekursion
Tso(@) = 273 (@) T () — Tu(0).

Fiir den fithrenden Koeffizienten a,, im n-ten Tschebyscheff-Polynom zeigen wir mit Induk-
tion, dass a,, = 21 fiir p > 1 gilt.
Induktionsanfang (n = 1):

Ti(z)=2 = a,=1=2""
Induktionsschritt (n — n 4+ 1):

Toir (2) = 20T(2) — Toor () = app1 = 2ap =) 2. 271 = 9m

Aus diesen Uberlegungen erhalten wir also insgesamt

1 \"
+1 = cos(na) = Ty, (cosa) =T, (3) == (3) + Terme niedrigeren Grades.

Multiplizieren wir die ganz linke und die ganz rechte Seite mit 3", erhalten wir
+3" = 2"~ 1 4+ Terme, die durch 3 teilbar sind.

Fine positive Potenz von 2 soll also ein Vielfaches von 3 sein, was der Eindeutigkeit der

Primfaktorzerlegung widerspricht.
O

Der Beweis von Lemma 3.8 stammt von [Anol3].
3.9. Satz. Die Drehgruppe SO3(R) hat eine Untergruppe, die isomorph zur freien Gruppe
vom Rang 2 ist.

Beweis. Betrachte folgende Matrizen

e 0 0 . 1 F2v/2 0
otl==(0 1 F2v2 |, 7= 3 +2v/2 1 0
0 +2v2 1 0 0 3

welche genau die Rotationen 3.1 im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel av = arccos(1/3)
in x und in z-Richtung darstellen. Wir zeigen, dass jedes reduzierte nichttriviale Wort der
erzeugten Untergruppe ungleich der Identitét ist, indem wir zeigen, dass

1 1

w|[ 0 |#]| 0

0 0
12
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3. Konstruktion der freien Gruppe vom Rang 2

Ohne Beschrinkung auf die Allgemeinheit nehmen wir an, dass w auf 7+! endet. Es gilt
némlich w = ¢ genau dann, wenn 7wt~ ! = ¢. Wenn w bereits auf 7! endet, betrachten wir
w, andernfalls betrachten wir w; = 7w7 ! statt w. Dann ist wy ein reduziertes Wort, aufer
w hat die Form 7 'ws. In diesem Fall ist w3 = wyr ™! ein reduziertes Wort mit ws = &
genau dann, wenn w = . Sei nun w ein Wort, das auf 7%! endet. Wir behaupten, dass

1 1 a
wl 0] ==—1 /2 (3.2)
3n
0 c

gilt, wobei a,b und ¢ ganze Zahlen sind und b nicht durch 3 teilbar ist. Insbesondere folgt
dann, dass b # 0. Dies lasst sich durch Induktion iiber die Wortlinge zeigen.
Induktionsanfang (n = 1): Es gilt w = 7! und es lisst sich schnell nachrechnen, dass
w(1,0,0) = (1,42v/2,0)/3. Wir sehen, dass b = 2 nicht durch 3 teilbar ist.
Induktionsschritt (n — 1 — n): Es gibt vier Fille fiir das erste Symbol p; in w = pjw/,
die zu unterscheiden sind. Mit

1 avs) 1 o/
'LU/ 0 = 37 b/\/§
0 c

erhiilt man durch Einsetzen in die Abbildungsgleichungen im Fall p; = 7! die Gleichungen
a=a F4b, b=V 4+ 2d,c =3¢, im Fall p; = ot! entsprechend a = 3a/,b =V F2¢,¢ =
cd £ 4. Das zeigt die Ganzzahligkeit von a,b und c. Es bleibt noch zu zeigen, dass b
nicht durch 3 teilbar ist. Wir haben fiir w = pipsov vier Moglichkeiten zu unterscheiden,
niamlich pypo = 78 o*!, o+ 752 oder 072, Im ersten Fall erhiilt man aus der Rekursion
ein durch 3 teilbares ¢/, also kann mit b auch b = b F 2¢ nicht durch 3 teilbar sein.
Ahnlich verhilt sich der zweite Fall mit b = ¥ 4 2a’ und durch 3 teilbarem «’. In den
verbleibenden beiden Fillen muss man in der Rekursion einen Schritt weiter zuriickgreifen
und v(1,0,0) = (a’ ' YN2, ¢ ) heranziehen. In beiden Féllen erhélt man (hier fiir den dritten

Fall ausgefiihrt) mit Hilfe der Rekursion
b=b+2d =0 +£2(a" FW") =V +b"£2a" — 9" = 20" — 9"

Die Eigenschaft nicht durch 3 teilbar zu sein, vererbt sich von o' auf b. Wir haben also
Darstellung (3.2) gezeigt, wobei b # 0, da b nicht durch 3 teilbar ist. Insbesonders kann

jedes nichttriviale reduzierte Wort niemals die Identitét ergeben.
O

13
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4. Die Paradoxa von Hausdorff und von
Banach-Tarski

4.1. Orbits und die Vererbung von Paradoxie

Dieser Teil verwendet Ideen aus [Winb, Kapitel 3] und [Pet06, Kapitel 2.5].

4.1. Motivation. Wir haben dank Satz 3.9 eine Untergruppe der Gruppe SO3(R) ge-
funden, die isomorph zur freien Gruppe F (o, 7) ist. Wir wissen nach Satz 3.6, dass F'(o,T)
paradox ist und werden daraus folgern, dass SO3(R) paradox ist. Aus der Tatsache, dass
die Drehgruppe SO3(R) paradox ist, werden dann all unsere geometrischen Paradoxa auf
der Einheitsspire S? und der Einheitskugel B folgen. Weiters definieren wir wie folgt eine
Aquivalenzrelation: Punkte z und y auf S? befinden sich in derselben Aquivalenzklasse,
falls es ein Wort w € F'(o,7) gibt, sodass man mittels w von x aus y erreichen kann, sprich
w(z) = y. Diese Aquivalenzklassen nennen wir Orbits. Es stellt sich die Frage, ob sich der
Orbit eines Punktes = € S? wie die freie Gruppe verhalten kann und sich paradox zerlegen
ldsst. Nun folgen ein paar Definitionen.

4.2. Definition.

e Sei GG eine Gruppe, die auf X operiert. Fiir ein Element x in X ist der G-Orbit durch
Gz :={g(z) | g € G} gegeben.

e Im Kontext unserer geometrischen Uberlegungen benutzen wir die folgende Notation.
Sei & € S? ein Startpunkt. Der Orbit von x ist durch

O(z) :={w(z) | w e F(o,7)}
gegeben. Mit Hilfe des Auswahlaxioms lésst sich eine Auswahlfunktion finden, die je-
dem Orbit einen Reprisentanten O — x o zuordnet. Die Menge dieser Reprisentanten
bezeichnen wir mit Mp.

4.3. Definition. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.

e Der Stabilisator eines Elements x € X bezeichnet die Untergruppe aller g € G, fiir
die gz = z gilt. In Zeichen schreiben wir hierfiir Stabg(z) :={g € G | gz = z}.

e G heifit firpunktfrei, falls fiir jeden Startpunkt der Stabilisator trivial ist, also Stabg(z)
{e} fiir alle z € X.

e Ein Orbit O heifit fizpunktfrei oder typisch, falls fiir einen beliebigen Représentanten
z € O der Stabilisator trivial ist, also Stabp(, ) (%) = {e}.

14
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4. Die Paradoxa von Hausdorfl und von Banach-Tarski

4.4. Bemerkung.

e Wie in der Motivation 4.1 bereits erldutert, haben wir nach Rotationen gesucht,
die ausgehend vom selben Startpunkt nur am selben Ort landen, wenn die Worter
iibereinstimmen. Diese Beobachtung deckt sich mit der Definition, dass ein Orbit
fixpunktfrei ist: Aus w = w’ folgt € = w'w~! und somit gilt w(x) = z nur, wenn
w = € ist.

e Man sieht schnell ein, dass die Menge aller Orbits die Sphiire S? disjunkt zerlegen.
Zwei Orbits O = O(x1) und O9 = O(x2) sind entweder disjunkt oder identisch, denn:
seiy = wy(x1) = wa(x2) € O1NO4, dann gilt wl_lwg = ¢ und somit folgt fiir beliebiges
z = w(x;) € O insbesondere z = w(x1) = wwy wi(z1) = ww; 'wa(xs) € Os.
Insgesamt gilt @7 C Oy und analog auch die Umkehrung, also O = Os.

e Da ein Orbit alle Punkte beschreibt, die ausgehend von einem Startpunkt durch end-
liche Folgen von zwei Rotationen erreichbar sind, ist die Menge sicher abzéhlbar.
Gleichzeitig wissen wir aber auch, dass die Menge S? iiberabzihlbar ist und die Men-
ge der Orbits die gesamte Sphére zerlegt. Also muss es iiberabzédhlbar viele solcher
Orbits geben, insbesondere ist das Auswahlaxiom ist tatsédchlich von N6ten und die
Menge der Repréisentanten Mo iiberabzéhlbar. Mit der Menge Mo erhalten wir die
Darstellung

S? = Flo, 1) Mp =MpUF,MpUF, 1 MpUF, MoUF,-1Mp, (4.1)

welche zwar sehr niitzlich ist, sich jedoch nicht als disjunkte Zerlegung herausstellen
wird. Einiges an Arbeit fehlt uns noch, ehe wir ein Paradoxon formulieren kénnen.

4.5. Satz. Sei G eine paradoze fizpunktfreie Gruppe, die auf einer Menge X operiert.
Dann ist X eine G-paradoxe Menge.

Beweis. Sei G paradox vermoge A;, B; C Gund g;,h; € G,i=1,...,nund j =1,...,m.
Analog wie Bemerkung 4.4 ldsst sich X disjunkt durch die Menge aller G-Orbits zerlegen.
Mit Hilfe des Auswahlaxioms ldsst sich fiir jeden G-Orbit ein Représentant auswéhlen. Sei
M die Menge all dieser Représentanten. Wir schreiben X also als die disjunkte Vereinigung
X = U,en Go. Die Abbildung ¢ : G — Gz, g +— gz ist bijektiv fiir alle x aus M. Surjek-
tivitét ist klar, und die Injektivitéit folgt daraus, dass der Stabilisator jedes Elementes von
M trivial ist, da G fixpunktfrei ist. Somit ist Gz die disjunkte (aufgrund der Injektivitit)
Vereinigung aus (Ji_; U,eps Aiw und ULy U,eps Bjz wobei zusitzlich folgende paradoxe
Zerlegung fiir X gefunden wurde

Lnng(U Aw:) :X:]th<u Bj:p>.

i=1 zeM xeM

4.6. Korollar. Jede Gruppe mit einer paradozen Untergruppe ist selbst paradozx.
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4. Die Paradoxa von Hausdorfl und von Banach-Tarski

Beweis. Eine Untergruppe operiert durch Linksmultiplikation fixpunktfrei auf der ganzen
Gruppe. Wende Satz 4.5 an.
O

4.7. Korollar. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und die die freie

Gruppe vom Rang 2 als Untergruppe hat. Wenn die freie Gruppe fixpunktfrei auf X ope-
riert, dann ist X eine paradoze Menge beziiglich G.
Beweis. Nach Satz 3.6 ist die freie Gruppe vom Rang 2 paradox. Nach Satz 4.5 ist schlief3-
lich X paradox beziiglich der freien Gruppe vom Rang 2 und somit insbesondere paradox
beziiglich G.

O

4.2. Das Hausdorff Paradoxon

Der folgende Beweis folgt der Idee in [Winb, Kapitel 3.4] und [Wina, Kapitel 4].
Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist das sogenannte Hausdorff Paradoxon, ein Verwand-
ter und Wegbereiter des berithmt beriichtigten Banach-Tarski Paradoxons.

4.8. Definition. Wir definieren die Menge aller Fizpunkte nichttrivialer Rotationen
D:{x€S2|E|w€F(J,T)\{8}:w(x):x}. (4.2)

Mit Hilfe des Auswahlaxioms lisst sich fiir jeden Orbit aus S? \ D ein Reprisentant
auswéhlen. Diese Menge bezeichnen wir mit M.

4.9. Satz (Paradoxon von Hausdorff). FEs ezistiert eine abzihlbare Teilmenge D von
S?, sodass S*\ D paradox beziiglich SO3(R) ist.

Beweisvariante (konstruktiv). Sei F(o,T) die freie Untergruppe von SO3(R) vom Rang
2 aus Satz 3.9. Wir erinnern uns an die Zerlegung der Einheitssphére (4.1) aus Bemerkung
4.4

S? = F(o, 7)Mo = Mo U F;Mp U F,-1 Mo U FxMp U F,-1 Mo.

Diese Zerlegung ist jedoch noch nicht disjunkt, da beispielsweise o(1,0,0) = (1,0, 0) sowohl
in Mg als auch in F, M liegt. Wir wollen also alle Fixpunkte entfernen. Sei dazu D wie in
(4.2). Wir zeigen zunichst, dass fiir x € S?\ D der gesamte Orbit O(z) in S?\ D enthalten
ist. S?\ D ist also abgeschlossen unter Rotationen aus F(c, 7). Dazu betrachte x € S? mit
w € F(o,7), sodass w(x) € D. Nach der Definition von D gibt es ein w € F(o, 1), fiir
das ww(z) = w(z) bzw. wdw(z) = = gilt. Da W # ¢, gilt insbesondere w™lww # & und
somit gilt z € D. Durch Kontraposition haben wir also gezeigt, dass, wenn z € S\ D liegt,
so muss der gesamte Orbit enthalten sein. Insgesamt erhalten wir mit den Représentanten
M aus S?\ D die Zerlegung

S’\D = F(o,7)YM = MUF, MUF, «MUF, MU FE,._1 M. (4.3)
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4. Die Paradoxa von Hausdorfl und von Banach-Tarski

Um einzusehen, dass die Zerlegung disjunkt ist, zeigen wir mittels Kontraposition, dass
fiir unterschiedliche Worter w,w’ € F(o,7) die Mengen w(M) und w’(M) disjunkt sind.
Also seien z,2 € M C S?\ D, sodass w(z) = w'(z’). Durch Multiplizieren mit w~!, folgt
dann x = w™lw/(2') und somit x € O(z'). Da die Menge M von jedem Orbit genau einen
Reprisentanten besitzt, gilt = z’. Insbesondere gibt es per Konstruktion von D kein
nichttriviales Wort, sodass « ein Fixpunkt davon ist. Also gilt w™'w’ = € baw. w = w'.
Da die Mengen {¢}, F,, F;, F,—1 und F,-1 alle unterschiedliche Wérter beinhalten ist die
Zerlegung (4.3) in der Tat disjunkt. Insgesamt erhalten wir die paradoxe Zerlegung analog
wie in Abbildung 3.1.

o Y E,M)UF, M=8*\D=7"1(FM)UF, 1 M.

Es bleibt noch zu zeigen, dass D abzihlbar ist. Da jede Rotation genau 2 Fixpunkte besitzt,
némlich die beiden antipoden Punkte (Nord- und Siidpol) entlang der Rotationsachse, und
es nur abzihlbar viele Worter in F'(o, 7) gibt, kann es also nur abzéhlbar viele Punkte in

D geben.
O

Beweisvariante (schnell). In Satz 3.9 haben wir bewiesen, dass die Drehgruppe die freie
Gruppe vom Rang 2 als Untergruppe besitzt. Diese wiederum operiert fixpunktfrei auf
S?\ D nach Konstruktion. Nach Korollar 4.5 ist S* \ D somit paradox beziiglich SO3(R).

O

4.3. Das Banach-Tarski Paradoxon

Die folgenden beiden Unterkapitel verwenden Ideen und Beweise aus [Wina, Kapitel 6-7]
und [TW16, Kapitel 3].
4.10. Satz. Sei D eine abzihlbare Teilmenge von S?. Dann sind S* und S\ D dquizerlegbar
beziiglich SO3(R).
Beweis. Sei { eine Gerade, die durch den Ursprung geht und nicht D trifft, also /N D = (.
Da S? als iiberabzéhlbar unendliche Menge deutlich grofer ist als D, gibt es so eine Gerade
sicherlich. Mit pg € SO3(R) bezeichnen wir jene Rotation, welche die Rotationsachse ¢ hat,
und (im Gegenuhrzeigersinn) um den Winkel 6 dreht. Fiir d € D und n € N\ {0} definieren
wir die Menge

n i {0 € [0,27) | polpol.... po(d))) = p(d) € D}.

v

n-mal

Diese Menge ist abzihlbar, da sicherlich |A}| < |D] gilt. Wéhrenddessen ist die Menge
[0,27) gleichméchtig dem Kontinuum, also {iberabzéhlbar und somit echt groBer als A,
Somit folgt die Abzéhlbarkeit der folgenden Menge

a=U U 4

deD neN\{0}
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4. Die Paradoxa von Hausdorfl und von Banach-Tarski

und es gibt einen Winkel w € [0,27) \ A, mit der Eigenschaft, dass fiir alle n € N\ {0}
folgendes gilt

pu(D)N D = 0. (4.4)

Insbesonders folgt fiir alle m,n € R mit m > n, dass p['(d) N plt(d) = O gilt. Andererseits
wiirde durch Anwenden von p,," ein Widerspruch zu (4.4) entstehen. Also lésst sich die
disjunkte Vereinigung D := J, o o0 (D) defnieren. Es gilt

poD=p. o0y = |J (D) =D\D
neN neN\{0}

und somit erhalten wir die Aquizerlegbarkeit mittels p,, € SO3(R) wie folgt

S? =S2\DUD ~g0, S\ DUp,D =S*\DUD\ D =S?\D.

4.11. Korollar. Die Einheitsshire S? ist paradox beziiglich SO3(R).

Beweis. Wir wissen dank dem Paradoxon von Hausdorff 4.9, dass es eine abzéhlbare Menge
D gibt, sodass S? \ D paradox beziiglich SO3(R) ist. Nach Satz 4.10 gilt S? ~g0, S?\ D
und somit gilt nach Satz 2.8, dass S? paradox beziiglich SO3(R) ist, da sich die Eigenschaft

paradox zu sein fiir dquizerlegbare Mengen vererbt.
O

4.12. Korollar. Die Einheitskugel ohne Ursprung B\ {0} ist paradox beziiglich SO3(R).

Beweis. Es gilt ein bijektiver Zusammenhang zwischen Punkten auf S? und Teilmengen
von B\ {0} wie folgt f : S? 2 s — {ts: 0 <t < 1} C B\ {0}. Punkte auf der Ober-
fliche werden mit ihrer Verbindungsstrecke bis zum Ursprung identifiziert. Die paradoxe
Zerlegung aus Korollar 4.11 vererbt sich auf kanonische Weise auf f(S?) =B\ {0}.

O

4.13. Proposition. Die Einheitskugel B ist dquizerlegbar zur FEinheitskugel ohne Ur-
sprung B\ {0} beziiglich SO3(R).

Beweis. Sei K ein Kreis mit 0 € K, der in B enthalten ist. Wie wir in Beispiel 2.6
gesehen haben, gilt K ~go, K \ {0}, insbesonders also auch fiir SO3(R), wenn wir die
2-dimensionalen Rotationen in die hohere Raumdimension einbetten. Wir erhalten Aqui-
zerlegbarkeit mittels

B=B\KUK ~s0, B\ KUK\ {0} =B\ {0}.
O

4.14. Satz (Paradoxon von Banach-Tarski). Sei Gs die Gruppe aller Translationen

und Rotationen. Dann ist jede abgeschlossene Kugel im R paradox beziiglich Gs.

18
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4. Die Paradoxa von Hausdorfl und von Banach-Tarski

Beweis. Es geniigt den Beweis fiir die Einheitskugel B zu erbringen, da jede abgeschlos-
sene Kugel mittels GG in den Ursprung translatiert werden kann und mittels einer SOs-
dquivarianten Abbildung normiert werden kann. Fiir eine zentrierte abgeschlossene Kugel
A C R3 mit Radius r gilt, dass die Abbildung ¢ : A > x +— x/||7|| € B mit allen Operatio-
nen 1) € SO3(R) kommutiert, also ¢ o 1) = 1) o ¢. Finden wir also eine paradoxe Zerlegung
von B beziiglich SO3(R), so liefert uns das Urbild unter ¢ eine paradoxe Zerlegung fiir A
beziiglich SO3(R) und somit auch G3, da SO3(R) eine Untergruppe ist. Nach Korollar 4.12
ist B\ {0} bereits SO3(R)-paradox und nach Proposition 4.13 gilt B ~go, B \ {0}. Nach
Satz 2.8 vererbt sich die Paradoxie somit auf B.

O

4.4. Aligemeine Version des Banach-Tarski Paradoxons

4.15. Definition. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Seien A und B
Teilmengen von X. Wir schreiben A < B, falls es ein B’ C B gibt, sodass A und B’
dquizerlegbar beziiglich G sind.

4.16. Satz (Banach-Schréder-Bernstein). Fulls A <¢ B und A =g B gilt, dann
sind A und B dquizerlegbar beziiglich G.

Beweis. Da A <¢ B und A =¢ B, existieren die Mengen A’ C A und B’ C B mit
A ~g B und B ~g A’. Wie in Lemma 2.7 betrachten wir nun Bijektionen f : A — B’ und
g: B — A’  die Mengen in ihre dquizerlegbaren Bilder abbilden. Weiters definieren wir die
Mengen Cjy := A\ A’ = A\ ¢g(B) und fiir n > 0 definieren wir C), := g(f(Cy—1)). Sei nun
C:=;2,Cn C A, dann folgt

g (AN =g (A’\ U cz)
n=1

=g ' (A)\g! (U g(f(Cn_l))>

n=1

=B\f<UCn>=B\f(C)-

n=0

Da die Bijektionen f und g aus Lemma 2.7 stammen, gilt insbesonders A\ C ~g B\ f(C)
bzw. C ~¢g f(C). Mit Lemma 2.5 folgt dann insgesamt

A=A\CUC ~¢ B\ f(C)U f(C) = B.

O

4.17. Satz (Paradoxon von Banach-Tarski, allgemeine Version). Seien A und

B beschrinkte Teilmengen des R mit nichtleerem Inneren (vgl. Definition 1.6 in Appendiz
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4. Die Paradoxa von Hausdorfl und von Banach-Tarski

A.2). Dann sind A und B dquizerlegbar beziiglich Gs.

Beweis. Wahle Kugeln K und L, sodass A C K und L C B. Dies ist moglich, da A
beschrénkt ist und B nichtleeres Inneres hat. Nun wéhlen wir n so grof, dass wir K durch
n-viele Kopien von L iiberdecken kénnen, also K C |J;-_; L; mit L; = g;(L) wobei g; € GS.
Sei W eine disjunkte Vereinigung der n Kopien von L, also W := | J_; L} wobei L, = h;(L)
mit passend gewéhlten h; € G ist, sodass die Kugeln L/ alle disjunkt zueinander sind. Es
folgt

K=JLinK)~e, | JELinK)CW
i=1 =1

vermoge der Kongruenz L; = g, lhi(L;), also gilt K <g, W. Indem wir die klassische
Version des Banach-Tarski Paradoxons 4.14 wiederholen, erhalten wir n-viele Kopien aus
L und somit W <g, L. Insgesamt erhalten wir

ACK<g, W<qg, LCB

und damit A g, B. Aus Symmetriegriinden erhalten wir analog auch B <g, A. Aus dem
Satz von Banach-Schroder-Bernstein 4.16 folgt dann A ~q, B.
O

Wissenswertes: Diese Version des Banach-Tarski Paradoxons wird in der englischen Lite-
ratur haufig als das ,, pea and the sun paradox® bezeichnet. Es veranschaulicht den absurden
Charakter der Aussage, dass es durch Drehen und Schieben im R3 moglich ist, eine Erbse
(zu englisch: pea) zu zerteilen und dann in die Sonne (zu englisch: sun) zu verwandeln.

4.18. Satz (Paradoxon von Banach-Tarski, mehrdimensional). Sein > 3.

(a) Die Sphire S"~! im R" ist paradoz beziiglich SO, (R).
(b) Die FEinheitskugel B im R™ ist paradoz beziiglich G,.

(c) Je zwei beschrinkte Teilmengen des R™ mit nichtleerem Inneren sind dquizerlegbar
beziiglich G,,.

Beweis. Beweis zu (a): Wir fithren den Beweis mittles vollstéindiger Induktion.
Induktionsanfang (n = 3): Die Aussage folgt aus Korollar 4.11.

Induktionsschritt (n — 1 — n): Wir betrachten S", die Einheitssphére im R"*!. Nach
Induktionsvoraussetzung sei S"~! paradox beziiglich SO,,(R) vermége A;, B; € S*! und
0i, 7 € SO, (R), wobei i =1,...,pund j =1,...,q. Wir definieren die Mengen

1
. 1 xl
Af = Colest | —————— | 2 | eay,
Tn ||($1,---;$n)H
z n
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4. Die Paradoxa von Hausdorfl und von Banach-Tarski

3{1 1 Y1
B! = : e s _— : € B;
! Yn ||(y1,7yn)” ) ’
5 Yn

Weiters definieren wir in SOp41(R) die folgenden Rotationen

0 0
‘ Tj

und T =

0 0]
\() 0‘1/ \() 0‘1/

Wir erhalten eine paradoxe Zerlegung der Einheitssphiire ohne Pole, also der Menge S™ \
{(0,...,0,+£1)} mittels der disjunkten Zerlegung A?, B}, da S™\{(0,...,0,£1)} = Ut AfU
i, B und

| 01

p
1=

of (A7) =S"\{(0,...,0,+1)} = | J 7 (B)).
1 j=1

Analog wie in Satz 4.10 erhalten wir, dass S"™ und S™ \ {(0,...,0,£1)} &quizerlegbar
beziiglich SO,+1(R) sind. Mit Satz 2.8 folgt dann Aussage (a). Aussage (b) und (¢) folgen

dann analog wie im 3-dimensionalen Fall (siche Satz 4.14 und Satz 4.17).
]
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5. MaBtheoretische Folgerungen und der
Satz von Tarski

5.1. Auswirkungen des Banach-Tarski Paradoxons

5.1. Problem (Inhaltsproblem). Anfang des 20. Jahrhunderts stellten sich Mathe-
matiker die folgende Frage, das sogenannte Inhaltsproblem: Gibt es eine Mengenfunktion
e PB(R™) — [0,00], die die folgenden Eigenschaften erfillt?

1) flir paarweise disjunkte Aq,..., A, C 1lt:
(1) fir p disjunkte Ay, ..., An CR" gil
L (U Ai> = Z w(A;), (endliche Additivitdit)
i=1 i=1
(i) fir alle Gy -kongruenten A, B C R" gilt u(A) = u(B), (Bewegungsinvarianz)

(iii) p(]0,1]") = 1. (Normiertheit)

5.2. Korollar. Das Banach-Tarski Paradoxon basiert auf nicht messbaren Mengen.

Beweis. Sei A das Lebesgue Mafl im R™ wobei n > 3. Wir betrachten die Enheitskugel B
und duplizieren sie vermoge der paradoxen Zerlegung

=1 j=1 i=1

Angenommen die betrachteten Mengen in der Zerlegung seien messbar. Da das Lebesgue
Maf invariant beziiglich den Symmetrien g;, h; € G), ist und aufgrund der Additivitat
paarweise disjunkter Mengen, erhalten wir

AB) =M [ JAuJ G| =Y A+ Y M@ =
i—1 j=1 i=1 j=1

D> A(Gi(A)) + DA (h(Cy)) = A (U gi(z‘h)) + A | U ni(C)) | =AB) +AB).
=1 7j=1 =1 7j=1

Damit kein Widerspruch entsteht, miisste A(B) = 0 gelten. Da die Einheitskugel bekanntlich
nichtleeres Inneres hat, gilt A\(B) > 0, womit die involvierten Mengen nicht Lebesgue-
messbar sein kénnen.

O
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

5.3. Korollar. Insbesondere ist das Inhaltsproblem fiir n > 3 nicht losbar.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Korollar 5.2.
O

Im Folgenden gehen wir der Frage nach, ob es umgekehrt moglich ist aus einer nichtpara-
doxen Menge eine Mengenfunktion zu erhalten, die dem Inhaltsproblem auf analoge Weise
gentigt.

5.2. Der Satz von Tarski

Der folgende Abschnitt richtet sich nach der Vorgehensweise von [Run04, Kapitel 0.2].
5.4. Satz (Tarski). Sei G eine Gruppe die auf einer Menge X operiert, und sei E eine

Teilmenge von X. Dann existiert eine Mengenfunktion p : B(X) — [0,00], mit u(E) €
(0,00) und den folgenden Eigenschaften:

(i) fir alle AC X,g € G gilt: u(gA) = u(A), (G-invariant)
(i) fir alle Ay, ..., A, € B(X) paarweise disjunkt gilt:
p(AGU...UA,) =pu(A)+ ...+ u(A4y). (endlich additiv)

genau dann, wenn E nicht paradox beziiglich G ist.

5.5. Bemerkung. Die Beweisrichtung ” = ” von Satz 5.4 ist nicht schwer zu zeigen.

Sei p eine Mengenfunktion mit den oben beschriebenen Eigenschaften und angenommen
E sei paradox beziiglich G. Dann finden wir paradoxe Zerlegungen £ = (J; 4; UJ ; Bj mit
U;9i(4) =E = Uj h;(Bj) und somit

p) =n (UauUB; | @ 3w+ 3 u(B) @3 nlei(A0) + 3 lhy(5)

@M(UW) b | Uni(B) | = @)+ n(B).
i J

Insbesondere muss p(E) = 0 oder p(E) = oo sein, was unseren Forderungen der Mengen-
funktion widerspricht. Die andere Beweisrichtung ist die deutlich interessantere und bedarf
einiger neuer Techniken.

5.6. Definition. Sei G eine Gruppe die auf einer Menge X operiert.
e Definiere X* := X x Ny und
G* :={(g9,7) : g € G, und 7 ist eine Permutation von Ny},
wobei G* auf X* wie folgt operiert

(9,7) - (z,n) = (g, m(n))  ((9,7) € G", (2,n) € X7).
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

e Sei A C X*, dann bezeichnen wir die folgende Menge als den Level von A

Lev(A):={neNy |3z € X : (z,n) € A}.

5.7. Definition. Seien X* und G* wie in Definition 5.6.
(a) Eine Menge A C X™* heiit beschrdnkt, falls die Menge der Level von A endlich ist.

(b) Sei A C X* beschrinkt, die Aquivalenzklasse von A beziiglich ~g+ bezeichnen wir
als der Typ von A und schreiben hierfiir [A].

(c) Falls E C X, schreiben wir [E] := [E x {0}].
(d) Seien A, B C X* und k € Ny, sodass

AN {(bn+k) eX*|(bn)ec B} =0 (5.1)
B/:=

Dann definieren wir [A] 4 [B] := [AU B/|.
(e) Sei
S :={[A4] | A C X* ist beschrinkt} .

Dann heifit (S, +) die Typen Halbgruppe der Gruppenoperation von G auf X.

5.8. Proposition. Bei der Typen Halbgruppe der Gruppenoperation von G auf X handelt
es sich um eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass die Addition aus (d) wohldefiniert ist. Wir zeigen wie
gewohnt Existenz und Eindeutigkeit. Dazu seien A und B beschrénkt in X*. Um ein k£ und
somit ein B’ wie in (5.1) zu finden, reicht es k¥ > maxLev(A) zu nehmen. Es gilt sicher
| Lev(A)| < oo, da A beschrénkt ist. Insbesondere gilt durch die Wahl von £ fiir (b,n) € B,
dass (b,n+ k) ¢ A, also AN B’ = (. Fiir die Eindeutigkeit betrachten wir verschiedene
k1,ky € Ng mit k1 < ko und den dazugehoérigen Mengen B,/Cl und B;cz wie in (5.1). Wir
zeigen, dass AUB) ~g« AUB), . Da ANB; = 0= AN B, gilt, reicht es nach Lemma 2.5
zu zeigen, dass Bfﬂ und B;Q dquizerlegbar beziiglich G* sind. Tatséchlich sind die beiden

Mengen sogar kongruent in G* mittels des geeigneten Gruppenelements (id,ﬂ,]:f) e G*,

wobei die Permutation W’]:f in Ny wie folgt defniert ist

n—+ky — kq, k1 §n§max(Lev(B))—l—k1,
W’,:f (n) := ¢ n —max(Lev(B)) — 1, max(Lev(B)) + k1 < n < max(Lev(B)) + ko,
n, sonst.
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

Wir sehen, dass (id, WZ?)(B;CI) = By, gilt, da jedes (b,n + k) € By, eindeutig durch
(id, ngf)(b, n + k1) getroffen wird und erhalten insbesondere B ~¢+ Bj, und somit
[A] +1, [B] = [AU By, ] = [AU By,] = [A] +4, [B].

Natiirlich ist die Addition auch kommutativ. Die Konstruktion in (5.1) ist symmetrisch
und mit einer geeigneten Wahl eines A’, das sowohl mit B als auch B’ disjunkt bleibt und
der Wohldefniertheit unabhéingig vom k ldsst sich wieder Lemma 2.5 anwenden. Analog
wie oben zeigt man auch B ~g« B’ bzw. A ~g« A’ und wir erhalten

[A]+[B]=[AuB|=[AuUB|=[BUA]=[BUA]=[B]+IA]

Mit diesen Uberlegungen folgt auch Assoziativitéit mittels eines geeigneten C”, das sowohl
mit A, B und B’ disjunkt ist. Es folgt also

([A]+[B))+[C]=[AUB|+[C]=]AUuB UC=[AU(BUC)
=[Al+[(BUC)] = [A]+ [B'UCT =[A] + [BUCT] = [A] + ([B] + [C]).
Unser neutrales Element erhalten wir mit [()], denn

[A]+[0] = [AUl] = [AU0] = [A] = [A] = [0 U AT = [0] + [A].

5.9. Definition. Sei (S,+) die Typen Halbgruppe. Wir definieren folgende Notation

no:=a+...+a«a (v € S,n eN).
~——

n—mal

AuBerdem schreiben wir allgemein in einer Halbgruppe o < § fiir «, 8 € S, falls es ein
~v € S gibt, sodass a + 5 = 7.

5.10. Lemma. Seien o, € S mit « < 8 und o > [, dann gilt « = (. Die Relation
< ist insbesondere eine Halbordnung auf der Typen Halbgruppe (S,+).

Beweis. Wir wissen o < f und < «, also gibt es 71,72 € S, sodass o + v1 = [ bzw.
B+ 2 = a. Es folgt somit

atmt+r=0+7r=a

= n+7=I[ (D)
B+ty+m=a+mn=4
= mtmn=I[0 (V)
Wir sehen also, dass 71 = [['1] und 72 = [I'2] Inverse sind und somit konnen wir daraus

folgern

147 =0 Uy 2 [0
[ Ul) ~e D x {0} = Ti~g-0x {0} = [[]=][0],

25



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar
Die apprishiete geital ckeesOngn dNe tsiesilie seraDasienianaitist Ak WrenBllairBibliothek verfiigbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

jot el?
'BI'I eKy
Your knowledge hub

3

5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

beziehungsweise folgt analog auch

o+ = [DuTi] Y [g]
LoUT] ~g- 0x {0} = Ty~ 0x{0} = [ =0

Insgesamt folgt Antisymmetrie der Relation mittels
a=a+[0=a+m =p.

Reflexivitét ergibt sich trivialerweise aus o + [)] = o und damit o < o und Transitivitét
folgt auch direkt: falls a < g und 8 < 7, so gilt a+ § = 8 bzw. 8+ € = v und damit gilt
a+90+e=r,alsoa <.

O

5.11. Lemma. Sei E eine Teilmenge von X und G eine Gruppe, die auf X operiert.
E ist paradox beziglich G genau dann, wenn [E] = 2[E].

Beweis. 7==": Sei E eine paradoxe Menge vermoge der Zerlegung £ = |J; A; U Uj B;
und U; gi(4;) = E = U, hj(B;). Wihle k, sodass £/ x {0} N E x {k} = 0 und definiere
E':= E x {k}. Es gilt E x {0} ~g+« E’ und somit folgt

[E] = UAZ-UUB]- = Ugi(Ai)UUhj(Bj)

= (Ugl(Az) X {0}) U Uh](B]) — [E] + [E] _ 2[E]
_ =Ex{0} T

"«<=": Es gelte [E] = 2|E]| = [E] + [E]. Somit folgt, dass es ein k gibt, sodass E x {0} ~¢g~
E x{0}UE x {k} gilt. Also gibt es eine endliche Menge I C N, A; C X paarweise disjunkt
und (g, ;) € G*, sodass

JAix {0} =Ex {0} uwnd Ex{0}UE x {k} = J(gim) (A x {0})

el el

Da die Mengen E x {0} und E x {k} ebenfalls disjunkt sind, erhalten wir eine Zerlegung

Ex {0} = [J(g5. m)(4; x {0}) und Ex {k} = [ (gim) (4 x {0}).

j€J el\J

Insgesamt erhalten wir die paradoxe Zerlegung fiir E mittels

E=JA wmd |Jg)=E= ] g(A)

el jeJ i€I\J
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

5.12. Satz (Kiirzungsregel). Sei (S,+) die Typen Halbgruppe. Seien o, € S und
n € N, sodass na = nf. Dann gilt o = (3.

Beweis. Der folgende Beweis bedient sich aus Definitionen und Sétzen aus der Graphen-
theorie. Zur Auffrischung sei an dieser Stelle an den Appendix A.1 verwiesen.

Sei naw = nf, also gibt es zwei disjunkte G*-dquizerlegbare Mengen E, E’ C X* mit paar-
weise disjunkten, G*-iquizerlegbaren Mengen Ay, ..., A, C Fund By,..., B, C E’, sodass

E=A4,U...UA, und [4j]=afirallej=1,...,n
E'=BiU...UB, und [Bj]=ffiralej=1,...,n.

Nun betrachten wir die folgenden Bijektionen wie in Lemma 2.7. Sei x : F — E’ und fiir
j=1,...,nseien ¢; : Ay = Aj bzw. ¢; : By — B; bijektive Funktionen, die Mengen in
G*-dquizerlegbare Bilder abbilden (¢; und 17 sind die Identitéiten). Fiir a € A; und b € By
definieren wir

a:={a,¢a(a),...,6n(a)} und b:={b,a(b),...,Yn(b)}.

Wir definieren einen bipartiten Graphen wie in A.1 Definition 1.2 mittels X :={a | a € A1}
und Y := {b | b € B;}. Wann immer es ein j = 1,...,n gibt, sodass x(¢;(a)) € b, fiigen
wir zwischen den Knoten @ und b eine Kante hinzu. Somit erhilt jeder Knoten n-viele
Kanten, weil es genau n-viele solche ¢; gibt. Wir erhalten einen n-reguléren bipartiten
Graphen und koénnen den Satz von Konig 1.4 aus A.1 anwenden. Wir erhalten ein perfektes
Matching F. Fiir jedes @ € X, gibt es ein b € Y und eine eindeutige Kante (a,b) € F sodass
X(¢j(a)) = i (b) fir ein 5,k € {1,...,n}. Fiir beliebige j,k € {1,...,n} definieren wir

Cjp = {a € A1 | (a,b) € F und x(;(a)) = 1u(b)}
Dj,k = {b € B; ‘ (EL,B) € F und X((ﬁj(a)) = ¢k(b)}

Die Abbildung wk_l ox o ¢; liefert uns eine Bijektion von Cj nach D;j und wegen Lemma
2.7 folgt insbesondere C i, ~g+ Dj. Da{Cj | j,k=1,...,n}und {D;; | j,k=1,...,n}
disjunkte Zerlegungen der Mengen A; und Bj sind, folgt insgesamt nach Lemma 2.5, dass
Ay ~g+ By, also a = 5.

O

5.13. Korollar. Sei (S,+) die Typen Halbgruppe mit o € S und n € N beliebig. Falls
(n+ 1)a < na, dann gilt o« = 2.

Beweis. Aus unserer Voraussetzung erhalten wir
2a+na=n+1la+a<nat+a=mn+1)a<na

Wiederholen wir diese Schlussfolgerung n-mal, so erhalten wir na + na = 2na < na.
Klarerweise gilt na < 2na. Nach Lemma 5.10 folgt somit na = 2na = n(2«) und somit
konnen wir nach Satz 5.12 kiirzen und erhalten a = 2a.

O
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

Ehe wir uns dem Beweis vom Satz von Tarski 5.4 widmen koénnen, brauchen wir noch
ein weiteres technisches Lemma.

5.14. Lemma. Sei (S,+) eine kommutative Halbgruppe, Sp eine endliche Teilmenge von
S und e € Sy, sodass (n+ 1)e £ ne fiir alle n € N gilt und sodass es fir jedes « € S ein
n € N mit a < ne gibt. Dann gibt es eine Funktion v : Sy — [0,00] mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) v(e) =1,
(ii) falls aq,..., 00,81, .., Bm € So mit a1+ ...+ an < B1+ ...+ Bm, dann gilt

n m

S vlen) < 3 v(B).

=1 i=1

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis nach der Kardinalitit von Sy durch.
Induktionsanfang (|Sp| = 1): Es gilt Sy = {e}. Wir definieren v(e) := 1 und es gilt
unmittelbar (7). Um (4) nachzuweisen betrachten wir m,n € N, sodass ne < me gilt. Ange-
nommen (%) gelte nicht, also n > m + 1, dann folgt (m + 1)e < ne < me. Das widerspricht
unserer Voraussetzung an e, womit (i) folgt.

Induktionsschritt (|Sp| > 1): Da Sy mehr Elemente als nur e enthélt, finden wir ein
ap € Sp\{¢e}. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es eine Funktion v : Sp\{ao} — [0, o],
die die Eigenschaften (i) und (i) erfiillt. Da es fiir alle « € S ein n € N mit « < ne gibt,
folgt aus (i), dass v nur endliche Werte annehmen kann. Somit kénnen wir v in Sy wie
folgt fortsetzen

. 1 [ q
v(ap) := inf {r ZV(%') - ZV(‘SJ) i € Noyty e, 015444, 6g € So \ {an},
7j=1 7=1
sodass 01+ ...+ 0g + T §'yl+...+’yp}.
Wegen der Eigenschaft, dass es fiir alle @« € § ein n € N mit o < ne gibt, wird dieses
Infimum insbesondere iiber eine nichtleere Menge gebildet und es gilt v(ag) > 0. Es bleibt

noch zu zeigen, dass das fortgesetzte v nach wie vor (i) geniigt. Dazu betrachten wir
Oy Qny By ..oy Bm € So und s,t € Ny sodass

a1+ ...+ ap+sag < B+ ...+ B+ tag. (5.2)
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

Fiir den Fall s = t = 0 ist (i1) klarerweise aufgrund unserer Induktionsvoraussetzung erfiillt.

1. Fall (s =0 und t > 0): Wir miissen zeigen, dass

n
v(ay) <tv(ao)+ Y v(B;) baw.

1 j=1

> vlap) = v(B)

j=1 J=1

J

14 (Ozo) Z

| =

w:=
Dazu seien r € N, y1,...,9,01,...,94 € So \ {aw}, sodass
4. .+og+rag<yi+...+7. (5.3)

Es gentigt zu zeigen, dass folgende Ungleichung gilt

(v - ren | 2w (5.4)

Da s = 0 ist, erhalten wir Folgendes aus (5.2), indem wir mit r multiplizieren und denselben
Term links und rechts addieren

rat 4.+ rap 10+t < B+ TSy rtag + 101 + L+ g
Einsetzen von (5.3) liefert
POl F o T 6 o A ST+ B+t + .+

Durch Anwenden der Induktionsvoraussetzung, erhalten wir Folgendes, woraus schliellich
(5.4) folgt

m n

TZV(aj)+tZV(5j) STZV(ﬁj)'i‘tZV('Yj)-
=1 i=1

j=1 j=1

2. Fall (s > 0): Es reicht zu zeigen, dass

Sl/(ao)+zl/(aj) §Z1+"'+Zt+zl/(5j)>
j=1

j=1
wobei 21, ...,z die Zahlen sind, die deren Infimum v(ag) definieren. Ohne Beschrinkung
auf die Allgemeinheit, konnen wir sogar z := z; = ... = z; annehmen, da sie dann alle

insbesondere das Infimum darstellen und die Ungleichung nach wie vor erfiillt ist, wenn
manche Werte z; auch groler werden diirfen. Also wollen wir nun Folgendes zeigen
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

Indem wir wieder (5.2) mit r multiplizieren und denselben Term links und rechts addieren,
erhalten wir diesmal

rar 4 ...+ rap +rsoag +t01 + ...+ t0g <rfi+ ...+ 1Bm +rtag + 151 + ...+ tdg. (5.5)
Sel Y1, .., Yps 01, -+ -, 0g € So \ {ap} und erfiille (5.3) mit
1 [r q
(S-S
j=1 j=1
Einsetzen von (5.3) in (5.5) hinein liefert somit
rap - Froap 101+ Ft0g Hrsag <B4 F 1By i+ .
Von der vorherigen Ungleichung und der Definition von v(ay) folgt nun unmittelbar

p n

v (g —I—Z (o) SZV a;) —I—— ’I“ZV Bj) tZu(’yj)—rZy(aj)—tZu(éj)
= — ,

I
+
1
<
=

Wir haben in beiden Féllen (i) gezeigt und somit eine gewiinschte Fortsetzung auf Sy

unserer Funktion v gefunden.
O

5.15. Satz. Sei (S,+) eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 0. Sei €

ein Element in S. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(a) Fiir alle n € N gilt (n + 1)e % ne.
(b) Es gibt einen Halbgruppenhomomorphismus v : (S, +) — ([0, 00],+), sodass v(e) = 1.

Beweis. (b) = (a): Angenommen es gibt ein n € N, sodass (n + 1)e < ne gilt. Dann
erhalten wir den folgenden Widerspruch in ([0, 0], 4) mit Hilfe unseres Halbgruppenho-
momorphismus v:

(m+1)e < ne = v(ie+...4+¢ < vie+...+¢€)
—— N———

(n+1)—mal n—mal
<~ (n+1)v(e) < nv(e
— —~~
=1 =1
<~ n+1 < n %

(a) = (b): Ohne Beschrinkung auf die Allgemeinheit nehmen wir an, dass es fiir alle
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5. MapBtheoretische Folgerungen und der Satz von Tarski

a € S ein n € N gibt, sodass a < ne. Andernfalls ignorieren wir diese « vorerst und setzen
spéter v(a) := oco. Sei Sy eine endliche Teilmenge von S, die € enthilt. Wir definieren

Ms, = {n:S—) [0,00] | k(e) =1, fiir alle o, B, + B € Sp :
kla+B) = k(o) + :‘i(ﬁ)}.

Lemma 5.14 garantiert uns, dass die Menge Mg, nichtleer ist, da aus Eigenschaft (i),
sowohl k(a4 ) < k() + k() als auch k(o + 8) > k() + k(5) gefolgert werden kann.
Nun betrachten wir [0, 00]® mit der Produkttopologie. Nach dem Satz von Tychonoff 1.9 aus
Appendix A.2 ist dieser Raum kompakt, da [0, co] kompakt ist. Somit ist Mg, abgeschlossen,
da Sy eine endliche Teilmenge von S ist. Zusétzlich erfiillt die Familie {Ms, | So C S, |So| <
oo} die endliche Durschnittseigenschaft. Nach Proposition 1.8 aus A.2 gilt somit

ﬂ{MgO | So C S, |So| < oo} # 0.

Also erhalten wir eine Abbildung v : & — [0, 00] mit v(€) = 1 und v(a + ) = v(a) + v(5)
fir alle o, B € S, da v € My, o 3 a+p) fiir alle o, 8 € S gilt.
]

Wir besitzen nun alle Werkzeuge, die wir fiir den Beweis vom Satz von Tarski 5.4 benttigen
und kénnen uns im Folgenden darum widmen.

Beweis. In Bemerkung 5.5 haben wir die einfache Richtung ”=-"bereits gesehen.

7<=": Sei (S, +) die Typen Halbgruppe der Gruppenoperation von G auf X. Nach Voraus-
setzung ist E nicht paradox beziiglich G. Nach Lemma 5.11 bedeutet dies, dass [E] # 2[E].
Nach Kontraposition aus Korollar 5.13 folgt dann, dass (n + 1)[E] £ n[E] fiir alle n € N
gilt. Aus Satz 5.15 erhalten wir dann die Existenz einer additiven Abbildung v : S — [0, 0]
mit v([E]) = 1. Die gewiinschte Mengenfunktion erhalten wir dann wie folgt

o PB(X) = [0,00], A v([A]).

Unsere Mengenfunktion p ist G-invariant nach der Definition vom Typ von A und endlich-

additiv, da sich die Additivitdt von v auf p vererbt.
O
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf
der Gerade und der Ebene

Wie wir in den vorherigen Kapiteln gezeigt haben, existiert das Paradoxon von Banach-
Tarski fiir R” mit n > 3. Wir werden sehen, dass das in R und R? nicht mehr der Fall ist.
Der folgende Teil richtet sich nach der Vorgehensweise von [TW16, Kapitel 12].

6.1. Motivation. In Kapitel 4 haben wir paradoxe Zerlegungen auf Mengen gefunden, in

dem wir paradoxe Zerlegungen von Gruppen auf die Mengen, auf die sie agieren, {ibertragen
haben. In Kapitel 5 haben wir gesehen, dass die Existenz von geeigneten Mengenfunktio-
nen mit der Nichtexistenz solcher paradoxen Mengen im Zusammenhang steht. Unsere
Konstruktion wird analog zunéchst ein endlich-additives Maf3 auf allen Teilmengen einer
Gruppe G beinhalten, welche sich dann auf die Grundmenge X iibertragen lésst. Solche
Mafle auf X liefern uns dann, dass G nicht paradox ist. Diese Resultate werden sich dann
auf die Gerade und die Ebene in Raumdimension 1 und 2 anwenden lassen.

6.1. Mittelbare Gruppen und MaBe auf Gruppen

6.2. Definition. Sei G eine Gruppe und g eine endlich-additive Mengenfunktion auf
PB(G). Falls 4(G) = 1 und falls g links-invariant beziiglich G ist, also pu(gA) = u(A) fiir
alle g € G und A C G, dann nennen wir u ein Maf$ von G. Eine Gruppe, fiir die ein solches
Maf existiert, nennen wir mittelbar.

6.3. Bemerkung.

(i) Falls G paradox beziiglich der Linksmultiplikation ist, dann ist G nicht mittelbar.
Man koénnte ansonsten eine paradoxe Zerlegung von G finden, sodass u(G) = 2u(G)
gefolgert werden kann, was im Widerspruch zu u(G) = 1 steht.

(ii) Mit B(G) bezeichne man den Raum aller reelwertigen beschrinkten Funktionen auf
einer Gruppe G, der mit der punktweisen Addition und der Skalarmultiplikation ver-
sehen ist. Falls o ein Maf von G ist, so lisst sich ein Integral [ f du konstruieren. Die
Konstruktion erfolgt wie gewohnt zunéchst iiber Treppenfunktionen und dann durch
Suprema iiber alle messbaren Funktionen, die im Mafiraum (G, B(G), 1) allen Funk-
tionen auf B(G) entsprechen. Insbesondere erfiillt der Operator (- du) : B(G) —
R, f ~ [ f du folgende Eigenschaften:

(a) [(af +bg)du=affdu+0b[gdpmita,beR,
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

(b) [ fdu>0falls f(g) > 0 fiir alle g € G gilt,

(c) [xcdp=1,

(d) firalle g € G, f € B(G) gilt [(¢f) du = [ f dp, wobei (4f) (h) = f (g7 'h), also
ist das Integral links-invariant beziiglich G.

Allgemein nennen wir ein lineares Funktional M : B(G) — R ein links-invariantes
Mittel, falls die folgenden Eigenschaften (a)—(d) erfiillt sind. Insbesondere besitzt jede
mittelbare Gruppe mit dem Integraloperator ein links-invariantes Mittel. Umgekehrt
liefert jedes links-invariante Mittel durch p(A) = M(xa), A C G ein Maf auf G. Eine
Gruppe ist also mittelbar genau dann, wenn ein es links-invariantes Mittel auf der
Gruppe gibt.

(77i) Analog wie in Definition 6.2 ldsst sich auf einer Gruppe in offensichtlicher Weise auch
ein rechts-invariantes Maf} beziiglich GG definieren. In der Tat erh&lt man so eines durch
ein links-invariantes Maf8 mittels p,(A) = u(A™1), A C G. Wir bemerken, dass das
Integral beziiglich p, analog wie in (i) konstruiert werden kann, wobei das Integral
rechts-invariant beziiglich G ist, also [(fy) dur = [ f dp, mit (fy) (h) = f (hg‘l).
Falls ein Mafl sowohl links- als auch rechts-invariant beziiglich G ist, nennen wir es
einfach G-invariant.

6.4. Proposition. Sei G eine mittelbare Gruppe. Dann gibt es ein Maf v auf B(G), das
links- und rechts-invariant (also einfach invariant) beziglich G ist.

Beweis. G ist mittelbar, also gibt es ein links-invariantes Mafl p auf B(G). Sei p, das
dazugehorige rechts-invariante Mafl wie in (777) von Bemerkung 6.3. Fiir A C G definieren
wir fa(g) := u(Ag~'). Die Funktion f4 ist durch 1 beschriinkt, also f4 € B(G) und erfiillt
unmittelbar aus der Definition die folgenden Eigenschaften

- fiir alle A, B C G gilt: faup = fa + fB, falls AN B =0,
- fir alle h € G, A C G gilt: fpa = fa, und fap = (fA)h.

Nun definieren wir unsere gesuchte MaBfunktion v auf 3(G) mittels v(A) := [ fa du,. Die
Funktion v ist endlich-additiv, da

wAUB) = [ fam die = [ 4+ fn d
~ [ fadie+ [ g dir = o) +0(5).

Weiter ist sie links- und rechts-invariant, was man wie folgt sieht. Fiir alle h € G und
ACG gilt

4) = [ S dpe = [ 1 dpe = (),
o) = [ fan dur = [ (Eadn e = [ (1) dir =),
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

6.5. Satz. Sei G eine mittelbare Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Dann gibt

es ein endlich-additives, G-invariantes Maf v auf P(X) mit v(X) = 1. Insbesondere ist X
nicht paradox beziiglich G.

Beweis. Sei x € X ein beliebiger Punkt. Da G mittelbar ist, finden wir nach Propositi-
on 6.4 ein G-invariantes Mafl p auf PB(G). Somit konnen wir v : P(X) — [0, 1] wie folgt
definieren: fiir A C X sei v(A) := p({g € G : g(z) € A}). Es gilt:

-v(X)=p({g € G:yg(@) € X})=pn(G)=1,
- seien A, B C X mit AN B = (), dann

v(AUB) = u({g € G:g(z) € AUB})
=p({g€G:g(x) e A}U{g € G:g(x) € B})
=p({g€G:g(x) € A}) + u({g € G : g(z) € B}) = v(A) +v(B),

- seien h € G und A C X, dann

v(hA) = u({g € G: g(x) € hA}) = u({h g € G : A g(x) € A})
= pu(h™{g € G:g(x) € A}) = n({g € G : g(z) € A}) = v(A),

v(Ah) = u({g € G: g(x) € AR}) = u({gh™' € G : gh™!(x) € A})
= {9 € G gx) e ") = u({g € G : g(x) € A}) = v(A).

Also erhalten wir insgesamt unsere gewiinschte Mengenfunktion. Nun ist X insbesonde-
re nicht paradox, da ansonsten v(X) = 2r(X) mittels einer paradoxen Zerlegung einen

Widerspruch zu v(X) = 1 ergeben wiirde.
]

6.6. Korollar. Sei G eine Gruppe die auf X operiert. Falls X paradox beziiglich G ist,
dann ist G paradox beziiglich sich selbst. Es gilt also eine starke Umkehrung von Satz 4.5.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mittels Kontraposition. Sei G also nicht paradox beziiglich
sich selbst. Dann erhalten wir eine Mengenfunktion p wie in Satz von Tarski 5.4 fiir G.
Insbesondere ist G mittelbar und nach Satz 6.5 folgt, dass X nicht paradox beziiglich G
ist.

O

6.7. Proposition. Sei {G, | a € I} eine gerichtete Familie von mittelbaren Gruppen,

also: fiir alle o, 3 € I gibt es ein v € I, sodass G, und Gg eine Untergruppe von G- sind.
Dann ist G := J,e; Ga auch mittelbar.
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

Beweis. Wir betrachten die Menge [0, 1]%(%). Nach dem Satz von Tychonoff 1.9 aus Ap-
pendix A.2 ist diese Menge kompakt. Weiters definieren wir fiir « € I die folgende Menge

My = A{p:PB(G) = [0,1] | u(G) =1, u ist endlich-additiv,
1(gA) = p(A) fiir g € Go, A € G}

Die Menge M, ist insbesondere nicht leer, da eines der p beispielsweise wie folgt gefunden
werden kann: (A) = uq(ANG,) fir A C G, wobei G, vermoge p, mittelbar ist. Die Menge
M, ist abgeschlossen, da die Funktionen aus [0, 1]¥(¢)\ M,, eine der drei Eigenschaften von
M, verletzen (wie z.B.: u(G) # 1) und somit aus dem stetigen Urbild einer offenen Menge
stammen. Insgesamt ist [0, 1]¥(%) \ M, offen bzw. M, abgeschlossen. Da fiir alle o, 8 € I
ein v € I mit G, Gz C G gefunden werden kann, gilt insbesondere M, N Mg D M., # ()
und somit erfiillt die Menge {M,, : @ € I'} die endliche Durschnittseigenschaft. Nach Satz
1.8 aus A.2 gibt es somit ein p € (o7 Ma, sodass G mittelbar vermoge f ist.

O

6.8. Satz (Banach und von Neumann). Jede abelsche Gruppe ist mittelbar.

Beweis. Sei G eine abelsche Gruppe. Wir wissen, dass jede abelsche Gruppe die Verei-
nigung seiner endlich erzeugten Untergruppen ist, denn jedes Element g € G ist in der
endlichen zyklischen Untergruppe (g) enthalten, welche wiederum in der Vereinigung ent-
halten ist. Da die endlich erzeugten Untergruppen eine gerichtete Familie bilden, reicht es
nach Proposition 6.7 endlich erzeugte abelsche Gruppen zu betrachten und zu zeigen, dass
sie mittelbar sind. Wir nehmen an, dass G von den Elementen {gi,...,gmn} erzeugt wird.
Zunichst konstruieren wir fiir alle € > 0 eine Funktion p. : B(G) — [0, 1], sodass folgende
Figenschaften erfiillt sind:

(1) pe(G) =1,
(2) pe ist endlich-additiv,
(3) fiir alle A C G und fiir alle k € {1,...,m} gilt [pe(A) — pe(grd)| < e.

Dazu wihlen wir N € N so grof, dass 2/N < e. Wir definieren p. wie folgt

‘{(117)2 )|1§7“177Z §N7g“gszA}|
pe(A) = - R

Es folgt |ue(A) — pe(grA)| = {1, o yim) | 1 < i1,eeeyip1,0k41y---y0m < N und iy =
1 oder iy = N + 1}|/N™ =2N™"1/N™ = 2/N < e fiir alle A C G und k = 1,...,m. Dass
te(G) = 1 ist und dass pe endlich additiv ist, sieht man unmittelbar mittels der Definition.
Nun bezeichnen wir mit M, die Menge aller Funktionen auf (G) nach [0, 1], die Eigen-
schaften (1) — (3) erfiillen. Wir haben bereits gesehen, dass die Menge M, nichtleer ist. Sie
ist auBerdem auch abgeschlossen, da es fiir eine Funktion p, die beispielsweise u(G) = 1
verletzt, insbesondere eine offene Kugel gibt, die p enthélt und wo Eigenschaft (1) auch
verletzt wird. Analog gilt dies auch fiir Eigenschaft (2) und (3). Also ist das Komplement
von M. offen. Weiters erfiillen die Mengen { M, | ¢ > 0} die endliche Durschnittseigen-
schaft, da ﬂ§:1 Me; = Muin;_y_,¢; # 0. Nach Satz von Tychonoff 1.9 in Appendix A.2

,,,,,
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

ist [0, 1]¥(%) kompakt und somit folgt nach 1.8 in A.2, dass (..o M. # 0. Insgesamt haben
wir ein p gefunden, dass fiir alle € > 0 in M. liegt und somit links-invariant beziiglich allen

Erzeugern g und schliefflich fiir alle Elemente in G ist.
O

6.9. Proposition. Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und G/N die da-

zugehdorige Faktorgruppe (vgl. Definition 1.12 und 1.13 aus Appendiz A.3). Falls N und
G/N mittelbar sind, so ist es auch G.

Beweis. Sei vy ein Mafi auf N und s ein Mafl auf G/N. Fiir A C G definieren wir
fa:G — R durch fa(g) :==v1(NNg tA). Fiir g1, 92 € G, die sich in derselben Nebenklas-
se befinden, also gy Y91 = h € G, erhalten wir

falg2) = vi(N ﬂgz_lA) =vi (NN hgl_lA)
= (MNNg 'A) =1 (NngitA) = falgr)

Somit induziert f4 eine beschriinkte reelwertige Funktion f4 mit Definitionsbereich in G /N.
Wir definieren weiters p(A) := [ fa dvs. Da fo = e gilt, folgt w(G) = 1. Weiters gilt
fir A,BC G mit ANB = (), dass g ' AN g~ 'B = fiir alle g € G und somit fa p(g9) =
fa(g) + fB(g). Insbesondere erhalten wir f/AJg(g) = fa(g) + fB(g) und somit endliche
Additivitat von g mittels Linearitdt des Integrals. Schliefflich erhalten wir Links-Invarianz
unserer MaBfunktion wie folgt. Es gilt fy4(g0) = (N N gy gA) = falg " g90) = 4(fa)(90)
und aus der Links-Invarianz von vy folgt pu(gA) = pu(A).

O

6.10. Korollar (von Neumann). Sei G eine auflosbare Gruppe (vgl. Definition 1.17
aus Appendiz A.3). Dann ist G mittelbar.

Beweis. Da G auflésbar ist, gibt es eine Normalreihe von G, in der alle Faktoren abelsch
sind. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach der Liange n der dazugehorigen Nor-
malreihe durch.

Induktionsanfang (n = 1): Unsere Normalreihe G sieht wie folgt aus

g: G:GQDGlz{e’;‘}.

Wir sehen, dass Go/G1 = G/{e} der einzige Faktor in G ist und dass G/{e} abelsch ist.
Da G/{e} isomorph zu G ist, folgt aus dem Satz von Banach und von Neumann 6.8, dass
G mittelbar ist.

Induktionsschritt (n — n + 1): Wir betrachten die folgende Normalreihe

g: G:GobGID...DGn+1:{€}.
Fassen wir G; = H selbst als Gruppe auf, erhalten wir eine Normalreihe der From

H: G1:H:H0l>...l>Hn:Gn+1:{€}.
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

Wir sehen, dass G auflésbar beziiglich H ist, da die Faktoren von H aus G stammen
und somit abelsch sind. Nach Induktionsvoraussetzung folgt somit, dass (G; eine mittelbare
Gruppe ist. Weiters ist G ein Normalteiler von G und G /G abelsch. Im Insbesonderen ist
G /Gy mittelbar nach dem Satz von Banach und von Neumann 6.8. Insgesamt folgt nach

Proposition 6.9, dass G mittelbar ist.
O

6.11. Korollar. Insbesondere sind die Isometriegruppen G1 und Go mitelbar.

Beweis. Sei f eine affine Abbildung (vgl. Definition 1.21 in Appendix A.4). Dann gilt
nach Satz 1.22 in A.4, dass f als eindeutiges Produkt einer Translation und einer inver-
tierbaren linearen Abbildung geschrieben werden kann. Sei also f = 70 mit 7 € T},(R) und
o € GL,(R). Wir definieren die Abbildung 7 : A,(R) — GL,(R) durch n(f) = o. Diese
Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus mit 7=*({id}) = 7;,(R). Somit erhalten wir
mit Bedingung (¢) von Satz 1.11 aus A.3, dass T,,(R) < A, (R). Aus dem Homomorphiesatz
1.15 in A.3 folgt dann A, (R)/T,(R) = GL,(R). Weiters bildet m die Gruppe aller Iso-
metrien G,, in die orthogonale Gruppe O, (R) ab und wiederum T,,(R) <1 G,,. Also ist jede
Isometrie ein eindeutiges Produkt aus einer Translation und einer orthogonalen Abbildung.
Fiir den Fall Gy erhalten wir also Gy = {z — a £tz | a € R}, da O1(R) = {id,z — —z},
und somit die Normalereihe

Ql : G1 DTl(R) > {ld}

Wie oben erwéhnt gilt G1/T1(R) = O1(R) = {id,x — —z} = (Z/2Z) und somit ist der
Faktor G1/T1(R) abelsch. Auch der Faktor 71 (R)/{id} = T1(R) = (R, +) ist abelsch. Ins-
gesamt ist 7 auflosbar vermoge G; und nach dem Korollar von von Neumann 6.10 auch
mittelbar.

Fiir den Fall G2 betrachten wir die Menge SGo, die Gruppe aller Isometrien mit Determi-
nante 1. Die Abbildung 7 bildet SG5 in SO2(R) hinein ab und es gilt wieder 7—!({id}) =
T>(R), also T5(R) < SG. Somit erhalten wir, dass SG2/T>2(R) = SO2(R). Bezeichnen wir
mit py die Rotation, die im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel € um eine Rotationsachse
durch den Ursprung dreht, so erhalten wir SO3(R) = {pp | 0 < 0 < 27}. Also ist SO2(R)
abelsch, und damit die Faktorgruppe SGa2/T>(R). Weiters erhalten wir, dass SGa <1 G
mittels den Gruppenhomomorphismus det : (G, ) — ({—1,+1},-) gilt, da gerade SG; als
all jene Isometrien definiert sind, die Determinante 1 haben. Es gilt det ™' ({1}) = SG3 und
somit ist Go/SGy = ({—1,+1},-) =2 ((Z/2Z),+), also ist der Faktor abelsch. Weiters gilt,
dass der Faktor T5(R)/{id} = T5(R) = (R?, +) abelsch ist und wir erhalten Auflésbarkeit
von (G mittels der Normalreihe

gl : G2 > SG2 > TQ(R) > {ld}

Insgesamt ist GGo mittelbar nach dem Korollar von von Neumann 6.10.
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

6.2. Invariante MalB3 Erweiterung und Nichtexistenz von Paradoxa

6.12. Definition. Sei A eine Boolsche Algebra (vgl. Definition 1.18 in Appendix A.3).
Ein Maf$ auf einer Boolschen Algebra ist eine endlich-additive Funktion p : A — [0, o0],
also p(a VvV b) = p(a) + p(b) fir a,b € A mit a A b= 0, fiir die u(0) = 0 gilt.

Weiters sei G eine Gruppe von Automorphismen auf der Boolschen Algebra A (vgl. De-
finition 1.20 in A.3). Wir nennen das Maf p auf A zusétzlich invariant beziglich G, falls
wu(g(a)) = p(a) fir alle a € Aund g € G gilt.

6.13. Satz (Mafl Erweiterung). Sei Ay eine Boolsche Subalgebra der Boolschen Al-
gebra A und p ein Maf$ auf Ag. Dann existiert ein Maf$ @ auf A, sodass on = pu.
Beweis. Angenommen A sei zunéchst endlich. Wir fithren den Beweis mittels vollstédndiger
Induktion nach der Anzahl der Atome durch (vgl. Definition 1.18 in Appendix A.3).
Induktionsanfang (# Atome = 1): Wir erhalten A = {0,1}. Nachdem die Subalgebra
Ao per Definition eine nichtleere Teilmenge von A ist, muss entweder Ag = A gelten, wo-
mit @ := p Gewiinschtes ergibt, oder es gilt, dass Ay = {0} bzw. Ay = {1}, womit 7 =0
Gewiinschtes leistet.

Induktionsschritt (# Atome > 1): Falls Ay nur aus dem einzelnen Element 0 besteht,
so definieren wir 7 = 0. Andernfalls betrachten wir 4\ {0}. Da in einer Boolschen Algebra
zu je zwei Elementen ein Infimum existiert, konnen wir s := A(Ag \ {0}) € Ay definieren,
welches das minimale Element zu allen Elementen aus Ap\ {0} beziiglich < ist. Sei ¢ := —s,
dann definieren wir A. := {a € A | a < c¢}. Diese Menge bildet eine Boolsche Subalgebra
mittels —4.a 1= (—a) A ¢ fiir alle a € A, da alle Operationen in A, abgeschlossen bleiben.
Sei weiters ag € A ein Atom, sodass a < s gilt. Dann folgt sicherlich ag ¢ A., womit die
Boolsche Subalgebra A, weniger Atome als A besitzt. Da der Schnitt zweier Boolschen
Subalgebren wieder eine Boolsche Subalgebra ist, konnen wir unsere Induktionsvorausset-
zung benutzen und erhalten ein Maf v auf A., das u‘ ( erweitert. Nun kénnen wir 7

.Aoﬂ.Ac)
auf A wie folgt definieren. Sei a ein Atom aus A, dann:

v(a), a<cg,
ﬁ(a’) = M(S)7 a = ao,
0, a < sund a # ag.
Fiir ein allgemeines Element b € A definieren wir fi(b) := > {fi(a) | a ist ein Atom, a < b},
womit z endlich additiv auf A ist. In der Tat stimmt @ auf A, mit v iiberein. Es bleibt
noch zu zeigen, dass 1z auf Ag mit p iibereinstimmt. Aufgrund der Minimalitétseigenschaft
von s, erhalten wir fiir d € Ag, dass entweder d A s = 0 oder s < d. Falls d A s = 0, dann

gilt d < ¢ und somit folgt 1(d) = v(d) = p(d). Falls andernfalls s < d gilt, bekommen wir
d= sV (d—s) und somit

7i(d) = pu(s) + 7ild — 5) = u(s) + v(d — ) = p(s) + p(d — 5) = p(d).

Sei nun |A| = co. Fiir eine feste endliche Subalgebra C von A betrachten wir die Menge

M(C) = {“‘C € [0, 00" | ,ulc ist eine MaBlerweiterung von “‘(AomA )} .
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

Diese Menge ist eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge von [0, oo]A und die Familie
{M(C) | C ist eine endliche Subalgebra von A} erfiillt die endliche Durchschnittseigen-
schaf. Nach dem Satz von Tychonoff 1.9 in Appendix A.2 gilt, dass [0, c0]* kompakt ist,
womit nach 1.8 in A.2 folgt, dass [, M(C) # 0. Insgesamt haben wir eine passende Ma-

Berweiterung fi € (), M(C) auf ganz A gefunden.
]

6.14. Satz (Invariante Mafl Erweiterung). Sei G eine mittelbare Gruppe von Au-
tomorphismen auf einer Boolschen Algebra A (vgl. Definition 1.20 in Appendiz A.3). Sei
Ao eine Subalgebra von A und p ein G-invariantes Maf auf Ay, dann kann die Maferwei-
terung @ aus Satz 6.13 auch G-invariant gewdhlt werden.

Beweis. Sei v die Maflerweiterung auf A aus Satz 6.13. Sei 6 ein Mafl auf der mittelbaren
Gruppe G. Fiir ein b € A definieren wir f, : G — R durch f,(g) := v(g~*(b)) und somit

_ fo do, falls fy € B(G),

mm:{f )
00, sonst.

Da 6 als Maf§ auf G schliefilich linksinvariant beziiglich G agiert und da fy4) = 4(fs), folgt

dann mit (d) aus Bemerkung 6.3 Punkt (i), dass

uwwz/@@wzﬁmmwz/ﬁwzmw

O

6.15. Korollar. Sei G eine mittelbare Gruppe von Isometrien auf R™. Dann gibt es eine

endlich-additive, G-invariante Erweiterung des Lebesque Mafes \ beziiglich allen Teilmen-
gen des R™. Insbesondere hat das Lebesque Mafi auf R und R? eine G1- bzw. Go-invariante
Erweiterung auf allen Teilmengen.

Beweis. Wir wenden die invariante MaBerweiterung aus Satz 6.14 auf A := P(R"™), Ay := L
und g := X an, wobei £ die n-dimensionalen Lebesgue-messbaren Mengen bezeichnet. Die
zweite Behauptung folgt dann aus Korollar 6.11, wo wir gezeigt haben, dass G1 und Ga

mittelbar sind.
O

6.16. Korollar (Nicht Existenz von Paradoxa). Fs gibt keine beschrinkte Teilmenge
von R bzw. R? mit nichtleerem Inneren, die paradoz beziiglich G1 bzw. Go ist. Also gibt es
kein Analogon des Banach-Tarski Paradoxons auf der Gerade und der Ebene.

Beweis. Sei p die G1- bzw. Go-invariante Maflerweiterung von A aus Korollar 6.15. Sei A
eine beschrinkte Menge mit nichtleerem Inneren. Dann folgt 0 < p(A) < oo, also kann A

nicht paradox sein.
O
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6.17. Korollar. Insbesondere hat das Inhaltsproblem aus 5.1 eine Losung in R und R2.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Korollar 6.15 und 6.16, wenn auch die Losung

in der Tat nicht eindeutig ist, wie man zeigen konnte.
O

6.3. Das Sierpiniski-Mazurkiewicz Paradoxon und das von
Neumann Paradoxon

Wir wissen nun zwar, dass es kein Analogon zum Banach-Tarski Paradoxon in R und R?
gibt. Dass man in der Ebene nichtsdestotrotz andere Paradoxa konstruieren kann, sehen
wir mit Hilfe des Sierpinski-Mazurkiewicz Paradoxons und des von Neumann Paradoxons,
indem man bereit ist nichtbeschrinkte Mengen zu betrachten bzw. tiber die Gruppe der
Isometrien hinaus paradoxe Zusammenhinge zu beobachten. Der folgende Abschnitt rich-
tet sich nach [TW16, Kapitel 1 und §].

6.18. Lemma. Fiir Isometrien 0,7 € Go im R? betrachten wir die Menge der erzeugten

Worter W (o, 1), die aus o und 7 gebildet werden. Mit Wy bzw. W, bezeichnen wir die
Menge der Worter, die mit o bzw. T beginnen. Dann gibt es Isometrien o und 7, sodass:

wy € Wy, wy € Wy = w1((0,0) # wz((0,0)).

Beweis. Wir betrachten die komplexe Zahlenebene C = R2. Die Menge aller Rotationen
auf der komplexen Ebene stimmt mit der Menge der Punkte auf dem Einheitskreis iiberein,
indem die komplexe Zahl ¢* mit der Rotation mit Bogenma$ k identifiziert werden kann.
Die Menge der komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis ist iiberabzéhlbar. Nach Proposi-
tion 1.27 in Appendix A.5 ist die Menge der algebraischen Zahlen auf dem Einheitskreis
abzahlbar. Insbesondere finden wir also eine transzendente Zahl u, die auf dem Einheits-
kreis liegt. Mit o(z) := uz bezeichnen wir die dazugehorige Rotation. Weiters definieren
wir die Translation 7(z) := z + 1.

Falls ein Wort w auf o endet, kénnen wir es hinten kiirzen ohne w(0) zu éndern, da ¢(0) = 0
ist. Seien w1 € W, und wy € W, Worter, die mit o bzw. 7 beginnen. Wir erhalten aus w;
und wy die Worter t; und t9, indem wir wiederholt den letzten Buchstaben o kiirzen, ehe
sie nicht mehr auf ¢ enden, also

k1, ko

ty = 7e2I3 . pIm to = o"tr2g™ o {5 ki b, myn € N

Wir bemerken, dass t auch das leere Wort sein kann, welches mit der Identitét iibereinstimmt.
Insgesamt erhalten wir

wi(0) = t1(0) = ji + jau?? + jsul2 T 44 jpuf2 I (6.1)

kgukl + k4uk1+k3 4+ ...+ knuk1+k3+"', to 75 g,

6.2
O, to = €. ( )

U}Q(O) = tQ(O) = {
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Angenommen es gilt w1 (0) = w2 (0). Dann folgt 0 = w;(0) — w2(0) = p(u) fiir ein Polynom
p und somit der Widerspruch zur Transzendenz von u.
(Il

6.19. Korollar. Seien o und 7 die Isometrien aus Lemma 6.18. Dann ist die Menge

der erzeugten Waorter W (o, 1) eine Teilmenge von Ga, die zur freien Halbgruppe vom Rang
2 isomorph ist.

Beweis. Seien [; und ly zwei unterschiedliche Worter aus W (o, 7). Es reicht zeigen, dass
sie nicht dieselbe Isometrie darstellen. Angenommen sie wéren es, also I; = l3. Dann un-
terscheiden wir die folgenden zwei Fille.

Fall 1: Eines der beiden Worter ist als Sequenz in dem anderen enthalten. Dann erhalten
wir durch kiirzen ein w’, das mit ¢ iibereinstimmt. Wir erhalten fiir eine der beiden Glei-
chungen w'a(0) = o(0) bzw. w'7(0) = 7(0) einen Widerspruch zu Lemma 6.18, je nachdem
ob w’ mit o oder T beginnt.

Fall 2: Keines der beiden Worter ist als Sequenz in dem anderen enthalten. Dann kiirzen
wir gleiche Anfangsbuchstaben, ehe wir Worter /] und [5 erhalten, die mit unterschiedlichen
Anfangsbuchstaben beginnen. Es gilt unter der Annahme [; = ls weiters 1(0) = 15(0) im

erneuten Widerspruch zu Lemma 6.18.
O

6.20. Satz (Paradoxon von Sierpiniski-Mazurkiewicz). FEs gibt eine Teilmenge des
R?, die paradox beziiglich Gy ist.

Beweis. Sei o und 7 wie in Lemma 6.18. Wir betrachten die folgende Menge E := {w(0) €
C|w e W(o,71)}, den sogenannten W (o, 7)-Orbit von 0. Aus den Gleichungen (6.1) und
(6.2) in Lemma 6.18 erhalten wir

E:{ao—i—a1u+a2u2+a3u3+...+anu”|n€No,ai€No}

Wir sehen, dass o(F) C F und 7(E) C E gilt. Wegen Lemma 6.18 gilt zudem, dass o(FE)
und 7(E) disjunkt sind. Mit den Isometrien o~ und 7~! erhalten wir die Paradoxie von
E beziiglich G5 mittels E 2 o(E)U7T(E) und 0 (0E) = E = 77 1(7E).

]

6.21. Bemerkung. Die Gruppe G besitzt zwar eine nichtleere paradoxe Teilmenge, wie

wir oben gesehen haben, ist aber selbst nicht paradox. Das liegt daran, dass W (o, 7) nur ei-
ne Halbgruppe und keine Gruppe ist. Also kénnen wir Korollar 4.6 nicht anwenden. Weiters
bemerken wir, dass unsere konstruierte paradoxe Menge £ C R? Lebesgue Mafl 0 besitzt
und somit nicht der Bewgungs- und Rotationsinvarianz widerspricht.

Als Néchstes wollen wir eine beschrinkte paradoxe Menge auf der Ebene finden. Dazu
konstruieren wir das sogenannte von Neumann Paradoxon in der Ebene.

6.22. Definition.
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

e Wir betrachten das halboffene Einheitsquadrat J := [0,1) x [0, 1).

e Wir definieren eine Aquivalenzrelation wie folgt. Fiir P,Q € R2 sei P ~ () genau
dann, wenn es ganze Zahlen m und n gibt, sodass P = @ + (m,n).

e Fiir P € R? bezeichnen wir mit P den eindeutigen Punkt in .J, sodass P ~ P.

e Wir definieren die Menge H := 7 1(SLs(Z)), wobei m : A3(R) — GL2(R) ; f =
7L +— L den kanonischen Homomorphismus bezeichnet (vgl. 1.22 in Appendix A.4).

—

e Fiir 0 € H definieren wir die folgende Funktion: 6 : J — J ; P+ o(P).

6.23. Bemerkung. Dass es sich bei ~ um eine Aquivalenzrelation handelt, lisst sich
sehr leicht priifen, denn: P = P + (0,0) liefert Reflexivitdt. Mit P = @Q + (m,n) folgt
@ = P+ (—m,—n) und somit Symmetrie. Und als letztes erhalten wir aus P = Q + (m,n)
und @ = R+ (u,v) auch P = R+ (m + u,n + v) und insgesamt Transitivitét.

In der Tat handelt es sich auflerdem bei der Menge H um eine Gruppe, welche aus den
Elementen 7L besteht, wo 7 eine beliebige reele Translation darstellt und L eine ganzzah-
lige invertierbare Matrix mit Determinante 1 ist. Mit der Funktion, die einem o € H die
Funktion ¢ zuordnet, haben wir es geschafft, eine planare Version der modulo 1 Arithmetik
darzustellen.

6.24. Proposition. Die Abbildung o — & ist ein Gruppenhomomorphismus von H in

den Raum der flichenerhaltenden, stiickweise affinen Bijektionen von J nach J. FEinge-
schrinkt auf SLo(Z) ist sie sogar ein Isomorphismus auf sein Bild.

Beweis. FEs gilt ¢ : J — J. Nun zeigen wir die folgende Eigenschaft von ~. Falls P ~ @
und o € H, dann gilt o(P) ~ o(Q). Dies gilt, da L(Z?) C Z? fiir L € SLy(Z). Aus dieser Ei-
genschaft zeigen wir, dass ¢ injektiv auf J operiert. Sei Ji, Jo € J mit 6(J1) = 6(J2). Dann
erhalten wir o(J;) ~ o(.J2), wobei wir o als Hintereinanderausfithrung einer Translation und
einem L € SLy(Z) schreiben konnen. Lassen wir die Translation weg, folgt L(J;) ~ L(J2)
bzw. L(J; —J2) = P € Z?. Nach Proposition 1.24 in Appendix A.4 stellt die Menge SLo(Z)
eine Gruppe dar, womit wir ein ein L~ € SLs(Z) finden, sodass J; —Jo = L~(P) € Z? gilt.
Also erhalten wir J; ~ Jo und somit J; = Jo, da der Reprisentant der Aquivalenzklasse
in J eindeutig ist. Insgesamt haben wir Injektivitdt von & gezeigt. Weiters gilt fiir jedes
beliebige P € J, dass P = 6(Q) gilt, wobei Q := o~ 1(P). Also erhalten wir 6(J) = J
und somit auch Surjektivitit. Da jedes 0 € H aus einer Translation 7 und einer ganz-
zahligen invertierbaren Matrix mit Determinante 1 besteht, handelt es sich bei der Menge
o(J) um ein translatiertes Parallelogramm von der Fliche 1. Also ist die Funktion o + &
eine endliche Zerlegung in flichenerhaltende, stiickweise affine Abbildungen 7,0, wobei die
7; Translationen um Punkte aus Z? bezeichnen. Als Nichstes zeigen, wir dass o — & ein
Homomorphismus ist. Sei P € J und 01,02 € H, dann folgt aus der oben erwéhnten
Eigenschaft von =, dass

o —
—_—

5’16’2(P) = (3'10'2(P) = 0'1(0'2(P)) = 0'1(0'2(P)) = 0'10'2(P).
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

Abbildung 6.1.: Illustration der Mengen J,o(J) und &(.J), wobei ¢ = 7L mit 7 ( ';: ) =

x—2 2 3 .
<y—1 > ETQ(R)undL—(l 2>€SL2(Z)ISt.

Nun zeigen wir, dass die Abbildung SLy(Z) 5 L — L ein Isomorphismus ist. Dazu reicht es
Folgendes zu iiberpriifen: falls L=id J, dann gilt L = idgy, (7). Damit wire die Identitét in
SLo(Z) die einzige Abbildung, die von = auf die Identitiit in J abgebildet wird. Sei L = id,
dann gilt mit den Uberlegungen von zuvor, dass .J so zerlegt werden kann, dass auf einem
Polygon Q C J die Abbildung L stiickweise mit einer der Abbildung 1oL iibereinstimmt,
wobei 7 eine Translation ist. Da () ein Polygon ist, finden wir drei nicht kollineare Punkte
in Q, wo 7L mit der Identitéit iibereinstimmen muss. Also gilt 79 L = idg und somit ist
Lig = o ! eine Translation in jedem solchen Polygon @, was nur moglich ist, wenn L die
Identitdt in SLo(Z) ist.

O

6.25. Satz (Paradoxon von von Neumann fiir die Ebene). Fir zwei linear un-

abhingige Elemente o1 und oo in SLay(Z) betrachten wir die Untergruppe G von SAs(Z),
die durch o1,09 und To(R) erzeugt wird. Dann ist die Menge J paradoz beziiglich G. Wei-
ters sind je zwei beschrinkte Teilmengen des R? mit nichtleerem Inneren G-dquizerlegbar.
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

Beweis. Sei F die freie Untergruppe von SLo(Z), die durch o1 und o9 erzeugt wird. Sei
F:={L|LeF}undT := m Da die Menge F eine freie Untergruppe von SLg(Z) vom
Rang 2 ist, gilt nach Proposition 6.24, dass F' eine freie Gruppe vom selben Rang ist, die
auf J operiert, da SLy(Z) > L — L ein Isomorphismus ist. Sei D die Menge der Fixpunkte
in J, die von einem nicht trivialen Element aus F angenommen werden. Dann operiert 3
fixpunktfrei auf J \ D. Wir wissen, dass F durch 6, und &5 frei erzeugt ist und dass a
stiickweise in G ist, da TH(R) eine Untergruppe von G ist. Also ist J \ D nach Korollar 4.7
paradox beziiglich G. Bleibt also noch zu zeigen, dass J und J \ D dquizerlegbar beziiglich
G sind.

Zunéchst betrachten wir eine beliebige abzdhlbare Menge C' C J und zeigen, dass J und
J\ C édquizerlegbar beziiglich T5(R) sind. Da die Menge C' abzéhlbar ist, sei { Py, P1, P, ...}
eine Aufzidhlung. Wir betrachten die Menge A := {7 € TH(R) | Vi = 0,1,2,...35 > i :
7(P;) ~ P;} und bemerken, dass es sich um eine abziéhlbare Menge handelt. Somit finden
wir ein 7 € T5(R), das nicht in A enthalten ist, da es {iberabzéhlbar viele Translationen
gibt. Fiir so ein 7 gibt es ein n > 1, sodass C' N 7"(C) = () und somit 7™*(C) C J \ C gilt.
Insgesamt erhalten wir Aquizerlegbarkeit beziiglich T mittels

J=J\CUC ~p J\CU(C)=J\C.

Somit gilt auch J ~¢g J \ C. Bleibt also nur noch zu zeigen, dass es so ein abzéhlbares C
gibt, sodass J \ D ~; J \ C gilt.

Die Punkte in D sind Fixpunkte affiner Abbildungen, womit D selbst in einem affinen
Unterraum enthalten. Da F' abzéhlbar ist, lasst sich D in Dy U D aufteilen, wobei Dy
eine abzéhlbare Menge von Punkten in J und D; eine abzihlbare Menge von Strecken in
J ist. Wir behaupten, dass es eine Translation 7 gibt, sodass D N 7™(D) fiir alle n # 0
gilt. Sei ;2 S; := D; eine Aufzihlung der Strecken in D;. Seien n und 0 < i,j feste
ganze Zahlen. Falls S; und S; nicht parallel sind, kénnen sie hochstens einen Schnittpunkt
besitzen. Falls die beiden Strecken parallel sind, wéhlen wir einen Punkt P € S; aus und
vernachlissigen all jene Translationen 7, fiir die es ein (p,q) € Z? und ein n € Z gibt,
sodass 7"(P) auf der Gerade liegt, welche die Strecke S; + (p, q) enthélt. Somit gibt es ein
7, sodass 7"(S;)NS; = (. Fiir das abzéhlbare Triplett n, 4, j werden also nur abzéhbar viele
stiickweise Translationen vernachlissigt. Also gibt es ein 7, sodass DN 7" (D) fiir alle n # 0
abzéhlbar ist. Nun definieren wir

C:=|JDn+(D).
neL
n#0

Wir haben eine abzihlbare Teilmenge von D gefunden, fiir die gilt, dass alle 7(D \ C) fir
n > 0 paarweise disjunkt und zu C disjunkt sind. Insgesamt erhalten wir Aquizerlegbarkeit
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

mittels

00 00 ¢
J\C = (U %”(D\C)) U (U %”(D\C))
n=0 n=0
9 o9 ¢
~ (U %"(D\C)) U (U %"(D\C)) = J\D.

n=1 n=0
Wir haben den Beweis vollbracht, dass das halboffene Einheitsquadrat paradox beziiglich
G ist. Weiters zeigen wir, dass je zwei beschrinkte Teilmengen des R? mit nichtleerem
Inneren G-idquizerlegbar sind. Dies folgt analog wie im Beweis des allgemeinen Banach-
Tarski Paradoxons 4.17 mit Hilfe des Satzes von Banach-Schroder-Bernstein 4.16, wobei

wir Quadrate statt Kugeln verwenden.
O

6.4. Paradoxa auf den reellen Zahlen

Der folgende Teil richtet sich nach [TW16, Kapitel §].
6.26. Motivation. Auf der Gerade handelt es sich bei den flichenerhaltenden stiickweise

affinen Transformationen genau um die Isometriegruppe. Also konnen wir mit dem Wissen
von Korollar 6.16 keine analoge Konstruktion eines Paradoxons wie auf der Ebene erwarten
und miissen die Gruppe der Isometrien hinreichend erweitern. Wir werden sehen, dass die
folgende Gruppe in der Tat paradoxe Konstruktionen zulésst:

G(\) :={f :R — R |f ist bijektiv, f und ™! sind
Borel messbar, VA € £ : M\(f*1(A)) = A(A)}.

6.27. Lemma. Sei C eine beschrinkte Teilmenge der reellen Zahlen, dessen Kardinalitit
kleiner als 2% ist. Dann sind [0,1) und [0,1) \ C dquizerlegbar beziiglich Translationen.

Beweis. Da C' eine beschrinkte Menge ist, finden wir ein C; C [0, 1), sodass [0,1) \ C =
[0,1) \ C; gilt. Nun betrachten wir die kanonische Bijektion ¢ : [0,1) 3 > € € S!, die
das halboffene Einheitsintervall auf den Einheitskreis in C abbildet. Nun sei D := ¢(C1)
und wir bemerken, dass es weniger als 280-viele Rotationen gibt, die einen Punkt D wieder
in D abbilden. Da S' dieselbe Miichtigkeit wie das Kontinuum besitzt, sei nun p eine der
Rotationen, sodass die Familie {p™(D) | n > 0} aus paarweise disjunkten Mengen besteht.
Dann erhalten wir Aquizerlegbarkeit mittels

st=s'\ |J p"(D)u | p(D) ~s0, S\ | 0 (DYU | (D) = 8"\ D.
n=0 n=0 n=0 n=1

Aufs halboffene Intervall umgemiinzt bedeutet das also

0,1)\ C = [0,1)\ C1 ~r [0, 1).
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6. Die (Nicht)-Existenz von Paradoxa auf der Gerade und der Ebene

O

6.28. Bemerkung. Sei G()\) die Gruppe aller Bijektionen f auf R, sodass sowohl f

als auch f~! Borel messbar (vgl. Definition 1.38 in A.6) und invariant beziiglich A sind.
Dann verrit uns das vorherige Lemma, dass [0,1) ~¢(y) (0, 1) gilt und somit erhalten wir

[0,1] ~gexy (0,1] ~geay [0,1) ~geay (0,1).

6.29. Satz. Sei G(\) die Gruppe aus Bemerkung 6.28. Dann gilt, dass jedes reelle In-

tervall paradoz beziiglich G(\) ist. Weiters gilt, dass je zwei beschrinkte Teilmengen von R
mit nichtleerem Inneren dquizerlegbar beziglich G(\) sind.

Beweis. Aus Satz 1.40 in Appendix A.6 folgt die Existenz einer bijektiven Funktion
f:1]0,1) = S?, sodass sowohl f als auch f~! Borel messbar (vgl. Definition 1.38 in A.6)
sind. Um sich davon zu iiberzeugen nehme man beispielsweise fiir S? das normierte Le-
besgue Oberflichenmafl A\/(47). Weiters besagt eine Variante des Paradoxons von Banach-
Tarski 4.11, dass S? paradox beziiglich SO3(R) mittels der Zerlegung Ay, ..., A, C S? und
O1,...,0n € SO3(R) ist. Somit erhalten wir die Paradoxie von [0, 1) beziiglich G(\) mittels
f~looiof € G(A) und der Zerlegung f~1(4;) C[0,1),i=1,...,n, wobei f~too;o f als pe-
riodische Fortsetzung auf ganz R zu verstehen ist. Diese Technik lasst sich auf jedes weitere
halboffene Intervall anwenden und die anderen Intervalle folgen mittels Bemerkung 6.28.
Die Aquizerlegbarkeit zweier beliebiger beschrénkter Teilmengen von R mit nichtleerem In-
neren folgt analog wie zuvor mittels der Technik des Satzes von Banach-Schroder-Bernstein
4.16.

O
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7. Quadratur des Kreises

Wissenswertes: Eines der berithmten klassischen Probleme der antiken Mathematik ist
die Quadratur des Kreises. Die Aufgabe ist es, aus einem gegebenen Kreis mittels Zirkel und
Lineal ein Quadrat in endlich vielen Schritten zu konstruieren, das dieselbe Fliche wie der
Kreis besitzt. Ende des 19. Jahrhunderts konnte man die Unlésbarkeit beweisen. Selbst da-
nach versuchten einige Pseudomathematiker den Kreis zu quadrieren. Im Jahr 1925 fiihrte
die Untersuchung von Aquizerlegbarkeit und Maflen durch Alfred Tarski zur Formulierung
eines neuen Problems, das unverwechselbare Ahnlichkeit zur klassischen Fragestellung hatte
und Jahrzehnte spéter im Alleingang durch Miklés Laczkovich gelost werden konnte.

7.1. Das klassische Problem aus der Antike

Dieser Abschnitt richtet sich nach [GW22, Kapitel 6] und [Kra).
7.1. Problem (Quadratur des Kreises, klassisch). FEines der klassischen Probleme

der antiken Mathematik lautet wie folgt: Ist es maoglich aus einem Kreis ein Quadrat des-
selben Flacheninhalts mit Zirkel und Lineal zu konstruieren?

7.2. Definition. Sei A eine Menge von Punkten aus der Ebene R?, die die Punkte (0,0)

und (1,0) enthilt. Wir verstehen unter einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal aus A
eine endliche Folge (X1,...,X,,), sodass fiir alle i = 1,...,n folgendes gilt:

1. X; ist entweder ein Punkt, oder eine Gerade oder ein Kreis in der Ebene, oder eine
reelle Zahl.

2. Wenn X, ein Punkt p ist, dann gilt p € A, oder p wird als Durchschnitt fritherer
Kreise und Geraden erhalten. Das heifit: es gibt j, k < i, sodass p im Durchschnitt
von X; und X}, enthalten ist, wobei X; ein Kreis oder eine Gerade ist, X}, ebenso.
Aulerdem muss X; # X}, gelten.

3. Wenn X; eine Gerade g ist, dann geht g durch zwei vorher konstruierte Punkte. Das
heiflt: es gibt zwei verschiedene Punkte p1 = X; und po = Xj, mit j,k < ¢, die beide
auf g liegen.

4. Wenn X; ein Kreis k£ mit Mittelpunkt m und Radius r ist, dann wurden Mittelpunkt
und Radius schon frither konstruiert. Das heifit: es gibt j, k < ¢, sodass m = X; und
r = X, gilt.

5. Wenn X eine Zahl z € R ist, dann ist |z| die Distanz zwischen zwei frither konstruier-
ten Punkten. Das heif3t: es gibt nicht notwendigerweise verschiedene j, k < i, sodass
p1 := X und py := X, Punkte mit Abstand |z| sind.
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7. Quadratur des Kreises

Wir nennen einen Punkt, eine Gerade, einen Kreis bzw. eine Zahl konstruierbar mit Zirkel
und Lineal aus A, wenn es so eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal aus A gibt, sodass
der Punkt, die Gerade, der Kreis bzw. die Zahl daraus hervorkommt.

7.3. Mogliche Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Sind zwei Strecken a und

b bereits konstruiert, so kénnen wir a + b, a — b, a - b und a/b mit Zirkel und Lineal leicht
konstruieren. Beispielsweise verwendet man fiir die Multiplikation die folgende Technik:
vom Ausgangspunkt 0 werden auf einer Gerade die Strecken 1 und a abgetragen. Auf einer
weiteren Hilfsgerade vom Ausgangspunkt 0 wird die Strecke b abgetragen. Nun wird eine
Gerade gelegt, die durch 1 und b geht. Die Parallele dieser so erhaltenen Gerade schneidet
die Hilfsgerade im Abstand z = ab, weil x/b = a/1 gilt.

Neben den vier Grundrechenoperationen ist es moglich die Quadratwurzel einer gegebenen
Zahl a zu konstruieren. Dazu werden auf einer Gerade nacheinander a und 1 abgetragen.
Dann wird ein Halbkreis mit Mittelpunkt M = (%51, 0) und Radius 24! konstruiert. Uber
den Punkt A wird dann eine senkrechte Gerade gelegt. Der Schnittpunkt C' dieser Gerade
und des Halbkreises bildet nach dem Satz von Thales ein rechtwinkeliges Dreieck mit dem
Ursprung und B. Nach dem Hohensatz von Euklid folgt dann fiir die Strecke x unter C,
dass 22 = 1-a bzw. z = \/a gilt.

Abbildung 7.1.: Konstruktion der Quadratwurzel

Schnittpunkt zweier (Geraden:

Ausgehend von der Einheitsstrecke lassen sich also alle rationalen Zahlen und daher alle
Punkte der rationalen Ebene konstruieren. Fiir den Schnittpunkt zweier nicht paralleler
Geraden gilt wie folgt, dass sie rationale Koordinaten haben. Betrachte die Geraden

O=ar+by+c (a,b,ceqQ)
O=dr+ey+f, (de feQ)

wobei ae — bd # 0. Durch Auflosen der ersten Gleichung nach y (0.B.d.A: b # 0 ) und
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7. Quadratur des Kreises

Finsetzen in die zweite, erhalten wir

Entsprechend erkennt man, dass auch y rational ist. Das Schneiden zweier Geraden liefert
also einen Punkt mit rationalen Koordinaten.

Schnittpunkt von Kreis und Gerade:
Schneidet man Kreis und Gerade erhalten wir Folgendes:

O=ax+by+c (a,b,c € Q)
0::1;2+y2—|—20¢x+25y+% (Oé,,B,’)/EQ)

wobei ohne Beschrinkung auf die Allgemeinheit b # 0 sei. Indem wir die Geradengleichung
nach y umstellen und in die Kreisgleichung einsetzen, erhalten wir

2
0:x2+<—gx—g) +2aa:+2/8<—gx—g)+’y

b" b b" b
2 2 2 2 2
<:>0:$2+Z—2332+gx+2—2+2a93—%x—%—l—'y
2 2 2 22
@o:<l+;)xz+<;j+za_ga)ﬂ(;_fm)

= 0= (a®+b?) 2 + (2ac + 2ab? — 2Bab) x + (c* — 2Bcb + 7b°) .
Um die Gleichung zu vereinfachen, fithren wir die neuen Koeffizienten A, B und C ein:

A=a’>+b0*€Q\ {0}, B:=2ac+2ab*—2BabeQ, C:=c*—28ch+~b*cQ.

Somit erhilt man die quadratische Gleichung Az? + Bz + C' = 0 mit den beiden Losungen
B + B2 C
EY S IV ER

Beim Schneiden von einem Kreis mit einer Gerade enstehen also entweder Schnittpunkte
mit rationalen Koordinaten oder Koordinaten, die Quadratwurzeln rationaler Zahlen sind.

Schnittpunkt zweier Kreise:
Analoges erhalten wir auch beim Schneiden zweier Kreise:

0=a2+y’+2ax+28y+v (a,B8,7€Q)
0=a2+1y2+2dz+28y++, (o/,5,7 €Q)
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7. Quadratur des Kreises

wobei ohne Beschrinkung auf die Allgemeinheit @ # ' sei. Durch Subtrahieren beider
Gleichungen erhalten wir durch Auflésen nach = Folgendes

0=2(a—-a)z+2(B-8)y+(v—°)
L2 =Pyt (=)

2(a—do)
B -8B Y=
<~ =
. a—a’y+2(a—a’)

Zur Vereinfachung fiihren wir die Koeffizienten A und B ein,

o o
b ﬁ,e(@, B=_1"7 cq.
o — o

A= 2(a—a)

Damit gilt x = Ay + B. Nach Einsetzen in die erste Kreisgleichung erhalten wir
0= (Ay + B)> +y* + 2a(Ay + B) + 28y + v
< 0= A%?+2ABy + B? + y* + 20Ay + 2aB + 28y + v
= 0=(A’+1)y’+ (2AB +2aA+28)y + (B* + 2B +7)

Mit den neuen Koeffizienten M := A% +1 € Q,N := 2AB 4+ 20A + 23 € Q und P :=
b?> — 2aB + v € Q ergibt sich die quadratische Gleichung My? + Ny + P = 0, wobei die
Losungen wie folgt lauten
N N2 P
2= o N e

Wir erhalten also wieder Schnittpunkte mit rationalen Koordinaten oder Koordinaten, die
Quadratwurzeln rationaler Zahlen sind.

Zusammenfassung:

Sowohl beim Schneiden einer Geraden mit einem Kreis als auch beim Schneiden zweier
Kreise entstehen entweder Schnittpunkte mit rationalen Koordinaten oder Koordinaten,
die Quadratwurzeln rationaler Zahlen sind. Zusammengefasst sind die Koordianten also
jeweils von der Form a + bv/k, wobei a, b, k € Q.

Wir betrachten somit die Menge K := {a + bvk | a,b € Q}. Wir beachten, dass K;
ein Korper ist, da K beziiglich der vier Grundrechenoperationen abgeschlossen ist. Seien
dazu a,b,c,d, k € Ky := Q, dann gilt:

(a4 0VE) + (c+dVk) = (a+¢) + (b+ d)VE,
(a+0VE) — (c+dVk) = (a —¢) + (b— d)VE,
(a4 bVE)(c+ dVE) = (ac + bdk) + (ad + be)VE,

a+bVk a+WWk c—dVk

c+dvk c+dvk c—dvk
_ac—bdk: bc—ad\/E

_02—d2k+c2—d2k '
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7. Quadratur des Kreises

Dieser Prozess kann nun beliebig oft wiederholt werden. Ausgehend von den Zahlen aus Ky
konnen wir fiir ein festes k1 € Ky die Menge Ky := {a1 + bivkr | a1,b1 € Kl} betrachten.
Indem wir so fortfahren, erhalten wir nach n Schritten mit einem festen k,,_1 € K,,_1 den

Korper K, := {an_l +bp—1y/kn—1] an—1,bn, € Kn_l}. Insgesamt entsteht eine Folge aus
Korpern, die die aus Zirkel und Lineal konstruierbaren Zahlen darstellen

Q=KiCK;CKyC...CK,C...

7.4. Satz. Jede konstruierbare Zahl ist algebraisch.

Beweis. Wir beweisen die Aussage, indem wir folgende Behauptung beweisen. Sei xj € Ky,
eine konstruierbare Zahl. Dann ist zj, die Nullstelle eines Polynoms vom Grad 2! mit Koef-
fizienten aus Kj_;, wobei 0 < [ < k. Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion
itber [ € N durch.

Induktionsanfang (I = 1): Sei zx = ap—1 + bp—1y/kxr—1 € Kg mit ag_1,bx_1,kr—1 €
Ki_1 gegeben. Wegen

Tp = ap—1 +bp_1vVkp—1 = T —ap_1 = b1V ki1

<~ (CL‘k — ak,1)2 = bi—lkkfl
erkennt man, dass zj, Nullstelle des Polynoms f(z) = 2% — b7 _,kj_1 ist. Da f(z) ein Poly-
nom vom Grad 2! mit Koeffizienten aus K;_; ist, ist der Induktionsanfang bewiesen.

Induktionsschritt (I — 1 — [): Wir nehmen an, dass x; € K; Nullstelle eines Polynoms

f(z) = arzl +ap_1 2"+ L+ oz + ag

vom Grad L := 2! ist, wobei die Koeffizienten aus K;_; sind. Das heifit, es gilt aj € Kiy
fur alle j = 0,1,..., L. Wir schreiben «; := a;j+b;y/w mit a;,b; € Ki_;_; und einem festen
w € Kg_;_1, womit Folgendes gilt

L-1 L—-1

fl@) = (arx® +ap_1z”t + .+ arz+ag) + Vw- (bpat + b2+ b+ by)

Wir setzen xj, in das Polynom ein und erhalten unter Beachtung von f (zj) = 0 die Gleich-
heit

— (ayvi + aL_1x£_1 + ...+ a1 + a()) = \/E (bL.’Bﬁ + bL_1$£_1 + ...+ by + b()) .

Durch Quadrieren beider Seiten erhalten wir

2 2
(aLajﬁ + aL_lxﬁfl + ... taizy + ao) =w- (bLfL‘ﬁ + bL_lznﬁfl + ...+ bz + bo) .
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7. Quadratur des Kreises

Diese Gleichung zeigt, dass xj, Nullstelle eines Polynoms vom Grad 2 - L = 241 mit Koef-

fizienten aus Kj_;_; ist. Damit ist der Induktionsschritt bewiesen.
O

7.5. Satz. Die Quadratur des Kreises mittels Zirkel und Lineal ist unmdoglich.

Beweis. Betrachten wir ohne Beschrinkung auf die Allgemeinheit einen Kreis mit Radius
1. Dann ist der Flacheninhalt des Kreises m und somit die Seitenlénge des flichengleichen
Quadrats /7. Da 7 transzendent, also nicht algebraisch, und somit auch /7 nicht algebra-
isch ist, kann /7 nicht konstruierbar mit Zirkel und Lineal sein. Somit ist die Quadratur

des Kreises unmoglich.
O

7.2. Eureka! Die Kreisquadratur nach Tarski

Die folgende Arbeit entstammt [TW16, Kapitel 9]. Wir beweisen in diesem Abschnitt das
folgende Problem.

7.6. Problem (Tarskis Quadratur des Kreises). Das von Alfred Tarski im Jahr 1925

formulierte Problem lautet wie folgt: Ist eine Kreisscheibe aquizerlegbar beziiglich der Iso-
metrien der Ebene zu einem Quadrat derselben Fliche?

Wissenswertes: In der Tat gelang es dem ungarischen Mathematiker Miklés Laczkovich
am Ende des 20. Jahrhunderts im Alleingang eine Losung fiir Tarskis Problem zu finden,
obwohl nichts dafiir sprach, seitdem man wusste, dass es kein Analogon des Banach-Tarski
Paradoxons fiir Raumdimension 1 und 2 gibt. Nicht nur das, er konnte sogar beweisen,
dass die Quadratur des Kreises nach Tarski nur mittels Translationen bewerkstelligt wer-
den kann. Er ist somit der erste und einzige ernstzunehmende Mathematiker, der sich
zum Klub der ominésen Kreisquadrierer hinzu zéhlen darf, ohne pseudowissenschaftlich
vorgegangen zu sein. Um im Wortlaut der Kreisquadrierer zu bleiben: ,,Sehet! Das Grand
Problem endlich gelost: der quadrierte Kreis, jenseits jeglicher Widerlegung - Eureka!”

Zuerst definieren wir die folgende Notation.
7.7. Definition.

Sei J :=1[0,1) x [0,1).
Sei E die Standardbasis im R2.

Sei K eine Jordan Kurve (also eine einfach geschlossene Kurve), dann bezeichnet K*
die Menge im Inneren.

Fiir ein Polygon P, bezeichnen wir mit p(P) den Umfang.

Ein Einheitsquadrat ist eine Menge von der Form [a,a+1) x [b,b+ 1), wobei a,b € Z.
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7. Quadratur des Kreises

Ein Gitterpunkt ist ein Element in Z2.
Ein Gitter Polygon ist ein orthogonales Polygon mit Gitterpunkten als Knoten.

Fiir ein Gitter Polygon P bezeichnen wir mit P die Vereinigung aller Einheitsqua-
drate, die in P* enthalten sind.

Fiir z € R definieren wir (z) := min.ez | — 2| und die Bruchteilfunktion frac(z) :=
x — |z]. Falls der Input der Bruchteilfunktion vektorwertig ist, ist die Funktion kom-
ponentenweise zu verstehen.

Fiir eine endliche Teilmenge A von J und eine messbare Teilmenge der Ebene H

definieren wir die Diskrepanz von A zu H wie folgt: D(A, H) := ‘ﬁgf' — \H)|.

Fiir eine abzéhlbare Teilmenge S von J und einem messbaren H defineren wir A(S, H) :
1S 01 H| = A(H)|

Seien v € R? und X = {x1,22}, wobei x1,2o € R?, und sei N eine positive ganze
Zahl. Dann definieren wir eine Teilmenge von J? wie folgt: Fiv(u, X) := {frac(u +
nixy + nex2) | ni,ne = 0,..., N — 1}, wobei die Bruchteilfunktion vektorwertig zu
verstehen ist.

Fiir ein positives reelles z sei /(x) := max(2,Inz).

Mit ¥ bezeichnen wir eine Funktion von N nach [0, +0c), sodass die Reihe Y 32, ¥(2F) /2%

konvergiert.

Fiir C' > 0 sei N(C) die kleinste positive ganze Zahl N, sodass 16(N+1)? < (1 + %)2

gilt.

Seien u € R?, X = {x1,22}, wobei x1,20 € R?, und H C R?, so definieren wir
S(u, H) := {(n1,n2) € Z? | frac(u + n1x1 + naxe) € H}, wobei die Bruchteilfunktion
vektorwertig zu verstehen ist.

Mit H bezeichnen wir die Familie aller nichtleerer Vereinigungen von endlich vielen
Einheitsquadraten, also: H := {{U;cz @ | @y ist ein Einheitsquadrat, [F| < oo}

Sei X C R? und § > 0. Wir definieren die abgeschlossene §-Nachbarschaft von X
mittels Kg(X) :={y €R? |z € X : ||z —y| < J}.

7.8. Lemma. Fualls H € H, dann gilt mindestens eine der folgenden Behauptungen:
(a) H = P fiir ein Gitter Polygon P.
(b) Es gibt disjunkte Mengen Hy, Hy € H mit H = Hy U Hy und p(H) = p(H1) + p(Ha2).

(c) Es gibt Mengen Hy, Hy € H mit Hy C Hy und H = Hy \ Hy, sodass p(H) = p(Hi) +

p(H3).
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7. Quadratur des Kreises

Beweis. Mit B := 0H bezeichnen wir den Rand von H. Falls B ein einfaches Gitter
Polygon ist, folgt Behauptung (a). Ansonsten kénnen wir B in einfache Gitter Polygone
zerlegen, wobei wir wie in der folgenden Abbildung zwei Félle unterscheiden kénnen.

H = Hy\ H

Hy= D H = Hy1UH,

Hy =D, Hy

Abbildung 7.2.: Veranschaulichung der Fille (b) und (¢)

O

7.9. Definition. Seien ()1 und Q5 zwei disjunkte Einheitsquadrate. Wir nennen sie adja-

zent falls ihr Rand ein gemeinsames Segment (Strecke) als Schnitt hat. Analog definieren
wir, dass H; und Hs in ‘H adjazent sind. Weiters definieren wir die adjazente Erweiterung

H' := HU{Q | Q ist ein zu H adjazentes Einheitsquadrat}.

Mit H™ bezeichnen wir im Folgenden die n-fache adjazente Erweiterung.

7.10. Beispiel. Betrachten wir das Gitter Polygon P, das wie der Buchstabe H geformt
ist, und das dazugehorige H = P € H. Dann sieht H’ folgendermaBen aus:

Abbildung 7.3.: Illustration der adjazenten Erweiterung

7.11. Lemma. Sei C >0 und H € H. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n < N(C),

sodass \(H™) > Cp(H™) + \(H). Dasselbe gilt auch fiirs Komplement eines Elements in
H.
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7. Quadratur des Kreises

Beweis. Sei N := N(C) und p,, := p(H™). Dann besteht 9H™ aus p,-vielen Segmenten
der Liinge 1. Jedes solches Segment ist Teil des Randes eines Einheitsquadrats in H ™+ \
H™)_ Ein jedes dieser Quadrate besitzt aber hochstens vier solcher Segmente. Also gilt
pn < ANHOHD\ H™). Angenommen die Behauptung stimmt nicht, dann gilt fiir alle
n < N, dass

MH™\ H) < Cp, < ACNH™)\ HM)
= ACA(H" )\ H) —4CA\(H™ \ H).

Somit folgt durch iterierte Anwendung der Ungleichung A\(H ™+t \ H) > (1+ %)N AH'\
H) und wir erhalten mit der Ungleichung p, < 4\(H"*+D\ H™) insgesamt

n+1 1 N / 1 N Po

MH™DN\ H) > <1 + 40> NH'\ H) > (1 + 40> o (7.1)
Als niichstes beweisen wir A(H™+1) \ H) < 4(n + 1)?pp, womit dann gemeinsam mit (7.1)
ein Widerspruch zur Definition von N = N(C) folgen wiirde (vgl. Definition 7.7). Sei @
ein Einheitsquadrat, das sich in H®+1) \ H befindet. Dann gibt es eine Folge von Einheits-
quadraten g, Q1,...,Q, = Q, wobei Qg C H, von mindestens zwei und hoéchstens N + 2
vielen, die nacheinander adjazent sind. Da Q1 und H adjazent zueinander sind kénnen wir
einen Gitterpunkt z in 0Q1 NOH wihlen. Sei T' das Quadrat mit dem Mittelpunkt in z und
Seitenléinge von 2N + 2. Nun folgt @ C T. Da OH héchstens po viele Gitterpunkte besitzt,
kénnen wir mit dieser Methode alle Q C H(+1 \ H mit Hilfe von py vielen Quadraten
der Fliche 4(N + 1)? iiberdecken, womit die gesuchte Ungleichung bewiesen wurde. Der

komplementére Fall folgt analog.
O

7.12. Lemma. Sei H € H und C >0, dann gibt es ein K € H, sodass
(o) HC K C HN©),
(b) NHWO)) > Cp(K) + A\(K).

Beweis. Sei N := N(C). Wir wenden Lemma 7.11 an. Sei dazu A := R?>\ H™ und
n < N eine positive ganze Zahl, sodass A(A™ \ A) > Cp(A™) gilt. Wir definieren weiters
K := R?\ A", dann gilt K C R?\ A = H™. Angenommen (a) gelte nicht. Dann gibt
es ein Einheitsquadrat @, das in H enthalten ist aber nicht in K, also Q@ C A™. Somit
gibt es eine Folge von hochstens n+ 1 adjazenten Enheitsquadraten Qo = @, ..., @, wobei
Q. C A. Da Q C H gilt, folgt Q,, € H™ C HW) = R? \ A und somit der Widerspruch,
dass @Q,, sowohl Teilmenge von A als auch von R?\ A ist. Um (b) zu beweisen, bemerken wir,
dass AW\ A= HM\ K und p(K) = p(A™). Mit der Ungleichung A\(A™\ A) > Cp(A™)
folgt dann die Behauptung.
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7. Quadratur des Kreises

A=R2\ H"

AN\ A

Abbildung 7.4.: Die weiflen Punkte in der Mitte stellen H dar. Alle Punkte gemeinsam
sind H®). Das Komplement davon ist A und der hellgraue Bereich ist
AP\ A. Falls C = 0,088 ist, so gilt N(C) = 5. In unserem Bild gilt
AMH®)) =107 > 51 + 0,088 - 40 = A(K) + Cp(K).

O

7.13. Lemma (Bijektionslemma). Sei S eine abzihlbare Teilmenge des R?. Sei C' > 0,

sodass fiir jedes Gitter Polygon gilt, dass A(S,P) < Cp(P). Dann gibt es eine Bijekti-
on ®: S — 72, wo die Distanz eines jeden Bildpunktes zum Ursprungspunkt in S durch
N(C) + /2 beschrinkt ist.

Beweis. Zunichst beweisen wir die folgende Behauptung mittels vollstdndiger Induktion
nach der Lange des Umfangs. Fiir jedes H € H gilt A(S,H) < Cp(H).
Induktionsanfang (p(H) = 4): Nach Lemma 7.8 wissen wir, dass einer der Fille (a)-(c)
gelten muss. Da p(H) = 4 ist, miissen wir uns im Fall (a) befinden und somit gilt H = @,
wobei @) ein Einheitsquadrat ist.
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7. Quadratur des Kreises

Induktionsschritt (p(Hy) < p(H)): Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir alle
Hy € H mit p(Hy) < p(H) gilt. Dann erhalten wir im Falle () von Lemma 7.8, dass
A(S,H) < A(S,Hy) + A(S,Hy) < Cp(Hy) + Cp(Hz) = Cp(H). Im Fall (¢) erhalten
wir A(S,H) = | |S N Ha| — MH2) — (|S N Hi| — AXHy)) | < A(S,Hy) + A(S,Ha) <
Cp(Hy) + Cp(Hs) = Cp(H), womit die Behauptung bewiesen wurde.

Sei nun N := N(C) und M := N + /2. Weiters sei I' der bipartite Graph, der aus
den beiden Teilen S und Z? besteht, wobei die Kanten die Paare (z,y) € S x Z? sind, fiir
die ||z — y|| < M gilt. Wir wollen zeigen, dass I' ein perfektes Matching hat (vgl. Defi-
nition 1.3 in Appendix A.1), womit wir unsere gewiinschte Bijektion erhalten. Der Grad
eines jeden Knoten ist endlich, also garantiert uns der Satz von Hall-Rado-Hall 1.5 in A.1,
dass so ein Matching existiert, falls wir Folgendes zeigen kénnen: Jede Menge von k vielen
Knoten in einem der beiden Teile, hat mindestens k viele Nachbarn im jeweils anderen Teil.

Sei also A C Z? eine k-elemtige Menge und H die Vereinigung aller Einheitsquadrate,
dessen linke untere Ecke in A enthalten ist. Also gilt H € ‘H und A(H) = k. Nach Lemma
7.11 gibt es eine positive ganze Zahl n < N, sodass A(H™) — Cp(H™) > \(H) = k. Mit
unserer bewiesenen Behauptung folgt dann [S N H™| > \(H™) — Cp(H™) > k. Sei als
niichstes K,(H) = {y € R? | 32 € H : ||z —y| < n} die abgeschlossene Nachbarschaft
um H mit Radius n. Dann erhalten wir H) C K, (H) C K, s(A) € Ky (A) und somit
|S N Kyr(A)| > k. Wir haben gezeigt, dass A mit mindestens k vielen Punkten in Z? ver-
bunden ist.

Sei umgekehrt B eine k-elementige Teilmenge von S. Sei H die Vereinigung aller Einheits-
quadrate, die nichtleeren Schnitt mit B haben. Es gilt H € H und nach Lemma 7.12 gibt
es ein K € H, sodass H C K € H™) und A(H™)) > \(K) + Cp(K). Durch gemeinsa-
mes Anwenden der oben bewiesenen Behauptung und der letzten Ungleichung erhalten wir
E<|SNH|<|SNK| < MK)+Cp(K) < AHW) und somit |22 N HM| = \(HW)) > k.
Da HN) C Kn(H) C Ky (B) gilt, folgt |22 N Ky (B)| > k. Also erhalten wir unsere
gewiinschten k vielen Nachbarn in B und die Bedingung des Satzes 1.5 in A.1 ist erfiillt,
um ihn zwei mal anwenden zu kénnen und ein perfektes Matching von I' zu finden.

O
7.14. Lemma (Lemma des dicken Umfangs). Sei e > 0 und P ein orthogonales
Polygon. Sei weiters K (P) die abgeschlossene e-Nachbarschaft von P. Dann gilt, dass
AMEe(P)) < 2ep(P).
Beweis. Durch Erweiterung des Polygons um e Einheiten erhalten wir eine Region die
hochstens die Fliche 2ep(P), da die Viertelkreise, die in K.(P) entstehen, durch die ge-

geniiberliegenden Ecken iiberdeckt werden kénnen, die bei der Uberlappung der Rechtecke
entstehen.
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7. Quadratur des Kreises

Abbildung 7.5.: Illustration des Lemmas: Wir sehen eindeutig, wie die dunkelgrauen Qua-
drate in die weiflen runden Teile passen

O

7.15. Lemma. Sei P ein orthogonales Polygon und D = {Ry,...,R,,} eine Menge an

Gitter Quadraten mit der Seitenldnge einer Zweierpotenz und mit der Figenschaft, dass die
Seitenlinge der Quadrate maximal grof im Inneren von P* sind und alle Finheitsquadrate
im Ineren von P* iiberdecken. Sei weiters Q; = R;. Dann erhalten wir

(a) P*\ K ;5(P) € UL, Q)

(b) falls ¥ : N — [0,00) eine Abbildung ist, sodass C' := Y ° W(2")/2" > 0 konvergiert,
dann gilt Y77, W(s(R;)) < 6Cp(P), wobei mit s(R;) die Seitenlinge der Quadrate
bezeichnet wird.

Beweis. Wie wir in der folgenden Abbildung erkennen, liegt jeder Punkt in P*\ K 5(P)

eindeutig in einem der Einheitsquadrate in P*. Da diese vollstindig durch R; bis R,,
iiberdeckt werden, liegen sie somit auch in einem @), womit wir (a) gezeigt haben.

Sei nun Dy := {Q € D | s(Q) = 2*} und ny, := |Dy|. Beispielsweise bezeichnet Dy die
kleinen dunkelgrauen Einheitsquadrate in unserer Abbildung. Fiir @ € Dy, kann die Distanz
zum Polygon P héchstens 28v/2 betragen, somit gilt @ C P* N K., v3(P) und insgesamt

U Q€ P nEy, 45(P). (7.2)
QEDy,

Nach dem Lemma des dicken Umfangs 7.14 gilt dann
Y (KQ,C+1 ﬁ(P)> < 2H2/2p(P).

Andererseis gilt A ({Q | Q € Di}) = nx2%* und somit gilt durch (7.2), dass ng < 27%4/2p(P)
gilt. Insgesamt folgt

SOU(s(Qy) = S mew(2) < avap(P) Y w(2h)/2¢ < 6Cp(P).
7=1 ko k

=0
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7. Quadratur des Kreises

|

Abbildung 7.6.: Die weile Kurve umschliefit die Menge P*\ K 5(P), die in der Vereinigung
aller Quadrate enthalten ist.

0

Nun besitzen wir geniigend Werkzeuge, um uns im Folgenden einem passenden Kriteri-
um zu widmen, wann zwei Teilmengen von J dquizerlegbar mittels Translationen sind.

7.16. Satz (Aquizerlegbarkeitskriterium). Seien H; und Hy messbare Teilmengen

von J mit A\(Hy) = AM(Hz) = o > 0. Bezeichne weiters E := {(1,0),(0,1)} die Standard-
basis im R? und X := {1,229} 2wei Vektoren, die in J liegen. Weiters seien die folgenden
beiden Figenschaften erfillt:

(i) Die Menge der Vektoren E'U X ist linear unabhdingig iber Q,

(ii) Sei ¥ : N — [0,00), sodass die Reihe C =Y 7 konvergiert, sei u € R? beliebig und
N €N, sodass D(Fy(u, X), H;) < W(N)/N? fir j € {1,2} gilt.

Dann erhalten wir, dass Hy und Ho dquizerlegbar mittels Translationen sind.
Beweis. Fiir ein u € R? definieren wir zuniichst S; := S;(u) := S(u, H;) mit i € {1,2}
(vgl. Definition 7.7). Eines unserer Ziele ist es eine beschrénkte Bijektion ®,, : S; — S3 zu

konstruieren. Dazu zeigen wir zunéchst die folgende Behauptung. Fiir jedes Gitter Quadrat
Q gilt [|Q N S;| —a*A(Q)] < ¥(s(Q)), wobei j € {1,2}. Dazu sei s(Q) = N und der Punkt
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7. Quadratur des Kreises

a = (Zl> € Z? die linke untere Ecke von @. Dann erhalten wir
2

QN S| = Hn: (Z;) € 72

= Hm = (m1> € ZQ‘ frac(u + a121 + agxe + mixy + maxe) € Hj und 0 <m < N}‘

frac(u + nix1 + noxe) € Hj und a <n < a+ (%)H

mo
= ‘FN(’LL+ a1xr1 + CLQ.’EQ,X) N H]|

Indem wir (%) fiir u 4 a121 + agxs im ersten Argument von Fy verwenden, und indem wir
die lineare Unabhingigkeit von EU X fiir |Fy(u+ a121 + agz2, X)| = N? verwenden, folgt
die Behauptung mittels

]FN(u—i— a1xr1 + a2$2,X) ﬂHj‘ B a2

|Fn(u+ a121 + azxe, X)|
Fwran

U(N) > N°D(Fy(u+ aiz1 + agas, X), Hj) = N?

|FN(U +ay1x1 + a2$2,X)|

=11Q N Sj| = MQ)a?].

|QﬂSj| — N2?

|FN(U + a1z + CLQSL‘Q,X)|

Als néchstes beweisen wir die Behauptung, dass a.S; die Bedingungen des Bijektionslemmas
7.13 erfiillt. Also beweisen wir, dass fiir jedes Gitter Polygon P Folgendes gilt: A(a.S}, 15) <
C1p(P), wobei j € {1,2} und C; := (4v/2+6C)/a. Dazu sei P, das skalierte Polygon o' P,
auf das wir Lemma 7.15 anwenden, um Gitter Quadrate wie folgt zu erhalten

J@icP.cK 5P Ul (7.3)
i=1 i=1
Weiters bezeichnen wir mit s; = s(Q;), fiir i = 1,...,m, die die Seitenléingen der Quadrate

bezeichnen und definieren die folgende Notation: V := o231 s;, W := > ¥(s;) und
Y :=[S; N K ;5(P)]. Wir wollen die folgende Ungleichungskette zeigen

VWY <I|SNPB,|<V+W+Y. (7.4)

Fiir die erste Ungleichung, verwenden wir die linke Seite der ersten Behauptung auf jedes
Quadrat ; und erhalten somit

m

V=0?) s <Y Us)+ Y QNS <|SnPal+W.
=1 =1

i=1

Fiir die zweite Ungleichung, fangen wir bei der rechten Teilmengenrelation von (7.3) an,
schneiden die Menge S; und erhalten

=Y + .

UQimSj

i=1

UQimSj

i=1

|Pa 1811 < 1S5 0 K 5(Po)| +
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7. Quadratur des Kreises

Nun verwenden wir die rechte Seite der ersten Behauptung in der Form von |Qi N S| <
?XNQ;) + U(s(Qy)). Das liefert [P, N Sj| <Y 4+ U(sj) +a? Y ANQi) =Y + W + V,
womit wir (7.4) gezeigt haben. Als néchstes zeigen wir

1S; N By — M(P)| < (4\@+60)p<ap). (7.5)

Hierfiir kennen wir bereits die folgenden drei Ungleichungen

e Nach (7.4) und dem Lemma des dicken Umfangs 7.14 gilt |V —A(P)| < A(aKﬁ(Pa)) <
A y5(Pa)) < 2v2p(Pa) = 2¢/22L),

e Nach dem Lemma des dicken Umfangs 7.14 gilt auch Y < |Z? NK 5(Pu)| < 2\/51%.

e Nach Lemma 7.15, angewandt auf P,, gilt W < 6C @.
Die Dreiecksungleichung liefert uns insgesamt wie gewiinscht
155(w) N Pa| = A(P)| < [1S(u) N Pa| = V| + |V = X(P)]
1
<W +Y +2V2—p(P)
o
1 1 1
<6C—p(P) + 2\/§ap(P) + 2\f2ap(P).

Skalieren zeigt, dass |S;(u) N P.| = |aS;(u) N P|, womit wir (7.5) und somit die zweite
Behauptung erhalten.

Als letztes zeigen wir noch folgende Behauptung: fiir jedes v € R? gibt es eine Bijek-
tion ® : 57 — YS9, wo die Distanz eines jeden Bildpunktes zum Ursprungspunkt durch
Cy := 20~ Y(N(Cy) + v/2) beschriinkt ist.

Da nach Behauptung 2 die Voraussetzungen des Bijektionslemmas 7.13 erfiillt sind, er-
halten wir die zwei Bijektionen ®, ; : a.S; — Z2 mit dazugehoriger Distanz N(C1) + /2,
wobei j € {1,2}. Definiere ®(n) := a‘ltb;lzcbml(an), das ergibt eine Bijektion von S; nach
So, wie wir im folgenden kommutierenden Diagramm feststellen kénnen.

Sy —— Sy

aS1<—— 95
aSh

Wir bemerken, dass die dazugehorige Distanz der Bildpunkte zu den Ursprungspunkten
bei q);é gleich groB ist wie bei @, 2. Sei my := @, 1(an) — an und my := <I>;§(<I>u71(om)) —
@, 1(an), dann gilt

a_1<1>;é (®y1(an)) =a ' (an+my +m) =n+a ' (m +ms).
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7. Quadratur des Kreises

Da ||m1|| < N(C1) + V2 bzw. ||ma|| < N(C1) + /2 gilt, folgt unsere Behauptung.

Nun kénnen wir endlich den Beweis des Satzes vervollstéindigen. Sei G := {niz1 + nazs +
mie1+maes | n,m € Z2} die additive Untergruppe von R?, die durch E und X erzeugt wird.
Nun betrachten wir die folgende Partition von R? in Nebenklassen: R? = |J,cpe JGEu =
Uuerz/c(a + G). Mit einem Représentanten u € &, lisst sich wegen (i) jedes z € &, ein-
deutig wie folgt schreiben z = u+nqix1 +nows +mie; +msees, wobel nq,ng, mi,me € Z. Im
Weiteren schreiben wir anstatt njxi +noxo +mier +moeq abkiirzend n- X +m - E mit ent-
sprechenden n, m € Z2. Nun sei z € Hy, mit der gerade erwihnten Darstellung erhalten wir
frac(u +n- X) € Hy und somit n € Sy(u). Sei ® die Bijektion aus der letzten Behauptung
fiir das gewéhlte u. Sei weiters n’ := ®(n). Da n’ € Sy(u), haben wir frac(u+n'- X) € Ha,
also gibt es ein m’ € Z2, sodass u+n'- X +m’ - E € Hy. Wir kénnen somit die Abbildung
&u: HiNE, — HaNE, mit §,(z) := u+n'- X +m’- E definieren. Das ist eine wohldefinierte
Abbildung, da die Vektoren in X und F linear unabhéngig zueinander sind. Da ® bijektiv
von Si(u) nach Sa(u) ist, vererbt sich die Bijektivitiat auf &, von H; NE&, nach HyNE,. Die
Distanz der Bildpunkte zu den Ursprungspunkten betrigt [|[n’ — n|| < Oy fiir ® und da 2
und &,(2) in J liegen, gilt ||z — &,(2)|] < v/2. Weiters haben wir

I(n" —n) - X + (m' —m) - Bl < ||€u(2) — 2| < V2.
Sei O3 := /2 + Cy max(||z1]], |z2]]), dann gilt somit
lm” —m|| = [|(m" —m) - E|| < V2+ (' —n)- X|| < C5.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass es Vektoren q,r € Z? gibt, sodass &,(z) = u + q -
X + 7 - E mit der Eigenschaft

lgll < C und [|r]| < Cs. (7.6)

Sei (d)L, die Familie aller Vektoren der Form ¢ - X + 7 - E wie in (7.6). Sie besteht nur
aus hochstens (2C5 + 1)? vielen Vektoren, wobei diese Schranke nur von a und ¥ abhiingt.
Wir haben also gezeigt, dass fiir alle z € Hy N &, gibt es ein t < L, sodass &,(z) = z + d;.
Diese Definition héangt nicht mehr von der Wahl der Nebenklasse ab, da d; € G, womit
wir eine bijektive Translation & : Hy — Hs wie folgt erhalten: es gibt ein t < L, sodass
&(z) := z + d; gilt. Definiere die Menge A; := {z € H; | {(z) = z + d;}. Dann erhalten wir
Aquizerlegbarkeit mittels Translationen zwischen Hi und Hy vermoge den Familien (A,g)tL:1
und (At + dt)thl-

O

Nun kénnen wir uns endlich der Konstruktion der Quadratur des Kreises widmen. Ein
wesentlicher Schritt beinhaltet zu zeigen, dass ein gleichschenkeliges Dreieck dquizerlegbar
mittels Translationen mit einem Quadrat ist, was nicht mehr so leicht geht, wenn man nur
Translationen anstatt Isometrien zulésst. Zunichst betrachten wir die folgende Definition.

7.17. Definition. Fiir eine Funktion f : [0,1) — [0,1) definieren wir den gefiillten Graph
gr(f) =={(z,9): 0<x<1,0<y < f(z)}.
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7. Quadratur des Kreises

7.18. Satz. Jedes gleichschenkelige Dreieck ist dquizerlegbar mit einem Quadrat mittels

Translationen.

Beweis. Wir betrachten das gleichschenkelige Dreieck A := gr(f), wobei f die Identitét ist.
Wir werden zeigen, dass A ~7 @ gilt, wobei @ := [0,1/v/2) x [0,1/+/2). Sei ¥(z) = £7(x),
womit >3, W(2%)/2F endlich ist. Nach dem Aquizerlegbarkeitskriterium 7.16 reicht es zu
zeigen, dass es zwei Vektoren X := {x,y} gibt, sodass X U E iiber Q linear unabhéngig
ist, und dass es eine Konstante C gibt, sodass fiir alle u € R? und positive ganze Zahlen N
Folgendes gilt

D(Fx(u, X), A) < c‘I’Jg ). (7.7)
D(Fy(u, X),0) < ¢ 2 (7.8)

N2
Da @ ein Teilrechteck von J ist, liefert uns die Dritte Abschitzung 1.34 in Appendix A.5
mit € = 1 die Formel (7.8) fiir fast alle z,y € R?. Da eine Menge von Maf 1 iiber ein Paar
von Vektoren verfiigt, dass der Bedingung der linearen Unabhéngigkeit geniigt, reicht es
(7.7) fiir fasst alle x und y zu zeigen. Wir werden zeigen, dass es (x1,22,y1,y2) € J? gibt,
sodass

(a) die Behauptung der Dritten Abschétzung 1.34 in A.5 mit X = {(z1, z2), (y1,y2)} und
e =1 fiir alle u € R? und alle positiven ganzen N hiilt,

(b) die Behauptung der Ersten Abschétzung 1.31 in A.5 mit € = 1 und entweder (z1,y1)
oder (x1 — x2,y1 — y2) hilt.
Hiermit folgt dann (7.7) fir X = {(z1,x2), (y1,¥2)} und jedem w und N.

Wir wenden den Satz von Erdés-Turdan 1.35 in Appendix A.5 an. Sei das S aus dem Satz
die N? elementige Menge Fy(u, X). Da f die Identitit ist, ist C' aus dem Satz gleich 1.
Hiermit erhalten wir D(Fn(u, X), A) < max(8D(Fn(u, X)), 216E,,), wobei

1 &1 |
E =+ Z - Z e?ﬂhi(u1+n$1+ky1—uz—nxz—kyg)dx
T m h \ N2

h=1 n,k=0

1 1 N-1

+ eQwhimdx -— Z e?ﬂhi(ul-i—nxl-l—k:yl)

0 N

n,k=0

Wegen (a) ist das erste Argument des Maximums aus dem Satz von Erdés-Turdn 1.35 in
A5 Kleiner als CW(N)/N?, mit entsprechender Konstante C. Fiir das zweite Argument ver-
schwindet das Integral in I,,, und daher gilt analog, wie im Beweis der Dritten Abschitzung
1.34 in A.5, wobei man (b) zweimal fiir die letzte Ungleichung verwendet, dass

Em

IN

1 1 — 1 1
m NQ; (h<h (w1 —22)) (h (g1 — ) D () (hy1>)
1 !

4
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7. Quadratur des Kreises

Setzt man m = N2, erhiilt man (7.7). Es bleibt also zu zeigen, dass das vorherige Argument
fiir fast alle (z1, 22, y1,y2) in J? gilt.

Durch den Ersten Abschéitzungssatz 1.31 in A.5 gibt es eine Nullmenge S C J, so dass fiir
jedes (z,y) € J\ S eine Konstante C existiert, so dass fiir ¢ = 1 und jede positive ganze Zahl
n die Schlussfolgerung des Satzes gilt. Wir behaupten, dass fiir fast alle (x1, 22, y1,y2) € J>
gilt, dass (z1 — x2,y1 — y2) ¢ S. Tatséchlich ist L (z1, 22, y1,y2) = (£1 — 22, y1 — Y2, T1, Y1)
eine nicht-singulére lineare Transformation, und (x1 — z2,y1 — y2) € S genau dann, wenn
L (z1,22,y1,y2) € S x J. Da das Urbild einer Nullmenge unter L ebenfalls Maf3 Null hat,
beweist das, dass fiir fast alle Vektorenpaare =,y € J, (a) und (b) gelten, was zu (7.8) wie
gewiinscht fithrt. Damit haben wir den Beweis fiir das oben beschriebene gleichschenkelige
Dreieck vollendet. Da jedoch fiir jede Skalierung o und jede Translation 7 gilt, dass o~ '7¢o
eine Translation ist, funktioniert die Methode bei jedem gleichschenkeligen Dreieck.

O

Als néichstes wollen wir zeigen, dass je zwei Polygone derselben Fléche dquizerlegbar mittels
Translationen sind. Zuvor folgen noch zwei Lemmata.
7.19. Lemma (Absorptionslemma). Sei K das Innere einer Jordan Kurve (also einer

einfach geschlossenen Kurve) und H sei die Vereinigung endlich vieler Linien Segmente
(Strecken). Dann gilt K ~p K U H.

Beweis. Angenommen H sei eine Strecke, die relativ kurz zur Grofle von K ist. Wir
verschieben H in K, sodass ein kleines Rechteck mit der Seite wie in H innerhalb von
K entstehen kann. Analog wie in Lemma 6.27 sieht man leicht ein, dass jedes Rechteck
dquizerlegbar mittels Translationen zu demselben Rechteck mit fehlendem Segment an der
Seite ist. Im Lemma in Dimension 1 haben wir die Endpunkte der abgeschlossenen Inter-
valle entfernt, analog geht das auch in Dimension 2, sodass die ganze Strecke fehlt. Fiir
beliebig grofle Segmente kénnen wir die Methode einfach sukzessive fiir ganzzahlige Viel-
fache der absorbierbaren Strecke nacheinander ausfithren, ehe H vollstdndig absorbiert ist,

womit Aquizerlegbarkeit durch Translatieren folgt.
O

7.20. Lemma. Je zwei Parallelogramme derselben Fliche sind dquizerlegbar mittels Trans-
lationen.

Beweis. Dank dem Absorptionslemma 7.19 kénnen wir die Rénder vernachldssigen. Ein
Parallelogramm der Fliche « ist klarerweise dquizerlegbar mittels Translationen zu einem
Rechteck derselben Fliche, indem wir an den Eckpunkten die Hohen abtragen und entspre-
chend schneiden und verschieben. Dieses Rechteck konnen wir in ein verdrehtes Quadrat
wie in der folgenden Abbildung translatieren, solange die Breite hochstens das Vierfache der
Hohe ist. Diese Einschrankung macht uns aber nichts aus, da wir ansonsten unser Rechteck
hinreichend oft halbieren und die beiden Hélften {ibereinanderstapeln kénnen.
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7. Quadratur des Kreises

Abbildung 7.7.: Quadratur des Rechtecks, solange die Breite hochstens viermal so grofl wie
die Hohe ist.

Der Satz des Pythagoras wie in der folgenden Abbildung liefert uns eine Konstruktion des
verdrehten Quadrats in 2 achsenparallele Quadrate.

Abbildung 7.8.: Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras sehen wir, wie ein verdrehtes Quadrat
in 2 achsenparallele Quadrate translatiert werden kann.

Indem wir den Schritt, bei dem wir das Rechteck quadrieren in die andere Richtung wie-
derholen, erhalten wir zwei Rechtecke mit einer Basisldnge von /a. Diese beiden Rechtecke
konnen nun aufeinander gestapelt werden, um ein achsenparalleles Quadrat zu erhalten.
Machen wir dies fiir beide Parallelogramme, mit denen wir gestartet sind, so landen wir

am Ende beim selben Quadrat, also haben wir Aquizerlegbarkeit mittels Translationen.
O

7.21. Satz (Polygon Aquizerlegbarkeit). Je zwei Polygone derselben Fliche sind

dquizerlegbar mittels Translationen.
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7. Quadratur des Kreises

Beweis. Aufgrund von Transitivitit reicht es Aquizerlegbarkeit mittels Translationen zwi-
schen einem gegebenen Polygon und einem achsenparallelen Quadrat derselben Fliche zu
zeigen. Indem wir vertikale Linien an allen Knoten entlang schneiden, erhalten wir fiir P
eine Zerteilung in Trapeze. Wenn wir die entlang, der Diagonalen schneiden, erhalten wir
Dreiecke (T3),. Schneiden wir @ horizontal in Rechtecke (R;)™,, ist nun also nur noch
T, ~p R; fir alle i = 1,...,m zu zeigen, wobei die Flichen in R; gleich groff wie die
Fldchen aus T; gewahlt wurden. Nach dem Absorptionslemma 7.19 kénnen wir dabei die
Rénder in unserer Betrachtung ignorieren. Fiir jedes ¢ = 1,...,m sei L; die lineare Trans-
formation, sodass L;(T;) ein gleichschenkeliges Dreieck ist. Nach Satz 7.18 gilt somit, dass
Li(T;) ~7 S;, wobei S; ein Quadrat ist. Gleichzeitig ist L;(R;) aber auch ein Rechteck und
somit erhalten wir mittels Lemma 7.20, dass L;(R;) ~7 S; gilt. Also gilt nach Transitivitéit
Li(T;) ~1 Li(R;). Weiters gilt aber auch fiir jede Translation 7, dass Li_lTLZ‘ auch eine
Translation ist, da 7' <t GLa(R) (vgl. 1.22 in A4 und (¢) in 1.11 aus A.3), womit sogar T;
und R; dquizerlegbar mittels Translationen sind. Insgesamt haben wir also

P = CJ Ti ~r 6 Ly 'TLi(T;) = Lnj Ri=Q.
=1 i=1 =1

O

7.22. Satz (Graphen Aquizerlegbarkeit). Sei K eine Jordan Kurve (einfach ge-

schlossene Kurve), die aus den drei Bogen OA, AB und BO besteht, die zwischen den
Punkten O, A und B liegen. Weiters seien OA und AB Strecken einer Gerade und BO
eine zweimal differenzierbare Kurve, die sich im Inneren des Parallelogramms P befindet,
welche durch die Punkte O, A und B bestimmt wird. Weiters sei die Kriimmung der letz-
ten Kurve beschrinkt und wird nie 0, also hat sie eine durchgehend erkennbare Kriimmung.
Dann ist K* dquizerlegbar mittels Translationen zu einem achsenparallelen Quadrat () der-
selben Fldche.

Beweis. Sei L eine lineare Transformation, die wie in der folgenden Abbildung operiert.

A

Abbildung 7.9.: Die transormierte Jordan Kurve und gr(f) rechts in grau.
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7. Quadratur des Kreises

Sei O = (0,0), dann sehen wir wie L(A) = (1,0) und L(B) = (0,1) gilt. Weiters ist die
Kurve L(OB) in [0,1]? enthalten. Durch unsere Voraussetzungen der Differenzierbarkeit
und Kritmmung ist L(OB) insbesondere entweder konkav oder konvex beziiglich der z-
Achse. Wir erhalten also eine streng monoton wachsende Funktion f : [0, 1] — [0, 1], sodass
gr(f) = L(K*). Die Kritmmung ist im Punkt (z, f(z)) gleich f"(z)/(1 4 (f'(x))?)3/2. Also
sind die Bedingungen fiir die Variation des Satzes von Erdds-Turdn 1.36 in Appendix A.5
erfiillt. Somit gibt es fiir jedes Paar an Vektoren X = {z,y} aus R? eine Konstante C’,
sodass fiir alle u € R? und positive ganze N Folgendes gilt

D(Fy(u, X),gr(f)) < C'N~307(z). (7.9)

Sei weiters )1 ein achsenparalleles Quadrat von derselben Fliche wie gr(f), wo die untere
linke Ecke im Koordinatenursprung liegt. Sei Q2 ein zu @1 kongruentes Quadrat, sodass
sowohl Q3 als auch L~!(Q2) hinreichend weit weg vom Ursprung sind. Natiirlich gilt Q; ~7
Q2. Sei P := L~1(Q2) ein geschlossenes Parallelogramm. Mit der Dritten Abschitzung 1.34
aus A.5 folgt dann fiir fast alle Paare an Vektoren X die Existenz einer Konstante C”, sodass

D(Fn(u,X),Q1) < C"N720"(z). (7.10)

Somit konnen wir so ein Paar von Vektoren X und eine Konstante C' wihlen, sodass
fiir alle v € R? und ganze positive N sowohl (7.9) als auch (7.10) gilt. Sei nun ¥(N) :=
CN?/3¢7(N), dann konvergiert 72, ¥(2¥)/2*. Da sowohl D(Fy (u, X), gr(f)) < ¥(N)/N?
als auch D(Fy(u, X),Q1) < W(N)/N? fiir alle v und N gilt, liefert uns das Kriterium der
Aquizerlegbarkeit 7.16, dass gr(f) ~7 Qi und somit auch gr(f) ~r Q2. Anwenden von
L~ auf beiden Seiten liefert L~ (gr(f)) ~r P, da fiir jede Translation 7 auch L~!7L eine
Translation ist, da T' <1 GLy(R). Weiters bemerken wir, dass L(K™*) = gr(f)U ({1} x [0,1])
ist. Somit unterscheiden sich L=!(gr(f)) und K* nur durch die Strecke AB, also gilt nach
dem Absorptionslemma 7.19, dass L™ (gr(f)) ~r K* und somit P ~7p K*. Die Flichen
von P und K* stimmen iiberein, womit mit der Aquizerlegbarkeit von Polygonen 7.21 folgt,
dass P dquizerlegbar mittels Translationen zu einem achsenparallelen Quadrat () derselben
Flédche ist. Transitivitdt liefert abschlieBend K* ~p Q.

O

7.23. Korollar (Tarskis Quadratur des Kreises). Jede Kreisscheibe ist dquizerlegbar
zu einem Quadrat derselben Fldche mittels Translationen.

Beweis. Wir betrachten ohne Beschrinkung auf die Allgemeinheit die Einheitskreisschei-
be und zerteilen den Kreis in zwei Teile wie folgt: die halboffene Viertelkreisscheibe zwi-
schen den Punkten (0,0), (1,0) und (0,1) und der restliche abgeschlossene Dreiviertel-
kreis. Einmal haben wir eine konvexe Menge, einmal nicht. Nach dem Satz der Graphen
Aquizerlegbarkeit 7.22 ist der Abschluss beider Mengen Aquizerlegbar zu einem achsenpar-
allelen Quadrat der jeweils selben Fliche. Mit dem Absorptionslemma 7.19 gilt dies fiir
die halboffene Menge genauso. Durch Translation kénnen wir unter Nichtberiicksichtigung
gemeinsamer Rénder die beiden erhaltenen Quadrate nebeneinander anordnen und erhal-
ten so ein Polygon, welches nach der Aquizerlegbarkeit von Polygonen 7.21 fquizerlegbar

mittels Translationen zu einem Quadrat derselben Fliche ist - der quadrierte Kreis!
O
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A.1. Niitzliches aus der Graphentheorie

Dieser Abschnitt richtet sich nach [Run04, Kapitel 0.2]

1.1. Definition. Ein (ungerichteter) Graph ist ein Tripel (V, E, ¢), wobei V und E nicht-

leere Mengen sind und ¢ eine Abbildung von F in die ungeordneten Paare von Elementen
von V ist. Die Elemente von V' werden Knoten genannt, und die Elemente von E werden
Kanten genannt. Wenn e € E und v,w € V mit ¢(e) = (v,w) gilt, sagen wir, dass v
und w durch e verbunden wird oder dass v und w die Endpunkte von e sind bzw. dass v
und w Nachbarn sind. Wir werden auch manchmal etwas nachléssig sein und die Kante e
einfach mit ihrem Bild unter ¢ identifizieren. Der Grad eines Knoten ist die Anzahl der
Kanten, in denen der Knoten ein Endpunkt ist. Ein Pfad in (V, E, ¢) ist eine endliche Fol-

ge (e1,...,e,) von Kanten zusammen mit einer endlichen Folge (v, ...,v,) von Knoten,
wobei vy ein Endpunkt von ey, v, ein Endpunkt von e, ist, und v; ein Endpunkt von e;
fir j =1,...,n—1ist. Wir sagen, dass vy und v,, durch den Pfad verbunden sind. Aus for-

malen Griinden sagen wir auch, dass der leere Pfad jeden Knoten mit sich selbst verbindet.

1.2. Definition. Sei (V| E,¢) ein Graph und sei k € N.

(i) Eine Menge M C E heifit Matching, falls keine zwei Kanten aus M einen Knoten
gemeinsam haben.

(i) Wenn jeder Knoten Endpunkt von genau k Kanten ist, dann wird (V, E,¢) als k-
reguldr bezeichnet.

(ili) Wenn V = X UY, wobei X und Y disjunkt sind, und jede Kante einen Endpunkt in
X und einen in Y hat, dann wird (V| E, ¢) als bipartit bezeichnet.

Im Folgenden sprechen wir einfach von einem bipartiten Graph (X,Y, F, ¢), wenn wir mei-
nen, dass (V, E, ¢) ein bipartiter Graph mit V, X und Y wie oben sind.

1.3. Definition. Sei (X,Y, E,¢) ein bipartiter Graph, und seien A C X und B C Y.
Ein perfektes Matching von A und B ist eine Teilmenge F' von E, so dass

e jedes Element von AU B Endpunkt von genau einem f € F ist, und

e alle Endpunkte von Kanten in F' in AU B liegen.
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1.4. Satz (Kénig). Sei (X,Y,E,¢) ein bipartiter Graph, der k-reguldr fir ein gewisses
k € N ist. Dann gibt es ein perfektes Matching von X und Y.

Beweis. Definiere eine Aquivalenzrelation auf V' wie folgt: zwei Knoten sind dquivalent,
wenn sie durch einen Pfad verbunden werden kénnen (beachte, dass jeder Knoten durch den
leeren Pfad mit sich selbst verbunden ist). Jede Aquivalenzklasse beziiglich dieser Relation
ist wiederum ein k-regulérer, bipartiter Graph und hat abzihlbar viele Knoten und Kanten
(durch k-Regularitit). Wenn wir fiir jeden solchen Graphen ein perfektes Matching finden
konnen, kénnen wir sie zusammenfiigen, um ein Matching fiir X und Y zu bilden. Wir
konnen also annehmen, dass X, Y und E abzéhlbar unendlich sind und dass je zwei Punkte
in V' durch einen Pfad verbunden werden kénnen.

Sei {e, : n € N} eine Aufzihlung von E. Betrachte die Menge aller endlichen Folgen in
{0,1}. Wenn s und ¢ solche Folgen sind, schreiben wir s < ¢, wenn s ein Anfangssegment
von t ist. Wir nennen eine solche Folge s der Lénge n gut, wenn es endliche Mengen V' C V
und £’ C F gibt, so dass

e V" alle Knoten enthilt, die als Endpunkte von eq, ..., e, auftreten,
e {e1,...,e,} CF,

o (V/,E', ¢| ) ein k-reguldrer, bipartiter Graph ist, der ein perfektes Matching F” fiir
V'NX und V' NY hat, sodass fiir j < n,e; € F' genau dann, wenn s; = 1 ist.

Aus dieser Definition ist klar, dass wenn s < ¢ und wenn t gut ist, dann ist auch s gut.
Wenn V' C V und E' C E endliche Mengen sind, sodass (V', E', ¢| /) ein Graph ist, dann
gibt es endliche Teilmengen V” C V und E” C E mit V' C V" und E’ C E”, sodass
(V" E", | zi) ein bipartiter, k-reguldrer Graph ist. Somit gibt es ein perfektes Matching
F" C E” fiir V"N X und V" NY. Definiere eine gute Folge durch

) /"
N — {0,1}, j»—>{ (1)’ falls e; € F7,

sonst.

Es folgt, dass jede gute Folge der Linge n fiir jedes m > n eine gute Erweiterung der Linge
m hat.
Wir kénnen somit induktiv eine unendliche Folge in {0,1} definieren, sodass jedes endli-
che Anfangssegment von s gut ist und unendlich viele gute Erweiterungen hat. Sei F' :=
{en : s, = 1}. Dann ist F ein perfektes Matching fiir X und Y.

O

1.5. Satz (Hall-Rado-Hall). Sei (A, B, E,¢) ein bipartiter Graph, so dass jeder Kno-
ten in A endlichen Grad hat. Dann gibt es ein Matching, das jeden Knoten in A beinhaltet
genau dann, wenn fir alle endlichen k gilt, dass jede Menge von k vielen Knoten in A
mindestens k wviele Nachbarn hat.

Beweis. 7=—": Sei M ein Matching, das jeden Knoten in A beinhaltet. Sei S eine Teil-

menge von A und N(S) die Menge aller Nachbarn von Elementen in S. Klarerweise gilt
S| < IN(S)I-
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7«<=": Sei B mit der diskreten Topologie B(B) versehen. Fiir a € A bezeichnen wir mit
N, C B die Nachbarn von a. Da jeder Knoten in A endlichen Grad hat, ist die Men-
ge N, kompakt und somit gilt nach dem Satz von Tychonoff 1.9 in Appendix A.2, dass
Y = J[,ca Na ein kompakter Unterraum von BA ist. Nun betrachten wir eine endliche
nichtleere Teilmenge H von A und definieren weiters

M(H):={f € B |Vae A: f(a) € Ny, f| ist ein Matching }.

Falls wir die Behauptung des Satzes fiir alle endlichen bipartiten Graphen zeigen kénnen,
erhalten wir M (H) # ( fiir alle solche H. Zusétzlich ist M (H) abgeschlossen in Y, da
Y \ M(H) als die offene Vereinigung offener Mengen der Produkttopologie der diskre-
ten Topologie geschrieben werden kann, da das Nichtdazugehéren zur Menge M (H) nur
vom Verhalten zweier Punkte abhéngt. Also erfiillt die Familie {M(H) C Y | H C
A endlich und nichtleer} die endliche Durschnittseigenschaft, da nur endliche bipartite Gra-
phen beriicksichtigt werden. Somit gibt es nach Satz 1.8 aus Appendix A.2 ein f € (\{M(H) |
H C A endlich und nichtleer}. So ein f ist ein Matching fiir ganz A.

Also bleibt die Aussage nur mehr fiir endliche bipartite Graphen zu zeigen. Wir fiihren
den Beweis mittels vollstdndiger Induktion nach |A| durch.

Induktionsanfang (|JA| = 1): Sei A = {a}. Unsere Bedingung impliziert, dass der
Grad von a mindestens 1 ist. Also gibt es eine Kante (a,b), zu der a ein Endpunkt ist.
M = {(a,b)} ist also ein Matching von ganz A.

Induktionsschritt (|A] = n + 1): Sei a € A ein beliebiger Knoten. Wir wissen aufgrund
unserer Voraussetzung, dass Grad(a) > 1 gilt und es somit eine Kante (a,b) € E gibt.
Nun betrachten wir den folgenden Graphen: G’ := (A’ U B', E', ¢| /), wobei A" := A\ {a},
B := B\ {b} und E' := E\ {(d,V) | € N,/ € Np}. Wir erhalten fiir diesen Graphen
die folgenden beiden Fille.

1. Fall: G' erfiillt die Bedingung unserer Voraussetzung. Da |A'| = n < n+ 1 = |A] ist,
erhalten wir per Induktionsvoraussetzung ein A’-Matching M’ und somit ein A-Matching
mittels M := M' U {(a,b)}.

2. Fall: Die Bedingung unserer Voraussetzung des Satzes ist nicht mehr erfiillt fiir G’.
Also gibt es eine Menge S C A’, sodass |Ng/(S)| < |S|. Da der urspriingliche Graph G
jedoch nach wie unsere Voraussetzung erfiillt, gilt gleichzeitig |[Ng(S)| > |S|. Die Mengen
N¢g(S) und Ng/(S) konnen sich aber nur unterscheiden, indem Ng/(S) = Ng(95) \ {b}
gilt. Somit gilt b € Ng(S) bzw. |[Ng(S)| = |S|. Als néchstes betrachten wir die folgenden
zwei Graphen. Sei G der von G induzierte Subgraph durch S U Ng(S) und Go der durch
(A\ S)U(B\ N¢(S) induzierte. Wir zeigen, dass die beiden Graphen die rechte Bedingung
des Satzes erfiillen, womit wir wieder im 1. Fall landen wiirden. Zunéchst zeigen wir es
fir G1. Sei T' C S und damit Ng(T) € Ng(S). Also gilt Ng, (T') = Ng(T') und somit
|INa, (T')| = |[Na(T')| = |T|. Also erfiillt G; die Bedingung.

Fiir Gy betrachten wir 7" C A\ S. Wir erhalten dann Ng,(T) = Ng(T) \ Na(S) =
Na(SUT)\ Ng(S). Insgesamt erhalten wir

[Ne,(T)| = INa(SUT)| = [Na(S)| = [SUT| - [S] = [T].
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Da sowohl |S]| als auch |A \ S| kleiner als |A| sind, gilt die Induktionsvoraussetzung. Sei
M; das S-Matching von G; und My das A\ S-Matching von Gy. Dann ist M; U My ein
A-Matching von G.

]

A.2. Niitzliches aus der Topologie

Folgendes ist aus [Kall5, Kapitel 12] entnommen.

1.6. Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und M eine Teilmenge von X. Dann

bezeichnen wir das Innere von M mit

M= J{U|UeT,UCM}.

1.7. Definition. Sei X eine Menge. Sei C eine Familie von Teilmengen von X, also

C CB(X). Wir sagen, dass C die endliche Durchschnittseigenschaft hat, wenn fiir je end-
lich viele Cy,...,C, € C stets C1 N ...NC, # O gilt.

1.8. Satz. Sei (X,T) ein kompakter topologischer Raum und K eine Teilmenge von X.

Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(K1) K ist kompakt.

(K2) Jede Familie bzgl. T |, abgeschlossener Teilmengen von K mit der endlichen Durch-
schnittseigenschaft hat nichtleeren Durchschnitt.

Beweis. (K1) = (K2): K ist kompakt, also ist K insbesondere als Teilmenge von
(K, T|x) kompakt. Sei C eine Familie in (K, T|;) abgeschlossener Teilmengen von K
mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Angenommen (., C' = 0, dann folgt

U K\ =K,

ceC

wobei die K\C'in (K, T ) offen sind. Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, (K\C1)U
... U(K\Cy) = K, und wir erhalten C; N...N C,, = (), was aber der endlichen Durch-
schnittseigenschaft widerspricht.

(K2) = (K1): Sei V C T eine offene Uberdeckung von K. Wiirde V keine endliche
Teiliiberdeckung besitzen, so wire (K\V1) N...N (K\V,,) # 0 fiir jede endliche Auswahl
Vi,...,V, € V. Also hiitte C' = {K\V : V € V} die endliche Durchschnittseigenschaft, und
nach Voraussetzung wire der Schnitt aller Mengen K\V,V € V nichtleer. Damit wére V

aber keine Uberdeckung.
O
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1.9. Satz (Tychonoff). Sei (X;,7;),i € I, eine Familie topologischer Riume, und sei

[Lic; Ti die Produkttopologie auf [l,c; Xi. Dann ist ([1;c; XisI1ic; Ti) genau dann kom-
pakt, wenn alle Riume (X;,7T;),i € I, kompakt sind.

A.3. Niitzliches aus der Algebra

Der folgende Abschnitt enthélt Definitionen und Resultate von [GW22, Kapitel 3]

1.10. Definition. Sei N eine Untergruppe einer Gruppe G. Sei g ein beliebiges Element

in G. Dann bezeichnen wir die folgende Menge als die linke Nebenklasse von N nach dem
Element g.

gN :={gn|ne N} CG.
Analog definieren wir die rechte Nebenklasse von N nach dem Element ¢

Ng:={ng|ne N} CQG.

1.11. Satz. Sei N eine Untergruppe von G. Mit € bezeichnen wir das Einselement in

G. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Es gibt genau eine Kongruenzrelation ~ auf G mit N = [¢]..
(b) Es gibt eine Kongruenzrelation ~ auf G mit N = [g].

(c) Es gibt eine Gruppe H und einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H mit N =

o '({en})

(d) Es gibt eine Gruppe H und einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H
mit N = =1 ({er}).

(e) Fiir alle g € G gilt gNg=* C N. (N ist invariant unter Konjugation mit g)
(f) Fiir alle g € G gilt gNg~' = N.
(9) Fiir alle g € G gilt gN = Ng. (Links- und Rechtsnebenklassen stimmen iiberein)

(h) Fiir alle g € G gilt gN C Ng.

Beweis. Wir fithren den Beweis zyklisch durch.
(a) = (b): Das ist klar.
(b) = (c): Sei ~ eine Kongruenzrelation auf G und definiere mit H := G/ die Menge
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aller Aquivalenzklassen beziiglich ~. Ubertriigt man die Gruppenoperation -, das neutrale
Element ¢ und das inverse Element durch

lal~ 1 B~ = [a-c b~ en=[ecle, [allh=[a7"]

fiir a,b € G, so erhélt man eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe, da sich die Grup-
pengesetze entspechend iibertragen. Die Abbildung ¢ : G — H mit ¢(a) := [a]. bildet
einen Gruppenhomomorphismus, da

pla-gb) =la-gbl~ =lal~-u bl = @(a) -1 (D)

gilt. Wegen a € N = [eg]~ <= ¢(a) = [eg]~ = ey folgt zudem sofort N = ¢~ t({ey}).
(¢) => (d): Man ersetze H einfach durch ¢(G). Somit ist ¢ surjektiv.

(d) = (e): Wir setzen N = ¢~ !(ey) voraus. Fiir ein beliebiges Element y = gng~! €
gNg~! folgt

o(y) = plgng™") = ¢(g9) e(n) e(g7") = (9)p(9) " = en.

=€y

{

Also gilt y € p~1(ey) = N und somit gNg~! C N.
(e) = (f): Wir wissen gNg~! C N fiir alle g € G, also gilt insbesondere fiir ein festgehal-
tenes Element ¢!, dass ¢g"'Ng C N. Somit folgt

N =gg 'Ngg ' CgNg'.

Also erhalten wir insgesamt N = gNg~ .

(f) = (g): Multipliziert man gNg~! = N von rechts mit g, erhalten wir gN = Ng.

(9) = (h): Das ist klar.

(h) = (a): Sei N also eine Untergruppe mit gN C Ng fiir alle g € G. Multiplikation
von rechts mit g1 liefert gNg~—! € N und somit wissen wir wegen (e) = (f), dass auch
gNg~! = N gilt. Nun betrachten wir folgende Kongruenzrelation

g~hi<= g lheN.

Es gilt sicherlich N = [¢]., da g7'h € N < g ~ h < & ~ g~ 'h. Weiters ist ~ eindeutig mit
dieser Eigenschaft. Nun bleibt noch zu zeigen, dass es sich tatsédchlich um eine Kongruenz
handelt. Es gilt g ~ h genau dann, wenn g~ 'h € N bzw. h € gN. Also liegt h in der
Linksnebenklasse von N nach g. Da N eine Untergruppe ist, bilden die Linksnebenklassen
eine Partition von G. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Fiir die Vertriglichkeit mit der
Gruppenoperation betrachten wir g ~ ¢’ und h ~ h'. Es folgt

(gh) ' (gh)=h"Y g g)h e W INW C N = gh~g}.

0

1.12. Definition. FEine Untergruppe N einer Gruppe G heifit Normalteiler, falls sie eine
der dquivalenten Bedingungen (a)—(h) aus Satz 1.11 in Appendix A.3 erfiillt. In Zeichen
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schreiben wir hierfiir N < G.

1.13. Definition. Sei N ein Normalteiler einer Gruppe G. Dann bezeichnen wir die

Menge der Linksnebenklassen G/N := {gN | g € G} als Faktorgruppe von G nach N. Auf
G/N defineren wir das Komplexprodukt, welches folgende Operation darstellt

(gN)-(AN) :={z-y|x € gN,y € hN}.

1.14. Proposition. Die Faktorgruppe eines Normalteilers bildet mit dem Komplexpro-

dukt eine Gruppe.

Beweis. Aus der Tatsache, dass bei Normalteilern Links- und Rechtsnebenklassen iibereinstimmen

(vgl. Bedingung (g) aus Satz 1.11 in Appendix A.3), erhalten wir

gN -hN = g(NW)N Z g(hN)N = (gh)(NN) = (gh)N.

Die Gruppenaxiome vererben sich somit von G auf G/N weiter.
O

1.15. Satz (Homomorphiesatz). Ist f:(G,o) — (H,*) ein Gruppenhomomorphismus,

dann ist N := f~(ey) ein Normalteiler von G und die Faktorgruppe G/N ist isomorph
zum Bild f(G). Fin entsprechender Isomorphismus ist gegeben durch

: JG/IN — f(G)
f'{gN = f(9)

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass die Abbildung f ein Gruppenisomorphismus ist. Den
Rest wissen wir bereits mit (¢) aus Satz 1.11. Es gilt, dass f wohldefiniert und injektiv ist,
da
aN=bN&blacNef(bla)=ce f(aN) = f(a) = f(b) = f(bN).
Weiters ist f ein Gruppenhomomorphismus, da fiir alle Nebenklassen a N und bN Folgendes
gilt: } . . .
f(aN 0 bN) = f(abN) = f(ab) = f(a) x f(b) = f(aN) x f(bN).

Es gilt, dass f surjektiv ist, da fiir jedes g := f (¢') € f(G) gilt, dass f@N)=f(g)=g.
Hieraus folgt, dass f : G/N — f(G) ein Gruppenisomorphismus ist, und somit G/N =
f(G).

O

1.16. Definition. Eine endliche Folge von Untegruppen

g:G:GgZ_)Gli_)...QGm:{a}
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heiit Normalreihe, falls G; ein Normalteiler von G;_1 fir alle i = 1,...,m ist. Weiters
bezeichnen wir die Gruppen G;_1/G; als die Faktoren der Normalreihe.

1.17. Definition. FEine Gruppe heifit aufidsbar, falls sie eine Normalreihe besitzt, de-

ren Faktoren alle abelsch sind.

1.18. Definition. Sei A eine nichtleere Menge, V und A bindre Operationen auf A und

= eine unidre Operation auf A. Weiters definieren wir 1 := a V —a und 0 := a A —a fiir
ein beliebiges a € A. Dann nennen wir (A,V,A,—,1,0) eine Boolsche Algebra, falls die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) die Operationen V und A sind kommutativ und assoziativ,
(i) fur alle a,b e Agilt (aAb)Vb=>bund (aVb)ANb=D,
(1) fiir alle a,b,c € Agilt aA(bVe) = (aAb)V(aAc)und aV (bAc) = (aVb)A(aVec),
(iv) fiir alle a,b € A gilt (a A —a) Vb=">bund (aV —-a) Ab=0.
Wir bezeichnen mit a—b := aA—b fiir a,b € A als das Komplement von b in a. Weiters lasst
sich auf einer Boolschen Algebra eine Halbordnung wie folgt definieren. Fiir alle a,b € A
gilt: a <b <= a=aAb.

Ein Element a € A heifit auflerdem Atom, falls es ein minimales nicht 0 Element ist, also:
a # 0 und falls fiir ein b € A gilt, dass 0 < b < a, dann folgt b = 0 oder b = a.

1.19. Definition. Wir bezeichnen eine nichtleere Teilmenge Ag von A als Boolsche Sub-

algebra, falls Ag unter den Operationen V, A und — abgeschlossen ist.

1.20. Definition. Sei A eine Boolsche Algebra. Dann nennen wir eine Bijektion g :

A — A, fir die g(a VvV b) = g(a) V g(b), gla ANb) = g(a) A g(b) und g(—a) = —g(a) fiir alle
a,b € A gilt, einen Automorphismus auf einer Boolschen Algebra.

A.4. Niitzliches aus der Linearen Algebra

Die Informationen sind [Hav08] entnommen.
1.21. Definition. Eine Bijektion f : R™” — R” heifit affin, falls fiir alle Punkte P,Q in

R™ und fiir alle reelen Zahlen «, f mit a + 5 =1 gilt, dass f(aP + Q) = of (P) + Bf(Q).
Als Menge bilden sie eine Gruppe, die wir mit A, (R) bezeichnen.

1.22. Satz. Sei f € A,(R) eine affine Abbildung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte

Translation T € T,,(R) und eine eindeutig bestimmte invertierbare lineare Transformation
o € GL,(R), sodass f = 70.
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Beweis. Sei T die Translation um f(0), also 7(P) := P+ f(0). Klarerweise ist 7 eine bijekti-
ve Abbildung. Weiters definieren wir o := 7! o f. Als Komposition bijektiver Abbildungen
ist ¢ auch bijektiv. Fiir die Existenz einer gesuchten Darstellung bleibt also nur noch zu
zeigen, dass o eine lineare Abbildung ist. Seien dazu P, Q) Punkte im R"™ und « € R. Dann
erhalten wir aus der Affinitdt von f die Linearitdt von o mittels

(0P + Q) =f(aP+Q) — f(0) = f (aP+ (1-a) Q) (o) =

11—«
af(P)+ (1= a)f ({2Q) - 50) =

af(P)+ (1= 0) (2@ + (1= 125 ) £0)) - 1= )f(0) =

af(P)+ f(Q) — f(0) = ac(P) + o(Q).
Fiir die Eindeutigkeit betrachten wir f = o7 = o/7/. Es folgt unmittelbar ¢ = o’7/771,
womit die Translation 7/77! die Identitit ergeben muss und somit 7 = 7/. Wir erhalten

auch o = o’.
|

1.23. Definition. Sei f = 70 eine affine Abbildung. Dann definieren wir die Determi-
nante von f mittels der Determinante von o, also det(f) := det(¢). Den Raum der affinen
Abbildungen mit Determinante +1 bezeichnen wir mit SA,(R). Er bildet mit der Hinter-
einanderausfithrung eine Gruppe.

1.24. Proposition. Die Menge (SLy(Z),-) der invertierbaren Matrizen mit ganzzahli-
gen Eintrigen und Determinante 1 bildet eine Gruppe.

Beweis. Die Matrixmultiplikation ist klarerweise abgechlossen in SL,(Z) und assoziativ.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Inverse Determinante 1 hat und aus ganzzahligen Ein-

trigen besteht. Aus dem Determinanten Multiplikationssatz erhalten wir unmittelbar fiir
ein A € SL,(Z), dass

1 = det(id) = det(A - A1) = det(A) - det(A™!) = det(A™1).
=1
Die Cramersche Regel aus der Linearen Algebra liefert uns die folgende Formel fiir die
Berechnung der Inversen

A—l

= ~adj(A
det(A) et .]( )7
=1
wobei die sogenannte Adjunkte adj(A) wie folgt definiert ist

T

a1 a2 - Qin ai1 G211 -+ Qpl
- as1 Gz -+ Q2n al2 G o Gp2
: AT . _
adj(A) = A" = : .. : - : .. : ’
CN’Jnl 6Ln2 o dnn &ln aQn e dnn
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a1 v Q11 G141t Glg
N o o Aio11 " W11 i1+l - i1
dy = (—1)"" - Myj = (=1)" - det | i—Ly=1 imly+ i=Ln
J J . . . , . .
Qiy1,1 v Ai415-1 Q41,541 0 Gifln
Gn,1 ce Qp,j—1 Qp 541 T Gn.n

Dabei erhélt man also die sogenannten Minoren M;;, indem man die Determinante der
Untermatrizen berechnet, die sich durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte ergeben.
Wie wir sehen, muss es sich bei den Werten der Minoren um ganze Zahlen handeln, da
die Determinante einer Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen sicher wieder ganzzahlig ist.

Insgesamt sind die Eintriige von A~! somit ganzzahlig.
O

A.5. Nitzliches aus der Zahlentheorie

1.25. Definition. Eine komplexe Zahl « heifit algebraisch, falls es ein Polynom p mit gan-
zahligen Koeffizienten gibt, sodass p(a) = 0 ist. Andernfalls nennen wir « transzendent.
Die Menge aller algebraischen Zahlen bezeichnen wir mit A.

1.26. Bemerkung. Offensichtlich gilt Q@ C A, da jede rationale Zahl /g Nullstelle des
Polynoms p(z) := gz — r ist. Weiters ist A \ Q # 0, da zum Beispiel eine Nullstelle des
Polynoms p(z) := 2% — 2 die irrationale Zahl v/2 ist. Aber nicht jede komplexe Zahl ist alge-
braisch, wie wir am Beispiel der Kreiszahl m bemerken und im Folgenden festellen werden,
da es nur abzahlbar viele algebraische Zahlen gibt.

1.27. Proposition. Die Menge der algebraischen Zahlen A ist abzdhlbar.

Beweis. Sei P, die Menge der komplexwertigen Polynome mit ganzzahligen Koeflizien-
ten vom Grad n. Diese Menge ist abzéhlbar, da |P,| < |[[;-, Z| gilt. Nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra, hat jedes Polynom vom Grad n hochstens n-viele Nullstellen.
Die Vereinigung abzihlbarer Mengen ist auch abzdhlbar. Also ist A abzdhlbar mittels

AL < [Unen [iz1 Pal-
]

Als néchstes beweisen wir ein paar sehr technische aber niitzliche Resultate aus der Zahlen-
theorie, welche in Kapitel 7 benotigt werden. Folgendes richtet sich nach [TW16, Kapitel
9]. Zunichst erinnern wir uns an die folgenden Definitionen.

1.28. Definition.

e J:=10,1) x[0,1).
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e Fiir x € R definieren wir (z) := min,ez |r — 2| = min(frac(z), 1 — frac(z)) und die
Bruchteilfunktion frac(x) := x — |x]|. Falls der Input der Bruchteilfunktion vektor-
wertig ist, ist die Funktion komponentenweise zu verstehen.

e Fiir ein positives reelles z sei /(x) := max(2,Inz).

e Fiir eine endliche Teilmenge A von J und eine messbare Teilmenge der Ebene H
definieren wir die Diskrepanz von A zu H wie folgt: D(A, H) := ‘Ag'ql — ANH)|.

e Fiir eine endliche Teilmenge A von J definieren wir D(A) := sup{D(A,H) | H C
J ist ein halboffenes Rechteck}. Analog kénnen wir die mehrdimensionale Diskrepanz
mittels dem mehrdimensionalen halboffenen Wiirfel definieren.

e Fiir eine Funktion f : [0 [0,1) definieren wir den gefiillten Graph gr(f) :=

7)
{(=, )0<$<10 y < f(2)}.

1.29. Lemma.

(a) Fiir fast jedes x € [0,1) gibt es nur endlich viele positive ganze Zahlen k, fir die
(kx) > k=2 nicht gilt.

(b) Fiir fast alle Paare x,y € [0,1) gibt es nur endlich viele Paare von positiven ganzen
Zahlen h, k, fiir die (ha + ky) > (hk)™2 nicht gilt.

Beweis. (a): Zunichst bedeutet (kz) < k=2, dass es ein m € N gibt, sodass |kz—m| < k2.
Dies wiederum ist dquivalent zu !x - %| < k73, Fiir jede positive ganze Zahl k, betrachte
die Menge der reellen Zahlen z € [0,1), sodass fiir ein m gilt |z — 5¢| < k~3. Dies definiert
eine Menge von Intervallen mit Durchmesser 2k 3, wobei die Zentren genau 1/k voneinan-
der entfernt sind. Daher ist das Mafl der Menge der z € [0, 1), fiir die es ein k gibt, sodass
(kz) < k=2, hochstens 2> 7 | k=2, Weiterhin hat die Menge der z, die die Ungleichung
fiir k > K erfiillen, ein MaB von 2", - k™2, was ein Rest einer konvergenten Reihe ist
und somit beliebig klein gemacht werden kann. Daher hat die Menge der z, fiir die die
Ungleichung unendlich viele Losungen hat, ein Maf3 kleiner als € fiir jedes positive € und
daher ein Maf von 0.

(b): Sei Dy, die Menge von (z,y) € J, sodass (ha + ky) < (hk)™?; sei M = (g ]?;)

Dann gilt
th:U{ x,y) € J:|M - (z,y) —m| < (hk)?}

—UM {(,y) e M- J: |z +y—m| < (hk)?}

— ML (U{(a;,y) eEM-J:|z+y—m|< (hk)2}>

Sei D diese letzte Vereinigung, dann gilt D C M - J = [0,h) x [0,k). Da die Bedingung,
die D definiert, modulo 1 invariant ist, konnen wir uns auf D N .J konzentrieren. Dort sind
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nur die Werte m = 0, 1, 2 relevant. Die langen Kanten des zentralen Streifens werden durch
y = 1 — x & (hk)? beschrieben, woraus sich ergibt, dass die Breite des Streifens v/2(hk) 2
betragt. Wenn die kleinen Eckstiicke verschoben werden, zeigt sich, dass D N J durch
Zerlegung kongruent zu einem Rechteck ist, das den zentralen Streifen enthélt: Seine Langen
sind v/2-v/2(hk)~2. Daher betrigt die Fliche von DN .J gleich 2(hk)™2 (der Fall h = k =1
ist eine triviale Ausnahme: Die Fléche betréigt 1, nicht 2). Die Erweiterung auf M - J sagt
uns, dass die gesamte Fliche von D gleich 2(hk)™! betréigt. Da Dj, ) eine Skalierung von
D durch M~! ist, tritt ein Faktor von det (M) = (hk)™! auf, was A(Dpx) = 2(hk) >
ergibt.

Sei D die Menge von (z,y) € J, fiir die es h, k gibt, wobei mindestens eines von h, k nicht
kleiner als K ist, sodass (hx + ky) < (hk)~2. Angenommen, fiir (x,y) gibt es unendlich
viele Paare h, k, sodass (x,y) € Dp ;. Dann gilt fiir jedes K, dass (z,y) € Dg. Aber das
Flichenma$l von Dy ist hochstens 23,5 - S50 2(hk)™2, wobei der fithrende Faktor 2

durch die Symmetrie in h und k bedingt ist. Dies ergibt 4 (3>_p2, k~?) (thK h*2> =

%W2 dohsK h=2. Aber dieser Rest einer konvergenten Reihe ist, fiir K, die grofl genug sind,
kleiner als jedes positive ¢, und somit hat die Menge der Punkte, fiir die die Ungleichung

des Lemmas nicht gilt, ein Maf} von 0.
O

1.30. Lemma. Wenn f eine messbare reelle Funktion auf [0,1] mit einem endlichen

Integral ist, a € R und k € N, dann gilt

1/2

1
| st rapar=2 [ ra.
0 0

Beweis. Die Periodizitit beziiglich [0, 1] und eine Substitution ergeben

1 1—a/k 1
/0 Fla+ ka))da = / Fla+ ka))de = /0 (k) da.

—a/k

Dann fithrt die Periodizitdt beziiglich [0, 1/k] und eine weitere Substitution zu Gewiinschtem,
wie folgt

/01 F({kz))de = k/j fka)de = 2 /Ok flka)kdx = 2/0é f(z)dz.

O

1.31. Satz (Erste Abschitzung). Fiir fast jedes (z,y) € J und jedes € > 0 gibt es
ein C' > 0, sodass fir jede positive ganze Zahl n Folgendes gilt

g 1 3+e€ n
2 gy < CCT)
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Beweis. Wir verwenden die Funktionen Q(w) = W und Ky (w) = m@k (w).
Betrachte die folgende Familie von Funktionen fy(z,y) = Ki(y)Qr(z) = ﬁe(k)@k(x)Qk(y)
mit Definitionsbereich J, wobei Singularititen (bei x oder y = 1/k oder 0) irrelevant sind,
da wir Mengen mit Maf§ 0 ignorieren. Sei f deren Summe: f(z,y) = > 7=, fu(z,v).

Behauptung 1: Fiir fast alle  und y ist f(z,y) endlich. Wir vereinfachen das Problem,
indem wir durch Integration die Dimension reduzieren. Die Grundidee ist, die Frage der
Konvergenz von f(z,y) = Y poq Ki(y)Qr(x) auf die gleiche Frage fiir >~ | Ki(y) zu re-
duzieren.

Behauptung 2: Fiir fast alle y ist Y oo, fol fr(x,y)dx endlich. Fiir jedes y liefert Lemma
1.30

1 B 1 B 2 1 _ 2K (y)
/o fr(z,y)dz = Kk(y)/o Qu(e)de = 2Kk(y)/o :L‘(—ln:v)Hde B (1nl;)e€‘

Also folgt Behauptung 2 aus der nichsten Behauptung.

Behauptung 3: Fiir fast alle y konvergiert 7 | Ki(y).

Wie zuvor liefert das Lemma fol Qr(y)dy = (ln722)€e Der Integralsatz zeigt die Konvergenz

von > ;2 Wﬁ(k)? und somit konvergiert die folgende Reihe

o

3 (M / 1 Qk<y>dy> |

k=1

Der Satz iiber monotone Konvergenz erlaubt das Vertauschen von Summe und Integral,
wodurch sich Folgendes ergibt

1 o 1 o0
/ (Z MQI:(W) dy = ZKk(y)dy < 0.
0 \k=1 0 k=1

Dies bedeutet, dass der Integrand fiir fast alle y endlich ist. Dies beweist Behauptung 3
und damit Behauptung 2.

Durch Vertauschen der Summe und des Limes in Behauptung 2 erhalten wir fiir fast alle y,
dass fol Y rey fe(x,y)dz < oo endlich ist. Der Integrand muss fiir fast alle « endlich sein.
Da der Satz von Fubini zeigt, dass die beiden fast iiberall giiltigen Bedingungen zu einer
Nullmenge im zweidimensionalen Raum fithren, beweist dies Behauptung 1.

Um abzuschlieflen, verwenden wir Lemma 1.29 (a), das impliziert, dass es ein positives
C' (abhiingig von z und kleiner als 1 angenommen) gibt, sodass (kz) > C'k~? fiir jedes k
gilt. Fiir solches x erhélt man, durch Logarithmieren und einfache Algebra:

1 - 2+ |InC’|
(k) = [In(kx)| e
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Dies impliziert, dass fiir fast alle z,y Folgendes gilt
1 _ (24 |InC’|)?
kt3te (k) (kx)(ky) — kOte(k)(kz) (ky)| Inka) In(ky)| '+
= 2+ |InC'))? Kp(y) Qi ().

Die rechte Seite summiert sich (fast immer) zu einem endlichen Wert, geméfl Behauptung
1. Daher gilt fiir fast alle z, y:

< 00.

= 1
€= 2 i k)
Da ¢ monoton ist, gilt wie gewiinscht

n €3+e (n)

= 1 1 .
2 iy = 2w (k) Rk (g < CF )

O

1.32. Satz (Zweite Abschitzung). Fiir fast jedes (x1,y1, 2, y2) € J? und jedes positive
e und C gibt es ein C' > 0, so dass fiir jedes n € N folgende Abschitzung gilt

n n

1
< C’£6+e )
hzl ; hk (hay + k) (hay + ky) — (n)

Beweis. Der Beweis ist ahnlich wie der vorhergehende Beweis. Sei X = (z1,y1) und ¥ =
: _ 1 _ 1

(w2, y2). Definiere Qnx (V) = ooy Wd Knk(V) = sregyarey Qr(V)-

Definiere die Funktionen f 1(X,Y) = Kp, 1(Y)Qpx(X), und sei f die Summe f(X,Y) =

Yo > hey far(X,Y). Die Behauptungen des vorhergehenden Beweises werden zu den

folgenden, und Behauptung 2 impliziert Behauptung 1 genauso wie zuvor.

Behauptung 1: Fiir fast alle X und Y ist f(X,Y") endlich.

Behauptung 2: Fiir fast alle Y ist 377 >0 [, fur(X,Y)dX endlich.
Behauptung 3: Fiir fast alle Y konvergiert Y 7>, > 27 Kp 1 (V).
Beweis von Behauptung 2. Fiir jedes Y liefert Lemma 1.30, dass

1 1
/fh,k(Xa Y)dX = Kh,lc(Y)/ / Qn (21, y1)dz1dy
7 o Jo

1 1
1
= Ky (Y dx1d
O [ [ G e R

1 12 1
= Kprp(Y 2 ————dx1d
ok ( )/0 /0 (e

2 2

1
= Kh’k(Y)/O Wdyl = Kh,k(Y) (ln 2)66'
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Und nun folgt die Aussage aus Behauptung 3. Wie in Behauptung 2 liefert das Lemma

1.30, dass
1 1 9
/ / Qnk(r1,y1)dr1dy =
0 0 h.k ’ (ln2)66

Der Integralsatz (zweimal angewendet) zeigt die Konvergenz der Reihe

Z Z hkgl+e gl—i—e Z hgl—&-e (Z kgl-i-e >

h=1k=1

Tatséchlich konvergiert diese Reihe zur Quadratsumme der inneren Reihe. Daher konver-
giert die folgende Reihe

ZZ |:<hk£1+e )ote(k >/ / Qnk(x1, 91 da:ldyl].

h=1 k=1

Der Satz iiber monotone Konvergenz liefert dann das Resultat wie zuvor.

Als Nichstes verwenden wir Lemma 1.29 (b), das es fiir fast alle (21,91, z2,y2) € J? eine
Konstante Cy gibt, sodass C1h~2k~2 < (hay + ky1) und C1h=2k=2 < (hay + kys) fiir alle
positiven ganzen Zahlen h und k. Fiir diese Tupel erhalten wir, durch Logarithmieren und
fiir j = 1 oder 2, dass

| In(haj + ky;)| < (2 + | InChf) (€(h) + £(F)).

Aber ¢ kann nicht kleiner als 2 werden, also kann das Produkt zweier ¢ nicht kleiner als
ihre Summe sein und wir erhalten
1 1 2+ InC| 2+ |InCh|
< < < Tre:
C(h)e(k) = £(h) + £(k) — [Intha; + ky;)| — |In(ha; + ky;)|

Dies impliziert fiir fast alle (x1,22), (y1,y2) € R? und jedes € > 0, dass

1
hZ:l kz_: RECT(R) BT () (hay + kyr) (has + k)

O

1.33. Satz (Erd&s-Turan-Koksma-Formel). Fir einen Gitterpunkt h = (hy, ..., hs)

in Z°, definiere ||h|c = maxi<j<s |h;| und

= [ [ max (|ny],1).
j=1

Fiir x,y € R® sei (x,y) das Standardskalarprodukt. Sei nun x1,...,xN eine endliche Folge
von Punkten in R® und X = {x1,...,xn}. Dann gilt fir jede positive ganze Zahl m:

N
1 1 27i(h,xn)
< »>Tn
D(X) < Cs + E N nE 16

0<|hllco<m

82



Die approbierte gedruckte Originalversion dieser Diplomarbeit ist an der TU Wien Bibliothek verfligbar
Die apprishiete geital ckeesOngn dNe tsiesilie seraDasienianaitist Ak WrenBllairBibliothek verfiigbar

The approved original version of this thesis is available in print at TU Wien Bibliothek.

jot el?
'BI'I eKy
Your knowledge hub

3

A. Appendix

wobei die Konstante Cy nur von der Dimension s abhdngt. Fin expliziter Wert fir Cy ist
Cy = 2573571,

1.34. Satz (Dritte Abschitzung). Fir fast jedes Paar von Vektoren z,y € J und

jedes € > 0 gibt es eine Konstante C, so dass fiir jedes u € R? und jede positive ganze Zahl
N, und X = {z,y}, Folgendes gilt

£6+e N

Dy x) < M,

Beweis. Wir werden zeigen, dass, wenn (1,22, y1,y2) € J? so ist, dass die Aussagen der
Abschitzungen in Satz 1.31 und Satz 1.32 fiir jedes der Paare (z1,y1) und (x2,y2) sowie
fiir jedes der Vierer-Tupel (£, £x9, £y1, £y2) gelten, dann die Aussage giiltig ist. Da
die beiden Theoreme behaupten, dass fast jeder 4-Vektor diese Eigenschaft hat, wird dies
ausreichen.

Um die Diskrepanz von Fy(u,X) abzuschitzen, wenden wir die Erdés-Turdn-Koksma-
Formel 1.33 an. Diese Formel liefert eine absolute Konstante C, so dass fiir jede positive
ganze Zahl m gilt:

D (Fy(u, X)) <C <nl¢ + ;21\> : (A1)

wobei ||h|| = max (|h1], |h2|), 7(h) = max (|h1], 1) max (Jhs|, 1), und

A= Z L Z 627Ti(h1 (u14+nz1+ky1)+he (ue+nza+ky2))
r
0<||h]|I<m ( ) 0<n,k<N

Sei Ay die Summe der Terme in A, fiir die h; > 0 und hy = 0 gilt. Wir benétigen die folgende
Formel, die sich durch Summieren der geometrischen Reihe, Umwandeln der Exponential-
funktionen in trigonometrischer Form und Entfernen von Termen am Einheitskreis ableiten

N-1
§ :627r1,nﬁ
n=0

wobei csc(z) = 1/sin(x) ist. Die Verwendung dieser Formel ergibt fiir jede positive ganze
Zahl h, dass

lasst:

= | esc(nf) sin(nSN)| < |cse(nB)],

Z e27rih(u1+na:1+ky1) _ ‘627rihu1 Z eQﬂih(nxl-l—kyl)
0<n,k<N-1 0<n,k<N-1
N—-1 N—-1
_ Z 627Tihn:cle27rihky1 _ Z 627Tihn:r1 Z eZﬂ'ihkyl
0<n,k<N—1 =0 o
1 1

= Tsin (whar) sin (whyn)] = 4 (hay) (hgn)’
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Durch Summieren und Anwenden der Zweiten Abschétzung 1.32 ergibt sich dann

m m
1 .
A = - (2mih(ui+nzi+ky1)) < 3+e ‘
1 E 3 E e E hxl B hay) (s C°¢(m)
h=1 0<n,k<N h=1

Sei Ao analog, wobei die Terme verwendet werden, fiir die hy < 0 und he = 0 gilt. Dann
gilt:
m

< O3 (m).
221 hxl (—hy1) ; hxl ) (hyt) (m)

Und wir erhalten die gleichen Abschétzungen fiir den symmetrischen Fall, bei dem h; = 0
und ho # 0 ist. Als Néchstes sei Az die Summe der Terme, bei denen sowohl hy als auch
ho positiv sind. Dann liefert die Zweite Abschitzung 1.32 fiir (z1, z2,y1,y2), dass

1

N Eh: . hihg (hiz1 + hoza) (hiyi + hays)
1,12

< CU5F < (m).

Wir erhalten die gleichen Abschitzungen fiir die Summen der Terme, bei denen h; > 0,
ho < 0 gilt, sowie fiir &hnliche Fille. Insgesamt haben wir also

A < ColT¢(m),

wobei Cy eine Konstante ist, die nur von z, y und € abhéingt. Durch Anwendung von (A.1)
vollenden wir den Beweis.

O

1.35. Satz (Erd6s-Turan). Sei f:[0,1) — [0,1) eine strikt monotone Funktion und sei

C' eine Konstante mit 0 < C < 1, sodass fir alle z,y € [0,1) gilt, dass |f(x) — f(y)| >
Clz —y|.

Dann gilt fir jede positive ganze Zahl m und jede endliche Menge S = {(z1,v1), ..., (zN,yn)}
der Grofle N, die eine Teilmenge von J ist, dass

D(S, gx(f)) < max <8D(S), 22,6Em)

wobei E,, gegeben ist durch

m

1 1
1
27rhzf(:]c 2mwhif(xn)
/0 z

Z 2whi(f(xn) yn)d

+

)
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1.36. Satz (Erd8s-Turdn Variation). Sei f zweimal differenzierbar auf [0,1] mit
f(0) = 0 und f(1) = 1. Angenommen, dass f'(x) stets positiv ist und f"(x) von null
beschrinkt ist. Dann gibt es fiir fast jede Menge X = {x,y} von zwei Vektoren in R? eine
Konstante C, sodass fiir jedes v € R? und N gilt, dass

D (Fy(u, X),gx(f)) < CN~/3¢7(N),

A.6. Nutzliches aus der MaBtheorie

Folgendes richtet sich nach [RF10, Kapitel 15.3]

1.37. Definition. Zwei Messraume (X, ) und (Y,B) heiflen dquivalent, falls es eine bi-

jektive Abbildung ¢ : X — Y gibt, sodass sowohl ¢ als auch ¢! messbar sind. Das heif}t,

falls p(A) € B fiir alle A € A und ¢~ 1(B) € A fiir alle B € B gilt. Wir nennen ¢ dann
eine A quivalenz zwischen 2 und 8.

1.38. Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Dann nennen wir die von den

offenen Mengen erzeugte o-Algebra die Borelsche o-Algebra. Ein Mafi darauf nennen wir
dann ein Borel Mafs.

1.39. Bemerkung. In der Tat reicht es Messbarkeit auf einer erzeugenden Menge der

o-Algebra nachzuweisen. Insbesondere folgt also fiir zwei topologische Rdume (X, 77) und
(Y, T3), die homodomorph sind, dass sie auch Borel dquivalent sind.

1.40. Satz. Sei X ein vollstindiger separabler metrischer Raum und p ein Borel Mafs

auf X, sodass u(X) =1 und p{z} = 0 fir jede Menge {x}, die aus einem einzelnen Punkt
besteht. Dann gibt es eine Borel Menge Xo C X mit u(Xo) = 0 und eine Teilmenge Yy von
[0,1] mit Lebesque Map null, sodass es eine Borel-Aquivalenz ¢ von X \ Xo mit [0,1] \ Yo
gibt, die die Eigenschaft hat, dass p (v~ '[A]) = A(A), wobei X das Lebesque Maf auf [0,1]
15t.

Beweis. Sei ¢ eine Borel-Aquivalenz von X mit einer Borel-Teilmenge £ von [0, 1], und
definiere das Borel-Ma8 v auf [0, 1] durch v(A) = p (¢~ *[A]). Sei f die Verteilungsfunktion
von v, das heiit f(z) = [0, z]. Dann ist f eine monotone nicht abnehmende Funktion auf
[0,1], die rechts stetig ist. Da f(z) — lim; ,,- f(t) = v{z} = p{p (2]} = 0, sehen wir,
dass f stetig ist. Da f(0) = 0 und f(1) = v[0,1] = pu(X) = 1, ist f eine stetige Abbildung
von [0, 1] auf [0, 1].

Fiir jedes y € [0,1] ist die Menge f~![{y}] eine abgeschlossene Menge, und da f nicht

abnehmend ist, handelt es sich entweder um ein abgeschlossenes Intervall oder um einen
einzelnen Punkt. Sei M die Menge der y, fiir die f~![{y}] ein nicht-degeneriertes Intervall
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ist. Da diese Intervalle disjunkt sind, ist M abzéhlbar.

Nun gilt A(E) = v (f'[E]), und daher hat die Menge N = f~'[M] v-MaB Null. Nun
ist f ein Homoomorphismus von [0,1]\ N auf [0, 1]\ M. Da N eine Borel-Menge ist, ist die
Menge Xo = ¢~ '[N] eine Borel-Menge, und pu(Xg) = v(N) = 0.

Somit ist die Abbildung ¢ = f o ¢ eine Borel-Aquivalenz von X \ Xy mit 1 [X \ Xo].
Da ¢ eine Borel-Aquivalenz von X auf eine Borel-Teilmenge von [0, 1] ist, ist ¢ [X \ Xo]
eine Borel-Teilmenge von [0, 1] \ NV und somit eine Borel-Teilmenge von [0,1] \ N. Daher
ist ¢ [X \ Xo] = f ¢ [X \ Xo]] eine Borel-Teilmenge von [0, 1] \ M und damit von [0, 1].

Somit ist 9 eine Borel-Aquivalenz von X \ Xy mit einer Borel-Teilmenge von [0, 1]. Da
AMA) = p (¥71A]), haben wir A (¢ [X \ Xo]) = p (X \ Xo) = 1, und wir schen, dass die
Menge Yp = [0,1] \ ¥ [X \ Xp] eine Borel-Teilmenge von Lebesgue Maf null ist.

O
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Symbole und Notation

Relationen

Aquizerlegbarkeit beziiglich G

Aquizerlegbarkeit mittels n-vielen Stiicken

A ist G-dquizerlegbar mit einer Teilmenge von B
Isomorphie Relation zweier Vektorrdume

Fiir Punkte P,Q € R? gibt es (m,n) € Z2, sodass
P=Q+ (m,n)

Vorkommende Gruppen und Raume

die Gruppe aller n-dimensionalen orthogonalen Matri-
zen

die Gruppe aller n-dimensionalen orthogonalen Matri-
zen mit Determinante 1

die Gruppe aller Translationen auf R™

die Gruppe aller invertierbaren linearen Transforma-
tionen auf R"

die Gruppe aller invertierbaren linearen Transforma-
tionen auf R™ mit Determinante 1

die Gruppe der Elemente aus S L, (R) mit ganzzahligen
Eintrégen

die Gruppe der affinen Abbildungen im R"

die Gruppe der affinen Abbildungen im R" mit Deter-
minante 1

die Gruppe aller Translationen und Rotationen im R"
- die Gruppe aller Isometrien

die Gruppe aller Translationen und Rotationen im R"
mit Determinante 1

der Raum aller beschrinkten reelwertigen Funktionen
auf einer Gruppe G

die Gruppe aller Bijektionen f auf R, sodass sowohl f
als auch f~! messbar und invariant beziiglich A sind
die Gruppe aller Translationen
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Haufige Mengen

S*~1  die n-dimensionale Einheitssphire
B die abgeschlossene Einheitskugel
J  das halboffene Einheitsquadrat [0, 1) x [0, 1)
gr(f) der gefiillte Graph {(z,y) : 0<z < 1,0 <y < f(x)}

Mal3 Notation

L die Menge der Lebesgue-messbaren Mengen
A das Lebesgue Maf

Algebra Notation

F(o,7) die freie Gruppe vom Rang 2
F,,F,~1 die Worter die mit o bzw. 0~! beginnen
F,,F.-1 die Worter die mit 7 bzw. 7~! beginnen

o die erzeugende Rotation entlang der z-Achse, aufge-

fasst als Buchstabe der freien Gruppe vom Rang 2

T die erzeugende Rotation entlang der z-Achse, aufge-

fasst als Buchstabe der freien Gruppe vom Rang 2
N <G die Untegruppe N ist Normalteiler von G
G/N die Faktorgruppe von G nach Normalteiler N

Besondere Funktionen

l(x) max(2,Inx)
frac(z)  die Bruchteilfunktion x — |z]
(x) min(frac(x), 1 — frac(x))

D(A,H) die Diskrepanz ‘AQ{I' — A\(H)

15 eine  Funktion von N mnach [0,+00), sodass

0o U (2%)/2F konvergiert
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